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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen,

der Technischen und Naturwissenschaften nach alien Richtungen hin

welter auszubauen, 1st mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen

zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes

Bemiihen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, dafs bei gleicher

Unterstiitzung seitens der Gelehrten und Schulmanner des In- und Auslandes

auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen-

schaft und Schule jederzeit forderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge-

diegener Arbeiten auf einschlagigem Gebiete werden mir deshalb, wenn

auch schon gleicne oder ahnliche Werke uber denselben Gegenstand in

meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein.

Unter meinen zahlreichen Untemehmungen mache ich ganz besonders

auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Miinchen und Wien und

der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen herausgegebene Encyklo-

padie der Math.ematisch.en Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Banden

die Arithmetik und Algebra, die Analysis, die Geometric, die Mechanik,

die Physik, die Geodasie und Geophysik und die Astronomie behandelt und

in einem Schlufsband historische, philosophische und didaktische Fragen

besprechen, sowie ein Generalregister zu obigen Banden bringen wird.

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur-

wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica, das Archiv der

Mathematik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathe-

matiker-Vereinigung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik
und die Zeitschrift fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen

Unterricht.

Seit 1868 veroffentliche ich in kurzen Zwischenraumen: ,,Mitteilungen

der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner&quot;. Diese ,,Mitteilungen&quot;, welche

unentgeltlich in 20000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande

von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches meinem Verlage
Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen

und von den vorbereiteten Untemehmungen des Teubnerschen Verlags in

Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jiingstzeit fortgefuhrte

jahrlich. zwei- bis dreimal neu gedruckte Verzeichnis des Verlags von
B. G. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, der technischen

und Naturwissenschaften nebst Grenzgebieten, 96. Ausgabe [XL u.

168 S. gr. 8], in alien Buchhandlungen unentgeltlich zu haben, werden

auf Wunsch aber auch unter Kreuzband von mir unmittelbar an die Be-

steller iibersandt.
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Vorwort.

Als ieh im Jakre 1886 die ^Lezioni di geometria differenziale&quot;

lithograpbiert erscheinen liess, war es raeine Absicht, dieselben nach

den allmahlich irn Lehrgang eingefuhrteu Modificationen und Zusatzen.

welcbe die Unterrichtspraxis und die neueren Fortscbritte der Tbeorie

mir raten wiirden, spater in den Druck zu geben. Der Xutzen der

beabsichtigten Arbeit schien mir nicbt zweifelbaft, da unter den

italienischeu und auslandischen Verofientlichungen danials ein Bucb

fehlte, das ausfiihrlicb die Anwendungen der lufinitesimalrecbnung in

der Geometric der Flacheu bebandelte.

Heutzutage liegt die Sache ganz anders. Um von andereu kleineren

Werken zu schweigen, besitzen wir jetzt die ersten drei Bande des

Lehrbuchs von Darboux: ^e^-ons sur la theorie generale des surfaces&quot;,

das eine vollstandige Zusammenstellung aller bisher auf dein Gebiete

der Infinitesimalgeometrie gewonnenen Resultate enthalt. Wenn ich

trotzdem meine urspriingliche Absicbt ausgefubrt babe, so wurde icb

dazu durcb die Betrachtung gefuhrt, dass Zweck nnd Plan meiner

Arbeit wesentlich von denen des hervorragenden franzosisclieu Mathe-

niatikers verschieden siud. Indem ich micb auf die Auseinandersetzung

der Grundzuge der Theorie und ihrer hauptsachlichsten Anwendungen

beschranke, habe ich vor allem im Sinne gehabt. in einem Bande von

nicht zu grossem Umfange alles das zusammenzustellen, was den An-

rangern, die die geometrischen Anwendungen der Infinitesimalrechnuug

grundlich kenuen zu lernen wiinschen, notig ist, urn sich die

allgemeinen Methoden anzueignen und imstande zu sein, Original-

abhandlungen selbst zu lesen. Mit Bezug hierauf will ich gleich be-

merken, dafs verschiedene Kapitel des Buches, und zwar besonders die

Kapitel VIII, XI, XII, XIII, XV und XX beim ersten Studium uber-

schlageu werden konnen.
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IV Vorwort.

Die Methode, welcher der vorliegende Lehrgang durchweg folgt,

hat ihren Ursprung in den beruhmten ,,Disquisitiones generates circa

superficias curvas&quot; von Gauss und besteht darin, die Differential-

geometrie als das Studium einer quadratischen Differentialform oder

solcher zwei simultanen Formen zu betrachten.

Deshalb wird man auch nach eiuem ersten Kapitel, das iiber

die hauptsachlichsten Eigenschaften der Kurven mit doppelter Kriim-

mung handelt, ein zweites Kapitel linden, in dem in aller Kiirze

die Theorie der quadratischen Differentialformen auseinandergesetzt wird.

Die Algorithmen, die sich aus dieser Theorie herleiten, haben den

grossen Vorteil, den Forrneln ein einfaches und elegantes Aussehen zu

geben, das sich leicht dem Gedachtnis einpragt, wahrend sie gestatten,

den Coordinatenlinien ihre vollige Allgemeinheit zu belassen: sie werden

durchweg in diesem Buche in Anwendung gebracht werden, wofiir

dieses Kapitel als Einleitung dient.

Das allgemeine Studium der Flachen und zwar sowohl der Eigen

schaften, die ihren wirklichen Gestalten im Raume innewohnen, als auch

der bei Biegung der Flache invariablen (Theorie der Abwickelbarkeit)
wird in den folgenden sieben Kapiteln auseinandergesetzt (III- IX).

Es folgen drei Kapitel (X ; XI, XII), die von zwei eng mit einander

verbundenen Theorien handeln: von den doppelt unendlichen Strahlen-

systemen (Congruenzen) und von den infinitesimalen Verbiegungen der

Flachen, oder, wenn man will, von dem Entsprechen durch Orthogonalitat
der Elemente; sie haben schon viele wichtige Ergebnisse fiir die Theorie

der Flachen geliefert und versprechen auch noch andere zu geben.

Kapitel XIII ist der Theorie der cyklischen Systeme gewidmet, die

vollig Ribaucour zu verdanken ist, und die in mehrfacher Beziehung
zu den beiden vorhergehenden steht. Ich gehe dann iiber zur Behand-

luug von zwei Specialklassen von Flachen, die an Wichtigkeit die bisher

behandelten iibertreffen: der Minimalflachen (XIV, XV) und der Flachen

mit constanter Krummung (XVI, XVII). In Kapitel XIV setze ich,

ausgehend von den Weierstrass schen Formeln, die in einfachster und

elegautester Form die Theorie der Minimalflachen mit der der Functionen

von complexen Veranderlichen verbinden, die allgeineinen Satze, die auf

diese Flachen Bezug haben, auseinander. Kapitel XV bringt einige

allgemeine auf das Plateau sche Problem beziigliche Anweisungen, aber

anstatt mich in diesen Gegenstand tiefer einzulassen, der beim Leser

die Kenntnis der neueren Theorie der linearen DifFerentialgleichungen
voraussetzen wurde, habe ich es vorgezogen, ausfuhiiich das klassische

Beispiel der Schwarz schen Flache zu behandeln, wo schon einige Kennt-

nisse der coufonnen Abbildungen genligen, um zum Ziel zu gelangen.



Vorwort. V

Die analytische Fortsetzung der Schwarz schen Flache wird hier rait

elernentarereii Mitteln behandelt, als die sind, welche Schwarz bei seiner

Abhandhmg anweudet, da nur auf die Grenzlinie, die eiiien ersten Teil

der Flache bestimmt, Bezug genommen wird und dann die Eigenscbaften

der Bewegungsgruppen benutzt werden.

Im ersten Kapitel iiber die pseudospharischen Flachen (XVI)
wird die Geometric dieser Flachen behandelt, ein Abriss der nicht-

euklidiscben Geometric gegeben mit Hilfe derjenigen couformeu Ab-

bildung auf die Halbebene, die durcb die modernen Untersucbungeu
iiber die Tbeorie der linearen Substitutionsgmppen und der auto-

morpben Functionen so grosse Wicbtigkeit gewonnen bat (Klein-

Poiucare). Das folgende Kapitel (XVII) ist den Transformations-

methoden der pseudosphariscben Flachen gewidmet, besonders der

Backhmd schen Transformation. Der neue Satz iiber die Vertausch-

barkeit zweier solcher Transformationen mit seinen Folgeruugen giebt

der allmahlicheu Anwendung der Methode den hochsten Grad der Eiu-

fachheit und hebt die Wichtigkeit der Backlund schen Transformation

nocb hoher empor, die von verschiedenen Mathematikern mir noch

nicht geniigend anerkannt scheint.

Das Buch schliesst mit drei Kapiteln iiber die kramrnlinigen

Coordinaten im Raurne und ihreu dreifacheu Systemen orthogonaler

Flachen. Im ersten (XVIII) werden die allgemeinen Satze behandelt,

die sich auf diese Systeme beziehen, bis zur Aufstellung der wichtigen

Transformation von Combescure-Darboux. Im XIX. Kapitel beschaftige

ich mich nochmals mit den cyklischen Systemen Ribaucours, und mit

Anwendung der Combescure scben Transformation leite ich daraus nur

mit Quadraturen die allgemeineren dreifach oiihogonalen Systeme mit

einer Reihe von Linien ebener Kriimmung ab. Im weiteren Verlauf

handelt das Kapitel von den elliptischen Coordinateu mit Anwenduug
auf das Studium der geodatischen Linien auf dem Ellipsoid. Das letzte

Kapitel ist scbliesslich eine Zusammeufassung meiuer Abhandlungen
iiber diejeuigen dreifach orthogonalen Systeme, welche eine Reihe von

Flachen mit constanter Kriimmung enthalten.

Zum Schlusse muss ich noch anfiihren, dass ich mich fur die

Citate im Texte auf die wichtigsten beschrankt babe, besonders gilt

dies fiir die Stellen des Werkes von Darboux, aus denen ich nianchmal

geschopft habe.

Urn die Kargheit der Citate zu verriugern, habe ich am Ende des

Buches ein Verzeichnis der hauptsachlichsteu zu Rate gezogenen Werke

angefiigt.



Vorwort zur deutschen Ausgabe.

Ausser (lurch kleinere, wahrend des Druckes als zweckmassig
erkannte Anderungen des Textes unterscheidet sich diese deutsche Aus

gabe meiner
;;
Lezioni di geometria differenziale&quot; von der Original-

ausgabe noch durch Hinzufiigung der beiden letzten Kapitel XXI
und XXII, die in aller Kiirze die Hauptformeln der w-dimensionalen

Differentialgeometrie, mit besonderer Riicksicht auf Raume constanter

(Riemann scher) Krumnmng, behandeln. Die vorliegende Fassung dieser

neu hinzugekommenen Theorien stammt aus Universitatsvorlesungen
des Jahres 1894/95. Der Verfasser hat sich dabei beinuht, aus der

reichen Litteratur das zur ersten Orientierung Wesentliche herauszu-

nehmen und mit den vorhergehenden Teilen des Buches zu einem ein-

heitlichen Ganzen zu vereinigen.

Als besonders vom Verfasser herriihrend sei es gestattet, den

neuen Beweis
(

321 und 322) fiir die Abwickelbarkeit zweier Raume
mit derselben constanten Kriinimung hervorzuheben sowie die Art und

Weise, wie im 331 die verallgemeinerten Formeln von Gauss und
Codazzi im beliebig gekriimmten Raume von n Dimensionen aus den

ChristoiFel schen Grundformeln fiir Aquivalenz quadratischer Differential-

formen abgeleitet wurden.

Endlich mochte ich den Leser auf die ganz neue Transformations-

theorie fur die Flachen constanter positiver Krummung aufmerksam

machen, fiber die im Anhang zum XVII. Kapitel (S. 641) kurz

berichtet wird. Den letzten Untersuchungen, die Herr Guichard iiber

Deformationen der Rotationsflachen zweiter Ordnung aufgestellt hat

koinmt hauptsachlich das Verdienst zu, den neuen wesentlichen Fort-

schritt in der Theorie der Flachen constanter Krummung ermoglicht
zu haben.
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Kapitel I.

Curven doppelter Kriiiimiung.

Tangente und Xormalenebene. - Erste Krummung oder Flexion. - - Haupt-
nonuale und Binonuale. - - Zweite Kriinimung oder Torsion. - - Formeln von

Frenet. Die naturlichen Gleichungen einer Curve. Cylindri.sehe Schrauben-

linien. Abwickelbare Flachen. Polardeveloppable einer Curve. Schmiegungs-

kugel. Evoluten und Evolventen. Orthogonale Trajectorien eines oc -Ebenen-

svstenis. Bertrand sehe Curven.

1. Tangente und Normalenebene.

Um eine Curve C analvtisch zu definieren, beziehen wir sie auf

ein orthogonales Cartesisches Axensystem OX, OY, OZ und driicken die

Coordinaten x, y, 2 eines beweglichen Pimktes der Curve als Func-

tionen eines Parameters w aus:

Beziiglich der Functionen .r(), //(M), z(u) bemerken wir ein

fur alle Mai, dass sie samt ihren ersten, zweiten und dritten

Differentialquotienten als endlich und stetig vorausgest-t/t

werden, ausgenommen hochstens in eiuzelnen besonderen
Punkten.

Jedem speciellen Wert u
t

des Pai-ameters innerhalb des Inter-

vails, in dem die Functionen
3&quot;(), y(u)f z(ii} definiert sind, entspricht

eine specielle Lage J/
x

des erzeugenden Punktes M. Wenu sich

stetig andert, so bewegt sich der Punkt M nach einem stetigen Ge-

setz im Raume und besehreibt so die Curve C. Wir wollen nun imnier

aiinehinen, dass die Richtuug, in der sich der erzeugende Punkt M
bewegt, wenn der Parameter w wachst, als die positive, die ent-

gegengesetzte als die negative Richtung der Curve 6 gerechnet
werden soil.

In den meisten Fallen wahlen wir als Parameter oder Hilfsver-

anderliche u den von einem festen (Anfangs-) Punkt der Curve C ge-
Bianchi. Differentialgeometrie. 1
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vi Boges.s/derselben. In jedem Falle haben wir zur Bestim-

mung von s als Function von u die bekannte Gleichung:

_ -i
/Tdx\* .

(dy\* , (de\*~~
V \du) &quot;* \du) &quot;T&quot; \du/

Hierbei miissen wir bei der Festsetzung, dass s mit wachsendem u ge-

rechnet wird, fur die Wurzel das positive Zeichen wahlen.

In einem Punkte M der Curve C betrachten wir die Tangente

und wahlen ihre positive Richtung ubereinstinainend niit derjenigen

der Curve. Bezeichnen wir dann, wie wir es in nachstehendem stets

thun werden, mit

cos a, -cos /3,
cos y

die Cosinus der Winkel der positiven Tangentenrichtung, so haben

wir die Gleichungen:

dx dy
du du

cos a = - -
-----

&amp;gt; cos p =//1\0 /J7..\t) /,7^,\O _ / /J

dz
du

cos =

oder:

dx dy dz
(1) eoi^-jj, flM/J^-gf;

cos r-
fT

--

In diesen Gleichungen (1) ist es gleichgiltig ?
ob wir die rechten

Seiten als Quotienten von Ditferentialen oder als partielle Ableitungen

nach dem Bogen betrachten.

Die in M auf der Tangente senkrecht stehende Ebene heisst

Normalenebene der Curve; sie hat die Gleichung:

(X #) cos K -\- (Y --
y) cos

/3 -f- (Z z] cos y 0,

wo X, 1&quot;

?
Z die laufenden Punktcoordinaten sind.

2. Die erste Kriimmung oder Flexion.

Aus der rnehr oder weniger schnellen Abweichung, die der Punkt

beini Beschreiben der Curve von der geradlinigen Richtung erfahrt,

schliessen wir auf die grossere oder geringere Krurnmung der Curve

selbst. Um fur diesen Begriff eine genaue Fassung zu erhalten und

ihn der Messung unterwerfen zu konnen, betrachten wir zwei benacli-

barte Pnnkte der Curve
,
M und Mr Dividieren wir dann den sehr

kleinen Winkel Js, den die Richtungen der beiden Tangenten in M



2. Die erste Krummung oder Flexion. 3

und 3/j mit einander bilden, durch die Lange des Bogens MMl} so

convergiert der Quotient

Bogen

wenn sieh 3/j dem Punkte 3/ unendlich nahert, gegen einen bestirnmten

und endlichen Grenzwert, der als Mass der ersten Krummung, Bie-

gung oder Flexion der Curve in M betrachtet wird. Wir bezeichnen

diesen Grenzwert mit
,
und sein reciproker Wert p heisst, aLs Strecke

gedeutet, Radius der ersten Krummung.
Um die Existenz dieses Grenzwertes nachzuweisen und gleichzeitig

den Ausdruck fur ihn zu finden, stellen wir folgende Ueberlegung an:

Urn den Coordinatenanfangspunkt und mit dem Radius Bins beschreiben

wir eine Kugel und schneiden durch sie die Strahlen, die parallel den

positiven Richtungen der aufeinanderfolgenden Curveutangenten ge-

zogen werden. Der Ort der Endpunkte dieser Strahlen heisst die

spharische Indicatrix C der Tangenten : jeder Lage des erzeugenden
Punktes M(x, y, z) auf der Curve C entspricht ein Punkt J/

(u- , t/ ,
& }

auf der spharischen Indicatrix
C&quot;,

und es ist offenbar

(2) x = cos a, ?/
= cos

/j,
z = cos y.

Betrachten wir nun einen Punkt M^ der Curve C, der M be-

nachbart ist, so wird der Winkel z/ gerade durcb den Bogen des

grossten Kreises gemesseu, der auf der Bildkugel die Bildpunkte M
uud MI verbindet. Bei der Berechnung des Greuzwertes

i Js= iini
^ J.^= Js

konnen wir statt z/ den entsprechenden Bogen der Indicatrix setzen,

denn convergiert 4e gegen Null, so nahert sich das Yerhaltnis dieses

Bogens zu ^ der Einheit. Bezeichnen wir mit ds das Bogenelenient
der spharischen Indicatrix, so haben wir also ohne weiteres

l _ ds

Q ds
oder nach (2)

Wird s als unabhangige Variable genonimen, so kann diese Formel
nach ( 1) auch so geschrieben werden:

ds-j

1*
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Da der ersten Kriimmung nur ein absoluter Wert zu-

kommt, so denken wir uns in diesen Gleichungen stots den positiven

Wert der Wurzel gewahlt.

Wir bemerken sofort, dass eine Curve C eine Strecke lang
nicht die Flexion Null haben kann, ohne langs dieser Strecke gerad-

linig zu sein
7
denn nach den Gleichungen:

d cos a ,- d cos
|3

~ d cos y ,,

ds ds dx-

die dann bestanden
7
wurden cos

7
cos

/3 7
cos y constant sein und

also die Gleichungen gelten:

x ,s- cos a -f- 7 y = s cos
/3 -|- J&amp;gt; 7

z = s cos y -f- c, (a, &
7
c= Const.),

die eine Gerade definieren.

3. Die Schmiegungsebene.

Unter alien Ebenen, die durch den Punkt M der Curve C gehen7

behndet sich eine
7
die sich in der Umgebung von M weniger als jede

andere von der Curve entfernt und die Schmiegungsebene (oscu-
lierende Ebene) der Curve in M heisst. Wir schreiben nun die

Gleichung einer beliebigen durch den Punkt M(x, y, z) gelegten Ebene

in der Form:

(4) (X x) cos a -\- (Y --
y) cos It -f- (Z z) cos c =

7

wo cos
7

cos ?&amp;gt;

7
cos c die Richtungscosinus der Norrnale bedeuten,

wiihlen den Bogen s der Curve als Parameter und betrachten einen

M benachbarten Punkt M
7

der dem Werte s -\- h des Bogens ent-

spricht, wo Ji unendlich klein (von der ersten Ordnung) ist. Sind 4x,

z// 7
Az die beziiglichen Zunahmen von x, y, z beirn Uebergange von

s zu s -f- li,
so haben wir fur die Entfemung d des Punktes M von

der Ebene (4) die Gleichung:

d -= Ax cos a -f- /Jy cos 1&amp;gt; -f- &amp;lt;4z cos c.

Nun ist

, _ dx -,
. d*x h&quot;

,_

f * dij ^ . d^ii lr ,

(a) \ /lit = -/- h -f- ,
h f

&amp;gt; ,

as as 2

/] v /1 2 A- 7j
&quot;

* Iv & -i
| U&amp;gt; *&amp;gt; ft i40 = T- 1* + T-5 li h &quot;?

rfs B8&quot; 2

wo c l7 fa? .j
unendlich klein von der dritten Ordnung sind

7
und also

7 / dx , -, d if . dz\ 7
a = I cos a 7 h cos b -=* -4- cos c , I

f/ s d s d ,sv

-4- (cos 3 I 4- cos ?&amp;gt; 7-^ + cos c -5-=}
~ -4- 7;

,

\ ds 2 ds* dsv 2 /;



3. Die Schmiegungsebene. 5

wo r
t
unendlich klein von der dritten Ordnung ist. Die Ebene, welche

durch die Bedingungen :

dx . j d
i/

.

cos a -, -4- cos b j
- -4- cos c -,- = ,ds &amp;gt; ds

cos a 7
cos 6 -5-

d*z ,.

cos c -3-5
=

,1.--

bestimmt ist, von denen die erste besagt, dass die fragliche Ebene

durch die Tangente geht, ist also diejeuige, welche in der Umgebung
von Jf weniger als die iibrigen von der Curve abweicht. Somit haben

wir die Existenz der Schmieguugsebene nachgewiesen, dereu Gleichung
wir nach dem Vorstehenden in Determiiiantenfonn wie folgt schreiben

konnen*):

Ein Ausnahmefall tritt em, wenn fiir den betrachteten Punkt 31

die drei Unterdetermiiiauten der Matrix

(/. . d ti d:

I &amp;lt;Js

s ds~ d$-

gleichzeitig Null sind; dann ist die Schmiegungsebene in 31 unbestimmt.

Nun wird dies fur gewisse einzelne (singulare) Punkte wohl stattfinden

konnen; sollte dies jedoch laugs eiuer gauzen Strecke der Fall sein,

so ware die Curve langs dieser Strecke geradlinig. Uud in der That,

beriicksichtigeii wir die Identitiiten:

(dx\- _, (d y\~ . (dz\* 1

. / N di ^

Iz d-z
i

ds ds&quot;
l ds

dx d sx . dy d*y
ds ds* -

=
o,

so sehen wir, dass die Summe der Quadrate der Uiiterdeterminanten in der

la ist klar. dass. wenn die unabhiingige Variable u beliebig ware, die

Gleiohung der Scbmiegungsebene die analoge Form :

=

haben wiirde.

(r.
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obigen Matrix wegen (3) gleich dem Quadrat der ersten Kriimmung 1st.

Wir wollen auch auf andere Definitionen fiir die Schmiegungsebene

hinweisen, die iinmer auf die Gleichung (5) fiihren. Wenn durch die

Tangente in M und durch einen Curvenpunkt Mr

,
der M benachbart

ist, eine Ebene gelegt wird, so nahert sich diese
;
wenn M gegen M

convergiert, der Schmiegungsebene als Grenzebene. Ebenso nahert sich

die Ebene durch M und zwei andere benachbarte Curvenpunkte M
und M&quot; in der Grenze der Schmiegungsebene in M

}
wenn wir M und

M&quot; gleichzeitig nach M riicken lassen (so dass die Differenzen zwischen

den Coordinaten von M und M&quot; nicht von hoherer Ordnung unend-

lich klein werden wie die entsprechenden Differenzen gegen M). Wegen
dieser letzten Eigenschaft sagt man auch kurz, dass die Schmiegungs
ebene in M die durch M und zwei aufeinanderfolgende Curvenpunkte
M und M&quot; gelegte Ebene ist.

4. Hauptnormale und Binormale.

Die Schrniegungs- und die Normalenebene in M schneiden sich in

einer Geraden, die in M auf der Curve senkrecht steht und den Namen

Hauptnormale der Curve in M fiihrt; es ist diejenige Normale der

Curve
;

welche in der Schmiegungsebene liegt. Binormale dagegen
heisst die Senkrechte in M auf der Schmiegungsebene.

Es rnuss nun in geeigneter Weise festgesetzt werden, welche Rich-

tung der Haupt- und der Binormale wir im Folgenden als positiv an-

nehmen wollen, und wir schicken zu diesem Zwecke die nachstehenden

Bemerkungen voraus.

Wir betrachten die Ebene durch Tangente und Binormale, deren

Gleichung lautet:

(6) (x - *)g + (Y- y}^ + (z- ,)g = o.

Diese Gleichung stellt namlich wegen der Identitat:

dx d*x
, dy d*y . dz d*z

~ds ~ds* &quot;&quot;&quot;

~ds ~ds* &quot;*&quot; ds ~ds^
=

und wegen der Gleichung (5) der Schmiegungsebene gerade die Ebene

dar, welche durch die Tangente senkrecht zur Schmiegungsebene

gelegt ist.

Wir berechnen nun die Entfernung d eines M dicht benachbarten

Curvenpunktes M von der Ebene (6). Bezeichnen wir mit li den

(unendlich kleinen) Zuwachs des Bogens s beim Uebergange von M
zu M und mit 4x, 4y, dz die Zunahmen der Coordinaten, so

haben wir



4. Hauptnormale iind Binormale.

d*x .
,r-,f4x ,-* -\- Ay -=-^ -f

_ ds*
^

rfs*
&quot;

oder \vegen der Gleichungeu (a) des vorigen Paragraphen

wo in Bezug auf h unendlich klein von der dritten Ordnung ist.

Aus dieser Gleichung folgt, dass das Zeicheu von d von demjenigen von

li unabhangig ist*), dass also die Curve in dertlmgebung eines jeden

ihrer Punkte ganz auf der einen Seite der Ebene durch Tan-

gen te und Binormale liegt. Als die positive Seite dieser Ebene

bezeichnen wir diejenige, welche in der Umgebung von M der Curve zu-

gewandt ist; als positive Richtung der Hauptnormale, welche eben die

Senkrechte auf dieser Ebeue ist, wird folglich diejenige festgesetzt,

nach welcher die positive Seite der Ebene selbst liegt. Bezeichneii

wir also, wie es des weiteren stets geschehen soil, mit

cos
,

cos rj,
cos

die Cosinus der positiven Richtung der Hauptnormale, so haben wir

nach dem Vorstehenden

d-x d-y d s z

(7) cos = ? ^, cos n = 9 -jp, COS^ = Q-J^-

Endlich wollen wir unter positiver Richtung der Binormale die

jenige verstehen, die in Bezug auf die bereits bestimmten positiven

Richtungen der Tangente und Hauptnormale ebenso gelegen ist wie

die positive Richtung der z-Axe zu derjenigen der x- und der y-Axe.

Fiihren wir fur die Richtungscosinus der Binormale die Bezeichnuiigen

cos A, cos
ku, cos v

ein, so haben wir nach bekaimten Fonneln der analytischen Geometrie**)

cos A = cos
/3
cos cos

&quot;/

cos
rj,

cos
t
u = cos y cos | cos a cos

,

cos v = cos a cos
ij

cos
/3
cos %

*) Ausser in den singularen Punkten. fiir welclie = ist.
&amp;gt;

**) Man erinnere sich, dass die Detenninante

! cos a cos
(J

cos y

COS ^ COS
TJ

COS ^ = -f- 1

COS i COS fi
COS V

und jedes ihrer Elemente gleich der zugehorigen Unterdeternunante ist.
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oder:

dy dz dz dx
j

dx dy
~di ds ds ds

\

cos it= Q ,
cos v= Q

d*y d 2 2 ;

;

d z d x

ds* ds

Das durch die positiven Richtungen der Tangente, der Haupt- und

der Binormale bestimmte rechtwinklige Trieder soil der Kiirze wegen
das Haupttrieder der Curve in M genannt werden.

5. Die zweite Kriimmung oder Torsion.

Wenn die Curve C eben ist, so fallt ilire Schmiegimgsebene in

jedem Piuikte mit der Curvenebene zusammen. Bei einer Raumcurve

dagegen andert sie sich bei Aenderung des Osculationspunktes M}
und

die Schnelligkeit ihrer Abweichung, d. h. die Schnelligkeit, mit der

sich die Curve von ein und derselben Ebene entfernt, wird durch die

zweite Kriimmung oder Torsion der Curve gemessen.

Um auch diesen Begriff hier genau zu fassen, betrachten wir zwei

dicht benachbarte Puukte der Curve, M und M^ ihre beiden Schmie-

gungsebenen bilden einen sehr kleinen Winkel zJ&amp;lt;5 mit einander, und

der Quotient

Js

convergiert, weim M
1

nach M riickt
; gegen einen bestimmten und

endlichen Grenzwert, welcher als Mass der Torsion der Curve ge-

nommen und
7
mit passendem Vorzeichen versehen, mit - bezeichnet

werden soil. Sein reciproker Wert T heisst Torsions radius.

Urn den Wert fur -- zu finden, beachten wir zunachst, dass der

Winkel der beiden Schmiegungsebenen, d6, durch den Winkel der

beiden aufeinanderfolgenden Binormalen in M und J/
x gemessen wird.

Construieren wir also ganz analog wie in 2 die spharische Indi-

catrix der Binormalen, deren erzeugender Punkt die Coordinate!!

X
1
= COS A, )Jl

= COS
JW-,

2
l
= COS V

hat, und bezeichnen wir mit ds
l

ihr Bogenelement

dSl
= ydx^ + d!JS -f d^,

so haben wir offenbar

d. h.

/o \ 1
i l/rf cos l\2 . Id cos i\ 2 . Id cos v

~

-~ds
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Das Yorzeichen cler Torsion wird iin nachsteu Paragraphen passend

bestinmit werden; fur jetzt beinerken wir, dass die einzigen Curven

mit der Torsion Null die ebenen Curveu sind. In der That folgt aus

} = wegen (9), dass cos A, cos /*,
cos v constant siud; nehmen wir

der Eiiifachheit lialber die feste Richtuug der Biuormale zur z-Axe,

so haben wir cos y = uud also

z = const.,

d. h. die Curve liegt in einer zur j:ij
Ebene parallelen Ebene.

6. Formeln von Frenet.

Wir gehen nun zur Ableitimg der sehr wichtigen Formeln iiber.

welche die Differeutialquotieuten der neun Cosinus der drei Haupt-

richtungen durch die Cosinus selbst und durch die Radien der ersteu

und zweiten Kriiinmung, g uud T, ausdriicken.

Drei von dieseu Fornieln folgen uiimittelbar aus den Gleichungen

(7) des 4 (S. 7), welche ergebeu:

d cos a _ cos d cos __ cos r
t

d cos y __ cos

rfs Q ds Q ds Q

Differeuzieren wir nun die Identitat:

cos a cos A -f- cos
/3
cos

ji -f- cos y cos v =

unter Beriicksichtigung der friiheren Gleichuugen nach s, so erhalten wir:

&amp;lt;7 cos I . , d cos u, d cos v

(b) cos -^- -f cos ^- \- cos y -^~
die andere Identitat :

cos- A -f- cos- u -\- cos1 v = 1

giebt nach s difterenziert :

, d cos I d cos u d cos v ~
(c) cos A 3

--h cos
. j r cos v ^ ==

&quot;jds rfs ds

und durch Combination von (b) und (c) folgt:

d cos A d cos p m
d cos r _ i

cos /3
cos y cos y cos

_

cos a cos /3

&amp;lt;7&amp;gt; cos ft cos v cos v cos A cos A co&amp;gt;

d. h.

d cos i d cos u. d cos v
-

:
-

&quot;

:
- = cos t : cos ri : cos

ds ds ds

Daraus folgt:
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d cos I

^
= -J- cos

cos u\ 2
. /tZ cos v \ 2

TS ) + !r* )

d cos v ,n //(Z cos A 2
. /d cos fi\

2
. (d cos i&amp;gt;\

2

-AT = cos ^ K nrr-; + 1~^ 7 + \-r* &amp;gt;

und setzen wir nun fest, dass das Vorzeichen der Wnrzel, das in (9)

unhestiramt gelassen wurde
7
ebenso wie in diesen drei Gleichungen

gewahlt wird
;
so haben wir:

, -N d cos J. cos | d cos
fi.

cos
rj &amp;lt;Z cos v cos

~ds~ ~r~ ? ~7is r
,

&amp;lt;z r

Es wird hiermit der Torsion nicht allein ein absoluter Wert, son-

dern auch ein bestimmtes Vorzeichen erteilt, und es eriibrigt nur noch

zu untersuchen - - was wir sofort thun werden - - welche geometrische

Bedeutung das positive oder negative Vorzeichen der Torsion hat.

Wir vervollstandigen die Formeln (a) und (a )
durch diejenigen fiir

d cos | d cos
?] d cos

ds ds } ds

Zu diesem Zwecke beachten wir, dass

cos = cos y cos ft
cos

/3
cos v

ist, und wenn wir nach s differenzieren und (a) und (a )
beriick-

sichtigen, erhalten wir:

A cos i , ^ l , ,-,

-5 (cos g cos
^. cos

t;
cos v) -f- ^ (cos y cos

7y
cos p cos g)

cos a cos /I

und analoges fiir die beiden anderen Differentialquotienten.

Stellen wir also die erhaltenen Formeln zusammen, so haben wir

folgendes System:

/Ax
jdcos

v- -/ S ^o

Dieses sind die Formeln von Frenet, die fiir gewohnlich unter

dem Namen der Serret schen bekannt sind.
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7. Das Vorzeichen der Torsion.

Wir untersuchen nun, welche geometrische Bedeutung das positive

oder negative Vorzeichen der Torsion hat. Hierzu betrachten wir in

einem beliebigen Curvenpunkte M(x,y,z) die Schmiegungsebene:

(X x) cos A -f (Y i/)
cos p -f (Z s) cos v =

und berechnen die Entfernung der M benachbarten Curvenpunkte M
von dieser Ebene. Hat nun der Punkt JT die Coordinaten

x + Jx, y + Jy, z + 42

und entspricht er dem Werte 5 + 7*,
so haben wir:

d.r , . d*x h* . d ax h 3
.

-7- H- -j-,- , + -r-3
-

c + ,,ds &amp;lt;fs- - as 6

_ rf^ , d22 h*
_,

d*z h 3
.

~
ds

&quot; d^Y &quot;&quot;

dss 6
&quot;

wobei fj, 2 , 3 in Bezug auf 7? von hoherer als der dritten Ordnung

unendlich klein sind. Fur die gesuchte Entfernung, die wir positiv

oder negativ rechnen, je uachdem die positive oder die negative Seite

der Schiniegungsebeiie dem Puukte M zugewandt 1st, haben wir:

8 = 4x cos A + Jy cos
,u -|- 42 cos v

y

und wenn wir fiir Ax, Jy, dz die obigen Werte einsetzen und dabei

beachten, dass nach den Formeln von Frenet

dx _ d-x _ cos | d 3x 1 (cos a . cos A
, cosjdgj

d^
=

&amp;gt;Sa

rf^
=

~^~ rf?~ &quot;T* f ~T~ Q ds\

ist, so folgt

wo i

1

. mit 7^ unendlich klein ist. Nehmen wir an, dass die beiden
h3

Kriimmungen
-- und - in M nicht gleich Null sind (das Gegenteil

kann nur in siugidaren Punkten stattfinden), so sehen wir, dass sich

das Vorzeichen von d mit demjenigen von h andert, d. h.: die Curve

dnrchsetzt in M die Schmiegungsebene, und zwar geht, falls

_
&amp;gt; 0, der erzeugende Punkt, wenn er sich in positiver Richtnng

auf der Curve bewegt, von der positiven nach der uegativen Seite,

oder umgekehrt, wenn -_, &amp;lt; 0, von der negativen nach der positiveii

iiber. Um dieses Resultat noch genauer zu fassen, denken wir uns in
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M auf der einen oder der anderen Seite der Schrniegungsebene einen

Beschauer stehen und nach der positiven Richtung der Hauptnormale

gewandt. Die Curve geht fur den Beschauer aufsteigend durch M
enfcweder von links nach rechts oder von rechts nach links hindnrch:

im ersten Falle heisst sie in M rechts, im zweiten links gewunden.
Und nehmen wir nun, uni die Ideen zu fixieren, an

;
dass auf der po-

sitiven Seite der #?/-Ebene die positive Richtung von OX rechts von

derjenigen von OYliegt, so haben wir das Resultat: Die aus den

Frenet schen Formeln berechnete Torsion ergiebt sich als

positiv oder negativ, je nachdem die Curve in deni betreffen-

den Punkte links oder rechts gewunden ist*).

8. Die natiirlichen Gleichungen einer Curve.

Die Frenet scheu Formeln konnen wir sofort zum Beweise des

wichtigen Satzes anwenden: Eine Raumcurve C ist ihrer Gestalt

nach durch die Werte der Radien der ersten und zweiten

Krummung, Q und T} ausgedriickt als Functionen des Bogens s
}

vollkoninien bestimmt.

Mit anderen Worten heisst dieses, dass zwei Curven C, C von gleicher

Bogenlange, Flexion und Torsion zur Deckung gebracht werden konnen.

Bezeichnen wir die auf C beziiglichen Grossen durch Accente, so haben

wir nach der Annahme unmittelbar:

s = s, Q = p, T = T.

Nun verschieben wir die Curve C im Raunae so, dass einer ihrer

Punkte, beispielsweise der Anfangspunkt der Bogen, s = 0, mit dem

entsprechenden Punkte von C und gleichzeitig ihr Haupttrieder mit

demjenigen von C in dernselben Punkte s = zusammenfallt. Wir
haben folglich:

cos a = cos a
,

cos
/3
= cos

/3,
cos y = cosy

cos = = cos I ,
cos y = cos

rj }
cos - cos fur s = 0.

cos K == cos A
,

cos
t
it = cos

ju-,
cos v = cos v

Setzen wir die drei Frenet schen Formeln der ersten Vertical-

reihe des Systems (A) in 6 (S. 10) sowohl fur die Curve C als

fflr C&quot; an:

*) AVir sehen demnach, dass das Vorzeichen der Torsion unabhiingig davon

ist, welchc Richtung der Curve als positiv gewiihlt wird
,
wie /,. B. auch aus

der Formel -
^ =

erhellt, wo sich bei Aenderung der positivenCOS 5 U/S _L

Richtung von ,s das Zeichen von cos I andert, cos dagegen ungeandert bleibt.
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d cos a __ cos 4 d cos | _ _ cosj* __ cos * (7 cos Z __ cos

~~j~~ ~ir: ~&amp;lt;77~ ~&amp;lt;r~
T~ rfs r

d cos a cos I f7cos| cosa __ cos! (7 cos 2. _ cos

ds ~~9~ ds Q T &amp;gt; (Is T

rnultiplicieren wir die drei ersten beziehungsweise rait cosa
.,

cos
,

cos A
,

die drei zweiten beziehungsweise rait cos
,
cos

,
cos A, and

addieren wir, so wird die rechte Seite identisch gleich Null, woraus folgt:

-j (cos a cos a -f- cos cos -|- cos A cos A )
=

,

d. h.

cos a cos a -f- cos I cos I + cos ^ cos ^ == Const.

Urspriinglich ist aber fur s = der Wert der linken Seite gleich

der Einheit, also ist fur jeden Wert von s

cos K cos -\- cos ^ cos I -f- cos A cos A = 1.

Mittels der Identitaten:

cos- a -}~ cos2 ^ ~f~ cos &quot; == 1
&amp;gt;

cos2 a -|- cos2 | -|- cos-A = 1

folgt hiernach:

(cos a - - cos a)
2
-}- (cos cos |)

2 + (cos ^ -- cos
*)&quot;

; =
&amp;gt;

d. h.

Cosa =cosa
7 cos| ==cos|, cos A == cos A.

In ahnlicher Weise erhalten wir:

cos
/3
= cos /3,

cos
rj

cos
&amp;gt;/,

cos
fi
= cos p,

cos 7 = cos y, cos g = cos
7

cos v == cos v,

also:

&amp;lt;7(ar x) rf(

Die Differenzen ./
-

oc, y y, z z sind deranach constant,

und da sie anfauglich gleich Null sind, sind sie es iiberhaupt, wodurch

unser Satz bewiesen ist.

Die Gleichuugen:

9 = 9(8}, T=T(s)

kormen sorait zweckraassig die natiirlichen Gleichungen der Curve

genannt werden, da sie die Gestalt derselben ohne Rucksicht auf ihre

besondere Lage irn Raurae bestirnrneu.O

9. Integration der natiirlichen Curvengleicrmngen.

Auf Grund der Satze, welche die Existenz der Integrale der

Diiferentialgleichungen beweisen, sehen wir nun unschwer. dass, wenn

die natiirlichen Gleichungen einer Curve:
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willkiirlich gegeben sind, die entsprechende Curve in der

That existiert.

Wir bezeichnen mit
I, m, n drei unbekannte Functionen von a

und setzen das System der drei homogenen linearen Gleichungen:

S-,(Y.
dl m dm I n dn m
ds

==
V &amp;gt; ~ds~

= ~

&quot;7

&quot; ~
T &amp;gt; ~ds

= ~
f

an, von denen eben, wenn die Curve wirklich existiert, nacli den

Frenet schen Formeln

(cos a, cos
,
cos A), (cos /3,

cos
77,

cos
jt), (cos j&amp;gt;,

cos
,
cos v)

drei Losungssysteme sein werden. Aus der Theorie der Differential-

gleichungen wissen wir, dass, wenn die Anfangswerte der unbekannten

Functionen
I, m, n, z. B. fur s = 0, willkiirlich gegeben sind, ein

Losungssystem (I, m, n) der Gleichungen (10) existiert, das fur s =
in das gegebene Anfangssystem (1 ,

-W
,
n

) iibergeht. Wir beachten

ferner, dass, wenn (, m } n) und (l

f

,
m

}
n

^)
zwei verschiedene oder iiber-

einstimmende Losungssysteme von (10) sind, aus den Differential-

gleichungen selbst

(1~\
f

\

f
\ M f

\ C\

ds ^

und also

IV -|- mm -f- nn = Const,

folgt.

Nun wahlen wir neun Constanten

o o o

m m m &quot;

welche die Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind
;
und be

zeichnen mit

(/, m, M), (I ,
m

, n&quot;), (I&quot;, m&quot;, n&quot;)

drei Losungssysteme von (10), die fur .9 = beziiglich in

iibergehen.

Aus der obigen Ueberlegung ergiebt sich, dass fur alle Werte
von s

I I I&quot;

m m m&quot;

n n n

die Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind, iusbesondere ist
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Setzen wir nun

x==fids, y=fi ds,
z==jl&quot;ds

und deuten wir x, y, z als Coordinate!! eines beweglichen Raurapunktes

M, so hat die Ortscurve fur M offenbar s zum Bogeu und
7,

/
,

/&quot; zu

Richtungscosinus der Tangente. Berucksichtigen wir ferner die Differen-

tialgleichungen (10), denen (l,m,ii), (/ ,
m

,
n ), (I&quot;, m&quot;, &quot;) geuugen,

sowie die Frenet schen Formeln, so seben wir sofort, dass Flexions-

und Torsiousradius geiiau die angegebenen Werte haben.

Scbliesslich zeigen wir mit Darboux, wie die Integration des

Systems (10) auf diejenige einer Differentialgleichung voin Riccati scheu

Typus zuruckgefuhrt wird. Fur jedes Losungssystem von (10) ist

und multipliciei-en wir I, m, n mit einem passenden constanten Factor

(wodurch wegen der Homogeneitat ein neues Losungssystem eutsteht),

so kann ohne weiteres

/^_j_,M2_j_ *= 1

gesetzt werden.

Wir drucken nun I, m, n durch zwei Winkel 0^ und cp
aus mittels

der Gleichungen:

/ = sin 9^ cos qp,
m = sin & sin cp, n = cos #,

dann geben die Gleichungen (10) fiir & und
g&amp;gt;

die beiden simultaneu

Gleichungen :

(11) -f^ =
0,

d* + co^l^ +
x = 0.

da T ds J Q

Jetzt fiihren wir als Unbekannte die complexe Function

&amp;lt;i

a = cotg
-- ef

&amp;gt;*)

ein, so folgt aus (11) fur &amp;lt;? die Gleichnng:

(19\
d6.= i0 iG

I

ds -IT Q
r

1T&amp;gt;

aus der umgekehrt durch Trennung des reellen nnd des imaginaren

Teils die Gleichungen (11) folgen. Die Aufgab e, eine Curve aus

ihren naturlichen Gleichungen zu bestimmen, lasst sich dern-

nach auf die Integration der Gleichung (12) voin Riccati scheu

Typus zuruckfiihren.

*) Die Bedeutung von c wird im dritten Kapitel erkannt werden: es ergiebt

sich namlich c als eine complexe Veriinderliche auf der Kugel.
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Nach bekannten Eigenschaften der Gleichungen von diesem Typus

geniigt die Kenntnis einer particuliiren Losung, um durch Quadraturen

zuru allgemeinen Integral zu gelangen.

10. Cylindrische Schraubenlinien.

Wir wollen die Frenet schen Formeln noch auf das Studium einer

wichtigen Klasse von Curven anwenden, die unter dem Namen cylin

drische Schraubenlinien (Helices) bekannt sind.

Es werden so diejenigen auf einer beliebigen Cylinderflache ge-

gezogenen Curven genannt, welche die Erzeugenden derselben unter

constantem Winkel schneiden.

Bei der Ausbreitung der Cylinderflache auf eine Ebene wickelt sich

die Schraubenlinie in eine Gerade ab, mid da sich bei der Abwickelung
die Langendimensionen nicht andern, so folgt als eine Veitere charak-

teristische Eigenschaft der cylindrischen Schraubenlinie
,

dass sie auf

dem Cylinder den kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten desselben

angiebt.

Wir legen die #-Axe parallel zu den Erzeugenden des Cylinders

und haben folglich
cos y = Const.

Aus den Frenet schen Formeln :

d cos y cos d cos cos y cos v d cos v cos

ds 9 ds Q I
1 ds T

folgt:

cos t = 0*), cos v Const.,
~ = = Const.T cos v

Wir haben also gefunden:
1. In jedern Punkte einer cylindrischen Schraubenlinie

fallt die Hauptnormale derselben mit der Cylindernormale
zusammen. Diese Eigenschaft ist offenbar fur die Schraubenlinie

charakteristisch.

2. Fiir jede cylindrische Schraubenlinie ist das Ver-

haltnis der beiden Kriinimungen constant. Auch diese zweite

Eigenschaft ist umkehrbar nach dem Satze von Bertrand: Jede Cur ve,

bei der das Verhaltnis der beiden Kriimniungen constant ist
7

ist eine cylindrische Schraubenlinie.

Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, dass fur eine Curve C

*) Den Fall = schliessen wir aus
,
da er nur fiir die Gerade in Be-

tracht kommt.
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-|i
= Const. = x

*

sei. Aus den Frenet schen Formeln erhalten wir:

d cos /. p (I cos K d cos p Q d cos
(J

d cos v rf cos y

ds
==

T rf&quot; ~ds~&quot;

=
&quot;T ds &amp;gt; ~ds~

=
f ds

Y (cosA xcosa)= 0, , (cosjt xcos/3)
= 0, y (cosv,

woraus clurch Integration folgt:

cos A x cos a = A, cos
t
u x cos

/3
= B, cos v x cos y = C

,

wo die Constanten A, B}
C offenbar der Relation :

A-+ B-+ C-= I + x2

geniigen miissen.

Setzen wir demnach:

cos A x cos K = J/l -|- x- cos a,

cos
p.

x cos
/3
=

}/l -(- x2 cos &
7

cos v x cos
j&amp;gt;

= 1/1 -}- x2 cos c,

so sind cos a, cos &, cos c die Cosinus einer festen Richtung im

Raume, mit der die Tangeiite an C wegen der Gleichung:

cos a cos a -4- cos 8 cos 1) 4- cos v cos c = -

einen constanten Winkel bildet.

Die Curve C ist also eine Schraubenlinie auf derjenigen Cylinder-

flache, welche entsteht, wenu durch die Pimkte von C Parallelen zu

der festen Richtung gezogen werden.

11. Formeln fur cylindrische Schraubenlinien.

Urn die allgerneinen Fonneln fur die cylindrischen Schraubenlinien

aufzustellen
, legen wir die 2 -Axe parallel den Erzeugeudeii des

Cylinders und setzen voraus, dass die Coordinaten x
f y eines Punktes

des durch den Cylinder gelegteu senkrechteu Schnittes z = mittels der

Gleichuugen x = x(ii), y = ?/(?&amp;lt;)
als Functionen des Bogens u dieses

Schnittes ausgedriickt seien; wir sehen dann sofort, dass fiir die Coor

dinaten eines beweglichen Punktes der Schraubenlinie die Gleiclmngen

gelten :

Bianchi, Differentialgeometrie. 2
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x = x(u), y = y(u), z u cotg , *)

wo den (als spitz vorauszusetzenden) constanten Neigungswinkel der

Schraubenlinie gegen die Erzeugenden des Cylinders bedeutet. Unter

Anwendung der Forineln der friiheren Paragraphen finden wir (die

Striche bezeichnen die Differentiation nach u):

du u ......x

fl o - _ c - __ _ WP I

II O - , O - ) .

sin s 7 sin s

cos a = sin s x (u) ,
cos

/3
= sin E y (11) ,

cos y cos s
,

d cos a. . , // / \ d cos B . 9 // / \ d cos v- = sin
2 x (u) , 3 - = sar y (M),

- == 0.
ds ds ds

Hieraus folgt die Flexion der Schraubenlinie

- = sin2
s

yx&quot;(u)
2

-j- /&quot;(w)

2

oder

wenn /^ der Kriimnmngsradius des senkrechten Schnittes ist. Fur die

Torsion - finden wir ferner aus

Q cos y

T
~~

cos v

71

(vgl. S. 16) unter Beriicksichtigung, dass v = -- + ist
;

/-t j\ 1
I

sin cos e
~ =
T

Das obere Vorzeichen gilt fiir die Iinks
7
das untere fiir die rechts

gewundenen Schraubenlinien
(

7
7

S. 12), wie auch aus der geornetrischen

Anschauung direct folgt.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich
;
dass nur fiir die Schrauben-

linien auf dem geraden Kreiscylinder die Radien der Flexion und Torsion

constant sind. Eine solche Schraubenlinie heisst gewohnliche Schrau

benlinie***), und ihre (nach Puiseux) charakteristische Eigenschaft,

constante Krummungsradien zu besitzen, entspricht der Eigenschaft,

die sie nur mit der Geraden und dem Kreise genieinsam hat, an jeder

Stelle in sich verschiebbar zu sein.

*) Der Einfachheit halber rechnen wir den Bogen u von dem Punkte an,

in welchem der senkrechte Schnitt die Schraubenlinie triftt.

**) Der Bogen der Schraubenlinie wird von ihrem Anfangspunkte auf dem

senkrechten Schnitt an gerechnet.

***) Sie kann durch einen Punkt beschrieben gedacht werden, der sich gleich-

formig liings einer Erzeugenden eines Botationscylinders bewegt, wahrend sich

diese gleichformig um die Axe dreht.
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Besondere Erwahnung unter den Schraubenlinien verdient noch

die cylindrisch-conische, welche wir durch die Grleichungen mit

den Constanten a und b:

Q = as, T= bs

definieren. Der Querschnitt des Cylinders, auf dem diese Schrauben-

linie liegt, ist also dnrch die Eigenschaft charakterisiert, dass sein

Kriiuiuiungsradins deni Bogen proportional ist; er ist folglich eine

logarithrnische Spirale. Deninach konnen die Gleichungen unserer

Schranbenlinie anf die Form:

x == AeV cos t, y = Ae? 1 sin
t, z = Bet

gebracht werden, wo t der variable
7

die einzelnen Punkte der Curve

bestimmende Parameter und A, B, It Constanten sind. Die Schrauben-

linie liegt dernnach auf der Flache:

die ein Rotationskegel rnit der .* -Richtung als Axe und dem Coordinaten-

anfangspunkt als Spitze ist. Sie schneidet die Erzeugenden des Kegels
unter constantern Winkel, d. h. sie ist eine Loxodrome des Kegels*).
In der That findet man die Richtungscosinus ihrer Tangente:

A (h cos t sin t) A (h sin t -4- cos t) Bh
cos = -

. cos 8= -r= cos y= ==
- t/ A*-L

und diejenigen der Erzeugenden des Kegels:

A cos t A sin t
cos a =

, cos b = - = , cos c =

woraus

, h yA - + B 9
- ncos a cos a -f- cos b cos 3 -4- cos c cos y = - - = Const.

- - 2

folgt. Deshalb der Name cylindrisch-conische Schraubenlinie **).

12. Enveloppe von oo 1 Flachen.

Fiir das Studium der weiteren Eigenschaften der Raumcurven ist

es von Vorteil, einige kurze Bemerkungen iiber Enveloppen (ein-

hiilleude Flachen) vorauszuschicken.

*) Loxodrome heisst auf einer beliebigen Rotationsflache eine Curve, welche

die Meridiane unter constantem Winkel schneidet.

**) Es sei bemerkt, dass bei der Abwicklung des Kegels in eine Ebene die

cylindrisch-conische Schraubenlinie in eine logarithmische Spirale iibergeht.
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Es sei

(15) f(x, y, 0, a)
=

die Gleichung einer Flache; den Parameter a, den sie enthalt, setzen

wir innerhalb eines bestimmten Intervalls als stetig veranderlich voraus.

Wir setzen ferner voraus, dass in dein fiir x, y, z, a in Betracht kommen-

den Aenderungsbereich die Function f endlich und stetig sei und die

ebenfalls endlichen und stetigen Differentialquotienten

8 df df df_ dy
dx dy dz da da*

besitze. Jedeni besonderen Werte a von a. entspricht eine besondere

Flache unseres einfach unendlichen Systems (15); andert sich a stetig,

so bewegt sich auch die Flache unter stetiger Deformation irn Raume.

Wir betrachten nun eine specielle Flache des Systems:

(16) f(x,y,z, ai)
=

&amp;gt;

sowie eine dicht benachbarte, die der Variation h des Parameters ent

spricht:

f(x, y, 0, x H- fc)
= 0.

Die Schnittcurve dieser beiden Flachen nahert sich mit bis zu Null ab-

nehmendem h auf der Flache (16) einer Grenzlage, die nach Monge
die Charakteristik der Flache (16) genannt wird. In der That

konnen wir fiir die beiden vorstehenden simultanen Gleichungen das

aquivalente System :

f(r u 2 a }
f(x y Z KI + h}

~ f(x y Z KI}
i\x&amp;gt;y&amp;gt;z&amp;gt;

Ki)- u
? ^

setzen. Die zweite dieser Gleichungen nahert sich mit abnehmendem h

der Grenzgleichung:

[2(f, x,y, z, a)1

dec Ja= ai

~

und es lasst sich in aller Strenge beweisen, dass die durch die simul

tanen Gleichungen:

=0

bestimmte Curve eben die gesuchte Grenzcurve (Charakteristik) ist. Der

Ort aller Charakteristiken heisst Enveloppe (einhiillende Flache)
des Systems, wahrend jede einzelne Flache des Systems eine einge-
hiillte oder umhiillte genannt wird. Die Gleichung der Enveloppe

ergiebt sich nach dem Vorstehenden durch Elimination von a aus den

beiden Gleichungen :

/=0, 1^ =
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oder
;
was auf dasselbe hinauskommt, dadurch, dass man aus der zweiten

Gleichung a, als Function Ton x, y, 3 bestimmt nnd dieseu Wert in

die erste einsetzt. Die Gleichung:

f(x, y, z, a)
=

0,

die uns fiir constentes a die umhiillte Flache darstellt, .reprasentiert

also auch die Enveloppe, wenu hierin der aus der Gleichung:

fur a. als Function von x, y, z sich ergebende Wert eingesetzt wird.

Hiernach sieht man sofort, dass die Euveloppe die Umhiillte

langs der ganzen Charakteristik beriihrt.

In der That, die Gleichung der Taugeutenebene in einem Punkte

(x, y, z) der Enveloppe ist:

oder, da eben ^ = ist:
(a

C T / -\r \ I C / -\j- \ I C f / ry

(X x) + 0t(Yy) + fs (Z- 0,

welches die Gleichung der Tangenteuebene der Umhiillten ist.

Schneidet die Charakteristik der Flache (16) die Nachbarflache:

f(x, y, 2, a, -f /&amp;lt;)

=
0,

so werden sich bei Aenderung von h die Schnittpunkte auf der Cha

rakteristik verschieben und mit bis zu Null abnehmendem h in gewisse

Grenzpunkte iibergehen, die wir auf folgende Weise bestimmen: Fiir

jeden dieser Schnittpunkte bestehen die simultanen Gleichungen:

(a)

fiir die dritte konnen wir setzen:

(/-
f h * r * f

f+k% + :-;
2

C a 2 ca-

wo
Y]

in Bezug auf h von hoherer als der zweiten Ordnung unendlich

klein ist. Statt des Systems (a) konnen wir das aquivalente:

-f ^ =
= a j

J
&quot;

setzeu. Die letzte dieser Gleichungen geht mit verschwindendem h in

die Grenzgleichung :
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iiber. Die gesuchten Grenzpunkte auf der Charakteristik a = a
x

sind

also durch die drei simultanen Gleichungen:

bestimmt.

Der Ort der Grenzpunkte der verschiedenen Charakteristiken fiihrt

den Namen Riickkehrkante (Cuspidalkante) der Enveloppe; ihre

Gleichungen ergeben sich
7
wenn man a aus den drei Gleichungen:

f=o, -?
f =

o, ^ =
da da*

eliminiert oder a als Function von x, y, z aus der dritten berechnet

und diesen Wert in die beiden ersten einsetzt. Und da diese fiir con-

stantes a die Charakteristik darstellen
7

so folgt hieraus leicht
;

dass

jede Charakteristik die Riickkehrkante in den Grenzpunkten beriihrt:

es ist demnach auf der Enveloppe die Riickkehrkante (falls sic iiber-

haupt reell ist) die Umhullungscurve der Charakteristiken.

13. Abwickelbare Flachen.

In der Theorie der Raumcurven haben wir ausschliesslich den

Fall zu befcrachtem, in dem die umhiillten Flachen Ebenen sind; es

wird dann die Enveloppe aus einem sofort zu erorternden Grunde als

abwickelbare Flache (Developpable) bezeichnet.

Die Charakteristik jeder Ebene des Systems ist otfenbar eine

Gerade
7
und alle charakteristischen Geraden sind Tangenten der Riick

kehrkante; die Developpable ist also der Ort der Tangenten einer

Curve
7
welche Riickkehrkante der Flache ist. Die bewegliche (uruhiillte)

Ebene ist Schniiegungsebene der Riickkehrkante. In der That, behalten

wir fiir diese Curve die iiblichen Bezeichnungen bei, so ist die Gleichung
der Schmiegungsebene:

(X x) cos A + (Y ij)
cos

(u, -(- (Z z] cos v = 0.

Um die Charakteristik der Schmiegungsebene zu erhalten
?
combinieren

wir hiermit diejenige Gleichung ,
welche sich durch Differentiation nach

dem Parameter s ergiebt, d. h. nach den Frenet schen Formeln die

Gleichung:

(X x) cos % -f (Y --
y] cos

vj + (Z z} cos g = .

Diese zweite Ebene schneidet die Schmiegungsebene langs der Tangente7

die demnach, wie behauptet, die Charakteristik ist.

Uebrigens ist zu bemerken, dass sich die Riickkehrkante auf einen

Punkt zusammenziehen kann; dann wird die Developpable ein Kegel
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oder ein Cylinder, je nachdem dieser Punkt in endlicher oder unend-

licher Entfernung liegt.

Jede umhiillte Ebene beruhrt die Developpable langs der gerad-

linigen Charakteristik (Erzeugenden);
und es bilden somit die Tangential-

ebenen einer Developpabeln eine einfache Mannigfaltigkeit, wahrend bei

jeder anderen Flache die Tangentialebenen ein oc 2-
System bilden*).

Der Name ,,Developpable&quot; riihrt daher, dass die Flache, als bieg-

sam und undehnbar vorausgesetzt, ohne Riss oder Faltung auf die

Ebene abgewickelt werden kann. Umgekehrt ist jede Flache, welche

diese Eigenschaft besitzt, mit Notwendigkeit eine Developpable, wie

in einem anderen Kapitel nachgewieseu werden wird.

In Verbinduug mit jeder Raumcurve sind drei Developpable in

Betracht zu ziehen, die beziiglich von den drei Ebenen der Haupt-
trieder nmhiillt werden. Die Enveloppe der Schmiegungsebene ist,

wie wir vorhin gesehen haben, nichts anderes als der Ort der Tan-

genten der gegebenen Curve. Die Enveloppe der Xonnalenebene von C
heisst die Polardeveloppable der Curve C, und mit ihr werdeu wir

uns hauptsachlich beschaftigen.

Beziiglich der dritten Developpabeln, der Enveloppe der auf den

Hauptnormalen von C senkrecht stehenden Ebenen, bemerken wir nur,

dass sie als rectificierende Developpable der Curve C bezeichnet

wird; sie geht durch die Curve C hiudurch, und diese wird bei der

Abwickelung der Developpabeln auf die Ebene zu einer Geraden.

14. Polardeveloppable einer Curve.

Um die Elemente der Polardeveloppabeln einer gegebenen
Curve C, insbesondere ihrer Riickkehrkante, zu bestinamen, wenden

wir die allgemeinen Regeln des 12 an, indem wir von der Gleichimg

der (umhiillenden) Norinalenebene der Curve C:

(17) (X x)cos + (Y y) cos
/3 + (Z z) cos y =

ausgeheu, in der wir naturgemass als Parameter, der die Lage der be-

weglichen Ebeue bestimmt, den Bogen 5 von C wahlen. Differenzieren

wir (17) nach s, so erhalten wir inittels der Frenet schen Fornieln die

Gleichung:

(18) (X x} cost + (Yy-) cosy -\-(Z *) cos g = Q,

und diese beiden Gleichungen gebeu combiniert die Charakteristik der

Ebene (17), d. h. die Erzeugende der Polardeveloppabelu. Dieselbe

*
] Bei jeder clualistischen Transformation des Raumes liefert jede Flache

eine andere Flache
;
die Developpablen dagegen entsprechen dualistisch den Curven.
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steht hiernacli auf cler Schmiegungsebene in demjenigen Punkte der

Hauptnormale M senkrecht, welcher (im positiven Sinne) vom Os-

culationspunkte M auf der Curve um den Kriimmungsradius Q entfernt

ist. Dieser Punkt M^ wird als Kriimmungsmittelpunkt der Curve

C in M bezeichnet, und der in der Schmiegungsebene um M
t
mit dem

Radius M
t
M Q beschriebene Kreis heisst Schiniegungs-, Oscula

tions- oder Kriimmungskreis*). Die Erzeugende der Polardevelop-

pabeln ist also das auf der Ebene des Krummungskreises in seinem

Mittelpunkte errichtete Lot oder, wie man sich ausdriickt, die Axe
des Krummungskreises.

Um nun den Punkt M zu fmden, in dem die Axe des Krummungs
kreises die Riickkehrkante der Polardeveloppabeln beriihrt, mussen wir

die Gleichungen (17) und (18) mit derjenigen coinbinieren, die sich

durch nochmalige Differentiation nach s ergiebt. Dieselbe lasst sich

unter Beriicksichtigung der Frenet schen Formeln und der Gleichung

(17) selbst wie folgt schreiben:

(19) (X x) cos A -f (F y) cos p + (Z 2) cos v = -
T||,

und die Coordinaten x
, T/O ,

SQ des gesuchten Punktes M mussen, fiir

X, Y, Z in die Gleichungen (17), (18), (19) eingesetzt, denselben

gleichzeitig geniigen. Losen wir die drei in den Differenzen x x,

yQ ?/,
^ 3 linearen Gleichungen nach denselben auf, so erhalten

wir umnittelbar:

(20)

XQ
= x -{- Q cos | T y cos A

,

m d&amp;gt;Q

l/o
= y + Q cos

YI
T

jl
cos ^,

^o
= 2 + 9 cos T cos v .

Die urn M (x , y/07 z
) mit dem Radius M M beschriebene

Kugel heisst die osculierende oder Schmiegungskugel der Curve

C in M
,
weil sie, wie auf ahnliche Weise wie in 3 gezeigt werden

kann, unter alien durch M gehenden Kugeln diejenige ist
;
welche in

der Umgebung von M sich am innigsten der Curve anschmiegt**). Es
ist klar, dass der Kriimmungskreis der Schnitt der Schmiegungskugel

*) Unter alien Kreisen durch M ist der Kriimmungskreis, wie man beweisen

kann, derjenige, welcher sich in der Umgebung von M der Curve am innigsten

anschmiegt.

**) Sic kann auch, weniger streng ausgedriickt, als diejenige Kugel bezeichnet

werden, die durch M und drei aufeinanderfolgende Punkte der Curve geht.
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mit der Schiniegungsebene ist. Bezeichnen wir nun mit R den Radius

der Schinieguugskugel ,
so haben wir:

B* = (x
-

x)* + (T/O
-

y)
2 + (*

-
zf

oder wegen (20):

(21) IP -
&amp;lt;? + T*

15. Ort der Mitten der Schmiegungskugeln.

Wir wollen nun die Riickkehrcurve der Polardeveloppabeln, (7
,

die, wie wir gesehen haben
, zugleich der Ort der Mittelpunkte der

Schmiegungskugeln ist, in ihren Beziehungen zur gegebenen Curve C
untersuchen.

Wir bezeichnen mit

s
,

cos
,

cos
/3 , QO ,

T

diejenigeu Grossen, welclie fiir C dasselbe bedeuten, wie

s, cos
,

cos
/3 (&amp;gt;,

T

fiir C. Um sie zu berechnen, brauchen wir nur die Gleichungen (20)

unter Benutzung der Frenet schen Fonneln zu differenzieren. Die erst-

malige Differentiation giebt :

&amp;lt; //= -

{ T + -f, (T g) !

cos p. els,(20 )

hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren:

und also:

wo die positive oder negative Einheit ist; setzen wir fest, dass s mit

s als wachsend gerechnet werden soil, so ist das Vorzeichen von ganz

dasselbe wie dasjeuige des Factors ~
-f- --,- \T ,^)

Daraus folgt sofort:

(22) cos = s cos A, cos
/3
= cos jt,

cos 7 = cos
i/,

woraus sich durch weitere Differentiation ergiebt:
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dsa j.
ds

j.
dsn ds dSf. ds

--cos =
c-=cos|,

-
cos^ = s cosy, ---^cos^ ,pCosg.

Co Qo -1 Po *

Hieraus folgt

/r&amp;gt;o\
ds ds

(*6) -7-
= * T

&quot;o

wo wiederuin die positive oder negative Einheit bezeichnet, je nach-

dem positiv oder negativ ist.

Wir haben sornit

(22 )
COS

Q
= - fc COS |, COS

7J
= - COS

)?,
COS = - i COS

durch Combination dieser Gleichimgen mit (22) ergiebt sich weiter

(22&quot;)
cos A = - & cos a, cos

[i
= cos

/3,
cos v = B cos y

(vgl. S. 7 unten) und hieraus schliesslich durch Differentiation unter

Beriicksichtigung von (22 )

(24)
fZs =
^o 9

Die vorstehenden Formeln lassen erkennen, dass bei den beiden

Curven C und C die Tangente der einen parallel der Binormalen der

anderen ist, wahrend die Hauptnormalen paarweise einander parallel

siiu!
7 Resultate, die auch geometrisch sehr leicht einzusehen sind.

Wir untersuchen nuu
7

ob der Radius der Schiniegungskugel R
eine Constante sein kann. Differenzieren wir unter dieser Annahme

(21), so kommt:
. d

also ist, da T nicht gleich Null ist,
entweder

a) -=^ = 0, cl. h. p = Const.rds

oder

Im Falle a) besitzt die Curve eine constante Flexion, und da dann in

den Gleichungen (20) das dritte Glied rechts verschwindet, so fallt der

Ort fur die Mittelpunkte der Schniiegungskugeln, CQ ,
mit demjenigen

der Kriimmungsmittelpunkte, C1} zusammen. Ferner ist wegen (21 )

ds = y ds
,

und da hier f = s
ist, so geben die Gleichimgen (23) und (24)

Co
= ? ?

To T=Q 2

&amp;gt;

und die Gleichungen (22 )



16. Evoluten imd Evolventen. 27

cos o
= cos |, cos

r}
= -cosy, cos

&amp;lt;,

= cos g;

daraus folgt, dass die Curve C dieselbe constante Flexion wie C hat,

wahrend das Product der beiden Torsionen gleich dem Quadrat dieser

Constanten ist. Des weitern ist klar
;

dass der Ort der Krummungs-

mittelpunkte von C die urspriingliche Curve C ist. Die Curven mit

constanter Flexion lassen sich demnach zu Paaren zusammenfassen,

welche die Hauptnormalen gemeinsam haben.

Untersuchen wir nun den Fall b), so erhalten wir aus den Glei-

cktmgen (20 )

X = Const., y = Const., ZQ
= Const.;

es liegt demnach die Curve C auf der ini Raurne festen Kugel:

(X -x Y + (Y- tf )
2 + (Z- i& = IP.

Die naturliche Gleichung:

r ds

ist also fiir die spharischen Curven charakteristisch*).

16. Evoluten und Evolventen.

Langs einer ebeuen oder doppelt gekriinimten Curve C denken

wir uns einen biegsameu und nicht dehubaren Faden aufgelegt und

wickelu ihn von einem beliebigen Punkte der Curve an von derselben

so ab, dass er stets gespaimt bleibt, d. h., dass in jedem Augenblick

das abgewickelte geradlinige Fadenstiick M M Tangeute von C in

J/ imd seine Lange gleich dem abgewickelten Curvenbogeu s ist.

Das freie Ende M des Fadens beschreibt erne Curve 6
,
welche eine

Evolvente von C genannt wird, wahrend C Evolute von C heisst.

Bezeichnen wir init #
, y, /, cos a - die Elemente der Evolute C

und mit x, y, 2, cos a diejenigen der Evolvente (7,
so folgen aus

der angegebeneu Construction unmittelbar die Gleichungen:

(25) x x = s cos
, y y = s cos ft, 3 z = s cos /.

Aus ihneu ergiebt sich durch Differentiation:

*) Bemerkt werde, dass, wenn in einem Punkte einer beliebigen Curve

T ds\ ds

verschwindet
,
die Schmiegungskugel daselbst stationar ist und die Curve C in

dem entspreohenden Punkte einen Ruckkehrpunkt hat.
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d. h. die Tangente der Evolvente ist der Hauptnormale der

Evolute parallel.

Die Aufgabe: Zu einer gegebenen Evolute die Evolventen
zu finden, wird mit Hilfe einer Quadratur durch die Gleichungen

(25) gelost, da es nur darauf ankommt, s als Function des die Punkte

von C bestimmenden Parameters auszudriicken. Wir sehen, dass in s

eine willkiirliche additive Constante auftritt und dass demnach eine gege-

bene Curve oo 1 Evolventen besitzt, die sarntlich auf der Tangenten-

developpabeln der Curve liegen und die Orthogonaltrajectorien der er-

zeugenden Tangenten sind.

Wir behandeln nun die umgekehrte Aufgabe: Alle Evoluten

einer gegebenen Curve C zu finden. Da die Unbekannten unserer

Aufgabe hier die Elemente der Curve C
,
insbesondere die Lage des

Evolutenpunktes M in der Normalenebene der Evolvente in M
} sind,

so wahlen wir in dieser Ebene die Haupt- und die Binormale als be-

wegliche Hilfsaxen und bezeichnen mit u, v die auf diese Axen be-

zogenen Coordinaten von M
;

fiir die Coordinaten x
} y ,

s von M
haben wir offenbar die Ausdriicke:

X = X -f- U COS I -(- V COS A
,

y = y -f- u cos
r\ -j- v cos ^,

/ = z -f- u cos -f- v cos v.

Es handelt sich nun darum, u und v als Functionen von s so zu

bestimmen, dass die in M an die Ortscurve dieses Punktes M ge-

zogene Tangente gerade die Normale M M von C ist; wir miissen also

dx dy dz

ds ds ds

beziiglich

u cos % -\- v cos A, u cos
rj -\- v cos

ft,
u cos -{-?; cos v

proportional setzen.

Fiihren wir die Differentiationen unter Beriicksichtigung der Frenet-

schen Formeln aus, so finden wir, dass sich die notwendigen und hin-

reichenden Bedingungen, denen u und v geniigen miissen, auf die fol-

genden beiden reducieren:

1 tdu . v\ 1 Idv
u ==

g^
- K

\-
\ = I

oder:
dv do

Q -y
- V ~

ds ds _ _
1

v 7 2 f .
4&amp;gt; T1

Die letzte dieser Gleichungen giebt integriert:



17. Weiteres fiber Evoluten und Evolventen. 29

*

ds .v (*- = = /
,

arctg- = =

d. h.

i- = tang (r -f c),

wo r eine willkiirliche Const-ante ist und

/*rfs
f

gesetzt ist.

Die vorgelegte Aufgabe wird also mit Hilfe einer Quadratur durch

die Gleichungen gelost:

x = x -f- Q cos | -f- Q tang (T -|- c) cos A
,

(26) y == y + cos
17 -f Q tang (r -f c) cos p,

/ = 4~ cos 4~ 9 *ano (T ~h c) cos v-

Aus ihnen ergeben sich nach (25) sofort die folgenden:

cos u = cos (T -f- c) cos | -f- sin (T -f- c) cos A
,

(27) cos ft
= cos (r -f- c) cos

17 -f- sin (r -f- c) cos
jt,

cos y = cos (T -f- c) cos -(- sin (T -f- c) cos v;

d. h.: der Winkel, den die Tangente der Evolute mit der

Hauptnormale der Evolvente bildet, ist gleich T -f- c.

17. &quot;Weiteres iiber Evoluten und Evolventen.

Entsprechend den unendlich vielen Werten der Constanten c in

den Gleichungen (26) giebt es oc 1 Evoluten der gegebenen Curve C,

die alle auf der Polardeveloppabeln derselben liegen. Es lasst sich

zeigen, dass bei der Abwickelung der Polardeveloppabeln in eine Ebene

die oc 1 Evoluten in die Greraden eines Biischels ubergehen*). Ist die

Evolvente eben, so hat sie eine ebene Evolute, namlich den Ort ihrer

Kriimniungsmittelpunkte; die anderen Evoluten sind Schraubenlinien

auf demjenigen geraden Cylinder, der die ebene Evolute zur Basis hat

und eben die Polardeveloppable ist.

*) Unter Vorwegnahme der in den nachstfolgenden Kapiteln erorterten Be-

griffe bemerken wir: Wenn in (26) c als variabel betrachtet und
cos (r -|- c)

gesetzt wird, so ergiebt sich fur das Quadrat des Linienelements der Polardeve

loppabeln der Ausdruck:

dx- + dy* + dz - = dR- + R-dc-,

der gleich dem Quadrat des Linienelements der Ebene in Polarcoordinaten ist,

was die im Text erwahnte Eigenschaft beweist.
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Aus der Bernerkung am Schlusse des vorigen Paragraphen folgt

ein wegen seiner Anwendungen sehr wichtiger Satz. Betrachten wir

zwei verschiedene Evoluten der gegebenen Curve (7
7
_die den Werten

C
A
und c

2
der willkiirlichen Constanten c entsprechen 7

so stellt die

Differenz c
1

c
2
nach dem angegebenen Satze den Winkel der beiden

Tangenten dar
7
die von ein und demselben Punkte M der Evolvente an

die betreffenden Evoluten gezogen sind
7
woraus folgt:

A) Die von ein und demselKen Punkte der Evolvente an

zwei verschiedene Evoluten gezogenen Tangenten bilden

einen constanten
7

d. h. von der Lage des Evolventenpunktes

unabhangigen Winkel.

Zwecknaassiger Weise lasst sich dieses Ergebnis in einer etwas

anderen Form wie folgt aussprechen:

B) Werden die Erzeugenden einer abwickelbaren Flache

um die beziiglichen Schnittpunkte mit einer ihrer Ortho-

gonaltrajectorien in der Normalenebene derselben um einen

constanten Winkel gedreht 7
so ist der Ort der neuen Lagen

der Erzeugenden wieder eine abwickelbare Flache.

18. Orthogonale Trajectorien von oo 1 Ebenen.

Das in 16 zur Bestirumung der Evoluten einer gegebenen Curve

eingeschlagene Verfahren kann auch zur Losung der folgenden Auf-

gabe angewandt werden: Alle Curven C zu bestimmen
7

fill-

die eine gegebene Curve C der Ort der Mittelpunkte der

Schniiegungskugeln ist. Die gestellte Frage ist offenbar identisch

mit derjenigen nach den Curven C
,
welche eine gegebene Schaar

von oo 1 E ben en (Schmiegungsebenen der Curve C) rechtwinklig
schneiden. Ist C eine solche Curve und M der Punkt

7
in welchein

sie die Schmiegungsebene von C in M rechtwinklig schneidet, so be-

stimmen wir die Lage von M in dieser Ebene rnittels seiner recht-

winkligen Cartesischen Coordinaten u, v, bezogen auf die Tangente
und die Hauptnormale von C als Axen. Bezeichnen wir die auf die

festen Uaumaxen bezogenen Coordinaten von M mit x
} y ,

#
,

so

haben wir demnach:

x = x -f- u cos a -j- v cos
7

(28) y y -f- u cos
ft -f- v cos

17,

z = 8 -j- u cos y -j- v cos
7

und die der Curve C
,
dem Orte von M r

, auferlegte Bedingung besagt,

j dx dy dz , ., ,. i
class

-y- 7 -f-j ,~ bezuglicn cos A
7
cos

[i }
cos v proportional sein mussen;
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daraus ergeben sich fur die unbekannten Functionen n und v von s

die Gleichungen:
dv u du __ v

~ds
~ ~ ~

ds
~~

Q

oder, wenn wir statt s eine neue unabhangige Veranderliche

J
ds

i
einfiihren :

dv du _

v bestimmt sich also aus der Gleichung:

q.
r C. M *

do*

die integriert

r = c cos 6 -f- c sin 6 cos tf I sin tids -f- sin 6 I cos

dv

giebt, wo f, c willkiirliche Constanten sind. Dann haben wir n =
~jj&amp;gt;

d. h.

u = r sin 6 c cos a sin 6 I sin eds cos (5 I cos eds.

Setzen wir die fiir M und r gefundenen Werte in (28) ein, so

haben wir mittels Quadrature!! die gesuchten Curven C bestimmt, die,

wie a priori klar war, eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit bilden.

19. Curven mit gemeinsamen Hauptnormalen.

In 15 haben wir gesehen, dass sich die Curven constanter Flexion

paarweise zu conjugierten Curs-en, die die Hauptnormalen gemein-

sam haben, zusammenfassen lassen. Wir stellen uns nun mit Bertrand

dieAufgabe, allgemein diejenigen Curven C zu bestimmen, bei deuen

es zu jeder eine zweite C&quot; giebt, welche dieselben Hauptnormalen hat

wie C. Yersehen wir die zu C gehorigen Ausdriicke mit Strichen, so

haben wir als Coordinate!! x
, y ,

z des Puuktes M von
,
der dern

Punkte M von C entspricht:

(29) x = x -{- K cos
, y = y -\- x cos

77 ,
z = z -\- * cos

,

wo K = f(s) das Stuck M M der Hauptnorrnalen bezeichnet. Weil

nach der Yoraussetzung M M Norrnale von C in M ist, haben wir

zunachst :

.. dx dy , ^ dz
COS c ~T~ COS )2

~~
~\ COS

L, j
= U

,
. , ds ds (Is

woraus sich

^ = 0, d. h. K = Const.
. , , ds

ergiebt.
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Aus (29) folgt dann durch Differentiation:

cos K = cos 6 cos a -f- sin & cos A,

(30)
- cos

/3
= cos 6 cos

/3 -j- sin a cos
/LI,

cos j/ = cos 6 cos y -f- sin &amp;lt;? cos v
,

wo

_~
T

cos tf = sin 6 =

gesetzt ist und 6 offenbar den Winkel der beiden in zwei entsprechen-

den Punkten von C und C gezogenen Tangenten bedeutet.

Durch weitere Differentiation der Gleichungen (30), sowie aus den

Frenet schen Forineln und der Voraussetzung, dass C dieselben Haupt-
normalen wie C hat, folgt:

&amp;lt;7

=
Const.,

d. h.: Bei der gesuchten Curve C sind die beiden Kriimmungen
durch die lineare Gleichung:

v. cos G v. sin G .

OT
&quot; sin o = \J

1 Q

verkniipft. Umgekehrt, besteht zwischen den beiden Kriimmungen einer

Curve C eine lineare Relation mit constanten Coefficienten:

ohne dass Q und T gleichzeitig constant sind, und setzt man

B
A/ ... .1 . _ _,

C &amp;gt;

so erhalt man in (29) eine zweite, vollkommen eindeutig bestimmte Curve C
mit denselben Hauptnorrnalen wie C. Eine Unbestimmtheit tritt nur

in dem Falle ein, dass Q und T constant sind. Die Curve C ist dann

eine gewohnliche Schraubenlinie. Die Regelflache ihrer Hauptnormalen
wird uns spater bei unseren Untersuchungen unter dem Namen Mini-

mal-Schraubenregelflache begegnen. Offenbar sind alle Ortho-

gonaltrajectorien der Erzeugenden dieser Flache ebenfalls gewohnliche
Schraubenlinien (von derselben Granghohe wie C).

20. Gleichungen der Bertrand schen Curven.

Wir schliessen dieses Kapitel damit, dass wir mittels Quadraturen

die expliciten Gleichungen der im vorigen Paragraphen behandelten

Curven geben, die als Bertrand sche bezeichnet werden. Diese Auf-

gabe fiihren wir mittels der folgenden Ueberlegungen auf den Fall

der Curven constanter Flexion zuriick.
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Gegeben sei eine Curve C: wir stellen uns die Aufgabe, eine

zweite C zu finden, fur die bei gleiclier Bogenlange die Hauptnormale

derjenigen von C parallel ist. Bezeiclinen wir nun mit 6 den Winkel

der beiden Tangenten in entsprechenden Punkten von C und C
,

so

haben wir offenbar:

cos a = cos 6 cos -j- sin 6 cos A,

(31) cos
/3
= cos (7 cos ft + sin 6 cos

,
a

?

cos y = cos 6 cos y -\- sin &amp;lt;&amp;gt; cos v.

Differenzieren wir diese Gleichungen unter Beriicksichtigung der

Frenet schen Formeln und der Voraussetzung:

(31 ) cos I = + cos |, cos
rj
= + cos

j; 7
cos = i cos

&amp;gt;

so folgt wie ini vorigen Paragraphen:

6 = Const.

Umgekehrt, ist & constant, so definieren uns die Gleichungen:

x = I (cos & cos a -f- sin 6 cos A) f7s,

/

y = I (cos tf cos /3 + sin 6 cos
/i) rfs,

/

z = I (cos 5 cos y -{- sin 5 cos v) &amp;lt;7s

e

(bis auf eiue Translation) eine Curve
C&quot;,

die zu C in der verlangten

Beziehung steht. Zu (31) und (31 ) fugen wir die weiter aus den-

selben folgenden Gleichungen hinzu:

cos A = + cos 6 cos A + sin 6 cos a,

(31&quot;)
cos

fi
= + cos 5 cos ft + sin tf cos /3,

cos v = + cos &amp;lt;y cos v + sin 6 cos y.

Aus (31), (31 )
und

(31&quot;) ergeben sich durch Differentiation die

Gleichuugen:

fl
,

(
cos 6

.^
sin a

)

9

= :IT
~ ~

T
~

l&amp;gt;

cos C sn G

d. h. die beiden Kriininiiiugen von C sind homogene liueare Combi-

natiouen derjeuigen von C mit constanten Coefficieuten.

1st C eine Beiiraud sche Curve mit der naturlichen Gleichung:

+ f + c-o, .

so braucht also nur tang 6 = gesetzt zu werden, damit die abgelei-

tete Curve C constante Flexion besitze.

Bianchi, Differentialgeometrie. 3
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Um nun alle Curven mit der constanten Flexion J - zu bestimmen,
beaehten wir

;
dass fiir eine solche nach 2

id cos o:\ 2 Id cos |J\
2 /d cos y\ 2 _ 1

V ds I \ds I ~T~ \As )
: =

&amp;gt;

ist, und dass also ihre Gleichungen:

x = / cos a ds
, y = / cos

/3
ds z = I cos y ds

J J J
auch so geschrieben werden konnen:

(32 ) x = a
j
cos a da, y = a

j
cos

/3 da, z = a I cos y da ,

wo

(33) da = Y(d cos of -f- (rf cos
/3)

2 + (d cos y)
2

gesetzt ist.

Umgekehrt, nehnien wir drei willkurliche Functionen cos a, cos
/?;

cos y eines Parameters u, die durch die Relation :

cos2 a -f- cos2
/3 -(- cos2

y = 1

verbunden sind
;
so definieren die Gleichungen (32 ) ;

wo da den Wert

(33) hat, wie sofort erhellt. eine Curve mit der constanten Flexion -

a ;

die auch die allgemeinste Curve dieser Art ist.



Kapitel II.

Qnadratisclie Differentialfornien.

Algebraische quadratische Fonuen. Definition der Differentialinvarianten und

Differentialparameter einer quadratischen Differentialfomi. Erster Differential-

parameter Aj U. - - Gemischter Differentialparameter V(?7F).
- - Aequivalenz

zweier quadratischer Differentialfornien. Christoffel sche Drei- Indices -Symbole

\

r s
\

i ** Die covarianten zweiten Differentialquotienten.
-- Zweiter

Differentialparameter A., U. -- Vier- Indices -Symbole. -- Kriimmungsniass einer

biuiiren Differentialform. Cubische Covariante zweier siniultaner quadratischer

Ditferentialfornien. Gleichzeitige Reduction zweier binarer quadratischer Diffe-

rentialfornieu auf Orthogonalforinen.

21. Algebraische quadratische Formen.

Zum Zwecke der systematischen Behandlung der Flackentheorie

in der von Gauss angebahnteii Richtung, der die folgeiiden Uuter-

suckuucren gewidmet sind, ist es fur uns unerlasslich , einige ffiiind-O O 7 7 O O

legende Begriffe aus der Theorie der quadi-atischeu Differentialforuien

vorauszuschicken. Es soil das der Gregenstand dieses Kapitels sein
;

in dem wir uns u]3rigens auf das fur unseren Zweck Notwendige be-

schranken*). Die einfacheu Algorithmeu7
die wir dieser Theorie entneh-

nien, ermoglichen es uns dann
?

die grundlegenden Gleichuugen der

Flachentheorie in wenige durchsichtige Formeln zu verdichten.

*) Die hauptsachlichsten Arbeiten, die bei der Abfassung dieses Kapitels

benutzt worden sind, sind die folgenden:

Beltrami, Sulla teorica generate dei parametri .differenziali. (Atti

dell Accademia delle Scienze di Bologna, 25. Februar 1869.)

Christoffel, Ueber die Transformation der homogenen Differential-

ausdriicke zweiten Grades. (Crelles Journal, Bd. 70.)

Ricci, 1) Sui parametri e gli invariant! delle forme quadratiche
differenziali. (Annali di matematica, Serie 2, Bd. 14.)

2) Delle derivazioni covarianti e contravarianti. Padua 1888.

Weingarten, Ueber die Theorie der auf einander abwickelbareu
Oberflachen. ^Festschrift der technischen Hochschule zu Berlin,

1883.)

3*
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Es diirfte zweckrnassig sein, unseren Untersuehungen einen kurzen

Abriss der algebraischen Satze fiber quadratische Formen voraus-

zuschicken*). Wir betrachten eine quadratische Form f der n Ver-

anderlichen x, , x , xn .

- ^
I

- - / ^

ttrs XrXs \ttrs Osr) 7(1)

wo sich die angedeutete Summation auf alle Combinationen der Indices

r, s aus der Reihe 1, 2, ... n bezieht. Bezfiglich der (constanten)
Coefficienten ars setzen wir nur voraus, dass die Determinante

a =
. . . a\n

welche die Discriminante der Form f heisst, von Null verschieden

sei. Statt der Veranderlichen x fuhren wir neue
?
x

7
ein mittels der

homogenen liuearen Substitution:

xr
=

&amp;gt; Prix, (r
=

I, 2, . . .

ri),

wo wir von den n2 Substitutionscoefficienten pr { nur voraussetzen, dass

ihre Determinante

Pu Pit Pin

P%1 P%2 P2n

Pnl Pn2 Pnn

von Null verschieden sei (denn sonst mfisste zwischen den x eine lineare

Relation bestehen, wahrend sie als von einander unabhangig voraus-

gesetzt sind). Durch die Substitution (2) geht / in eine neue qua
dratische Form f der x :

(3) f =

fiber, in der sich die neuen Coefficienten arii durch die alten und

durch die Substitutionscoefficienten pa- mittels der Gleichung:

(4) ars =

ausdriicken. Aus (4) folgt;
wenn a die Discriminante von f bedeutet.

*) S. Beltrami a. a. 0.
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nach dem Multiplicationssatz der Detenninanteu der fundameutale Satz,

der durch die Gleichung:

(5)
a = P a

ausgedriiekt wird.

Wir setzen nun :

(6)
Xs
=

2 ^ == ^j arsXr,
3

,.

woraus durch Auflosung nach den x

(g*)
xk
= Y AksXs (k

= 1
, 2,

- -

),

folgt, wo mit Att) wie es im folgenden stets geschehen soil, die durch die

Discriminante a selbst dividierte Unterdeterminante von t,

in a bezeichnet wird. Bilden wir uuter Berticksichtigung von (6)

und (6*) die Summe y Xrxr ,
so komnit :

Y xfxf
= y arixfx, = y A,.X,X, .

^ -* -

Die quadratische Form:

(7)
F

geht durch die Substitution (6) in / fiber, wie umgekehrt / in F durch

(6*). Statt (6*) konnen wir auch

1 cF
=

2 c*k
schreiben.

Wie man sieht, ist die Beziehung zwischen / und F reciprok,

und es werden deshalb die beiden quadratischen Fornien / uud F als

reciproke Formen bezeichnet.

Wir uehmen nun an, dass mittels der linearen Substitution (2}

f in
/&quot; ubergeht und

die reciproke Form von / ist. Man sieht leicht, dass sich durch die

aus (2) durch Transposition hervorgehende Substitution:

(2*) X/ = pif X,- (r
= 1

, 2,
- - -

)

F in F verwandelt. In der That geht F in die reciproke Form f
mittels der Substitution:

(8) X/
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iiber, F in / mittels (6) und / in
/&quot;

mittels (2). Wegen (6) haben

wr nun:

also wegen (2):

pirAf
==

&amp;gt;
aik pir pk S xs ,

its

wofiir wir wegen (4) auch schreiben konnen:

i / T s Ms i

~-l
I s

diese Gleichung ; verglichen mit (8); ergiebt gerade (2*).

Hieraus folgt, dass sich die Arg ebenso durch die Ars ausdriicken,

wie die ars durch die ars) wofern nur die Indices der p vertauscht

werden; man hat also nach (4) die bemerkenswerte Gleichung:

(9) Ar ,
=

22. Definition der Differentialinvarianten und Differential-

parameter einer quadratischen Differentialform.

Es seien xi7 x%, ... xn n unabhangige Veranderliche mid dx
i

dx
2 ,

... dxn ihre Diiferentiale; wir betrachten die quadratische Diffe

rentialform:

(10) /
= arsdxrdxs (ars

= asr),

wo die Coefficienten ars gegebene Functionen der x seien. Von diesen

Functionen setzen wir voraus, dass sie in dem fur die x in Betracht

kommenden Aenderungsbereich endlich und stetig seien, ebenso wie alle

ihre ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten nach den x;

ausserdem werde fur diesen Aenderungsbereich die Discriminante a der

/ stets als von Null verschieden angenommen.
Driicken wir die n Veranderlichen x durch n neue willkiirliche Ver

anderliche x aus mittels der Gleichungen:

r- = f- (r r v \ (i =12 n)*
//, ^

&amp;gt;x/

i ; *S &amp;gt; ,

* ) \
fr

~ *?* ? ) t

wo fiir die Functionen fa der x wieder die soeben getroffenen Voraus-

setzungen gelten sollen, so werden die Differentiale dx-1} dx2 ,
. . . dxn

der linearen Substitution:

(11) dxr = pridx-, pri
= ~, (r

==
1, 2

?
. . .

ti)
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unterworfen, und es geht / in eine neue quadratische Differentialform :

(12) /&quot;

=^ a,., iU r dxj
rs

iiber, wo
.

f
&quot;

(/

-&quot;?

ist.

Die Determinante M der linearen Substitution (11) fiir die Diffe-

rentiale ist hier die Functionaldeterminante der x nach den x :

und es ist

a =

ex
y

wenn a und a die beziiglichen Discriminanten von / und
/&quot;

sind.

Habeu Art ,
Art dieselbe Bedeutung \vie irn vorigen Paragraphen,

so haben wir nach (9):

r
cxr ex

s

-
^

/
^ &quot;

Wir uehmen nun an, dass wir eineu aus den Coefficienten afs von f

und deren ersten, zweiten, . . . Differentialquotienten gebildeteu Ausdruck

(p (Or,,

(a.

cxcx

haben von der -Beschaffenheit, dass derselbe, wenn die n Verauderlichen

x einer beliebigen Transformation unterworfen werden, in den Ausdruck

iibergeht, der auf dieselbe Weise aus den Coefficienteu afi der transfor-

mieiien Form
/&quot;

und ihren Differentialquotienten gebildet ist. Dann

sagen wir
7
dass

&amp;lt;p

eine Differentialinvariante der Form fist. Wenn

in einem solchen Ausdrucke (p ausser den Coefficienten der Grundform

f und ihren Differentialquotienten eine gewisse Zahl von willkurlicheu

Functionen U, V . . . samt ihren Differentialquotienten auftritt, derart,

dass bei einer beliebigen Transformation der Variabeln immer noch

cart cU cV

ist, wo U
,
V . . . dieselben Functionen wie U, V . . . sind, nur dass

an Stelle der x die x stehen, so sagen wir, dass 95 ein Differential-

parameter ist.

Es sind also die zu einer quadratischen Form f gehorigen Differen-

tialparameter Ausdrucke, die aus den Coefficienten von f,
einer ge-

wissen Zahl von willkiirlichen Functiouen und den Differentialquotienteu
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der Coefficicnten und Functionen gebildet sind derart, dass sie sich bei

einer hcliebigen Transformation der Veranderlichen nicht andern. So-

bald in einem solchen Ausdruck die willkiirlichen Functionen fehlen,

haben wir eine Differentialinvariante.

Ehe wir zur wirklichen Bildung der Differentialparameter schreiten,

deren Kenntnis wegen der Anwendungen auf die Flachentheorie fur

uns notwendig ist
;

diirfte es zweckmassig sein, den Weg, den wir in

den folgenden Ausfiihrungen einschlagen werden*), zu beleuchten. An-

genommen, wir kennen eine Differentialform vom zweiten oder von

lioherem Grade, ijj}
deren Coefficienten aus denjenigen der Grundform f}

ihren Differentialquo tienten sowie einer gewissen Zahl von willkurlichen

Functionen und deren Differentialquotienten gebildet sind und welche

die Eigenschaft besitzt, bei einer beliebigen Transformation der Verander

lichen in die auf dieselbe Weise beziiglich der transformierten Form
/&quot;

und

der transformierten willkurlichen Functionen gebildete Differentialform ij/

iiberzugehen. Wir sagen in diesem Falle, dass die Form fy eine Diffe-

rentialcovariante von / ist, und es ist klar
? dass, wenn wir / und ty

als zwei algebraische Formen (der Differentiale) betrachten und ihre ab-

soluten Simultaninvarianten bilden, wir eben Differentialparameter oder

Differentialinvarianten erhalten werden, je nachdem in den Coefficien

ten von ijj
willkurliche Functionen auftreten oder nicht.

23. Erster Differentialparameter ^ U und gemischter

Differentialparameter V(f7, F).

Ist U eine willkurliche Function von x1} xzj
... xnj so haben

wir im Quadrat ihres ersten Differentials:

*-J (/ t- 7 7

/ ,
o o dxr dxs
c&amp;lt;icr ca;..

/ .&amp;lt;

4

offenbar eine quadratische Differentialcovariante der gegebenen Form /.

Bezeichnet k eine willkurliche Constante, so wird demnach auch

W 7 cU dU\ -. -,=
&amp;gt;, [Ora 7T- 5 5 ) U&amp;gt;Xr dXs^j \

is
fix CXJ

eine Differentialcovariante von / sein. Die Coefficienten der verschiedenen

Potenzen von k in deua Quotienten aus der Discriminante von cp und der-

jenigen von / werden also lauter Differentialparameter mit der will

kiirlichen Function U sein. Insbesondere hat der ersbe Differential-

*) Vgl. insbesondere Ricci.a. a. 0.
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parameter, der Coefficient von A selbst, den wir init A
x
U bezeichnen,

offenbar den Wert

er heisst nach Beltrami erster Differentialparameter der Func

tion U.

Es sei nun V eine zweite willkiirliche Function; in dem Product

der beideu Differeutiale :

&quot;STT r J&quot; r VdUdV=y* -dxr dxs**J ex ex
rs

haben wir wieder eine Differentialcovariante von / ,
und wenn wir die

friihere Form
&amp;lt;p

durch

ersetzen und die obige Ueberlegung wiederholeii, so sehen wir, dass

der Ausdruck

ein Differentialparameter niit zwei willkurlicheu Functionen U und V
ist. Derselbe wird mit Beltrami durch das Symbol

bezeichuet und heisst gemischter Differeutialparameter von U
und V. Es ist klar, dass, wenn im gemischten Differeutialparameter

(16)

V= U gesetzt wird, sich der erste Differentialparameter A
:
U ergiebt.

24. Aequivalenz zweier quadratischer Differentialformen.

Zwei Differentialformeu:

f= ar ,dxrdxs , f = ar SdXr dx,

nennen wir Equivalent, wenn es moglich ist, die X1} X2 . . . xn gleicli

solchen Functionen der #/, x.2 . . . xn zu setzen, dass die erste

Form in die zweite ubergeht. Wenn die beiden Formen / uud / ,
d. h.
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die ars als Functionen der x, die dr als Functionen der x gegeben

sind, so naiissen unter der Voraussetzung der Aequivalenz von f und
/&quot;

die x, als unbekannte Functionen der x aufgefasst, gewissen partiellen

Differentialgleichungen genugen, deren Aufsuchung Gegenstand dieses

Paragraphen sein soil. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Gleichung

(13), 22
;

S. 39:

aus und differenzieren dieselbe nach einer beliebigen von den Varia-

beln x
j

z. B. nach #/; dann haben wir*):

ik^ 8x18x1 , ^r |

8*x
{

8xk 8x. d*xk \

x
l
cxr dx

s
dx

t ^j
tk
\8xr 8xt

dx
s

*~ dxr 3x
s
dx

t }

Hierin vertauschen wir s mit t und gleichzeitig in der dreifachen

Sumine auf der rechten Seite die Sunxmationsindices k und
Z;

dann folgt:

ii ^a . I
f

j
lk

\dxr cx
s
dx

(

f

j
l dxr cxs

cx
t

~*~ cxr dx
s
cx

t
ik

In dieser Gleichung vertauschen wir r mit s und rechts in der drei

fachen Sunime und im zweiten Gliede der Doppelsumme die Indices i

und k. Die so entstehende Gleichung:

^
ex/ /i dx

i cx/ cx
s
cx

t

&quot;* /i lk
\cxr

r dx
s
dx

f
cx

s dx/dxt l

ikl
.

ik

addieren wir zu (b) und subtrahieren von der Summe die Gleichung (a).

So erhalten wir:

~7~ ~l &quot;o / ^ 7 -^ I ^~&amp;gt;
&quot;&quot;&quot;I&quot;

1
&quot;

&quot;o

~ ~
/ / ^ 7 ^ / &quot;~T~&quot;

i /-j /y /H T /^ i\/^ /y* // &quot;7

1 n *m i jf* *P /i *t* rt fM*1
C/ OVT, t/ /,* t/ wy / (/ W^, C1 A/

tf
t/ i*/^

+ 2^ *
a

&amp;lt;
a ; a&amp;lt;

Dividieren wir diese Gleichung durch 2 und verwandeln wir in der

Doppelsumme rechts den Summationsindex k in
I,

so haben wir:

*) Man beachte, dass die ars explicite Functionen der x sind, wiihrend

die a insofern Functionen der x sind, als diese in den x enthalten sind,

also ist:

l
dx

t
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JL 4. _ =
2

1 /? __ ^ti /A 7 **

2 *
~

x cx ex2 c*t cx
t

cx ex, ex; ex

Wir fuhren mit Christ offel die Drei-Indices-Symbole:

-ti __ i /?
, ^ _ ?M

J. T\ car, cxj

ein und versehen dieselben Symbole fur die transformierte Form f
mit Strichen; dann lasst sich die obige Gleichung auch so schreiben:

WT
ir multiplicieren dieselbe mit

A v
)

summieren uach
t
u und t von 1 bis n, iudem wir beriicksichtigen, dass

wegen (14), 22, S. 39:

l = Av i
C ** . C **Sf

und ^d,-! A y i
fiir i 4= v, dagegeu = 1 fur * = v ist,

und erhalten:

V/ V j
i -Apt

y /

Wir fuhren nun die neuen Christoffel schen Drei-Iudices-Symbole :

ein, wobei wir die analogeu fur die transformierte Form gebildeten

Symbole mit Strichen versehen. Daun erhalten wir die Fimdamental-

gleichungen, welche wir aufstellen wollten:

*_
- \ v cx cx

Dieselbeu di iicken alle zweiten Differentialquotienten der unbekannten

Functionen durch die ersten DijBFerentialquotienten aus.
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25. Eigenschaften der Christoffel schen Drei-Indices-Symbole.

Die Christoffel schen Drei-Indices-Symbole werden in der Folge
stets angewandt werden, und wir miissen daher auf ihre Eigenschaften
etwas naher eingehen.

Die durch die Gleichung (17) definierten Symbole der ersten Art

besitzen offenbar die Eigenschaft:
L I J

ft

woraus nach (18) folgt, dass auch in einem Symbol zweiter Art
* &quot;

die Vertauschung der beiden oberen Indices den Wert desselben
I * J

nicht andert.

Wir bemerken ferner, dass, wie sich die Symbole
^

durch die

Differentialquotienten der Coefficienten der Grrundform ausdriicken, so

auch umgekehrt jeder dieser Differentialquotienten als Aggregat von

zwei solchen Symbolen dargestellt werden kann. In der That ist:

il

Es ist weiter zu bemerken: wie sich die Symbole der zweiten Art

durch diejenigen der ersten mittels (18) ausdriicken, so auch umge
kehrt letztere durch erstere vermoge der Formel:

Schliesslich leiten wir die Gleichung ab, die den logarith-

inischen Differentialquotienten der Discriniinante a nach einem be-

liebigen x als Aggregat von Drei -Indices- Symbolen der zweiten Art

darstellt.

Nach der Regel fur die Differentiation einer Determinante haben wir :

1 8a ^1 . .-*.

a

oder wegen (19):

d ^ A \
H

\ t X^ A rkl
ik

Die beiden Summen rechts sind einander gleich, also ist

1 Ca V^-; F*
1

2 a dx,
=
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Fiihren wir vermoge (18) die Symbole zweiter Art ein, so erhalten

wir denmach als die gesuchte Gleichung:

(20)

Aus dieser leiten vrir eine neue ab, die wir bald werden benutzen

miissen. Hierzu sclireiben wir sie wie vorhin, addiereu beiderseits

,

Aik L wobei wir beachten, dass

ist,
und erhalten:

c

Da nun

Ait dki = Const.

ist,
so folgt, wenn nach X{ differenziert und iiaeh / siimmieii wird:

V j * V cAik
Zj Aik

~d^. ~Zj akl
-^:&amp;gt;

ik ik

sodass sich als gesuchte Gleichung ergiebt:

26. Die covarianten zweiten Differentialquotienten und der

zweite Differentialparameter A., U.

Unter Zuhilfenahme der Fimdainentalgleichungen (I), 24
7

S. 43,

konnen wir nun eine quadratische Diiferentialcovariante der gegebenen
Form / bilden, deren Coefficienten aus denjenigen von f, ihren Diffe-

rentialquotieuten imd aus den ersten und zweiten Differentialquotienteu

einer willkiirlichen Function U(xl} x2 ,
... xn} gebildet sind.

In der That, bezeichiien wir mit V den Ausdruck, der aus U
eutsteht, wenn darin fur die x ihre Werte als Functionen der x ge-

setzt werden, so haben wir offenbar:

&quot;

&quot;

. CJ

also:
&quot;

ex

r

.&quot;

ex
4. V IT

*cxcx
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demnach wegen (I):

&quot;V
* ^ &quot;V ^ ?5*_ &quot;V

(
* fc

dx r dx v
_ __ _ _

dxr dxs /x J dojj ^-- dx^Xp dxr
r dx

s
v J dxr \dxs dxv

Werden in der dreifachen Suinine auf der rechten Seite die Summa-
tionsindices

i, ft,
v beziiglich in v, [i,

i verwandelt, so lasst sich die

letzte Gleichimg auch folgendermassen schreiben:

- &quot;V

J ga? J dXydX \ i \ 8x
;

\ cxr

Fiihren wir nun die Bezeichnung:

ein und bedienen wir uns derselben Bezeichnung mit Accenten fiir die

transformierte Form, so erhalten wir:

(23) Ur, = yiuv^l^-
v[i

r s

Diese Gleichung zeigt, dass die in (22) mit dem Symbol E/&quot;r/t
bezeich-

neten Combinationen der ersten und zweiten Differentialquotienten der

willkurlichen Function U eben die Coefficienten einer quadratischen

Covariante der Grundform f sind, denn aus (23) folgt offenbar:

^7 ^7 TT/ / / ft IT ft riT / / / /j np ft Y*
jf . !_/ * UvtA/y \Jvvva

~ ^ . \J i- // uvv(/v Lv *AJ it^^J ^^J (

lt A(

T S V LI

Die Urs neissen deshalb die covarianten zweiten Differential

quotienten der Function U bezuglich der quadratisclien Grundform f.

Verfabren wir nun mit der covarianten Form :

/
i Urs ttOCf ttCCs ,

rs

(die als das zweite covariante Differential von U bezeichnet werden

kann) ebenso, wie in 23 mit dem Quadrat des ersten Differentials

von U, so konnen wir schliessen, dass die Coefficienten der verschie-

denen Potenzen von k in dem. Quotienten aus der Discriminante der Form:

I,-* + kUrs] dxr dxs

und derjenigen der Grundform lauter D i fferentialparameter(zweiter

Ordnung) von U sind. Insbesondere ist der Coefficient von 7r
7
den

wir immer mit A
2 U bezeichnen und den zweiten Differentialpara-

meter von U nennen wollen, gegeben durch:
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Vermoge der Gleichung (21) des vorigen Paragraphen konnen wir

A., U in eine andere Form bririgen, die spater in den Anwendungen
am haufigsten gewiihlt werdeu wird. Setzen wir in (24) fiir die Sym-

bole der zweiten Art ihre Werte in denjenigen der ersten ein, so

haben wir:

aber nach (21) ist:

also:

1 Vi/~ a /^^ v^ /
^&amp;gt;

/ ao

^2y h
^yi&quot;

-

, y g^
r&amp;lt; a fr

^/ ?iCr #
r*

was wir in der definitive!! Fonn:

(25) ^^-
sclireiben konnen.

Bemerkung. Fiir die Theorie der binaren Formen (die aus-

schliesslich in den Anwendungen anf die Theorie der Oberfliichen anf-

treten) sind die eiiigefiihrten Differeutialparameter

die grundlegenden. In der That lasst sich jeder andere Differentialpara

meter durch wiederholte Anwendung obiger drei Operationssymbole

bilden*).

Es ist jedoch vorteilhaft, explicite noch einen anderen Differential-

parameter zweiter Ordnung ZIT betrachten, der in der Theorie der Ab-

wickelbarkeit sehr wichtig ist. Wir definieren ihn als Quotienten der

beiden Discriminanten der Fonnen:

*) Vgl. Darboux, Bd. 3, S. 2GO.
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Un dx^ + 2 Un dx
1 dx.2 -\- U22 dx.

an dx^ -\- 2
12 dx dx% -f- 22 c?#2

2

Wenn wir ihn rait A22 U bezeichnen, so haben wir:

(20) A92 U=
Er driickt sich iibrigens durch die Fundamentalparameter vermoge der

Gleichunsf:

(26*)

aus.

A TT _

! 17

27. Vier- Indices -Symbole.

Die Covarianten der Grundform /j
welche wir bisher gebildet

haben, enthielten in ihren Coefficienten willkurliche Functionen. Wir

wollen nun eine Covariante vierten Grades in den Differentialen bilden,

deren Coefficienten aus denjenigen der Grundform und deren (ersten

und zweiten) Differentialquotienten gebildet sind. Auf diese Weise

sind wir imstande, uns Differential in variant en herzustellen.

Dieses lasst sich dadurch erreichen, dass wir mittels geeigneter

Operationen aus den Fundamentalgleichungen (I), 24, S. 43, die

zweiten Differentialquotienten eliminieren.

Zu diesem Zwecke gehen wir aus von den beiden Gleichungen (I):

v I dx ex*

t ox;

Differenzieren wir die erste nach Xy, die zweite nach Xp und sub-

trahieren wir, so heben sich gewisse Glieder fort, und wir finden so:

2
rh

ex.

oxr cx
i
exh

a
ft y

^_

a
(3 uy\

,

ex

Setzen wir hierin statt der zweiten Differentialquotienten der x die

durch die Fundamentalgleichungen (I) bestirninten Werte em, so heben

sich die Glieder, welche die Producte zweier erster Differentialquotienten
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enthalten, auf, und wenn wir in einigen der Summen die Indicesbezeieh-

nung passend andern (so dass dieselben Differentialquotienten in den

verschiedenen Gliedern sowohl der linken als auch der rechten Seite

ziun Vorschein kommen), so ergiebt sich die Gleichung:

2

_V

cx
, y/VllfM (&quot;If&quot;A
-Z\\i\\ v \-\i\\ v

i)

f

CJ f

*
f

-\ t}

Coefficienten
cxr cxr ex,. cxh
-^ r und des Products -^-r --v- in den

beiderseitigen Summen sind nach demselben Gesetz gebildet, der eine

bezuglich der Coefficienten der transformierten Form
/&quot;,

der andre be-

zuglich derjenigen der Gnindform. und hangen bezuglich von vier

Indices ab. Unter Einfuhning der neuen Bezeichnung:

(27) cx cx

lasst sich die letzte Gleichnn auch so schreiben:

ex.

Zusammen mit den Vier-Indices-Symbolen der zweiten Art

(27) fuhren wir auch noch solche der ersten Art ein, indern wir setzen:

(29) (rk,ih)

hieraus folgt dann durch Auflosung nach den Symbolen der zweiten Art:

(29*) [rv, Hi
}

= f A
&amp;gt;*(

r
*&amp;gt;

ih)-

CX,I/ wt L

Multiplicieren wir (28) mit avt
- - und summieren wir fiber alle

Werte von v und k
}
wobei wir beachten, dass nach Formel (13), S. 39,

ist, so ergiebt sich die Gleichung:

(30)
ex. cx

ri/ik

Bianchi, Differentialgeometrie.
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also:

(30*) ]? (ad, fyya&dWfydtofydW-afi- ^ (rk, ih)d
a

[i y (5 r k i h

wo d, d (l\ d ( 2

\ f/ (3) die Symbole von vier verschiedenen Differential-

systemen sind.

In der quadrilinearen Form:

(31) &amp;lt;P

=
r k i h

haben wir also, wie verlangt wurde, eine Differentialcovariante von f}
die

aus den Coefficienten von / imd deren Differentialquotienten gebildet ist.

28. Kriimmungsmass einer binaren Differentialform.

Wenden wir die Gleichung (30) auf den Fall einer binaren

Form an, so konnen wir leicht die Existenz der sehr wichtigen Dif-

ferentialinvariante nachweisen, die als das Kriimmungsmass der

binaren Form bezeichnet wird.

Zu dem Zwecke entwickeln wir einige Eigenschaften der Vier-

Indices-Synibole erster Art (rlt, ifi), die wir vor alien Dingen durch

die Drei-Indices-Symbole erster Art ausdriicken wollen. Wegen der

Gleichungen (27) und (29) haben wir:

( i ^
(ri, ill)

=

Nun ist nacli (18*), S. 44:

also:

elYl t\
r *[ri~\

L/d . ,r r*,
(rfc, Hi) -T-

x _ ^i\v\ cx
h
-r^Lj \ v I dx.

h\ [li

Setzen wir fur 7 . ;
- ihre beziiglichen Werte (vgl. (19) anf S. 44):C SCr C SC \O /
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ein, so folgt hieraus:

oder nach (18), S. 43:

(32) (rf , ,-,,)
-

Entwickeln wir die beiden ersten Glieder, die nur die zweiten

Differentialquotienten enthalten, so erhalten wir:

-1\_ *Y a *a
^_

&quot; * ^^ ^
b)-= 2 ĈXCJ . ~\ CX -cxcx ctrc

Aus dieser Gleichung ergeben sich sofort folgende bemerkenswerte

Eigenschaften des Symbok erster Art:

(a) (kr, Hi)
=

(rk, ill),

(b) (rA-, 7*0
= -(r*,*),

woraus folgt, dass, wenn die beiden ersten oder zweiten Indices ein-

ander gleich sind, der Wert des Symbols identisch gleich Null ist*).

Tm Falle der binaren Differentialforinen (n
=

2) sind nur vier

der Symbole (r/r, //)
von Null verschieden, namlich

(12, 12), (12,21), (21, 12), (21,21),

aber wegen (a) und (b) ist das vierte gleich dem ersteu, das

und dritte gleich dem ei-sten mit entgegengesetztem Yoi-zeicheii.

Die Gleichung (30) des vorigen Paragraphen wird dann:

und da auch, wenn wir, wie iiblich, mit a und a die Discriminanten der

Grundfonn f und der traiisformierten Form
/&quot; bezeichnen, nach (5), S. 37,

/ (c x. ex. ex* cx*
a = a

(
-- \ -.-, : \

V./.-j (. .c.. c Xj cx^

ist,
so folgt daraus:

(12,12) __ (12,12)

*) Das Symbol (rJt, i/j) besitzt auch die durch die folgenden Gleichungen

charakterisierten Eigenschaften:

(tft, r) = (rfc, *^),

^rJt, *) + (ri, ftt) + (rh, kt) = 0,

die \vir im Falle j = 2 nicht zu berucksichtigen brauchen.
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Der Ausdruck:

(33) #= (il J2)
a

1st also eine Differentialinvariante der binaren Form / .

Sie wird das Kriimmungsmass oder die Kriimmung der Form

f genannt.

29. Verschiedene Ausdriicke fiir die Kriimmung.

Es liegt uns nun ob, fur die Kriimmung K die verschiedenen

Ausdriicke zu entwickeln, auf die wir in den Anwendungen auf die

Theorie der Oberflachen werden zuriickgreifen miissen.

Aus (29*) folgen wegen der vorhin gefundenen Eigenschaften des

Symbols (rk,Hi) im Falle n = 2 die Gleichungen:

= {22,12}, Ka^ = {21,21},

die entwickelt lauten:

C
(11}

C
(121 fllHial (lll(22\ (lllifill (121*

-8^12 j-a^i 2 )
+

l 1 Ji 2 j+l2 Jl 2 J-(l J\2 | -{ 8 J

d fl2\ c (ill . [I2\fl2\ flll[22l*
SSTl i -5=:-l 1 + 12 21^^il 1

; V-LZ \
*- ) ( i ) (

*
) (

&amp;lt;*

) ( -i
)

C [12\ a [22\ . [I2)fl2\ (22lfll\= ^\ 9 -grr j 2 + 21 12CX% (
6 ) VX

l \
6

) (
6

) \
1

J (lj^&amp;lt;ij

C (22\ a fl2\ , (22l(l2\ , (22\(ll\ fl2\(22\ fl2\
2-

to- \ i K*; 1 1
11+{ 2 H 1 1 +| i 1 1 ,

| -| 2
) { , )-( ! |

Nun schreiben wir die erste der Grleichungen (II) folgendermassen:

11
i

2 2 2 j _ i
J

+ 2 +

(11)1(22) (1211 /flll(l2\ (12\(11\\+ (2 jLla J
+ li jJ+HUMa Mi Jl2jJ

beriicksichtigen7
dass wegen (20), 25 (S. 45)

(
1 1 1 .

(
1 2

\ _ J^ cYa (
2 2 1 ,

(
1 2 \ _ j_ ^y^

\ i
j 1 2 j ~--~y-a ox, \ 2 J

&quot;

i i 1

=

&quot;ysg^

ist
;
und setzen ein

;
so ergiebt sich:

&quot;

4- - N }
n

&amp;lt; } - n
-I-

2 J/J o^Ll 2
j&quot;a^T 1 2 J car^

121(11}
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We^en der Gleichungen (vgl. (19&amp;gt;
u. (18* . &amp;gt;. 44):

&-&amp;gt;[?] -*{ . }
+ &amp;lt;.

{ . }

-[ , ]- *..{ . }+. IV}
ist aber

also bleibt ubrig:

In dieser Gleichung ist natiirlich vorausgesetzt, dass an nicht gleich

Null ist,
und wir konnen offenbar (wenn a^ nicht gleich Null ist) die

hierzu svmmetrische Gleichung:

ansetzen. Merken vrir uns endlich noch, dass im Falle

an = ff22
=

0,

in dem

f!2\ f!2\ fH\ _ (22} _
1 1 }

= =

\ -2 I

= =

1 2 I

- -

1 1 I

-

fll\ c^i* \
2 2

} = 1 c a
&quot;

( 1 j

=

12 cx^ \ -2 j

&quot;

a12 ex.

ist, die raittleren Gleichungen (II)

geben. Eine wichtige Anwendung dieser Gleichung ist die folgende.

Es sei

/
= an (L&amp;gt;\- -f 2^^^ + a^rfAV

eine indefinite binare Form (an a,2
a12

2
&amp;lt; 0) von der Kriiminung

Null; durch eine reelle Transformation der Yeranderlichen kann dieselbe

auf die Form

gebracht werden, wozu nach Zerlegung von f in seine (reellen) Linear-

nur
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gesetzt zu werden braucht, wenn A bezw. ft ein Multiplicator (integrie-

render Factor) von adx
1 -j- (3dx2 bezw. /ydxi -f- ddx2

ist. Wenn aber,

wie wir annahmen, KQ ist, so folgt aus (IV):

tt12
~

^H^IJ
wo Xj eine Function von x allein und X2 eine von x2 allein ist.

Setzen wir nun:

yzfx^x^ &, 1/2jx2
^

2
-= %,

so ergiebt sich:

^n^ 2 + 2a12 c?#1 rf#2 + a^dx^ = dy^dy^.

Um ^ und yz
wirklich zn finden, brauchen wir nur zu beacliten,

dass es in diesem Falle einen Multiplicator von adx
i -\- fidx2

- - wir

bezeicbnen ihn mit c
v - -

giebt ;
dessen reciproker Wert e~ v

Multipli

cator von y dtti -{- 8 dX} ist
7
und dass demnach die Gleichungen be-

stehen :

c(e
v
a) _ _ X)

durch welcbe die partiellen Differentialquotienten &amp;gt; I bestimmt
CX CX

werden
;
da &amp;lt;xd /3y=j=0 ^s^- ^so ergeben sich mittels einer Qua-

dratur v und mittels zweier weiterer yL
und y2

. Wir haben demnach

das Ergebnis: Eine indefinite binare Form von der Kriimmung
Null kann lediglich durch Ausfiihrung von Quadraturen in

ein Product zweier Differentiale transformiert werden*).

30. Cubische Covariante (/ , 93) zweier simultaner quadratischer
Differentialformen / und (p.

Wir kehren nun wieder zur Betrachtung des allgemeinen Falles

von n Veranderlichen zuriick und untersuchen zwei simultane quadra-
tische Formen:

/
= ars dxrdxs ,

r

=^ l&amp;gt;rs dxrdxs

r s

*) Fur eine definite Form von der Kriimmung Null ist das llesultat ganz
ahnlich

;
nur sind in diesem Falle y^ , y2 conjugiert imaginiir. Wird dann

2/i
= + * P, y = *P

gesetzt, so gelit die Form mittels Quadraturen in den Ausdruck da z
-\- dp* iiber.

(Vgl. 6. Kap., 87.)
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auf die Bildung einer simultanen cubischeu Differentialcovariaute hin,

die fur die Flachentheorie sehr wichtig ist. Setzen wir hierzu voraus,

dass sich f und y beim Uebergange von den Veranderlichen x zu

den x in

verwandeln, differeuzieren wir alsdann die Gleichung (vgl. (13) auf S. 39):

i*

nach xt und setzen wir fur die zweiten Differentialquotienten die durch

die Gleiehungen (I) ( 24, S. 43) bestimmten Werte, so erhalten wir:

_ (j:..

717

wo die Christoffel schen Symbole fur / und die transformierte Form

f gebildet sind. Diese Gleichung zeigt, dass wir in der cubischen Form:

OX)

bereits eiue Simultancovariante YOU / und (p erhalten haben. Fur

unsereu Zweck jedoch ist die zu bildende Form die folgende:

Von der Gleichung (34) subtrahiereu wir diejenige, welche aus

ihr durch Vei-tauschung von s mit t hervorgeht. Dann ergiebt sich:

vP 6 ?^j v fi ^/, yi Mfci=2 ^ -^ 2 1 , }
6a

&quot; -4 1 p j
ftj

TIT _

Setzen wir denmach:

g&r ^ &
r&amp;lt; , Vfr*U &quot;Vl

^

(so) ;, -^ - -^+2 1 }*&quot;
-2 1 ,

so ist die in den drei verschiedenen Systemen von Differentialen dxr ,

d (l)xs ,
d&)xt trilineare Form:

rst

eine Simultancovariante von f und (p.
Dieselbe moge mit
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(ft 9&amp;gt;) x/ l&amp;gt;rt dxr__
rst

bezeichnet werden, wo
&,.,,&amp;lt;

die durch Gleichung (35) angegebene Be-

deutung hat. Diese Invariante heisse die fiir die Form, cp in bezug
auf / gebildete trilineare Form.

Wir sehen, dass, wenn cp
= f gesetzt wird, die trilineare Form

(/ , cp) identisch verschwindet. Im allgemeinen driickt nun wegen
der Invarianteneigenschaft von (/ , cp) das identische Ver-
schwinden derselben eine Beziehung zwischen den beiden

Grundformen / und cp aus, die bei einer Transformation der

Veranderlichen ungeandert bleibt.

Die Ausdriicke mit drei Indices T}rst besitzen die durch die folgen-

den Gleichungen charakterisierten Eigenschaften:

Urst H~ Vrts = 0,

brst ~\~ bs tr -f~ btrs = 0.

Aus der ersten derselben folgt, dass diejenigen brst gleich Null

sind, deren beide letzten Indices einander gleich sind.

Im Falle n = 2 haben wir nur vier l)rstj die nicht identisch ver-

schwinden, und zwar

^112? ^121; &quot;212 &amp;gt; ^221;

von denen jedoch die beiden ersten, sowie die beiden letzten einander

entgegengesetzt gleich sind. Hier wird das identische Verschwin-
den der trilinearen Form (/j cp) durch die beiden Gleichungen:

oder, wenn nach (35) entwickelt wird, durch das folgende Glei-

chungssystem ausgedriickt:

^-H!
^{?}^+({vl-{v})*..+{vK-^t7J;2 cx {

w
( i

) \ (
L

) ( ) / l*J
(V)

2
&quot;

{ 2 j
22

31. Gleichzeitige Reduction zweier binarer quadratischer
Differentialformen auf Orthogonalformen.

Wir betrachten zwei simultane binare quadratische Formen:

und setzen wenigstens von der ersten voraus, dass ihre Discriminate

a = an a.22 12
2 von Null verschieden sei.

In den Ausdrticken:



31. Reduction zweier quadratischer Formen auf Orthogonalformen. 57

jy_ & 2i S &i S -f ,.frn
f g= &!!& &18

2

haben wir zwei algebraische Simultaninvarianten von / und qp*).

Bilden wir die Jacobi sche Functionaldeterminante:

all dxl -\- aiz dxs a^dx^ +

so haben wir eine Form, die bei einer beliebigen Transformation der

Veranderlichen mit der Substitutionsdeterminante J/ als Factor repro-

duciert wird, also gerade so, wie es bei der Quadratwurzel aus a der Fall

ist (vgl. S. 39). Daraus folgt, dass die quadratische Form:

eine (irrationale) Simultancovariante von / und cp ist. Fur diese dritte

Differentialcovariante :

=
Cndjfj

2
-f- c^dx^lt* -\- c^dx^

liisst sich imter der Yoi-aussetzimg. dass an nicht gleich Xull ist, die

Discrimiuante 4cu ^2
cn

~ identisch auf die folgende Form bringen:

+ ^(11^12 ff
12 &ll)

|
&quot;11

Wir setzen nun voraus, dass die Form
/&quot; definit, d. h.

n rt22
2

&amp;gt;0

sei, daun folgt, dass 4^^ e12
-

negativ ist, Auch kann dieser Aus-

dmck nicht gleich Null sein, wofem nicht die Proportion bn : b^ : b^
= ffn : tf12 :

22 besteht, d. h. wofem sich nicht rp nur durch einen

Factor von / unterscheidet.

Die quadratische Differentialgleichung:

0=0
zerfallt demnach, wenn wir diesen Fall ausschliessen, in zwei verschie-

dene reelle liueare Gleichungen :

(a) adx
l + pd;i\

=
0,

(b) ydxt + 6(Li\2
= 0.

Bezeichnen wir mit

Xi= Const., x2
= Const.

*) H und K sind die Coefficienten der ersten und zweiten Potenz der Con-

stanten k in dem Quotienten
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die beziiglichen Integrale der Gleichungen (a) und (b) und fuhren wir

dieselben als neue Veranderliche #/, x2 ein, so ergiebt sich in den

transformierten Formen :

f= a\\dx^ -J- 2a12 dx^dx2 -\- a
22 dx2

2
,

cp
= ln d%i* -\- 2&12 &amp;lt;&

1
fl#2 + &22 c?#2

2

gleichzeitig =
0, &12

= 0.

In der That muss sich die Covariante:

^ 1 Q/i i W1 $/i
|

C*i 9 CJy
ix/2 12 1 [ ^22 2

y &n c?^ -f- ^12 ^^2 ^12 f^i ~h ^22 dx%

der Voraussetzung zufolge; abgesehen von einem Factor
}
auf das Pro

duct dx^dx^ reducieren, und es ist demnach:

( c )

12 22

Multiplicieren wir die erste dieser Gleichungen mit &22 7
die zweite mit

bu und addieren wir, so komrnt:

&12 (au &22 22 V) = 0.

Da die Folgerung a^l&amp;gt;22

f

a22^&amp;gt;

ii
== auszuschliessen ist

7
weil sonst

aus den beiden letzten Gleichungen die Proportion:

^11 ^12 ^22
== %1 %2 ^22

folgen wtirde
;

so haben wir mit Notwendigkeit &12
=

7
wonach aus

(c) auch ai2 = folgt.

Unigekehrt sehen wir wegen der Invarianteneigenschaften von &

sofort, dass
?
wenn bei einer Transformation der Veranderlichen x1}

x
2
in

neue Veranderliche x, X
2

in den transformierten Formen f } cp gleich

zeitig a12 0, &i2
=

ist, die Integrale von (a) und (b) gerade

x = Const.
,
x2 = Const, sind. Wir haben demnach den Satz: Sind

zwei binare quadratische Differentialformen gegeben, von

denen wenigstens die eine definit ist, so konnen in ihnen

durch eine reelle Transformation der Veranderlichen die

Mittelglieder gleichzeitig eliminiert werden. Die neu ein-

zufiihrenden Veranderlichen sind diejenigen, welche gleich
Constanten gesetzt die Integrale der Gleichung @=0 liefern.

Es ist klar, dass in dem Ausnahmefall, in welchem die beiden

Formen einander proportional sind, diese Elimination auf unendlich

viele Weisen moglich ist.
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32. Krummlinige Coordinaten auf einer Flache.

Eine Curve, die sich unter gleichzeitiger Deformation stetig im

Raume bewegt, erzeugt eine Flache. Zur aualytischen Bestinimung

einer Flache konnen wir durch ein ahnliches Yerfahren gelaugen, wie

wir es in 1 fiir die Curven eingeschlagen haben. Hierzu setzen wir

voraus. dass die Coordinaten eines beweglichen Curvenpunktes:

x = x(u\ y = y CM), a = z (M)

ausser von der Verandeiiichen M, deren einzelne Werte die eiuzelnen Punkte

der Curve festlegen, von einem Parameter v abhaugen, d. h. (in

einem gewissen Bereiche endliche und stetige) Functionen der Ver-

anderlichen tt,
v sind, so dass

(1) x = x(u,v), y = y(,v), * = a(*,v)

gesetzt werden kann.

Jedem speciellen Werte i\ von v entspricht eine specielle Curve:

x = x(u, vj, y = y(u, rj, z = z(u, t^);

andert sich v stetig, so bewegt sich diese Curve stetig im Raurne imd

beschreibt so eine Flache, die durch die Gleichungen (1) analytisch
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definiert ist. Durch Elimination von u und v aus den drei Gleichungen

(1) ergiebt sich offenbar eine Relation:

f(Xj y&amp;gt; z)
=

0,

und dies ist die gewohnliche Gleichung der Flache.

Diese Flache ist von dem System der eben betrachteten Curven

bedeckt
7
von denen jede einem speciellen Werte von v entspricht und

deshalb eine Curve v = Const, oder kurz eine Curve v heisst.

Nun ist klar, dass, was beziiglich der Gleichungen (1) von der

Veranderlichen v gesagt worden ist, auch fur die Veranderliche u gilt.

Erteilen wir also u einen constanten Wert u1}
so liegt die Curve:

x =
&amp;lt;K(ui} v), y = y(ui} v), 0==g(ult v)

ganz auf der Flache, und wenn sich u stetig andert, so bewegt sich

diese Curve und beschreibt die Flache. Wir erhalten so ein zweites

System von Curven auf der Flache, die wir als die Curven u= Const,

oder die Curven u bezeichnen.

Ein Flachenpunkt P ist bestimmt, wenn in ihm die Werte u
ly v

t

der Veranderlichen u, v bekannt sind. Anders ausgedriickt: jeder Punkt

P ist als Schnittpunkt der beiden Curven:

U = U1} V = V1

bestimmt, von denen die eine dem System u, die andere dem System
v angehort. Die Parameterwerte u

1}
v
l

heissen die krummlinigen
Coordinaten des Punktes, wahrend die Curven u

}
v als Parameter-

linien bezeichnet werden.

Eine Gleichung zwischen den Coordinaten des beweglichen Punktes P:

(2) 9(, &amp;gt;-*&amp;lt;&amp;gt;

beschrankt offenbar die Bewegung desselben auf eine auf der Flache

gezogene Curve; wir sagen demnach, dass (2) die Gleichung dieser

Curve ist.

Die Zahl der krummlinigen Coordinatensysteme, die auf einer ge-

gebenen Flache:

(3) f(X} y } ^ =
gewahlt werden konnen, ist unendlich gross. Wir erhalten jedes der-

selben, wenn wir die Coordinaten eines beweglichen Punktes x
y y }

g

durch zwei unabhangige Veranderliche
, /3

so ausdriicken, dass wir durch

Elimination von und
/3

aus den drei diesbeziiglichen Gleichungen:

x fai x(a, /3), y = y(a, /3),
g = g(a, /3)

wieder zur Flachengleichung (3) kommen. Sobald ferner ein kruinin-

liniges Coordinatensystem (u } v) auf der Flache bereits fest bestimmt
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1st, erhalten wir in der allgemeinsten Weise ein neues, (a, /3),
wenn wir

u, v gleich zwei von einander unabhangigen Functionen von a, ft:

n = u(a, /3),
v = v(a, 0)

setzen. Dabei 1st zu bemerken, dass sich, wenu z. B. u
(or, /3)

nur eine der neuen

Veranderlichen, etwa nur a enthielte, die Parameterlinien u bei einer

solchen Transformation nicht andem wiirden, da a mit u constant ware,

und umgekehrt; nur der Parameter, welcher die einzelnen Curven inner-

balb des Systems festlegt und der vorliiu u war, wurde in a ubergehen.

Endlich bemerken wir, dass beziiglich der Functionen:

*(*, 0&amp;gt; y(u &amp;gt;

v\ g (u &amp;gt;

v
)&amp;gt;

welche die Cartesisclien Coordinaten der Flachenpunkte geben, im Fol-

genden stets vorausgesetzt wird, dass sie in dem ganzen Aende-

rungsbereich fiir u, v endlich und stetig seien und auch end-

liche und stetige erste, zweite und dritte partielle Differen-

tialquotienten nach u und v besitzen, ausgenommen hochstens

in singularen Punkten oder langs isolierten singularen Curven.

Die ki-ummlinigen Coordinaten, die wir auf diese Weise ein-

gefiihii haben, heisseu aucb Graussische Coordinaten. Dieselbeii

sind fiir das Studium der Eigenschaften der Fliichen sehr voiieilhaft,

da sie ihrer Natur nach mit der Flache an sich, ohne Riicksicht auf

die Lage der Flache im Raume, innig verkniipft sind.

33. Linienelement der Flache.

Denken wir uns auf der Flache eine beliebige Curve:

(a) tp(u, v)
=

gezogen und bezeichnen wir ihr Bogenelenieut mit ds, so haben wir:

ds2 = dx* + (Uf -f dz~,

worin fur x, ?/,
z die Werte (1) einzusetzen und in diesen u und r

durch die Gleichuug (a) zu verbinden sind. Alsdann haben wir:

-, j .
-, j j , -, 7

, .

1ax= 7. du -\- 5- dv, dy = * du -+- -
dv, dz = - du + . av.

CU CV CU CV CU Cf

Setzen wir nun mit Gauss:

.A 2 (cyV ,

cJ + (rJ
-

,,-. -r, _ cx ex , cy cy , cz dz

i ,i ( r \ r u c r r u &amp;gt; &amp;lt;

so erhalten wir:
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(5) ds* = Edu2 + 2Fdudv

wo wegen der Gleichung (a) zwischen u und v die Differentiate du

mid dv durch die Relation:

J*- du-4- x dv =
du dv

verbunden sind.

Da der durch die Gleichung (5) gegebene Ausdruck fur ds fiir

jede beliebige auf der Flache liegende Curve gilt, so wird er als

das Linienelement der Flache bezeichnet.

Die quadratische Differentialform:

Edu* + 2Fdudv + Gdv 2

,

die gleich deni Quadrat des Linienelements ist, heisst die erste

quadratische Fundamentalform. Ihre Discriminante:

schreiben, ist positiv, d. h. die Form selbst ist definit.

Es leuchtet ein
7

dass ihre Coefficienten E, F, G, die durch die

Grleichungen (4) gegeben sind, endliche und stetige Functionen von

^^
7
v sind und nach den getroffenen Voraussetzungen auch endliche und

stetige erste und zweite partielle Differentialquotienten besitzen. Ferner

sind E, G, sowie EG F2
stets positiv, und unter

YE,

werden wir im folgenden stets die positiven Werte der Wur-
zeln verstehen.

In jedem Punkte einer Pararneterlinie u oder v unterscheiden wir

die positive Richtung der Curve von der entgegengesetzten negativen
und setzen als positive Richtung der Curven u diejenige fest

;
nach

welcher der andere Parameter v wachst, ebenso als positive Richtung
der Curven v diejenige, nach welcher der Parameter u zunimmt. Da-

raus folgt, dass, wenn dsU) dsv die positiven Bogenelemente der Curven

u, v bedeuten, nach (5)

dsu = yGdv, ds, =
ist.



33. Linienelement der Flaehe. 63

Bezeichnen
cos (w, #), cos (u, y), cos (u, z)

cos (f , a-) ,
cos (v , y) ,

cos (v , 2)

die Cosinus der (positiven) Richtiingen der Tangenten der Pararneter-

linien it, v, so haben wir demnach:

/U\ J

I /
I 1 # / x 1 cy \ cz

=

VE^ &quot;(

&amp;gt;/*

=

V,
Fiir den zwischen uud ;r gelegenen Wiukel to,

der in einem Punkte

der Flaehe von den positiven Richtungen der durch den Pimkt gehen-

den Paranieterlinien u, v gebildet wird, haben wir:

cos a = cos(u, x) cos(y, x) + cos
(it, y) cos(? ? y) -\- cos (u, z) cos(v ? z)

oder zufolge der obigen Grleichungen und (4):

F
C6&quot;)

cos co = -

daraus folt weiter:
- F

(6*) sm W= -=-
wo die Wurzelwerte wie gewohnlich positiv zu nehmen sind. Aus (6)

folgt: Die notwendige uud hinreichende Bedingung dafur,

dass die Paranieterlinien auf einander senkrecht stehen, ist,

dass in dem Ausdruck (5) fur das Quadrat des Linieneleineuts

F=0 ist.

Bemerkung. - Wir betrachten das von den vier Paranieterlinien

,
&amp;lt;7

u _|_ dn^ Vj r _j_ di- auf der Flaehe gebildete unendlich kleine Vier-

eck; dasselbe kaun bis auf unendlich kleine Grossen hoherer Ordnung

als Parallelogi-amm angesehen werden. Da

die Langen seiner Seiten sind, wahrend der von den beiden ersten Seiten

u, v eingeschlossene Winkel co durch (6*) gegebeii ist, so ist sein

Flacheninhalt gleich

woraus der Satz folgt: Das Flachenelement de der Oberflache

ist durch den Ausdruck:

d6 =
gegeben.
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34. Winkel einer Flachencurve mit den Parameterlinien.

Wir betrachten eine beliebige auf der Flache gezogene Curve C,
fur welche die positive Richtung des Bogens s beliebig festgesetzt
sein moge. Behufs der unzweideutigen Bestimmung der Winkel, welche

die Curve C in jedem Punkte mit den Parameterlinien u, v bildet,

denken wir uns in jedem Flachenpunkte P die Tangentialebene gelegt
und definieren als die positive Seite dieser Ebene diejenige, auf welcher

die Drehung der positiven Tangente der Curve v in die Lage der Tan-

gente der Curve u um den oben angegebenen Winkel co in positiver

Drehungsrichtung, die fiir uns diejenige von rechts nach links sein

indge, erfolgt*). Dieses vorausgeschickt, bezeichnen wir mit & den

zwischen und 2n gelegenen Winkel, um den sick die positive

Kichtung der Tangente der Curve v in positivem Sinne in der Tan

gentialebene drehen muss, um mit der positiven Richtung der Tan

gente der Curve C zusammenzufallen.

Wenn ein beweglicher Punkt M liings C fortriickt, so konnen

seine kruminlinigen und seine Cartesischen Coordinaten u, v- x, y, z

als Functionen von s aufgefasst werden, und wenn wir mit

cos
((7, x), cos((7, /),

cos ((7,0)

die Richtungscosinus der Tangente der Curve C bezeichnen, so haben

wir dernnach:

/ \ (n \ ox du . ex dv &amp;lt;v
, . cy du . cy dv ^

(c) cos (C. x) = -
-j h 5 -5- tT ;

cos (C,y) = ** --, + -/- -,-- 7cuds dvds k \ &amp;gt; VJ cuds dv ds ^
fn N cz du . cz dv

cos (C. s)
= 5- -=- -4- ^ -3- 1

Ou ds cv ds AS
also:

cos &= cos (Cy x) cos (v, x) -f- cos (C, y) -f- cos (v, y) -f- cos (C, 8) cos (y, z)

oder wegen der Gleichungen (b) des vorigen Paragraphen:

ds ds
/

Nun besteht zufolge der Gleichung (5) die Identitat:

E \ds

*) Hierbei halten wir an der schon 7 (S. 12) beziiglich der Orientierung der

Axen getroffenen Vereinbarung fest; wir setzen namlich voraus, dass auf der posi

tiven Seite der x y- Ebene die positive Richtung von OY links von derjenigen

von OX liegt.



34. Winkel einer Fliichencurve mit den Parameterlinien. 65

woraus folgt: _
yEG -F~-dv

sin & = + -
ds

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens wird dadurch beseitigt, dass

sin # nach der von uns getroffenen Vereinbaning fiber das Messen von

& positiv ist, wenn r mit s wachst, negativ irn entgegengesetzten
Falle. Wir haben also:

F* dv
i i

*
i sm & = L

ys ds

Hieraus und aus (6) und (6*) des vorigen Paragraphen ergiebt sich auch:

(8) sm (o &) =
yG ds

Wie aus der Gleichun:

(9)

hervorgeht, hangt der Neigungswinkel einer auf der Flache gezogenen
Curve gegen die Parameterlinien nur von dem Yerhaltuis der Zu-

uahmen du, dr der knimmlinigen Coordinateu langs der Curve selbst ab.

Stehen die Parameterlinien auf einander senki-echt (F=0), so

gehen unsere Gleichimgen in die einfacheren iiber:

Wir wollen nun annehmen, dass auf der Flache S von einem

Punkte M der Curve C cine zweite, zu C orthogonale Curve C aus-

gehe, und wolfen die Bediugung fur die Orthogonalitat der beiden

Curven aufzustellen suchen.

Im Punkte M sind die Richtungscosinus der Tangente an C durch

die Gleichimgen (c) gegeben. Wenn wir mit ds das Bogenelement von

C&quot;,
mit dit, dr die Zunahmen der knimmlinigen Coordinaten langs C

bezeichnen, so haben wir analog:

frt , N i ./ Su . cxSv , \ cy 8u . cy Sv
cos (C . x) = -

,
cos (C , y) = - T~cu 8s cv 3s cu Ss ct as

frit d* ^**
i

cz dv
cos (C . z)= A -j \~

- -
-jT-cu ds cv Ss

Die Orthogonalitatsbedingung:

cos(C, x) cos (C j x) -f- cos (C, y) cos
(C&quot;, y) -\- cos (0, z) cos (C

r

, z)
=

wird demnach:

(11) Edudu + F(dudv + dvSit) + Gdrdr = 0.

Dieses ist also die Bedingung dafur
?

dass die Linienelemente,

Bianchi, Differentialgeometrie. 5
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die vom Punkte (M, v) der Flache nach den beiden unendlich benach-

barten Punkten (u -f- du, v -j- dv), (u -f- du, v -j- ##) ausgehen, auf ein-

ander serikrecht stehen.

Mittels der Gleichung(ll) konnen wir leicht folgende Aufgabe losen:

Gregeben 1st eine Schar von oo 1 Curven auf der Flache; ge-

sucht wird die Differentialgleichung ihrer orthogonalen Tra-

jectorien. Es sei die Gleichung der gegebenen Curvenschar, nach

der willkiirlichen Constanten c aufgelost:

g&amp;gt;(u, v)
= c.

Sind du, dv die Zunahmen der krummlinigen Coordinaten eines

Punktes
(^* 7 v) langs der durch den Punkt gehenden Curve cp

= c
j
so

ist offenbar:

I^Su + ^ dv =
CU GV

oder:

jt, dtp dydu : dv = -r~-: --3
OV OU

und (11) giebt als gesuchte Differentialgleichung der orthogonalen

Trajectorien die folgende:

Es ist jedoch hervorzuheben, dass wir, auch wenn die Curven der

gegebenen Schar nicht direct bekannt, sondern nur durch eine Diffe

rentialgleichung erster Ordnung:

Mdu + Ndv =
defiiiiert sind, wegen der Proportion:

M:N=^: 8^cu cv

die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien unmittelbar in

der Form:

(13) (EN FM) du + (FN GM) dv =
angeben konnen.

35. Christoffel sclie Symbole, Differentialparameter und

Kriimmungsmass.

In den ini vorstehenden Paragraphen behandelten Fragen, so

wie in alien denjenigen, die nur die sogenannte Geometrie auf der

Flache betreffen, treten ausschliesslich die Coefficienten E, F, G der

ersten Fundanientalforrn auf. Es diirfte daher jetzt zweckrnassig sein
;
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die expliciten Werte der Christoffel schen Symbole, der Differential-

parameter und des Krummungsmasses fur unsere Form:

Edu* -f- 2Fdudc -f- Gdv-

zu berechnen, in der jetzt u = xlf i = &amp;lt;

_.

IT&quot; J7* /&quot;*

ist; wir haben dann nach dem 2. Kapitel (S. 37):

G F E
EG F* EG F-

Die Ckristoffel schen Symbole erster und zweiter Art haben nun nach

S. 43 die in nachstehender Tabelle zusammengefassten Werte:

cG
-

12&quot;]

1 cE
r&quot;22~j

_cF _&amp;lt;^*_

\ \ - L i J c*
~

Ttt

!&quot;l

1~| _ rF __ 1 c F. Tl 2l __ jl f^ |~2
21

L2j~rir~ - L * J** s a. L2J~
=

2

lyl-T
|i-2\

u cT~ J
7^r (

12 l ==f?^
\ 1 J 2(F,& F*) \ 2 j 9(EG -

cE cE &amp;gt; F
ir -^ 1- f 2 f -_

f
1 1 \

] 1 I 2(FG F 8
)&quot;

cE_ cG^* T -*-

cv cu

CV CC[22\
1 1 )

=

Fiir die beiden Differentialparameter einer willkiirlichen Function

9?
und den gemischten Differentialparameter zweier willkurlicheu Func-

tiouen
&amp;lt;jp,

^ ergeben sich nach S. 41, 47 bezuglich die Ausdrucke:

(14)

(15)

(16) v(9, *) =

rr

cv

YEGF*
c

rr

/ &quot; f

\ru rr r ,/ r

EG - F 5

Fiir das Kruminuugsinass unserer Fundanientalform (deren geo-

metrische Bedeutung wir spater als Krmninungsinass der Flache er-

kenneii werdeu), erhalten wir nach (III), 29, S. 53, wenn wir fur die
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Symbole
| 2 I I 2 I

^ie in ^er Tabelle (A) angegebenen Werte ein-

setzen, den Ausdruck:

(17) K=- -= --- __ __ c

F* \cu \_EYEG F* 2v YEG F* du]

. &
~

2 8F 1 dE F
_ _ _

Sv[_yJSG F* cu yEGF* dv E^EG JT*~du\

Treffen wir nun die besondere Annahme, dass die Parameterlinien

auf einander senkrecht stehen
?

d. h. F= sei, so wird der vorstehende

Ausdruck fur K:

(18) K=-

Ist noch specieller ausser F=

(was, wie wir bald sehen werden, fiir jede beliebige Flache zu errei-

chen
ist), so ergiebt sich fiir K der sehr einfache Ausdruck:

/ICA 7T_ 1 fc* log I . c
s
log l\

3G. Einfiihrung neuer krummliniger Coordinaten.

Mittels der Differentialparameter konnen wir die Aufgabe losen,

die Coefficienten der transformierten Form der Grundform:
2
-f 2Fdudv + Gdv*

zu berecnnen, wenn statt der Veranderlichen u, v willkiirliche neue
;

cp } ty, eingefiihrt werden. Es sei narnlich

die transforrnierte Form. Zufolge der Fundamentaleigenschaft der Diffe

rentialparameter sind die fur die Grundform berechneten Werte von

gleich den fiir die transformierte Form, berechneten. Fiir letztere ergiebt

sich aber aus (14) und (16):

daraus folgt:

und es ist demnach:
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(20)
A. qp A, ty. V C Pj ^) ! qp A!

Wie man sieht, ist die Bedingung dafiir, dass die neuen Parameter-

linien:

qp
=

Const., # = Const.

einander senkrecht schneiden, die Gleichung:

V(g&amp;gt;, *) = 0,

wie sich in anderer Weise auch nach 34 ergiebt.

Wir bemerken noch, dass der gemeinsame Nenner in den Glei-

chungen (20) identisch auf die Form:
c&amp;lt;p ctp

cu cv

CU CV

gebracht werden kann.

Die Gleichungen (20) wenden wir nun zum Beweise der schon

vorhin erwahnten wiehtigen Eigenschaft an, dass (auf unendlich viele

Weisen) cine solche Transformation der Veranderlicheii vorgenommen
werden kann

;
dass dabei E

1
= G

l
und 1^ = wird.

Zu diesem Zwecke wahlen wir for
g&amp;gt;

eine reelle Losung der par-

tiellen Differentialgleichung:
A2 &amp;lt;p

=
0,

d. k:

r
&amp;gt;t

Der Ausdruck:

(CM.
\ \ JL\ ^ V C &quot;

I

yECT^F* /
l cv\ yEG F*

= 0.

p,ctp -f
crf

cv cu ,

du
(r -^
-- f
C H r &amp;lt;

av

ist alsdann das vollstandige Differential einer Function, die wir mit

bezeichnen wollen, sodass also kommt:

(21)

C&amp;lt;p p c
_?

cv cu

cu

- F*

cv

v

Diese Gleichungen geben, nach den Differentialquotienten von
g&amp;gt;

auf-

gelost:
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qo 8v cu

/m*\ 3u yEGF*
(21*)

Clf&amp;gt; r, Gty
CT &quot; ~

dtp d u dv

c v yEG~F*

Daraus folgt, dass die Function V, die bis auf eine additive Constante

durch (21) bestimmt ist, wieder eine Losung von:

ist. Wir nennen sie die zii qp conjugierte Losung.
Es folgt ferner:

und es nimmt demnach wenn A = -r = -r gesetzt wird, die trans-
AjqD ^j^

formierte Form wegen (20) die gewiinschte Gestalt:

an.

37. Isothermensysteme.

Das soeben erhaltene Resultat ist von solcher Wichtigkeit, dass

es zweckmassig sein diirfte, dasselbe noch auf einem anderen Wege ab-

zuleiten.

Wir zerlegen die quadratische Form:

ds2 = Edu* + ZFdudv + Gdv 2

in ihre beiden conjugiert imaginaren Linearfactoren:

Aus der Integralrechnung ist bekannt, dass es Multiplicatoren von

(a) yEdu + (F + *yEG
yE

giebt; einer derselben sei ^ -f- iv. Dann haben wir, wenn wir mit

qp -j- ify die (complexe) Function bezeichnen, fur welche der mit

ft -f- iv multiplicierte Ausdruck (a) ein vollstandiges Differential wird:

==d (p + id*.

Demnach wird:

iv} yEdu + FiyEG F2 - =
d&amp;lt;p

yE I
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Wenn wir die beiden letzten Gleichungen mit einander multipli-

cieren und dabei A = -5: ; setzen, so folgt:
ft&quot; -j- V

(22) rfs
2 =

A(rf^
2 + f?^

2
).

Diese besonderen Orthogonalsysteine, in denen das Quadrat des

Linienelementes der Flache die charakteristische Form (22) annimmt,
heissen Isothermensysteme. Hire Bestimmung hangt, wie man

sieht, von der Integration der Gleichuug:

YEdu + (F+ iyEG^F*)^ =
oder:

ds- = Edn- -f- 2Fdudi- -f Gdc* =
ab. Die durch diese Gleichung bestimmten imaginaren Cnrren auf

der Flache werden deshalb als Cnrven von der Lauge Null (Mini
ma leu rven) bezeiehnet; sie siud durch die Eigenschaft charakterisiert,

dass ihre Taugeuteu den imaginaren Kugelkreis im Uueudlichen schneideu.

Die Isothermeusysteine (&amp;lt;p, #) besitzen eine charakteristische Eigen
schaft. Um diese klarzulegeu, beachten wir, dass das Yiereck, das auf

der Flache von den beiden Curven qp, 4 imd den uneudlich beuach-

barten qp -f- dtp, ty -j- dip gebildet vrird, bis auf unendlich kleine

Grossen hoherer Ordnung als Rechteck angeseheu werden kann. Wenu
nun das System (9?, #) isothenn ist, wenn femer tp } fy um uneudlich

kleine coustante Betrage dtp, dip wachsen und femer uoch dtp
= dip

geuommen wird, so ergiebt sich namlich sofort: Die Isothermen

systeme teilen die Flache in unendTich kleine Quadrate.
Endlich bemerken wir, indem wir zu den Gleichungen (21) zuriick

kehren, dass, wenn schon das urspriingliche System (u, r) isotherm

war, jene Gleichungen einfach in die folgenden iibergehen:

ctp _ c_
co cv cu

Diese Gleichungen besagen bekanutlich, dass
&amp;lt;p -f- ify eine Func

tion der complexen Veranderlichen u -f- i v ist.

Da sich ferner bei der Verwandlung von ty in ifr der fiir das

Linienelemeut charakteristische Ausdruck (22) nicht andert, so haben

wir das Ergebnis:
Ist auf der Flache ein Isothermensystem (qp, #) bekannt,

so erhalt man jedes andere Isothermensystem (9) , i^ ), wenn
man

qp -f- &amp;gt;

=
F(tp + &amp;gt;)

setzt, wo F das Zeichen fiir eine willkurliche Function einer

complexen Veranderlichen ist.
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Wir fiigen uoch hinzu, dass jede complexe Function cp -f- i^ )
die

aus zwei conjugierten Losungen der Gleichung A
a (p
=

gebildet ist,

als coinplexe Veranderliche auf der Flache bezeichnet wird.

38. Isometrische Parameter.

Wenn in einem Isothermensystem, fiir welches das Quadrat des

Linienelementes der Flache die Form:

ds*= ^(duj* + dvfl

annimmt, ohne dass die Parameterlinien geandert werden, an Stelle

der sie bestirninenden Parameter neue:

eingefuhrt werden, so geht das Quadrat des Linienelementes in die Form:

ds* =
iiber, wo der Quotient aus E=

A&amp;lt;p

2
(w) und G = At//

2

(v) offenbar ein

Quotient (oder ein Product) von zwei Functionen ist, von denen die

eine nur von u, die andere nur von v abhangt. 1st umgekehrt in

einem Orthogonalsystem (ti } y) ;
fiir das

(23) ds2 = Edn2 + Gdv*

ist:

(24)
E - U

,a v

wo U Function von u allein; V von v allein ist
?
so konnen wir auch

E=IU, Gr = lV
setzen, woraus sich

ergiebt. Fiihren wir nun mittels der Gleichungen:

/ yudu = M
t , lyVdv = ^

/ e/

neue Parameter uly v
:

ein
?
so erhalten wir fiir ds2 den Ausdruck:

Wenn also in dem Orthogonalsystem (u, v) die Bedingung (24)
erfiillt ist

;
so ist dasselbe gleichfalls isotherm. Die Parameter u1} v1}

mittels deren das Linienelement in die charakteristische Form
;
bei der

E= G ist
; gebracht werden kann, heissen isometrische Parameter.

Nach diesen Bemerkungen konnen wir leicht die Bedingung dafiir

angeben, dass die Curven
&amp;lt;jp

= Const, zusammen mit den Orthogonal-

trajectorien ein Isothermensystem bilden. Hierzu ist &quot;notwendig und
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hinreichend, dass sich bei einer passenden Aenderung des Parameters,

indem qpj
= F

(&amp;lt;p) gesetzt wird:

A,^ =
ergiebt (wegen (12^ 34, S. 66).

Aber aus der Gleichung (15), 35 (S. 67) folgt sofort:

wo die Striche Differentiationen nach
&amp;lt;p andeuten, und also muss

(25) ^ = * ^& qp r iqp)

sein. Die rechte Seite ist eine Function von cp allein, folglich muss es

auch die liuke seiii. Umgekehrt, ist -~- eine Function von cp allein,

so kann
F(&amp;lt;p)

nach der vorstehenden Gleichung so bestimnit werden,
dass &2 F(&amp;lt;p)

= wird; d. h.:

Die notwendige uud hinreicheude Bedingung dafiir, dass

die Curven cp
= Const, zusarnmeii mit ihren Orthogonaltrajec-

torien ein Isotherinensystem bilden, ist, dass das Verhaltnis

der beiden Differentialparameter von cp eine Function von cp

allein ist.

39. Satz von Lie iiber Isothermensysteme.

Augenomineii, die soeben aufgestellte Bedingung ware erfiillt, d. h.

es waren in einem doppelten orthogonalen Isotherruensystein die Curven

des einen der beiden Systeme

cp
= Const.

bekamit, so lassen sich diejenigeu des anderen mittels Quadraturen

finden. In der That geben die Gleichungen (21), 36 (S. 69), wenn

cp durch
-F(&amp;lt;jc)

ersetzt wird, die Differentialquotienten von ^ :

cV&amp;gt;_ Wf\ ^ v ^ H

cTt ^J

cu cv
)

cv }/EG F 2

wahrend aus (25)

F (cp]
= e

folgt.

Dieses Eojebnis kouuen wir folgendennassen aussprecheu: Wenn
die Curven cp

= Const, einem Isothermensystem augehoren
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und die Differentialgleichung der Orthogonaltrajectorien
dieser Curven in der Form (S. 66):

cv du 7 du dv 7- du :
- dv =

geschrieben wird
7
so hat man fur dieselbe in dern Ausdruck:

/
A ^ p
-~-d(p&

L&amp;lt;P

^

fi
= e

unmittelbar einen Multiplicator.
Mit Lie konnen wir diese Untersuchungen noch weiter fiihren

und beweisen, dass, wenn fiir die Curven eines Isothermen-

systems nur eine Differentialgleichung erster Ordnung:
Mdu + Ndv =

bekannt ist,, deren Intcgrale die Curven der einen Schar sind,
ihre Grleichung in endlicher Grestalt mittels Quadraturen ge-
funden werden kann.

Es folgt narnlich aus den Gleichungen (21), 36 (S. 69) 7
dass

es unter dieser Voraussetzung einen Multiplicator A von Mdu -f- Ndv

giebt7
der zugleich Multiplicator von

EN FM , FNGM -~ du H - dv
12 -l /&/&quot;&amp;lt; T7I-

ist.

Setzen wir fiir den Augenblick:

^
EN FM N _ =

FN GM
~ ~~ ~

so haben wir demnach die beiden Gleichungen:

c(lN)
v u

dv

Aus ihnen folgt:

du
(26)

M
1
SN_8_M\_

d log I
__

1 \du dv / \ du dv

___ _
c log I _

1 \cu dv / \ du
Sv~ ~~MN~ Jtfj N~

Es ergiebt sich demnach A mittels Quadraturen*).

*) Es sei bemerkt, dass MN^ +NMl
= EN* &amp;lt;2FM^+ GM 2

wegen
EG F 2

&amp;gt;
nicht gleich Null sein kann.
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Es ist auch ersichtlich, dass man hier gleichzeitig ein Mittel hat,

aus der Differentialgleichung Mdu+ ydv = zu entscheiden, ob ihre

Integralcurven einem Isothermensystein angehoren. Zufolge der Glei-

chungen (26) ist dazu notwendig und hinreichend, dass der Ausdruck:

cv tl _!_

(cN cM\
.

NI (ft
&quot;

TTTJ
-

&quot;siy, -M.N
ein volLstaudiges Differential ist.

40. Conforme Abbildung einer Flache auf die Ebene oder auf

eine andere Flache.

Auf einer Flache denken wir ims ein auf die isometrischen Para

meter
&amp;gt;(,

r bezogenes Isothermensystem gegeben, fur welches also das

Quadrat des Linieuelementes die Form:

annimmtj und deuten K, c als die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten

|, TJ
ernes Punktes in einer Hilfsebene (Bildebene), indem wir % = u,

jj
= L- setzen.

Auf diese Weise ordnen wir jedern Punkte P(u, v) der Flache

oder des Flachengebiets, auf das sich unsere Untersuchungen erstrecken,

denjenigen Punkt P (%, rj)
der Bildebene zu, dessen Cartesische

Coordiuaten den krummlinigen Coordinaten von P gleich sind; wir

haben somit eine Abbildung unserer Flache auf die Ebene. Wir wollen

nun nachweisen, dass bei dieser Abbildung die Winkel erhalten

bleibeu (Winkeltreue stattfindet), d. h. dass der Winkel, miter

dem sich zwei beliebige Curven auf der Flache schneiden, gleich dem-

jenigen ist, den die beiden Bildcurven in der Ebene bilden.

Um dieses einzusehen, brauchen wir uns nur an die Fundainental-

formeln des 34, speciell an die Gleichung (10) (S. 65) zu erinnern,

die in unserem Falle die Form:

annimmt und erkennen lasst, dass jede auf der Flache gezogene Curve

die Curven v = Const, unter denselben Winkeln schneidet, wie ihre

Bildcurve in der Ebene die Geraden r
t
= Const.

Wenn wir allgemein eine Zuordnung zwischen den Punkten P, P
zweier Flachen (oder Flachengebiete) 5, S festsetzen, derart, dass jedem

Punkte P der einen Flache S ein Punkt P der anderen Flache S
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entspricht und dass, wenn sich P stetig auf S bewegt, der Bildpunkt
P sich stetig auf S bewegt, so sagen wir, dass die eine Flache auf

die andere abgebildet ist.

1st die Abbildung eine solche, dass die Winkel erhalten bleiben,

so heisst sie conform oder winkeltreu. Bisweilen wird diese That-

sache auch in der Weise ausgedriickt, dass man sagt, es herrsche bei

dieser Abbildung Aehnlichkeit in den kleinsten Teilen, was offen-

bar der Winkeltreue genau entspricht.

Gemass dem zu Beginn dieses Paragraphen erhaltenen Ergebnis ist

es klar, dass man behufs Losung der allgemeinen Aufgabe, eine Flache

S auf eine andere S f

conform abzubilden, nur beide Flachen auf

eine Ebene conform abzubilden und dann die allgemeinste conforme

Abbildung einer Ebene auf eine andere zu bestimmen braucht.

41. Allgemeine Losung des Problems der conformen Abbildung.

Bei der Losung der zuletzt gestellten Aufgabe ist der Fall, in

dem die entsprechenden Winkel einander gleich und von gleichem Dreh-

sinn sind, von demjenigen zu unterseheiden, in dem sie zwar auch ein

ander gleich sind, aber entgegengesetzten Drehsinn haben*). Wir

wahlen in den beiden Ebenen n
y
n zwei rechtwinklige Cartesische

Axensysteme OX, OF; OX
,
OY

,
und es seien x, y die Coordinaten

eines Punktes P von n, ferner x
, y diejenigen des entsprechenden

Punktes P von n . Dann wird unsere Abbildung analytisch durch

zwei Gleichungen:

x =x (x,y\ y =y (X) y)

dargestellt?
und wir miissen nun die Bedingungen suchen, die den

Functionen x
, y von x, y (die wir, ebenso wie ihre partiellen Diffe-

rentialquotienten, in dem abzubildenden Gebiet als endlich und stetig

voraussetzen) auferlegt werden miissen
,
damit die Abbildung conform

werde.

Betrachten wir eine Curve in n, die von P in beliebiger Richtung

ausgeht, so haben wir fur die im positiven Drehungssinne gemessene

Neigung & ihrer Tangente gegen die x-Axe die Gleichung:

(27)
&amp;gt;;

und bei der Bildcurve C entsprechend:

*) Hierbei setzen wir voraus, dass bei beiden Ebenen die positiven Seiten

gemeint und die Coordinatenaxen in gleicher Weise orientiert sind.
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*9
(21*} --
^ dx ex &amp;gt;

.&amp;lt;

a dx-}- - dy?* cy

1st fur eine zweite von P ausgehende Curve C\ der Wert von &amp;lt;

gleich fl-j
und der entsprechende von & gleich fr/, so muss im Falle

der directen Winkeltreue

dagegen bei der inversen Winkeltreue

#!# = # #/

sein. Daraus folgt im ersten Falle:

& =& -f- a,
im zweiten:

^ =_^4- 7

wobei a nur vom Punkte P abhangt und fiir alle durch den Bruch

-j-
bestimmten Ricbtungen constant ist.

Setzen wir zur Abkiirzung tg
=

M, so haben wir:

, n_
l

wo die oberen Vorzeichen im ersten, die unteren im zweiten Falle

gelten. Zufolge (27) und (27*) ergiebt sich hieraus die Gleichung:

ex n
cy dx _ dx

ex cy dx dx

die also fur alle Werte von -,
y-

gelten soil. Daraus folgen die Be-

ziehungen :

(/ X * C y G 3C C- V

ex cy ?y ex

die x -\-iy als Function der complexen Veranderlichen #+ ?*/ charak-

terisieren. Wir schliessen daraus: Die allgemeinste conforme Ab-

bildung einer Ebene auf eine andere ergiebt sich, wenn die

complexe Veranderliche der einen gleich einer (willkurlichen)
Function der complexen Veranderlichen der andern oder der
zu dieser conjugierten Veranderlichen gesetzt wird. Im
ersten Falle findet directe Winkeltreue statt, im zweiten
sind entsprechende Winkel ebenfalls einander gleich, aber

entgegengesetzt gedreht.
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Wenn wir uns nun an das Ergebnis zum Schluss des vorigen

Paragraphen erinnern, so folgern wir hieraus allgemeiner: Die all-

gemeinste conforme Abbildung einer Flache auf eine andere

ergiebt sich, wenn die complexe Veranderliche auf der einen

gleich einer Function der complexen Veranderlichen auf der

anderen (oder der conjugierten Veranderlichen) gesetzt wird.

42. Isothermensysteme auf den Rotationsflachen.

Die in den vorstehenden Paragraphen enthaltenen allgemeinen Er-

gebnisse wollen wir auf eine Klasse von Flachen anwenden, fiir die wir

die Isothermensysteme unmittelbar bestimmen konnen, auf die Rota

tionsflachen. Als Pararneterlinien wahlen wir auf einer solchen

Flache die Meridiane mid Parallelkreise. Zuni Parameter eines ver-

anderlichen Meridians nehmen wir den Winkel to, den seine Ebene

mit derjenigen eines festen Meridians bildet (Lange), und zum Para

meter des Parallelkreises seinen Radius r, sodass also der Fall des

(geraden Kreis-)Cylinders einstweilen ausgeschlossen ist. Wahlen wir

als #-Axe die Rotationsaxe und als festen Meridian, von dem aus die

Lange to gerechnet wird, denjenigen in der x z- Ebene, so sind die

Coordinaten eines Punktes der Flache durch die Gleichungen:

(28) x = r cos 03, y r sin to, z
&amp;lt;p(r)

gegeben, wobei 2 = (p(r) die Gleichung der Meridiancurve ist. Fiir

das Linienelement ds der Flache, ausgedrtickt durch die Coordinaten

r, to, erhalten wir demnach die Gleichung:

Fiihren wir statt r den von einein festen Punkte gerechneten Meridian-

bogen u als Parameter em, indem wir

u =

setzen, so haben wir:

r = ij,(u),

wo die Natur der Function ^ durch die Gestalt der Meridiancurve be-

stimnat wird, und es ist:

(29) ds2 = di? -f r2dco2
.

Diese Gleichung gilt auch fiir den Fall des Cylinders, in welchem

x = r cos eo, y = r sin co, z = u, r = Const.

ist. Da nun r in der Gleichung (29) eine Function von u allein ist,

so folgt hiernach nach 38 (S. 72):
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Auf jeder Rotationsflache bilden die Meridiane und die

Parallelkreise ein IsothermensYstem.

Schreiben wir ferner (29) in der Form:

so sehen wir, dass GJ und MI
= /^ isonietrische Parameter sind.

Fur jede Rotationsflache konnen wir demnach die Aufgabe, sie

auf die Ebene confonn abztibilden, losen. Setzen wir insbesoudere :

f

und betrachten wir |, &amp;gt;/

als die rechtwiukligen Cartesischen Coordinate!!

eines Punktes der Bildebene, so haben wir eine conforme Abbildung,

bei der die Meridiane und die Parallelkreise zu Bildern die zur 77-

bez. -Axe parallelen Geraden habeu*).

43. Stereograpnische Polarprojection der Kugel.

Wir betrachten die Kugel:

deren Radius wir der Einfachheit halber gleich der Langeneinheit

gesetzt haben. Sie kann als Rotationsflache mit der -Axe als Drehaxe

aufgefasst werden, und es sind dann die Coordinate!! eines Punktes

derselben :

X = sin u cos r, y = sin u sin r, z = cos
it,

wo r die Lange und u die Winkeldistanz des Punktes vorn Pol M = 0,

d. h. das Complement der Breite ist; fur das Quadrat des Linienele-

inentes erhalten wir ferner den Ausdruek :

Da nun:

dit

und v isometrische Parameter sind, konnen wir als complexe Verander-

liche auf der Kugel T = e- &quot;* + % d. h.

*) Es sei erwahnt, dass bei dieser Abbildung die Loxodromen, d. h. die-

jenigen Curren auf der Flache, welche die Meridiane unter constantem Winkel

schneiden, die Geraden der Bildebene zu Bildern haben. Daraus folgt z. B. der

Satz: In jedeni auf einer Rotationsflache von drei Loxodromenbogen

gebildeten Dreieck ist die Winkelsuinine gleich zwei Eechten.
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(30) r = cotg I c
!

3

wahlen. Als complexe Veranderliche in der Ebene des Aequators
konnen wir

wahlen, wo p, # Polarcoordinaten sind. Wenn wir dann T = t, d. h./ &amp;gt; / 07

(31) Q =

setzen, so haben wir eine conforme Abbildung der Kugel auf die

Aequatorebene. Dieselbe ergiebt sich geometrisch wie folgt: Yorn Pol

u werde der Kugelpunkt M(u, v) auf die Aequatorebene nach m
projieiert, dann ist dieser Punkt m gerade der durch die Gleichungen

(31) bestimmte Bildpunkt. Diese Abbildung der Kugel auf die Ebene

wird deshalb als stereographische Polarprojection bezeiehnet.

Ausser der Eigenschaft der Winkeltreue besitzt diese Abbildung
noch die andere sehr wichtige Eigenschaft ;

dass jeder Kreis auf der

Kugel als Bild in der Ebene einen Kreis hat und umgekehrt, wie sich

mittels elementargeometrischer Betrachtungen beweisen lasst*).

Unmittelbar folgt dieses aus den Abbildungsgleichungen (31), wenn

man beachtet, dass die Gleichung eines Kreises auf der Kugel die

Form hat:

a sin u cos v -j- 1) sin u sin v -}- c cos u -j- d = 0,

wo
ft, 6, c

?
d Constanten sind, und dass das Bild des Kreises in der

Ebene wegen (31) in Polarcoordinaten die Gleichung:

2aQ cos# -f 21$ sin# + c(^
2

1) + d($
2

-\- 1)
=

hat, also ein Kreis (oder eine Gerade) ist. Die Uinkehrung ist eben-

falls einleuchtend.

44. Doppelte Orthogonalsysteme von Kroisen auf der Kugel und
in der Ebene.

Mit Hilfe der stereographischen Abbildung der Kugel konnen wir

leicht die Aufgabe losen: Alle moglichen doppelten Orthogonal-

*) In sehr einfacher Weise folgendermassen : Zunachst lasst sich, wenn

M, M zwei Punkte auf der Kugel, m, m die beiden Bildpunkte in der Ebene

des Aequators sind, urn das Viereck MM m m ein Kreis legen. Wir nehmen

nun an, M beschreibe einen Kreis C auf der Kugel, und M sei eine specielle

Lage von Jf, m der entsprechende Bildpunkt. Die Kugel, welche durch C und

m geht, enthalt nach dem vorhin Gesagten den Kreis MM m m (denn derselbe

hat mit der Kugel drei Punkte gemeinsani), und deshalb ist der Ort des Biklpunk-

tes m der Schnittkreis c dieser Kugel mit der Ebene des Aequators.
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systeme von Kreisen (oder Geraden) in der Ebene zu be-

stimmen.

Ein solches System muss, auf die Kugel projiciert, ein doppeltes

orthogonales System von Kreisen (C\ (C ) geben. Nun ist sofort

klar, dass die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass sich

zwei Kreise auf der Kugel rechtwinklig schneiden, ist, dass die Ebene

des einen durch den Pol der Ebene des andem geht. Da hiernaeh fur

die Kreise des Systems (0) die Pole ihrer Ebenen in der Ebene

jedes Kreises von (C^) liegen miissen, so ist ihr Ort eine Gerade g ,

durch welche alle Ebenen des zweiten Systems hindurcligeheu. Analog

gehen die Ebenen aller Kreise des Systems (C) durch eine Gerade g,

die offenbar reciproke Polare von g bezuglich der Kugel ist.

Daraus schliessen wir, dass die allgemeinste Weise, ein doppeltes

Orthogonalsystem von Kreisen auf der Kugel zu coiistruieren, die ist,

dass wir die Kugel durch zwei Ebenenbiischel schneideu, deren Axeu

reciproke Polaren bezuglich der Kugel sind.

Setzen wir zunachst voraus, dass die Gerade g nicht Tangente der

Kugel ist, so schneidet eutweder sie oder ihre reciproke Polare g die

Kugel in zwei getrennten reellen Punkten, die alien Kreisen des be-

ziiglichen Systems gemeinsam sind. Durch stereographische Projection

auf die Ebene erhalten wir:

A) Zwei orthogonale Kreisbiischel, von denen das eine

reelle, das andere imaginare Scheitelpunkte besitzt.

Ist insbesondere g die Polaraxe der Kugel, so geht das System (A)
in die Geraden eines Biischels und in das System der coucentrischen

Kreise uber, deren Mittelpunkt der Scheitel des Biischels ist.

Ist g Tangente der Kugel, so beruhrt g die Kugel in demselben

Punkte und steht auf g senkrecht, und durch stereographische Projection

erhalten wir in der Ebene:

B) Zwei Kreissysteine, die zwei auf einander senkrecht

stehende Gerade in demselben Punkte (ihrern Schuittpunkte )

beruhren.

Ist insbesondere der Beruhrungspunkt von g und g mit der Kugel
das Projectionscentruin, so haben wir in der Ebene als Grenzfall eiu

doppeltes orthogonales Geradensystem.

45. Darstellung der Bewegungen der complexen Kugelflache in

sich mittels linearer Substitutionen nach Cayley.

Wir denken uns nun die Kugel um ihren Mittelpunkt in sich

gedreht. Indem wir jedeu Puukt der Kugel durch den Wert bezeichuen,
Bianchi. Differentialgeometrie. 6
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den die complexe Veranderlicbe r in ihm annimmt*), sei r derjenige

Punkt, in den T nach der Bewegung iibergegangen ist. Da zwei von

deii entspreehenden Punkten r, r bescliriebene Figuren congruent, mit-

hin auch conform sind, so wird x eine Function der complexen Verander-

lichen T sein, und wir bebaupten nun. dass r eine linear gebrochene
Function von r:

/QO\ r
&amp;lt;** + &~
y^T*&quot;

ist.

Nacb den Fundamentalsatzen iiber Functionen einer complexen Ver-

anderlicben erbellt dieses sofort daraus, dass r fur jeden Wert von r nur

einen Wert bat und umgekebrt. Elementarer beweisen wir dieses, wenn

wir beacbten, dass sowohl auf der Kugel als aucb in der Bildebene

jedem Kreise, den T bescbreibt, ein von % bescbriebener Kreis ent-

spricht. Nun sind diejenigen confornien Abbildungen der Ebene auf

sicb selbst, welcbe Kreise wieder in Kreise iiberfiibren, notwendig durcb

lineare Substitutionen gegeben**).

*) Dieses ist offenbar gestattet, da zwischen den Werten der complexen
Veranderlichen r und den Kugelpunkten eine eindeutige Beziehung besteht, ein-

schliesslich des Wertes r = oo, der dem Project!onscentrum entspricht.

**) Dass eine lineare Substitution :

(i) iW21

die von z beschriebenen Kreise in solche von z bescliriebene iiberfuhrt (und um-

gekehrt), liisst sich folgenclermassen beweisen:

Bezeichnen wir (rnit Hermite) rnit a die zu einer willkiirlichen Grosse a

conjugierte Grosse, so lantet die Gleichung eines von z beschriebenen reellen

Kreises in der allgemeinsten Gestalt:

Az z
Q +Be +JB z + C = 0,

wo A und C reelle Constanten sind. Die entsprechende von z bescliriebene Curve

hat wegen (1) die Gleichung:

A(az + |3)(a 4- ft.) + S(2 + P)() o^o + *o) + AK*o + Po)() + &amp;lt;*)

und ist folglich wieder ein Kreis.

Wir bemerken ferner, dass, wenn z
l

ein beliebiger fester Punkt der Ebene

ist, die lineare Substitution:

(c
= Const.)

die Kreise, die in dem festen Punkte z^ eine bestimmte Richtung beriihren, in

parallele Gerade iiberfuhrt, die durch passende Wahl von c einer der Coordiua-

tenaxen parallel gemacht werden konnen. Nach dieser Vorbemerkung stelle nun:

* -fM
eine conforme Abbildung der Ebene auf sich selbst dar, die die Kreise wieder in

Kreise iiberfiihrt. Die Parallclen zu den Coordinatenaxen in der z &quot;-Ebene gehen
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Die Determinante der linearen Substitution (32), ad fiy, muss

von Null verschieden sein und kann unbeschadet der Allgenieinheit

gleich Bins gesetzt werden, so dass also

(33) d py = 1

ist. Wir wollen nun untersuchen, welche besonderen Beziehungen

zwischen den Coefficienten a, /3, y, d bestehen miissen, daniit die

Gleiehung (32) bloss eine Bewegung der Kugel in sich darstellt. Zu

diesem Zweck drucken wir das Quadrat des Linieuelements der Kugel:

durch die complexe Yeranderliche T und ihre Conjugierte r aus. Da

T = cotg y ?*, TO = cotg y tr

ist, so erhalten wir sofort:

ds2 =
lTv\2

Damit (32) eine Bewegung darstellt, ist demnach notwendig und hiu-

reichend, dass sich

ergiebt oder auch, da wegen (32) und (33)

7 i d* T , dr
&quot; r ==

T, _i_ jy\g
? &quot; To

==
7 j_ \i

ist, dass

(r + /3)(a T + ft) + (yr + tf)(y To + *o)
= TTo + 1

ist.

Diese Gleiehung muss fur jeden Wert von T bestehen und giebt

daher:

in der z-Ebene in ein System von Kreisen fiber, die zwei auf einander senkrecht

stehende Gerade in ihrem Schnittijunkt beriihren. Diese gehen wieder mittels

ft

einer passenden linearen Substitution: z = - in Parallele zu den Coordina-
z z

l

tenaxen in der s -Ebene iiber.

Wird z&quot;=
x&quot;-\- iy&quot;,

z = x -\- iy gesetzt. so muss also x&quot; eine Function

von x oder y allein und entsprechend y&quot;
eine Function von y oder x allein

sein, und die Beziehung zwischen z&quot; und z ist offenbar:

z&quot;= az ,

wo a constant (reell oder rein imaginar) ist.

Es ist demnach z&quot; mit z linear verkniipft, was zu beweisen war.

6*
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Wegen (33) reducieren sich diese Beziehungen auf die notwendigen

und hinreichenden Bedingungen:

d. h.: d ist conjugiert zu a, und y ist, abgesehen vorn Vorzeiehen, con-

jugiert zu
(}.

Daraus schliessen wir:

Die allgemeinste Bewegung der complexen Kugelflache
in sich wird durch die Vornahme einer linearen Substitution

niit der complexen Veranderlichen T:

dargestellt.
Diese Gleichung riilirt von Cayley her.

Bei jeder solchen Bewegung (34) der Kugel in sich bleiben die

beiden Punkte, welche den Wurzeln der quadratischen Gleichung:

/3
r2 + (a

-
a,}r + ft

=
entsprechen, fest. Sie liegen offenbar einander diametral gegeniiber,

und die Bewegung besteht mithin bloss in einer Drehung um den sie

verbindenden Durchmesser. Fur den Winkel dieser Drehung ergiebt

sich leicht die Gleichung:

/OC\ tt ~\- K
l\ !fe\

(35) cos - = -^- *).

*) Die Gleichung (35) ist im Falle ^
=

f?
= unmittelbar evident. Be-

zeichnen wir nun mit S eine beliebige Substitution (34), mit T eine Substitution

(34), welche die beiden bei S festen Punkte in die Pole T = 0, T = oo verlegt,

so ist die Substitution:

TST~\
die aus S vermoge der Substitution T hervorgeht, eine Drehung von derselben

Amplitude wie S um die Polaraxe. Dabei ist in S und TST~ l
die Summe

des ersten und vierten Coefficienten dieselbe, wie die wirkliche Ausrechnung so-

fort ergiebt, sodass damit Formel (35) bewiesen ist.



Kapitel IV.

Die Fundameiitalgleiclmngeii der Flachentheorie.

\Eda- + ZFdudv + Gdv*,
Die beiden quadratischen Fundanientaliornien: T _, _, , ,(Ddu- + 2D rfiif/r -f- D rfer.

Gleichungen ,
welche die zweiten Ableitungen von a;, y, 5 und die ersten Ablei-

tungen von X, Y, Z geben.
- - Formeln von Gauss und Mainardi-Codazzi

zwischen den Coefficienten
&quot;, F, G, J), D ,

D&quot; der beiden Fundamentaltbrnien.

Existenz und Eindeutigkeit der Flache, die zwei solchen gegebenen Funda-

mentalformen entspricht, welche den Gleicbungen von Gauss und Codazzi ge-

niigen. Krumniungslinien.
- Radien der ersten Krumniung der auf einer

Flache gezogenen Curven. Meusnier sober Satz. - - Euler sche Forniel. Du-

pin sche Indicatrix. - - Totale und mittlere Kriinunung. Conjugierte Systeme.

Haupttangentencurven (Asymptotenlinien). Berecbnung der

DilFerentialparameter.

46. Die beiden quadratischen Fundamentalformen der Flache.

Bei den im vorigen Kapitel angestellten Untersuchungen uber ge-

wisse Eigensehaften der Flachen haben wir nur eine einzige Differen-

tialform auftreten sehen, diejenige namlich, welche das Quadrat des

Linienelementes der Flache darstellt:

/= ds* = Edir -}- 2Fdu dc + Gdv2
,

d. h. die erste Fundamentalfoi-m. Werden jedoch diejenigen Eigen

sehaften untersucht, die der wirklichen Gestalt zukomnien, welche die

Flache im Raume hat, so tritt neben der ersten noch eine zweite

quadratische Differentialform auf, und wie wir sofort sehen werden,

kommt die Flachentheorie, von unserm Gesichtspunkte aus

betrachtet, im wesentlichen auf das Studium zweier siinul-

taner quadratischer Differentialformen hiuaus.

Behufs Eiufiihrang der erwahnten zweiten Differentialform bestim-

men wir zunachst die Cosinus der positiven Richtung der Fla&amp;lt;*hen-

normale: dieselben werden wir stets mit

x, r, z
bezeichnen.
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Wie in 34 setzen wir fest, dass die positive Seite der Tangen-
tialebene diejenige sein soil, auf der die positive Richtung der Tan-

gente der Curve u links von derjenigen der Tangente der Curve v

liegt*).

Die positive Richtung der Norrnale ist diejenige, welcher die posi
tive Seite der Tangentialebene zugewandt ist. Nach bekannten For-
meln der analytischen Geometric haben wir dann wegen (b) ;

S. 63:

(1) X=-
cy_ cz

cu du

F* \ dy cz

lev do

Y=

wo o der in 33 definierte Winkel der Parameterlinien ist. Aus der

Gleichung (6*) desselben Paragraphen (S. 63) folgt dann:

cz dx
du du

dz dx
dv dv

dx dy
du du

C~OC (} W .

dv dv

Die zweite Differentialform, die wir einluhren, ist:

9 = (dxdX + dydY -\- dedZ},
wofiir wir tins stets der Bezeichnung:

(2) f
- - ZdxdX**) == Ddu* + ZD dudv + D&quot;dv*

bedienen werden.

Wir geben anschliessend hieran die verschiedenen Formen an,
auf die man die Coefficienten D, D ,

D&quot; von
&amp;lt;p bringen kann. Aus den

Identitaten:

cu

*) Wir halten immer daran test, dass auf der positiven Seite der xy-Ebene
die positive Richtung von OY links von derjenigen von OX liegt.

**) Das Summenzeichen 2 bezeiclmet hier und im folgenden eine Summc
dreier Glieder, von denen das zweite und dritte aus dem ersten dadurch abge-
leitet werden, dass x, X beziiglich durch y, Y; z, 7, ersetzt werden.
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folgen dureh Differentiation nach u uud v die weiteren:

c xXu *,

^ .,

cu-

c*x

cucc

cv

Wir haben demnaeh:

/i cu du

cv cu

cX ex

dx
/ &quot;&amp;gt;&amp;gt;

&quot;r*

~/ 1 cu cv

cv co

(3)

^1 r X
/i &amp;gt;

/ &amp;lt; cr en cu cv

~~ * ^ -/&amp;gt; ^
r .

- X rr &amp;lt;?t?

Zufolge der Gleichimgen (1) konnen wir D, D }
D&quot; auch in Deter-

minanteiifonn schreiben:

(3*) D= YEGF*

c*x o*y c 3 z

ducv cudv dudv

dx cy dz

cu cu

_

3v

c*x c*y c*z

I ~3v* &quot;dv* ~dv*

ex cy cz

_ F*

cx_
cv

cy dz

dv cv

Die beiden quadratischen Differentialformen:

/*
= Zdx- = Edu- + 2Fdudv + Gdv2

,

&amp;lt;p=
ZdxdX= Ddu- + ZD dudv + D&quot;dv*

heissen die erste und die zweite Fundamentalform der Flache.

Es ist klar, dass dieselben bei einer beliebigen Transformation der

Parameter M, v in die neuen Fundamentalformen iibergehen.

47. Formeln fiir die zweiten Ableitungen von x,

die ersten Ableitungen von X, Y. Z.

~ und fiir

In diesem Paragraphen wollen wir die grundlegenden Glei-

chung en unserer Theorie aufstellen. Hierzu schicken wir die folgende



88 Kap. 4. Die Fundamentalgleichungen der Flilchentheorie.

Bemerkung voraus: Sind A, B, C drei beliebige Functionen von w, v,
so konnen wir, da die Determinante:

ex
cv

Y

Z

du dv

dz dv

du dz

nicht gleich Null ist, drei unbekannte Coefficienten
, /3, y so bestim-

men, dass die Gleichungen gelten:

Nach dieser Vorbemerkung bedieuen wir uns fur den Augenblick
wieder der Bezeichnung mittels Indices und setzen:

E = an , F^OU, G =
D =b,

Da nach (4), S. 61:

dx fix

ist, so folgt daraus nach (17), S. 43:

dx
i OU, du r du( S

Wenn wir in den Gleichungen (a)

setzen, dieselben dann der Reihe nach zuerst mit ,
-^

, ?, dann
i ex cy c z j

1

1 K du, dut

dann mit X
&amp;gt;

Y
&amp;gt;

Z multiplicieren und jedes Mai

addieren, so folgt:
f

rs

1

hieraus weiter nach (18), S. 43:
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M_f-ik
,^lfj Mil

nnd es ist demnach:

c*.c jrs\ x ( rs l i i v
TrT,

~ =

1 l J ^ ~
I 2 j ^ &quot;1

A
&amp;gt;

oder kiirzer mittels der Bezeichnung fur die covarianten zweiten Ab

leitungen ( 26, Gleichung (22\ S. 46):

2V* = vr A

Schreiben wir die Formeln (a) in den alien Bezeichnungen mit Riicksicht

auf unsere Ergebnisse, so erhalten wir die erste Gruppe von Funda

mentalgleichungen :

(I)

c*x (ll\ ex fl ll ex .

=

1 1 \1fc \ 2 }&
*

\l2\Sx \12\cx n , v~ =

\ i I at*
&quot;

1 2 j ^~ A

n .,

FP
: =

i al*
-

2 st + D x
&amp;gt;

wobei wir diejenigen fiir y und z weglassen, die ganz analog sind und

aus den vorstehenden dadurch hervorgehen, dass X bezgl. durch Y, Z
ersetzt wird.

Die zweite Gruppe von Fundamentalgleichungen ist diejenige,

welche die ersten partiellen Differentialquotienten von X, Y, Z durch

ex dx v i .. i i

&amp;gt;
-

,
A u. s. \v. ausdruckt.

CU Ct 1

Wir setzen in den Gleichungen (a) der Reihe nach entweder

cX T, cY cZ
A. = -

} Jb = ^ j C =
cu cu cu

oder

A= d~ B = C =
CV CV CV

Dann erhalten wir, wenn wir der Reihe nach das erste Mai mit

i ~&amp;gt; 7 das zweite Mai mit -. j -^-y &amp;gt; ,
das dritt Mai mit X,CU CU f&quot; CV CV CO*

Yj Z multiplicieren und jedes Mai addieren, fiir jeden der beiden Falle

Formelu fiir a, ^, y. Setzen wir diese Werte a, /3, y alsdann in die

betreffenden Gleichungen (a) ein, so ergeben sich die gesuchten Glei

chungen:
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(H)

dX __ FD GD dx . FD ED cu
du

= :

~EG~~~F*~ du
~~

~EG~F*~ dv

cX FD&quot; GD dx . FD ED&quot; ex
&quot;&quot;&quot;&quot;v EG F z du EG F* dv

wo die analogen fur X und Y wieder weggelassen sind.

Wie man sieht, sind die Coefficienten der rechten Seiten der

Gleichungen (I) und (II) lediglich mittels der Coefficienten der beiden

Grundformen f und cp gebildet*).

48. Formeln von Gauss und Mainardi-Codazzi zwischen den
Coefficienten E, F, 6r, _D, D , D&quot; der beiden Fundamentalformen.

Die sechs Coefficienten der beiden Grundformen,

E, F, G; D, D , D&quot;,

sind nicht von einander unabhangig, sondern durch drei wichtige Rela-

tionen verbunden, die wir nun aufstellen wollen. Dazu setzen wir die

Bedingungen fur die Integrabilitat des Systems (I) an:

S ic*x\ d

dv \cu*/ du

du
d. h.:

c l|l ^ x
_ J_ | } _1_ 7) V |

^_
| I

^ - 1 ?
X

_1_
v \\ 1 j cu 1 2

J cv &quot;!&quot; / cu \\ 1 I cu ( % } cv

(
b
)

g

cu

nebst analogen fur y und z. Es ist klar, dass sich unter Benutzung der

Fundamentalgleichungen (I) und (II) selbst die linken Seiten der Glei

chungen (b) identisch auf die Form:

ex . a dx , v
tt f- p f- y JL

cu cv

tt
\- j$ f- y X

bringen lassen; es miissen daher gleichzeitig die Gleichungen bestehen:

a dz
|

,cz, a,cz
-f- p |- yZ = 0, K * f- p T

*) Insbesondere ist stets festzuhalten, dass die Christoffel schen Symbole I .
| ,

(
t

i

die in (I) auftreten, bezuglicb. der ersten Fundamentalform f gebildet sind.
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Wir haben somit als gesuchte Integrabilitatsbedingungen:

=
0,

=
0, 7 = 0,

a = Q, =0, 7 =0.
Die vier Bedingungen:

lauten in den Christofferschen Vier-Indices-Symbolen ( 27, Formel &amp;lt;27
;,

S. 49) geschrieben wie folgt:

D 1) JJ
r&amp;gt; (1O 1 O \

-EG-_TFT E== {12, 12},

DD_ D *
I i 1 1 1

-EG^-~F^
* Mil, 21},

DD&quot; 1

# F J

DD&quot; D

F= {22, 12},

EG F* ***
^ 21&amp;gt;

21
^

Bezeichnet K das Kriimmungsmass der ersten Fundamentalform,

so ergeben diese Gleichungen ubereinstirnmend (Formeln II&quot;
1

,
S. 52):

DD&quot; D *

d. h. in Worten ausgesprocheu: Der Quotient der Discriminanten

der beiden Fundamentalformen
&amp;lt;p

und f ist gleich dem Kriim-

mungsmass K der ersten Fundamentalform f.

Was die beideii weitereu Bedingungeu :

7 = 0, y =
betrifft, so lauten dieselben eutwickelt:

__

^-^ +
{V}^&amp;gt;

+ ({VI
-

Sie besagen nach den Formeln (V) des 30 (S. 56), dass die fur

die zweite Fundamentalform (p beziiglich der ersten f ge-

bildete trilineare Covariante (f, cp) identiseh verschwindet.

Die Gleiehung (III) ist von Gauss iudenDisquisitiones u.s.w. auf-

gestellt worden. Dort finden sich bereits alle Elemeute zur Ableitung

der Gleichungeu (IV) vor. Dieselben werden gewohnlicli als die Glei

chungen von Codazzi bezeichnet, weil sie den von diesem Mathe

matiker aufgestellten vollig aquivalent sind*); in einer anderen Form

sind sie weit fruher (1856) von Mainardi abgeleitet worden**).

*1 Annali di matematica, 2. Bd., S. 273 (1868).

**) Giornale dell Istituto Lombardo, 9. Bd., S. 395.
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Mit Hilfe der Gleichungen (20) des 25 (S. 45), namlich:

d logyEG F* fill fi2J
rr^r

=

i i } : i 2 r
d logyEG F* _ /22l fl2\

~fo~
~~

\ 2 j

&quot;&quot;

1 1 J

konnen die Gleichungen (IV) auf eine bemerkenswerte Form gebracht
werden. Sie sind namlich dem folgenden System Equivalent :

D A/ D \| [22! J&amp;gt;

r i* \\/EG ~F*J \ 2
J

(IV*)

1 i

Die Gleichungen (III) und (IV), die zwischen den Coefficienten

der beiden Fundamentalformen bestehen, geben die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen an

?
denen diese Coefficienten geniigen mils-

sen. Kleiden wir diese Eigenschaft in eine pracisere Form, so gilt
namlich der folgende Fundamentalsatz:

Sind zwei quadratische Differentialformen:

f = Edu2 + 2Fdudv + G-dv 2

,

cp
= Ddu2

-f ZD dudv + D&quot;dtf

gegeben, von denen die erste definit ist, so ist es, damit
eine Flache existiert, die dieselben beziiglich als erste und
zweite Fundamentalform besitzt, notwendig und hinreichend,
dass die Gleichungen (III) urid (IV) befriedigt werden. Sind
diese Bedingungen erfiillt, so ist die entsprechende Flache,
abgesehen von Bewegungen im Raume, eindeutig bestimmt.

Durch den Beweis dieses Satzes, den wir sogleich fuhren werden,
wird die den Formen / und cp beigelegte Bezeichnung: Fundamental
formen gerechtfertigt, und es leuchtet ein, dass alle aus der Gestalt

und Grosse der Flache sich ergebenden Eigenschaften nur von den

sechs Coefficienten der Fundamentalformen abhangen werden. In Ana

logic mit der fur eine Curve eingefiihrten Bezeichnung: naturliche

Gleichungen konnen die Gleichungen:

f = Edit2 + 2Fdudv -f Gdv\

(p
= Ddu2 + ZD dudv +D&quot;dv

2

kurz die natiirlichen Gleichungen der Flache genannt werden.
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49. Existenz und Eindeutigkeit der Flache, die zwei solchen

gegebenen Fundamentalformen entspricht, welche den Gleichungen
von Gauss und Codazzi geniigen.

Wegen des invarianten Charakters der Fundanieutalgleichungen

(LQ) und (IY) konnen wir beim Beweise des soebeu ausgesprochenen
Satzes geeiguetere neue Parameter M, r eiufuhreu, uud zwar wolleii

wir im Anschluss an das Ergebnis des 31 ^S. 58) diejenigen wahleu,

welche gleichzeitig F und D zu Null machen.

Wie wir in dem angefuhrten Paragraphen gesehen habeu
?

sind

diese neuen Veranderliehen u, u vollkommen bestimmt, ausgenommeu
den Fall, in dem die Proportion:

D:D :D&quot;=E F:G
besteht, die, wie man leicht einsieht, nur im Falle der Kugel (oder der

Ebene)*) gilt. Gleich Constanteu gesetzt gebeu die neuen Verander

lichen die sogenannten Krummungslinien der Flache (vgl. 52).

*) In der That folgt aus der obigen Proportion:

Setzt man dieses aber in
(IY&amp;gt;

ein und berucksichtigt ,
dass man dann nach (Y),

S. 56, identisch hat:

CU CV

SO folgt:

. / C K

also

I = Const.

Die Gleichungen (D), 47, S. 89, geben dann, wenn

i = ^ i .ff = Const.)

gesetzt wird:

ex p r X cy -D C ^ cz -R^Z
du cu cu cu &quot; H

ex dX cy p c Y cz c Z
dv cc cv cv ?r cv

Die Integration liefert:

.c = BX+ a, y = B T + b, z = BZ + c (a, b, c = Const.).

Demnach ist (j- a)* + (y 6)* 4~ (2 c)*
=

-R*, und dieses ist die Gleichung
einer Kugel. Ini Falle i = folgt weiter, dass X, 1

,
Z constant sind, d. h. dass
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Setzen wir in den Fundamentalgleichungen (III) und (IV*) fur die

Symbole ihre wirklichen Werte (Tabelle (A), 35, S. 07) und fur K
seinen durch die Gleichung (18), 35, gegebenen Wert ein, so lauten sie:

(DP&quot; .

d_

yWG
~*~

cu \YEYE cu / dv \YG dv /

v \YE~J G dv

.L (
D

&quot;\
_ D

~d~u \y&) E

=
0,

= 0.

= o.

In jedem Punkte der Flache, deren Existenz und Eindeutigkeit

wir unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen (V) erfiillt sind,

nachweisen wollen, betrachten wir ein rechtwinkliges Trieder, das wir

das Haupttrieder nennen und das von den positiven Richtungen der

Tangenten an den beiden Curven v und und der Flachennormale

gebildet wird. Bezeicbnen wir die Cosinus dieser drei Ricbtungen be-

zuglich mit

(b), S. 63:

X

1 dx

YE 8 u

1 fix

YE du

1 dy

so haben wir nach

1 dz

YE du

X = X**
**-&amp;gt;

YG
Y, = Y,

7 -
1 dz

J&

YG dv

Setzen wir in den Fundarnentalgleichungen (I) und (II), 47,

S. 89, fur die Christoffel schen Symbole ihre wirklichen Werte ein,

so erhalten wir die folgenden Gleichungen:

du YG dv

i

cu

YE

YG
X

YE
D&quot;

YG

die Flache eine Ebene ist. Wir konnen dann namlich unbeschadet der All-

gemeinheit X=0, Y:=0,J^=1 setzen, und aus den Gleichungen (1), S. 86,

folgt dann:
cz __ cz
o ~ u

i

~
cu cv

0, d. h. z = Const.
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0i D ^
du ys

lr

^ = x,
r }/

&quot;

Die unbekannten Functionen Xlf X.?, X3 miissen also den folgenden

drei hoinogenen totalen Differentialgleichuugen geuiigen:

ys

(4)
.IV **

D

,v j {
i ]/ v D &quot;

Y \ i
(/A., = - A, &amp;lt;/ -h - X, H Ao[ r.3

*&amp;gt; -/ E1
I//&quot;*

^ y -/i y tr

Deniselben System (4) miissen auch die Functionen Yl} Y.,, Y
s

bez. Z1? Z2 ,
Z3 geniigen.

Dabei 1st das System (4) unbeschrankt integrabel, da die In-

tegrabilitatsbedingungen zu eben den drei Relationen (V) fuhren, die

wir als erfiillt voraussetzen.

50. Beendigung des Existenzbeweises.

Stiitzen wir uns nun auf den bekannten Satz*), dass bei einem

unbeschraukt integrabeln System von totalen Differentialgleichungeu

stets ein Losungssystem existiert, das fur die Anfaiigswerte ,
r der

Veranderlichen u
t
v willkiirlich gegebene Anfangswerte annimmt, so

konnen wir unsern Beweis schuell zu Ende fuhren. Dazu ist nur noch zu

beachten, dass
7
wenn X

x , X^, X3 und X/, Xg ,
X3 zwei verschiedeue

oder ubereinstimmende Losungssysteme der Gleichungen (4) sind, wegen
der speciellen Form dieser Gleichungen

X
xX/+ X,X2 + X3X3

= Const.

ist, da das vollstandige Differential dieses Ausdrucks zufolge der Glei

chungen (4) und der analogen Gleichungeu fiir X/, AY, X3
identisch

verschwindet.

Nach diesen Yorbemerkungen seien X
t , X,, X3 ; 1^, Y.,,

F3 ;

Z1} Z,, Z3 drei Losungssysteme von (4), die fur H = u
,
r r in

die neun Coefficienten einer orthogonalen Substitution:

Z(0) TT (0) T&quot; (0)
I -^*-* &quot;^3

*) S. z. B. C. Jordan, Traite d Analyse, Bd. 3.
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iibergehen mogen. Aus der obigen Bemerkung folgt, dass fur alle

Werte von u und v die Grossen:

X
2
Xs

YJ
l

die Coefficienten einer orthogonalen Substitution sein mussen; ins

besondere wird sein:

X 2
-4- r 2

-4- Z* _ 1*H I *! I ^1 A
?

Nun sind infolge der Gleichungen (4) selbst die drei Ausdriicke:

yEx^du + yax^dv, yEY.du + yaY^dv, yEz^iu + yoz.2
dv

vollstandige Differentiale. Setzen wir also

y =

e ^tyEZ^du + y&Z, dv)

und betrachten wir x, y, z als die laufenden Coordinaten eines Punktes

einer Flaclie, so hat diese Flache in der That die beiden gegebenen
Formen zu Fundamentalformen.

Was endlich denjenigen Teil des Fundamentalsatzes betrifft, der

sich auf die Eindeutigkeit bezieht, so ergiebt sich dieselbe entweder

aus der linearen Form der Gleichungen (4) oder inittels derselben Ueber

legung, wie wir sie bereits 8, S. 13
;

fiir die Curven angestellt haben.

Bemerkung. Beim Beweise des obigen Satzes haben wir uns der

Einfachheit halber auf ein besonderes System von Parameterlinien

(Kriimmungslinien) bezogen; doch ist wohl zu beachten, dass, auch

wenn die unabhangigen Veranderlichen ganz allgeinein gelassen wer-

den
;

als Haupttrieder dasjenige z. B. eingefiihrt werden kann
7

das in

jedein Punkte der Flache von den Halbierungslinien des Winkels

zwischen den Tangenten der Parameterlinien und von der Flachen-

norniale gebildet wird. Fiir die neun Cosinus dieser drei Richtungen
wiirden wir, wie hier das System (4), ein zufolge der Fundamentalglei

chungen (III) und (IV) unbeschrankt integrables System totaler DifFe-

rentialgleichungen erhalten, und wie in 9, S. 15, konnte die Aufgabe,
die Flache zu bestimmen, auf die Integration einer (totalen) Differen-

tialgleichung voin Riccati schen Typus zuriickgefuhrt werden. Daraus

folgt das Ergebnis:
Zur wirklichen Bestimmung der zwei gegebenen Funda-
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mentalformen entsprechenden Flache 1st die Integration einer

Differentialgleichung vom Riccati schen Typus erforderlich.

51. Ejiimmungslinien der Flache.

Betrachtet man auf einer Flache S eine beliebige Curve L und

errichtet man langs der Curve die Flachennormalen, so werden diese im

allgemeinen eine nicht abwickelbare Linienflache (Regelflache)
bilden. In dem besonderen Falle, dass diese Linienflache abwickelbar

ist, d. h. dass die Normalen von S langs L die Tangenten einer ge-

wissen Curve im Raume sind (oder durch ein und denselben Punkt

gehen). wird die Curve L eine Kriimmungslinie der Flache genannt.

Wir sehen sofort, dass nach dieser Definition jede in der Ebene

oder auf der Kugel gezogene Curve als Kriimmungslinie der Ebene

bez. Kugel aufzufassen ist, da langs einer solchen die Xormalenflache ein

Cylinder bez. ein Kegel ist. Auf jeder anderen Flache giebt es, wie

wir nun nachweisen wollen, nur eine einfach unendliche Hannigfaltig-

keit von Krummungslinien ;
die ein doppeltes Orthogonalsystem stets

reeller Curven bilden.

Wir fuhren zunachst einige Eigenschaften der Kriimmungslinien

an, die direct aus ihrer Definition und den in 17, Kap. I (S. 30),

angegebenen Satzen A) und B) fiber Evoluten folgen.

Ist die Schnittcurve C zweier Flachen fur beide eine

Kriimmungslinie, so ist der Winkel, unter dem sich die

Flachen langs C schneiden, constant. Umgekehrt, schueiden

sich zwei Flachen unter constantem Winkel und ist ihre

Schnittcurve Kriimmungslinie fur die eine Flache, so ist sie

es auch fur die andere.

Da ferner in der Ebene und auf der Kugel jede Curve Kriim

mungslinie ist, haben wir als Zusatz:

Schneidet eine Ebene oder eine Kugel eine Flache S in

einer Kriimmungslinie, so schneidet sie S unter constantem
Winkel. Umgekehrt, schneidet eine Ebene oder eine Kugel
eine Flache S unter constantem Winkel, so ist die Schnitt

curve eine Kriimmungslinie von S.

Demnach sind z. B. auf einer Rotationsflache die Meridiane und

die Parallelkreise Krummungslinien.
Sehen wir nun zu, durch welche analytische Bedingung eine

Kriimmungslinie L charakterisiert ist. Langs einer solchen sind
it, ;

X, y, z- X, I, Z als Functionen einer einzigen Veranderlichen, z. B.

des Bogens s von L, zu betrachten. Ist M (x, y, z) ein Punkt von

Bianchi, Differentialgeometrie. 7
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L und M
v (xl7 yt) ^) derjenige Punkt, in dem die Riickkehrkante C

der Developpabeln, die von den Normalen langs L gebildet wird, von
der Normale des Punktes M beruhrt wird, so haben wir:

(5) Xi
= x rX, yi =y rY

&amp;gt; z^z rZ,

wo r den algebraischen Wert der Strecke M
1
M bezeichnet und positiv

oder negativ ist, je nachdem die Richtung von H nach M mit der

positiven oder negativen Richtung der Normale zusammenfallt.

Differenzieren wir die Gleichungen (5) nach 6 und beriicksichtigen

wir, dass -~
&amp;gt;

~
&amp;gt;

-=-i nach Annahme proportional bez. X, Y, Z sind,

da eben die Flachennormale Tangente von C\ ist, so erhalten wir:

dx dX v dr=
-j
-- r -,-- IL^ras ds as

- j ^
~ ~i~

as ds ds

. ,-, dz dZ
,,.
dr

AZ/ = -;-- Y ;
-- Z/ -i-

as as as

Multiplicieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit X, Y, Z und

addieren wir, so folgt:

3 _ dr
A ~7~ }

as

T
dx dX dy dY dz dZ

also :
- = r j~ &amp;gt;

~ r -5 ?
=

&amp;gt;-

-

as as as as as ds

oder: Langs der Kriimmungslinie L muss die Proportion:

(6) dx .dy\dz = dX\dY:dZ
bestehen.

Umgekehrt, wenn langs einer Flachencurve C die Proportion (6)

besteht und r den gemeinsamen Wert der drei Verhaltnisse :

dx dy _ dz

JX
==

~dY
&quot;=

dZ

bezeichnet, so sieht man sofort, dass die Gleichungen (5) eine Curve

Cj defmieren, deren Tangenten die Flachennormalen langs C sind. Es
ist demnach die Proportion (6) fur die Krunimungslinien
charakteristisch.

Auch braucht hier nicht der Fall ausgenommen zu werden, in dem
sich die Curve C

t
auf einen Punkt zusammenzieht; es ist dann nur:

dx = dyl
=

dZi
=

0,

also auch dr =
;

d. h. r = Const.
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52. Hauptkriimmungsradien der Flache.

Wir driicken nun die fur eine Krummungslinie charakteristischen

Gleichungen:
dx = rdX, dy = rd T, dz = rdZ

in krummlinigen Coordinaten aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir

sie wie folgt:

ex 7 i ex j /cX j , cX j \- au -\- dv = r I au -\ 3 or I
,

o&amp;lt; cv \cu cv /

C Z -f i
C

&quot;i / C &quot; -w i C * i \- dn -4- y = r (^ du -4- or I .

CU 09 \CU CV I

Statt dieser Gleichungen konnen wir auch das aquivalente System setzen,

das sich ergiebt, wenn das erste Mai mit
&amp;gt; ^&amp;gt; ^-. das zweite Mai

cu cu cit j

mit ,

CJf
j ,.-, das dritte Mai mit X, l

r
,
Z multipliciert und iedes

re c ft? J

Mai addiert wird.

Das letzte Mai ergiebt sich eine Identitat, und wir erhalten somit

nur die beiden Gleichungen (vgl. 46):

(Edu + Fdv = r(Ddu + D dv},

(Fdit + Gdv = r(D du + D&quot;dv).

Die Elimination von r aus diesen beiden Gleichungen ergiebt als

Differentialgleichung der Krummungslinien:

Edu + Fdv Fdu + Gdv

\
Ddu + D dv D du H- D&quot;dv

\

Diese Determinante ist genau die Jacobi sche Form der beiden

Grundformen. Schliessen wir also den Fall:

D:D :D&quot;=E .F: G,

in dem die Flache eine Kugel oder eine Ebene ist*), aus und erinnern

wir uns der Ergebnisse des 31, Kap. II (S. 58) 7
so haben wir den Satz:

*) Zu dem in der Anmerkung zu 49 (S. 93) hierfur gegebenen analyti-

schen Beweise kann ein einfacher geometrischer leicht hinzugefugt werden. Im Falle

der Proportion D : D : D&quot;= E : F . G ist wegen (8) jede Curve auf der Flache

S Krommungslinie. Daraus folgt. dass, wenn J/ und M zwei beliebige Punkte

von S sind, die Normalen in J/ und M in einer Ebene liegen. In der That,

durch die Xormale in 3/ und durch den Punkt J/ lege man die Ebene, welche

S in einer Curve C schneiden moge. Die Flaehennormalen langs C bilden eine ab-

wickelbare Flache, d. h. sie sind Tangenten einer Evolute von C. Da die Nor-

male von J/ in der Ebene der Curve C liegt, so liegt auch jede andere Xormale

1*
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Auf jeder Flache giebt es ein doppeltes Orthogonal-
system von Krummungslinien, das stets reell ist. Eine Un-
bestimmtheit tritt nur im Falle der Kugel und der Ebene

ein; fur diese Flachen ist jede Curve Kriimmungslinie.

Durch jeden Flachenpunkt M gehen also zwei Kriimniimgslinien Li

und LtJ die sich in ihm rechtwinklig durchsetzen. Die Normale von M
beriihrt die Riickkehrcurve der von den Flachennormalen langs L

l
er-

zeugten abwickelbaren Flache in einem Punkte, den wir mit M
i

be-

zeichnen wollen; dieser Punkt heisst der Krurnmungsmittelpunkt
der Flache in M beziiglich der Kriimmungslinie L

i
. Desgleichen haben

wir auf der Normale von M einen zweiten Kriimmungsmittelpunkt M2

beziiglich Z/27 und die Strecken:

r^M^M, r
2
= M

2 M*)
werden aus einem Grunde, den wir in 54 einsehen werden, als Haupt-

kriimmungsradien der Flache in M bezeichnet.

Eliminieren wir aus unseren Gleichungen (7) das Verhaltnis (hi : dv,

so kommen wir offenbar zu dem Ergebnis:

Die Hauptkrummungsradien r
i
und r

2
der Flache sind in

jedem Punkte als die Wurzeln der in r quadratischen Glei-

chung:

(9) (Z&amp;gt;D&quot;
D 2

)r
2 + (ED&quot;+ GD 2FI) }r + EG F2 =

gegeben.

53. Badien der ersten Kriimmung der auf einer Flache gezogenen
Curven und Meusnier scher Satz.

Wir wollen nun untersuchen, welche Beziehungen zwischen den

Radien der (ersten) Krummung der unendlich vielen Curven bestehen,

die auf einer Flache durch ein und denselben Punkt M gezogen wer

den konnen.

Es sei C eine solche Curve, langs deren u v; x, y, z Functionen des

Bogens s der Curve seien. Indem wir fiir die Curve C die Bezeich-

langs (7, insbesondere die von M
,
in derselben Ebene. Es schneiden sich dem-

nach alle Normalen von S paarweise, und da sie nicht in einer Ebene liegen

konnen, mussen sie durch einen Punkt gehen. Liegt in endlicher Entfer-

nung, so ist hiernach S eine Kugel (mit dem Mittelpunkt O); liegt im Unend-

lichen, so ist S eine Ebene.

*) Es sei daran erinnert, dass ^ und r2 positiv oder negativ gerechnet wer

den, je nachdem die Richtungen von M
t
nach M und von Ms

nach M mit der

positiven oder mit der negativen Normalenrichtung zusammenfallen.
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nungen des ersten Kapitels beibehalten, erhalten \vir so-Mit* far die

Richtungscosinus ihrer Tangente ( 34, Kap. Ill):

ex du . ex dv ~ cy du . cy dv
---j \----j-&amp;gt; cosp = ---5 \-

-
-r-1cu as cr as cu as cc as

c z du
,,

cz dv
cos y = -, H -j-cu as cr as

Bezeichnen wir mit 6 den zwischen und it gelegenen Winkel, der

von den positiven Richtungen der Hauptnormale von C und der Flachen-

normale gebildet wird, so haben wir nach den ersten Frenet schen

Formeln (S. 10):
&quot;VT d cos a cos 6X

as g

demnach zufolge (10) und (3) (S. 87):

cos ff Ddu* -\- -2D du dr -\-

oder:

Durch die Flachennonnale von M und durch die in 31 an C gezogene

Tangente legen wir die Ebene: sie liefert auf der Flache eine Schnitt-

curre F, die als Normalschnitt langs C bezeichnet werde. Die

erste Krummung yon F in Jf wird wieder durch die Gleichung (11)

gegeben, wenn darin cos&amp;lt;? = + 1 gesetzt wird
; je nachdem die Con-

cavitat von F nach der positiven oder negativen Richtung der Xor-

male liegt. Daraus ergiebt sich sofort die Gleichung:

Q = + R COS ^7

d. h. der Meusnier sche Satz:

Der Radius der ersten Krummung einer auf einer Flache

S gezogenen Curve C ist in jedem Punkte J/ gleich dern

Kriinimungsradius des Normalschnitts langs der Curve C in

Jf, multipliciert mit dem Cosinus des Winkels, den die

Schnittebene mit der Schmiegungsebene der Curve bildet.

Wir konnen uns demnach auf die Untersuchung der Xormal-

schnitte beschranken.

Fiir diese wird die Gleichung (11) die folgende:

1 , Ddu* + -2D di(df + D&quot;dv-

B
~

Edit* + 2Frfurfr + Gdr-

Dabei hangt die Wahl des oberen oder unteren Vorzeichens von dem

vorhin erwahnten Umstand ab; bei dieser AVahl ergiebt sich (infolge

der in der Curventheorie getroffenen Festsetzung, dass die erste Kruin-
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jnnng stet^\einen positiven Wert haben soil) als thatsachliches Vor-

zeichen Her rechten Seite in jedem Falle das positive.

Da aber hier fiir die unendlich vielen Normalschnitte alle Strecken

R auf derselben Geraden, der Norm ale von M
} gemessen werden, auf

der die positive Richtung bereits definiert ist
;
so diirfte es doch zweck-

massiger sein, auch R mit einem Vorzeichen zu versehen, und zwar

setzen wir fest
;
dass R positiv gerechnet werden soil, wenn die Rich

tung vom Krummungsmittelpunkt des Normalschnitts nach dem Nor-

malenfusspunkt mit der positiven Richtung der Normale zusammen-

fallt, negativ im entgegengesetzten Falle
(s.

den vorigen Paragraphen).

Zufolge dieser neuen Festsetzung haben wir in alien Fallen aus-

nahmslos :

1 Ddu* -\- tD dudv -f D&quot; dv*
(12) E Edu* + ZFdudv + Gdv*

54. Euler sch.6 Formel und Dupin sche Indicatrix.

Wahlen wir nun die Krumnmngslinien zu Parameterlinien und

bezeichnen wir mit r^ bezw. r
2

die in 52 eingefiihrten Grossen, so

haben wir langs der Krumnmngslinien u:

dx = r^dX, dy = r^d Y}
dz = r

i
dZ

und langs der Krummungslinien v:

dx = r
2 dX, dy = r

2
d Y, dz = r

2 dZ,
d. h.:

dZ

( 13)

1 dv

folglich nach den Formeln (3) S. 87:

(14) D= E
, D = 0, D&quot;= ~

,

demnach wegen (12):

- du 1
-4- dv*

1 r, r,

B Edu* -f- Gdv* r
z
\ds,

Bedeutet & den Winkel, den der betrachtete Normalschnitt mit der

Curve v bildet
7
so ergiebt sich die Euler sche Formel:

1) Gleichungen von Rodrigues.
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Hieraus folgt unmittelbar: t\ und rt sind die Hauptkrummungs-
radien der Normalschnitte langs der Kriimmungslinien. Diese

Schuitte heissen Hauptschnitte, deshalb r
l
und r9 ,

wie bereits be-

merkt, Hauptkriimmungsradien; die Krummungsmittelpunkte der

Hauptschnitte sind die beiden am Schlusse des 52 betrachteten Punkte

J/! und Mt
. Sie werden die Krummungsmittelpunkte der Flache

in M genannt.

Wir untersuchen nun, wie sich der Kriimmungsradms H des Xor-

malschnitts andert, wenn die Schnittebene gedreht wird. Ein recht

klares Bild von der Art der Aenderung erhalt man mit Hilfe der fol-

genden Betrachtungen :

1) Nehmen wir an, es batten in dem betreffenden Punkte r
x
und

r2 dasselbe, z. B. das positive Zeichen. In der Tangentialebene von J/

fiihren wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Axen |, 7;

beziiglich mit den Tangenten der Kriimmungslinien ,
v zusammen-

fallen, und betrachten diejenige Ellipse, welche die Gleichung:

(16)
II + ? - = 1

hat.

Die Lange eines Halbmessers
(&amp;gt;

der Ellipse, der mit der
77
-Axe

(Tangente der Curve r) den Winkel & bildet, ist durch die Gleichung:

1 _ cos *& . sin *

= ~~

gegeben. Also ist wegen (15)

p
2 = R.

Es ist daher das Quadrat jedes Halbmessers der Ellipse (16)

gleich dem Krummungsradius desjenigen Xormalschnitts,
dessen Ebene durch den betreffenden Halbmesser gelegt ist.

Aus diesem Grande wird die Ellipse (16) die Indicatrixellipse ge
nannt.

Es mag bemerkt werden, dass dieselbe fur r
i
= r9 ein Kreis wird

und also in diesem Falle alle Normajschnitte durch M denselben Krum

mungsradius haben. Der Punkt M wird dann ein Kreis- oder Na-

belpunkt genannt. Die einzige Flache, deren samtliche Punkte Kreis-

punkte sind, ist die Kugel*).

2) Es mogen nun r
t
und r.2 entgegengesetzte Yorzeichen haben,

und um die Ideen zu fixieren, nehmen wir r
v positiv, r

2 negativ an.

Wir betrachten dann in der Tangentialebene die beiden conjugierten

Hyperbeln :

*) In der That muss fiir eine solche Flache uberall D-.D -. D&quot;= E: F: G sein.
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(17)

Mit dem System dieser beiden conjugierten Hyperbeln erzielen wir die-

selbe geometrisclie Veranschaulichung wie vorher mit der Ellipse (16).

Die Ellipse (16) im ersten bez. das System der beiden Hyperbeln

(17) im zweiten Falle bilden die Dupin sche Indicatrix
;
so genannt

nach dem Namen des Mathematikers, der zuerst die obige geometrisclie

Deutung der Euler schen Formel gab.

Es ist zu bemerken, dass im ersten Falle die Flache in der Um-

gebung von M ganz auf einer Seite der Tangentialebene liegt. Die

Normalschnitte drehen dann namlich ihre concave Seite samtlich der-

selben Richtung der Normale zu. Im zweiten Falle dagegen liegt die

Flache in der Umgebung von M teils auf der einen, teils auf der

anderen Seite der Tangentialebene*), und zwar wenden diejenigen Nor-

malschnitte, deren Ebenen die erste der Hyperbeln (17) in reellen Punk-

ten schneiden, ihre concaven Seiten alle nach der einen, die iibrigen,

welche die conjugierte Hyperbel in reellen Punkten schneiden, nach

der entgegengesetzten Seite. Der Uebergang von der einen zu der

anderen Schnittgattung findet dann statt, wenn die durch die Normale

gelegte Ebene durch eine der beiden Asymptoten der Hyperbeln (17) geht,

und es ist dann fur den betreffenden Normalschnitt
ff
=

0, was einen

Wendepunkt dieses Normalschnitts bedeutet. Diese beiden ausgezeich-
neten Richtungen, die in der Tangentialebene von M ausgehen, wer-

den demnach als asymptotische Richtungen oder Haupttangenten

*) Auf einem kurzeren Wege gelangen wir zu demselben Ergelmis folgender-
massen :

Wir betrachten die Tangentialebene im Punkte (u, v) der Flache und be-

rechnen die Entfernung 8 des unendlich benachbarten Punktes (u -f- h , v-\- k) (wo
h und k als unendlich klein von der ersten Ordnung anzusehen sind) von dieser

Ebene. Wir erhalten:

S = Dh* 2D hk D &quot;k* i

wo 7]
unendlich klein von der dritten Ordnung ist. Das Zeichen von 8 hangt

also von demjenigen von

(a) Dh* + ZD hk + D&quot;k*

ab.

Ist nun DD&quot;~ D 2
&amp;gt; 0, d. h. ist der betreftende Punkt, wie man sagt,

elliptisch, so ist die Form (a) definit, und S behalt immer dasselbe Zeichen;
ist DD&quot; D 2

&amp;lt; 0, d. h. der Punkt hyperbolisch, so nimmt die Form (a),

somit auch d, positive und negative Werte an.



55. Totale und mittlere Kriimmung. 105

bezeichnet. Sie teilen die Flache in der Umgebung von J/ in vier

Sectoren, die abvrechselnd auf der einen und auf der auderen Seite der

Tangentialebene liegen.

55. Totale und mittlere Kriimmung.

Wie wir schon gesehen haben, hangt die Art, wie eine Flache

S in der Umgebung eines ihrer Punkte gekriimmt ist, aufs engste

von den Werten ihrer Hauptkriimmungsradien r
l
und r

2
ab. Statt

r1} r2 selbst konnen auch zur Definition dieser Art der Kriimmung
zwei Combinationen von r

l
und r

2 gegeben werden, aus deren Werten

umgekehrt diejenigen von )\ und r
2

berechnet werden konnen. Die

wichtigsten zu betrachtenden Functionen von r1} &amp;gt; 2
sind das Pro

duct und die Summe der beiden Hauptkriimmungen und . Wir
r
i

r

bezeichnen sie beziiglich mit

r- J TT
1 l

J\. = i _n =
r,r. r, r,

Die erste heisst das Kriimmungsmass, die totale oder Gaussi-

sche Kriimmung. die zweite die mittlere Kriimmung der Flache.

Erinnern wir uns daran, dass in beliebigen krummlinigen Coordinaten

die Hauptkriimmungsradien die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(9), 52, S. 100, sind, so erhalten wir als allgemeine Werte von K
und H unmittelbar:

DD&quot;- D *

,

~EG F&amp;gt;

I n __ 2FD ED&quot; GD
EG F*

Die Ausdriicke rechts sind absolute Invarianten der beiden Funda-

mentalformen
(s. 31, Kap. II)*).

Fur die Gaussische Kriimmung aber haben wir nun gemass den

Resultaten des 48 den hochst wichtigen Satz:

Die Gaussische Kriimmung einer Flache ist gleich der

Kriimmung der ersten Fundamentalform.
Diese Eigenschaft der totaleu Kriimmung, nur von den Coefficien-

ten der Form fiir das Linienelement-Quadrat abzuhangen, ist es (wie

wir im Kapitel iiber dieAbwickelbarkeit naher sehen werden), die eben

dieser Kriimmung in den geometrischen Anwendungen iiberwiegende

*) Dieses entspricht der Thatsache, dass die totale und die mittlere Kriim

mung eine von der Wahl der krummlinigen Coordinaten vollig unabhangige Be-

deutung haben.
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Bedeutung verleiht. Sie wird deshalb auch oft schlechtweg als

Kriimmung bezeichnet.

Die Kriimmung K ist positiv in den Punkten mit elliptischer,

negativ in solchen mit hyperbolischer Indicatrix; erstere heissen, wie

schon bemerkt, elliptische, letztere hyperbolische Punkte der Flache.

Im allgemeinen giebt es auf einer Flache ein Gebiet elliptischer

und ein solches hyperbolischer Punkte, die durch eine Curve para-

bolischer, d. h. solcher Punkte, in denen die Kriimmung Null ist,

geschieden werden.

Als Erganzung zu diesen Bemerkungen wollen wir den Satz be-

weisen: Eine Flache, die in alien Punkten die Kriimmung Null

besitzt, ist eine abwickelbare Flache.

Dass alle abwickelbaren Flachen die Kriimmung Null besitzen,

folgt unmittelbar daraus, dass nach den Satzen iiber Curvenevoluten

(17, Kap. I) die Kriimmungslinien einer solchen Flache die Erzeu-

genden und deren orthogonale Trajectorien sind; von den beiden Haupt-

kriimmungen ist die den Erzeugenden zukommende stets gleich Null.

Besitzt umgekehrt die Flache S die Kriimmung Null, so ist

DD&quot; J7 2 =0,

und, wenn die Kriimmungslinien zu Parameterlinien gewahlt werden,

D =0,
also auch D = oder D&quot;= 0. Angenommen, es ware:

D = 0, D = 0.

Nach den Grundgleichungen (II), 47 (S. 90), ist dann:

d. h. X, Y, Z sind Functionen von v allein. Aber aus den Grleichungen :

ICX 1 C V I C2
X-\ .-- Y -\ Z=0.

du yE du yE du

d x cX . 1 cy c Y . 1 d z d Z ~

du dv YE du cv yE du dv

von denen die zweite nach (3), S. 87, aus Z) = folgt, ergiebt sich

weiter, dass die Richtungscosinus der Tangente der Kriimmungslinie v,

l dx l cy l cz

yE cu yE du yE du

Functionen von v allein, folglich langs jeder einzelnen Curve v con

stant sind. Die Kriimmungslinien v sind also gerade Linien, und S
ist nach den angefiihrten Satzen iiber Evoluten abwickelbar.
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Die Annahme:
D&quot;= 0, D =

erledigt sich ganz analog, nur vertauschen dann die Curven u und t;

ihre Rollen.

56. Conjugierte Systeme.

Zwei Tangenten einer Flache, die von einem Punkte M der Flache

ausgehen, heissen nach Dupin conjugiert, wenn sie beziiglich der In-

dicatrix conjugiert sind.

Beziehen wir uns auf die Krummungslinien M, v und bezeichnen

wir mit &, & die Neigungswinkel der beiden conjugierten Tangenten

gegen die Curve v, so haben wir zufolge der obigen Festsetzimgen:

tgfrtg * =--.
Wenden wir ferner das Symbol d bei den Zunahmen langs der ersten,

d bei denjenigen langs der conjugierten Richtung an, so haben wir

nach (10), S. 65:

G Sv

demnach:

(19) -dudu+ -dvdv = 0.
rt r

i

Zu den conjugierten Richtungen auf der Flache werden wir auch

durch die folgende Betrachtung gefiihrt: Es sei C eine beliebige Curve

auf der Flache S, bezogen auf ein beliebiges krmnmliniges Coordi-

natensystem (u, v). Die Tangentialebenen von S langs C umhiillen

eine abwickelbare Flache, die der Flache S langs C umschrieben 1st.

Wir wollen nun beweisen, dass in jedem Punkte von C die Tan-

gente von C und die Erzeugende der umschriebenen Deve-

loppabeln Conjugierte Tangenten sind*).
Wir setzen zu diesem Zwecke die Gleichung der Tangentialebene

von S in einem Punkte (x, y, z) von C an:

(20) (|
- x)X + (,

-
y} F+ (g

- ?)Z= 0.

Hierbei bedeuten
, rj }

die laufenden Coordinaten. Langs C sind so-

sowohl x, y, z, als auch X, Y, Z Functionen des Bogens s von Cj

und die sich durch Differentiation von (20) nach s ergebende Gleichung:

*) Insbesondere folgt hieraus: Auf der einer Flache 5 langs einer

Krummungslinie C umschriebenen Developpabeln ist die Curve C
Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden. Es ist dieses eine charakte-

ristische Eigenschafl der Krummungslinien und konnte zu ihrer Definition dienen.
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(21) (8 _*) + (,,_,)+_,)_&amp;lt;&amp;gt;

giebt mit (20) combiniert die durch den Punkt (x, y, z) gehende Er-

zeugende G der genannten Developpabeln. Bezeichnen wir demnach
durch das Symbol d die Zunahmen von x

} y, z auf der Flache in der

Richtung von G und beriicksichtigen wir, dass die Richtungscosinus
von G sowohl proportional

Y - 7-Y- 7*X V dZ
-Y

d Y__ v dX1

ds
*

ds&amp;gt;

*
ds

~ A
~ds &amp;gt; ds

~ *
ds

als auch proportional Sx, dy, 8s sind, so erhalten wir:

dxdX + 8ydY+ dzdZ=0
oder, wenn wir x, y, z; X, Y, Z durch u und v ausdrucken:

(22) l)du du + D (du dv + dv 8u) + D&quot;dv8v = 0.

Werden die Krummungslinien zu Parameterlinien gewahlt, so

stimmt diese Gleichung wegen der Gleichung (14), S. 102, genau mit

(10) iiberein und beweist die vorhin ausgesprochene Eigenschaft.

Man sieht, dass die Gleichung (22), die besagt, dass die den Zu
nahmen d, d entsprechenden Linienelemente conjugiert sind, bezuglich
der zweiten Grrundform ebenso gebildet ist, wie die Orthogonalitats-

bedingung (11), 34, Kap. (S. 65):

Edu du + F(du8v + dv du) + Gdv dv ==

bezuglich der Coefficienten der ersten Grundform.

Eine doppelte Curvenschar auf einer Flache heisst ein conju-

giertes System, wenn in jedem Punkte die Richtungen der beiden

hindurchgehenden Curven conjugiert sind.

Offenbar kann die eine der beiden Scharen willkiirlich gewahlt
werden. Wenn ihre Gleichung, nach der willkiirlichen Constanten c auf-

gelost, die Form:

tp(u, v) c

hat, so sind die Curven der zweiten Schar die Integralcurven der Dif-

ferentialgleichung erster Ordnung (vgl. 34, S. 66, (12)):

(D I* - D **) dn + (D ^ - D&quot; I?) dv = 0.
\ cv on \ co cu/

Insbesondere merke man: Die notwendige und hinreichende Be-

dingung dafiir, dass die Parameterlinien selbst ein conjugier-
tes System bilden, ist: D = 0.

Die doppelte Schar der Krummungslinien ist sowohl orthogonal
als auch conjugiert und die einzige, der diese beiden Eigenschaften zu-

komrnen.
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57. Haupttangentencurven.

Eine auf einer Flache liegende Curve heisst Asymptoten- oder

Haupttangentencurve, wenn in jedem ihrer Punkte die Tangente

mit der zu ihr conjugierten zusanimenfallt. Aus (22) folgt, dass langs

einer Haupttangentencurve die Bedingung:

(23) Ddu* -f 2D du dv + D&quot;dv* =
erfiillt sein muss. Umgekehrt: genugt eine Curve auf der Flache

der Differentialgleichung (23), so ist sie eine Haupttangentencurve.

Wie die Krummungslinien bilden auch die Haupttangentencurven eine

(im allgemeinen nicht orthogonale) doppelte Schar, und in jedem

Flachenpunkte fallen die Richtungen der beiden hindurchgehenden

Haupttangentencurven mit den Asymptoten der Dupin schen Indicatrix

zusammen.

Naturlich sind die Haupttangentencurven nur daun reel], wenn

DD&quot; D 2
&amp;lt;0 ist,

d. h. im Gebiet der hyperbolischen Punkte, ima-

ginar im Gebiet der elliptischen Punkte. Nur bei den abwickelbaren

Flachen ( 55) fallen die beiden Systeme der Haupttangentencurven

zusammen und zwar mit den Erzeugenden.
Wir konnen nun leicht erkennen, dass aus der obigen Definition

der Haupttangentencurven unmittelbar der Satz folgt:

In jedem Punkte einer Haupttangentencurve A fallt ihre

Schmieguugsebene mit der Tangentialebene der Flache zu

sammen. Umgekehrt, besitzt eine Curve A diese Eigenschaft,
so ist sie eine Haupttangentencurve.

Es hat nainlich die der Flache langs der Haupttangentencurve A
umschriebene Developpable die Tangenten der Curve A, die ihre Riick-

kehrkante ist, zu Erzeugenden.

Umgekehrt, hat die der Flache langs A umschriebene Develop

pable diese Curve zur Riickkehrkante, so ist die Curve eine Haupt

tangentencurve.

58. Laplace sche Gleichung fur die Coordinaten ;/:, //, z der

Flachenpunkte* bei Zugmndelegung conjugierter Parameterlinien.

Wir wollen nun mit Darboux*) einige wichtige Eigeuschaften

der conjugierten Systeme und der Haupttangentencurven entwickeln.

Angenommen, die Gleichungen:

x = x(u, v), y = y(u, r), z = *(, f)

*) Bd. I, S. 127 ff.
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definieren uns eine auf ein conjugiertes System (u } v) bezogene Flache.

Da dann D = ist
;

so giebt uns die mittlere der Fundamentalglei-

clmngen (I) des 47 (S. 89) den.Satz:

Die Cartesischen Coordinaten x
} y, z eines beweglichen

Flachenpunktes sind Losungen ein und derselben Laplace-
schen Gleichung von der Form:

/0/IN c* c& .

-,
c& ( (12\ , fl2\\

(24) 7^ ?- = a 5
--

\-b &amp;gt; ={,&=CUCV CU CV \ (
1

J [
2

J /

Umgekehrt gilt der Satz:

Sind x(u, v)j y(u, v), z(u, v] Losungen ein und derselben

Laplace schen Gleichung (24), so bilden die Curven u, v auf

der Flache:

x = x(u, v), y = y(u, v), z = g(u, v)

ein conjugiertes System.
In der That ist dann

cu cv du cv du dv

dx cy cz

cu cu 8u

dx dy cz

dv cv dv

d. h. D = 0.

Andererseits wollen wir nun annehnaen, es wiiren die Curven w, v

die Haupttangentencurven. In diesem Falle haben wir zufolge (23)

D = 0, D&quot;= 0,

und die Grleichungen (I), 47
; (S. 89) geben den Satz:

Die Coordinaten x, y, z eines beweglichen Flachenpunk-
tes

7 ausgedriickt als Functionen der Parameter u
}
v der Haupt

tangentencurven, geniigen gleichzeitig zwei Gleichungen von
der Form:

(c*& c& . a c ( fill (ll\\
fl~T

== K 5
--r P-5~&amp;gt; \

a =
-, I /3

=
|

I

I
CH cu dv \ I

i
j

c*& c& . c& 22l 22\
(25)

Umgekehrt: Haben zwei simultane Gleichungen (25) drei linear von

einander unabhangige gemeinsame Losungen x
} y, z *), so definieren

die Gleichungen:

x = x(u,v), y = ytu,v), =
g(u, v)

eine Flache
?
die auf ihre Haupttangentencurve bezogen ist.

*) Dazu muss das System (25) unbeschriinkt integrabel sein.
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Diese Eigenschaften konnen zum analytischen Beweise des folgenden

Satzes dienen:

Bei den projectiven Transformationen gehen die conju-

gierten Systeme und die Haupttangentencurven einer Flache

in ebensolche fiber*).

Eine protective Transformation ist durch die Gleichungen:

a , vX =
~S&amp;gt;

y =
8&amp;gt;

Z=
8

gegeben, wo a, /J, y, d gauze lineare Functionen von x, y, z, also,

wenn (u, r) ein conjugiertes System ist, Losungen von (24) und, wenn

(w, v) die Haupttangentencurven sind, Losungen des Systems (25) sind.

CL.

Wird aber # = gesetzt, so geht die Gleichung (24) in eine ana-

loge fur -9- fiber und ebenso das System (25) in ein solches von

derselben Form, wodurch die behauptete Eigenschaft bewiesen ist. Im

uachsten Kapitel, das von den Ebenencoordinaten handelt, werden wir

in gleicher Weise sehen, dass auch den dualistischen Transformationen,

insbesondere den Transformationen durch reciproke Polaren im Raume,
die namliche Eigenschaft zukornmt (s. 73).

Unter den conjugierten Systemen (M, v) befindfct sich auch das-

jenige der Kriunmungslinien. Wir konnen nun fragen, welche beson-

dere Eigenschaft die Gleichung (24), der x, y, z genugen, besitzt,

wenn man die Kriimmungslinien zu grunde legt. Mit Darboux finden

wir, dass in diesem Falle auch x~ -\- y~ -\- z* eine Losung von (24) ist.

Setzen wir namlich:

so folgt aus den Gleichungen (I),
47 (S. 89):

cucv I
---

1 o
\ 1 J c u { 2

Also nur, wenn F= ist, ist Q eine Losung von (24).

Aus diesem Umstande hat Darboux einen eleganten Beweis fur

den Satz gefolgert: Bei der Transformation mittels reciproker
Radienvectoren gehen die Krummungslinien in ebensolche

fiber. Die bekannten Gleichungen fur diese Transformation sind in

ihrer einfachsten Gestalt die folgenden:

*) Geometrisch folgt dieses sofort daraus, dass die einer Flache langs einer

Curve umschriebene Developpable bei einer projectiven Transformation in die der

trausforniierten Flache langs der transformierten Curve umschriebene Develop

pable ubergeht.
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x y a + 2/

8

Da nun in dem vorliegenden Falle

Q = x2 + f -f-
2

eine Losung der Gleichung (24) ist
?
so fiihrt die Transformation:

diese Gleichung in eine andere derselben Art iiber, der offenbar

.R
4

x, y, j
sowie auch x 2

-j- i/

2
-(- ^ 2 = --

geniigen ;
da ^ = jR2 eine

Losung von (24) ist*). Nach dem
;
was wir vorhin gesehen haben,

sind dann auch auf der Ortsflache des Punktes (x } y ,
z

}
die Curven

u, v die Krummungslinien.

59. Einige Anwendungen.

Wir machen nun einige Anwendungen von den Ergebnissen des

vorigen Paragraphen.

1) Wir betrachten die Gleichung:

u v

Ihre allgemeine Losung ist die Summe zweier willkiirlicher Functionen,
von denen die eine nur von u, die andere nur von v abhangt. Wird
demnach

(26) x = f, (u) + ^ (v}, y = /2 (M) + &amp;lt;p2 (v), z = /3 (M) + &amp;lt;ps (v)

gesetzt, so bilden auf der hierdurch definierten Flache die Curven u, v

ein conjugiertes System. Diese Flachen werden Translationsfl lichen

genannt, weil sie durch die translator!sche Bewegung einer Curve er-

zeugt werden, deren samtliche Punkte infolge der Translation congruente
Curven beschreiben. In der That braucht man dazu nur der Curve:

x = /iO); y = fM, 2 = /3 (
M
)

eine Translationsbewegung zu erteilen, bei der jeder ihrer Punkte eine

der Curve:

x = cp i (v), y = &amp;lt;p2 (v\ z = % (v)

congruente Curve beschreibt.

Es ist klar, dass die Art der Erzeugung dieser Flachen eine

doppelte ist, insofern als sie durch Translation entweder einer Curve u

oder einer Curve v entstehen.

*) Darboux, Bd. I, S. 208.

**) Ebenda, S. 98 ff.
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Mit Lie konnen wir uns die Translationsfliichen folgendermassen

erzeut denken: Wir betrachten die beiden Curven:

dann ist die Flache der Ort der Mittelpunkte aller Strecken, welche

die Punkte der ersten mit den Punkten der zweiten Curve verbinden.

Wie ersichtlich, ist die Differentialgleichung der Haupttangenten-

curven far die Translationsflachen gegeben durch (vgl. (3*), S. 87):

Wenn insbesondere

A = 0, Vl
=

angenommen wird, so \verden die Veranderlichen getrennt, d. h. : Fur

eine Translationsflache, deren erzeugende Curven in auf ein-

ander senkrechten Ebenen liegen, ergeben sich die Haupttan-

gentencurven mittels Quadraturen.

2) Wir betrachten zweitens die Gleichung*):

(27) (u v) ^ - = m c--- n
c-

(m. n = Const.).vtv v cu ^cv cu

Man sieht sofort, dass fur beliebige Werte der Constanten A und a

& = A(u a)
M

(t7 o)
n

eine Losung derselben ist. Setzen wir also:

x=A(u-ay(vay, y= B(u &) &quot;(r 6), z= C(u c)&quot; (v c),

so erhalten wir eine Flache, auf der die Curven u, v em conjugiertes

Svstem bilden. Als Differentialgleichuug der Haupttangentencurven

dieser Flache ergiebt sich die Gleichung:

t/i(m l)du* (n l)^^
1

(u a)( 6)(w c)

==
(v a) (v V)(v ~cj

die mittels Quadraturen durch elliptische Functionen integriert wird.

1st m = )i,
so ist die Gleichung der Flache:

und die Integralgleichung der Haupttangentencurven ist in M, v alge-

braisch.

Insbesondere betrachten wir den Fall einer Flache zweiteu Grades:

m = n = 1.

*) Darboux, Bd. I, S. 242.

B i a n c h i
, DiCfereiitialgeonictrie
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Mit Riicksicht darauf
7
dass liier u-\-v eine Losung der Gleichung (27)

ist
; erhellt, wenn

A* _|_ #* _|_ C2 =
gesetzt wird, dass die Curven u, v gerade die Krummungslinien der

Flache zweiten Grades sein werden, da jetzt x2 + y
2 + z

2 eine Losung
von (27) ist. Im Einklang hiermit braucht man bei dein Ellipsoid:

nur

= a 8
(a

S + ^)(a
a + ^) , p

-

(a2 _^)(aS
._

y2)
,

(^
zu setzen

;
wo u zwischen y

2 und
/3

2 und v zwischen
/3

2 und

a 2

variiert, um alle reellen Punkte des Ellipsoids (in elliptischen

Coordinaten) zu erhalten.

Anmerkung. In den Anwendungen komnien oft die auf die

Hauptkriiminungsradien, die Krummungslinien und die Haupttangenten-
curven einer Flache beziiglichen Gleichungen vor, wenn die Gleichung
der Flache in der gewohnlichen Form:

=
g(X) y) f

bezogen auf rechtwinklige Cartesische Axen, gegeben 1st. Uni die-

selben zu erhalten
;
setzen wir in unseren allgemeinen Gleichungen

u = x, v = y

und fiihren die iiblichen Monge schen Bezeichnungen ein:

8z _ dz
P ~~~~8x q ~~

dy

_ o*z d*z _ c^z

Dann erhalten wir als Coefficienten E
} F, G der ersten Grundform:

(a) J5=l+p2

?
F= pq, G=l+q\

Als Richtungscosinus der Normale ergeben sich:

demnach als Coefficienten D, D }
D&quot; der zweiten Grundform:

(c) D = ~ ^= =, D
V / -i /^ TTv T

Die mittlere Kriimmung H und die Totalkrummung K der Flache

sind daher durch die folgenden Ausdriicke gegeben:

~~9N 3
/,

~~
) W * ==
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Endlich lautet die Differentialgleichung der Haupttangentencurven bezw.

Kruminungslinien wie folgt:

(f)

(g)
{(1

rda? -f Zsdxdy -f tdy- = 0,

{(1 + P*)t
-

(1 + g*)r] dxdy

60. Berecnnung der Differentialparameter.

Zum Schlusse dieses Kapitels geben wir die wichtigen Ausdriicke

fur die Differentialparameter von x, y, z; X, F, Z und fur ihre beiden

Functionen:

Q = (3? + y
2 + j?

2
), W= Xx + Yy + Zz,

von denen die erste das halbe Quadrat der Entfernung des Coordinaten-

anfaugspunktes vom Flacheupunkte (x, y, z) und die zweite die Ent

fernung des Coordinatenanfangspunktes von der Tangentialebene darstellt.

Tim sie zu berechnen, beziehen wir uns unter Benutzung der In-

varianteneigenschaften der Differentialparameter der grosseren Bequem-

lichkeit halber auf die Krummuugslinien als Parameterlinien
,
wobei

wir beachten, dass die Determinante :

1 ex 1 cif

lex 1 cy

C2

cz

v yo ov

Y

die einer orthogonalen Substitution ist (vgl. S. 63), und uns im vor-

liegenden Falle der Gleichungen (vgl. (13) S. 102):

* X ex c X
cu

~
2 eu c c l cv

bedienen.

Da nach (14) und (16), 35, S. 67 jetzt

ist, erhalten wir:

(28) ^x = i-x*-,

(29) V (x, y}
= - X r,

Ferner habeu wir:

V (x, i)
= - XZ, A (y, 2}

= - YZ.

x= i (^)
2

i
? (^y
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und analog A
x
Y

J Aj Z, woraus folgt :

Behufs Berechnung von A
2 # konnen wir auf die allgemeine Gleichung

(24), 26, S. 47, zuriickgehen. Dieselbe ergiebt hier:

EG F*

wo die x,.,, die covarianten zweiten Derivierten von x beziiglich der

ersten Grundform sind. Infolge der Gleichungen (I), 47, ist aber

(vgl. (22), S. 46):

xn = DX, xn = D X, x.22
=

D&quot;X,

also:

A &D + ED&quot; a + ^
-^

*-*2&quot;
t Tfr T^S

~ *
-d Cr Jf

oder (nach (18), S. 105):

(A) A2
= HX =

(~- -f -*-)
X.

Diese wichtige von Beltrami abgeleitete Gleichung zeigt ( 38,

S. 73), dass auf den Flachen von der mittleren Kriimmung Null

(Minimalflachen) die Schnitte mit einem System paralleler Ebenen

einem Isothermensystem angehoren.

Eine weitere Gleichung, die fiir die Theorie der Abwickelbarkeit

von grosser Wichtigkeit ist, erhalt man, wenn man den Differential-

parameter -( 26, S. 48)

A n* 11 22 1 2_

EG F*

bildet. Fiir ihn ergiebt sich infolge der obigen Werte von xll} X12 ,
X22

und der Gleichungen (28) der Ausdruck (vgl. (18), S. 105):
/m A..ic = (l &x)K=X 2K.

Dieses ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir

x (auch y und 8 geniigen ihr), deren Coefficienten nur aus denjenigen

der ersten Fundamentalform gebildet sind.

Einer Gleichung derselben Art geniigt auch

In der That finden wir zunachst bei Zugrundelegung der Kriimmungs-
linien als Parameterlinien nach (14), S. 67:

Beachten wir ferner, dass sich fiir die covarianten zweiten Differential-

quotienten von Q nach (22), S. 46, sowie wegen der obigen Werte von
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ergiebt, so haben wir sofort nach (24), S. 47, und nach (18), S. 105:

ferner nach (26), S. 48:

A 22
o =

l-Tr(^ + l)+ W*K.

Durch Elimination von W und ~\V~ aus den Ausdriicken fur

erhalten wir endlich noch die Gleiehung:

(C) A
2 p A 22 o

= l + JT(A,p 2p).



Kapitel Y.

Die spharisclie Abbildung nach Gauss. - Ebenencoordinaten.

Spharische Abbildung uach Gauss und ihre Eigenschaften. Satz von Enneper
iiber die Torsion der Haupttangentencurven. Allgemeine Formeln fur die spha
rische Abbildung. Die Flachen bezogen auf ihre Haupttangentencurven.
Formeln von Lelieuvre. Die Flachen mit positivem Krummungsmass bezogen
auf ein isotherm-conjugiertes System. Formeln von Weingarten fiir die Ebenen
coordinaten der Flachen. - - Flachen mit gegebenem Bilde eines conjugierten

Systems. Flachen mit einer Schar von Kriimmungslinien in parallelen Ebenen.

61. Spharische Abbildung nach Gauss.

Sehr nutzbringend fiir das Studium jeder nicht abwickelbaren

Flache 1st eine punktweise Abbildung derselben auf die Kugel, welche

die Gaussische Abbildung heisst und die wir folgendermassen er-

halten: Es sei S eine Flache, M ein beweglicher Punkt auf ihr; wir

beschreiben eine Kugel und ziehen durch ihren Mittelpunkt den Radius

parallel der positiven Richtung der in M auf S errichteten Normale.

Der Endpunkt M des Radius heisse das Bild des Punktes M. Wenn
sich M auf der Flache S (oder auf einem Gebiete der Flache) bewegt,
so bewegt sich sein Bildpunkt M auf einem entsprechenden Gebiete

der Bildkugel. Es versteht sich, dass dieses spharische Bild die Kugel
im allgemeinen mehrfach iiberdecken wird, namlich dann, wenn inner-

halb des betreffenden Gebietes von S die Normale von S in verschie-

denen Punkten von 8 dieselbe positive Richtung hat. Wenn man will,

so kann man im allgemeinen das Gebiet von S in mehrere Teilgebiete

zeiiegen derart, dass das spharische Bild jedes Teilgebietes einblattrig ist.

Der Einfachheit halber legen wir den Mittelpunkt der Kugel in

den Coordinatenanfang und setzen ihren Radius gleich der Langenein-
heit. Dann ist klar, dass, wenn x, y, 2 die Coordinaten eines Punktes

M von S sind, diejenigen des Bildpunktes M auf der Kugel genau
die Cosinus der (positiven) Normalenrichtung, X, Y, Z, sind. Bezeich-

nen wir demnach das Linienelement der Bildkugel mit ds
,
so haben wir:
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rfs
2.= dX* + dY* + rfZ2

,

und setzen wir:

ds * = edu~ + 2fdudv + gch*,

so finden wir mit Hilfe der Fundamentalgleichungen (II), 47, Kap. IV,

(S. 90) leicht:

(1) C= -(KE+HD\ f=(KF+HD-), g= -
d. h.:

ds * = K(Edu* + 2Fdndi- + Grfr 2

)

I -H(Ddu- + 2D dudi- +
Im allgemeinen giebt es bei jeder punktweisen Abbildung einer Flache

auf eine andere ein und nur ein (stets reelles) Orthogonalsystem auf der

einen, das in ein ebensolches auf der anderen iibergeht. wofern die Ab

bildung nicht conform ist,
in welchem Falle jedes Orthogonalystem auf

der einen in ein ebensolches auf der anderen ubergeht **). Xun sieht

man sofort, dass im allgemeinen dasjenige Orthogonalsystem
auf der Flache, das bei der spharischen Abbildung Ton Gauss

in ein ebensolches ubergeht, das der Kriimmungslinien ist.

Denn wenn das System (M, v) auf der Flache orthogonal ist, so

ist F=0. Ist das entsprechende auf der Kugel nach (1) orthogonal, so

folgt auch:

HD = 0,

also ist (abgesehen von dein Fall H=0) D = 0, und die Gleichungen:

F= 0, D = charakterisieren eben das System (M, r) als das der

Krummungslinien .

Im Falle H= hat jedes Orthogonalsystem auf der Flache ein

orthogonales spharisches Bild. Dai-aus folgt: Die spharische Abbil-

*) K, H bezeichnen wie gewohnlich die totale und die mittlere Kriimmung:

DP&quot; D&quot;
1 2 FD ED&quot; GD

EG F s EG F*

**) Dieser Satz ergiebt sich leicht aus den Ergebnissen des 31, Kap. II

uber simultane binare quadratische Formen. Es mogen auf den beiden Flachen

zwei entsprechende Systeme (u, v) zu Parameterlinien gewahlt werden. Dann
konnen die beiden (definiten) quadratischen Formen:

rfs
2 = Edu- + -2 Fdti dv -f Gdc*-, ds - = E dtr -f -&amp;gt;F dudv + G dc*,

welche die Quadrate der Linienelemente der Flachen darstellen, auf eine und nur

auf eine Weise gleichzeitig auf Orthogonalformen gebracht werden, falls nicht

die Proportion:
E : F : = E : F : G

besteht. Im letzteren Falle ist die Abbildung conform, d. h. alle Orthogonalsysteme

gehen in ebensolche fiber, und die obige Reduction ist auf unendlich viele Weisen

moglich.
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dung nach Gauss ist nur fur die Flachen von der mittleren

Krummung Null und fur die Kugel eine conforme.

Diese wichtige Eigenschaft der Flachen von der mittleren Krummung
Null, der sogenannten Minimal fl ache n, bildet die Grundlage fur den

Zusammenhang, der, wie wir im weiteren sehen werden, zwischen der

Theorie dieser Flachen und derjenigen der Functionen einer complexen
Yeranderlichen besteht.

62. Eigenschaften der Gaussischen Abbildung und Satz von

Enneper iiber die Torsion der Haupttangentencurven.

Aus den Gleichungen (1) konnen wir noch eine weitere bemer-

kenswerte Folgerung ziehen. Wir nehmen an, das System (u, v) auf

der Flache ware conjugiert, d. h. D = 0. Die Gleichungen (1) geben:

_^!._ f- FDD&quot; ED&quot;*

~EGF* &amp;gt;~ EG F* 9 ~~EG F*

Bezeichnen wir mit co bez. ii den Winkel, der von den positiven Rich-

tungen der Parameterlinien in jedem Punkte der Flache S bez. der

Bildkugel gebildet wird, so folgt aus den Gleichungen (vgl. (6), S. 63):

F f
COS O= =) COS fl = -f *)

das Ergebnis:
cosii = + cos co,

wo das obere Zeichen fiir einen hyperbolischen Punkt (bei dem J), D&quot;

verschiedene Zeichen haben), das untere fiir einen elliptischen Punkt

gilt. Daraus schliessen wir : Bei der spharischen Abbildung bleibt

der Winkel zweier conjugierter Richtungen auf der Flache

entweder ungeandert oder er geht in den Supplernentwinkel

iiber, je nachdem der Punkt, von dem die beiden Richtungen

ausgehen, hyperbolisch oder elliptisch ist.

Weniger streng ergiebt sich dieser Satz auch auf Grund der fol-

genden Ueberlegung: Es seien
t,
f zwei conjugierte Richtungen auf der

Flache. Dann erhalten wir, wenn wir mit den Symbolen d bez. 6 die

nach diesen Richtungen gerechneten Differentiale bezeichnen (vgl. 56,

S. 108):

Da nun dX, dY, dZ den Cosinus der t entsprechenden Richtung auf

der Kugel proportional sind, so folgt, dass diese Richtung auf der Rich

tung f senkrecht steht.

Hieraus ergiebt sich, dass fiir die (auf einander senkrechten)

Hauptrichtungen und nur fiir diese die entsprechende Rich-

*) Es sei daran erinnert, dass die Vorzeichen der Wurzeln positiv zu nelimen sind.
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tung auf der Kugel der ursprunglicheu parallel wird, wie

auch aus den Gleichungen von Rodrigues ( 54, Kap. IY, (13)) erhellt.

Wir sehen auch, dass sich nach dem Vorstehenden fiir die Haupt-

tangentenriclitungen die folgende Definition ergiebt: Die Haupttan-

gentenrichtungen sind diejenigen, welche bei der spharischen

Abbildung urn einen rechten Winkel gedreht werden.

Wir kehren nun zu den allgemeinen Gleichungen (1) zuruck und

berechnen das Flachenelement der Kugel ( 33, S. 63):

d6
f= Yeg f* dudv.

Wir erhalten:

d&amp;lt;f
= K^EG F* dudv = Kdtt,

wenn d& das Flacheuelement der gegebenen Flache ist.

Wenn wir also um einen Punkt M der Flache eine kleine ge-

schlossene Curve ziehen und mit 6 das eingeschlossene Flachenstuck-

chen, mit (? das entsprechende des spharischen Bildes bezeichnen, so

convergiert das Verhaltnis
,
wenn das Flachenstuckchen 6 (nach einem

beliebigen Gesetz) unendlich klein wird, gegen den Wert der Total-

krummung K=- - im Punkte M. Diese von Gauss gegebene De-
r
i
rt

finition des Krummungsmasses weist, wie man sieht, eine vollige Ana

logic zu derjenigen der Kriimmung ebener Curven auf.

Zum Schlusse leiten wir aus denselben Gleichungen 1 1) oder (2)

den Satz von Enneper ab: Das Quadrat der Torsion der Haupt

tangentencurven ist in jedem Punkte gleich der mit entgegen-

gesetztem Zeichen genommenen Totalkrummung der Flache.

Zum Beweise braucht nur beachtet zu werden, dass fur eine Haupt-

tangeutencurve die Richtungscosinus der Binormale gerade

X, Y,Z
sind und also nach 5

J^ _ rfX + rfT + dZ* ds*

T 1
~

ds*
~

rfs
1

ist. Wegen der Gleichung (2) aber und unter Beriicksichtigung des

Umstandes, dass langs einer Haupttangentencurve uach 57

Ddu* + ZD dudv + D Vr2 =
ist, erhalten wir:

1- *--*
j-i

*

Dieser Satz wird nachher in 65 weiter ausgefiihrt werden, wo

unter Beriicksichtigung des Vorzeichens der Torsion bewiesen werden

wird. dass in jedem (hyperbolischen) Punkte der Flache die
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beiden Haupttangentencurven 7
die sich in dem Punkte durch-

kreuzen, gleiche, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte
Torsion haben.

63. Allgemeine Formeln fur die spharische Abbildung.

Fur viele Fragen der allgemeinen Flachentheorie ist die Unter-

snchung der Flachen mit gegebener spharischer Abbildung von

Wichtigkeit. Wir wollen nun in diesem Paragraphen die allgemeinen

Gleichungen aufstellen, die sich auf das Problem beziehen: Wenn die

dritte Differentialform:

(3) ds 2 = edu* + Zfdudv + gdv\

gegeben ist, d. h. e, f, g als Functionen von u und v gegeben
sind, sollen die zugehorigen Flachen bestirnmt werden.

Zu diesem Zwecke suchen wir die notwendigen und hinreichenden

Bedingungen auf, denen die Coefficienten D, D }
D&quot; der zweiten Grund-

form geniigen miissen. Sind diese Bedingungen erfiillt und werden

X, Y, Z als bekannte Functionen von u und v vorausgesetzt, so lasst

sich nachweisen, dass sich die entsprechende Fliiche mittels Quadra-

turen ergiebt.

^ Zunachst sind die Grundgleichungen (I) des 47, Kap. IV (S. 89),

angewandt auf die Bildkugel, anzusetzen. Da die Cosinus der nach

aussen gerichteten Kugelnormale eben X, Y
}
Z sind, so ist die

zweite Grundform bezuglich der Kugel, mit entgegengesetztem Vor-

zeichen genommen, mit der ersten identisch*). Die angefuhrten Glei

chungen lauten also in dem vorliegenden Falle:

(4)

__ /

1 1 ) cu 1 2

|i2|
x , fi2

\ 1 j gt*

&quot; &quot;

1 2 J

C -A.
|
u & i L/ -*-

I

|

1 j ~?u T 1 2

. ll\ cX v
I /

&amp;gt; _ _ p ,\

wo der Strich an den Christoffel schen Symbolen andeuten soil, dass

dieselben aus den Coefficienten e, f, g der dritten Grundform (3) ge-

bildet sind**).

*) Es wird hier also als positive Seite der Kugel die aussere genommen
und in Uebereinstimmung mit den grundlegenden Festsetzungen des 46, Kap. IV,

vorausgesetzt, dass auf dieser positiven Seite die positive it-Richtung links von

der positiven v-Richtung liegt.

**) Wie immerlassen wir auch hier die analogen Gleichungen in YundZweg.
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Wir setzen nan die Grundgleichungen II ( 47, Kap. IV, S. 90) an,

aber in anders aufgeloster Form, wobei wir mittels der Gleichungen

(1), 61
&amp;gt;

die Coefficienten e, f, g einftihren, und finden:

( ?x _ fD gD cX . fD eP 3X
}

I
Fit

~
eg f

9 cu~ eg f* dv

j

rx = fD&quot; gP c_X_ , fP - eP&quot; dX^
\cv

~
eg f* cu eg f* dv

Nun driicken wir in den Integrabilitatsbedingungen:

= u- s. w.
CV CU CU C 9/

die zweiten Differentialquotienten von X mittels der Gleichungen (4)

aus und setzen fur die Differentialquotienten der Coefficienten e, f, g

ihre Werte in den Christofferschen Symbolen ein. Nacb einfachen

Umformungen finden wir als die gesuchten Bedingungen *) :

%

+[{vr- {vn^-w^-o-
Dies sind genau die Codazzi schen Gleichungen (IV), 48, Kap. IV

(S. 91), wenn an Stelle der ersten Grundform die dritte gesetzt wird.

Genugen ihnen D, D , D&quot;,
so ist die entsprechende Flache wirklich

vorhanden und ergiebt sich mittels Quadraturen aus den Gleichungen

(5).
Wir kommen somit zu dem einfachen Ergebnis: Sind die

beiden Differentialformen:

Ddu* + ZD dudv -f D&quot;dv,

edrf + Zfdudv +gdv-

gegeben, von denen die zweite definit ist und die positive

KrummungEins besitzt, so ist dafur, dass eine Flache existiere,

*) Um diese Rechnung in aller Kiirze durchzufiihren , setze man fiir den

Augenblick:

fP -gP fP-eP _ fD&quot;- 9P _ p fD - eP&quot; = Q^^A S
&quot; = M

cg-f eg-r eg
- f*

woraus folgt:

Me + 37 = - P, Mf + *
!)
= Pe+Qf=- P . Pf + Qff

= - D &quot;-

Us Integrabilitatsbedingungen erhalt man die Gleichungen:

die unmittelbar in die Gleichungen (6) des Textes ubergehen.
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welche dieselben als zweite und dritte Grundform besitzt,

notwendig und hinreichend, dass die Codazzi schen Gleichun

gen (6) erfiillt sind. Die betreffende Flache ist eindeutig
bestimmt und ergiebt sich, wenn X, Y, Z als Functionen
von u und v bekannt sind, mittels Quadraturen aus den Glei

chungen (5).

Die Bestimmung von X, Y, Z, wenn nur die Coefficienten c,f, g
bekannt sind, hangt von einer Riccati schen Gleichung ab

( 50, Kap. IV).
Wie in 48 (S. 92) sieht man, dass die Gleichungen (6) auch in

der folgenden Form geschrieben werden konnen:

( d_i D
cv

(6*)

__
yeg-~f* \ 1 J yeg~-f^ \ 1 I yeg-f

Endlich leiten wir die Gleichungen ab, die uns die Werte fur

r
i + r

*&amp;gt;

r
i
r
2

geben, wenn r
l
und r

z
die Hauptkrumrnungsradien der Flache sind.

Als die quadratische Gleichung, durch die sie bestimmt werden, erhalten

wir nach Formel (9), 52, S. 100, die folgende:

(^) (eg f)r
2 + (eD&quot;+ gD 2fD&quot;)r + VI)&quot; D 2 = 0.

Also ist:

(8)

. 2fD eD&quot;gDif _i_
/&amp;gt;/

*
&amp;lt;&amp;gt;

\ r 2
-

on _ f*

r

l 2

Aus den Gleichungen (1), 61, finden wir fiir die Coefficienten des

Quadrates des Linienelementes der Flache die Werte:

\E
= -

(r, + r
a)D -re, F=- (r, + r

g)D - r,ra ft

\ G = ~(ri + r
2 }D&quot;

64. Die Flachen bezogen auf ihre Haupttangentencurven.

Diese allgemeinen Gleichungen wenden wir auf zwei Falle von

besonderem Interesse an. Im ersten Falle nehmen wir als Parameter-

linien u, v auf der Kugel die Bilder der Haupttangentencurven
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der F lac he, von der wir also, indent wir uns auf reelle Grossen be-

schranken, annehmen, dass sie
7 wenigstens in deni betreffenden Gebiet,

nur hyperbolische Punkte besitze.

Wir haben in dieseni Falle:

D = 0, IJ&quot;=0.

Setzen wir nun:
r
i
r2
= Q

2

,

d. h. bezeichnen wir mit -

j
das Kruinmungsmass der Flache, so

erhalten wir aus (8):

= *x

Die Codazzi schen Gleichungen (6*) lauten:

I
&amp;gt; ;:

= - & \
|

.

cu 2 } cv I 1 J

wobei die geoinetriscke Bedeutung von Q durch die Gleichung:

gegeben ist.

Wir haben also das zum ersten Mai von Dini**) gefundene Er-

gebnis:

Damit die spharischen Curven u, v die Bilder der Haupt-

taugentencurven einer Flache seien, ist notwendig und hin-

reichend, dass die fiir das Linienelerneiit der Kugel berech-

(12) f 1 2)
neten Symbole

|
I, |

&quot;

i der Gleichung:

cu\ 1
I &quot;fa \ 2

genugen.
Ist diese Bedingung erfullt, so wird Q durch die Gleichungen (10)

bis auf einen constanten Proportionalitatsfactor bestimrut. Wir erhalten

dann niit Riicksicht auf die Gleichungen (5) den Satz:

Die zugehorige Flache ist ihrer Gestalt nach niittels

Quadraturen durch die Gleichungen:

*) Wir lassen hier das doppelte Zeichen weg und betrachten die Grosse p,

die durch die folgenden Gleichungen (10) definiert ist, als positiv. Die Aende-

rung des Zeichens von D bedeutet nur eine Aenderung der Zeichen der rechten

Seiten in (5), d. h. es ist die Flache nur durch die zum Coordinatenanfangspunkt

synunetrisch gelegene Flache zu ersetzen.

**) Annali di matematica, Ser. 2, Bd. 4.
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( dx _ gf dX ge dX
du yeg f*du yeg f* dv

(0) SY- f 2-VOX gg fJX . gf dX
dv y~eg~T* du V~eg f* dv

bestimnit.

Die Gleichungen (8) werden dann:

r + r -
2 f*

Veg-f*
und folglich die Gleichungen (9):

Fur das Quadrat des Linienelements der Flache ergiebt sich

also der Ausdruck:

(14) ds2 = $\e du* 2fdu dv -f- gdv
2

}.

Es mag noch auf die einfachen Beziehungen hingewiesen werden, die

jetzt zwischen den fur die Flache bez. Kugel gebildeten Christoffel schen

{\
i \

7* S I )&quot; S I

I
und

|
bestehen. Aus der Tabelle (A) ;

35
;t

} \ t }

S. 67
,
finden wir auf einfache Weise.*) :

*) Es mag hier eine Reihe von einfachen und allgemeinen Gleichungen an-

gegeben werden, die von Weingarten bemerkt und dem Verfasser brieflich mit-

geteilt worden sind. Wir nehmen die vier Gleichungen (vgl. 46):

-^ridxdX -sT^dx 8X ^^3x dX
JJ = &amp;gt; -^ ^ ,

JJ = &amp;gt; -x- K ,
JJ = &amp;gt; 75 -^ ,/ i Cn ou / i cu cv / . n v flu 1

D&quot;= ^ cxdX

und differenzieren jede derselben einerseits nach u und andererseits nach v.

Wenn wir dann fur die zweiten Differentialquotienten von x die durch die Grund-

gleichungen (I), S. 89, gegebenen Werte und ebenso fur diejenigen von X die

Werte (4), S. 122, einsetzen, so erhalten wir die in Rede stehenden Gleichungeii,

die wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen :

dD
=

dD
dv

dD
dv

( dP
CU

dP
dv
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65. Zweiter Beweis des Satzes von Enneper.
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65. Zweiter Beweis des Satzes von Enneper.

Wir zeigen zunachst, wie sich aus diesen Gleichungen wieder der

in dem bereits in 62 angedeuteten Sinne vervollstandigte Satz von

Enneper ergiebt.

Wir betrachten auf der Flache S die Haupttangentencurven v,

deren Bogenelement ds, infolge der Gleichung (14) durch

ds, = Q~ty e du

gegeben ist.

Fur die Curve v erhalten wir unter Beibehaltung der in der

Curvenlehre gebrauchten Bezeichnungen:

1 ex l cy
cos a = } cos p =

$ ye c u 9 ye cu

d. h. infolge der Gleichungen (13):

f cX

1 gz
cos7= -

7

o V e c u

/ -Y
cos a =

cos =

cos y =
ye yeg f* cu yeg f- cv

Ferner ist, da die Schmiegungsebene der Curve v mit der Tangential-
ebene der Flache zusammenfallt,

cos A = + X, cos
fi
= + Y, cos v = + Z,

und demnach:

cu

cD&quot;
t

cv

Durch geeignete Combination dieser acht Gleichungen ergeben sich wieder

die Codazzi schen Gleichungen sowohl beziiglich der ersten als auch der dritten

Grundform (S. 91 und S. 123). Wird in den obigen Weingarten schen Gleichungen
D und D&quot; gleich Null gesetzt, so ergeben sich unmittelbar die Gleichungen (a)

des Textes.
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I COS U, COS V
cost ==

I

cos
/3

cos y

f

Y
cZ

eg f* cv

Analoge Gleichungen bestehen fiir COST; und cos g. 1st -,- die Tor-
V

sion der Curve v, so kornmt nach den Frenet schen Formeln (S. 10):

&amp;lt;.
d cos 1,

ds_ -J-

d. h. infolge der obigen Gleichung:

X
cX
cu

7 3X
f* cv V

Q }/e

Es ist aber nach 47, S. 88, oben:

X Y Z
cX cY
cu

r
cu cu

cX cY
cv dv cv

demnach :

1

f
2

,

Wird entsprechend mit
-^-

die Torsion der Haupttangentencurven
u

u bezeichnet, so finden wir:

Wie man sieht, geben diese Gleichungen wieder den Enneper schen

Satz und beweisen ferner, dass die beiden durch einen Flachenpunkt

gehenden Haupttangentencurven zwar gleiche, aber dem Zeichen nach

entgegengesetzte Torsionen haben.

66. Haupttangentencurven auf den Minimalflachen.

Die Gleichungen des 64 geben, angewandt auf zwei wichtige

Klassen von Flachen, die wir weiterhin untersuchen werden, namlich

auf die Mininialflachen und die pseudospharischen Flachen, unmittelbar

einige beinerkenswerte Satze.
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Wie bereits erwahnt, werden als Minimalflachen diejenigen

Flachen bezeichnet, bei denen in jedem Punkte die Hauptkrunimungs-

radien gleich und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sind. Ihre

Haupttangentencurven sind reell und stehen auf einander senkreeht,

da die Dupin sche Indicatrix in jedem Punkte aus zwei (conjugierten)

gleichseitigen Hyperbeln besteht. Da hier

=

sein muss, so folgt f=0, also auch ^=0 nach S. 126, d. h. die

Curven u, r bilden, wie bereits bemerkt, auf der Flache und im spha-

rischen Bilde ein Orthogonalsystein. Weiter folgt aber aus der Glei-

chung (12), da wegen (A), S. 61

|12\ _ 1 doge fl 2\ _ 1 c logg

1 1 j

= =
2 ^v \ 2 J

&quot; =
2 cu

ist, die Gleichung:
c* loge _ c* log^
cucv cucv

Dieselbe besagt (nach (24), 38, S. 72), dass die spharischen

Curven M, v isotherm sind. Durch Aenderung der Parameter
,
r konnen

wir ohne weiteres e gleich g machen. Dann folgt aus den Gleichungen

(b) und (10), 64, S. 125 :

Die Quadrate der Linienelemente auf der Kugel und auf der Flache

erhalten dann bezuglich die Formen:

f7s
2 = --

(rfM
2 + rfr

2
),

ds- = Q (dir +
Also: Sowohl die Haupttangentencurven einer Minimalflache

als auch ihre spharischen Bilder sind Isothermensysteme.
Die vorstehenden Ausdrucke lassen wiederurn erkennen, dass die spha-

rische Abbildung nach Gauss fur die Minimalflachen conform ist. Da
nun ferner alle Isothermensysteme auf der Kugel bekannt sind, so er-

geben sich alle Minimalflachen aus den Gleichungen des Paragraphen 64

niittels Quadraturen.

67. Haupttangentencurven der pseudospharischen Flachen.

Wir betrachten Flachen mit constantem negativen Kriiin-

munsmass:
K= -

(o
=

Const.).

Diese Flachen werden auch als pseudospharische Flachen und Q als

ihr Radius bezeichuet. Aus den Gleichungen (10) folgt:
Blanch i. Differentialgeometrie. U
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d. h. nach (A), S. 67:

demnach:

d e
,-. 3 g ^ /. 8 e S g

dv du o v du

de
ft eg s^

/7 41
*

s*i aidv

Da somit e eine Function von u allein und g eine solche von v allein

ist, so kann durch Aenderung der Parameter u, v einfach

-j
-*~

; 9

gemacht werden, und es ergiebt sich, wenn mit to der Winkel der

Haupttangenten auf der Flache bezeichnet wird:

(16) ds2 = Q^(du
2

-|- 2 cos co du dv -f- dv
2

),

(16*) ds 2 = du2 2cosa)dudv -f- dv
2

.

Wir betrachten nun auf der pseudospharischen Flache S das Vier-

eck, welches von vier Haupttangentencurven:

U = UQ ,
U = Ul} V V

Q}
V = V

i

gebildet wird.

Da gdu das Bogenelement der Curven v und gdv dasjenige der

Curven u ist und da Q constant
ist, so haben die beiden Gegenseiten:

die Lange $(1^
-- u

~)
und die beiden andern Seiten die Lange

Q(VI VQ). Es besteht also der Satz:

In jedeni krummlinigen Viereck, das von vier Haupttan
gentencurven einer pseudospharischen Flache gebildet wird,
sind die gegeniiberliegenden Bogen einander gleich.

Zufolge (16*) ist ferner klar, dass den spharischen Bildern
der Haupttangentencurven dieselbe Eigenschaft zukomint.

Wir bemerken noch, dass beide Eigenschaften fur die pseudo

spharischen Flachen charakteristisch sind. In der That, wenn diese

Eigenschaft von den Curven u, v auf der Kugel vorausgesetzt wird, so

besagt dieses, dass e, g durch Aenderung der Parameter u
}
v gleich

Eins gemacht werden konnen, woraus sich
j [=0, |

= und
I

1 J I
* J

also infolge der Gleichungen (10) Q
= Const, ergiebt. Beriicksichtigt

man andrerseits die Gleichungen (a), 64, S. 127:

f!2\ (12} (12J (12}
ill 111 1 2 J

= -

1 2 j

so gelangt man offenbar zu derselben Schlussfolgerung, wenn man vor-

aussetzt, dass die in Rede stehende Eigenschaft den Haupttangenten
curven u

}
v auf der Flache zykommt.
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Die Aufgabe, die pseudospharischen Flachen zu bestimmen, deckt

sich mit der, auf der Kugel diejenigen Systeme von Curven
it,

v zu

finden, fiir die das Quadrat des Linienelementes den Ausdruck (16*)

annimmt, d. h. diejenigen Systeme zu finden, welche die Kugelober-

flache in krumnilinige Vierecke teilen, deren Gegenseiten einander

gleich sind. Wenn man nun mit Hilfe der Gleichung (17), 35,

Kap. Ill (S. 68), die Eigenschaft ausdriickt, dass die Krummung der

Form (16*) gleich Bins (oder diejenige der Form (16) gleich
- J

ist, so findet man fur GJ die charakteristische Gleichung:

(17) 4^- = sin CD.
CUCK

Jeder Losung GJ dieser partiellen Differentialgleichung entspricht

eine pseudospharische Flache mit gegebenem Radius Q und umgekehrt*).

68. Formeln von Lelieuvre.

Die Gleichungen (13) des 64 (S. 126) gestatten eine von Le

lieuvre**) angegebene elegante Transformation, die fur die Theorie

der unendlich kleinen Yerbiegungen von grosser Wichtigkeit ist.

Diese Transformation der Gleichungen (13) ergiebt sich unter Beriick-

sichtigung der Identitaten***):

*) Es folgt namlich aus dem allgemeinen Satze des 48, dass, wenn ca der

Gleichung .17&amp;gt; geniigt, zu der Kugel das Linienelement-Quadrat (16*) gehort. Ist

co gegeben, so hangt die Bestimmung der entsprechenden pseudospharischen
Flache von der Integration einer Riccati schen Gleichung ab

( 50).

**) Bulletin des Sciences Mathematiques, Bd. 12, S. 126.

***) Diese Identitaten sind besondere Falle der folgenden fiir eine beliebige

Flache geltenden:

cz cy _ E ex F ex
c u cu~ EG F* f v WG~^~F* c u

_ps c u

die dadurch bewiesen werden, dass man fur X, Y, Z ihre Werte (1), 46,

Kap. IV, einsetzt. So ist z. B.:

Y Z^L^ I

Icz/cz ex cz cx\ cy icxcy cxcy\\

yEG F 2 \cu\cucv cv cuj cu\cu c v cv c u) }

1 (0X\~/CX\* /^V\* /CZ\*~\-
I ( i + (-^)4-( )

}/EG F* \dv[_\c a \cu&amp;gt; Vru/J

_ ex rex
c_x cy cy cz

oz~\\
c u leu cv cu cv cu c c I I

E ex F ex

9*
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i
-
C= + - e

/ r\ __ /

&amp;gt;v eg f* dv

dx

dX -\7-cZ r? dYI
&-%-&amp;gt;cu

f* du yeg /&quot;*
dv cv dv

Die Gleichungen (13) konnen demnach auch folgendermassen geschrie-
ben werden:

ex
du

cu

dz

Wird nun

gesetzt, so ergeben sich die Lelieuvre schen Forineln:

(18)

Nun sind X, F, Z infolge der mittleren der Gleichungen (4), 63,
S. 122, und infolge der Gleichungen (10), 64, S. 125, Losungen der

Laplace schen Gleichung:

dudv dv du cu dv

Da dieselbe gleiche Invarianten besitzt*), so geht sie, wenn

gesetzt wird, in die folgende iiber:

(19)

wo

Cucv

f ist.

*) Vgl. Darboux, Bd. 2, S. 27.



68. FormeLn von Lelieuvre. 133

Daraus folgt: In den Lelieu vre schen Formeln (18) sind

|, vi, % drei particulare Losungen der Gleichung (19).

Nun gilt aber auch umgekehrt der Satz: Kennt man drei

linear unabhangige particulare Losungen , rj, einer will-

kiirlicli gewahlten Laplace schen Gleichung von der Form:

cucv

wo J/ eine beliebige Function von u und v ist, so ergeben
die Gleichungen (18) mittels Quadraturen eine Flache, auf

der die Curven u, v die Haupttangentencurven sind und deren

Kriimmungsmass K in jedem Punkte durch

K_ _J_
WTiFFW

gegeben ist.

In der That ist leicht zu sehen, dass die Bedingungen fiir die

Integrabilitat der Gleichungen (18) fiir die Losungen , 77, von (19)

identisch erfiillt sind; auf der sich ergebenden Flache:

x = x(u, v), y = y(u, v}, z = z(u, v)

sind |, ?;, infolge der Gleichungen (18) den Richtungscosinus der

Normale proportional- Demnach ist, wenn

Q = ? + , + 2

gesetzt wird:

v i v V 7A = -, X = -~, Z = =)
Ve W V?

und die Gleichungen:
^aricx cX sricx cX _^ -* -* \j . 7 ~^ ~f- v,X cu cu / i cv cv

die aus den Gleichungen (18) folgen, beweisen eben
?
dass die Curven

u, v die Haupttangentencurven sind. Setzt man ferner noch :

dX* + rfT2 + dZ 2 = edu* -|- 2fdudv + gdv*,

so kommt man von den Gleichungen (18) wieder zu den Gleichungen

(13), sodass der Beweis gefuhrt ist.

^\a.ch dem vorstehenden Satze konnen wir mit Hilfe von geeig-

neten Gleichungen (19) unendlich viele Flachen erhalten, auf denen

wir unmittelbar die Haupttangentencurven kennen. Wenn wir z. B.

die Gleichung:
g =0

c u cv

nehmen und die drei particularen Losungen

g = r, r
t
=

il&amp;gt; (r), t=u
wahlen, wo 4- (v) eine beliebige Function von v ist, so ergiebt die

Integration der Gleichungen (18):
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(20) x = uil)(v\ y = uv, z =j (yif&amp;gt; (v) ip(v))dv.

Diese Gleichungen definieren Tins eine Flache, auf der die Haupt-

tangentencurven v offenbar Gerade sind, welche die 0-Axe senkrecht

kreuzen, d. h. ein gerades Conoid. Wegen der Willkurlichkeit der

Function ty(y) ist die Flache (20) auch das allgemeinste gerade Conoid.

69. Die Flachen bezogen auf ein conjugiertes System.

Der zweite besondere Fall, auf den wir die allgemeinen Gleichungen
des 63 anwenden wollen, soil derjenige sein, in welchem die Curven

M, v auf der Kugel die Bilder eines conjugierten Systems auf

der Flache sind.

Da dann D = ist, so nehmen die Gleichungen (6) (S. 123) fol-

gende einfache Gestalt an:

(21)

ov

3D&quot;

D.

Wenn ein System (u, v) auf der Kugel willkurlich gegeben ist, so

giebt es unendlich viele Flachen, fur die dasselbe ein conjugiertes

System ist. Eine beliebige dieser Flachen ergiebt sich, wenn fur D und

D&quot; zwei Functionen von u und v genommen werden, die den Glei

chungen (21) oder den nach (20), S. 45, aquivalenten Gleichungen:

(21*) {

~ xr &quot; 9 &quot;

&quot; y

geniigen, und wenn alsdann x, y, z mittels Quadraturen aus den Glei

chungen (5) (S. 123) bestimmt werden, die in diesem Falle lauten:

ox D I dX . ., d X\

/22\
cu eg f*\

& ou ~r~ dv/
O T\&quot; / 1 -V O: V\

dv)

eg-r
D&quot;

e q ^a cu
d

e &quot;x

und entsprechend fiir y und z.

Aus den Gleichungen (8) (S. 1 24) ergiebt sich:

/OQN eD&quot;+(/B DD&quot;

(2o) T &quot;t- T - T T

Die Gleichungen (9) ebenda ergeben :

fnA\ 77- yD* -ITI fDD&quot; r eL
( 44 ) JKr ass - -- Jj = --

(JT =
eg /

-

eg f*
}

eg
-
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trs]
Berechnen wir mittels dieser Ausdriicke die Symbole ] |

fiir die

Flache, so finden wir unter Berucksichtigung der Gleichungen (21)*):

ill\ flogD fill l--\ rlogD&quot; (22\
1 1

1

= -&r -

\ 1
) { 2

1

=
-0T- -up

12) D&quot; fll\ [18\ D |22\
&quot;SrU) \2J

= -SM
(22\ _^&quot;/

12
} f

11 ^- i&amp;gt;

j
i2 \ .

Wir nehrnen nun im besonderen an, dass das System (w, v) auf

der Kugel orthogonal sei und demnach die Curven u, v Krummungs-
linien der Flachen seien (vgl. 61, S. 119). Es ist dann f=0 und

also nach (23):
D = r2) D&quot;= gr^.

Wenn wir dieses in den Gleichungen (21) einsetzen und gleichzeitig

die Werte der Christoffel schen Symbole nach 35 entwickeln, so er-

halten wir:

L _~ -
\ / O / 1 7

cu i du

Die Aufgabe, die Flachen rait gegebenen spharischen Bil-

dern der Kriimmungslinien zu bestimmen, wird demnach bei

dieser Art der Behandlung auf die Integration des Systems (26) zuriick-

gefuhrt.

Eine elegantere und mehr symmetrische Methode wird sich dem-

nachst aus den Gleichungen fiir die Ebenencoordinaten der Flache ergeben.

70. Flachen mit positiver Krummung bezogen auf ein

isotherm -conjugiertes System.

Auf einer Flache (oder auf einem Flachenstuck) mit positiver Total-

kriimmung giebt es unendlich viele conjugierte Systeme, fiir welche

die zweite Grundform:

Ddu z + ZD dudv + D&quot;dv*

die isotherme Gestalt
( 38) annimmt, d. h. fiir die bei geeigneter Wahl

der Parameter u und v

D =
D&quot;,

D =
*) Die folgenden Gleichungen des Textes ergeben sich auch unmittelbar aus

den in der Anmerkung 64, S. 126, angegebenen. wenn darin D gleich Null ge-
setzt wird.
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wird. Der Kiirze halber nennen wir solche Systeme isotherm-

conjugiert. Wir wollen nun fur diese Systeme, die in vielen Be-

ziehungen bei den Flachen mit elliptischen Punkten dieselbe Rolle

spielen, wie das System der Haupttangentencurven bei den Flachen mit

hyperbolischen Punkten, die zugehorigen Gleichungen aufstellen. Ins-

besondere konnen wir
;
ohne auf die Realitat der Parameterlinien zu

verzichten*), fur die genannten Flachen ein System yon Gleichungen

ableiten, die den Lelieuvre schen
( 68) vollkommen analog sind.

Wird in den Gleichungen des vorigen Paragraphen D D&quot; an-

genommen, ferner:

D D&quot; ~

gesetzt, so ergiebt Einsetzen in den Gleichungen (21*):

/97N^log P _ [fill (22l&quot;l clog Q _ [(22) [11
d&quot; [I 1 J

&quot; &quot;

1 1
) J 8v ~Ll 2 J 1 2

wo die geometrische Bedeutung von Q durch die Gleichung:

(27*) .,; K=^
gegeben ist. Die Gleichungen (22) lauten:

dx _ Q ( cX . f cX\
^~ ~&quot;

-, / Ji \

&quot;

Q i / T~ I

cu Veg f*\ cu ovj

cv

wonach sich
&quot;,

F
,
G berechnen lassen, sodass

ds* = $
2

(gdii
2

2fdudv -f edv*}

folgt.

Also: Damit ein System (u } v) auf der Kugel das Bild eines

isotherm-conjugierten Systems auf einer Flache sei^ ist not-

wendig und hinreichend, dass die Christoffel schen Symbole

| |
,

fiir das Linienelement auf der Kugel berechnet, der

Bedingung:

*) Da die Differentialgleichung der Haupttangentencurven die Form:

du* + civ* =
annimmt, so sind die Gleichungen der Haupttangentencurven in endlicher Gestalt:

u -j- iv = Const., u iv = Const.

Wenn wir dieses berucksichtigen, konnen wir gleichfalls den analytischen Ueber-

gang von den Gleichungen des vorigen Paragraphen zu denjenigen dieses Para

graphen bewerkstelligen.



70. Isotherm - conjugierte Systeme. 71. Formeln daffir. 137

iii fasri c r(22\ inn
U U =

^LlJ&quot;\a I J

genii gen. 1st dieselbe erfullt, so ergiebt sich die zugehorige Flache

ihrer Gestalt nach aus den Gleichungen (27) und (28) mittels Qua

draturen.

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn D =
D&quot;,

D = 1st,

die Coordinaten x
} y }

z eines Flachenpunktes wegen der Gleichungen

(I) des 47, Kap. IV (S. 89), folgendeu beiden simultanen Gleichungen

geniigen:

cucv \

c-9 c* _ r(ll\ (aan?#. fill} [22\~|r^
^?

&quot;~

J^ l\ 1 I

&quot; &quot;

1 1
J J Tu ~l&quot;

[I 2 I

&quot;

I 2 | J cv

Umgekehrt, bilden zwei Gleichungen von der Form:

c
,

,= a~ [- o
f~ M ft*CUCV CU CV

tt-K 5
-

-ye-* ^-- 5~C C Ctt
r CV

ein unbeschrankt integrierbares System*), und sind

*(&amp;gt; ), y(, *), (M ,
w)

drei linear von einander unabhangige Losungen derselben, so bilden

die Curven u, v auf der Flache:

x = x(u, v), y = y(u, v), z = e(u, v)

ein isotherm -conjugiertes System**).

71. Formeln fiir isotherm -conjugierte Systeme.

Mit Hilfe der Identitaten (a) in 68 konnen wir wieder die

Gleichungen (28) in andere, den Lelieuvre schen vollkommen analoge,

transformieren. Setzen wir namlich:

(29)

so gehen dieselben infolge der soeben erwahnten Identitaten iiber in:

*) Ein System wie das obige im Text kann hochstens vier linear von

einander unabhangige Losungen besitzen (mit Einschluss der Losung: 9 = Const.);

ist dieses der Fall, so ist es eben unbeschrankt integrierbar.

**) Aus dieser Bemerkung ergieht sich nach einer ganz analogen Beweis-

methode wie in 58, S. Ill: Die isotherm-conjugierten Systeme gehen
bei projectiven Transformationen in ebensolche fiber.
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(30) 9 d c.

^r = &amp;lt;?

dw e&amp;gt;w

Nun geniigen X, Y, ^ den Gleichungen (4) in 63. Addieren

wir die erste und dritte derselben und beriicksichtigen wir die Glei

chungen (27), so sehen wir, dass X, Y, Z Losungen der Gleichung:

C 1b G *V *!& () 1& 01} *}

sind. Diese geht, wenn

gesetzt wird, iiber in:

(31)

wobei

dv

ist. Infolge der Gleichungen (29) sind | 7

sungen von ihr.

Umgekehrt: Ist eine Gleichung von der Form:

8&amp;gt;* +^ - -

^
^ ~

drei particulare Lo

wo M eine beliebige Function von u und v ist, gegeben, und
kennt man drei linear von einander unabhangige Losungen
|, 17, ,

so ergiebt sich aus den Gleichungen (30) mittels

Quadraturen eine Flache:

x = x(u, v\ y = y(u, v), g = g(u, v),

auf der die Curven n, v ein isotherm-conjugiertes System
bilden. Der Beweis ist derselbe wie in 68, und auch hier ergiebt

sich nach (27*), S. 136, dass das Krummungsmass K der Flache durch

1

(32)

gegeben ist.

I /* _L _L 2
)
2

Bei spiel. Man betrachte die Gleichung:

du* dv z
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und wahle die Losungen:

Ĉ V

wo a eine beliebige Losung von (33) 1st, deren conjugierte ft
be-

kanntlich durch die Bedingimgen:

ca_ __ f ca _ C

cu cv cv
~

cu

bestimmt ist. Die Gleichungen (30) ergeben dann integriert:

und bestimmen eine Flache, auf der das System (M, v) isotherm-con-

jugiert ist. Setzt man z. B.

= hv. /3
= hu,

so erhalt man das Rotationsparaboloid:

y = X
27^ (*

= Const
-)-

Die Curven it,
v des isotherm-conjugierten Systems sind in diesem

Falle die (congruenten) parabolischen Schnitte der Flache mit Ebenen,

die den Hauptebenen parallel sind.

72. Tormeln von Weingarten fiir die Ebenencoordinaten

der Flache.

An die Theorie der Abbildung einer Flache auf die Kugel konnen

naturgemass die Formeln fiir die Tangential- oder Ebenencoor
dinaten angeschlossen werden, zu deren Behandlung wir nun uber-

gehen *).

Wir denken uns eine (nicht abwickelbare) Flache als Enveloppe
ihrer Tangentialebene und geben, um sie zu bestimmen, die Coor-

dinaten dieser Ebene als Functionen zweier Parameter (knimmliniger

Coordinaten) ,
r. Zu Coordinaten der Ebene wahleu \vir zweckmassig

die Coefficienten ihrer Gleichun in der Normalform:

d. h. die Richtungscosinus X, Y, Z der Flachennormale und den Ab-

stand W der Tangentialebene vom Coordinatenanfangspunkt. X, Y, Z, W
sind als Functionen yon u und v bekannt, also auch die Coefficienten

e, f, g des Quadrates des Linienelements (3), 63, auf der Bildkugel.

Wir wollen nun die Coordinaten x, y, z des Beriihningspunktes der

*) Weingarten, Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren Ober-

flachen (Festschrift etc. 1884).
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Tangentialebene berechnen. Zu diesem Zwecke differenzieren wir die

Gleichung:

(a)

nach u und v und erhalten so:

dX ,

,

~T

X
ov

,
dZ __ dW
du du

oZ dW

demnach durch Auflosung des linearen Systems (a), (b) nach x, y, e:

W Y Z
3Y 8Z

- r du du du

dW dY dZ
dv dv ~dv

oder wegen der Identitaten (a) in 68 und nach (1), 46:

x =
ctu cu cu dv dv cu dv dv )

Dieser Ausdrnck und die analogen fiir y und e lassen sich auch

folgendermassen schreiben:

(34) = WX+

wo der gemischte Differentialparameter V (ebenso wie die weiteren,
auf die wir stossen werden) fiir die gegebene Form des Linienelement-

Quadrates auf der Kugel,

berechnet ist (vgl. 35, S. 67).

Fiir die so bestimrnte Flache konnen wir ferner die Coefficienten

D, D ,
D&quot; der zweiten Grundform leicht berechnen.

Aus den Gleichungen (b) folgt namlich rnittels nochrnaliger Diffe

rentiation nach u und v wegen (3*) in 46:

n__V -
dudv dudv

dv 2 dv*

wofiir sich auch unter Beriicksichtigung der Grundgleichungen (4), 63,
schreiben lasst:
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(35) -D -I^-IV/-i//-i** * .* I

wo die TFr* die covarianten zweiten Differentialquotieuten von TF be-

ziiglich der Form:

sind (nach (22), S. 46).

Als Gleichungen zur Bestimmung der Surnme und des Products

der beiden Hauptkrummungsradien erhalten wir welter aus den Glei

chungen (8), 63 (S. 124), die folgenden:

r r . _ u -
, rrr 11

-
ii 8g

e$r f* eg f*

oder:

+ r
2
= A,TT + 2 TT,

TT + A
2, TT,

wo die zweiten Differentialparameter A
2 , A^, wie gesagt, fur die

Grundform :

edit* + 2fdudv + gdv*

zu berechnen sind. (Vgl. (24), S. 47.)

Yon den beiden Ausdriicken (36) ist der erste wegen seiner Ein-

fachheit besonders bemerkenswert; im folgenden machen wir von

ihm einige wichtige Anwendungen.

73. Flachen mit gegebenem Bilde eines conjugierten Systems.

.Wir nehmen nun an, es sei das System (M, v) auf der Flache ein

conjugiertes. In diesem Falle muss D = oder infolge der mittelsten

der Gleichungen (35)

sein, d. h. W muss eine Losung der Laplace schen Gleichung:

sein, von der auch (nach (4) in 63) X, T, Z particulare Losungen
sind.. Also: Wenn das System (w, r) conjugiert ist, so sind die

Ebenencoordinaten X, Y, Z, W Losungen ein und derselben
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Laplace schen Gleichung (37). Umgekehrt sieht man sofort: Sind

die Ebenencoordinaten X, Y, Z}
W Losungen ein und der-

seben Gleichung von der Form:

d&
, 7 dQ- .= a a \- o a \- eft,ri 11. r, n r

^ r\ v Q v Ocucv cu cv

so ist das System (w, v) auf der Flache ein conjugiertes.
Die bereits in 69 beriihrte Aufgabe, die Flachen mit gege-

beneni spharischen Bilde eines conjugiertes Systems (u } v)

zu bestimmen, wird somit auf die Integration der Laplace schen

Gleichung (37) zuriickgefiihrt; jede (linear von X, Y, Z} unabhangige

Losung derselben liefert uns eine Flache
7
die der gestellten Bedingung

geniigt.

Wir erwahnen noch
?
dass

;
wenn das System (u, v) auf der Flache

dasjenige der Haupttangentencurven ist
? gleichzeitig D = 0, D&quot;=

ist, d. h. dann ist W ebenso wie X, Y, Z eine gemeinsame Losung
der Gleichungen:

_ .

1 1
j cu 1 2 j dv

a^
&quot;

Aus diesen Entwickelungen ergiebt sich der analytische Beweis des

in 58 (S. Ill) ausgesprochenen Satzes: Bei den dualistischen

Transformationen des Raumes gehen die conjugierten Systeme
und die Haupttangentencurven einerFlache in ebensolche iiber.

Hierbei brauchen wir uns
;
da nach dem angefuhrten Paragraphen

der analoge Satz fur projective Transformationen gilt ?
nur auf eine

besondere Reciprocitat zu beschranken, und wir wahlen diejenige

dualistische Transformation, die jeder Ebene des Raumes:

X+ r, + gz= w
ihren Pol beziiglich der Kugel:

l
2 + ^

2 +e2 =l
7

d. h. den Punkt mit den Coordinaten:

x jr z^~ w ~ w ~ w
zuordnet.

Wenn das System (u, v&quot;)

ein conjugiertes System auf der Enveloppe
der Ebenen (X, Y, Z, W) ist, so geht die Gleichung:

2# 0fr
,

,00-
,

oTa&quot;
= a ---h ^

--h c
jcucv cu cv
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der X, Y, Z, W genugen, mittels der Transformation:

-9- = Wy
in eine Gleichung:

J^P_ = a
&amp;lt;^ _i_ Q^.

cucv d*
&quot;

dv

uber, der die Coordinaten x, y}
z des Poles geniigen. Es bilden daher

auf der Ortsflache des Punktes (#, y, z) nach 58, S. 110, die Curven

u
}
v ein conjugiertes System.

In ganz ahnlicher Weise erledigt sich der Fall der Haupttangenten-
curven.

74. Flachen mit einer Schar Kriimmungslinien in parallelen

Ebenen.

Wir haben allgernein gesehen, dass die Bestimmvmg der Flachen

mit gegebenem spharischen Bilde (, r) eines conjugierten Systems mit

der Integration der Laplace schen Gleichung (37) gleichbedeuteiid ist.

Insbesondere gilt dieses von der Aufgabe, die Flachen mit gege-
benen spharischen Bildern der Kriimmungslinien zu bestim-

men. Und um hiervon eine einfache Anwendung zu geben, wollen

wir jetzt alle diejenigen Flachen bestimmen, die (wie die Ro-

tationsflachen) eine Schar Krummungslinien in parallelen
Ebenen besitzen.

Fur jede dieser Curven ist das spharische Bild offenbar ein Kreis

in einer der Currenebene parallelen Ebene*); es sind derunach die

gesuchten Flachen durch die Eigenschaft gekennzeichnet, dass die spha
rischen Bilder ihrer Krummungslinien ein System von Meridianen und

Parallelkreisen auf der Bildkugel sind. Daraus folgt, dass die Kriim

mungslinien des zweiten Systems gleichfalls eben sind und dass ihre

Ebenen die ersteren Ebenen und die Flache rechtwinklig schneiden.

Sind nun, wie gewohnlich,

X= sin u cos Vj Y= sin u sin v
t
Z= cos u

die von den Parametern u, v der Parallelkreise und der Meridiane ab-

hangigen Coordiuaten eines Punktes der Bildkugel und ist also:

ds * = dv? -j- sin^udv2

der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelementes der Kugel, so wird

die zu integrierende Gleichung (37) nach Tabelle (A), 35, folgende:

C K C r

*) Es sei daran erinnert, dass in jedeni Punkte einer Krummungslinie ihre

Tangente derjenigen des spharischen Bildes parallel ist (vgl. 62).
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Ihr allgemeines Integral 1st gegeben (lurch:

W= sin u cp (v) -j- ^ (M),

wo
&amp;lt;JP(#), ^(M) willkiirliche Functionen von v bez. u sind. Die Glei-

chungen (34) liefern uns also fur die gesuchten Flachen die Gleichungen :

x = cosvq)(v) sinvqp (f) -j- cos v [^ (u) sin u -f-

(38) y = smvcp(v) -f- cosvqp ^) -{- sin f [^ (M) sin w -f-

=
4&amp;gt;u

cos w

Die Ebenen der Curven v == Const, sind senkrecht zu einern

gewissen Cylinder, den sie langs der Erzeugenden schneiden. Die

Axe dieses Cylinders ist der #-Axe parallel?
und sein Schnitt mit der

#?/-Ebene wird durch die Curve:

x = cosvcp(v) sin
v&amp;lt;p (v\

(a)
\y = sin vcp(v) -f- cos vtp (v)

gegeben. In jeder der erwahnten Ebenen sind die Gleichungen der

Curve v, bezogen auf die Normale der Curve (a) als ?j- und auf die

Erzeugende des Cylinders als -Axe
?
offenbar:

sin (u) -f~ ^ (M) cos w/
?

(
=

i^(u) cos (u)

Wegen des Auftretens der beiden willkiirlichen Functionen
&amp;lt;p(w)

und ty(u) bleibt sowohl die Gestalt des (Leit-)Cylinders (a) als auch

diejenige des Querschnittes (b) willkurlich, und es entstehen dem-

nach die gesuchten Flachen auf folgende Weise: Man nehme eine

Cylinderflache ;
zeichne in einer Ebene 77 eine beliebige Curve

F und eine beliebige Gerade v und bewege 77 so, dass v der

lleihe nach mit den Erzeugenden des Cylinders zusanamen-

fallt und dabei 77 normal zum Cylinder bleibt; dann beschreibt

die ebene Curve JT die gesuchte Flache.

Eine solche Flache heisst eine Gesimsflache mit cylindrischer

Abwickelung (nach Monge: moulure)*). Ihre Krummungslinien
sind die verschiedenen Lagen der Curve F und die Schnitte mit

Ebenen, die auf den Erzeugenden des Leitcylinders senkrecht stehen.

Wenn wir die Bezeichnungen unwesentlich abandern, namlich mit v

*) Im allgemeinen werden diejenigen Flachen als Gesimsflachen (mou
lure s) bezeichnet, bei denen die Krummungslinien der einen Schar in Ebenen

liegen, die zur Flache normal sind. Sie entstehen durch die Bewegung einer

ebenen Curve, deren Ebene, ohne zu gleiten, auf einer beliebigen abwickelbaren

Flache rollt.
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den Bogen des Querschnittes z= des Leitcylinders, mit a den Winkel

zwischen der Tangente des Schnittes und der a;-Axe, mit

x = x(v), y = y(v)

die Gleichnngen des Schnittes des Cylinders mit der Ebene z= Q,

endlich rnit

die Gleichungen der erzeugenden Curve, bezogen auf ihren Bogen u,

bezeichnen, so erhalten wir als Gleichungen der Flache oflFenbar:

(39) x = x(v) + sin a U, y = y(v) cosaU, z= I Y! --
tT^du,

also fur das Quadrat des Linienelemeutes den Ansdruck:

(40) (Is
2 = f?u

2 + (l + )

2

dv2
,

wo R=R(v) der Kriimniungsradius des Querschnittes des Leitcylinders 1st.

Blanch j, Differentialgeometrie. 10



Kapitel VI.

Geodiitisclie Kruiumimg. - Greodatische Linien.

Tangentiale oder geodatische Krunimung. Bonnet scher Ausdruck. Liouville-

scher Ausdruck fiir die Krvimmung K. Geodatische Linien. - - Verschiedene

Formen ihrer Differentialgleichung. Geodatisch parallele Linien. Geodatische

Ellipsen und Hyperbeln. Geodatische Torsion einer Curve. Allgerneine Satze

uber die Integration der Differentialgleichung der geodatischen Linien. Geo
datische Linien auf den Liouville schen Flachen, insbesondere auf den Rotations-

flachen. Satz von Gauss uber die Totalkriiinmung eines geodatischen Dreiecks.

Doppelte Orthogonalsystenie von Curven mit constanter geodatischer Kriimmung.

75. Tangentiale oder geodatische Kriimmung orthogonaler
Parameterlinien.

Wir betrachten auf einer Flache S eine Curve C, die von einem

Punkte M der Flache ausgeht, und projicieren die Curve senkrecht auf

die Tangentialebene in M. Die Kriimnmng ihrer Projection 7 im

Punkte Jfheisst die tangentiale oder geodatische Kriinimung*) der

Curve C im Punkte M, und der zugehorige Kriimmungsmittelpunkt m
der Curve y wird als Mittelpunkt der geodatischen Krunimung
der Curve C bezeichnet, wahrend die Strecke Mm, deren reciproker

Wert die geodatische Kriimmung ist
;

den Nfimen Radius der geo
datischen Kriimmung fiihrt. Wir bezeichnen diesen Radius mit

Q ff

= Mm
und beachten, dass er von M aus in der Tangentialebene in der zur

Curve C normalen Richtung gemessen wird, nachdem auf der Normale

der positive Sinn festgelegt worden ist. Wir wollen daher Qg das

positive oder negative Vorzeichen erteilen, je nachdem die Richtung

von M nach m den positiven oder den negativen Sinn hat. Bezeich

nen wir ferner mit - - die (wie gewohnlich absolut genommene) erste

*) Der Grund fiir die zweite Bezeiclmung wird spiiter ( 80) erkanut werden.



75. Geodatische Krummung orthogonaler Parameterlinien. 147

Kriimmung der Curve C in M und mit f den Winkel, den die positive

Richtimg der Hauptnormale der Curve C in M mit der eben fest-

gelegten positiven Richtung in der Tangentialebene normal zur Curve

C bildet, so haben wir:

Wir wollen nun den Ausdruck fur die Tangentialkruinmung einer

auf einer Flache gezogenen Curve ableiten, wenn die Curve in kruinm-

linigen Coordinaten durch die Gleichuug:

9 (u, )
=

gegeben ist. Wir betrachten zunachst den Fall, in dem die Para-

meterlinien
?/,

r auf einander senkrecht stehen, also

ds2 = Edu- + Gdv*

ist, und suchen die Ausdrucke fiir die geodatischen Krummungen dieser

Parameterlinien, die wir mit

1 u !
- bez.

&amp;lt;?u ?r

bezeichnen wollen. Infolge der obigen und der bereits fruner hin-

sichtlich der positiven Ricntungen der Parameterlinien getroffenen Fest-

setzungen kommen diesen Krummungen vollkommen bestimmte ^ or-

zeichen zu.

Fiir eine Curve u = Const, haben wir unter Beibehaltung der

gewohnlichen Bezeichnungen aus der Curvenlekre (Kap. I):

dsu =
1 ex 1 cy 1 r~

cos a = = ) cos p = -*-
7 cos

j&amp;gt;

= =

Hieraus ergiebt sich durch eine neue Differentiation nach dem Bogen
der Curve u und unter Beriicksichtigimg der Frenet schen Formeln:

cos|_ 1 c / 1 cx\ COSTJ_ 1 c / 1 ry\

9

&quot;

1/f ^\}/^cJ 9

&quot;

yGcv \yGcr)
COS

jj
1 V M. V&\

Q &quot;yGcv \yGcv)

wo p der (absolut genoinniene) Radius der ersten Krummung der Curve

u = Const, ist. Hieraus folgern wir:

*) Es ist dieses die Meusnier sche Gleichung ( 53, Kap. IT}, angewandt auf

die Curve C und den Querschnitt y durch den Cylinder, der C auf die Tangen
tialebene projiciert. Man sieht, dass der Mittelpunkt m der geodatischen Kriim-

mung derjenige Punkt ist, in welchem die Axe des Schmiegungskreises ini

Punkte M der Curve C die Tangentialebene schneidet.

10*
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1 cos

Qu e ^-/ Q yEcu yE~G ^J cu cv\yG
Nun ist:

^y dx $ / 1 d #\ _ 1

.. du dv \yG dv) y&
wegen:

Bx\

cv)

^
,,

X^i du dv

Ferner ergiebt sich aus der letzten Gleichung durch Differentiation nach v :

^Sx_d*x_ ^iSx d*x 1 8G
du 8v* ~ dv

Also ist:

m 1. 1 g^
und analog:

76. Bonnets Ausdruck fur die geodatische Kriimmung.

Die Ausdriicke (1) oder (1*) konnen wir durch Einfiihrung der

Differentialparameter auf eine andere Form bringen. Wir haben namlich :

f ,f\ i
i V (u.yE) = -

3
du ^E E du

weil jP gleich Null ist und nach 35
?
sodass der Ausdruck (1) auch in

der Form :

(2)
_1

geschrieben werden kann.

Nunmehr konnen wir leicht in ihrer ganzen Allgemeinheit die

Aufgabe losen: Eine Flache ist auf ein beliebiges System von

Parameterlinien u, v bezogen, fiir die das Quadrat des Linien-

elements die Form:

ds2 = Edu* + ZFdudv + Gdv*

annimmt, und es ist ferner die Gleichung:

cp(u, v)
= Const.

einer Schar von Curven auf der Flache gegeben; es soil die

geodatische Kriimmung dieser Curven berechnet werden.
Vip

Um auch das Vorzeichen von pv eindeutig zu bestimmen, treffen

wir die Festsetzung, dass als positive Richtung normal zu einer Curve
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&amp;lt;p

= Const, in der Tangentialebene diejenige gewablt werden soil, langs

welcher der Parameter 9? wacbst. Wahlen wir zu Parameterlinien die

Curven
q&amp;gt;

= Const, und ibre Orthogonaltrajectorien # = Const., so

nimmt das Quadrat des Linienelements die Gestalt:

els* = Et d&amp;lt;p* + G,d^

an, und wir haben wegen der Gleichung (1)

oder wegen der Gleichung (2)

(3)
- r -

Wegen der grundlegenden Eigenschaft der Differentialparameter

ist es gleichultig, ob wir sie in den neuen Coordinaten (qp, #) oder in

den alten (M, v) berecbnen, und es giebt uns demnach die vorstebende

Gleicbung den gesucbten Ausdruck. Die Entwickelung der recbten

Seite giebt nach 35:

9 yEGF- V^epL^ 1

1 CU

Wir erbalten somit fur die geodatiscbe Krummung den Bonnet-

schen Ausdruck:

(4)

Hierin ist die recbte Seite nacb (3) ein Differentialparameter von (p.
Dieser

Umstand ziebt eine sebr wicbtige Eigeuschaft der geodatiscben Kriini-

mung nacb sich, deren geometriscbe Bedeutung wir in der Tbeorie

der Abwickelbarkeit der Flacben auf einander erkennen werden.
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Sind die Curven:

(p
= Const.

nicht durch eine endliche Gleichung, sondern durch eine Differential-

gleichung erster Ordnung:

Mdu + Ndv =
bestimmt, so konnen wir offenbar ihre geodatische Kriimmung eben-

falls nach Grleichung (4) berechnen
;
indem wir beriicksichtigen;

dass

ist. Es folgt also:

FN GM

FM EN
cv\ ylEN* ZFMN^

77. Liouvilles Ausdruck fiir die Kriimmung einer Flache.

An die vorstehenden Ausdriicke schliesst sich ein weiterer bemer-

kenswerter an, der von Liouville fiir das Kriimmungsmass K einer

Flache
; ausgedriickt durch die geodatischen Kriimmungen

der Parameterlinien gegeben worden ist. Aus der Bonnet schen Glei-

chung (4) erhalten wir:

(5)
\]/G) _

-F*[_cu\yEj cv }

Indem wir rechts fiir die Differentialquotienten der Coefficientcn

ihre Werte in den Christoffel schen Symbolen nach (A), S. 67
7

ein-

setzen
7

erhalten wir die gleichbedeutenden Ausdriicke:

(5*)
aya

Nun benutzen wir den Ausdruck (III), 29 (S. 53), fiir das Kriim-

mungsmass K:

l \ c i v &LT
-^&quot;(11

~E \zl)~^u { E~
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den wir infolge der zweiten der Gleichungen (5*) auch folgendermassen

schreiben konnen:

Mittels der bekannten Gleichungen (S. 63):

cos& = -Jl=&amp;gt;
sin.Q =

fuhren wir den Winkel & zwischen den Parameterlinien M, v ein. In-

dem wir namlich die erste dieser Gleichungen nach v differenzieren und

fur sin.Q den durch die zweite Gleichung gegebenen Wert einsetzen,

erhalten wir:

if* _ i r^; _ I_ tji _ JL i^l .

~Tc
= ~

VEG F*[_co IE c v 2G cv\

Weuu wir rechts fur die Differentialquotienten der Coefficienten die

Werte in den Christofferschen Symbolen einsetzen, so folgt:

E

oder wegen der ersten der Gleichungen (5*):

Mithiu uimmt der Aiisdruck (a) die elegante und symmetrische Gestalt:

K- ^ r-^-+-(i^)+-(il)lyf^FUai - ^Vf.^
r ^V Pc

J

an. Dieses eben ist der Liouville sche Ausdruck.

Falls die Parameterlinien auf einander seukrecht stehen
(-Q
=

|)

lautet er:

\ J_A/1\. 1 i_r

oder auch infolge der Gleichungen (1), (1*) mit Rucksicht darauf, dass

yEdu, yadv
die Bogenelemente dse ,

dsu der Parameterlinien sind:

*) Eine unmittelbare Folgerung aus dieser Gleichung ist der Satz: Nur auf

den Flachen mit constantem negativem Krummungsmass (den pseu-

dospharischen Flachen) giebt es doppelte Orthogonalsysteme von

Curven von der Beschaffenheit, dass die Curven jedes Systems die-

selbe constante geodatische Krummung besitzen.
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78. Geodatische Linien.

Eine auf einer Flache S gezogene Curve L nennen wir eine

geodatische Linie von S, wenn in jedem Punkte von L die Haupt-
normale der Curve mit der Flachennormale zusammenfallt; mit anderen

Worten: die geodatischen Curven sind die Curven mit der Tangential-

krunmrang Null*).

Von dieser Definition ausgehend wollen wir die Differentialglei-

chung der geodatischen Linien aufstellen.

Angenomnien, G ware eine solche Curve, so denken wir uns die

krummlinigen Coordinaten (M, v) eines beweglichen Punktes von G als

Functionen des Bogens s von G ausgedriickt und haben sofort die Be-

ziehung:

Fur die Curve G haben wir unter Anwendung der ublichen Be-

zeichnungen des Kapitels I:

dx du . dx dv a dy du . dy dv
t i\^ /V t tl^l l\UUo tv vs -j

K i } CUo it &amp;gt;&amp;gt;. ^ ~x -, /

cu ds dv ds cu ds cv ds

dz du
,

dz dv
COS V == 5 ^ h g -T-

du ds dv ds

Durch nochmalige Differentiation nach s und mit Riicksicht darauf,

dass infolge der Voraussetzung

cos I = + X, cos q = + Y, cos = -f- Z

ist
; ergiebt sich infolge der Grundgleichungen (I), 47, Kap. IV (S. 89),

und nach den Frenet schen Formeln:

j

-2^. v OC Cl U
i

C 3C d V
i

I X X I C* jB
i

Illlt ;
t2/

i y-\ ~^r
/ (I It \

i

-
Q du (7s

2 dv ds* \_\ 1 I cu *

\ 2 J dv J \ds/

12) ex
2

[[22} dx [22} dx n &amp;gt;Tr~\(
dv+

Li 1 I fa + I 2
j ^ + ^ X

J IdJ

nebst analogen Gleichungen ftir Fund Z. Daraus und aus (11), 53,

S. 101
((?
=

0), folgt, dass fur eine geodatische Linie die charakte-

ristischen Gleichungen gelten mussen:

*) Wenn auf der Flache eine Gerade liegt, so braucht man nur die zweite

Definition anzuwenden, um zu erkennen, dass sie eine geodatische Linie ist.
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d u
[11] |

d^* 111
(8)

(n\ /rf
2

i2dudt&amp;gt; 22

\i j te jdF&quot; u
121 dudv

(22) /rfjA
2_

a jdTdi-- 1 2 j re/*

Diese zusammen mit der Gleichung (7) bestimmen den Verlauf

der geodatischen Linien anf der Flache.

Fur die Gleichungen (8) konnen wir auch diejenigen setzen, welche

sich aus ihnen ergeben, wenn wir das eine Mai die erste mit E
}
die

zweite mit F, das andere Mai die erste mit F
f
die zweite mit G mul-

tiplicieren und jedesmal addieren, d. h. nach (18*), S.44, die Gleichungen:

d u v d*v
[1 1]

/&amp;lt;7\

2

9 [1 2]
d* dv

[2 2]
/dtA

2_E &quot; F ^~ h - *

d
, ^ d8 ,

fl
ll /d\ 2

, 9 [1
2l du dv

[2
2l /rf.\

2_F
rf^- ^d^ + L2jld7/&quot;

f

&quot; 2 L2j^57 LJV^/
Diese Gleichungen konnen nach (A), S. 67, in der folgenden einfacheren

Form geschrieben werden:

_|_ 9 _L .

cu \ds ** d ds ds
&quot; &quot;

&amp;lt;&amp;gt;

*i ^^d^d^.cG dv\*
&quot; ^ 1-

Wolleu wir eudlich die Differeiitialgleichung der geodatischen Linien

ansetzeu, iiidein wir als den die einzelnen Curvenpunkte bestimmen-

*) Es mag darauf hingewiesen werden, dass von den beiden Gleichungen (9)

oder auch (8) die eine eine Folge der andern und der Gleichung (7) ist. Durch

Differentiation der letzteren nach s ergiebt sich namlich die Identitat:

du
,

f&amp;gt;dv

ds ds
wo

d /_, du dv\ cEfdu\* cFdttdv cG Idc
&quot;

ds V ds ds/ cu \ds/
&quot;

cu ds ds cu \ds

d / du dv\ cE /du\~ ^ c F du dv c
~ G /

ds V ds ds/ dc \ds/ dv ds ds cv \ds&amp;gt;

gesetzt ist.

Aus dieser Identitat (a), die fur jede beliebige auf der Flache gelegene

Curve gultig ist, folgt, dass, abgesehen von den Parameterlinien t*, t?,

fur jede beliebige Curve die eine der beiden Gleichungen (9):

a = 0, =
die andere nach sich zieht. Handelt es sich aber danun, die Eigenschaft, dass

eine der Parameterlinien, z. B. eine Curve v = Const., eine geodiitische Linie

ist. zum Ausdruck zu bringen, so miissen wir die zweite Bedingung = an-

setzen, da die erste, a = 0, in diesem Falle identisch erfullt ist.
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den Parameter nicht gerade die Bogenlange wahlen, sondern ihn will-

kurlich lassen, so brauchen wir nur aus den Gleichungen (8) die fol-

gende abzuleiten:

(10) dutfv dvd2u -f I
1
.
1

} du* + (2 f

1
*) fV

I * J Vl^J I
1

+
die offenbar giltig 1st, welches auch die unabhangige Veranderliche

sein mag. Nehmen wir insbesondere u als unabhangige Veranderliche

und denken wir uns die Gleichung der geodatischen Linie in der Form:

geschrieben, so erhalten wir, wenn wir

/ du= ~ V =

setzen, zur Bestimmung der geodatischen Linien die Differentialgleichung

zweiter Ordnung:

Aus diesen verschiedenen Gestalten der Gleichung der geodatischen
Linien ergiebt sich: Auf jeder Flache giebt es doppelt unend-

lich viele geodatische Linien; eine solche Linie ist bestimnat,
wenn ein Flachenpunkt ?

durch den sie hindurchgehen soil,

und die Richtung ;
die sie in diesem Punkte hat

; gegeben sind.

79. Kiirzeste Flachencurve zwischen zwei gegebenen Punkten.

Auf die Theorie der geodatischen Linien werden wir auch durch

die folgende Aufgabe aus der Variationsrechnung geftihrt: Auf einer

Flache sind zwei Punkte A und 5 gegeben; gesuch t wird die

kiirzeste Linie, die auf der Flache A mit B verbindet. An-

genommen, Gr sei die gesuchte Linie
7
so miissen wir nach den Regeln

der Variationsrechnung die Bedingung dafur aufstellen
7

dass die erste

Variation der Lange des zwischen A und J3 gelegenen Bogenstiickes

von G gleich Null wird, sobald G, die Endpnnkte A, B als fest ge-

dacht
;
eine unendlich kleine Gestaltsanderung erfahrt. Wenn wir nun

u und v laugs G durch den Bogen s von G ausdriicken
;
so miissen wir also :

B

djds
=
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setzen, wo u und v durch die Gleichung verkniipft sind:

n (du\* i n T^dttdv - n /dtA 2 -E (-5-1 4- 2 F -7- 7
h Grl-r-l = 1.

Vrfs/ rfs rfs \ds/

Wendeii wir die Regeln der Variationsrechnung an
7

so erhalten

wir auf diese Weise genau die Gleichungen (9); daraus schliessen wir:

Die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten der Flache ist

notwendigerweise eine geodatische Linie, d. h. die Haupt-
normale der Curve muss in jedem Punkte mit der Flachen-

normale zusammenfallen.

Es ist jedoch zu beachten, dass, wenn auf einer geodatischen Linie

6r zwei Punkte A und B willkiirlich angenommen werden, durchaus

nicht behauptet werden darf, dass G die kiirzeste Linie sei, die auf der

Flache A mit S verbindet. Diese Eigenschaffc findet. wie wir dem-

nachst sellen werden, nur dann statt, wenn A und S einander hinrei-

chend nahe sind und die Linie G innerhalb eines hinlanglich kleinen

Gebietes liegt. Als Beleg braucht man nur auf einer Kugel einen

solchen Bogen eines grossten Ki-eises (der hier eben geodatische Linie

ist), der grosser als die Halbperipherie ist, oder auf einem geradeii

Kreiscylinder einen Bogen einer Schraubenlinie, der mehr als einen

halben L mgang auf dem Cylinder macht, zu betrachten, um sich

geonietrisch von der Richtigkeit unserer Behauptung zu iiberzeugen.

Die bleibende Eigenschaft der geodatischen Linien wahrend ihres ganzen
Verlaufes ist diejenige, von der wir, um sie zu definieren, im vorigen

Pai^agraphen ausgegangen sind; die andere, dass sie namlich den kur-

zesten Weg zwischen zweien ihrer Puukte angiebt, gilt im allgemeinen
nur fur hiureichend kurze Bogen.

80. Gaussische Form der Differentialgleichung der geodatischen
Linien.

Gauss hat die Diftereutialgleichung der geodatischeu Linien durch

Einfiihning des Xeigimgswinkels 0&quot; der geodatischen Linie gegen die

Curven v auf eine bemerkenswerte Fonn gebracht. Messen wir #
genau so wie in 34, Kap. Ill, so haben wir die Gleichungeu:

(a) CoB
,

.

VE\ ds^ YE ds

Setzen wir nun voraus, dass die betreffende geodatische Linie

nicht eine Curve v = Const, ist, so konnen wir die Bedingung dafiir,

dass sie eine geodatische Linie ist, mittels der ersten der Gleichungen
(9) (s. die Anmerkung zu S. 153) aufstellen. Dieselbe lasst sich wie

folgt schreiben:
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(b) 2dsd(yE cos 0) = |^ du* + 2^ rfu rfi; + fW dtt &amp;lt;7W

Feraer haben wir infolge der Gleichungen (a) selbst:

2ds

Indem wir dieses in (b) einsetzen, das beiden Seiten gemeinsame Glied
O

Tjl

-o-- ^^t
2 heben und dann durch 2dv, das nach der Voraussetzung

nicht gleich Null ist
? dividieren, erhalten wir die Gaussische Gleichung:

, , ,

-f- o -p
* -o du ~-^dv.2 cv ou 2 cu

Dieselbe gilt ?
wie nnrnittelbar ersichtlich ist, auch in dem zuerst

ausgeschlossenen Falle einer geodatischen Linie v = Const.

Stehen insbesondere die Curven u
}
v auf einander senkrecht

7
so

erhalten wir die einfachere Gleichung:

1/TT77 70. 1 dB 7 1 SG~ 7VEG d& = - - du s -5 dv.
2 dv 2 du

die wir auch in der Form:

/n*\ jo. x

(11*) ^0-=
y .

schreiben konnen.

Mittels dieser Gleichungen konnen wir eine zweite Definition der

tangentialen oder geodatischen Kriirninung einer Curve geben, durch

welche die letztere Bezeichnung gerechtfertigt wird. Es sei I eine be-

liebige Curve auf 5; wir betrachten einen Punkt M dieser Curve,

nehmen einen zweiten M sehr nahe gelegenen Punkt M auf I an und

ziehen in M und M die I beriihrenden geodatischen Linien, die sich

in einem Punkte N schneiden und einen sehr kleinen Winkel A f mit

einander bilden werden. Dividieren wir A s durch die Liinge A, des

Bogens MM , so konnen wir beweisen, dass der Grenzwert desO /

A
Verhaltnisses

^*,
wenn sich M dem Punkte M unendlich

nahert, gleich der geodatischen Krummung der Curve I im

Punkte M ist.

Zum Beweise nehmen wir die Parameterlinien u, v senkrecht auf

einander an. Es seien femer u= die Curve I und (0 7 v), (Q,v-\-dv)

die beiden Punkte M bez. M auf der Curve I. Es seien endlich g,g
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die geodatischen Linien, die / in M und J/ beruhren, also N ihr

Schiiittpunkt. Bezeichnen wir noch mit P den Punkt, in dem die

geodatische Linie g die Curve v -{- civ unter dem Winkel y -|- d&

schneidet, da -9- in M gleich ist. Nach (11*) ist dann:

yG dv

Da du gleich Null ist, so kommt:

., ,

du -- - av.

Das unendlich kleine Dreieck M NP kann aber bis auf unendlich

kleine Grossen hoherer Ordnung als geradlinig angesehen werden, und

der yon g und g gebildete Winkel bei N wird durch d& angegeben.

Ferner ist:

Bogen MM = dsu =
und folglich:

Hm ^i = ^L .
1

A,=O
A

,

~

Dieser Wert stimmt mit dem in 75 (S. 148) fur die Tangential-

krummung - L der Curven u berechneten Wert (1) genau uberein.
QU

Auf diese zweite Art definiert ist die geodatische Kriimmung einer

auf einer Flache gelegenen Curve die naturliche Verallgemeinemng des

Begriffs der gewohnlichen Kriimmung einer ebenen Curve, wenn die

Geraden (die geodatischen Linien) der Ebene durch die geodatischen Linien

der Flache ersetzt werden.

Auch folgt daraus eine weitere charakteristische Eigenschaft der geo
datischen Krummimg, der zufolge sie auch Abwickelungskriimmung
genannt werden kann. Es besteht namlich der Satz: Die geodati
sche Kriimmung einer auf einer Flache S gelegenen Curve L
ist gleich der gewohnlichen Kriimmung derjenigen ebenen

Curve, in die L ubergeht, wenn die der Flache S langs L um-
schriebene abwickelbare Flache 2 in eine Ebene ausgebreitet
wird. Da sich namlich S und 2T langs der Curve L beriihren, so hat

die Curve L die namliche geodatische Kriimmung, mag sie nun als zu

S oder als zu Z&quot; gehorig betrachtet werden. Bei der Abwickelung von

2 in eine Ebene bleiben aber die Langen der Seiten und die Winkel

der auf 2T gezeichneten Figureu ungeandert, und es verwandelu sich

die geodatischen Linien von 2T in die Geraden der Ebene.
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Wenden wir diesen Satz z. B. auf die Bestimmung der geodati
schen Kriimniung eines Parallelkreises auf einer Rotationsflache an und

beriicksichtigen wir, dass in diesem Falle die umschriebene abwickel-

bare Flache ein Rotationskegel ist, der mit der Flache die Drehaxe

genieinsam hat, so kommen wir zu dem Ergebnis:
Der Radius der geodatischen Kriimmung eines Parallel

kreises auf einer Rotationsflache ist gleich dem Stuck der

Meridiantangente zwischen dem Beriihrungspunkt und der

Drehaxe.

81. Geodatisch parallele Linien.

Die Diiferentialgleichung der geodatischen Linien kann nur in

wenigen besonderen Fallen integriert werden; trotzdem kann man, von

der Differentialgleichung selbst ausgehend, einige wichtige Eigenschaften
dieser Linien ableiten, und mit diesen wollen wir uns jetzt beschaftigen.

Wir betrachten zunaehst eine einfach unendliche Schar von geo
datischen Linien und ihre orthogonalen Trajectorien. Dieses doppelte

Orthogonalsystern wahlen wir als Coordinatensystern (it } v), und wir

setzen voraus, dass die Curven v die geodatischen seien. Dann haben wir:

und nach Voraussetzung (vgl. (1*), S. 148):

- = - L
Q, VEG

d. h.:

oder:

YE== u,

wo U eine Function von u allein ist. Wir ersetzen nun den Para

meter u
}
der die einzelnen orthogonalen Trajectorien bestimmt, durch

jUdu. Dann nimmt das Quadrat des Linienelementes die charak-

teristische Form:

(12) ds2 = du- + Gdv*

an, aus der sich sehr wichtige Folgerungen ziehen lassen. Betrachten

wir den Bogen einer beliebigen geodatischen Linie v, der zwischen

zwei festen Curven des Systems w, etwa

11 = MO ,
u = u

i

liegt, so ist seine Lange durch das Integral:



-

/*=,-,
gegebea, das TOB r gun lAlayg ist Dams folgt der Satr:

A) Die Bogen, die auf den geodltischen Linien r

zweien ihrer orthogonalen Trajeetorien ansgesehnitten wer-

den. haben samtlieh gleiehe Linger
Diem- Sfcte bum aueh ia der foignden

B) Werden dnrch die Punkte einer Curve L die orthogo-

nalen geodatisehen Linien g gezogen und anf alien diesen

ron L a us Bogen ron gleieher Lange abgetragm, *o i*t der

der Endpukte dieser Bogen wieder eine orthogonal*

Trajeetorie der geodatiwhen Linien

An? ^^*&amp;gt;-&quot; Grmde werden die

cn&di ime&dlidM& ffftir TOM geodStttadhn Louea geodatiseh

parallel gewumL BoMrkeanreri ist der ftarfiail fur die GanaV

aefce Krnmmune K der Ffidie in 4am geoAiseiiai Coordiiiaten . r

der fliiiiMjjiiB (12 L r laafal narfi fflocfang (18), S. 68:

i-iT= --=-
1&amp;lt;?

r*
Wir woUen nun die Bedingung daftr i&quot;

1^&quot;11
&quot;-^

da one enek
nnendlidie Currensdiar, derem Gleieknng

r = Const.

s j,iiiiilMit paiilHra Cnrren beSktbL Wililen wir die Carres

Const nod ihre nithi^naslra TiJJMiaiM ^ = Const, n Pan-

bts Qoadrai des LaaeaeieawBlai At Fc

- - --

Folg&fc ezfeatten wir dafor, daas die Cnrren ^ geoditiflAe sein

wo
f(f&amp;gt;)

ene Fi TOD f? aflein is*. Also

.
-
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Damit die Curven cp
= Const, geodatisch parallel sind,

ist notwendig und hinreichend, dass sich

ergiebt.
Fuhren wir unter dieser Voraussetzung statt des Parameters

&amp;lt;p

den von einer festen orthogonalen Trajectorie an gerechneten Bogeu &
der geodatischen Linien ty als Parameter ein, d. h. setzen wir:

r dcp

J Vf(9)
so erhalten wir:

Wir haben somit das wichtige Ergebnis:
Ist die Function &(u } v) ein Integral der partiellen Diffe

rential gleichung:

so sind die Curven -9- = Const, geodatisch parallel, und es ist

& der von einer festen Curve -9
1 = &

Q
an gerechnete Bogen

der orthogonalen geodatischen Linien.

82. Geodatische Kreise.

In Satz B) des vorigen Paragraphen ist die Curve L willkiirlich.

Wenn wir annehmen, dass sie um einen Flachenpunkt beschrieben,

sehr klein und geschlossen ist, wenn wir sie ferner um immerfort

zusammenziehen und schliesslich auf diesen Punkt zusammenschrumpfen

lassen, so ergiebt sich aus Satz B) der folgende:

Werden auf den geodatischen Linien, die von einem
Punkte ausgehen, von Bogen von gleicher Lange abge-

tragen, so ist der Ort der Endpunkte dieser Bogen eine zu

alien diesen geodatischen Linien orthogonale Curve.

Das Quadrat des Linienelementes der Flache nimmt, wenn diese

geodatischen Linien und ihre orthogonalen Trajectorien zu Paranaeter-

linien gewahlt werden, ebenfalls die Grestalt (12) an.

Auf strengere und directere Art konnen wir den letzten Satz wie

folgt beweisen: Als Parameter v, der die einzelnen von ausgehenden

geodatischen Linien bestimmt, wahlen wir den Winkel, den eine ver-

anderliche geodatische Linie des Biischels mit einer festen bildet, und

als Curven u den Ort der Endpunkte der geodatischen Bogen, die in

der Lange u von aus abgetragen werden. Das Quadrat des Linien

elementes der Flache ruoge dann die Gestalt:

ds2 = Edu2 + ZFdudv + Gdv*
annehmen.
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Da nun das Bogenelement der geodatischen Linien gleieh dtt ist,

so haben wir sofort: E=\, und da die Linien v geodatische sind, so

ist ( 77, (5)):

und folglich:

F^y(tO,
wo

&amp;lt;jp

eine Function von r allein bezeichnet. Wenn nun #
, y ,

die

Coordinaten von sind, so reducieren sich die Functionen:

*(, 0&amp;gt; y(M v
)&amp;gt; *0*&amp;gt; *)

for M = 0, was auch v sein mag, auf die drei Constanten a*
, y ,

Z .

Es ist daher:

- =0
, =0, =0,

also auch:

Da nun aber J7

von u unabhangig ist, so folgt hieraus, dass F
uberhaupt gleieh Null ist, d. h. die Curven M, r stehen auf einander

senki-echt. wie behauptet wurde. Das Quadrat des Linienelements

nimmt daher auch hier die Gestalt an:

ds* = du 2
-f Gdv*.

Aber die Function G besitzt in dem vorliegenden Falle besondere

bemerkenswerte Eigenschaften. Zu diesem Zwecke entwickeln wir

(* 1
0&amp;gt; KM v

)&amp;gt;

z (u &amp;gt; )

in der Umgebung von nach Potenzen von M, wobei wir nur bis zu

den zweiten Potenzen von u gehen und das Coordinatensystem so

legen, dass der Anfangspunkt mit 0, die -Axe mit der Flachennor-

male und die a:-Axe mit der Tangente der geodatischen Linie r =
in zusammenfallt. Wir haben dann bei passender Wahl des Parameters v:

x = u cos r -f~ i ,

y=u sin v + f
2 ,

w 2

* =
2~*
+ **&amp;gt;

wo elf 2 , s beziiglich u unendlich klein von der dritten Ordnung
sind und Q den Radius der ersten Kriinimung der geodatischen Linie

t- = bezeichnet. Daraus folgt :

G = u&amp;gt;- + 77,

wo
17

unendlich klein von der dritten Ordnung in u ist,
und also:

&amp;lt;

=
Bianchi, Difierentialgcometrie. 11
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Berucksichtigen wir ferner die Gleichung (13), nach der

ist, so folgern wir daraus weiter:

wo K
Q das Krummungsmass der Flache in ist.

Entwickeln wir ]/ nach Potenzen von u, so erhalten wir dem-
nach die Gleichung:

(14)

In dem Falle, den wir augenblicklich betrachten, werden die

Curven u = Const., welche die Eigenschaft besitzen, dass alle ihre

Punkte von dem festen Punkte gleichen geodatischen Abstand haben,
geodatische Kreise*) genannt. Der Punkt heisst ihr Mittelpunkt,
und der constante geodatische Abstand ihr Radius.

Aus der Gleichung (14) erhalten wir fur den Umfang C eines

geodatischen Kreises mit dem unendlich kleinen Radius u, namlich fur

den Wert:

(15) C

wo s von hoherer als dritter Ordnung in u ist.

Aus der geodatischen Form (12) des Quadrates des Linienelernents

konnen wir endlich den Beweis des folgenden Satzes ableiten: Fur zwei
Punkte A und B, die in hinreichend kleiner Entfernung auf
einer geodatischen Linie g angenommen werden, ist diese
Linie in der That der kiirzeste Weg, auf dem man auf der
Flache von A nach S gelangen kann.

Betrachten wir namlich in der Gleichung (12) fur u
}
v einen

*) Wegen der eben genannten Eigenschaft sind die geodatischen Kreise die

natiirliche Verallgemeinerung der Kreise in der Ebene. Geht man jedoch von
der anderen Eigenschaft des gewohnlichen Kreises aus, dass er namlich eine con
stante Krummung besitzt, so wird man dazu gefuhrt, als geodatische Kreise die

Curven mit constanter geodatischer Krummung zu definieren. Einige
Autoren, wie Darboux, stellen gerade diese zweite Definition auf. Was zu
beachten ist, ist der Umstand, dass die beiden Defmitionen, die sich im Falle der
Ebene (und allgemeiner der Flachen mit constantem Krummungsmass) decken, fur

eine allgemeine Flache Curven ganz verschiedener Art charakterisieren.
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Aenderungsbereich, in dem die Function G eindeutig, endlicli nnd

stetig ist, and sind

A(u , v), B(ulf v)

zwei Punkte, die in diesem Bereich auf der geodatischen Linie v ge-

wahlt sind, so ist die Lange des geodatischen Bogens AB dnrch den

Ausdruck :

J dll = M! M

gegeben. Fur eine andere Curve:

v =
&amp;lt;p(t*),

welche dieselben Punkte A und B verbindet und ganz in dem betrach-

teten Bereiche liegt, ist die Lange des Bogens zwischen A und B durch

f=
I

r
gegeben, und dieser Wert ubertrifft oflEenbar den Wert Idu = i^ ,

da G positiv ist.

83. Geodatische Ellipsen und Hyperbeln.

Auf einer Flache S nehmen wir zwei Curven C und C an, die

nicht geodatisch parallel sind, und wahlen als Parameterlinien M, v die

geodatischen Parallelen zu C und
,

als Parameter u die geodatische

Entfernung von der Grundcurve C und als Parameter v diejenige

von der Grundcurve C . Wenn

ds* = Edu* + ZFdudv + Gdi?

der Ausdruck fur das Quadrat des Linienelements ist, so miissen wir

nach dem Schlussergebnis des 81

A
1
M = 1. A

1 r=l,
dh.

G_ _! E_ _i
EG F-~ i} EG F*~

oder

setzen.

Wird mit a der Winkel der Parameterlinien bezeichnet, so ist

demnach (vgl. S. 63):

7T
1 costo

JC = -^ ^
-

und folglich:

11
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/-
P\ -, 2 du* -\- 2 cos co du dv -\- dv*

sin 8
co

Fiihren wir nun als neue Parameterlinien die Curven:

u -f- v = Const., u v = Const.

ein und setzen wir noch:

u -f- v = 2a, u v = 2(1,

so erhalten wir:

(17) rfat^-^L + __.
. 9 CO -CO

sin 2 - cos -
2 2

Die neuen Parameterlinien stehen also auf einander senkrecht,
d. h.: Auf jeder beliebigen Flache bilden die Ortscurven der-

jenigen Punkte, fur welche die Summe oder die. Differenz
der geodatischen Entfernungen von zwei festen Grundcurven
constant ist, ein Orthogonalsystem (Weingarten).

Wenn die Curven C und C&quot; durch unendliches Zusammenziehen
auf Punkte einschrumpfen, so ist das soeben betrachtete System die

Verallgemeinerung des Systems confocaler Ellipsen und Hyperbeln in

der Ebene. Es werden daher auch allgemein die Curven:

a = Const., /3
=

Const.,

welches auch die Grundcurven sein mogen, geodatische Ellipsen
und Hyperbeln genannt.

Der Ausdruck (17) fiir das Quadrat des Linienelements gilt nach

dem Vorstehenden fiir jede Flache. Es ist klar, dass, wenn es auf diese

Form gebracht ist, die Curven a = Const., /3
= Const, geodatische

Ellipsen und Hyperbeln beziiglich gewisser zweier Grundcurven sind.

Tim das Quadrat des Linienelements einer gegebenen Flache wirklich

auf die Form (17) zu bringen, braucht man nur die geodatischen Linien

der Flache und ihren Bogen zu kennen. Somit werden wir z. B. fiir

die Ebene und die Kugel in der allgemeinsten Weise das Quadrat des

Linienelements auf diese Form bringen konnen*).

84. Torsion einer geodatischen Lime.

Eine geodatische Linie ist durch den in einer gegebenen Richtung

erfolgenden Durchgang durch einen Punkt P bestimrnt (vgl. 78). Wir
stellen uns die Aufgabe, aus diesen beiden Elementen einer geodatischen

*) In betreff der hierauf beztiglichen wirklichen Gleichungen s. Darboux,
2. Bd., S. 422.
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Linie g ihre Torsion - in P nebst dem zugehorigen Yorzeichen zu

berechnen.

Fur eine solche geodatische Linie ist unter Beibehalhmg der

ublichen Bezeichnungen :

_cxdn. ^^. a ?!/ du . cy dv

Is ct ds cu ds cv ds

82 dn . dz do
cos y = j h -j- 11 en ds co ds

cos I = + X, cos
rj
= + 7, cos = + ^,

also:

I/*rtc
ft /*r*c i*l / f\ ^ \ / ^ *** \ j

jsp &amp;gt;sy| _\_( 7 c y v c z \d 11
\ ( 7 c y ycz\dv

|

cos ^ cos 5 j

~V ^ tt 8uJ ds \ 20 co/ ds

nebst analogen Ausdrucken fur cosfi und cosv. Unter Beriicksichti-

gung der Identitaten ( 68, S. 131 Anmerkung) :

- --
cu YEGF*\ cu

cc cv YEGF*\ en

ergiebt sich:

F -E^, G^-F^^
_,

cu co du . cu cv dv
1

- -
. cu co du . cu cv do

cos tt= H-- =-- H-- . =--- 1

yEGF 9- YEGF*
F cz E* G FJ- ~^
- - -C* 7=

--
i *- f- -* O 3

, cu co du
, cu cv dc

COS V - (
- -

j
-

yEGF 3 ds
~ yEGF s ds

Aber nach den Frenet schen Formeln ist:

&amp;lt;icos| _ 7 ScXdu . cXdo\
T^^-

Wenn for cos A, cos^, cosv die obigen Werte eingesetzt werden, so

fallt die Zweidewtigkeit des Yorzeichens fort und es ergiebt -sich (nach

S. 87) als der gesuchte Ausdruck:

, J^ _ (FD ED )du* + (GD ED&quot;)dudv-\-(GD FD&quot;)dc-~~ ~

Derselbe giebt also die Torsion derjenigen geodatischen Linie an, die durch

den Flachenpunkt (u, v) in der durch das Yerhaltnis ^ bestimmten

Richtung hindurchgeht.
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Der Zabler dieses Ausdrucks 1st, wie man siebt, genau die Jacobi-

scbe Determinants der beiden Grundformen:

Ddu -f D dv D du + D&quot; dv

Edu + Fdv Fdu + Gdv

die, gleicb Null gesetzt, die Differentialgleicbung der Krmnmungslinien
liefert. Daraus ergeben sich die folgenden leicbt aucb direct zu be-

weisenden Satze*):

1) Wenn eine Kriimmungslinie eine geodatiscbe Linie

1st, so ist sie eben.

2) Jede ebene geodatiscbe Linie ist eine Krummungslinie.

85. Geodatische Torsion einer Flachencurve.

Die Ergebnisse des vorigen Paragrapben fiibren dazu, fur eine

beliebige auf einer Flacbe gezogene Linie L in jedem ihrer Punkte

nocb ein weiteres geometriscbes Element einzufiibren, dessen Betracb-

tung von Wicbtigkeit ist
;

die sogenannte geodatiscbe Torsion.

Nacb Bonnet wird mit dieseni Namen die Torsion derjenigen geoda-
tiscben Linie bezeicbnet, welcbe die Curve L in einem Punkte P be-

riibrt**). Die geodatiscbe Torsion -
T
- einer Curve L ist durcb den
9

Ausdruck (18) gegeben, wobei unter du, dv die Zunabmen der kriunm-

linigen Coordinaten langs L zu versteben sind.

*) Werden die Kriimmungslinien als Parameterlinien gewalilt, so nimmt die

Gleichung (18) die einfachere Gestalt an (vgl. 54, S. 102):

d.

Hieraus geht hervor, dass die Richtungen der Kriimmungslinien das Biischel

der von P ausgehenden geodatischen Linien in zwei Teile zerlegen; die geoda-
tischen Linien der einen Schaar sind alle rechts, diejenigen der anderen alle

links gewunden. Zwei auf einander senkrechte geodatische Linien haben dem
absoluten Wert nacli gleiche, dem Zeichen nach entgegengesetzte Torsion. Die

jenigen geodatischen Linien, welche die Winkel zwischen den Hauptrichtungen

halbieren, haben die grosste Torsion, namlich I 1

2 \r
x jr,/

**) Er sei darauf hingewiesen ,
dass die Bezeichnung ,,geodatische Torsion&quot;

der Bezeichnung ,,geodatische oder tangentiale Kriimmung&quot; nicht analog ist, da
sich sonst riickwarts als die tangentiale Kriimmung der geodatischen Linie gerade

diejenige ergabe, die wir die normale Kriimmung genannt haben, wahrend sie

doch nacli Definition gleich Null ist.
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Ans dieser Gleichung folgt fiir die Krummungslinien offenbar die

weitere Definition:

Die Krummungslinien sind diejenigen Curven, die in

jedem Punkt-e die geodatische Torsion Null besitzen.

TVir sehen nun, dass aus der Gleichung (18) speciell fur die

geodatischen Torsionen y-,
-~- der Parameterlinien die Ausdrucke

u e

folgen :

l GD FD&quot;

(19)

T
u GYEG F
1 FD ED
r

p EyEG F*

und, wenn uberdies die Curven
,

v auf einander senkrecht stehen,

woraus hervorgeht, dass zwei von einem Punkte ausgehende und auf

einander senkrechte geodatische Linien gleiche, aber dem Yorzeicheu

nach entgegengesetzte Torsion haben. (Vgl. die vorletzte Anmerkung.)
Wir wollen nun die Beziehung aufsuchen, die zwischen der geo

datischen und der absoluten Torsion einer beliebigen auf einer Flache

gezogeuen Curve besteht. Der Einfachheit halber wahlen wir zu diesem

Zwecke ein orthogonales System als Parameterlinien u, v,
und die in

Rede stehende Curve L sei eine Curve des Systems u. Mit 6 bezeich-

nen wir den Winkel, den die Flachennormale mit der Hauptuonnale

von L bildet, und also auch denjenigen Winkel, um welchen in der

Xorrnalenebene eines Punktes P von L die positive Richtung der

Flachennormale in positivem Sinne gedreht werden muss, um mit der

positiven Richtung der Hauptnormale von L zusammenzufallen*). In

den ge\vohnlichen Bezeichnungen haben wir:

l ex l cy l cz
cos a = -

i cos p = -
&amp;gt;

cos y = -
t

v . sinedx ^ v ,

sin e cy
COS t,

= COS 6X -\
--

&amp;gt;

COS
&amp;gt;;

= COS 6 1 -j
--

)

8u VE Su

~ . sine cz
COS w = COS 6 Zi -\

--
YE 8u

*) Xatiirlich 1st als positive Seite der genannten Normalenebene diejenige

anzusehen, welche der positiven Richtung der Tangente von L zugewandt ist.
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1 -v-i COS 6 CX TT- , COS G
cos A = sm csX -f- y^ &amp;gt;

cos ^ = sm &amp;lt;? F -f-

cos v = sin (3 Z -f-

also nach den Frenet schen Formeln fiir die absolute Torsion ,., der

Curve u:

1 vn j.
d cos i 1 ^y j. g cos A, D 1 3 or= &amp;gt;coec 5

=
&amp;gt;

cos - - B
yr

/i Am -, fri / , o

wofiir auch wegen (19*)

.

geschrieben werden kann.

Dieses ist die Gleichung, um deren Ableitung es sich handelte; sie

zeigt uns, dass die geodatische Torsion mit der absoluten fiir alle die-

jenigen Curven und nur fiir solche zusammenfallt
;
deren Hauptnormale

gegen die Flache um einen constanten Winkel geneigt ist. Zu dieser

Klasse von Curven gehoren die geodatischen Linien und die Haupt-

tangentencurven; fiir die ersteren ist &amp;lt;? gleich Null (oder gleich it),
fiir

die letzteren gleich Im allgemeinen bilden die Curven dieser Art,

die einem constanten Werte von 6 entsprechen, wie die geodatischen

Linien eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, ausgenommen in clem

Tt

Grenzfalle a= (^er Haupttangentencurven) *).

86. Allgemeine Satze iiber die Integration der Differentialgleichung

der geodatischen Linien.

Indem wir nun zu der Differentialgleichung der geodatischen

Linien zuriickkehren, wollen wir einige allgemeine Satze angeben, die

ihre Integration betreffen **).

Zunachst bemerken wir, dass die Bonnet sche Gleichung (4*),

76
;
sofort auf den folgenden Satz fiihrt:

A) Wenn die durch die Differentialgleichung erster Ord-

nung:
Mdu + Ndv =

definierten Curven geodatische Linien sind, so lassen sich

ihre orthogonalen Trajectorien durch eine Quadratur be-

stimnien.

*) Infolge des in der Anmerkung zu 84 Gesagten folgt hieraus welter,

dass die beiden von einem Punkte ausgehenden Haupttangentencurven gleiclie

und dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Torsion haben.

**) Darboux, 2. Bd., S. 424 ff.
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Es ist namlich die Differentialgleichung der orthogonalen Trajec-

torien durch ( 34, S. 66, (13)):

(EN FM}du + (FN G3T)dv =

gegeben, iind wegen der eben angefuhrten Gleiehung (4*) ist nach der

Voraussetzung:

FN-GM \ = _ __ / __gjVJ^F3*L \ ,

+ GM~*J
~

cv \\/EN*-
- 2FMN+ GM*)

FN-GM

* - 2FM

d. h. der Ausdruck:

- ZFMN+ G

ein vollstandiges Differential Setzen wir also:

f(ENFM)dn + (FN GM)dv
V
~J VE~N* - ZFMN+ GIF /

so ist & das gesuchte Integral. Dies folgt auch so: Wir haben offenbar

A^ = l,

folglich ist nach 84 die Gleichimg der gesuchten orthogonalen Tra-

jectorien: & = Const. Dabei ist # der von einer festen orthogonalen

Trajectorie an gerechnete Bogen der geodatischen Linie.

Wir nehmen nun an, es sei eine solche Losung -9- der partiellen

Differentialgleichung :

A^ = l

bekannt, die eine wesentliche, d. h. in d- nicht additiv auftretende will-

kiirliche Constante a enthalt. Wird die Gleichuug: A^=l oder:

nach dem Parameter a, der uur in d- enthalten ist, differenteii, so

ergiebt sich nach 35:

Dieses beweist, dass fur jeden bestimmten Wert von a die Gleichung:

in der b eine willkurliche Constante bedeutet, die zu den Curren

9- = Const, orthogonalen geodatischen Liuien darstellt (vgl. 36). Die

Gleichung (21) enthalt die beiden willkiirlichen Constanten a und 6

und ist die allgeraeine Gleichung der geodatischen Linien der Flaehe.

Urn dieses zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass eine Curve:

9- = Const.
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durch einen beliebigen Punkt der Flache in beliebiger Richtung gelegt

werden kann. Es kann nun das Verhaltnis 7^ : -~ nicht unabhiingig von a

Qi P *V

sein, denn da ausserdem &amp;gt;,- und -, durch die Gleichung: A, O1 = 1
ou cv

verbunden sind, wiirden ja sonst beide Grossen von a unabhangig und

also a in & additiv enthalten sein. 1st aber (w0; v ) ein beliebiger

Punkt der Flache, so stellt die Gleichung:

&(u } v, a)
= &(UQ)

V
Q) a)

eine Curve -9
1 = Const, dar, welche von (uQy VQ) ausgeht. Ihre Rich-

Q CL, O Q,

tung in diesem Punkte hangt von dem Verhaltnis
^

:

^-- ab, das bei

der Aenderung von a alle Werte annehmen kann*). Wir haben also

den Satz:

B) 1st yon der partiellen Differentialgleichung:

A!# = 1

eine Losung & mit einer wesentlichen Constanten a bekannt,
so ergiebt sich die allgemeine Losung der Differentialglei

chung der geodatischen Linien mittels Differentiation in der

Form:

wobei 1) eine zweite willkiirliche Constante ist. Der Bogen
jeder geodatischen Linie ist gleich der Differenz der Werte

;

welche die Function -9
1 in den beiden Endpunkten annimmt.

87. Jacobi s Satz iiber die Differentialgleichung der geodatischen
Linien.

Auf Grund der letzten Ergebnisse konnen wir mit Jacob i be-

weisen
;
dass man von der Differentialgleichung zweiter Ord-

nung der geodatischen Linien nur eine intermediare Integral-

gleichung erster Ordnung mit einer willkiirlichen Constanten

a zu kennen braucht, um mittels Quadraturen die Gleichung
dieser Curven in endlicher Gestalt zu erhalten. Es sei namlich

durch
dv f &amp;gt;.= y(u,v,a)

eine solche bekannte intermediare Integralgleichung dargestellt. Setzen

wir dann in dem Satze A) des vorigen Paragraphen

*) Darboux, 2. Bd., S. 428.
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so sehen wir, dass der Ausdruck:

(E + F&amp;lt;p)
du + (F+

ein vollstandiges Differential ist. Setzen wir also:

9
&amp;gt;

~\~ Cr(f-

so ist nach Satz B)

die Gleichung der geodatischen Linien in endlicher Gestalt.

Dieses Ergebnis benutzen wir jetzt zum Beweise des Satzes: Bei

den Flachen mit dem Krummungsmass Null (den abwickel-

baren Flachen) lasst sich die Differentialgleichung der geo

datischen Linien mitteft zweier Quadraturen integrieren.

Wir schreiben namlich die Differentialgleichung der geodatischen

Linien in der Gaussischen Form ( 80, S. 156):

F*\E cu cv cu

F 4 \E dv du.

wo # der Winkel zwischeu den geodatischen Linien und den Curven

v ist. Gemass der Gleichung (17), 35, S. 68, besagt die Bedingung:

K = 0, dass die rechte Seite dieser Gleichuug ein vollstandiges Diffe

rential ist. Durch eine Quadratnr ergiebt sich sofort eine intennediare

Integralgleichung mit einer willkurlichen Constauten a:

und eine zweite Quadratur giebt die Gleichung der geodatischen Linien

in endlicher Gestalt. Mit auderen Worten: Hat eine quadratische

Differentialfonn :

Edit* -f 2Fdudv + Gdv*

die Krummung Null, so geniigen zwei Quadraturen, urn sie auf die

Normalform dx* + dy* zu bringen. (Vgl. dasselbe Problem in 29.)

88. Geodatische Linien auf den Liouville sclien Flachen.

Es giebt eine Klasse von Flachen, die in ihrer ganzen Allgemein-

heit zuerst von Liouville betrachtet worden sind und bei denen das

Verfahren, das durch die Satze in 86 fur die Integration der Diffe

rentialgleichung der geodatischen Linie angegeben wurde, vollstandig
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durchfuhrbar ist. Es sind dieses diejenigen Flachen, bei denen das

Quadrat des Linienelements auf die Form:

(22) ds2 =
{
a (u) + p(v) } (du

2 + dv2

}

gebracht werden kann, wo (M) eine Function von u allein und fi(v)
eine Function von v allein ist. Fiir diese besondere Form des Qua
drates des Linienelements geht die Gleichung:

nach 35 iiber in:

Wir suchen ihr dadurch zu geniigen, dass wir -fr gleich der Sumnie
zweier Functionen setzen, von denen die eine nur von u, die andere

nur von v abhangt:
# = CT+ V.m

Dieses giebt:
U 2 a (u)

=
p(v) V 2 =

a,

wo a eine willkiirliche Constante ist. Wird also

(23) -a- = / ya (u) fa du Cyp(v) a dv

gesetzt, so ist -fr eine Losung von A
1
-9 .= 1 mit der wesentlichen Con-

stanten a, und folglich ( 86) erhalten wir als Gleichung der geoda-
tischen Linien in endlicher Gestalt:

(24) 2
d& = C du + C
ca J VZM+H~J

wahrend uns (23) ihren Bogen 0- giebt. Wir fiigen iiberdies hinzu,

dass, wenn mit ty der Winkel zwischen den geodatischen Linien und

den Curven v bezeichnet wird,
dv

igTh = -

du

ist, woraus infolge von (24) die Gleichung:

(25) /3(v)cos
2 ^ a(w)sin

2
^ =a

hervorgeht, die uns ein intermediates Integral erster Ordnung der Glei

chung der geodatischen Linien auf den Liouville schen Flachen giebt.

Dini*) hat bemerkt, dass der Ausdruck (22) fiir das Quadrat des

Linienelements dadurch gekennzeichnet werden kann
;

dass man sagt:

Die Parameterlinien u, v bilden ein isothermes System von

*) Sopra un problema della rappresentazione geografica di una

superficie sopra un altra. Annali di Matematica, Bd. Ill, 1869.
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geodatischen Ellipsen iTnd Hyperbeln. Um dieses zu beweisen,

fuhren wir statt der Parameter u, v andere ein, indem wir

?/ = u^), t7 = v(t^)

setzen, sodass

wird. Setzen wir noch:

di*! rfr,

at du (a ./

sm - = = j cos = =. j

}/() + (r) !/() + (J(r)

so nimmt der Ausdruck (22) die charakteristische Gestalt (17) aus

83 an:

.63
cos* -

2

wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. Umgekehrt ist sofort ein-

leuchtend, dass, wenn ein Orthogonalsystem von geodatischen Ellipsen

und Hvperbeln auch noch isotherm ist, durch Einfuhnmg neuer Para

meter das Linienelement auf die Liouville sche Form gebracht werden kann.

Wir konnen demnach sagen: Die Liouville schen Flachen

sind diejenigen Flachen, auf denen es ein isothermes System
von geodatischen Ellipsen und Hyperbeln giebt*).

89. Geodatische Linien auf den Rotationsflachen.

Zu der Klasse der Liouville schen Flachen gehoren die Flachen

zweiten Grades und die Rotationsflachen, auf denen namlich die Kriiin

mungslinien ein isothermes System geodatischer Ellipsen und Hyper
beln bilden.

Wir wenden die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf den letz-

teren Fall, d. h. auf das Quadrat des Linienelements :

ds~ = rfu- + r-dv-

(vgl. 42) an, das wir auf die isometrischen Parameter:

Cdu,
i
=
J -T,

*

beziehen, wodurch wir erhalten:

*
-f

*) Die diesem Buche gesteckten Grenzen gestatten uns nicht, hier auf die

neueren wichtigen Resultate einzugehen, die verschiedene Mathematiker beziiglich

der Theorie der Liouville schen Flachen erhalten haben, insbesondere auf die Kri-

terien dafur, ob eine gegebene Flache zu dieser Klasse gehort.
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Dieser Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements ergiebt sich aus

dem Liouville schen (22), wenn darin

(MI)
= r2

, p(v)
=

gesetzt wird.

Die Constante a in der Gleichung (23) rnuss in dem vorliegenden

Falle fur die reellen geodatischen Linien einen negativen Wert haben.

Wird also

n - Ifil* - - n/

gesetzt, so lautet die Gleichung (24) der geodatischen Linien in end-

licher Gestalt:

und die Gleichung (23), die den Bogen s der geodatischen Linien

giebt :

/rr?\ I 7 / I/?
2 k* -. i rdu

(27) s = -f-&v4- I ?- du = I ----
1 J r J 1/r

2 - & 2

Es ist klar, dass das einfach unendliche System von geodatischen

Linien, das sich aus (26) fiir einen festen Wert von Jc und ver-

anderliches b ergiebt, aus lauter congruenten Curven besteht, die durch

Drehung urn die Axe mit einander zur Deckung gebracht werden

konnen.

Die intermediate Integralgleichung (25) liefert uns die Gleichung:

(28) r sin ^ = ^,

d. h. den Clairaut schen Satz: In jedena Punkte einer auf einer

Rotationsflache gezogenen geodatischen Linie ist das Pro
duct aus dem Radius des betreffenden Parallelkreises und
dem Sinus des Neigungswinkels der geodatischen Linie gegen
den betreffenden Meridian constant.

Besitzt die Flache einen grossten Parallelkreis vom Radius R, so

ist fiir jede reelle geodiitische Linie der Wert der Constanten It kleiner

als It. Die Curve verlauft ganz innerhalb der Zone, in der die Radien

der Parallelkreise nicht grosser sind als
ft,

wie aus der Gleichung (28)

hervorgeht.

90. Gauss Satz iiber die Totalkrummung eines geodatischen
Dreiecks.

Indem wir nun zu der allgemeinen Theorie der geodatischen Linien

zuriickkehren, betrachten wir mit Gauss ein geodatisches, d. h. ein von

drei geodatischen Bogen gebildetes Dreieck ABC, das ein Stuck der

Flache S einschliessen wird. Wir berechnen seine Totalkriimmung
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(Curvatura Integra), d. h. das fiber das ganze Dreieck erstreckte

Doppelintegral :

wo dff das Flachenelement und K wie gewohnlich das Kriimmungs
mass bezeichnet.

Als Parameterlinien v wahlen wir die von der Ecke A ausgehen-
den geodatischen Linien und als Parameter r den Winkel, den sie mit

der festen geodatischen Lime AS (v
=

0) bildeu. Als Curven u wah

len wir die orthogonalen Trajectorien der Curven v (die geodatischen

Kreise um A) und rechnen den Bogen u der geodatischen Linien vom
Punkte A aus. Da daun das Quadrat des Linienelements durch

ds2 = du 2
-f- Gdv*

gegeben ist, so genugt die Function j/6r den Bedingungen ( 82):

(29) (ya)y =o

Da ferner (nach S. 159 u. 63)

tftt
a

ist, so kommt:

A

wo A den Dreieckswinkel an der Ecke A bedeutet.

Langs der geodatischen Linie BC, als deren positive Richtung
wir diejenige von S nach C festsetzen wollen, ist die Gaussische Diffe-

rentialgleichung der geodatischen Linien (Formel (,11*), 80, S. 156)

erfuUt, d. h.:

(31) rffr =v y cu

Bezeichnen wir die Dreieckswinkel in S und C niit J? und (7, so

haben wir demnach:

wo T^B, &c die Werte von -9- in B bez. C sind.

Nun giebt uns Gleichung (30):
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d. h. gemass (29) mid (31):

In dieser bemerkenswerten Gleichung ist der Satz von Gauss

enthalten:

Die Totalkriinarnung eines geodatischenDreiecks ist gleich
dem Ueberschuss seiner Winkelsumme iiber zwei Rechte (dem

spharischen Excess).
Dieser Ueberschuss ist positiv, wenn alle Punkte im Innern des

Dreiecks elliptisch sind, negativ, wenn sic hyperbolisch sind, und gleich

Null im Falle der abwickelbaren Flachen. Schliesslich bemerken. wir

noch, dass, wenn das Kriimmungsmass K der Flache constant ist, der

vorstehende Satz als besonderen Fall den folgenden liefert:

Auf einer Flache mit constantem Krummungsmass ist

der Flacheninhalt eines geodatischen Dreiecks dem Ueber
schuss der Winkelsumme desselben iiber zwei Rechte pro

portional.

91. Doppelte Orthogonalsysteme von Curven constanter

geodatischer Kriimmung.

Wir schliessen dieses Kapitel mit der Ableitung einiger einfacher

Satze iiber Curven rn.it constanter geodatischer Kriimmung.
Wir nehrnen an

;
dass in einem auf einer Flache S befindlichen

doppelten Orthogonalsystem (w, v) jede Curve des Systems u sowohl

wie jede Curve des Systems v constante geodatische Kriimmung be-

sitze. Ist

G-dv*

der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements, so haben wir der

Voraussetzung zufolge ( 75, S. 148):

(a)
.

wo U eine Function von u allein, V eine Function von v allein ist.

Daraus folgt:

r r\
- C/ oOU CV

oder :

du
Demnach ist
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das vollstandige Differential einer Function
&amp;lt;p,

und dabei ist:

&quot;

V 3v

Werden diese Werte in (a) eingesetzt, so ergiebt sich zur Bestimmung
von qp

die eine Gleichung:
c*&amp;lt;p ctp cq&amp;gt;

deren allgemeine Losung

ist, wo (u), p(v) willkurliche Funefcionen von u bez. v sind. Daraus

ergiebt sich for das Quadrat des Linienelements der Ausdruck:

oder durch Einfuhrung neuer Parameter u1}
r
x

:

&quot;

(Pi + FJ
1 -

Wir haben also nach 37, S. 71, den Satz:

Ein doppeltes Orthogonalsystem von Curven mit con

stanter geodatischer Krummung ist stets isotherm.

Auch besteht der umgekehrte Satz:

Sind in einem doppelten Isothermensystem die Curven

des einen Systems Curven mit constanter geodatischer Krum

mung, so sind es auch diejenigen des zweiten Systems.
Wahlen wir namlich isometrische Parameter, so hat das Quadrat

des Linienelements die Gestalt:

Nun ist nach S. 148:

und von den beiden Bedingungen:

*) Falls die Functionen f7, V nur Constanten sind, erhalt ds die Form:

und gehort zu einer pseudospharischen Flache Tom Krummungsmass

K= (a* + 6s
).

(VgL die Anmerkung S. 151.)

Biancbi, Differentialgeometrie. 12
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ist, wie ersichtlich, die eine eine Polge der anderen.

Es 1st klar, dass die Mer betrachteten doppelten Orthogonal-
systeme nur auf besonderen Flachen wirklich vorhanden sind. Insbe-

sondere giebt es in der Ebene und auf der Kugel unendlich viele

solcher Systeme 7
und in 44, Kap. Ill, haben wir die Aufgabe, alle

diese zu bestimmen, bereits geometrisch gelost.



Kapitel YIL

Auf einauder abwickelbare Flachen.

Biegsame Flachen. Gaussischer Satz von der Unveranderlichkeit des Krummungs-
masses bei Verbiegung. Kriterien dafiir, ob zwei gegebene Flachen auf ein-

ander abwickelbar sind. Fall der Flachen von constantem Kriimmungsmass.
Abwickelbarkeit eines Stuckes einer Flache von constantem Kriimmungsmass

auf ein beliebiges anderes Stuck derselben Flache. Flachen, die eine stetige

Verbiegung in sich gestatten. Auf einander abwickelbare Rotationsflachen.

Schraubenflachen und Satz von Bour. Die partielle Differentialgleichung zweiter

Ordnung, von der die Verbiegung einer gegebenen Flache abhangt. AUgemeine
Satze fiber Verbiegung. Bonnets Satz von der Moglichkeit, eine Flache so

zu verbiegen, dass die Haupttangentencurven des einen Systems Haupttangenten-
eurven bleiben.

92. Definition der Abwickelbarkeit von Flachen auf einander.

Wie in der ebenen und in der spharischen Geometrie die Eigen
schaften der in der Ebene oder auf der Kugel gezeichneten Figuren
ohne Rucksicht auf ihre absolute Lage im Raume untersucht werden,
ebenso kann eine analoge Untersuchung fiir jede beliebige Flache S

angestellt werden. Diejenigen Eigenschaften nun, welche nur die Grosseu-

und Lagenbeziehungen der auf der Flache gezeichneten Figuren inso-

weit betreffen, als sie auf der Flache gelten, machen die Geometrie
der Flache aus.

Unter diesem Gesichtspunkt konnen zwei der Gestalt nach sehr

verschiedene Flachen dieselbe Geometrie haben. So ist es klar, dass

die Satze der ebenen Geometrie immer noch gultig sind, wenn die

Ebene, in der die Figuren gezeichnet sind, auf einen Cylinder, einen

Kegel oder eine beliebige andere abwickelbare Flache aufgewickelt

gedacht wird.

Um das Wesen derjenigen Eigenschaften, welche die Geometric

einer Flache ausmachen, wohl zu erfassen. denke man sich zweck-

massiger Weise die Flache aus einer unendlich dvinnen, vollkommen

biegsamen, aber undehnbaren Hulle gebildet.
12*
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Diejenigen Eigenschaften, welche sich nicht andern, wie die Flache

auch verbogen werden mag, fallen in ihre Geometric
,

die iibrigen
haften der Gestalt und der wirklichen Lage der Flache im Raume an.

Zwei Flachen S, S
,
deren Punkte P, P einander so zugeordnet

werden konnen, dass die entsprechenden Linienelemente gleich werden,
haben dieselbe Geometrie, weil dann auch die endlichen Bogen, die

Winkel und die Flachenraume der Figuren auf S den entsprechenden
Stiicken der Figuren auf S gleich sind. In diesem Falle heissen die

beiden Flachen S, 8 auf einander abwickelbar, womit gesagt
werden soil, dass die eine Flache (oder ein Stuck von ihr) durch blosse

Verbiegung, ohne Riss oder Faltung, auf die andere ausgebreitet werden

kann. Damit aber diese Abwickelung fur wirklich ausfiihrbar gehalten
werden kann, muss offenbar das Vorhandensein einer stetigen Aufein-

anderfolge von Gestaltsanderungen der biegsamen Flache S, welche von S
zu S hiniiberleitet, nachgewiesen werden.

Wenn fur zwei Flachen S, S die Ausdriicke fur die Quadrate der

Linienelemente gegeben sind:

ds2 = Edu2
-f ZFdudv + Gdv*,

ds 2 = E du 2 + 2F dudv + G dv \

so muss man, um zu erkennen, ob sie auf einander abwickelbar sind,

untersuchen
;
ob zwischen den Punkten (u, v) der einen und den Punkten

(u j v&quot;)
der andern eine solche Zuordnung moglich ist, dass sich die

Gleichheit der Linienelemente:

ds= ds

ergiebt.

Fiir die Abwickelbarkeit der beiden Flachen auf einander ist es

demnach notwendig und hinreichend, dass die Differentialformen :

Edu* + 2Fdudv -f- Gdv*

E du 2 + 2F du dv + G dv 2

in einander transformierbar sind.

^

93. Gaussisclier Satz von der Unveranderlichkeit des Kriiminungs-
masses bei Verbiegung.

Aus den obigen Betrachtungen ergiebt sich, dass die Geometric

der Flache schon durch den Ausdruck fur ihr Linienelement oder durch

ihre erste Grundform:

(1) Edu* + 2Fdudv+ Gdv2

vollkommen bestimmt ist. Mit anderen Worten, die unendlich vielen

Gestaltsanderungen, die eine Flache S beim Verbiegen erleiden kann,
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haben die erste Grundform gemeinsam; jede einzelne von ihnen wird

dann erst durch ihre zweite Grundform (Kap. IV) naher bestimmt.

Wenn die Geometric einer Flache als durch das Linienelement der

Flache definiert behandelt wird, so ist Ton jeder besonderen Flachen-

gestalt, die dem Linienelement wirklieh entspricht, abzusehen. Ana-

lytisch haben wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die von den

beiden Yariabeln u
}
v erzeugt wird und deren Elemente (Punkte) von

je einem Wertepaar ( ,
r ) bestimmt werden: die Entfernung ds zwischen

zwei einander unendlieh nahen Punkten (*, v), (u -\- du, v -f- dr) be

stimmt sich nach der Gnmdform (1), und der Winkel 0- zwischen den

beiden Linienelementen ds, ds, die den Punkt
(it, v) mit den Punkten

(u -f- du, v -f- dv), (u -f- du, v -f- dv) verbinden, aus der Gleichung

(vgl. 34):

_ Edu8u+ F(duiv + dvSrt + GdtSu
COS v ----, s

-
ds8s

Zwischen der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit und den Wertepaaren

(MO , VQ) haben wir somit ein eiudeutiges Entsprechen.

Der Aenderungsbereieh, den wir fiir u, v betrachten, soil stets ein

solcher sein, dass innerhalb desselben die Functionen E, F, G samt

ihren ersten und zweiten partiellen DiiFerentialquotienten eindeutig,

stetig und endlich und ferner E, G, EG F* positiv sind. Der

Winkel o der Parameterlinien
7
der durch die Gleichungen:

cos a = i sin a =

bestimmt ist (vgl. 34
7
S. 63), andert sich demnach in dem betreffenden

Bereich stetig zwischen und TC, ohne jemals diese Endwerte zu erreichen.

Bei diesen allgemeinen Untersuchungen finden die Begriffe Diffe-

rentialinvarianten und Differentialparameter, die wir im zweiten Kapitel

behandelt haben, eine immittelbare wichtige Anwendung. Die Kriim-

mung einer Flache ist eine Differentialinvariaute der Form (1); ihr

Wert in jedem Punkte hangt nur von den Coefficienten der Form (1)

ab und bleibt demnach derselbe, wie die Flache auch verbogen werden

mag (vgl. 55).

Daraus ergiebt sich der giimdlegende Satz von Gauss: DasKriim-

mungsmass einer Flache bleibt bei einer beliebigen Verbie

gung der Flache ungeandert. Dieses Ergebnis lasst sich auch noch

in folgender Fassung aussprechen: Sind zwei Flachen auf einander

abwickelbar, so haben sie in je zwei entsprechenden Punkten

gleiches Krummungsmass.
Dieses ist die Eigenschaft, welche, wie bereits anderwarts (S. 105)
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bemerkt worden 1st, dem Gaussischen Kriirnmungsmass bei den geo-

metrischen Anwendungen iiberwiegende Bedeutung verleiht.

Wir betrachten nun einen Differentialparameter der Form (1),

der eine oder mehrere willkiirliche Functionen

enthalt. Der Wert, den er in jedem Punkte der Flache annimmt, ist

von den Coordinaten, die zu seiner Berechnung verwandt werden, un-

abhangig und bleibt bei jeder beliebigen Verbiegung der Flache der-

selbe. Werden
&amp;lt;p,

ty . . . gleich Constanten gesetzt, so ergeben sich auf

der Flache ebensoviele Curvensysteme, und der Differentialparameter

stellt einen mit diesen Curven unzertrennlich verbundenen Ausdruck

dar, der sich nicht andert, wie die Flache auch verbogen werden mag.

Betrachten wir z. B. die geodatische Kriimmung
- der Curven

tp
= Const. Sie ist ( 76, (3), S. 149) durch den Differentialparameter

1 A
2 f _i r7 /, * \= -4- V

( &amp;lt;p, ,
1

-/ A
rf) \ &quot;I/A m /

gegeben. Daraus folgt: Die geodatische Krummung einer auf

einer Flache gelegenen Curve andert sich nicht, wenn die

Flache verbogen wird.

Insbesondere gehen die geodatischen Linien einer Flache S bei

einer Verbiegung von S in die geodatischen Linien der neuen Flache

iiber. Diese Thatsache folgt iibrigens auch direct aus der charakte-

ristischen Eigenschaft einer geodatischen Linie
( 82, S. 162), die

kiirzeste Linie zu sein, die sich auf einer Flache zwischen zwei ein-

ander hinlanglich nahen Punkten ziehen lasst. Hieraus ergiebt sich

ein neuer Beweis fur die Unveranderlichkeit der geodatischen Krum

mung bei einer Verbiegung, wenn man sich der in 80, S. 156, fiir

die geodatische Krummung gegebenen Definition bedient.

Wir wollen hier noch bemerken, dass sich aus letzteren Ueber-

legungen ein anschaulicher Beweis fiir die Unveranderlichkeit des

Gaussischen Krumrnungsmasses bei einer Verbiegung ergiebt. Betrachtet

man namlich einen geodatischen Kreis mit unendlich kleinem Radius M,

dessen Mittelpunkt ein Flachenpunkt P ist, so ist sein Umfang C bis

auf unendlich kleine Grossen von hoherer als der dritten Ordnung

infolge des Ausdrucks (15), 82 (S. 162), in der Form:

C 2l_y ^ 7v iv
O

gegeben, wo K das Kriimmungsmass der Flache in P ist. Wie die

Flache auch verbogen werden mag, C andert sich nicht, also auch nichtK .
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94. Kriterien dafiir, ob zwei gegebene Flachen auf einander

abwickelbar sind.

Mit Hilfe der Theorie der Differentialparameter konnen wir in

der einfachsten Weise die Aufgabe losen: Gegeben sind zwei Flachen

S, S : es ist zu untersuchen, ob dieselben auf einander ab

wickelbar sind; und wenn dieses der Fall ist, sollen die da-

rauf bezuglichen Gleichungen aufgestellt werden.

Analytisch ist die Aufgabe mit der Frage nach der Transformier-

barkeit zweier gegebener Differentialformen:

Edit- + 2Fdu dv + Gdv*,

E dn - + 2F du dv + G dv -

in einander gleichbedeutend ( 92). Nun nehmen wir an, es seien

(2)

zwei unabhangige Beziehungeu zwischen u
} v, u

r

,
v

}
welche das Gesetz

darstellen, nach dem unter der Voraussetzung der Abwickelbarkeit der

Flachen auf einander die Punkte der einen Flache denen der anderen

entsprechen. Infolge der Eigenschaften der Difierentialparameter miissen

wir haben:

(3)

wo die Striche andeuten. dass die Differentialparameter auf den rechten

Seiten fur die zweite Form gebildet siiid. Damit die Flachen auf ein

ander abwickelbar seien, ist es also erforderlich . dass die Gleichungen

(2) die Gleichungen (3) zur Folge haben. Diese notwendige Bedingung
ist fur die Abwickelbarkeit auch hinreichend. Aus dem Ergebuis in

36 (S. 69, (2Cft) folgt namlich, wenn fur die erste Form qp, # und fur

die zweit (p , 4 als neue Veranderliche eingefiihrt werden:

IFdudv

und wegen der Gleichungen (2), (3) sind die rechten Seiten einander

gleich.

Nach dieser Yorbemerkung schliessen wir vorerst den Fall aus
7
dass

eine der beiden Flachen constantes Krummungsmass besitze. Bezeich-

nen wir die Krummungsmasse der beiden Flachen mit K(u t v) bez.

E (u ,
v \ so liefert uns der Gaussische Satz unter der Voraussetzung,



184 Kap. 7. Auf einander abwickelbare Flachen.

dass die Flachen auf einander abwickelbar sind, sofort eine Beziehung
von der Form (2) in der Gleichung:

(4) K(u, 0)
=

.
).

Ferner ist einleuchtend
}

dass jeder fiir die Function K gebildete

Differentialparameter gleich dem entsprechenden fiir K berechneten

sein muss. Wir nehmen zunachst die Beziehung:

(5) ^K=^ K
,

die mit (4) eombiniert zu den nachstehenden drei Fallen Anlass geben
kann:

1. Die Gleichungen (4) und (5) widersprechen einander;
dann sind die Flachen nicht auf einander abwickelbar.

2. Die Gleichungen (4) und (5) sind mit einander ver-

traglich und von einander verschieden. In diesem Falle ist es

nach dem, was wir oben gesehen haben, damit die Flachen auf ein

ander abwickelbar seien, notwendig und hinreichend, dass die Glei

chungen (4) und (5) die weiteren:

nach sich ziehen, was durch algebraische Rechenoperationen entschieden

werden kann.

3. Die Gleichungen (4) und (5) lassen sich auf einander

zuruekfuhren.

Dieses tritt ein, wenn ^K eine Function von K und A/jfiT die-

selbe Function von K ist.

95. Flachen, die auf Rotationsfiachen abwickelbar sind.

In dem zuletzt betrachteten Falle:

wahlen wir statt (5) die andere Beziehung:

(5*) A
2
-ZT

A/JK&quot;

und fuhren die Aufgabe wieder auf algebraische Eliminationen zuriick,

wofern nicht der weitere Fall eintritt, der durch die Gleichungen:

(b) & 2K = x(K), &%K =%(K }

gekennzeichnet ist.

Es ertibrigt also nur noch, den einzigen Fall zu betrachten, in

dem die Gleichungen (a) und (b) zusammen bestehen.
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Da dann
_

^K~ f(K)

ist, so bilden die Curven gleichen Krummungsmasses K= Const, mit

den orthogonalen Trajectorien

# = Const.

ein Isothermensystem ( 38, S. 73).

Die Function #(M, v) ergiebt sich mittels Quadraturen aus den

Gleichungen ( 39, S. 73):
cK oK

f -^
-- -&
C */ v tir\

ffi&quot;.~

/-s&amp;lt;JT&amp;gt;
7?!?

Daraus folgt nach (14), S. 67:

und somit nach S. 183:

***l*K
.dip*T?J 2Edir

Da die Functionen / und i for die zweite Flache dieselben bleiben,

so kommt dieser Flache dieselbe Form flir das Linienelement zu, das

andererseits zu einer Rotationsflache gehort (vgl. S. 79).

Also: Wenn die Beziehungen (a) und (b) bestehen, so sind

die beiden Flachen auf dieselbe Rotationsflache und also

auch auf einander auf einfach unendlich viele Weisen ab-

wickelbar.

Um in diesem Falle die wirklichen Gleichungen fur die Abwickel-

barkeit zu finden, sind, wie wir gesehen haben, zwei Quadraturen

erforderlich.

96. Fall der Flachen von constantem Kriimmungsmass.

Bei der in den beiden vorstehenden Paragraphen gegebenen L6-

sung der ersten Aufgabe aus der Lehre von der Abwickelbarkeit zweier

Flachen auf einander haben wir den Fall ausgeschlossen. dass die eine

Flache constantes Kriimmungsmass besitze. Damit in diesem Falle die
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beiden Flachen auf einander abwickelbar seien, ist es erforderlich, dass

die zweite Flache dasselbe constante Kriimnmngsmass besitzt. Nun ist es

sehr bemerkenswert, dass in diesem Falle das Kennzeichen, das der

Gaussische Satz liefert, fur die Abwickelbarkeit auch hinreichend
ist,

d. h. :

Zwei Flachen mit demselben constanten Krummungsmass
sind auf einander abwickelbar.

Fur den Fall der Flachen mit der Krummung Null haben wir

dieses Ergebnis bereits in 55, S. 106, nachgewiesen, wo wir gesehen

haben, dass eine derartige Flache auf die Ebene abgewickelt werden

kann. Hier wollen wir einen zweiten Beweis dafiir geben, den wir

sofort auch auf die Flachen mit nicht verschwindendem constantem

Krummungsmass ausdehnen.

Wir ziehen auf einer Flache vom constanten Krummungsmass K
eine geodatische Linie L und wahlen als Parameterlinien die zu L
orthogonalen geodatischen Linien und deren orthogonale Trajectorien,

als Parameter u den Bogen der geodatischen Curven v, gerechnet von

der Curve L ab, die demnach die Curve u =
ist, und als Parameter

v den Bogen der Curve L, gerechnet von einem festen Punkte dieser Curve

an. Das Quadrat des Linienelements nimmt dann nach 81 die Form:

ds2 = dti
2 + Gdv*

an. Da die geodatische Krummung der Curve u= gleich Null ist, so

ist nach (1), S. 148:

( ffl = 0.
\ du /u=o

Ferner ergiebt sich, da das Bogenelement der Curve u = gerade dv ist:

(ft (T
/G)=o= I-

Nun haben wir (vgl. S. 159):

und da der Annahme nach K constant ist, so erhalten wir, wenn wir

die drei Falle:

unterscheiden
, folgende Ergebnisse:

1) Ist K=0, so kommt:

wo (f (v), ty(v) Functionen von v allein sind. Aber aus (a) und
(/3) folgt:

9&amp;gt;(tO

=
0, ^(w)

=
l,

sodass sich

ds2 = du2
-(- dv2

,

d. h. das Quadrat des Bogenelements der Ebene ergiebt.
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2. Ist
-BT&amp;gt;0,

so setzen wir

K= (E reeU)

und erhalten aus (y):
* 4A

l/6r =
&amp;lt;p (v) cos ^p -j- #(#) sin -p 7

ferner aus (a) und (/3):

Demnach ist hier:

Dieses ds~ gehort zur Kugel vom Radius E: also: Alle Flachen

mit positivem constantem Krummungsmass j^
sind auf die

Kugel vom Radius E und also auch auf einander abwickelbar.

3. Ist K
&amp;lt; 0, so setzen wir

JT-*- 47?*
Dann giebt Gleichung (*/):

y& = &amp;lt;p(v)
cosh

^p -J- #(?) sinh ^?

und infolge von (a) und
(/3)

ist:

Also: Das Quadrat des Linienelements jeder pseudospharischen
Flache vom Radius E kann auf die Form:

(7) ds* = d 2
-f- cosh2

^ dv*

gebracht werden.

Daraus folgt, dass alle diese Flachen auf einander abwickelbar sind.

97. Abwickelbarkeit eines Stiickes einer Flache von constantem

Krummungsmass auf ein beliebiges anderes Stiick derselben Flache.

Die soeben gewonnenen Ergebnisse konnen nicht allein auf zwei

verschiedene Flachen mit demselben constanten Krummungsmass, son-

dern auch auf zwei Stiicke ein und derselben Flache mit constantem

Krummungsmass angewandt werden. Wir erhalten alsdann den wich-

tigen Satz:

Jedes Stiick einer Flache von constantem Krummungs
mass ist auf irgend ein anderes Stuck derselben Flache ab

wickelbar, in der Weise. dass zwei beliebige Punkte A, B
des ersten Stiicks mit zwei beliebigen Punkten A

,
B des
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zweiten zur Deckung gebracht werden kb nnen, wofern nur
die geodatische Entfernung zwischen A und B gleich der-

jenigen zwischen A und B ist.

Fur die Flachen von verschwindendem oder positivem constantem

Krummungsmass ist der Satz ohne weiteres klar, da ja die Ebene und
die Kugel, worauf dieselben beziiglich abwickelbar sind, die genannte

Eigenschaft besitzen. Um ihn auch fur die pseudospharischen Flachen

in aller Strenge zu beweisen, wahlen wir das eine Mai als die geoda
tische Linie L des vorigen Paragraphen die Curve AS und erhalten:

ds2 = du 2
-f- cosh2 ~ dv2

,

wo der Bogen v der Curve AS von A ab gerechnet werden soil, so-

dass A die Parameter u = 0, v = hat. Indem wir hinsichtlich der

zweiten geodatischen Linie A IB ebenso verfahren, erhalten wir:

s = u -- cos

Wird nun einfach

ds 2 = du 2

-|- cosh2 ~ dv 2
.

gesetzt ;
so ergiebt sich:

ds 2 = ds 2

,

und dem Punkte A oder (0, 0) entspricht der Punkt A oder (0, 0),

dem Punkte B oder (0, I)
der Punkt B f

oder (0, I), wenn I die iiber-

einstimmende Lange der Bogen AB und A B ist. Demnach ist die

Flache so auf sich selbst abwickelbar, dass A mit A und B mit B
zur Deckung kommt, wie behauptet wurde.

Dieser Satz besagt, dass jede auf einer Flache von constantem

Krummungsmass gezeichnete Figur vermoge blosser Verbiegung auf

ein beliebiges anderes Stiick der Flache verlegt werden kann
;
ohne

dass die Winkel und die Linien- und Flachengrossen eine Aenderung
erleiden.

Fur die Geometric der Flachen von constantem Krummungsmass
gilt also im allgemeinen ebenso wie fur die Ebene und die Kugel das

Prinzip der Deckung der Figuren. Es ist dieses die Grundlage
der Analogien, die zwischen der Geometric der drei Flachengattungen
bestehen

7
wie wir im folgenden sehen werden. Ferner ist es auch nach

dem Gaussischen Satze klar, dass fur keine andere Flache dasselbe

Prinzip gelten kann.

Aus unseren Ausfiihrungen folgt, dass zwei Flachen S, S mit

demselben constanten Krummungsmass auf dreifach unendlich viele

Weisen auf einander abwickelbar sind. Sind die beiden Flachen ere-O

geben, so miisste man, urn eine dieser Arten der Abwickelbarkeit
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zu finden, die Differentialgleichung der geodatischen Linien

integrieren. 1st das Krummungsmass gleich Null, so wird die Auf-

gabe mittels Quadrahiren gelost ( 87, S. 171); in den anderen Fallen

lasst sie sich, wie in einem anderen Kapitel gezeigt werden wird*),

auf die Integration einer Differentialgleichung erster Ord-

nung vom Riccati schen Typus zuruckftihren.

98. Das Linienelement der pseudospharischen Flachen.

Wir kehren nun zu dem Ausdruck (7), S. 187, fur das Quadrat

des Linienelements zuruck, der zu jeder pseudospharischen Flache vom

Radius R gehort. Zusammen mit diesem Ausdruck, der als ein solcher

von hyperbolischem Typus bezeichnet wird, ist es hier zweck-

massig, noch zwei andere ebenso wichtige Ausdriicke fur das Quadrat

des Linienelements zu betrachten, die als solche von elliptischem be-

ziiglich parabolischem Typus bezeichnet werden.

Wir betrachten einen (gewohnlichen) Punkt P einer pseudospha

rischen Flache und wahlen als Parameterlinien die von P ausgehenden

geodatischen Linien v und ihre orthogonalen Trajectorien M, als Para

meter v den Winkel, den eine veranderliche geodatische Linie des

Buschels mit einer festen bildet. und als Parameter u den von P aus

gerechneten Bogen der geodatischen Linien. Das Quadrat des Linien

elements erhalt dann die Gestalt:

ds- = du- -f G-dv*,

und es ist
( 82, S. 161):

Nun ist, wie wir in 96 gesehen haben,

]/6r
=

&amp;lt;p(v)
cosh ^ -|- ^(u) sinh

-^

und die voraufgehenden Bedingungen geben:

&amp;lt;p(t;)

=
0,

Demnach ist:

Dieses ist ebenfalls ein Ausdruck fur das Quadrat des Linienelements, der

zu jeder pseudospharischen Flache voin Radius E gehort, und wird

als ein solcher von elliptischem Typus bezeichnet.

*) S. Kap. XVI, 243.
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Endlich wahlen wir als Curve L in 96 statt einer geodatischen

Linie eine Linie mit der constanten geodatischen Krummung --

Eine solche Curve auf einer pseudospharischen Flache heisst Grrenz-

kreis*). Wir haben dann ebenfalls:

ds2 = du2
-f- G-dv2

, YG = &amp;lt;p(v)
cosh

-^ -j- 4&amp;gt;(v)
sinh

Da im jetzigen Falle

1

sein muss, so ergiebt sich:

tp (v\
=

ty (v\ = 1 .

Demnach ist:

ds2 = du2
-\- e dv2

.

Diesen dritten Ausdruck bezeichnen wir als einen solchen von para-

bolischem- Typus.
Fassen wir also unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir auf

den pseudospharischen Flachen vom Radius E die folgenden drei typi-

schen Ausdriicke fur das Quadrat des Linienelements gefunden:

A) Parabolischer Typus: ds2 = du2
-f- e

R
dv2

.

B) Elliptischer Typus: ds2 = du2 + E2 sinh2

-|
dv2

.

C) Hyperbolischer Typus: ds2 = du2

-f- cosh2

^
- dv2

.

99. Rotationsflachen constanter Krummung.

Wir wollen nun die gestaltlich einfachsten pseudospharischen Flachen,

solche namlich, die zugleich Rotationsflachen sind, untersuchen.

Ihr ds2

hat, auf die Meridiane und Parallelkreise bezogen, die Form:

(U
M\ 2

Ce*+ C e~~
R
) dv2

.

Wir unterscheiden drei Falle, je nachdem von den beiden Constanten

(7, C eine gleich Null ist oder beide verschiedene oder beide dasselbe

Vorzeichen haben. Ersetzen wir den Parameter v durch cv (c
=

Const.),

so erhalten wir die drei Ausdriicke von den beziiglichen Typen A), B), C):

*) Es ist leicht einzusehen, dass es auf jeder pseudospharischen Flache dop-

pelt unendlich viele Grenzkreise giebt. Eine ausfiihrlichere Untersuchung dieser

Verhaltnisse wird jedoch erst in Kapitel XVI angestellt werden.
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2u

I) ds* = rfw
2 + e* dv*,

II) ds* = du* -f A2 sinh2

-| d^
2
,

IE) rfs* = du* + A2 cosh2

^ dvj
2

(A
=

Const.),

die wir drei Rotationsflachen zuordnen, auf denen u der Meridianbogen
und i\ die Lange ist. Bezeichnen wir mit r den Radius des Parallel-

kreises und wahlen wir die -Achse als Drehaxe, so haben wir in den

drei Fallen fur die Meridiancurve beziiglich:

I) r-, i

II) r == A sinh ^ ,
z = I y 1 -^ cosh2

^ du,

III) r = A cosh ^j z = jyl ^ sinh2

^ du.

Wir untersuchen nun die Grestalten der drei Meridiancurven.

Im Falle I) konnen wir die Integration mittels gewohnlicher Func-

tionen ausfuhren. Wird

e
R= R sin cp

gesetzt, so ist
&amp;lt;p

der Winkel zwischen der Tangente der Meridiancurve

und der z-Axe, und die Gleichungen :

r = R sinqp, z = EJ ^^ dtp
= R

(logtg |- + cosy)

geben uns die Coordinaten eines Punktes der Curve ajs Functioneu

des Parameters
g&amp;gt;.

Die durch diese Gleichungen bestimmte Curve, welche die *-Axe

zur Asymptote hat und die Eigenschaft besitzt, dass das zwischen dern

Beriihrungspunkt und der Asymptote gelegene Stuck ihrer Tangente

constant, gleich R, ist, wird als Tractrix bezeichnet. Die eben ge-

nannte Eigenschaft kann direct aus der Gleichung der Curve, sowie

auch aus der Thatsache gefolgert werden, dass die geodatische Krum-

mung der Parallelkreise auf der zugehorigen Rotationsflache con

stant, gleich -p, ist (vgl. 80, S. 158). Diese Flache heisst Pseudo-

sphare (siehe Fig. 1) und hat unter alien pseudospharischen Flachen

die einfachste Gestalt*).

*) Die drei folgenden Figuren sind dem Verzeichnis der von L. Brill in

Darmstadt hergestellten Modelle entnommen.
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Fall II): Elliptischer Typus, Urn eine reelle Flache zu erhalten,

muss man

-&amp;lt;1
7?

^*s
&quot;*

annehmen. Wird dementsprechend A = R sin a ge-

setzt, so darf cosh2
-~- hochstens gleich -*- wer-

den. Demnach liegen die Radien r der Parallelkreise

zwischen

r = und r = R cos a .

Fig. 1. Pseudosphare.
Ist r

dr
, so 1st ^- = sin a . Daher schneiden alle

du

Meridiane die Rotationsaxe imPunkte M=0unter dem

Winkel a. Dieser Punkt ist ein Knotenpunkfc (conischer Punkt) der Flache.

Die Coordinaten eines Punktes der Meridiancurve lassen sich durch

elliptische Functionen eines Parameters T mit dem Modul It = cos a

ausdriicken. Wir setzen namlich:

i u
smh = 7\

, k)

und erhalten:

r = Rk cnr, K

wo

= Rk2
I srfrdt = R

-^
r Z(r) ?

#w-
&(r)

die Jacobi sche Function und J, K die bekannten Constanten aus der

Theorie der elliptischen Functionen sind. Der Curvenzug von r =
bis r = %K ist in der Figur 2 abgebildet;

jedesmal wenn T um 4K wachst, kehrt

derselbe Curvenzug periodisch wieder. Die

zugenorige Rotationsflache besteht aus un-

endlich vielen congruenten, durch Verschie-

bung langs der Axe aus einander hervor-

gehenden Teilen. Die grossten Parallelkreise

vom Radius r = R cos a sind Ruckkehr-

curven der Flache, da die Punkte r = 2mK
(m ganz) Riickkehrpunkte der Meridian-

curve sind.

Fall III): Hyperbolischer Typus.
In diesem Falle haben wir:

T=0

Fig. 2.

Pseudospharische Rotationsflache
vom elliptischen Typus.

r = A. cosh --
dr I . i u

du^B Smh
IB
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Der grosste Wert, den u auf dem reellen Zuge der Curve annimmt,
bestirnmt sich aus der Gleichung:

R

nnd die Radien der Parallelkreise liegen zwischen dem kleinsten Werte

Ji und dem grossten Werte )/ R- -f- A2
.

Setzen wir hier:

= *. cosh =
It

r -0

+ 1* R A-

so konnen wir die Coordinaten eines beweglichen
Punktes der Curve durch elliptische Functionen des

Parameters r ausdrucken mittels der Gleichungen:

r = -r dn
tr,

~ ^ T~ \K r % (T)j
&quot;

Die Gestalt der Curve von r= bis r= 2K ist

in Fig. 3 abgebildet. Wachst r um 2 JT, so kehrt der-

selbe Curvenzug periodisch wieder. Die grossten Paral

lelkreise, die den Werten T = 2mK (in ganz) ent-

sprechen, sind Ruckkehrcurven der Flache, und die kleinsten, die den

Werten r= (2m -j- l)K entsprechen, sind geodatische Linien.

Fig. 3.

&quot;

100. Abwickelung einer Tlache constanter Krummung auf eine

Rotationsflache.

Die soeben betrachteten drei Arten pseudospharischer Rotations

flachen sind von einander verschieden, und es ist nicht moglich, eine

von ihnen auf eine solche von anderer Art so abzuwickeln, dass sich

die beiderseitigen Parallelkreise decken. Um sich hiervon zu iiber-

zeugen, braucht man nur zu beachten, dass beim parabolischen Typus
die Parallelkreise Curven mit der constanteu geodatischen Krummung

-g- sind, wahrend diese geodatische Kriimmuug beim elliptischen Typus

&amp;gt;-g-,

beim hyperbolischen dagegen &amp;lt;^
ist. Nach dem allgemeinen

Satze ( 96) jedoch ist jede pseudospharische Flache vom Radius E
auf jede der Flachen I), II), III) abwickelbar. Wir vrollen diese Art

der Yerbiegung jeder pseudospharischen Flache in eine pseudosphari
sche Rotationsflache naher untersuchen und bemerken dazu folgendes:

a) Auf einer pseudospharischen Flache S ziehe man eineu Grenz-

kreis und betrachte die zu demselben orthogonalen geodatischen Linieu.

Durch Biegung kann der Flache die Gestalt einer Pseudosphare erteilt

Bianchi. Differentialgeometrie 13



194 Kap. 7. Auf einander abwickelbare Flachen.

werden, fiir welche die soeben gezogenen geodlitischen Linien die Meri-

diane werden (vgl. S. 190).

b) Auf der pseudospharischen Flache S nehmen wir einen Punkt P
an und betrachten die von P ausgehenden geodatischen Linien

;
sowie

die zu ihnen orthogonalen geodatischen Kreise. Wahlen wir die Para

meter u, v ebenso wie in 98, S. 189, so haben wir:

ds^ = du2
-|- jR

2 sinh2
!* dv*.

Durch Vergleichung mit dem Quadrat des Linienelements der Rota-

tionsfliiche voin elliptischen Typus (S. 191):

-f- A2 sinh

erhalten wir als Gleichungen fiir die Abwickelung der beiden Flachen

auf einander:
i

U
l
= U

) Tf
V

l
= V -

Daraus ergiebt sich, dass, wenn die Lange v
1

auf der Rotationsflache

II) einen vollen Umgang von bis 2ic macht
;
der Winkel v das Inter-

vail von v == bis v = 23rsma durchlliuft, das kleiner als 2 it ist.

Es geniigt also schon ein Stuck von 8 . ura P
7
um einen Mantel der

Fliiche II) vollstandig zu bedecken. Ferner giebt es auf der Flache

II) kein Gebiet, das dem Teile von S jenseits des geodatischen Kreises

vom Radius

u = sect cosh l-r )\sm a.1

entspricht; derjenige Teil von S um P, der in die Gestalt eines Man

tels der Flache II) gebracht werden karni, wird also von einem geo

datischen Sector begrenzt.

c) Im Falle der Flache III) vom hyperbolischen Typus ist der

kleinste Parallelkreis eine geodatische Linie
;
und wir konnen daher

eine beliebige pseudospharische Flache S auf die Flache III) so ab-

wickeln
7
dass sich eine willkurliche geodatische Linie g auf S mit dem

kleinsten Parallelkreis deckt. Derjenige Teil von S, der sich auf einen

Mantel der Flache III) wirklich abwickelt
;

ist ein Streifen, der von

zwei zur Curve g geodatisch parallelen und von ihr uberall gleich weit

entfernten Curven begrenzt wird, die nach der Verbiegung die gross-

ten Parallelkreise (Riickkehrcurven) des Mantels geworden sind. An den

Enden der geodatischen Linie g wird der Streifen von zwei zu g ortho

gonalen geodatischen Linien begrenzt ?
die sich nach der Verbiegung

zu einem einzigen Meridian des Mantels zusammenschliessen. Die Lange

und die Breite des Streifens hangen nur von dern Radius ab, den man

fiir den kleinsten Parallelkreis wahlen will.
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101. Flachen, die eine stetige Verbiegung in sich zulassen.

Die fundamentale Eigenschaft der Flachen von constantem Krum

mungsmass, die wir in 97 nachgewieseu haben, lasst sich folgender-

massen aussprechen:

Das Linienelement jeder Flache von constantem Kriim-

mungsmass lasst oo 3 Transformationen in sich zu.

Wir fragen nun, ob es noch andere Flachen giebt, die stetige Ver-

biegungen in sich zulassen. Wenn es solcher Verbiegungen doppelt

unendlich viele gabe, so konnte durch geeignete Verfiigung iiber die

beiden Transformationsparameter jeder Punkt der Flache in jedeii be-

liebigen anderen Punkt (eines passenden Gebiets) verlegt werden; nach

dem Gaussischen Satze besasse die Flache ein constantes Krummungs-

inass, und die vorausgesetzten Verbiegungeu waren also in dreifach,

nicht allein doppelt uuendlicher Zahl vorhauden.

Ferner ist klar. dass jede auf eine Rotationsflache abwickelbare

Flache wenigstens eine stetige Verbiegung in sich zulasst, entsprechend

der Drehung der Flache, auf die sie abwickelbar ist,
um die Axe.

Es ist nun von Wichtigkeit, dass auch der umgekehrte Satz

besteht:

Jede Flache S, die eine stetige Verbiegung in sich zu

lasst, ist auf eine Rotationsflache abwickelbar.

Besitzt die Flache S constantes Krummungsmass ,
so ist der Satz

bereits durch die Untersuchungen in den vorigen Paragraphen bewiesen.

Im gegenteiligen Falle mussen sich wahrend der angenommenen stetigen

Verbiegung die Curven L, langs deren das Krummungsmass K ein

und denselben Wert hat, nach dem Gaussischen Satze in sich selbst

verschieben. Und da nun diese Biegung von einem sich stetig anderu-

den Parameter abhangt, so kann jeder Punkt einer Curve L in jeden

beliebigen anderen Punkt derselben Curve verlegt werden; daraus folgt,

dass die Curven L constante geodatische Krunimung besitzen. Ferner

verschieben sich die zu einer Curve L geodatisch parallelen Curveu wah

rend der Verbiegung offenbar ebenfalls in sich selbst. Aus diesen

Ueberlegungen ergiebt sich der obige Satz ohne Schwierigkeit, denn

in der That lasst sich beweisen:

Wenn eine Flache S ein System von Curven L besitzt,

die geodatisch parallel sind und von denen jede constante

geodatische Krummung hat, so ist sie auf eine Rotationsflache

abwickelbar, deren Parallelkreise die Biegungscurven der

Curven L sind.

13*
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Man wahle namlich als Coordinatensystem das von den Cm-yen L
(u = Const.) und von den dazu orthogonalen geodatischen Linien

(v= Const.) gebildete. Dann mount das Quadrat des Linienelements

die Form:
ds2 = du2

-f- Gdv2

an. Nun ist nach Voraussetzung (vgl. S. 148):

1 log 1/0-- =
ir

~ =
&amp;lt;P(

U),
eu du

also :

ya = uv,
wo U eine Function von u allein und V eine Function von v allein

ist. Wird dann

gesetzt, so ergiebt sich sofort das Quadrat des Linienelements einer

Rotationsflache (vgl. 42):

102. Auf einander abwickelbare Rotationsflachen.

Wir wollen nun einige einfache Beispiele von auf einander ab-

wickelbaren Flachen betrachten und zunachst untersuchen, ob zwei

Rotationsflachen S, S1
auf einander abgewickelt werden konnen.

Aus dem Gaussischen Satze folgt vorerst, dass sich die Parallel-

kreise von S mit denjenigen von Sj_
und dass sich also auch die beider-

seitigen Meridiane decken nmssen. Ausgenommen sind naturlich die

Flachen von constantem Krummungsmass, aber die nachfolgenden Unter-

suchungen gelten auch fur diese Flachen
;
wenn noch die Bedingung

hinzugefiigt wird
;

dass sich die Parallelkreise der einen Flache mit

denjenigen der anderen decken sollen.

Wenn das Quadrat des Linienelements von S durch

ds2 = du2
-f- r2dv2

und dasjenige von SL
durch

gegeben ist
?

so konnen wir ohne weiteres M
X
= u setzen, indem wir

die Meridianbogen von zwei entsprechenden Parallelkreisen ab rechnen.

Una die beiden Linienelemente in einander zu transformieren, muss

man v
t
= v

t (v) setzen und diese Function durch die Bedingung :

r
l (u)

d

^=r(u)
bestimmen.
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Hieraus ergiebt sich:

; = kr. i\
= -,-

(ft
willkiirlich constant).

fc

Wenu also r=
&amp;lt;p(u)

die Gleichung der Meridiancurve von S ist, so

sind die Coordinaten eines Punktes der Meridiancurve von St gegeben

durch :

,
2 = u -

Daraus folgt: Jede Rotationsflache kann auf oc 1 Weisen so

verbogen werdeu, dass sie eine Rotationsflache bleibt.

Wir untersuchen nun des naheren, in welcher Weise sich die

Flache S
l

auf S abwickelt. Setzen wir k
&amp;lt;

1 voraus, so zeigt die

Gleichung:
v = ki\,

dass, wenn die Lange i\ auf S
1

einen ganzen Umgang vollendet hat,

wobei sie gleich 2 it wird, die Lange v gleich 2 AM:
&amp;lt;

2;r wird. Wenn
also die Flache 5

X
auf die Flache S abgewickelt wird, so wird letztere

nicht ganz bedeckt, sondern es bleibt ein Stiick (Zweieck) frei, das

zwischen zwei Meridianen liegt, dereu Ebenen einen Winkel von der

Amplitude 2jc(l A
-

) bilden. Um S
1

auf S auszubreiten, niuss man

also S
: langs eines Meridianes aufschneiden

,
offnen und daun so

verbiegen, dass die Schnittrander zwei bestimmte Meridiane auf S
werden. Beachtet man, dass die geodatische Kriimmung der Parallel-

kreise und die Totalkriimmung der Flache bei der Yerbiegung unge-

ande^ bleiben, so sieht man sofort, dass in zwei einander ent-

sprechenden Punkten die Kriimmung der Meridiancurve von S gi osser

als diejenige der Meridiancurve von S
t

ist.

Der Fall k
&amp;gt;

1 lasst sich offenbar auf den vorigen zuriickfiihren,

wenn wir umgekehrt S in S
t verbiegen, was ja darauf hinauskomuit,

dass k durch -&quot;- ersetzt wird. Hierbei ist aus S ein Zweieck heraus-
A.

zunehmen und darauf die Stetigkeit der Flache in der Weise wieder-

herzustellen, dass man die beiden Grenzmeridiane des herausgenomme-
nenen Zweiecks durch Verbiegung zu einem einzigen vereinigt.

Ferner ist zu bemerken, dass jedem Punkte der Meridiancurve von

S ein reeller Punkt der Meridiancurve von S
l entspricht, so lange

fc-; &amp;lt;1 ist, was wegen der obigen Gleichungen immer der Fall ist,

wenn k
&amp;lt;

1 ist. Ist jedoch k
&amp;gt;

1
,

so schliessen die Parallelkreise,

denen der Wert -r- fiir j- entspricht, auf S eine Zone ein, welche der

thatsachlich auf Si
abwickelbare Teil von S ist. Nach der Verbiegung



198 Kap. 7. Auf einander abwickelbare Flachen.

werden die Grenzparallelkreise dieser Zone Riickkehrparallelkreise fiir

S1} d. h. solche, auf denen die Meridiane Riickkehrpunkte haben.

103. Beispiel: Rotationsflachen constanter Kriimmung.

Als Beispiel betrachten wir die Verbiegungen der Rotationsflachen

von constantem Krummungsmass.

a) Fiir die Kugel vom Radius Eins kann

r = cosu

gesetzt werden. Es sind dann die Coordinaten langs der verbogenen
Meridiane durch die Gleichungen :

r = & cos u, 2=1 y 1 &2 sin2 u du

gegeben.
Wir konnen dieselben durch elliptische Functionen eines Para

meters i ausdriicken. Zu diesem Zwecke setzen wir, wenn k
&amp;lt;

1 ist

costt = cn(t, ti)
imd erhalten:

r = &cnr, z = ( 1
^-j

r -f- Z(r).

Ist k
&amp;gt;

1
,

so fiihren wir -
7 statt & ein und erhalten. indem wir

setzen :

dn T

-
7

A/

cos u = dn (r, ti)

1m Falle fc&amp;lt;l ergiebt sich eine spindelfbrmige Flache
;
deren Meridiane

die Axe in einem (konischen) Punkte unter dem Winkel K = arc sin k

treffen. Im Falle 7c
&amp;gt;

1 liegt eine Zone vor, die von zwei kleinsten

Riickkehrparallelkreisen begrenzt ist. Die drei nachstehenden Figuren
4

7 5, 6 stellen die den drei Fallen entsprechenden Flachen dar. Auf der

mittleren, der Kugel, ist die Zone angegeben, die sich auf die ganze
Flache in Fig. 6 abwickelt.

b) Die Pseudosphare besitzt die merkwiirdige Eigenschaft, dass

alle ihre Rotationsbiegungsflachen mit ihr identisch sind
;
was sich

daraus ergiebt, dass die geodatische Kriimmung der Parallelkreise con

stant gleich
-- ist. Im Falle des Einschrumpfens der Parallelkreise

(k &amp;lt; 1) wird der grosste (Riickkehr-)Parallelkreis ein kleinerer Parallel-

kreis, und es bleibt demnach die zwischen diesem und dem grossten

Parallelkreise gelegene Zone unbedeckt. Bei der umgekehrten Yerbie-

gung wird ein kleinerer Parallelkreis zum Riickkehrparallelkreis; um

jedoch diese Verbiegung zu bewerkstelligen, muss man zuerst die Zone
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zwischen diesem und dem wirklichen RuckkehrparalleLkreis aus der

Pseudosphare herausschneiden.

Pig. 4. Pig. 5.

Pig. 6.

Die Verbiegimg von pseudospharischen Rotationsflachen der anderen

beiden Arten fuhrt auf Flachen von demselben Typus. Dabei andert

sich im Falle der Flaohen vom elliptischen Typus der Offuungswinkel
an der Spitze (ani konischen Punkt)

7
bei denjenigen vom hyperboli-

schen Typus der Radius des kleinsten Parallelkreises.

104. Theorem von Bour iiber Schraubenflachen.

Das Ergebnis in 101 gestattet eine unmittelbare Anwendung
auf eine wichtige Klasse von Flachen, die als Schraubenflachen

bezeichnet werden. Dieselben werden von einer ebenen oder doppelt
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gekriimmten Curve erzeugt, der eine doppelte Bewegung erteilt wird,

eine drehende um die Axe und eine fortschreitende parallel zur Axe,
deren Geschwindigkeiten in einem constanten Verhaltnis zu einander

stehen. Die verschiedenen Punkte der erzeugenden Curve beschreiben

dabei samtlich Schraubenlinien
;

deren gemeinsame Axe die Axe der

Schraubenflache ist und die alle gleiche Ganghohe haben. Wenn wir

beachten, dass sich bei der Schraubung, vermoge deren die Flache

erzeugt wird, die ganze Flache in sich selbst bewegt, so brauchen

wir nur den Satz in 101 anzuwenden und kommen dann zu dem

eleganten, von Bour herriihrenden Ergebnis:
Jede Schraubenflache ist auf eine Rotationsflach e ab-

wickelbar-, die Schraubenlinien decken sich dabei mit den

Parallelkreisen der Rotationsflache.

Da sich jede Schraubenlinie unendlich oft auf den entsprechenden

Parallelkfeis aufwickelt, so ist es klar, dass die Rotationsflache von der

Schraubenflache unendlich oft uberdeckt wird.

Von diesem Satze wollen wir nun einen directen Beweis geben,
um auch die wirklichen Abwickelungsgleichungen zu erhalten. Hierzu

bemerken wir, dass, wenn durch die Axe eine Ebene gelegt wird, auf

der Schraubenflache eine Schnittcurve (Meridianprofil) entsteht,

welche die Schraubenflache erzeugt, wenn ihr eben die Schraubung um
die Axe erteilt wird, durch welche die Flache erzeugt wurde. Eine

Schraubenflache ist also bestimmt, wenn ihr Meridianprofil und der

Parameter der Schraubung gegeben sind.

Als -Axe werde die Axe der Schraubenflache gewahlt, mit Q der

Abstand eines Punktes des Meridianprofils von der Axe bezeichnet,

und es sei

die Gleichung des Meridianprofils. Wir bezeichnen ferner mit v den

Winkel, um den sich nach einer beliebigen Zeit die Ebene des Meri

dianprofils gedreht hat, und mit m das Verhaltnis der Geschwindigkeit
der fortschreitenden Bewegung zur Rotationsgeschwindigkeit. Die Coor-

dinaten x, y, z eines beweglichen Punktes der Schraubenflache sind

dann als Functionen von Q und v durch die Gleichungen:

x = Q cos v, y Q sin v, z =
&amp;lt;p((&amp;gt;) -j- wiv

gegeben, aus denen

ds2 =
[1 + 9&amp;gt;

a

(p)] d^ + 2mg&amp;gt; (o)dQdv + (?
2 + m2

)dv
2

folgt.

Wir fiihren nun statt der Parameterlinien v andere Linien v
i ein,

indem wir
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setzen, wobei k eine willkiirliche Constante ist. Dann ergiebt sich:

Yergleichen wir dieses Quadrat des Linienelements mit

d. h. mit demjenigen einer Rotationsflache, deren Meridiancurve durcli

die Gleichung:
z = *(r)

gegeben ist, so konnen wir beide einander gleich machen. wenn wir

zwischen r, $(f), p, ^(p) folgende Beziehungeu aufstellen:

Diese Gleichungen beweisen wieder den Bour schen Satz. Ferner sieht

man, dass, wenn eine Schraubenflache oder eine Rotationsflache will-

kiirlich gewahlt wird, die Rotationsflacheu bez. die Schraubenflachen, auf

die sie abwickelbar ist, durch Quadi-aturen gefunden werden konnen. Im

ersten Falle ergiebt sich uamlich
1&amp;gt; (f) durch Elimination von p, im

zweiteu (p (o) durch Elimination von r.

105. Beispiele zur Abwickelung von Schraubenflachen auf

Rotationsflachen.

Wir wenden nun die Gleichungen (8) auf zwei einfache Beispiele an.

1) Das Meridianprofil sei eine zur Axe senkrechte Gerade; die

erzeugte Schraubenflache ist die bereits in 19, S. 32, betrachtete

Minimal-Schraubenregelflache. Wir haben in den Gleichungen (8)

in diesem Falle qp (p)
=

0, also:

Wenn die willkiirliche Constante k gleich Bins gesetzt wird, so folgt:

z = ifr(r)
= m I _

J yr-
und durch Ausfiihiiuig der Integration:

r = m cosh m

Die Meridiancurve der Rotationsflache ist demnach eine gewohnliche

Kettenlinie, deren Leitlinie die Drehaxe ist.
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Die zugehorige Rotationsflache wird Catenoid genannt Die Er-

zeugenden der Schraubenflache decken sich bei der Abwickelung mit

den Meridianen, und die Axe Q = wird der Kehlkreis r = m des

Catenoids.

2) Das Meridianprofil sei eine urn den Winkel a zur Axe geneigte

Gerade; ihre Gleichung ist dann:

s = Q cotg a .

Wenn also in (8)

9 (9)
=

cotg a

gesetzt wird, so ergiebt sich:

1 4-
&amp;lt;//2(V)

= i~l -i- (r -ft ttQcotg
2

Setzen wir die willkurliche Constante k gleich cotg a, so erhalten wir:

, f N

(r)
=

&quot;

r tg a6

&quot;J/r

2
7M 2

cotg
2

a.

Die Gleichung der Meridiancurve der Rotationsflache ist also:

8 tg a ]/r
2 m2

cotg
2 a

oder:

cotg K

Die Rotationsflache ist daher ein einschaliges Rotationshyper-
boloid. Man sieht leicht

;
dass sich bei der Abwickelung die Axe

Q = der Schraubenflache mit dem Kehlkreis des Hyperboloids und

die Erzeugenden der Schraubenflache mit der einen Schar der Er-

zeugenden des Hyperboloids decken.

106. Das allgemeine Problem der Verbiegung von Flachen.

Wir gehen nun zu der Behandlung einer zweiten und wichtigeren

Aufgabe aus der Lehre von der Abwickelbarkeit der Flachen auf ein

ander iiber, die folgendermassen lautet: Alle Flachen zu finden,
die auf eine gegebene Flache abwickelbar sind

7
oder: Alle

Flachen mit gegebenem Linienelement zu finden.

Diese schwierige Aufgabe kann vollstandig nur in wenigen beson-

deren Fallen gelost werden, die in spateren Abschnitten dieses Buches

behandelt werden sollen. Doch gestatten es die allgemeinen Satze

iiber partielle Dilferentialgleichungen, sehr wichtige allgemeine Satze

beziiglich der gestellten Aufgabe abzuleiten. Und mit diesen eben
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wollen wir uns beschaftigen, soweit dieses die Grenzen der Kurze, die

wir uns gesteckt haben, zulassen *).

Der erste Weg, die vorliegende Aufgabe in Angriff zu nehmen,

ergiebt sich naturgemass aus den Grundgleichungen der Flachentheorie

(Kap. IV). Wenn die erste Gnmdform:

gegeben ist, so gehort zu jeder Flache mit diesem Quadrat des Linien-

elements eine zweite Gnindform:

Ddu z + 2D dudv + D&quot;dv*,

und die Functionen D, D ,
D&quot; miissen den Gleichungen (HI), (IV),

48, S. 91, d. h. der Gaussischen und den beiden Codazzi scheii

Gleichungen, genugen. Umgekehrt, wenn D, D ,
D&quot; drei Functioneu

von und v sind, die den drei genannten Gleichungen genugen, so

giebt es eine zugehorige Flache mit dem gegebenen Linienelement,

und die wirkliche Bestinunuug der Flache hangt in letzter Linie von

der Integration einer Riccati schen Gleichung ab ( 50, Kap. IV\

Wurden wir also z. B. das Linienelement einer Rotationsflache

nehmen, also

ds* = dtr + rdv2

setzen, wo r mir von u abhangt, so konnten wir den genannten Grund

gleichungen geniigen, wenn wir fur D, D ,
D&quot; Functionen von u allein

wahlen wiirden. Die auf die Rotationsflachen abwickelbareu Flachen,

die wir auf diese Weise finden wurden, sind gerade die Schraubeu-

flachen ( 104)**).

107. Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, von der die

Verbiegung einer gegebenen Flache abhangt.

Weit wichtiger als die obige Methode ist diejenige, zu deren Ent-

wicklung wir nun iibergehen, iudem wir uns dabei auf die Ergebnisse
in 60, Kap. IV, vor allem auf die Gleichung (B), S. 116, stiitzen.

Fur jede Flache:

x = x(u, t&amp;gt;), y = y(u, v), 2 = z(u, c)

mit gegebeuem Quadrat des Linienelements:

*&quot;i Yollstandig durchgetuhrt findet der Leser die Aufgabe im 3. Bande der

Lemons von Darboux, S. 263 ff.

**) Zum Beweise braucht man nur zu beachten, dass in diesem Falle sowohl

die erste als aucb. die zweite Grundforni die stetige Transformation in sich:

=
ti, v = v -f- Const.

zulassen. Da also die Flache eine stetige Bewegung in sich gestattet, ist sie eine

Schraubenflaehe.
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(9) dx2 + df + dz2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv*

besagt die so eben erwahnte Gleichung, dass jede der drei unbekannten

Functionen x, y, s der partiellen Differentialgleicliung zweiter Ordnung:

(10) A22 # = (l ^x}K
geuugt, deren Coefficienten allein aus E

} F, G und deren ersten und

zweiten Differentialquotienten gebildet sind*).

Nun ist es wichtig, mit Darboux zu bemerken, dass die Glei-

chung (10) folgende Bedeutung hat:

Ist x(u, v) eine Losung der Gleichung (10), so hat die qua-
dratische Form:

- dx* + Edit2 + 2Fdudv + Gdv2 =
=\E- (l^)

2

] du* + 2 \F- ^ 1^1 du dv + \G
- &)

2

1 rf w
V^M/ J du dvJ \cv/ J

die Kriimmung Null.

Um dieses auf die einfachste Art zu beweisen, werde

x = u, F=0
gesetzt, was offenbar wegen der Invarianteneigenschaft unserer Glei

chung erlaubt ist. Die Gleichung (10) lautet dann:

fill (22l (12}
2_ r(F

i.flli] U,)
Wenn hierin flir die Christoffel schen Symbole die wirklichen Werte

aus 35:

11
} JL_^ (

12
1 JL.^ ^

J

= ~
2E~cu \ 1 j

= ~
IE dv \

eingesetzt werden, so ergiebt sich:

Nun ist in orthogonalen Parametern u, v
( 35, S. 68, Formel (18)):

(ii)

*) Unter Anwendung der Monge schen Bezeichnungen p, 5; r, s, i fiir die

ersten und zweiten Differentialquotienten der unbekannten Function (vgl. S. 114)

lautet die Gleichung:

ill ill W 221 221 \ / 121 f!2

a

und hat die Ampere sche lineare Form beziiglich rt s
2

, r, s, t.
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Die vorige Gleiclmng, mit G multipliciert, lautet dann:

Werden die Glieder
7

die sich aufheben, weggelassen und wird noch

durch E dividiert, so ergiebt sich die aquivalente Gleichung:

die wiederum infolge von (11) besagt, dass die Form:

(E I)rfu
2 + Gdv*

die Krtimmung Null hat.

Nach dieser Vorbemerkung nehmen wir an, es ware uns eine

Losung x(u, v) der Gleichung (10) bekannt. Wir wollen dann sehen,

ob es eine zugehorige reelle Flache mit dem gegebeuen Linienelement

giebt. Da dann die Differentialfonn:

(12) Edtr -f 2Fdudv + Gdv* dx*

die Kriimmung Null besitzt
7

so ist es
7

dainit es zwei andere reelle

Functionen y(u, v), z(u, v) giebt, die der Gleichung (9) genugen, not-

wendig und hinreichend, dass die Form (12) eine definite, d. h.

oder

ist. Wird diese Bedingung als erfiillt vorausgesetzt, so ergeben sich

namlich y und z mittels Quadraturen nach 87, S. 170. Also: Jeder

reellen Losung x(u,v) der Gleichung (10), die ausserdem der Un-

gleichheit A^^l genugen muss, entspricht eine reelle Flache

mit dem gegebenen Linienelement. Ist diese Losung bekanut.

so ergiebt sich die zugehorige Flache mittels Quadratures

108. Verbiegung einer Flache mit einer starren Curve.

Wir beschaftigen uns nun mit der folgenden Frage: Wenn eine

Flache S gegeben und auf ihr eine Curve JTgezogen ist, kann

dann die Flache verbogen werden, ohne dass die Curve F
verzerrt wird?

Unter der Voraussetzung, dass dieses moglich ist, sei St
eine der
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Gestalten, die S bei der Verbiegung annimmt, wobei F starr bleibt.

Wir konnen dann die geanderte Gestalt 8
1

als von der urspriinglichen

S so wenig abweichend annehmen, dass die Normalen von S
1
und S ein

ander beliebig nahe sind. Beachtet man nun aber, dass F auf S und

S dieselbe geodatische Kriimmung hat, und erinnert man sich an die

Beziehung, die zwischen der geodatischen und der absoluten Kriim

mung besteht
( 75, S. 147), so kann man daraus sofort schliessen,

dass langs F die Normalen von S
i
und S zusammenfallen.

Nun nehmen wir der Einfachheit halber auf S und S
t

ein ortho-

gonales Coordinatensystern (M, v) an, und es sei

die Gleichung der Curve F. Durch Beifiigung des Index 1 unter-

scheiden wir die auf S
1 beziiglichen Grossen. Dann haben wir offenbar:

x x it 11 z
i ? yi v 9 i y

dxl d x (^y\ d y dz
t

d 2

du du du du du du
fiir v= .

oxl
ex oy^ cy oz

1 _ cz

dv dv dv dv dv dv

Betrachten wir nun z. B. x
i
und x

}
so sind dieses solche Losungen

derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (10), die fur

v = in ihren Werten und in denjenigen ihrer ersten Differential-

quotienten iibereinstimmen. Wenn wir nun beweisen, dass auch die

drei zweiten Differentialquotienten von x
l

fiir v = Q mit den

entsprechenden von x iibereinstimmen, so ist infolge der all-

geineinen Satze iiber die Losungen partieller Differentialgleichungen *)

nachgewiesen ,
dass x und x fiir alle Werte von u und v iiberein

stimmen. Da derselbe Schluss fiir y1} y; z
t ,

2 wiederholt werden kann,

so folgt, dass S
1
und S zusammenfallen.

In der That folgt aus den Anfangsbedingungen:

dx-i dx dx, dx /..

Q-
- = Q- &quot;a

- =
&quot;a- (fur v = Q)ou ou ov ov ^

unmittelbar durch Differentiation nach u:

Die Grundgleichungen (I) der Flachentheorie
, 47, S. 89, ergeben

rnithin, dass fur v =

*) Vgl. z. B. Goursat, Vorlesungen iiber die Integration der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, deutsch von Maser, Leipzig 1893, S. 21.
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ist. Die aus (III), S. 91, folgende Gleichung:

j)D&quot; D 2 = D
x A&quot; A *

giebt also, wenn darin v = gesetzt wird:

DD&quot;= DA&quot; (for v = 0).

Daraus folgt:

wofern nicht (-D)r==0
= ist. Wird dieser Fall ausgeschlossen, so

ergiebt sich aus der dritten der Gleichungen (I), S. 89:

fl-V
JL-+ V *X&amp;gt; // /&quot;\\

-r = - (fur r = 0),
dtf

wie wir beweisen wollten. Daher fallen S
t
und S zusammen.

In dem ausgeschlossenen Falle (D) r=o = ist nach S. 109 die

Curve v = eine Haupttaugentencurve von $; wir konnen also den

Satz aussprechen: Wenn auf einer biegsamen Flache S eine

Curve F starr bleibt, so kann die Flache uicht verbogen

werden, vorausgesetzt, dass die Curve F keine Haupttangen
tencurve von S ist.

Falls F eine Haupttangentencurve ist,
so folgt aus weiteren Eigen-

schaften der partiellen Differentialgleichungen, wie hier nur kurz erwahnt

werden kann, dass es in der That moglich ist, die Flache ohne Ver-

zerrung der Curve zu verbiegen. Es ist dieses eine eigentumliche

Eigenschaft der Haupttangentencurven, weshalb sie auch als Fal-

tungslinien bezeichnet werden. Diese Eigeuschaft, die sie vor jeder

anderen Curve der Flache auszeichnet, ist im Grande genornmen eine

Folge davon, dass auf jeder Flache S die Haupttaugeutencurven die

Charakteristiken der partiellen Differeutialgleichung (10) sind, von

deren Losung die Verbiegung von S abhangt*) (Darboux, 3. Bd., a. a. 0.).

*) Wird die Gleichung (10) in der in der Anmerkung zum vorigen Para-

graphen gegebenen Form (S. 204) :

$(r, , t)
= &quot;

geschrieben, so geht die Differentialgleichung der Charakteristiken:

C 1 fG* -

I

^^
7 t A

-,5 du* ^- dudv 4- - dv* =
ft cs cr

infolge der Gleichungen (I), S. 89, eben in diejenige der Haupttangentencurven:

Ddu- + ZD dudv + D&quot;dv- =

fiber. (Ygl. Darboux, 3. Bd., S. 252.)
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109. Verbiegung, bei der eine gegebene Curve in eine andere

gegebene Curve iibergeht.

Der soeben bewiesene Satz fuhrt naturgemass zu der Frage: Ist

es moglich, eine Flache S so zu verbiegen, dass eine gege
bene Curve C auf ihr eine vorgeschriebene Gestalt F an-

nimmt?
Zunachst bemerken wir, dass, wenn die gesuchte Vorbiegung moglich

sein soil, die absolute Krummung von F in jedem Punkte nach S. 147

grosser als die geodatische Krummung von C in dem entsprechenden

Punkte (oder mindestens ihr gleich) sein muss. Diese Bedingung setzen

wir als erfiillt voraus und betrachten auch einstweilen den Fall der

Gleichheit der absoluten und geodatischen Krummung von F als aus-

geschlossen, in welchem Falle F auf der Biegungsflache eine Haupt-

tangentencurve ware.

Unter der Voraussetzung, dass die gesuchte Verbiegung moglich

ist,
sei S die Biegungsflache, auf der wir em orthogonales Coordinaten-

system (w, v) wie im vorigen Paragraphen annehmen, so dass f die

Curve v= ist. Ferner setzen wir der grosseren Klarheit halber fest,

dass der Parameter u der von einem bestimmten festen Punkte
der Curve F gerechnete Bogen dieser Curve sein soil, so dass wir

E=l (fur v = 0)

haben. Mit 6 bezeichnen wir den Winkel, um den sich die positive

Richtung der Normale von S in der Normalenebene von F in positivem

Sinne drehen muss, um mit derjenigen der Hauptnormale von F zu-

sammenzufallen. Indem wir fur die Curve F die iiblichen Bezeich-

nungen der Curventheorie (Kap. I) beibehalten, haben wir dann fur v= 0:

dx dy dz
cosa = 37 cos 8 = ~-&amp;gt; cosy =07CU CU CU

j. -v- sin a d x ^r sin a d y
cos 5 == A. cos 6 7 cos

rj
= Y cos 6 -*

7

(13)

sine dz
COS = Z COS 6 =: 7

yo dv

OOS yt, _/V Sill O OOS
yo dv ya

cosff dz
cos v = - Z sin 6.

ya dv

Nun ist nach (I), S. 89, und nach (A), S. 10:

l l}
2 J

l 1 dx .

|l l} (-x .

j^^r _ cos
&quot; ~
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nebst den analogen Gleichungen fur y und z. Da nun nach 35:

ist, so schliessen wir aus dem Vergleich mit den Gleichungeu (13):

cos01 sin G c ..

(lo) D= - = - fur r = 0.
cos01

1
-

Q P r

Da die absolute Kriimmung und die geodatische Krummung

- von F bekannt sind, so liefert die zweite dieser Gleichungen fur den

uubekannten Winkel a zwei Werte, die sich zu n erganzen.

Wir denken uns einen von diesen Werten, von denen jeder that-

sachlich zu einer entsprechendeu Flache S fiihrt*), fiir 6 ausgewahlt

und erhalteu ausserdein aus den Gleichungen (13) die Anfangswerte von

i. x cy cz
-

?
-

7 : :

cc cv cv

(16)

- YG (sin 6 cos | -(- cos 6 cos A),

CJL
cv
= }/G (sin 6 cos

t] -\- cos &amp;lt;? cos

/^ Z / x
&quot;- = - - yG (sin 6 cos -f- cos 6 cos v)

for v = 0.

Auch ist es zweckmassig, die Werte von X, I&quot;,
Z langs jT auzugebeu.

Es sind dies die folgenden:

X = cos 6 cos I sin 6 cos A,

(16*) Y= cos 6 cos
17

sin 6 cos a
,

fur v = 0.

Z = cos o cos sin 6 cos v

Aus (16) folgt, dass wir fiir die Losungen x, y, z der Gleichung (10):

ausser den Anfangswerten der Functionen selbst und ihrer ersten Ab-

leitungen nach v auch diejenigen der zweiten Differentialquotieuten

c-x c-x . c^y
^

cucv cu cucv CUCV

kennen. Die partielle Differentialgleichung (10), der sie geniigen,

*) Dass die gestellte Aufgabe auf diese &quot;Weise zwei verschiedene Losungen

hat, widerspricht nicht dem Satze in 108. da ja die beiden Flachen S, die sich

so ergeben. auf einander abwickelbar sind und die Curve F bei der stetigen Ver-

biegung der einen Flache in die andere schliesslich ihre anfangliche Gestalt

wieder annimnit, sich jedoch in den Zwischenstadien andert.

Bianchi Differentialgeometrie. 14
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liefert mindestens fiir zwei von ihnen die Anfangswerte der zweiten

Differentialquotienten

dv 2 dv* 8v*

Entgegengesetzten Falls wiirden namlich wegen der Form der Glei

chungen (10) von den Gleichungen :

cosg d*x l
11}^! j

11}^
Q du* \ 1 J du I 2 J dv

COST] d*y (\\\dy , fllldff
o

=
dw 2

===
1 1 j ~du i 2 j dv

ill a* jn\0
1 2 j dvQ du~ (

1

fiir v = zwei gelten, und nach den vorhin entwickelten Gleichungen

(13), (14) wiirde z. B.
7
wenn die letzten beiden als richtig angenom-

men werden, fiir v = Q folgen: Y=Q, Z= 0. Die Curve F ware

demnach der Querschnitt eines der #-Axe parallelen Cylinders und

der Winkel a ein Rechter, also die Curve F entgegen der Voraus-

setzung eine Haupttangentencurve.

Unbeschadet der Allgemeinheit konnen wir also insbesondere vor-

aussetzen, dass fur die Function x(u, v) der Anfangswert von
^-g

be-

stimmt sei.

110. Erledigung dieses Problems der Verbiegung.

Nach dieser Vorbemerkung suchen wir eine Losung X
1 (u 7 v) der

Gleichung (10) von der Beschaffenheit
;
dass sich fiir v =

o

(a) x= x, o--
1

- = yCr (sin &amp;lt;S cos | -J- cos 6 cos A)

ergiebt, wo &amp;lt;? einen der beiden oben festgesetzten, aus der zweiten der

Gleichungen (15) entnommenen Werte hat. Da durch diese Anfangs
werte und durch die partielle Differentialgleichung (10) die Werte der

drei zweiten Differentialquotienten von x
t

fiir ^= bestimmt werden,

so liefern uns die in 108 erwahnten allgemeinen Satze iiber partielle

Differentialgleichungen das Ergebnis, dass es eine und nur eine Losung
x

i
der Gleichung (10) giebt ;

die den Anfangsbedingungen geniigt. Fiir

diese Losung ist fiir v = 0:

i 2 / f i i\a
-o-f )

= cos-^ a -j- (sin (? cos -f~ cos ^ cos *)
=

= 1 (cos a cos | sin &amp;lt;? cos A)
2

&amp;lt;
1

,

und die Bedingung &
l
x

l &amp;lt;
1 ist demnach in einern gewissen zwei-

dimensionalen Gebiet (u, v) erfullt. Nach dem Satze am Schlusse von
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107 entspricht also dieser Losung x
l
der Gleichung (10) eine Flache

S
t
mit dem gegebenen Linienelement, und wir wollen nun nachweisen,

dass auf S
t

die Curve -c = 0, die wir mit C
t bezeichnen, ihrer Gestalt

nach genau mit der gegebenen Curve F ubereinstimmt, wozu wir nur

nachzuweisen brauchen, dass C
t
und F bei gleichem Bogen u gleiche

Flexion und Torsion haben (8, S. 12). Indem wir wie gewohnlich

durch den Index 1 die auf S
l beziiglichen Ausdriicke unterscheiden,

haben wir analog der letzten Formel auf S. 208:

Wenn v gleich Null gesetzt wird, so ergiebt sich nach (13) und (14):

1 1 ex
, ^ -y- _ c*x _ cos | _ cos e

9 &quot;a~ 9 9

Nun ist 6 durch die zweite der Gleichungen (15) bestimmt und X
(der getroffenen Annahme zufolge) nicht gleich Null. Daraus folgt:

(-D1) r=o ist aber nach S. 102, abgesehen vom Yorzeichen, die Kriirn-

mung des die Curve C
t

beruhrenden Normalschnitts. Da ferner die

geodatische Krummung von Ct gleich
- -

ist, so ist die abso

lute Krummung -- von C
v gleich der aboluten Krummung J - von F.

Um zu beweisen, dass das Namliche mit den beiden Torsionen

^TJ ^ der Fall ist, erinnern wir daran ( 85, S. 168), dass

D da

du

ist. Wird nun die zweite der Gleichungen (a) nach differenziert, so

ergiebt sich nach den Frenet schen Formeln:

= _ ?V*L
(sin 6 cos I + cos 6 cos A)r,v. ^

cos 6 cos sin 6 cos A) ^ {-

i -i/T? /cos a . cosi\ -,/T^ cos

-}- V 6r sm ^ I
I y-1 yG cos ^ ^

Andrerseits ist nach (I), S. 89:

ii2\cxl [i-2\a^==
\ i j jf \ 2 j z*

~

Wird hierin v gleich Null gesetzt und beriicksichtigt, dass nach S. 67

und 148
14*
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Jl
2 1

=
/I 3E\ _ (ycT\ _ (V^ sin g\

1 1
) v=o~ \2E dvjv=o

~
\QV Jv=o~ \ 9 A=o

ist, so folgt nach (16) und (16*) fur v = 0:

, x d 2^ l/6r si~
-f- 7)/ (cos &amp;lt;? cos | sin (? cos A) .

Durch Vergleichen der Werte
(/3)

und (y) von ^ -^- erhalten wir fur

v==0:
I. J^il _^i
T ya du

demnach genau:

Tt

ss
lP

Wir haben somit den Satz bewiesen: Es ist (auf zwei verschie-

dene Arten) moglich, eine Flache S so zu verbiegen, dass

eine Curve C auf ihr eine willkiirlich gegebene Gestalt F an-

nimmt, wofern die erste Kriimmung von F in jedem Punkte

grosser als die geodatische Kriimmung von C in dem ent-

sprechenden Punkte ist.

111. Verbiegung, bei der eine gegebene Curve Haupttangenteu-
curve oder Kriimnmngslinie wird.

Es bliebe nun noch der Ausnahmefall zu betrachten, dass die ab

solute Kriimmung von F gleich der geodatischen von C ist. Wenn
die Verbiegung moglich ist

?
so ist JT Haupttangentencurve der Bie-

gungsflache und also (nach dem Enneper schen Satze, S. 121) ihre Tor

sion in jedem Punkte gleich der Quadratwurzel aus dem mit entgegen-

gesetztem Zeichen genommenen Kriimmungsmass K in dem entsprechen-

den Punkte von C.

In diesem Falle geht demnach die gestellte Aufgabe in die fol-

gende fiber: Eine Flache so zu verbiegen, dass eine auf ihr

gegebene Curve C nach der Verbiegung eine Haupttangenten
curve P wird. Aus dem soeben Gesagten ergiebt sich, dass die Gestalt

der Curve F vollkommen bestimmt ist, und wir beschranken uns hier

auf die blosse Angabe, dass die gesuchte Verbiegung in der That mog
lich ist und daher auf unendlich viele Arten bewerkstelligt werden

kann (nach 108, S. 207).

Indem wir zu dem im vorigen Paragraphen aufgestellten allgemeinen

Satze zuriickkehren, konnen wir daraus den folgenden ableiten:

Eine Flache S kann auf unendlich viele Arten so verbogen
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werden, dass eine auf ihr gegebene Curve C Kriimmungslinie
der neuen Flache wird.

Um dieses nachzuweisen, brauchen wir hierzu nach S. 98 nur die

Bedingimg aufzustellen, dass langs der neuen Curve F die Proportion:

besteht, die mit Rucksicht auf die Gleichungen (16*) einfach

giebt. Es kann demnach die Function e von u willkiirlich angenom-
men und die Curve F nach der Verbiegung durch die charakteristischen

Gleichungen :

_
p 9r

sin a T du

bestimmt werden. Wird die Flache so verbogen, dass die Curve C in

die Gestalt F iibergeht, so 1st letztere eine Kriimmungslinie der Bie-

gungsflache. Durch Elimination von 6 erkennt man, dass die unendlich

vielen Gestalten F
;
welche die Curve C annehmen kann, wenn sie bei

der Verbiegung Kriimmungslinie wird, der Differentialgleichung erster

Ordnung zwischen p und T:

geniigen. Insbesondere giebt es unter diesen unendlich vielen Gestalten

F noch immer unendlich viele, die ebene Kriimmungslinien sind. In

diesem Falle namlich braucht der Grosse 6 nur ein beliebiger, zwischen

und ^ r (die Endwerte ausgenommen^ gelegener constanter Wert er-

teilt zu werden. Hat, noch specieller, die Curve F constante geoda-
tische Kriimmung, so nimmt sie, wenn sie eine ebene Krummungslinie
wird, Kreisform an.

112. Theorem von Bonnet iiber die Moglichkeit, eine Flache so

zu verbiegen, dass die Haupttangentencurven der einen Schar eben-

solche Curven bleiben.

Wir prufen schliesslich noch die folgende Frage: Kann eine

Flache S so verbogen werden, dass die Haupttangentencurven
der einen Schar nach der Verbiegung Haupttangentencurven
bleiben?

Unter der Voraussetzung, dass dieses moglich sei, beziehen wir

die Flache auf ihre augenblicklichen Haupttangentencurven M, v und

nehmen an
;

dass die Curven u nach der Verbiegung Haupttangenten-
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curven bleiben. Die Antwort auf unsere Frage ergiebt sich ohne

Schwierigkeit, wenn wir uns der Ergebnisse in 64, S. 125, in be-

treff der Haupttangentencurven einer Flache erinnern. Es seien

A, A , A&quot;

die Werte von J), D ,
D&quot; nach der Verbiegung. Dann haben wir

nach der Annahme

A&quot;= o,

folglich nach (III), S. 91, und (11), S. 125:

A 2

-V A i

F* -
9

Die zweite Codazzi sche Formel giebt, in der zweiten Form (IV*),

48, S. 92, geschrieben:

il__A_ ofial A

Nun ist nach den in 64 angegebenen Gleichungen (10) und (a)

und daher geht die vorhergehende Gleichung iiber in:

as

Nehmen wir D
1
=

an, was besagt, dass auch die Curven v

Haupttangentencurven bleiben und demnach E, F, G, e, f, g ihre

Werte behalten, so ist die neue Flache mit der alten identisch (64).
Ist dagegen

so sind die Curven u nach (10), S. 154, geodatische Linien, und da

sie auch Haupttangentencurven sind, so sind sie notwendig Gerade *).

Die Flache ist daher eine Linienflache
,
und die gesuchten Verbie-

gungen sind diejenigen, bei denen die Erzeugenden starr bleiben. Im
Falle einer Linienflache jedoch ist diese Verbiegung in Wirklichkeit

auf unendlich viele Arten moglich. Es ist dann namlich nur noch

die erste der genannten Gleichungen (IV*), 48, zu erfullen, die nach

(10) und (a) in 64 lautet:

*) Dass eine Curve (7, welche Haupttangentencurve und geodatische Linie

ist, eine Gerade sein muss, folgt daraus, dass im entgegengesetzten Falle die

Schmiegungsebene von C gleichzeitig Tangential- und Normalebene der Flache

sein wtirde. Umgekehrt ist jede auf einer Flache liegende Gerade gleichzeitig

Haupttangentencurve und geodatische Linie.
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-A__\ + fal
vyjstf FJ 1 2 J2

Es 1st klar, dass, wenn D
t

eine Losung dieser Gleichung ist, die all-

gemeinste die Form

hat, wo qp(w) eine willkiirliche Function von u ist.

Wir haben also den folgenden von Bonnet herriihrenden Satz:

Es ist unmoglich, eine Flache S so zu verbiegen, dass die

Haupttangentencurven der einen Schar Haupttangentencurven

bleiben, falls nicht S eine Linienflache ist, deren erzeugende
Geraden jene Haupttangentencurven sind.

Im Falle einer Linienflache dagegen sind solche Yerbiegungen,

bei denen die Erzeugenden starr bleiben, moglich, und zwar hangen sie

von einer willkiirlichen Function u ab.



Kapitel VIII.

Verbiegung der Linienflaclien.

Auf einander abwickelbare Linienflachen. Linienelement einer Linienflache. -

Strictionslinie und darauf beziigliche Satze von Bonnet. Haupttangentencurven
der zweiten Schar. -- Formel von Chasles. -- Biegung der Linienflachen nach

der Methode von Minding. Methode von Beltrami und die darauf beziiglichen

Fundamentalgleichungen. Problem, eine Linienflache derart zu verbiegen, dass

eine auf ihr gegebene Curve eine Haupttangentencurve oder eine ebene Curve

oder eine Kriimmungslinie wird. - - Linienflachen
,

die auf Rotationsflachen ab

wickelbar sind.

113. Auf einander abwickelbare Linienflachen.

Die besonderen Verbiegungen der Linienflachen, deren Moglichkeit

wir am Schlusse des letzten Kapitels erkannt haben, bieten ein beson-

deres Interesse, und ihrem Studiuui, das mit sehr einfachen Mitteln

mbglich ist,
wollen wir dieses Kapitel widmen. Vor allem aber wollen

wir mit Bonnet beweisen, dass mit der Untersuchung dieser Ver-

biegnngen die allgemeine Aufgabe gelost wird, alle Linienflachen zu

finden, die auf eine gegebene Linienflache abwickelbar sind.

Es gilt namlich der folgende Satz von Bonnet: Wenn zwei

Linienflachen, die nicht durch Verbiegung aus ein und der-

selben Flache zweiten Grades hervorgegangen sind, auf ein

ander abwickelbar sind, so mtissen sich die Erzeugenden der

einen mit denjenigen der anderen decken.

Dass die Biegungsflachen der Flachen zweiten Grades mit reellen

Erzeugenden eine Ausnahme von diesem Satze bilden, erhellt daraus,

dass eine Flache zweiten Grades infolge ihrer Eigenschaft, eine doppelte

Schar geradliniger Erzeugenden zu besitzen, so verbogen werden kann,

dass man entweder die Erzeugenden des ersten Systems gerade lasst

und die anderen krummt, oder umgekehrt.
Den genannten Satz beweisen wir folgendermassen auf einfache

Weise: Es seien S, S
1

zwei auf einander abwickelbare Linienflachen,
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und wir nehmen an, dass beim Abwickeln den Erzeugenden u von S

die Erzeugenden -v von S
1
nicht entsprechen. Xehmen wir dann auf

S, S
t

die Curven
,

v als Parameterlinien an, so haben die beiden

Flachen S, S^ die erste Fundamentalfonn gemein. Wenn wir mit

\Ddu- + 2D dudv -f D&quot; dv*,

l^rftt
2 + 2D

1
dudv + A&quot;***

2

die beziiglichen zweiten Fundamentalformen bezeichnen, so haben wir

Z&amp;gt;&quot;= 0, Dj = 0, da die u auf 5 und die v auf 5j Haupttangenten-

curven sind. Da ferner nach dem Gaussischen Satz die beiden Discri-

minanten der Formen (1) gleich sind, so ist:

D
1
=D .

Nun bringen wir zum Ausdiiick, dass die beiden Formeu (1) den Codazzi-

schen Gleichungen (IV*), 48 (S. 92), geniigen, wobei wir beachten,

dass die M, v geodatische Linien sind und also uach Formel (10), S. 154:

(22\ (111
\ 1 J

a =

\ 2 J

=

ist. Daraus folgen die Gleichungen:

18 \ - -2- - = o
yEG-F -)

&quot;

\ 1 j }/EGF*
L( J^ _\+g (iil
cu \yEG- F } \ 2 )

Sie zeigen uns, dass die Codazzi schen Gleichuugen auch erfullt sind, wenn

wirD und D gleich Xull setzeu und D den alten Wert lassen. Es existiert

denmach eine dritte auf S und S
t
abwickelbare Flache 5,, welche die

u, i zu Haupttangentencurven hat. S* ist also in doppelter Weise eiue

Liuieuflache und folglich eine Flache zweiten Grades, wie zu beweisen war.

Was nun die auf Flachen des zweiten Grades abwickelbaren

Linienflachen anbelangt, so ist nach dem Vorsteheuden (vgl. auch

112) klar, dass ihre Erzeugenden sich mit der einen oder der anderen

Schar der Erzeugenden der Flache zweiten Grades decken.

114. Linienelement einer Linienflache.

Der Untersuchung der Abwickelbarkeit von Linienflachen auf ein

ander schicken wir einige allgememe Betrachtungen fiber diese Flachen

voraus.

Auf einer Linienflache S denken wir uns eine beliebige Curve C

gezogen, die wir als Directrix betrachten und nur der Bedingung

unterwerfen, dass sie alle Erzeugenden schneiden soil. Zur Bestimmung
der Linienflache S wird es dann geniigen, wenn die Curve C und in
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jedem ihrer Punkte die Richtung der hindurchgehenden Erzeugenden

gegeben ist.

Seien v der von einem festen Punkte der Directrix C gerechnete

Bogen dieser Curve
; p, q, r die laufenden Coordinaten eines Punktes

von C
} ausgedriickt als Functionen von v

}
wahrend

I,
m

}
n die Rich-

tungscosinus der durch den Punkt (p, q, r) von C hindurchgehenden

Erzeugenden bezeichnen und ebenfalls bestimmte Functionen von v sein

mogen. Wir bezeichnen ferner mit u den algebraischen Betrag desjenigen

Stiickes der Erzeugenden, das zwischen dem Punkt
(jp} q } r) der Directrix

und einem beliebigen Punkt (x, y, z) der Erzeugenden liegt. Die

Gleichungen:

(1) x=p-}-lu f y = q -f- mu, z = r -f- nu

definieren uns die Flache S, da sie x, y, s als Functionen von u, v aus-

driicken. Wir berechnen das Linienelement von S, deuten zu diesem

Zwecke die Differentialquotienten nach v durch Striche an und setzen:

(2) I p -f- m q -f- rir = N,

lp
r

-f- mq -f- nr =
cos-fr,

wo M, N, d1 Functionen von v sind und & offenbar den Neigungs-

winkel der Erzeugenden gegen die Directrix bedeutet. Zu diesen

Gleichungen sind noch die folgenden hinzuzufugen:

(2*)

&quot;

.
.

&quot;

&quot;!

Fiir das Quadrat des Linienelements der Flache erhalten wir den

Ausdruck :

(3) ds* = du2
-f~ 2 cos -fr du dv -f- (M 2/u? -f- 2Nu -f- T)dv*.

Wir bemerken nun zunachst folgendes: Die Differentialgleichung der

orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden ist nach S. 66:

du -\- cos&dv = 0;

durch Quadratur folgt hieraus sofort die Integralgleichung dieser ortho

gonalen Trajectorien:

u -f- / cos&dv = Const.*).

Betrachten wir eine Erzeugende v und die unendlich benachbarte

v -j- dv, und bezeichnen wir mit dcp den unendlich kleinen Winkel
;

den sie mit einander bilden
;
so haben wir offenbar:

*) Dieses Ergebnis ist offenbar nur ein besonderer Fall des Satzes A)

in 86, S. 168.
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dy = dl* + dm- + dn\
d. h.:

(4) dy = Mdv.

Bezeichnen wir ferner mit d6 iliren unendlich kleinen Minimalabstand

und mit U den Wert von u im Fusspimkt dieses Minimalabstandes auf

der Erzeugenden v
}

so haben wir nach bekannten Formeln der ana-

lytischen Geometrie:

I m n

l
f m n

dv.

Andrerseits ist:

P
m n =

I m n

folglich:
VM2 sin* 2T- ,

(o) de = -
jj

dv.

Setzen wir sodann:

m n n I

n V
C= llml

I m
so erhalten wir:

p I -f- I dv A
q m -f- m dv B
r n -f- w rff C
^2 _j_ _g2 _|_ ^2

und mit Vernachlassigung der unendlich kleinen Glieder in der zweiten

Reihe:

(6) V=-jn-

% 115. Strictionslinie und darauf beziigliche Satze von Bonnet.

Die durch ein und denselben Punkt des Raumes parallel zu den

Erzeugenden einer Linienflache gezogenen Geraden bilden den so-

genannten Leitkegel. Wahlen wir als Kegelspitze den Coordinaten-

anfang und durchschneiden wir den Kegel mit einer Kugel vom Radius

Eins um den Anfangspunkt, so soil die Schnittcurre die spharische
Indicatrix der Erzeugenden genannt werden. Ihr Bogenelement
ist offenbar

d&amp;lt;p

= Mdv.
Der Fusspunkt des kleinsten Abstandes der Erzeugenden v von
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der benachbarten heisst der Mittelpunkt der ersteren. Der Ort dieser

Mittelpunkte bildet eine fur die Untersuchung der Linienflachen sehr

wichtige Curve, die den Namen Strictionslinie fiihrt. Nach (6) ist

ihre Gleichung:

(7) M2u + N=0.
Fiir den Fall N fallt sie mit der Directrix zusammen.

Die Strictionslinie ist stets eindeutig bestimmt, ausser fiir den Fall,

dass gleichzeitig M und N gleich Null sind
;
dann ist die Flache nach der

ersten der Gleichungen (2) cylindrisch. Bei den abwickelbaren Flachen,
die nach (5) durch die Gleichung:

M*sin2 & N2 =
charakterisiert sind, fallt nach (6) die Strictionslinie mit der Riickkehr-

kante zusammen.

Fiir die geodatische Kriimmung der Directrix u = haben wir

nach der Formel (5) in 77, S. 150, den Ausdruck:

_i_ /_a_ / F\ _ dy&\
Po

~

yEG F*\dv \]/G) du J
Indem wir darin wegen (3)

setzen, erhalten wir den Wert:

A N
_i_ ^

P sin^S1 dv

Hieraus folgt, dass, wenn von den drei Grossen

1 N d&
i -i&quot;

j ~j

Po

zwei identisch gleich Null sind, die dritte es ebenfalls ist. Geome-

trisch ausgedriickt, liefert dieses Ergebnis den Satz von Bonnet:

Besitzt eine auf einer Linienflache gezogene Curve zwei

der folgenden drei Eigenschaften: 1) geodatische Linie,

2) Strictionslinie zu sein, 3) die Erzeugenden unter constan-

tem Winkel zu schneiden, so besitzt sie auch die dritte.

Es ist klar, dass eine Linienflache, auf der eine solche Curve vor-

handen
ist, der Ort einer Geraden ist,

die eine Curve (Strictionslinie)

senkrecht zur Hauptnormale schneidet und mit dieser Curve einen con-

stanten Winkel bildet. Insbesondere wird es nur fiir eine Linienflache,

die der Ort der Binormalen einer Curve ist, zutreffen, dass die Stric

tionslinie eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden ist.

Nehmen wir endlich als Directrix eine Orthogonaltrajectorie der
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Erzeugenden, so ist # = --, und wir erhalten fur die geodatische

Krummung L der Curven u = Const, den Wert:

Daraus folgt nach (6), dass die Strictionslinie auch als der Ort der-

jenigen Punkte der Linienflache definiert werden kann, in

denen die geodatische Krummung der Orthogonaltrajeeto-
rien der Erzeugenden gleich Null ist.

110. Haupttangentencurven der zweiten Schar. Formel von Chasles.

Auf jeder Linienflache sind die Erzeugenden die Haupttangeuten
curven des einen Systems, wie geometrisch einleuchtet ( 112). Ana-

lytisch wird dieses durch die Berechuung der Coefficienten D, Z)
,

D&quot;

der zweiten Fuiidainentalformel sofort bestatigt. Wir finden nainlieh

nach S. 87:

Die Differeutialgleichung der Haupttangentencuryeu des zweiten Systems

ist also iiach S. 109:

2D du + D&quot;dv =
und hat demnach die Riccati sche Form:

ati bu -f- c = 0,

wo a, 6, c Functionen von v allein sind. Die bekannte Eigenschaft

einer Gleichung von diesem Tvpus, dass das Doppelverhaltnis (i^ M2 us .

4)

von vier particularen Losungen eine Constante ist, liefert unter Beriick-

sichtigung der Bedeutung von u unmittelbar den Satz von Paul

Serret: Das Doppelverhaltnis der vier Punkte, in denen eine

beliebige Erzeugende vier feste Haupttangentencurven des

zweiten Systems schneidet, ist constant.

Ferner sieht man, dass man nur eine der Haupttangenten-
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curven des zweiten Systems zu kennen braucht, um die ubri-

gen mittels Quadraturen zu bestimmen.

Die Werte der Richtungscosinus X, Y, Z der Normale sind durch

die Gleichungen gegeben:

n n I

r -\- n u v r -\-n u p -\~l u
J

I m

p -\- I u
q. -\- tn uZ=

Bezeichnen wir mit X
,
Y

,
Z die Werte von X

y Y, Z im Mittel-

punkt u = ^ ,
mit ii den (zwischen und it gelegenen) Winkel,

den die beiden positiven Richtungen (X, Y, Z\ (X07
Y

Q ,
Z

)
mit ein-

ander bilden, so erhalten wir
;
da cos Q = XX -}- YY -\- ZZ ist

7

den Wert:
N

cos iSi =

Da die Werte der Wurzeln und M selbst positiv zu nehmen sind
7

so ist ersichtlich, dass ii stets spitz ist,
wie geometrisch leicht voraus-

zusehen war.

Nehmen wir nun der Einfachheit halber an, dass die Directrix

eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden sei. Wir haben dann:

ds* =
Wenn wir an Stelle von v den Parameter

einfiihren (sodass also v nach S. 219 den Bogen der spharischen In-

dicatrix der Erzeugenden bedeutet) und gleichzeitig

setzen, so sind a und
/3

Functionen von v1} und das Quadrat des

Linienelements nimmt die Form:

(8) ds* = du? + [0 a)
2 +

an. Die friihere Gleichung fur cos ii wird:

cos =

daraus folgt die Formel von Chasles:
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i* a
tgP-= -y-,

in der Q stets zwischen ~ und -f-
--- zu nehmen ist und sein

2

Vorzeichen von der Richtung abhangt, in der sich die Tangeutialebene

dreht, wenn sich der Beruhrungspunkt vom Mittelpunkt nach dem be-

trachteten Punkte hin bewegt.

Aus (9) ziehen wir sofort einige bemerkenswerte Folgerungen.

Lassen wir die Tangentialebene des Mittelpunktes n = u der Erzeu

genden*v um diese Erzeugende um den Winkel & rotieren, so wird

sie die Flache in einem Punkte (ulf v), der durch die Gleichung:

bestimmt wird, beruhren und im Punkte (t^, r), der durch

M
2

a =
/3 cotg .&

gegeben ist, auf ihr senkrecht stehen: daraus folgt:

Es bestimmt also jede Ebene durch irgend eine Erzeugende auf

dieser Erzeugenden zwei Punkte Pu P.,, in denen sie beziiglich die

Flache beruhrt und auf ihr senkrecht steht. Dreht sich die Ebene um
die Erzeugende, so liefert das Punktepaar Plf P* eine Involution,

dereu Centrum der Mittelpunkt ist.

Schliesslich bemerken wir, dass sich aus (8) fur das Krummungs-
mass K nach S. 68 der Ausdruck:

~
[( )* + PT

ergiebt. Er ist stets negativ, wie es auch natiirlich ist, da die Haupt-

tangentencurven reell sind. Langs jeder Erzeugenden, fur die
/3

nicht

gleich Null ist, nimmt der absolute Wert von K im Mittelpunkte sein

Maximum an und nahert sich der Null, je weiter man sich vom Mittel

punkt entfernt.

117. Verbiegung einer Linienflache nach der Methode von Minding.

Wir kommen nun zu der eigentlichen Aufgabe dieses Kapitels,

namlich zur Bestimmung aller Linienflachen mit gegebenem Linien-

element, das wir in der allgemeinen Form (3) annehmen. Dann sind

auch #, M, N als Functionen von v gegeben, und die Aufgabe wird

darin bestehen, die sechs unbekannten Functionen p, q, r, l
} m, n

der Yeranderlichen -r allein so zu bestimmen, dass die funf Funda-

mentalgleichungen :
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1&amp;gt;

2 + C + r 2 -
1,

(11) lp -f- mq -\- nr = cos#,

Tp -f- m q -f- n r = N
erfullt werden.

Fiir die Behandlung unserer Aufgabe ergeben sich zwei verschiedene

Methoden, je nachdem wir zunachst Z
; m, n als bekannt annelimen und

p, q, r suchen oder umgekehrt p,q,r als bekannt annehmen mid
I,
m

}
n

suchen. Im ersten Falle steht uns die Methode von Minding zu

Gebote, die zu folgenden Ergebnissen fuhrt:

Es seien
I, m, n drei Functionen von v, die den beiden Gleichungen

(10) geniigen. Die Gleichungen (11) geben dann die Werte fur p } q ,
r

f

und aus diesen erhalt man durch Quadrature!! p } q, r.

Geniigt man der ersten Gleichung (10) dadurch, dass man setzt:

I = sin C3 cos ty }
m = sin co sin

ty,
n = cos ca

7

wo to und
i[&amp;gt;

Functionen von v sind, so ist nur noch die zweite der

Gleichungen (10) zu befriedigen. Sie ergiebt:

woraus niittelst einer Quadratur fiir
if; die Gleichung:

o
*

- av
/=
/J

folgt, in der to willkiirlich bleibt. Die Willkurlichkeit, die der Losung

infolge des Yorhandenseins der willkurlichen Function
cj(v~)

anhaftet
;

kann geometrisch dahin gedeutet werden
f

dass der Flache S durch

Verbiegung ein willkiirlich angenommener Leitkegel zugewiesen wer

den kann.

In der That genugen die Coordinaten I, m, n eines Punktes der

gegebenen spharischen Indicatrix den Gleichungen (10), falls zwischen

dem Bogen &amp;lt;p

dieser Indicatrix und dem Bogen v der Directrix die Relation :

&amp;lt;p

= C

aufgestellt wird. Der Leitkegel der entsprechenden Flache hat dann die

durch die Wahl von to bestimmte Gestalt.

Wir bemerken ferner, dass sich durch Auflosung des Systems (11)

nach p } q ,
r ergiebt:

,
,

q = m cos-9- -f-

n N+ C l/M s sin 2
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Darin ist wie auf S. 219

A I

m H
7?

H l

(
l m

A--
]&amp;gt;** T &amp;gt; 7/m n n I I m

gesetzt.

Da nun nach S. 219

IP sin2 * N*&amp;gt;Q

ist, wenn die Flache nicht in die Ebene abwickelbar ist, so fuhren die

beiden Wertsysteme fiir p } q }
r

,
die dem doppelten Vorzeichen der

&quot;NVurzel entsprechen, zu zwei wesentlich verschiedenen Flachen.

Wir haben deninach das Ergebnis:
Jede Linienflache kann so verbogen werden, dass ihr

Leitkegel eine willkiirlich gewahlte Gestalt annimmt, und
zwar auf zwei verschiedene Arten.

Die zu der Bestiinmung der beideu Biegimgsflacheu erforderlichen

Rechnungen bestehen lediglich in Quadratures

118. Methode von Beltrami und die darauf beziiglichen

Fundamentalgleichungen.

Xach der vorstehenden Methode lassen sich alle auf eine gegebene
Linienflache abwickelbaren Linienflachen wirklich bestirnmen. Wollte

man jedoch die \villkurliche Function &(v) so bestimmen, dass sie einer

gegebenen Bedingung geniigt, so wiii-de man in den meisten Fallen auf

unubervrindliche Schwierigkeiten stossen.

Es ist dann die zweite Methode, zu dereu Entwickelung wir nun

iibergehen und die von Beltrami*) herriihrt, vorzuziehen.

Diese Methode besteht darin, dass man zunachst feststellt, was fiir

Gestalten die Directrix bei einer Verbiegung der Flache annehmen

kann. Fur jede dieser Gestalten bestimmt sich die Gestalt der ent-

sprechenden Flache auf Grund der Ueberlegung, dass sich die geoda-
tische Kriimmung und der Winkel & bei einer Verbiegung nicht andem.

Da die allgemeine Losung der Aufgabe eine willkiirliche Function ent-

halt, so ist von vorn herein klar, dass die moglichen Gestalten der

Directrix notwendigerweise an eine Bedingung gekniipft sind, die eben

gestellt werden muss.

Wir betrachten eine dieser Gestalten der Directrix, fiir die wir

die in der Curventheorie gebrauchteu Bezeichnungen beibehalten. Xen-

nen wir 6 den Xeigungswinkel der Schmiegungsebene der Directrix

gegen die Tangentialebene der Flache, so haben wir:

*) Sulla flessione delle superficie rigate. Annali di Mat. 1865, 7. Bd., S. 105.

Bianchi, Differentialgeometrie. 15
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(13)

I = cos & cos a -J- sin # (cos 6 cos -f- sin &amp;lt;? cos A),

w = cos -9- cos
/3 -f- sin

&amp;lt;fr(cos
tf cos

17 -(- sin &amp;lt;? cos ft),

n = cos -9
1 cos y -\- sin -9- (cos &amp;lt;? cos -f- sin &amp;lt;? cos v).

Berechnen wir T
7
m

,
ri mit Hiilfe der Frenet schen Formeln, so redu-

cieren sich die Fundamentalgleichungen (10) und (11), denen I, m, n

geniigen miissen, auf die beiden folgenden:

, . COS 6 N
ir -\

------- = --
. ^?sin &

snr . i

cos ff\
2

. fcos & . , . x, . sin c sin &~\
~

.

-\ P (cos (? sm 0-) -j
---^

Q / L Q T J

T/ r&amp;gt;\
cos c sin -S

1

&quot;]

2 ,, .
&amp;gt;N

-f (sm (? sm a-) T
= M~ *)

oder:

(14)

1 2
. , ^ x , . sin o sin -9

1

v_, - + (cos a sm fr) H-----=- +Lp i ^&amp;gt;jo iv 0111 u i

Q *

-f- (sin (9 sin-O
)

-
cos a sin IN

T

Die Unbekannten in unserer Aufgabe sind ^, p, T. Es ist klar,

dass, wenn man den Wert fur 6 aus (14) in (15) einsetzt, letztere

Gleichung in eine Relation:

iibergehfc, die eine Beziehung zwischen den Radien der ersten und

zweiten Kriininiung der verbogenen Directrix herstellt.

Jeder Curve, deren Flexions- und Torsionsradius der Gleichung (16)

geniigen, entspricht eine specielle Verbiegung der Linienflache, deren

Elemente aus den Gleichungen (14) und (13) zu berechnen sind. Die

vorliegende Aufgabe hangt denmach mit einer anderen aus der Curven-

lehre zusammen, namlicli mit der Aufgabe, eine Curve aus ihren natiir-

lichen Gleichungen zu bestimmen (vgl. 1. Kap., S. 13 u.
f.).

*) Mit (cos G sin
&amp;lt;&) , (sine sin^) werden der Kiirze halber die Differential-

quotienten von cose sin^, sine siu& nach v bezeichnet.

**) Dieses besagt nach S. 147, dass die geodatische Kriimmung der Directrix

bei der Verbiegung ungelindert bleibt.
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119. Problem, eine Linienflache derart zu verbiegen, dass eine

auf inr gcgebene Curve eine Haupttangentencurve wird.

Yon den voraufgehenden allgemeineu Ergebiiissen machen wir

nun die hauptsachlichsten Anwendungen.
Wir stellen uns zunachst die Aufgabe, die Linienflache so zu ver

biegen, dass die Directrix eine Haupttangentencurve wird. Wir musseu

dann 6 gleich Null (oder gleich n:) setzen, und es ergiebt sich also aus (14):

wo natiirlich das Vorzeichen der rechten Seite durch die Bedingung
bestimmt ist, dass der Wert fiir p positiv sein muss. Die Gleichung

(15) giebt dann:

1

T
~

Also: Jede Linienflache kann so verbogen werden, dass eine

beliebig auf ihr gezogene Curve Haupttangentencurve wird.

Die verbogene Directrix bestimmt sich aus den naturlichen

Gleichungen (a), (b).

Betrachten wir den besonderen Fall, in dem die Directrix eine

geodatische Linie ist. Dann ergiebt sich:

l

Q

d. h. die verbogene Directrix ist eine Gerade. Es folgt somit:

Jede geodatische Linie einer Linienflache kann durch

Verbiegung der Flache zu einer Geraden werdeu.

Um fur diesen Fall einfache Gleichungen zu erhalten, wahlen wir

die verbogene Directrix als -Axe und haben dann:

p = 0, # = 0, r = v, n = cos ft.

Setzen wir noch:

I = sin & cos #, m = sin # sin fy,

%o folgt aus

wie auf S. 224:
~ A

*dv.
sin &

Fur die Biegungsflache haben wir also nach (1), S. 218, die Gleichungen:

x = u sin Q- cos #, y = u sin & sin #, z = v -4- u cos &.

Ist insbesondere -8- gleich ,
d. h. ist die Flache der Ort der Binor-

u

malen der Directrix, so ist die Biegungsflache ein gerades Conoid (vgl.

S. 134), und da in diesein Falle
I, m f

n die Richtungscosinus der Bi-

15*



228 Kap. 8. Verbiegung der Linienflachen.

norinale sind, also nach Definition von M und nach S. 8 die Grosse

M gleich T ist, wo T

deutet, so ergiebt sich:

M gleich T ist, wo T die Torsion der urspriinglichen Directrix be-

dv

-f
Besitzt nun noch specieller die ursprungliche Directrix constante Tor

sion
,
so ist das Biegungsconoid die Minimal-Schraubenregelflache.
Werden umgekehrt alle Linienflachen gesucht, die sich auf die

Schraubenflache :

V . V
x = u cos -T-

, y = u sin -,
-

,
s = v

abwickeln lassen, fur die das Quadrat des Linienelenients

77 11

ist, so ist p = 0, q 0, r = v, I cos ,
,
m sin-,r ,

n =
7
also

nach (2), S. 218, und (14), S. 226:

M=\, N=0, * =
-l&amp;gt; G-^l-

Hiernach ergiebt Gleichung (15):

1 l

T
~~

k&quot;

Also: Die auf die Minimal-Schraubenregelflache vom Para

meter k abwickelbaren Linienflachen sind alle von den Bi-

normalen der Curven constanter Torsion erzeugten Flachen
/t

und auch nur diese.

Wir setzen endlich voraus, dass die Directrix der beliebig gegebenen
Linienflache eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden sei. Machen

wir sie durch Verbiegung der Flache zu einer Haupttangentencurve,
so sind ihre Hauptnormalen die Erzeugenden der Biegungsflache. Also:

Durch Verbiegung einer Linienflache konnen die Erzeu

genden die Hauptnormalen einer beliebigen ihrer Orthogonal 5

trajectorien werden*.

120. Problem, eine Linienflache derart zu verbiegen, dass eine

auf ihr gegebene Curve eben oder eine Krummungslinie wird.

Wir wollen nun die Flache so verbiegen, dass die Directrix M=
eben wird. Hierzu braucht nur in der Gleichung (15)

-

gleich Null ge-

setzt zu werden, was eine Differentialgleichung erster Ordnung:

ip (t?, 9, j~j
= zur Bestimmung von Q liefert. Daraus schliessen wir:
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Es ist auf oc 1 Arteu rnoglich, eine Linienflache so zu ver-

biegen, dass eine beliebige Curve auf ihr eben wird.

Ist insbesondere die gegebene Curve eine Orthogonaltrajectorie der

Erzeugenden, also 0- gleich
*

&amp;gt;
~ gleich Null, so wird Gleichung (15):

&amp;lt;,

* = 2I- y-
t

woraus durch Integration

folgt. Die ebene Biegungscurve bestimmt sich aus Gleichung (14), die

~
J

ergiebt.

Endlich imtersuchen wir, ob es moglich ist, eine vorgegebene Curve

durch Yerbiegung zu einer Kriimmungslinie zu machen. Es sind

X = cos 6 cos K sin 6 cos
,

1&quot;
= cos 6 cos p sin &amp;lt;y cos

17,

Z= cos 6 cos v sin 6 COB

die Richtungscosinus der Flacheiinonnale langs der verbogenen Direc

trix, und \vir haben, da die Krummungslinie nach S. 07 Evolvente der

von den Flacheunonnalen eingehiillten Curve ist und daher hier in der

letzten Gleichung auf S. 28 fur
ft, v, s die Werte sinff, costf, v zu

setzen sind:
1 _ rf&amp;lt;7

T
~~

d^

Eliminieren wir - L und - mit Hilfe dieser und der Gleichung (14)

aus (15), so erhalten wir zur Bestimmuug von 6 eine Diiferential-

gleichung erster Ordnung. Hierbei ist naturlich vorausgesetzt, dass &

uicht gleich
&quot;-

set, denn sonst wurde die Flache developpabel sein*).

Daraus folgern wir: Es ist stets moglich, eine Linienflache

so zu verbiegen, dass eine beliebige Curve auf ihr eine Krum

mungslinie wird, wofern die Curve nicht eine Orthogonal

trajectorie der Erzeugenden ist.

Wir bemerken ferner, dass, wenn die gegebene Curve eine geoda-

tische ist, sie beim Uebergange in eine Kriimmungslinie eben wird.

wie geometrisch nach S. 166 einleuchtet. Dieses ergiebt sich auch

aus unsereu Formeln. In der That ist dann nach S. 152 &amp;lt;? gleich

^-, also iiach obigein Wert von , auch T gleich Null, und ^15) wird:

*) Dieses wird auch durch die eben angestellte Rechnung bestatigt, da die

linke Seite von (15) gleich Xull werden wurde.
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cos 2 & . 9 , 2 .....-,
_ T9

2 f- cos&quot; Q- . 0-
* = M* N2

,

wodurch Q und also auch die Biegungscurve bestiinrnt wird.

121. Linienflachen, die auf Rotationsflachen abwickelbar sind.

Zurn Schluss beschaftigen wir uns mit der Frage: AVelche

Linienflachen sind auf Rotationsflachen abwickelbar?
Eine solche Flache muss eine stetige Verbiegung in sich zulassen,

wahrend deren sich das ganze System der Erzeugenden in sich ver-

schieben muss (S. 216). Dabei braucht wegen der Stetigkeit der Ver

biegung auch der Fall der auf Flachen zweiter Ordnung abwickelbaren

Flachen nicht ausgenomrnen zu werden.

Die Linienflache sei auf ihre Erzeugenden und deren orthogonale

Trajectorien bezogen, sodass # gleich
~ ist. Fiihren wir / Mdv als

/

neues v ein, so hat das Quadrat des Linienelements nach S. 222 die

Form:

)

2 + 2

Wahrend der als stetig vorausgesetzten Verbiegung verschiebt sich die

Strictionslinie in sich, schneidet daher die Erzeugenden unter constan-

tem Winkel und ist also eine geodatische Linie (S. 220); ferner ist

langs derselben die Krummung der Flache constant, gleich K . Nun
ist langs der Strictionslinie u = cc nach (18) auf S. 68:

K 1

woraus sofort

|3(y)
= Const. = k

folgt. Bezeichnen wir sodann den (constanten) Neigungswinkel der Er-

zeugendeu gegen die Strictionslinie mit
eo,

so haben wir:

l du 1 ,/ N

cotg w = -,,- j == -=- a (v),
(3

dv k ^ -&quot;

demnach:

a(v)
=

kvcokgco,

da wir die additive Constante in u mit hineinziehen konnen.

Das Quadrat des Linienelements der gesuchten Flachen ist also

von der Form:

(17) ds* = du? + [(u kv cotg co)
2 + k2

] dv
2

.

Fiir GJ = &quot;

gehort das Linienelement zu der Minimal -Schrau-

7t

benregelflache vom Parameter k, fiir CD =(=
-- zum einschaligen Rota-
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tionshyperboloid, dessen Meridianhyperbel die Halbaxen a und b hat,

wo a = A cotgoj, b = k ist, wie man leicht einsieht*). Also: Die

einzigen auf Rotationsflachen ab wickelbaren Linienflachen

sind die Biegungsflachen der Minimal-Schraubenregelflache
und des einschaligen Rotationshyperboloids.

Die ganze Klasse der Flachen der ersten Art ist bereits in 119

als diejenige charakterisiert, welehe die von den Binormalen der Curven

constanter Torsion gebildeteu Flachen mnfasst.

Fiir die FTacheu der zweiten Art giebt es einen eleganten, von

Laguerre herriihrenden Satz, zu deni wir in der folgeudeu Weise

gelangen: Wir setzen in (17):

v = v, , u kc cotg (o = &amp;gt;.i,

und erhalteu fur das Quadrat des Linienelements der in Rede stehen-

den Flache den Ausdruck:

ds* = (hi,- + 2cos w du, (tc
t +

i&quot;

1

*

^*&quot;
+ l) dc^.

Durch Vergleichen nait den ursprunglichen Bezeichnungen (S. 218)

habeu wir dann:

Setzeu wir diese Werte in (15) ein und beachten wir dabei, dass

6 gleich
~ ist

,
so erhalten wir:

. cos oi . sin a) _ sin o&amp;gt;

~7&quot; ^~ &quot;T^

woraus der Satz folgt (vgl. S. 32):

Die Curven, in die der Kehlkreis des einschaligen Rota-

tionshvperboloids bei einer Deformation der Flache, bei der

die Erzeugenden Gerade bleiben, verbogen wird, sind Ber-

trand sche Curven.

Hieraus folgt eine Bestatigung der vorhin erwahiiten Eigenschaft,

dass das vorstehende Quadrat des Linienelements zum einschaligen

Rotationshyperboloid gehoii. In der That, wenn die Strictionslinie

eben wird ( 120), so ist -_, gleich Null und nach (18)

Q = k cotg w .

Die Strictionslinie wird also ein Kreis mit dem Radius A* cot-go, und

die Flache ist offenbar ein einschaliges Rotationshyperboloid, das die-

sen Kreis ziun Kehlkreis hat.

*) Den directen Nachweis uberlassen wir dem Leser.



Kapitel IX.

Evolutenflaclie und Weingarten scher Satz.

Allgomeine Eigenschaften der beiden Mantel der Evolutenflache. - - Evoluten-

mittelflache einer Flache nach Bibaucour. TF-Fliichen, deren Hauptkriimmungs-
radien durch eine Grleichung verbunden sirid. Satze von Bibaucour fiber das

Entsprechen der Haupttangentencurven und Kriimmungslinien auf den beiden Miin-

teln der Evolutenflache. -- Bestimmung der Kriimmungslinien einer W- Flache

mittels Quadraturen. Die beiden Mantel der Evolutenflache einer W- Flache

sind auf Rotationsfllichen abwickelbar (Weingarten scher Satz). Umkehrung des

Weingarten schen Satzes. Besondere Formen des Linienelements der Kugel,
die den &quot;PF- Flachen entsprechen. Anwendung auf die Bestimmung der Mini-

malfitlchen: i\ -J-r8 =0 und der Weingarten schen Fliichen: 2(r2 j j)
= sin 2

(j s+ rj.
Evolventen- und Erganzungsflachen der pseudospharischen Fliichen.

12:2. Die geodatischen Linien der Evolutenflache, die den

Krummungslinien der Evolventenflache entsprechen.

Im ersten Teile dieses Kapitels nehmen wir die Untersuchung der

allgemeinen Eigenschaften der Flachen wieder auf
?
um dann die Er-

gebnisse auf eine besonders wichtige Gattung von Flachen anzuwenden.

Wir haben auf S. 100 gesehen, dass auf der Noramie in jedem Punkte

M einer Flache S zwei besondere Punkte Ml}
M

2 liegen, namlich die

Hauptkrummnngsniittelpunkte der Flache oder die Krumnmngsmittel-

punkte der beiden Hauptschnitte durch M. Bewegt sich der Puukt

M auf der Flache S
}
so beschreiben die Krmnnmngsmittelpunkte M^ }

M.2
eine Flache, welche die Evolutenflache der Flache S heisst

7
wahrend

die Flache S die Evolventenflache heisst. Die Evolutenflache be-

steht offenbar aus zwei Manteln S1} &amp;gt;52; von denen der eine vom Krliin-

mungsmittelpunkt J/
17 der andere vorn Kriimmungsniittelpunkt M2

beschrieben wird.

Wir konnen die beiden Mantel Sl} S., auch auf folgende Weise

erzeugen: Wir betrachten eine Kriimmungslinie C von S; die Flachen-

normalen liings Obilden nach S. 97 eine abwickelbare Flache, deren Riick-
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kehrcurve F eben der Ort der Kriimmiingsinittelpunkte der C beruhrenden

Xonnalschnitte ist. Lassen wir die Curve C nach imd nach in alle

Kriiinmiuigslinien dei-selben Schar ubergehen, so beschreibt ihre Evo-

lute F einen Mantel der Evolutenflache.

Vermittelst einfacher geometrischer Betrachtimgen wollen wir nim

eiuige grundlegende Eigenschaften der Evolutenflaeheu ableiten imd

zimachst den Satz beweisen:

Die Ruckkehrcurven der abwickelbaren Flachen, welche

die Orter der Flaehennormalen langs der einzelnen Krum-

naungslinien der Flache sind, sind geodatische Linien der

Evolutenflache.

Zum Beweise bemerken wir zunachst, dass jede Xormale der Evol-

veutenflache die Evolutenflache in zwei Punkten beruhrt, imd zwar den

ersteu Mantel S
l
im ersten Kruiuinungsmittelpunkt J/1? den zweiteu

Mantel im zweiten Krumniungsmittelpunkt J&amp;gt;.
Wir betrachteu

nun ein Bogenelement J/J/ einer Krummungslinie der zweiten Schar.

Die Xormalen in J/ und M schneiden sich (bis auf unendlich kleine

Grossen hoherer Ordnung) im zweiten Kj-ununuugsniittelpunkt J/o und

beruhren den ersten Mantel S
l

in den bezuglichen auf ihuen gelegenen

ersten Kriimmungsuiittelpunkten JJ
l̂
und J//.

Die Ebene J/J/,JLf enthalt also zwei verschiedene Richtungen

J^J/o und JJTjJLf/, die von J/
x ausgehen und ^ beruhi-en, und ist

folglich die Tangentialebene des ersten Mantels in J/
x

. Daraus folgt

unmittelbar:

Die Xormale des ersten Mantels fi^
in M

t
ist der Tangente

der ersten Krummungslinie in M parallel. Entsprechendes

gilt fur den zweiten Mantel 52 .

Ist nun C
l

eine Krummungslinie der ersten Schar und F
x

die

Ruckkehrcurve der von den Flaehennormalen von 5 langs C
l erzeugteu

abwickelbareu Flache, so ist die Tangente von C\ in M der Haupt-

normale der Evolute F
x parallel. Hiermit ist der vorhin ausgesprocheue

Satz bewiesen.

Ferner konnen wir leicht auf einem der Mantel der Evolutenflache,

z. B. dem ersten, die zu diesen geodatischen Linien
I&quot;^ orthogonaleu

Trajectorien bestimmen. 1st namlich t
t

eine von diesen orthogonalen

Trajectorien auf S
1 ,

ferner t die entsprechende Curve auf S, so erzeugen

die Xormalen von S langs t eine Linienflache, auf der die Curven t

und f
x orthogonale Trajectorien der Erzeugenden sind. Das zwischen

t und
t liegende Stuck J/J^ dieser Ei-zeugenden ist demnach constant,

wenn JLT langs t fortruckt (Satz .;A), S. 159), d. h. langs der Curve t

auf S ist der erste Hauptkriiinmungsradius r
i

constant. Also:
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Die orthogonalen Trajectorien der geodatischen Linien,
die auf einem der Mantel der Evolutenflache von den Nor-
malen der Evolventenflache umhullt werden, entsprechen

denjenigen Curven auf der Evolventenflache, langs deren der

betreffende Hauptkrummungsradius constant ist*).

Hierbei ist der Fall ausgeschlossen, dass der in Rede stehende

Hauptkrumraungsradius auf der ganzen Flache S constant ist. In diesem

Falle reduciert sich aber, wie gezeigt werden wird, der entsprechende
Mantel der Evolutenflache auf eine Curve.

123. Formeln fur die Evolutenflache.

Wir wollen nun die vorstehenden grundlegenden Eigenschaften
auf analytischem Wege bestatigen und aus ihnen andere von grosser

Wichtigkeit ableiten.

Am einfachsten lassen sich die dazu erforderlichen Rechuungen

durchfuhren, wenn wir die Evolventenflache S auf ihre Krunmmngs-
linien u, v beziehen. Bezeichnen wir mit

ds2 = Edu* + Gdv*

das Quadrat des Linienelements, mit r
1}

r2 die den Curven u, v beziig-

lich entsprechenden Hauptkriinmmngsradien, so haben wir (54, S. 102):

D = --, D =0, D&quot;=-
G

,

r* TI

und die Codazzi schen Formeln werden in unserem Falle einfach (vgl.

die beiden letzten Gleichungen (V), 49, S. 94):

_ -- _
cv \ rz T! dv du\r1 /~~ rz du

oder:

^
.. N I N i z / C V \ *&quot;2 /

/i i\ a iog VG= g /A
I J h &amp;gt;, I I

= U .

l\*l r2/ &amp;lt;^ W ^**\*1/

Was die Gaussische Gleichung anbetrifi^t, so lautet sie ((18) in 35,

S. 68):

*) Es diirfte nicht iiberflussig sein, darauf hinzuweisen, dass der hier gegc-
bene Beweis fiir die Eigenschaft, dass die Curven r

t
= Const, die orthogonalen

Trajectorien der Curven Fj sind, von der anderen Eigenschaft, dass die Curven

fj geodiitische Linien sind, unabhangig ist. Es ergiebt sich aus ihm sogar ein

neuer Beweis fiir letziere Thatsache, wenn beriicksichtigt wird, dass wegen der

Eigenschaft der Evolventen (S. 27) der Bogen der Curven 1^ ,
der zwischen zwei

orthogonalen Trajectorien derselben liegt, fiir alle gleich ist (vgl. 81, S. 159,

Anmerkung).



1-23. Formeln fur die Evolutenflache. 235

(2)
=

.
(

J -\- 7

Iii den Gleichmigeu (1) konnen wir an Stelle von E, G die Coeffi-

cienten e, g des Linienelement-Quadrates der Kugel,

ds- = edit* + gdv*,

eiufuhren, imd zwar mittels der Gleiehungen (13), 54, S. 102:

_-
en r, rtt

-

r,*
9

r^

Daher lassen sich die Gleiehimgen (1) auch folgendermassen schreiben:

Diese Gleiehimgen haben wir bereits in 69, S. 135, erhalten.

Wir konneu sie sofort zur Bestimuiimg deijenigen Flachen be-

uutzen, for welche einer der Hauptkrunimimgsradieu constant ist.

Es sei z. B.

r.2
= Const.

Daun folgt aus (1) und (4):

^ = 0, 1^ = 0,cv cv

d. h. die Curven v = Const, sind auf der Flache imd auf der Kugel

geodatische Linien (vgl. S. 158). Es liegt also eine Curve v = Const.

der Flache S in einer zur Flache nonnalen Ebene (nach 84, S. 166),

imd da sie einen constanten Hauptkrummimgsradius

r* = E

besitzt, so ist sie ein Kreis vom Radius R . Wir constmieren die

Kugel, die diesen Kreis als grossten Kreis hat; sie beriihrt die Flache

S langs des Kreises, und es ist daher S die Enveloppe einer Kugel

von constantem Radius .R, deren Mittelpunkt eine Raumcurve durch-

lauft. Eine solche Flache heisst Kanal- oder Rohrenflache. Um-

gekehrt ist klar. dass fur jede Rohrenflache vom Radius R einer der

Hauptkrummungsradien constant
, gleich R ,

ist. Von den beiden Man-

telii der Evolutenflache reduciert sich der den Kreisen entsprechende
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offenbar aiif die Axe der Rohrenflache, d. h. auf den Ort der Mittel-

punkte der umhiillten Kugeln. Der zweite Mantel 1st, wie sich geo-
metrisch ergiebt, die Polardeveloppable der Axe (S. 23).

124. Weitere Eigenschaften der Evolutenflache.

Bezeichnen wir init x
lt ylf ^ die Coordinaten des ersten Kriim-

mungsmittelpunktes _M
1? so haben wir*):

(5) X
l =X r

1
X

t yi=y _ riYj t^g^^Z,
woraus sich durch Differentiation infolge der Gleichungen (3) ergiebt:

_^ T
u du *&amp;gt;

i _ r*y cr, v~~ L ~~
&amp;gt;

(6) cu

Bezeichnen wir uberhaupt durch Hinzufugung des Index 1 die auf
den ersten Mantel S

1
der Evolutenflache beziiglichen Grossen, so erhal-

ten wir, da die Normale der Tangente der zweiten Krurnmungslinie
parallel ist:

Gleichungen, die den zweiten in 122 angefuhrten Satz beweisen.

Ferner erhalten wir nach (6):

dernnach :

^0^ tic 2 T? 1
r
i

i r\ 7 2 i o c ri c r
i j j r.

VJ ; &quot;5
i

- -c, I i -
I
-f-

I ^ -1-
1 du* + 2 ^ -*-dudv 4- \ -^

Werden zu Parameterlinien auf S
1

die Curven it, = Const, und

fi
= Const, gewahlt, so geht Gleichung (9) iiber in:

(9*) ds^ = dr^+E(l-
rA2

du\
\ ^*2

woraus hervorgeht, dass auf S
t

die Curven u geodiitische Linien und
die Curven ^ = Const, ihre orthogonalen Trajectorien sind (vgl. 122).

Beriicksichtigen wir die Gleichungen ( 49, S. 94):

(10)^ = _L yj:L . _L ^ _ JL g
&quot;^

1 ga; .. |/ y
CM i/e

1 a YE du dv ys cu y~E du ri

*) Man erinnere sich des Sinnes, in dem r
x gcrechnet wird. (S. 100, Anm.
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dazu die analogen fiir F
x
und Z1? so erhalten wir fur die Werte von

A, A , A&quot;

infolge der Gleichungen (6) nach (3), S. 87, die Ausdriicke:

t
\

J

/ 1 CC CU

ya cv

__ A- \J .

r

cx1 cX1 _ & ci\
r\ *-\

-
f\

CV CV T 0V

Eliminieren wir aus dem Werte fur A denjenigen fur - - mittels der

ersten der Gleichungen (1), so haben &quot;vrir:

(II) A -

cv

Da A gleich Null ist, so sehen wir sofort, dass auf dem ersten

(und ebenso auch auf dem zweiten) Mantel der Evolutenflache

diejenigen Curven u, v, welche den Kriimmungslinien der

Evolventenflache entsprechen, ein conjugiertes System bilden.

Dieses folgt auch unmittelbar daraus, dass auf S
i

die Tangenten

der Curven u langs einer Curve v eine abwickelbare Flache erzeugen,

deren Riickkehrcurve die entsprechende Curve v auf dem zweiten Mantel

52
ist (S. 107).

Merken wir uns noch, dass sich fiir das Kriimmungsmass K von S
l

rs

(\2\ K -- AA!^V!_ 1

\
L ^J J

&quot;-l f f __ 7T (r r^ rr.

ergiebt.

Entsprechend erhalten wir fiir das Kriimmungsmass E^ des zweiten

Mantels S^ den Wert:
*r*

(12*) ^ = ---^1^-
cu

125. Beltramis Construction des Radius der geodatischen

RriimTTmng.

In diesem Paragraphen geben wir eine von Belt rami herriihrende

Construction fiir den Radius der geodatischen Kriimmung einer belie-

bigen auf einer Flache gelegenen Curve, die fur die Theorie der Evo-

lutenflachen unmittelbar eiu wichtiges Ergebnis liefert.
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Auf einer Flache S betrachten wir eine Schar von oo 1

geodati

schen Linien g :
und es sei L eine Curve, deren Tangenten denjenigen

der geodatischen Linien g conjugiert sind. Die Tangenten der Curven

g langs L erzeugen eine abwickelbare Flache, deren Riickkehrcurve wir

mit F bezeichnen wollen. Es sei t irgend eine dieser Tangenten, M
ihr Beriihrungspunkt mit S und m derjenige mit der Riickkehrcurve F.

Wir wollen beweisen, dass der Punkt m der Mittelpunkt der

geodatischen Kriirnmung in M fur diejenige orthogonale Tra-

jectorie der geodatischen Linien g ist, welche durch M geht.
Wir wahlen zu diesem Zwecke auf S als Parameterlinien v die

geodatischen Linien g und als Curven u ihre orthogonalen Trajectorien.

Bei passender Wahl des Parameters u erhalten wir fur das Quadrat

des Linienelements von S nach S. 158 den Ausdruck:

ds* = du* + Gdv*,

und der Radius Q U der geodatischen Kriimrnung der Curven u ist

nach Grosse und Vorzeichen durch die Gleichung ( 75, S. 148):

l j^ 06?

9U

~ ~
2tf w&quot;

bestimmt. Nun seien x, y, z die Coordinaten von M und |, t],

diejenigen von m. Setzen wir ferner den algebraischen Wert der

Strecke Mm gleich r, so erhalten wir:

j.
dx dy dz

5 = x + r cT~ &amp;gt; n = y + r a ) t
= 2 + y a~ *

cu cu cu

Verschieben wir M langs der Curve L und bezeichnen wir mit S

die entsprechenden Zunahmen, so ergiebt sich:

f/ IT $ T c T If)
^
IT f} CC \

== ^ du -4- dv + dr -^
---h f (-5-* d^* + -5 5- $v ) &amp;gt;cu dv du \cu* oucv /

dy & i dy * & dy l^y * i d*y & \= du + af
* v + dr

tu + ry dM + m~v dv
) &amp;gt;

it. i i * i i i

d 5 0ft+ - P + o* a
--h r la-1 OM 4- a 5-CW CV CU \(7M CMCV

Nun sind d|, ^?j 7
6

N

den Richtungscosinus der Tangente t der Riick

kehrcurve .T proportional; wenn wir daher die vorsfcehenden Glei-

chunffen der Reihe nach mit
, multiplicieren ,

sie dann
cv ov dv

addieren und dabei die Gleichungen:

= - = - ^i . J_
~ du dv~ * \cv J dv dudv 2

_ .-.~~
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berucksichtigen, so erhalten wir:

d. h.:

l l dG

Es stimmt also r der Grosse und dem Vorzeichen nach mit QU

uberein, was zu beweisen war.

Nachdem so der Satz von Beltrami bewiesen worden ist, be-

trachten wir wieder den ersten Mantel Sj der Evolutenflache einer

Flache Auf S
l

sind die orthogonalen Trajectorien der geodatischen

Linien u = Const, die Curven r
x
=

Const., wahrend die Curven, deren

Tangenten den Tangenten der Curven u conjugiert sind, die Curven f

sind. Also: Der Mittelpunkt der geodatischen Krummung
einer auf S

x gelegenen Curve r
v
= Const, in einem Punkte J^

ist der entsprechende Punkt Mt auf dem zweiten Mantel /S2 .

Daraus folgt, dass der Radius der geodatischen Krummung
der Curven r

t
= Const, auf 5

X
oder der Curven r2

= Const, auf

S% (bis auf das Vorzeichen) durch die Differenz r
: r* der

Hauptkrummungsradien der Evolventenflache gegeben ist.

126. Evolventen- und Evolutemnittelflache nach. Ribaucour.

Im Znsammenhange mit der aus den beiden Manteln Sl} S% be-

stehenden Evolutenflache einer Flache S wollen wir nun kurz noch

eine zu S in enger Beziehung stehende Flache betrachten, deren Unter-

suchung von Ribaucour herruhrt und die wir mit diesem Mathe-

matiker als Evolutenmittelflache von S bezeichnen wollen. Wir
betrachten den in der Mitte zwischen den beiden Krummiingsmittel-

punkten Mi} M^ von S gelegenen Punkt J/ : die Ebene, welche in M
auf der Linie M

t M^ senkrecht errichtet, d. h. durch MQ parallel der

in M an die Evolventenflache S gelegten Tangentialebene gelegt wird.

heisse Mittelebene. Als Evolutenmittelflache von S werde nun

die Enveloppe J der Mittelebene bezeichnet. Umgekehrt nennen wir

S die Evolventenmittelflache von H.

Die Coordinaten des Mitt^lpunktes JLT von M
l
Mt sind ofl

?
enbar:

- x _ ri + ri Y
//

-
r
i + r y 9 . _ - _ r

i + fa 7* *
2 y y

~
2 2

Wird mit o der (algebraische) Abstand der Mittelebene vom Coor-

dinatenanfangspunkt bezeichnet, so ist daher:

at =
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Die Summe Xx stellt nun den Abstand des Coordinatenanfangs-

punktes von der Tangentialebene der Evolventenflache S dar. Bezeich-

nen wir diesen Abstand mit W, so haben wir demnach:

Nun ist nach den Weingarten schen Gleichungen in Ebenencoordinaten

( 72, (36), S. 141):

wo der zweite Diiferentialparameter A2 W bezuglich des Linienelernents

der Bildkugel von S berechnet ist*). Daraus aber folgt:

(13) w = |A2 TF.

Durch diese Gleichung, die fur jedes beliebige System von Para-

meterlinien gilt, wird offenbar die Aufgabe gelost: Zu einer gegebenen
Evolventenflache die Evolutenmittelflache zu finden. Da

namlich W bekannt ist, so lasst sich aus (13) o&amp;gt; berechnen und dann

durch die Gleichungen (34), 72, S. 140 (wo o&amp;gt; fur W zu setzen ist),

die Evolutenmittelflache Z! bestimmen.

Die umgekehrte Aufgabe: Fiir eine gegebene Flache 27 die-

jenigen Flachen zu finden, deren Evolutenmittelflache 27 ist,

liisst sich mit Hilfe der Gleichung (13) auf eine bekannte Aufgabe der

Analysis zuriickfuhren. Wird namlich auf 27 ein beliebiges Coordina-

tensystem (u
} v) gewahlt, so kennen wir co als Function von u und

v und miissen W aus der partiellen Differentialgleichung:

(14) A
2 T7= 2to

bestimmen. Jede Losung derselben giebt offenbar eine Losung der ge-

stellten Aufgabe. Ist insbesondere eine der Evolventenmittelflachen

bekannt, z. B. diejenige, welche der Losung W von (14) entspricht,

und wird

w= Wi + a

gesetzt, so ist die Bestimmung der anderen Evolventenmittelflachen

auf die Integration der Gleichung:

(14*) A/

zuriickgefiihrt.

*) Man beachte, class sioh S und 2 Punkt fiir Punkt infolge der Parallelitiit

der Tangentialebenen entspreclien und dass daher das Linienelement der Bildkugel

fiir S und 2 das gleiche ist.
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Man braucht nur als Coordinatensystem (u, v) ein solches zu

wahlen, dem auf der Kugel ein isothermes System entspricht, um die

Gleichungen (14), (14*) in die aus der Analysis wohlbekaunten Ge-

stalten :

i
-

]{ r-~\V
/I rx\ ft At I*T\
I 1JI = j-

* X 5~ / It*. VI.
CVi C i

~ x

wo / eine bekannte Function von u, v ist, bezw.

n^\*\ o w . c _ f.
\ 1&amp;lt;J I ^-

~ f vy
Ctt* CO*

zu bringen, nach S. 72 u. 67.

Wenn sich die Evolutenmittelflache auf einen Punkt reduciert, so

sind die Evolventenflachen die von Appell*) untersuchten Flachen, bei

denen die Mittelebenen durch einen Punkt gehen. Sie entsprechen den

Losungen der Gleichung (15*).

127. W-Flachen, deren Hauptkxummungsradien durch eine

Gleichung verbunden sind.

Wir wollen nun die allgemeinen Satze fiber Evoluteuflachen auf

eine wichtige Klasse von Flachen anwenden, auf diejenigen namlich,

deren Hauptkrummungsradien r1} r* durch eine Gleichung:

mit einander verbunden sind. Der Kiirze wegen bezeichnen wir

jede Flache dieser Art als eine TF-Flache.

Auf die W-Flachen werden wir sofort bei der Untersuchung der

folgenden Frage gefuhrt: Wir ordnen zunachst die Punkte der beiden

Mantel Sl) S* der Evolutenflache einander so zu, wie es sich aus

ihrer geometrischen Construction von selbst ergiebt, d. h. wir ordnen

*) American Journal of Mathematics, 10. Bd. In demselben Bande hat

G ours at die allgemeinen Flachen untersucht, die in unseren Bezeichnungen die

durch die Gleichung:
r
x + r. = n W (n = Const.)

ausgedruckte Eigenschaft besitzen. Dire Bestimuiung hangt von der Gleichung:

A, W= (n 2)W
ab. Die Gleichung (13) wird fur diese Flachen:

und beweist, dass die Evolutenmittelflache einer Goursat schen Flache wieder

eine der urspriinglichen ahnliche und zu ihr ahnlich gelegene Goursat sche Flache ist.

Es ist dieses offenbar eine charakteristische Eigenschaft der Goursat schen

Flachen.

Bianchi, Differentialgeometrie. 16
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jedem ersten Hauptkriimmungsmittelpunkt M der Evolventenflache den

zweiten Hauptkrfiminungsmittelpunkt M2
zu. Dann fragen wir: Wann

tritt der Fall ein, dass sich auf den beiden Manteln der Evo-

lutenflache die Haupttangentencurven entsprechen? Dazu 1st

notwendig und hinreichend, dass die Coefficienten der zweiten Grund-

form von S
t denjenigen der zweiten Grundform von S2 proportional sind.

Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (11) fur S^.

2 *
: : Gr* -?-

1
-

CV * GVD, : D/: A&quot;= Eri&quot;

- :Q: Gr,6V

und daher fur S
2 entsprechend :

D
2

: D
2

: D
2
&quot;= Er^ J~- : : G

Die gestellte Bedingung hat also die Beziehung:

,

=
du

zur Folge, die besagt, dass r
t
und r

2
durch eine Gleichung verkniipft

sind. Wir haben also den Satz von Ribaucour: Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass sich auf den beiden

Manteln der Evolutenflache die Haupttangentencurven ent

sprechen, ist, dass die Evolventenflache eine IT-Flache ist.

Es leuchtet ein, dass man, anstatt vom Entsprechen der Haupt

tangentencurven auf S1} $2 zu reden, auch sagen kann, jedem con-

jugierten System auf S
l entspricht ein ebensolches auf S2

. Auf diese

Weise wird dem Begriif des Entsprechens auch dann eine reelle Fas-

sung gegeben, wenn die Haupttangentencurven auf Si} S2 imaginar sind.

Auch mag noch bernerkt werden, dass, da auf den beiden Manteln

Sl} S
2
den Krimmmngslinien der Evolventenflache, wie beschaffen sie

auch sein mag, zwei conjugierte Systeme entsprechen, nur die Bedin

gung gestellt zu werden braucht, dass noch einem anderen conjugierten

System auf S
i
wieder ein conjugiertes System auf S2 entsprechen soil,

damit der soeben betrachtete Fall des Entsprechens vorliege*).

Tritt nun noch die weitere Bedingung hinzu, dass den Haupt

tangentencurven der beiden Mantel einer Evolutenflache die Haupt

tangentencurven der Evolventenflache entsprechen sollen, deren Diffe-

rentialgleichung nach S. 102 u. 109

*) Es braucht niimlich nur auf die beiden zweiten Grundformen von S
1 ^.Si

das Ergebnis in 31, S. 58, angewandt zu werden. (Vgl. auch S. 119, zweite

Anmerkung.)
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E
du*

_j_

G
. dv* = o

fi r,

ist, so ergeben sich sofort die beiden Bedingungen:

woraus der Satz folgt: Bei den Evolutenflachen der Flachen

von constantena Kriimmungsmass, und nur bei diesen, ent-

sprechen den Haupttangentencurven der Evolventenflache

die Haupttangentencurven auf den beiden Manteln der Evo-

lutenflache.

Wir bemerken endlich, dass die Gleichungen (12), (12*), auf die

Krummungsmasse der beiden Mantel der Evolutenflache einer TF-Flache

angewandt, geben:

(16)

Hieraus folgt somit der bemerkenswerte Satz von H alp hen, der in

der Gleichun:

zum Ausdruck kommt.

128. Satz von Ribaucour iiber das Entsprechen der Kriimmungs
linien auf den beiden Manteln der Evolutenflache.

Ein anderer Satz von Ribaucour lasst sich auf einfache Weise

aus unseren allgemeinen Gleichungen ableiten. Dieser Satz bezieht

sich auf den Fall, dass sich die Kriimmuugslinien auf den beiden

Manteln der Evolutenflache einer Flache entsprechen. Die Differential-

gleichung der Kriimmungslinien auf dem ersten Mantel, namlich:

E1 du -f- F^dv F^du -j- G^du

lautet, mit Benutzung der Gleichungen (9) und (11) entwickelt:

8) Er* - c
- dir + EG(r* r,)

2
-4- GrJ (

c^1

) + Er* -J1
r

.

-

1 CU CV *
\&amp;lt;7tt/

1 OV CV

Als Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf dem zweiten Mantel

S.
z ergiebt sich ebenso:

16*



244 Kap. 9. Evolutenflache und Weingarten scher Satz.

(18*) Er M + EG(r^ rif+ Er + Or

&amp;lt;*

Sollen sicli die Krummungslinien auf beiden Manteln entsprechen ,
so

mussen die beiden Gleichungen (18), (18*) ubereinstirnmen, was sofort

die Bedingungen:

du du 3v dv

oder: r
1

r
2
= Const, liefert. Also: Nur fiir die beiden Mantel

der Evolutenflachen derjenigen TT-Flachen
7
deren Hauptkriim-

mungsradien durch die Bedingung:

r
t

r
2
= R (R= Const.)

verkniipft sind
?

trifft es zu
?
dass sich die Krummungslinien

entsprechen. Die Gleichungen (16) lassen ausserdem erkennen, dass

in diesem Falle die beiden Mantel der Evolutenflache Flachen
von dernselben negativen constanten Krummungsniass, namlich

- ^ sind*).

Wir folgern hieraus, dass sich im vorliegenden Falle auch die

H aupttangentencurven auf den beiden Manteln entsprechen, und ferner

dass die entsprechenden Bogen solcher Haupttangentencurven
einander gleich sind. In der That haben wir nach Gleichung (9*):

ds* = dr2
2 + 2 (r2 r^f dv2

-,

und da dr^ = dr
2

2 und ausserdem langs der Haupttangentencurven

( 127, S. 242)

Er^du* = Gr^dv
2

ist, so folgt wirklich:

ds
t

2 = ds
2

2
.

Diese letzte Bemerkung riihrt von Lie her. Die soeben abgelei-

teten eleganten Eigenschaften sind einer wichtigen Verallgemeinerung

fahig, die wir in der Folge zur Kenntnis bringen werden.

*) Die Grleichungen (16) zeigen auch, dass nur bei den Evolutenflachen der

Fliichen: r^ r2
= Const, und der Minimalflachen die Krummungsmasse der beiden

Milntel in entsprechenden Punkten gleich sind.
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129. Lies Satz iiber die Bestimmung der Krummungslinien
der TF-Flachen mittels Quadraturen.

Lie hat bemerkt, dass auf jeder Tr-Flache die Krummungs
linien mittels Quadraturen bestimint werden konnen. Den

Lie schen Beweis werden wir spater geben; hier wenden wir uns zum

analytischen Beweise von Weingarten. Wir erinnem zu diesem

Zwecke darau, dass sich die Differentialgleichung der Krummungslinien

einer Flache S ergiebt, wenn die quadratische Covariante der beiden

Grundformen, nainlich:

i Edu + Fdc Fdu + Gdc
~~

yEG=~F* Ddu -f D dr D du + D&quot;dv

gleich Xull gesetzt wird (S. 99). Bezeichnen wir mit K,L. die Kruminung
dieser Difterentialform und wahlen wir zu ihrer Berechnimg die Kriim-

mimgsliuien als Parameterlinien, indem wir nach (23) u. (24), S. 134,

setzen, so erhalten wir:

demnach ( 29, S. 53, Gleichung (IV)):

^--_ _[g
ogJ/e ,

cuo
,

*]
Nun ist aber infolge der Gleichungen (4), 123, S. 235:

or*

dv, r^ r,

or^

citcv

und daher:

cv

I
du 8v

Also nach S. 242: Fur die TT-Flachen, und nur fur diese, hat die

Form ty die Krummung Xull. Der obige Satz von Lie folgt nun-

mehr aus 29, S. 54, sofort, da die Form # offenbar indefinit ist.

Bezuglich der Haupttangentencurven einer W- Flache ist ein ent-

sprechender Satz uicht bekamit, ausser in den beiden besonders inter-
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essanten Fallen der Minimalflachen und der pseudospharischen Flachen.

Fur die ersteren besitzt die zweite (indefinite) Grundform:

D du* + ZD dudv + D&quot;dv*

die Kriimmung Null, und fiir die letzteren wird diese Grundforrn, mit

(rl
r2) multipliciert, ebenfalls eine Form von der Kriimmung Null

(vgl. 66, 67). Daraus folgt dann, dass sich ihre Haupttangenten-
curven mittels Quadraturen ergeben.

130. Weingartens Satz iiber die Abwickelbarkeit der beiden

Mantel der Evolutennache auf Rotationsflachen.

Die wichtigste und fruchtbarste Eigenschaft der TF-Flachen ist

diejenige, welche sich in dem schonen Satze von Weingarten ausspricht:

A) Jeder Mantel der Evolutenflache einer TF-Flache ist

auf eine Rotationsflache abwickelbar, deren Bestimmung
lediglich von der Gleichung abhangt, welche die Haupt-

kriimmungsradien r1; r
2

der Evolventenflache W niit ein-

ander verbindet.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den grundlegenden Ent-

wickelungen der Paragraphen 124 und 125. Es sind namlich auf dem

ersten Mantel S
i

die Gurven r
1
= Const, geodatisch parallel (S. 239),

und da der Radius ihrer geodatischen Kriimmung,

r
i

r
z&amp;gt;

eine Function von ^ allein ist, so besitzen sie auch constante geoda-

tische Kriimmung. Also ist S
t

auf eine Rotationsflache abwickelbar

( 101, S. 195).

Da ferner die Function

lediglich von der Gleichung abhangt, die r
t
und r

2
mit einander ver

bindet, so ist auch der zweite Teil des Satzes einleuchtend.

Direct ergiebt sich der Satz aus der Gleichung (9*), 124, S. 236:

Berechnen wir namlich

^ log h/# (i
- Ml i- r ^

\ rj] ^.0]ogJ/jB JL_ ,

rg dr^

dv

mit Beriicksichtigung der ersten der Gleichungen (1), S. 234, so er-

halten wir:
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r log y.

Also ist:

/tf(ll)
e du ersetzen, so ergiebt sich demnach

der Satz:

Das Quadrat des Linienelements auf dem ersteu Mantel S
1

der Evolutenflache einer TF-Flache ist durch den Ausdruck:

/t f\\ 19 7 Idv = rz/v +
gegeben. Es ist klar, dass der zweite Mantel St der Evolutenflache

auf eine Rotationsflache abwickelbar ist, deren Linienelement-Quadrat
durch

e r *

(19*) Js2
2 =

ffrg
2

-f~ e
r* ~ ri dv~

gegeben ist.

Aus dem eben bewiesenen Satze von Weingarten konnen wir in

der Weise, wie es Lie gethan hat, wieder den Satz in 129 ableiten.

Wir kennen namlich auf S
t

unmittelbar die Curven r
x
= Const.:

mittels einer Quadratur f 39, S. 74) ergeben sich die orthogonalen

Trajectorien, denen auf der Evolventen- Tf- Flache die Kruminungslinien
des ersten Systems entsprechen. Ahnliches gilt fur diejenigen des zweiten

Systems.

131. Beltramis Satz uber die Normalensysteme von Plachen,
die zngleich Flachen beriihren.

Wie Weingarten selbst gezeigt hat, ist neben Sat/ A) auch die

Uinkehnmg desselben richtig, bis auf einen Ausnahmefall, auf den wir

spater zuruckkommen werden. Zum Beweise stellen wir die folgenden
von Beltrami herruhrenden geometrischen Ueberlegungen an*):

Auf einer beliebigen Flache S nehmen wir eine Schar von oc 1

Curven y an und betrachten das von den Tangenten der Curven ge-

bildete Strahlensystem. Damit diese Strahlen die Normalen einer

Flache Zl seien, ist notwendig, dass die Curven g geodatisch^ Linien

sind, da einer der Mantel der Evolutenflache von Z1

dann eben die

*) Ricerche di analisi applicata alia geometria. (Giornale di Matematiche,
2. u. 3. Bd.;
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Flache S ist (S. 233). Wir wollen nun beweisen, dass diese Bedingung
auch hinreichend ist. Es seien die Curven g geodatische Linien und

t erne ihrer orthogonalen Trajectorien. Wir betrachten die oo 1 Evol-

venten C der Curven g, die von t ausgehen. Der Ort dieser Evolventen

C ist nun erne Flache E, welche die Tangenten der Curve
&amp;lt;j

zu Nor-

malen hat. In der That, ist MP ein Stuck einer der Tangenten, das

zwischen dem Beriihrungpunkt M mit einer geodatischen Linie g und dem

Schnittpunkt P mit E liegt, so ist es auch in P normal zur Evolvente C.

Lassen wir M langs einer Orthogonaltrajectorie t der Curven g wan-

dern, so bleibt MP bestandig gleich dem zwischen t und t liegen-

den Bogen der Curven g }
und daher ist auch der Ort der Endpunkte

P auf E in P normal zu MP. Da also die Tangente MP in P
Normale zweier verschiedener von P ausgehender Curven auf E

ist, so

ist sie auch Normale von E, was zu beweisen war.

Wir haben also das Ergebnis: Die notwendige und hinrei-

chende Bedingung dafiir, dass eine Schar von oo 2

Tangenten
einer Flache S das Normalensystem einer und daher unend-

lich vieler (paralleler) Flachen E bildet, ist, dass die auf S

von diesen Greraden umhiillten Curven geodatische Linien sind.

Offenbar ist S ein Mantel der Evolutenflache einer Flache E, und

einer der Hauptkrummungsradien von E ist gleich dem Bogen der geodati

schen Linien g, gerechnet von einer festen orthogonalen Trajectorie t-

Der zweite Mantel S der Evolutenflache von E heisse die Ergan-
zungsflache zu S beziiglich der geodatischen Linien g. Dieselbe

kann auch als der Ort der Mittelpunkte der geodatischen Krummung
der zu den Curven g orthogonalen Trajectorien t definiert werden (S. 238).

132. Beweis der Umkehrung des Weingarten schen Satzes.

Wir konnen nun die Umkehrung des Weingarten schen Satzes

leicht beweisen. Es sei namlich S eine auf eine Rotationsflache ab-

wickelbare Flache, und wir nehmen an, die geodatischen Linien g,

die bei der Abwickelung in die Meridiane iibergehen, seien

keine geraden Linien. Die oo 2

Tangenten der Curven g sind dann

nach clem Vorstehenden die Norrnalen einer Flache E. Wenn wir mit

ds* = du2
-j- q?(u)dv*

das Quadrat des Linienelements von S
} bezogen auf die geodatischen

Linien g oder v= Const, und auf ihre orthogonalen Trajectorien, und

mit r1} r% die Hauptkriimmungsradien der Evolventenfliiche bezeichnen,

so haben wir nun:
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rj
= M -f- Const.,

.also nach (19), S. 247:

__
fi r* qp(t&amp;lt;)

Es sind daher r
x
und &amp;gt; durch eine Gleichung verbunden, deren Natur

lediglich von der Beschaffenheit der Function cp, d. h. von der Rota-

tionsflache abhangig ist, auf welehe die Flache 5 abwickelbar ist. S ist

also Evolutenflache einer W-Flache.

Der ausgeschlossene Fall kann in der That eintreten, und die Unter-

suchungen des Kapitels YUI ( 119 121) iiber die Linienfliichen er-

ledigen ihn vollstandig. Wenn namlich die geodatischen Liuien
&amp;lt;/,

die

Biegungscurven der Meridane, Gerade sind, so ist die Flache der Ort der

Binormalen einer Curve constanter Torsion, und die Rotationsflache,

auf die sie abwickelbar ist, das Catenoid ( 105, S. 202). Wir

konnen also die TJmkehrung des &quot;Weingarten schen Satzes folgender-

massen aussprechen:

B) Mit Ausnahme der Linienflachen, welehe die Orter

der Binormalen der Curven mit constanter Torsion (und also

auf das Catenoid abwickelbar sind), kann jede andere auf

eine Rotatiousflache abwickelbare Flache als der eine Mantel

der Evolutenflache einer TF-Flache aufgefasst werden.

133. Besondere Formen des Linienelements auf der Kugel, die

den TF-Flachen entsprechen.

Die in den vorstehenden Paragraphen abgeleiteten Satze lasseu

erkennen, dass die beiden Aufgaben, alle Biegungsflachen der Rotations-

flachen zu finden bezw. die TF-Flachen zu bestimmen, vollkommen

gleichbedeutend sind. Letztere Aufgabe kann nun wieder, wie Wein

garten gezeigt hat, auf die Bestimmung deijenigen besonderen Systeme

von orthogonalen Curven auf der Kugel zuruckgefiihrt werden, fur

die das Quadrat des Linienelements die Form:

rfs
2 = edu* + yd

2
,

wo g eine Function von e allein ist, annimmt.

Zum Beweise beriicksichtigen wir, dass sich die Gleichungen (4)

in 123 fur den Fall, dass die Flache zur Gattung der TF-Flachen

gehort, folgendermassen schreiben lassen:

cvj r
a

r
s
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Wenn wir nun integrieren und die Parameter u, v durch passende
andere ersetzen, konnen wir

drt r dr,

(20)

machen. Es ergiebt sieh demnach eine der beiden Grossen e, g als

eine Function der anderen.

Es ist zweckmiissig, die Integralzeichen aus diesen Gleichungen zu

eliminieren. Dazu setzen wir
? angenommen, dass r

2
und also auch

Ye nicht constant ist,

dann sind ]/# ;
rl} r

2
Functionen von K. Die erste der Gleichungen

(20) giebt:
rfr2 , dr

t
d s rz

11 / o cc
~

-i ) also * ^
7

==== cc ^ i~ ?
dec da da 3

und die zweite:

da
Setzen wir

so folgt daraus:

Wir konnen demnach unser Ergebnis so fassen:

C) Wenn eine TF-Flache nach der Gaussischen Methode
auf die Kugel abgebildet wird

;
so konnen die Parameter u, v

ihrer Krummungslinien so gewiihlt werden, dass das Quadrat
des Liriienelements der Kugel die Form:

/01 N , , 3 du z
. dv s

(21) ds 2 == -
2 + rr^-^2 2

annimmt, wo a eine Function von u und v ist und die Haupt-

krummungsradien r17 r2 der TF-Flache durch die Gleichungen:

(22) r2 = &(), r,
= () ^ ()

gegeben sind.

Es gilt nun auch der umgekehrte Satz:

C*) Wenn das Linienelement-Quadrat (21) zur Kugel vom
Radius Eins gehort, so giebt es eine zugehorige Tf-Flache

;

die auf die Kugel abgebildet das spharische System (u, v) zu

Bildern der Krummungslinien hat und derenHauptkrummungs-
radien durch die Gleichungen (22) gegeben sind.
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Dieses folgt unmittelbar daraus, dass dann die Grundgleichungen

(4), S. 235, erfullt sind.

Wir fugen noch hinzu, dass sich, wenn X, Y, Z als Functionen

von u und v bekannt sind, die TF-Flache mittels Quadraturen durch

die Gleichungen ergiebt (vgl. (3), S. 235):

du -f- T, -x dv] , y == I if*-; du -4- r, -^ i

cti * cv I fj \ Cu cv
*~ *7 - /r , . CA

Yerfahren wir mit den Gleichungen (1), S. 234, in derselben Weise

wie soeben mit den Gleichungen (4), so erhalten wir die folgenden

Satze, die wir nur anfuhren wollen:

D) Das Quadrat des Linienelements einer TF-Flache, be-

zogen auf die Kriimmungslinien (u } v) }
kann auf die Form:

C23) rfs2 = ^
i

+ ^^
u&quot; v (p)

gebracht werden, wo
/J

eine Function von u und v ist. Die

Hauptkriimmungsradien der TF-Flache sind danu durch die

Gleichuugen:

gegeben.

D*) Wenn das Linienelement-Quadrat.(23) so beschaffen

ist, dass sich fur seine Krummung der Wert:

ergiebt, so gehort es zu einer TF-Flache, deren Hauptkriini-

mungsradien durch die Gleichungen (24) gegeben sind.

In der That sind dann die Gaussische Gleichung und die Codazzi-

schen Gleichungen erfiillt.

134. Anwendung auf die Bestimmung der Minimalflachen :

&amp;gt;\ -\- r* und der &quot;Weingarten schen Flachen : 2 (r2 r
x)
=

=
sin2(r, + rj.

In der Anwendung der vorstehenden Ergebnisse, insbesondere der

Satze C) und C*), beschranken wir uns vorlaufig auf zwei Falle, in

denen niittels Quadraturen die vollstandige Klasse von TT-Flachen,

deren Hauptkriimmungsradien durch eine gegebene Gleichung verbun-

den sind, also auch uach dem Weingarten schen Satze die vollstandige

Klas&amp;gt;e von Flachen, die auf eine gegebene Rotationsflache abwickelbar

sind, bestimmt werden kann.
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Der erste Fall ist derjenige, in dem das System (u, v) }
fur welches

das Quadrat des Linienelements der Kugel die Form (21) annirnrnt, ein

isothermes ist. Dann kann man einfach

() = , ()&quot; ^
setzen, sodass man nach (22) erhalt:

Die entsprechenden Flachen sind ausschliesslich Minirualnachen und

zwar alle Minimalflachen und ergeben sich mittels Quadratures Da
das Catenoid erne Rotationsminimalflache

ist, so sind die Evolutenflachen

der Minimalflachen auf die Evolutenflache des Catenoids, d. h. auf die-

jenige Rotationsflache abwickelbar, welche die Evolute der Kettenlinie

zur Meridiancurve und die Leitlinie zur Drehaxe hat*). Von diesen

Rotationsflachen konnen wir also mittels Quadraturen alle Biegungs-
flachen erhalten.

Ein zweiter Fall ergiebt sich aus den Satzen in 83
;

S. 164,

iiber die geodatischen Ellipsen und Hyperbeln.
Wir konnen namlich das Quadrat des Linienelements der Kugel

in der allgemeinsten Weise auf die Form:

/CK\ 7 9 du* dv z

(25) ds 2 = - -t
. -to ,00

sin 2 cos 2 -

2 2

die ja zum Typus (21) gehort, bringen, wenn wir in (21)

CO , , ^ CO

K sm
&amp;gt;

O1

(a)
= cos

setzen, woraus

Q. / \ J 1 -)- COS Q) ,
-a- (a) da = - - --

,

\ / 4

folgt. Die Gleichungen (22) geben dann:

/.-. ,, N co -4- sin co co sin co

(26) r.2
=

-^ , r4
- -j-

und als Gleichung, welche die Hauptkrummungsradien der entsprechen-

den W-Flache verbindet:

Wir konnen demnach mittels Quadraturen auch die vollstandige Klasse

*) Fiir beide Mantel der Evolutenflache einer Minimalfliiche ergiebt sich aus

den Gleichungen (19) und (19*):

ds 2 = dec
2

-4- ccd3 2
.
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dieser W-Flachen bestimmen, obgleich die Relation, die hier zwischen

den Hauptkriimumngsradien besteht, ziemlich verwickelter Art ist.

Die beiden Mantel der Evolutenflache dieser TF- Flache haben

infolge der Gleichungen (19) und (19*), S. 247, als Linienelement-

Quadrate :

ds^ = -

(sin
4
^ dn* + 4cos2

&quot;-

du*)
&amp;gt;

=
(cos

4

y dra2 + 4 sin2

^- dv*) ;

sie sind also (da ds
t

in ds* ubergeht, wenn to durch x o&amp;gt; und u

durch r ersetzt wird) auf einander und auf ein und dieselbe Rotations-

flache abwickelbar. Auch von dieser speciellen Rotationsflache konnen

wir demnach alle Biegungsflachen durch Quadratiu-en bestininien.

Wir werden auf diese Ergebnisse in eiuem der nachsten Kapitel

zuruckkoinmen, \venn wir die elegante geonietrische Construction von

Darboux entwickeln, mittels deren man alle TV
7
-Flachen der Klasse

(27) erhalt.

135. Evolventen- und Erganzungsflachen der pseudospharischen
Flachen.

Zum Schluss wollen wir aus dem Weingarten schen Satze einige

Folgerungen ziehen, welche die pseudospharischen Flachen betreffen, die

ja zu den W-Flachen gehoren.

Alle Evolutenflachen der pseudospharischen Flachen sind auf ein

und dieselbe Rotationsflache, die Evolutenflache der Pseudosphare, d. h.

auf das Catenoid, abwickelbar; also:

Jeder Mantel der Evolutenflache einer pseudospharischeu
Flache ist auf das Catenoid abwickelbar.

Wir betrachten nun auf einer pseudospharischen Flache eins der

unendlich vielen Systeme von geodatischen Linien r, fur welche, so-

bald sie mit den orthogonalen Trajectorien als Parameterlinien gewahlt

werden, das Quadrat des Linienelements eine der drei Formen vom

parabolischen , elliptisehen oder hyperbolischen Typus anninimt ( 98,

S. 190):
In

(I) ds- = du- + e&quot;dv-,

(H) ds* = cln
- + R* sinh2

^ dv*,

(ffl) ds- = dir + cosh2
-J

di~.

Jedesmal sind die Tangenten der geodatischen Linien v die Normalen

einer (Evolventeu-)M
r
-Flache, und wir wollen nun feststellen, durch was
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fiir eine Gleichung dementsprechend die Hauptkriininmngsradien rl} r
2

jeder solchen W- Flache verbunden sind. Fassen wir die pseudospha

rische Flache S als den ersten Mantel der Evolutenflache der W- Flache

auf und vergleichen wir die Ausdriicke (I), (II), (III) fur das Quadrat

des Linienelements mit dem Ausdruck (19), S. 247, indern wir i\ statt

u setzen:
r dr,

2 I
1

1 II 1 ?

so miissen wir die beiden Linienelemente einander gleich setzen, also

u r^ -\- C, v = A^! (C, A = Const.)

annehmen. Als Relation zwischen r^ und r
2

finden wir somit ent-

sprechend den drei Fallen:

(l \ r r = E(i )
r
1 A;, J*

}

(IF) r
:

r.2
= E tangh

-~|rr&amp;gt;

(III ) r, r
2
= E cotgh^

Der Wert von C in den beiden letzten Gleichungen hangt von der

betreffenden speciellen Evolventenfliiche 27 ab. Wir fragen nun: Auf
was fiir Rotationsflachen sind die beziiglichen Erganzungs-
fliichen von S in den drei Fallen abwickelbar?

Im ersten Falle ergiebt sich die Antwort sofort aus dem Satze auf

S. 244; offenbar ist die Erganzungsflache in diesem Falle wieder eine

pseudospharische Flache vom Radius E. Diesen wichtigen Satz (aus

dem in Kapitel XVII Folgerungen werden gezogen werden) konnen

wir nach 125 auch so aussprechen: Der Ort der Mittelpunkte
der geodatischen Kriiinmung einer Schar paralleler Grenz-

kreise auf einer pseudospharischen Flache ist wieder eine

pseudospharische Flache.

Indem wir nun zu den beiden anderen Fallen iibergehen, sehen

wir, dass sich fiir das Quadrat des Linienelements des zweiten Mantels

der Evolutenflache nach Gleichung (19*), 130, im Falle (II)

i9 1 A i + *?
-, 9 dv*

ds^
= tangh

4 - -

dr^ -( IiTr;
cosh 2 1

~L

im Falle (III)

J a J. 1.4 r
i + U J 2 I

^*
ds^ = cotgh

4 -^- dr^ + -
--p-^

ergiebt. Die Meridiancurven der zugehorigen Rotationsfliichen konneu

in den beiden Fallen beziigiich durch die Gleichungen :
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R -n^^ &amp;lt;P

r =
^

sin 9), z == R\ log tang g -f cos y I
,

r = - = sin = J? flog tang
-*

-f cos y

definiert werden, wo A eine Constante ist. Vergleicht man diese Glei-

chungen init den friiheren ( 99, S. 191):

sin
&amp;lt;p,

z = R
|^log tang ^ -j- cos

&amp;lt;jpj

,

so sieht man, dass die erste Curve die Projection der gewohnlicheii

Tractrix auf eine durch die Asymptote gelegte Ebene ist; wir bezeich-

nen sie als verkurzte Tractrix. Die zweite Curve hat dagegen znr

orthogonalen Projection auf eine durch die Asymptote gelegte Ebene

die Tractrix selbst und werde als verlangerte Tractrix bezeichnet.

Also: Die Erganzungsflachen einer pseudospharischen
Flache in den drei Fallen (I), (II), (111) sind auf Rotations-

flachen abwickelbar, die bezuglich die gewohnliche, die ver

kurzte oder die verlangerte Tractrix zur Meridiancurve und
die Asymptote zur Drehaxe haben.



Kapitel X.

Strahlensysteme (Congruenzen).

Strahlensysteme. Grenzpunkte und Hauptflachen. Isotrope Congruenzen von

Ribaucour. Abwickelbare Flachen und Brennpunkte des Strahlensystems.
-

Strahlensysteme von Nonnalen. Beltrami scher Satz. Malus-Dupin scher Satz.

Strahlensysteme mit gegebenem spharischen Bilde der Hauptflachen. Strahlen

systeme mit gegebenem spharischen Bilde der abwickelbaren Flachen. Glei-

chungen, die sich auf die beiden Brennflaehen beziehen. --
Pseudosphiirische

Strahlensysteme. Guichard sche Strahlensysteme. - - Guichard sche und

Voss sche Flachen.

136. Strahlensysteme.

Die Theorie, welche wir in dem vorliegenden Kapitel entwickeln

wollen
7
hat zum Gegenstande die Systeme von doppelt unendlich vielen

Geraden, die so im Raume verteilt sind, dass durch jeden Punkt des

Raumes oder eines gewissen Raunigebiets eine Gerade oder eine end-

liche Zahl von Geraden des Systems hindurchgeht. Derartige Systeme
von oo2 Geraden (Strahlen) werden kurz als Strahlensysteme oder

auch als Strahlencongruenzen oder einfach als Congruenzen be-

zeichnet. Die Gesamtheit der Normalen einer Flache ist nur ein beson-

derer Fall eines solchen Systems.

Diese Theorie, die aus Fragen der geometrischen Optik hervorge-

gangen ist,
hat fiir die Flachenlehre immer mehr an Bedentung gewon-

nen, und es scheint nicht zweifelhaft, dass sie in Zukunft noch viel

mehr zu den Fortschritten der Geometrie beizutragen bestimmt ist.

Wir werden hier
7
im Anschluss besonders an die classische Arbeit

von Kummer*);
die Grundlagen der Theorie entwickeln und in diesem

und den folgenden Kapiteln die hauptsachlichsten Anwendungen geben.

*) Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme. (Crelles Journal,

Bd. 57.)
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Wir beschaftigen uns zunachst damit, das Strahlensystem analytisch

zu definieren. Zu diesem Zwecke schneiden wir das ganze Strahlen-

system durch eine Flache S und betrachten fiir jeden Strahl des Systems

denjenigen Punkt, in welchem (oder einen von denjenigen Punkten, in

welchen) er von S geschnitten wird, als Anfangspunkt. Die Flache S
beziehen wir auf ein krummliniges Coordinatensystem (, r) und

definieren das Strahlensystem analytisch in der Weise, dass wir die

Coordinaten x, y, z des Anfangspunktes und die Richtungscosinus des

Strahles, die wir mit

x, r, z

bezeichnen, als Functionen von u und v ausdriicken.

Von den Functionen x, y, z setzen wir voraus, dass sie saint

ihren partiellen Differentialquotienten endlich und stetig seien.

Ziehen wir durch den Mittelpunkt der Kugel:

x* + f -f * = I

den Radius parallel der positiven Richtung des Strahles des Systems,

so sind X, I&quot;,
Z die Coordinaten seines Endpunktes J/

x
. Diesen

Punkt betrachten wir als das spharische Bild der Geraden (u, v) des

Strahlensystems. Durchlauft die Gerade (u. v } das System, so beschreibt

der Punkt J/j das spharische Bild des Strahlensystems.

Die Coordinaten
, r], g jedes Punktes P auf dem Strahl (u, v)

sind durch die Gleichungen:

(1)
= x + tX, i~y+ tY, l = z + tZ

gegeben, wo t die Abscisse des Punktes P auf dem Strahl ist und

vom Anfangspunkte P oder (%, y } z) ab gerechnet wird.

137. Formeln fiir Strahlensysteme.

Mit Kuinmer fiihren wir die folgenden Fundamentalfunctionen ein:

^* . .
A -

-

^

2j(fc)
= E -

^ I x
%&quot;T

cXcx %7 cX ex/Q \

, ,f K CH ^ CU CV * CV CU

mit Hilfe deren sich die beiden quadratischen Diflferentialformen aus

driicken :

(4) ds* =^clX
2 = Edu- + 2Fdu dr + G (Jv-,

(5) ^ dx clX=c du- + (f + /&quot;)
dudv+ gdv-,

die wir die beiden Grundformen nennen. Die erste stellt das Quadrat
Bianchi. Differentialgcometrie. 17
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des Linienelements des spharischen Bildes dar; offenbar giebt ds
{
auch

den unendlich kleinen Winkel zwischen zwei auf einander folgenden

Erzeugenden (u, v), (u -\- du, v -J- dv) an.

Wir bezeichnen ferner mit dp die unendlich kleine Lange des

kleinsten Abstands des Strahles (u, v) von dem unendlich benachbarten

Strahl, mit cos a, cos&, cose die Richtungscosinus dieses kleinsten Ab
stands und endlich mit r den Wert der Abscisse t im Fusspunkt von

dp auf dem Strahl (u, v) und haben dann:

cos a : cos& : cose = (YdZ ZdY): (ZdX XdZ) : (XdY YdX),

dZ r, C Y\ -, I -iT C /
s Z -~) du -\- (

Y o-
xl t\i si ni 1 \ fit

- Z -5 I dv
dv /

r, CX v CZ \ , , I ,-f CX -^7- CZ \
7Z -o

- X -o )
du -4- I Z -

Q X -K I dv :

cu du/ \ dv cv

^ -I- &quot;^ I C(/U I ^.A- ^ -*_ r\

cu cu/ \ cv cv

Wegen der Identitaten in 68 (S. 131, 3. Anm.) kann man schreiben:

cos a : cos b : cos c = ( E -^ F -
Q

-
)
du

|_\ cv du/

f
d Y dY\E F -K- ) du -K

cu

r/
\(
l_\

^E-rr-- F ,

du PF --

und daraus folgt:

F 8X

cos a =

cos&

)du+(F dv
G

F* 1/Edu* + ZFdudv + Gdv*

a r ^arx, ,/^ar ^
aT

&quot; F
aJ ^ + rw ~ G

a

F* +

cos c = -

Gdv*

Nun 1st:

dp = ^ cosadx

oder infolge obiger Gleichungen:

(7) dp =
r F* ds

1 edu -j- fdv f du -\- gdv
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Da r die Abscisse des Fusspvmktes von dp auf dem Strahl (u, v)

ist, so folgt, wenn t diejenige des Fusspunktes auf dem Strahl

(w -|- diij v
&quot;-f- dv) bedeutet:

x -f- rX -j- dp cos = x -f- &amp;lt;to -j- (X -f- dX)
nebst entsprechenden Gleichungen in y, z oder:

rX + dp cos a = dx + *(X + rfZ),

rY+dpcosb = dy + t(Y + dY),
rZ -f- Jp cose = dz + f(Z + rfZ).

Diese Gleichungen geben, der Reihe nach mit X, Y, Z multipliciert

und dann addiert:

t = r

d. h. t unterscheidet sich, wie es auch natiirlich ist, unendlich wenio-7 O
von r. Wenn wir die Gleichungen dagegen mit dX, dY, dZ mul-

tiplicieren und dann addieren, so erhalten wir:

^ dxdX +
(r ^ ^^;)^ dX&quot; =

-

Also ist mit Yernachlassigung der unendlich kleinen Glieder hoherer

Ordnung:
UdxdX
ZdX*

d. h.

(K\ r = -
Edu* + 2Fdudv+ Gdv*

138. Grenzpunkte und Hauptebenen.

Die soeben abgeleiteten Gleichungen fiihren zu bemerkenswerten

Folgerungeu, zu deuen wir am einfachsten dadurch gelangen7
dass wir

eine geeignete Transformation der krummlinigeu Coordinaten (u,v) vor-

iiehmen. Hierzu schliessen wir zunachst den Fall aus, dass die beiden

Grundformen (4) und (5) einander proportionale Coefficienten besitzen,
d. h. dass die Proportion:

bestehe. Dann kann mittels einer bestimmten reellen Transformation
der Coordinaten u, v gleichzeitig ( 31, S. 58)

^=0, f+ f=
geniacht werden.

Angenommen 7
diese Transformation ware ausgefuhrt, so wird die

Gleichung (8):

/g*\
edu* + gdv*
Edu* + Gdv*

17*
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Bezeichnen wir mit r
ly r% diejenigen Werte von r, welche beziiglich

dv~ 0, du = entsprechen, so erhalten wir:

e g

wo der getroffenen Annahme zufolge der Fall ^ = r., ausgeschlossen
bleibt. Gleichung (8*) lasst sich dann in der Form:

XQX . __ Ei\ du&quot; -\- dr., dv-

Etln 2 +
schreiben, und wenn z. B. r

2 &amp;gt;
r
: vorausgesetzt wird, so ist:

i ^TI_ _ri)^ _ _
E

(r* r
J&amp;lt;

Ju *

/J ~Edu* + Gdv*
r
2 E-(IU *

_|l ^ rf

-

t,i

woraus
r

1
&amp;lt;C r &amp;lt;C r

2

folgt.

Wir bezeichnen mit ^ bez. Z
2
die Fusspunkte der kleinsten Abstande

des Strahls (u, v) von den beiden unendlich benachbarten Strahlen

(n -f- du, v) } (it,
v -f- r/r)-,

ihre Abscissen sind r1} r%. Nack dem

Obigen fallt der Fusspunkt des kleinsten Abstandes des Strahles (tt,v)

von jedem andern unendlich nahen Strahl (u -f- du, v -f- dv) zwischen

die Punkte L
i
und L

2
- dieselben werden deshalb Grenzpunkte ge-

nannt.

Wenn wir mit

bez.
cos

27 cos6
27

die Werte von cos a, cos b, cose in den Grenzpunkten Lly L2
bezeich

nen, so erhalten wir gemass den Gleichungen (6):

l dX \ cY 1 cZ
cos a, =- &amp;gt; coso, =- ) cose, = ?

yG dv ya cv yd dv

1 cX 1 cY 1 oZ
COS CL = -

7 COS09
=

j COSC, = ?

1/i gw yE cu yE 3ii

demnach :

cosj cos
2 -f- cos^ cos&

2 -j- cos^ cosc
2
= 0.

Also ergiebt sich der Satz: Die Richtungen der kleinsten Ab
stande des Strahles (u, v] von denjenigen beiden Strahlen

des Strahlensystems, ftir welche die Fusspunkte dieser Ab
stande in die Grenzpunkte L1} L2 fallen, stehen auf einander

senkrecht.

Hauptebenen des Strahles (u, v) werden diejenigen Ebenen ge-

nannt, welche durch diesen Strahl senkrecht zn jenen beiden Minimal-

abstauden gelegt werden. Der obige Satz lasst sich dann auch so aus-
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sprechen: Die beiden Hauptebenen eines jeden Strahles stehen

auf einander senkrecht.

Wir konnen nun die Gleichung (9) in einer anderen Form schrei-

ben, wenn wir den Winkel o einfiihren, den der kleinste Abstand dp
des Strahles (u, v) vom Strahl (u -f- du, v -f- dv) mit dem auf den

Grenzpunkt Z/
t bezuglichen Abstand dp^ bildet. Wir haben namlich:

cos co = 27 cos a cos a
t
=

}/Edu* + Gdv*

Edu*
cos2

oj = T -i j sm co

Edu*+Gdv -
&amp;gt;

~
Edit* + Gdc*

Somit entsteht aus (9) die Hamilton sche Gleichung:

(10) r = t\ cos2 o -(- r
2
sin2 o.

139. Isotrope Congruenzen von Ribaucour. Hauptflachen.

Wir untersuchen nun den Ausnahmefall:

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen bleiben auch dann noch

gultig, mit dem einzigen Unterschiede, dass die dort Torgenommene
Transformation hier auf unendlieh riele Weisen moglich ist. Da sich

&amp;gt;\

=
&amp;gt;+ ergiebt. fallen die Grenzpunkte L17 L^ auf jedem Strahl in

einen einzigen Punkt zusammen, mid in denselben Punkt fallen auch

die Fusspunkte aller Minimalabstande des Strahles von den unendlieh

benachbarten Strahlen. Diese merkwiirdigen Strahlensrsteme sind zu-

erst von Ribaucour untersucht worden, der ihnen den Xamen iso-

trope Congruenzen gegeben hat. Ihr Studium bietet ein hohes

Interesse wegen ihrer Beziehungen zu den Minimalflachen ,
die wir

demnachst entwickeln werden.

machen hier die folgenden r3emerkungen : Eine Gleichung:

zwischen den Coordinaten u
?
v eines Strahles irgend eines Strahlen-

systems stellt eine Linienflache dar, deren Erzeugende Strahlen des

Systems sind. oder kurz ausgedriickt eine Linienflache des Strahlensystems.

Bei jeder Linienflache einer isotropen Congruenz fallt offenbar die

Strictionslinie mit dem Ort der Grenzpunkte ihrer Strahlen zusammen.

Bei einer allgemeinen Congruenz dagegen tritt dieses nur bei den

beiden Scharen von Linienflachen :

M = Const., -c = Const.
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ein, wenn u, v die im vorigen Paragraphen eingefuhrten Veranderlichen

sind. Die Strictionslinie ist fur jede Flache v = Const, der Ort des

Grenzpunktes _L
X
auf den entsprechenden Strahlen und ebenso fur eine

Flache u = Const, der Ort des Grenzpunktes L
2

. Die Linienflachen

dieser beiden Scharen werden daher als die Hauptflachen des Strahlen-

systems bezeichnet. Im Falle der isotropen Congruenzen und nur in

diesem Falle ist jede Flache des Systems eine Hauptflache.

Wenn wir im Falle einer isotropen Congruenz als Curven (M, v)

auf der Kugel ein Orthogonalsystem und als Ausgangsflache die Orts-

flache der Grenzpunkte wahlen, welche die Mittelflache des Strahlen-

systems genannt wird
7
so haben wir:

r
i
= r

2
=

0,
daher:

e 0, / + /&quot;= 7 g = 0,

d. h. es ist identisch:

Wenn also die Mittelflache S auf die Kugel abgebildet wird, nicht nach

der Gaussischen Methode, sondern in der Weise, dass parallel der Rich-

tung des Strahles des Systems ein Kugelradius gezogen wird, so zeigt

die obige Gleichung, dass jedes Linienelement von S auf dem ent

sprechenden der Kugel senkrecht steht. Somit ergiebt sich der Satz

von Ribaucour:

Die Mittelflache einer isotropen Congruenz entspricht
der Kugel durch Orthogonalitat der Elemente.

Umgekehrt leuchtet ohne weiteres ein, dass, wenn eine Flache S
durch Orthogonalitat der Elemente der Kugel entspricht, eine isotrope

Congruenz entsteht, wenn durch die Punkte von S zu den Radien

nach den entsprechenden Punkten der Kugel Parallele gezogen werden.

Endlich bemerken wir, dass, wenn von der Mittelflache von S aus

auf jedem Strahl eine constante Strecke t abgetragen wird, sodass

die Coordinaten des Endpunktes sind, das Linienelement-Quadrat der

Ortsflache der Endpunkte durch

7 9 I 79 I 7 ^9 7 9 I 7 9 I 7 9 I J.9 / 7 &quot;XT&quot; 9 I 7 T7&quot;9 I 7 f79\
af&quot; -)- drf -f- dtf = da, -f- dy* -(- jr -j- t*(dX* -J- d Y -f- dZ*)

gegeben ist und sich demnach nicht andert, wenn t durch t ersetzt

wird. Die beiden Flachen S1} 52 ,
die entstehen, wenn die Strecke t

nach beiden Seiten abgetragen wird, sind also auf einander abwickel-

bar, wobei sich die Punkte auf demselben Strahl entsprechen und die

Entfernung zweier entsprechender Punkte constant gleich 2t ist. Um-
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gekehrt ist klar, dass, wenn bei einem Paar auf einander ab-

wickelbarer Flachen die Entfernung der entsprechenden

Punkte constant 1st, die Verbindungslinien der entsprechen

den Punkte eine isotrope Congruenz bilden.

140. Gleichung zur Bestimmung der Grenzpunkte.

Wir kehren nun zu den allgemeinen Ergebnissen in 138 zuriick,

die wir dadurch erhalten haben, dass wir ein besonderes System von

Yeranderlichen einfuhrten, solche namlich, die gleich Constanten ge-

setzt die Hauptflachen des Strahlensystems liefern. Wir wollen nun

die Veranderlichen u, v als beliebig gewahlt voraussetzen und die grund-

legende Gleichung aufstellen. welche die Abscissen rlt r2 der Grenzpunkte

giebt.
Die Diiferentialgleichung der Hauptflachen ergiebt sich ( 31,

S. 57), wenn die Jacobi sche Covariante der beiden Grundformen (4)

und (5), d. h. die Determinante :

Edu + Fdv Fdu + Gdv

gleich Null gesetzt wird. Sie lautet demnach:

(A) (f-tE-eF}dtf+ (gE

Fur diejenigen Werte von
^

&quot;

,
welche dieser Gleichung genugen,

lasst sich die Gleichung (8), namlich:

(edu + dv)
du + (tL du + gdc]

dv

r =
(Edu +~Fdv)du + (Fdu

wie folgt schreiben:

r = Edu+ Fdi-
~~

Fdu + Gdv

Es ist daher:

(Er + e)du

(Fr +^Q du + (Gr + 9}dv = 0.

Durch Elimination von du und dv aus diesen beiden Gleichungen

ergiebt sich far r die quadratische Gleichung:

(B)

deren Wurzeln die Abscissen der beiden Grenzpunkte sind.
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141. Abwickelbare Flachen und Brennpunkte des Strahlensystems.

Wir untersuchen rmn
7
ob es unter den Linienflachen des Strahlen

systems abwickelbare Flachen giebt. Fur eine solche Flache:

(11) &amp;lt;p(u,
t
)
=

inuss dp, d. h. infolge der Gleichung (7)

Edu -f- Fdv Fdu -f- Gdv l

edu -f- fdv f du -{- gdv

oder entwickelt:

(C) (f E eF} du* + \&amp;lt;jE + (/ / ) F eG] dudv +

sein. Also: Die Strahlen des Strahlensystems konnen in zwei

(reellen oder imaginaren) Scharen von abwickelbaren Flachen

angeordnet werden.

Zu derselben Differentialgleichung (C) der abwickelbaren Flachen

des Strahlensystems gelangen wir auch auf die folgende Weise, die

uns ausserdem noch ein anderes wichtiges Element liefert: Wir nehmen

an, es ware die Gleichung (11) die einer abwickelbaren Flache des

Strahlensystems, und bezeichnen mit Q die Abscisse des Punktes F, in

dern der Strahl (u, v) die Ruckkehrcurve der Flache (11) beruhrt.

Dann sind die Coordinate!! von F:

Xi
= y. + $X, y,

= y + Q Y, g
1
= s + $Z.

Wenn wir diese Gleichungen diiferenzieren
,
wobei wir u und v

als durch die Grleichung (11) verkniipft voraussetzen
7

so sind der An-

nahme zufolge dxl7 dylt dz\ proportional den Grossen X, Y, Z, und

wir erhalten deumach:

dx + QdX = XX, dy + gdY= IY, dz + $dZ = IZ,

wenn K ein (unendlich kleiner) Proportionalitatsfactor ist.

Multiplicieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach das erste

,, , ., cx ay dz , ., ,, , ., dx dY zz ,,.
Mai mit o

,
~

, Q
- -

,
das zweite Mai mit

,. -5 ,
-

, und addie-
ou cu cu cv cu ov

ren wir sie jedesmal, so erhalten wir:

edu + fdv + g(Edu + Fdv) = 0,

fdu + gdv + Q(Fdu + Gdv} = 0.

Durch Elimination von Q ergiebt sich genau die Differential-

gleichung (C) der abwickelbaren Flachen des Strahlensystems. Werden

dagegen du und dv eliminiert, so ergiebt sich fur Q die quadratische

Gleichung:
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(D) (EG- r^

Ihre Wurzeln glt p2
sind offenbar die Abscissen der beiden Punkte

Ft, F2 ,
in denen der Strahl (M, v) die Riickkehrcurve der einen oder

der andern durch ihn hindurchgehenden abwickelbaren Flache der

beiden Scharen beruhrt. Diese beiden Punkte werden die Brenn

punkte des Strahles (u, v) genannt und konnen auch als diejenigen

beiden Punkte definiert werden, in denen der Strahl (M, v) von den

beiden unendlich benachbarten Strahlen, die der einen bez. der andern

abwickelbaren Flache angehoreu. geschnitten wird*). Sie sind reell

oder imaginar, je nachdem die abwickelbaren Flachen des Strahlen

systems reell oder imaginar sind.

Vergleicht man die Gleichungen (B) und (D), so folgt:

9i + 9-2
= r

i + r*,

d. h. der Mittelpunkt der Grenzpunkte fallt mit demjenigen
der Brennpunkte zusammen. Dieser Punkt wird deshalb der

Mittelpunkt des Strahles genannt, und der Ort der Mittelpunkte heisst

die Mit t elf1 ache. Aus den Gleichungen (B) und (D) folgt ferner:

(f
_

/&quot;)*

9i 9-
= r

i
r* + KEG F*)

Also ist:
/ /* /*

/v 2
2 2

Wird demuach mit 2d die Entfernung der Grenzpunkte und mit

2d diejenige der Brennpunkte bezeichnet, so ist:

Wenn also die beiden Brennpunkte reell sind, so liegen sie, wie

auch aus 138, S. 260, folgt, zwischen den Grenzpunkten.

Der Einfachheit halber wahlen wir die Mittelflache als Ausgangs-

flache. Dann lautet, wenn

t\
= d, r* = d

gesetzt ist, die Hamilton sche Gleichung ( 138, S. 261):

r = d cos 2 GJ,

woraus herrorgeht, dass, wahrend der Fusspunkt des kleinsten Ab-

standes zwischen dem Strahl (u, v) und einem unendlich benachbarten

Strahl die Strecke zwischen den Greuzpunkten von -f- d bis d durch-

lauft, der Winkel to von bis ^ wachst, wobei er den Wert - : im
2 *

*) Das Schneiden findet nur bis auf unendlich kleine Grossen hoherer Ord-

uung statt, d. h. dp ist in f\ und F, von hoherer als der ersten Ordnung unend

lich klein.
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Mittelpunkt des Strahles annimmt. Bezeichnen wir mit 1? eo
2

seine

Werte in den Brennpunkten

Qi
==

&quot;7 Pa
so haben wir:

6 d
)S

G&amp;gt;i

~~
~d

IS
2
~ &quot;

^

demnach ist:

Als Brennebenen werden diejenigen Ebenen bezeichnet, welche durch

den Strahl und durch die beiden ihn schneidenden unendlich benach-

barten Strahlen gelegt werden. Somit folgt: Die Winkel der bei

den Brennebenen werden durch dieselben Ebenen halbiert

wie die Winkel der beiden Hauptebenen.
Bezeichnen wir den Winkel der beiden Brennebenen mit

it ~
7 = K&amp;gt;2 W

1
= 4 COj ,

so haben wir infolge der obigen Gleichungen:

(13)

142. Brennflachen des Strahlensystems.

In Verbindung mit einem gegebenen Strahlensystem sind fiinf

Flachen zu betrachten, namlich die Mittelflache, der Ort der Mittel-

punkte, die beiden Grenzflachen, die Orter der Grenzpunkte, und

endlich die beiden Brennflachen, die Orter der Brennpunkte*). Die

ersten drei sind stets reell, die letzten beiden nur fur Strahlensysteme

mit reellen abwickelbaren Flachen. Das Strahlensystem wird dann

von den gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Brennflachenmantel

$! und $2 gebildet. Da die beiden Brennpunkte Fl} F2
die Beriihrungs-

punkte des Strahles mit den Brennflachen S1} S2 sind, so sind die

Brennebenen offenbar die Tangentialebenen der Brennflachen in Flf F%.

Die Strahlen des Systems umhiillen auf S^ eine Schar von oo 1

Curven,

namlich die Riickkehrkanten 1^ der abwickelbaren Flachen der einen

der beiden Scharen; Ahnliches gilt fur S
2

. Man sieht sofort, dass

die Schmiegungsebene der Curve I\ im Punkte ,F17 durch den sie hin-

*) Bei vielen Untersuchungen ist es vorteilhaft, noch eine sechste, von

Ribaucour als Mittelenveloppe eingefuhrte Flache zu betrachten, namlich die

Enveloppe derjenigen Ebenen, welche auf den Strahlen in den Mittelpunkten senk-

recht stehen (Mittelebenen).
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durchgeht, auch Tangentialebene von S2
in F ist. Die beiden Scharen

von abwickelbaren Flachen des Strahlensystems schneiden jede der

Brennflachen in einem conjugierten Curvensystem. (Xach S. 107.)

Konnen die Brennflachen zusammenfallen? Ist dem so,

so fallen die auf der Brennflache von den Strahlen umhullten Curven

mit ihrem eigenen conjugierten System zusammen, d. h. sie sind die

Haupttangentencurven der einen Schar. Ferner lasst sich leicht nach-

weisen, dass dann die Entfernung 2d der Grenzpunkte dnrch

gegeben ist. wo K das Krummungsmass der Brennflache ist.

Man wahle namlich als Ausgangsflache die Brennflache, als Para

meterlinien die in Rede stehenden Haupttangentencnrven v und ihre

orthogonalen Trajectorien M, und es sei

dst = E du*+ G dv*

das Quadrat des Linienelements der Brennflache. Fiir die Coefficienten

der zweiten Grmndfonn haben wir nach (III), S. 91:

-o. ? *
Wir bilden die Richtungscosinus der Tangenten der Parameterlinien:

1 ex v 1 ^y 7 i
z_=

7
~ ~

und folgera aus den Gleichungen (I), S. 89, mit Rucksicht auf (A), S. 67:

cX, 1 cYW y dX, = . l^gj/g
7

y . V
cu YE

Da nun Xlf Ylf Z^ gerade die Richtungscosinus des Strahles

(u, v) sind, so finden wir fiir die Grundgrossen (2), (3), S. 257:

F= - =--,
7

ov &amp;gt; yE G dv du

demnach :
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Die Gleichung (B), S. 263, giebt also, da ihr mittleres Glied gleich

Null ist:

4-- -

D -- 1C
4r&quot; E G

was zu beweisen war.

143. Normalensysteme. Malus-Dupin scher Satz.

Ein Strahlensystem heisse ein Normalensystem oder eine Nor-

malencongruenz, wenn es eine Flache und folglich ( 131
;

S. 248)
eine Schar von oo 1 Flachen giebt, die zu alien Strahlen normal sind.

Wenn ein Strahlensystern eine Normalencongruenz ist, so muss es

moglich sein, in den Gleichungen (1), S. 257, fur t eine solche Function

von u und v zu wahlen, dass die Ortsflache des Punktes (|, 17, )
zu

den Strahlen normal wird. Dann miissen die Differentiale d$, r/?j, dt,

der Bedingung:
Xdl + Ydy + Zdl =

geniigen. Nun ist:

daher lautet die gestellte Bedingung:

dt+^?Xdx= 0.

Setzen wir noch:

,

cv

so haben wir zur Bestimrnung von t die Gleichung:

dt*= (Udu+ Vdv),

derzufolge die gestellte Bedingung die Forderung:

(IS]
du == dv
8v du

liefert, die wegen der Gleichungen (3) auch in der Form:

(15*) /=/&quot;

geschrieben werden kann.

Unter der Voraussetzung also, dass die Gleichung (15) oder (15*)

erfullt ist, giebt es eine Schar von (parallelen) zum Strahlensystem

orthogonalen Flachen, die durch die Gleichung:

(16) t = Const. J(Udn + Vdv)

bestimmt sind.

Wenn f gleich /&quot; ist, so ist nach (12) und (13):
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und uingekehrt folgt aus der einen oder der anderen von letzteren Glei-

chungen: f=f- Also:

Dafiir, dass ein Strahlensystem eine Xormalencongruenz
sei, ist die notwendige und hinreichende Bedingung, dass

die Brennpunkte mit den Grenzpunkten zusammenfallen oder

anders ausgedruckt, dass die Brennebenen auf einander senk-

recht stehen*).
Die beiden Brennflachen eines Xormalensysterns fallen otfenbar

mit den beiden Manteln der Evolutenflache der zu den Strahlen ortho-

goualen Flachen zusammen.

Die Gleichung (15) bringen wir auf eine andere Form, indem wir

die Winkel a, /3 einfiihren. die der Strahl (, t;)
mit den Parameter-

linien r, u der Ausgangsflache S bildet. Ist

ds* = E du 2 + ZFdudr + G dv-

das Quadrat des Linienelements dieser Flache, so haben wir:

VX ox U ^7 i ex V= = -^, cosp=&amp;gt;- =
^M yE cu yE ^ \G cv y(r

Daher lasst sich Gleichung (15) so schreiben:

cos a ) c (yG
7
cos ft)

Wird diese Gleichung als erfullt angenommen, so giebt die Gleichung (16):

(18) t = Const. (yW cos a du + YG
1

cos
/3 dv) .

In diesen Gleichungen treten nur die Winkel or, /3
und die Coeffi-

cienten des Linienelement- Quadrats der Ausgangsflache auf. Beltram i

hat daraus die folgenden interessanten Schlusse gezogen: Indem wir

die Bedingung (17) als erfullt annehmen, denken wir uns die Flache

S verbogen, wobei das Strahlensystem mit der Flache fest verbunden

ebenfalls und zwar so verandert wird
7
dass sich die Winkel a, /3

nicht

andem. Die Bedingung (17) bleibt dann stets erfullt, und der Wert

(18) fur t andert sich bei der Verbiegung nicht. . Somit ergiebt sich

der Beltrami sche Satz:

Wenn die von den Punkten einer Flache S ausgehenden
Strahlen eines Normalensystems von einer der Orthogonal-
flachen 2T begrenzt gedacht werden, so ist bei jeder Verbie

gung der Flache . bei der die mit der Flache fest verbunden

*) Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus den geometrischen Betrach-

tungen in 131
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gedachten Strahlen ebenfalls ihre Lage iindern, der Ort der

Endpunkte der Strahlen stets eine zu den Strahlen ortho-

gonale Flache*).
Aus der Grleichung (17) lasst sich ferner leicht der Malus-Du-

pin sche Satz ableiten:

Wenn ein von Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem
eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder Refractionen er-

fahrt, so bleibt es immer ein Normalensystem.
Wir nehmen namlich als Ausgangsflache S die reflectierende oder

brechende Flache, als Parameterlinien u auf S diejenigen Curven, welche

von den orthogonalen Projectionen der Strahlen auf die Tangentialebenen
von S umhullt werden, und als Curven v ihre orthogonalen Trajec-

torien. Dann haben wir:

wenn y der Winkel des Strahles mit der Normale von S ist. Die Glei-

chung (17) wird nun:

und wenn sie erfullt ist, so ist sie es auch noch dann
;
wenn rnittels

der Bedingung:
sin y = n sin y (n = Const.)

y durch y ersetzt wird
?
wodurch der Satz bewiesen ist.

145. Strahlensysteme mit gegebenem spharisclien Bilde der

Hauptflaehen.

Wir kehren nun zu den allgemeinen Strahlensystemen zuriick, um
nach einander zwei Aufgaben zu behandeln, die als die Yerallgemeine-

rung der folgenden betrachtet werden konnen: die Flachen mit gege

benem Bilde der Krurnnmngslinien, d. h. die Normalensysteme mit

gegebenem spharischen Bilde der abwickelbaren Flachen ( 74
; Kap. V)

zu bestirnmen. Fiir ein Normalensystem fallen die abwickelbaren

Flachen mit den Hauptflaehen (S. 262) zusammen, wahrend im Falle

eines allgemeinen Strahlensystems die beiden Scharen von einander

*) Es mag bemerkt werden, dass, da in den Gleichungen (17) und (18) nur

E und G auftreten, die biegsame Flache S auch als nur teilweise undehn-

bar, d. h. nur langs der Curven M, v als undehnbar angenommen zu werden

braucht. Auch bei diesen allgemeineren Verbiegungen behalt der Beltrami sche

Satz seine Giltigkeit.
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verschieden sind. Wir mussen uns daher nach einander mit folgenden

beiden Aufgaben besehaftigen:

1) die Strahlensysteme mit gegebenem spharischen Bilde

. der Hauptflachen,

2) die Strahlensysteme mit gegebenem spharischen Bilde

der abwickelbaren Flachen zu bestimmen.

Zunachst wollen wir uns mit der ersten Aufgabe beschaftigen, die

stets eine reelle Bedeutung hat, mogen nun die abwickelbaren Flachen

reell oder imaginar sein.

Das System (, v) auf der Kugel, das Bild der Hauptflachen,

muss ein orthogonales sein ( 138, S. 261). Es sei also

ds- = Edu- + Gdv*

das Quadrat des Linienelements des spharischen Bildes. Als Ausgangs-
flache nehmen wir die Mittelflache (S. 265), so dass die Unbekannten

unserer Aufgabe die Coordinaten x,y,z des Mittelpunktes des Strahles

(u, v) sind. Nach Voraussetzung mussen wir

F=0 / -f=0 eG

haben, und wenn mit 2r die Entfernung der Grenzpunkte bezeichnet

wird, ist also wegen der auf S. 260 fur t\ und r2 gefundenen Werte:

~\jcx cX ,-,

1 1 LJ )
- - = rE, /&amp;gt;,

- -*
cu cu ^J cv cv

. ex cX _
cv cu ^J cu cv

Wir fuhren nun eine neue unbekannte Function
&amp;lt;p ein, indem wir

X. 1 r T r If X. 1 r f r &quot;5T

/C\f\\ / ^^. J C/ */ G- ^V -. / -f-r /~i f* ^^ I L JU t- -ti. - / --T /^

(20) f= ~7 -,
- = myEG. /

=
/&amp;gt;,

&amp;gt;
T
~ =

g; V^Cr^-J cv cu ^ - cu do

setzen. Die geometrische Bedeutung von 9: ergiebt sich unmittelbar

aus der Gleichung (D) in 141 (S. 265), da, wenn mit 2p die Entfer-

nung der Brennpunkte bezeichnet wird,

(21) &amp;lt;p-

= r 2

Q-

folgt.

146. Losung der gestellten Aufgabe.

Aus der ersten der Gleichungen (20) berechnen wir ,

cu
indem wir beachten, dass infolge der Gleichungen (4), S. 122,

~

\ 2 J

v~
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und ferner infolge der ersten der Gleichungen (19)

2\ cX _, f
1 2\ d

i
j a

&quot;

\ 2
)

ist. Daraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung wieder der Gleichungen

(19) und (20):

,c(rE) ^1 ex
^ &quot;

J / . -^V TN

cv cv

In unserem Falle ist aber nach (A), S. 67 :

(12} _+ r

1 2 j

=
9j r^r 1

1
j

&quot;

Daher folgt:

^7 ox _ 1 8(rE) -]/& 89
Zj A

gT
=~ E ~JT

~

Y E^
Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der zweiten der Gleichungen

(20) nach ?;:

- du G du r G dv

Nun brauchen wir nur die Gleichungen (a), (b) mit (10), (20) zu com-

i i ex dy dz ex cy dz -,.. -, ,,
bmieren und nach

, &amp;gt;/-, ^: 3, , 5- autzulosen, um zu erhalten:
&amp;lt;/W

7 OU 7 CU 1 CV CV 7 CV

oX -\ /E dX i /E dv&amp;gt; 1 2 (r G) \ v
r

-?, I/ y-r &amp;lt;P

- + I/ A O^&quot; &amp;gt;r O **!
/^ i/ r M r M 1 F r? /i i) f-r rill.

_ _
du~ Ju Y G cv

~

G cv G cu

\dx_ cX -, /G 8X [-,/G 92 KrE
)\ X-

{dv
~

dv ^ V E V ~cu L Y E 8u ^ E cv J

dazu analoge Gleichungen in y und #.

Unigekehrt, sind r, cp zwei solche Functionen von u und v,

dass die Integrabilitatsbedingungen ftir die Gleichungen (22) erfullt

sind
;
so bestimmen diese Gleichungen mittels Quadrature!! ein Strahlen-

system mit gegebenem spharischen Bilde der Hauptfliichen. Entwickeln

wir nun wirklich die Integrabilitatsbedingungen fur die Gleichungen

(22), indem wir dabei die Grundgleichungen (4), S. 122, welche die

zweiten Differentialquotienten von X, Y, Z geben, sowie die Gleichungen

(A), S. 67, beriicksichtigen, so finden wir, dass sie sich auf folgende

einzige Bedingung zwischen r und 9? reducieren:

(23) 2 -----
-I-

~ -4- 4- r
dudv du dv cv du oudv
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wo A9 (p der zweite Differeutialparaineter von tp:

cv \ G cv

ist. Man sieht also, dass die gestellte Aufgabe hinsichtlich ihrer Lo

sung eine grosse Willkur gestattet insofern, als r oder
(p willkiirlich

gewahlt und dann (p bez. r aus der partiellen Differentialgleichung

(23) bestimmt werden kann.

Soil das Strahlensystem insbesondere eine Normalencongruenz sein,

so haben wir (p
=

0, und die Gleichung fiir r wird:

(9A\
g r

,

r log yj? r r c log \ G &amp;gt; r c
t ^r I

&amp;gt;
i /

- -
\ f

cv cu ru cv

Dies ist genau die adjungierte*) Gleichung der Gleichung:

f9X\ a *W f lo VE $w f l S VG cW
\ *

) ~.- I .CUCf CV CU CU CV

von deren Losung, vrie wir in 73 gesehen haben, dieselbe Aufgabe

abhangt. Bekanntlich sind die Integrationen der Gleichuug (24) und
ihrer adjungierten (25) analytisch Equivalent.

147. Anwendung auf isotrope Strahlensysteme.

Hinsichtlich der Anwendung der Gleichung (23) beschranken wir

uns hier auf den Fall eines isotropen Strahlensvstems
( 139), wo r=

ist. Die Bestimmung der isotropen Strahlensysteme hangt infolge (23)
von der Losung der Gleichung:

ab, die nach den Weingarten schen Gleichungen fiir Ebeneucoordiuaten

(vgl. (36), 72, S. 141) auch als die DiflFerentialgleichun* der Minimal

flachen in Ebenencoordinaten gedeutet werden kann

Xuu hat Ribaucourin der That die Theorie der isotropen Strahleii-

systeme vennittelst des folgenden grundlegenden Satzes zu derjenigen
der Minimalflachen in Beziehung gebracht:

Die Mittelenveloppe**) eines isotropen Strahlensystems
ist eine Minimalflache.

Dieser Satz folgt mit Leichtigkeit aus unseren allgemeinen Glei

chungen (22), in denen wir, da es sich jetzt urn ein isotropes Strahlen

system handelt, fur das die Hauptflachen unbestimmt sind, die Ortho-

*) S. Darboux, 2. Bd., S. 71 u. f.

**) &quot;^gl-
die Anmerkung zu 142 (S. 266).

Bianchi, Differentialgeometrie.
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gonalcurven u
}
v auf der Bildkugel willkiirlich wahlen konnen; wir

nehmen sie als isotherm an, indem wir nach S. 72

E = G = A, r =
setzen.

Alsdann werden die Gleichungen (22):

()x v Cq&amp;gt;
cX

5 = A K^- qp -x ?

0ti cv r cv

dX _ y- &amp;lt;J(f
,

$.X

20 &amp;lt;9w

~
1 ^ dtt

Wenn wir mit TF den Abstand der Mittelebene vom Coordinatenanfangs-

punkt bezeiclinen, so ist ferner:

also:

cW cy .

&quot;^

- -
&amp;lt;-i &quot;T

cv
Daraus folgt:

vw . d*w
-&amp;gt;r~r T o

&quot; =
cu* * dv*

d. h.

wodurch der Ribaucour sche Satz bewiesen ist.

148. Strahlensysteme mit gegebenem spharischen Bilde der

abwickelbaren Plachen.

Wir kommen nun zu der zweiten in 145 gestellten Aufgabe, die,

wie wir sogleich sehen werden, eine weit geringere Willkur bei ihrer

Losung gestattet. Die wichtigen Ergebnisse, die wir jetzt ableiten

wollen, verdanken wir Guichard, der auf folgende Weise zu ihnen

gelangt ist*):

Es sei

ds 2 = Edu* -f ZFdudv + Gdv*

das gegebene Quadrat des Linienelements auf der Kugel, wo die Curven

Uj v die Bilder der abwickelbaren Flachen des Strahlensystems sind.

Wir nehmen auch hier als Ausgangsflache die Mittelflache des Systems,

indem wir als Unbekamite die Coordinaten x, y, z des Strahlmittel-

*) Surfaces rapportees a leurs lignes asymptotiques et congruences rappor-

tees a leurs developpables (Annales Scientiflques de 1 ficole Normale Superieure,

t. VI, 3e
serie).
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punkts wahlen. Bezeichnen wir mit 2p die Entfernung der Brenn-

punkte von einander, so sind

x -f pX, ij -f Q Y, z -j- gZ
die Coordinaten des einen und

x ~ 9%, y 9?, z gZ
die des anderen Brennpunkts. Wir nehmen an. dass der erste deu

Curven v= Const., der zweite den Curven M = Const, entepreche. Daun
inussen wir haben:

cu cv

wo A, 7 geeignete Proportionalitatsfactoren sind. Schreiben wir diese

Gleichungen wie folgt:

r .

,26,

dazu die analogen in y, z, und stellen wir dann die Integrabilitats

bedingungen auf:

d (cx\ d fcx\
-131 = I u. s. w.,cr \cu/ cu \cvf

wobei wir berucksichtigen, dass nach (4), S. 122,

PX (l2\cX (!2\cX
cucv~

=

\ 1 j cu
~~

\ 2 j 17&quot;

ist
7
so erhalten wir:

() !^ - ^ - 2 4it + 2 PF= o,r c cucv

Demnach werden die Gleichungen (26):

f
ex fa? , fi2\ 1 v ex- = -4- 2

\ I o \
X p -.,

&amp;gt;

(27)
L*

n

I
ox

und die Gleichung (c) giebt, wenn in ihr fur /, h die Werte
(/3) ein-

gesetzt werden, fur 9 die Gleiehnug:
18*
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12\ CQ (12\ g&amp;lt;?
, [ c /12\ c (12\ ,

_&quot;]

i ) a +
{ 2 I 0F + bu { i J

+ a* 1 2 j

+
*&amp;gt;

=
-

Umgekehrt, ist Q eine Losung dieser Gleichung, so liefern die Glei

chungen (27) mittels Quadraturen ein entsprechendes Strahlensystem,

fiir welches das Bild der abwickelbaren Flachen das gegebene ist.

Wie man sieht, ist die Laplace sche Gleichung (28), von deren

Losung die Aufgabe abhangig ist, die adjungierte der Gleichung:

ducv

von deren Losung, wir in 73, S. 141, gesehen haben, die Bestiinmung

derjenigen Flachen abhangt, welche das System (u } v) zum spharischen

Bilde eines conjugierten Systems haben. Diese beiden Aufgaben sind

also gleichbedeutend.

149. Formeln fiir die beiden Brennnachen.

Wir wollen nun die Grossen berechnen, die sich auf die beiden

Mantel der Brennflache beziehen, und miissen dazu ein Gleichungen-

system ableiten, das uns spater bei anderen Untersuchungen von Nutzen

sein wird.

In jedem Punkte (u } v) der Kugel betrachten wir das recht-

winklige Trieder, das von der Kugelnormale und den beiden Rich-

tungen, welche die Winkel der Parameterlinien u, v halbieren, gebildet

wird. Die Cosinus der letzteren beiden Richtungen mogen mit

bezeichnet werden. Bedeutet noch SI den Winkel der Kugelcurven

Uj v, der durch die Gleichungen (vgl. S. 63):

F
~

cos ii = -==. ; sm iSi

bestimmt ist, so erhalten wir sofort:

(29)

nebst analogen Gleichungen in Y und Z.

Die Gleichungen, die wir ableiten sollen, driickeu die partiellen

Difterentialquotienten der neun Richtungscosinus:
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~v ~v ~v
A, An A2 ,

Y Y YL
&amp;gt; *li z

j

linear durch die Cosinus selbst und durch die Coefficienten des Qua

drats des Linienelements auf der Kugel aus. Aus den Gleichungen

(29) ergiebt sich sofort:

c X -i/ T- Q v \ i FT? v,, ~v= y sLi sm Aj -f- yjb cos A^,

cos
f &amp;lt; -i

Demnach ist :

Xun berechnen wir die beiden Summen:

Infolge der Gleichungen (29) und der soeben aufgestellten ist:

^ 1

,
-

cu 2sin&_yG dv cu\yE cu E cu cu\G cv

Da nach (b), S. 63,V / /- ~*r *- -\r

&amp;lt;S-
1 rX 1 cX

cos *i =
YE cu yG cv

ist, so ergiebt sich hieraus mittels Differentiation nach u:

sin a ?a
&quot; J-1- /

?̂
&quot; = ?a &quot; 1

so dass sich die vorherige Gleichung auch so schreiben lasst:

yx &amp;lt;*&amp;gt;. _ _._!_rdn^ +^ ^^ A(JLP)].^ *
at* -. sinflL ? V.B ^J CH attVye1 ov/_\

Wird mit Beriicksichtigung der Gleichung (S. 275):

g*X |l-- lcX . fl2}fX_
aujcc

~ =

1 1 j at*

&quot; &quot;

\ 2 J at?

entwickelt, so ergiebt sich:
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111 It
Nun ist nach (A), S. 67:

also :

F (
12 \ i ^ (

12
\

F cG .-
Mir Maj&quot;

= --- =

Daher erhalten wir:

a

Entsprechend ist:

Diese beiden Gleichungen geben, init den Gleichungen auf S. 277, oben,
und den Identitaten:

= U U. S. W.

combiniert, sofort das gesuchte Gleichungensystem :

(30)

.
- cos

*
X, ^

wo zur Abkiirzung

nn ^ -- * aa j_l/^ J
12

1 n o w 1 8fl
, -i/^&quot;

(12
TJf + Vv.l i \**&amp;gt;

B== ^ dv +VE\ 2

gesetzt worden ist.

Es mag bemerkt werden, das,s sich infolge der in 77 (S. 150)
entwickelten Gleichungen A und B auch durch die geodatischen Kriim-

inungen j der Parameterlinien folgendermassen ausdriicken:
&quot; &quot;

Die Gleichungen (30) geben, wenn das Linienelement der Kugel
gegeben ist, fur X, Xif X^ das bereits in 50, S. 96, erwahnte
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System von totalen Differeutialgleichungeu, das unbeschrankt iutegrierbar

ist; seine Integration hangt von der Integration einer Riccati schen

Gleichung ab.

150. Fortsetzung.

Wir kehren nun zu der Guichard schen Aufgabe und den Guichard

schen Gleichungen zuriick, in denen der Winkel SI der Kugelcurven

u, v auch denjenigen der Brennebenen darstellt *). Die Gleichungen

(27) lauten nach (30):

4-2^
12 ^

(32)
&quot;* LC?rt

n~

ofi l

Wir bezeichnen mit 5
X ,
52 die beiden Brennflachen, mit x1} yiy zit

bez. a:,, y3) z^ die Coordinaten der Brennpunkte 1^, F2 ,
sodass

X = x

ist: ferner bezeichnen wir mit

die Coefficienten der beiden Grundformen von S
l
bez. S2

. Infolge der

Gleichungen (30), (31) finden wir:

77
= - 2

{V
2

}
P^-21/Gsin f

-

-pX, + 2 j/G cos|

=

*) Die Kugelcurven M, p sind die Bilder der Tangenten der Ruckkehrcurren

der im Strahlensystem enthaltenen abwickelbaren Flachen. woraus sich die

Richtigkeit unserer Behauptung sofort ergiebt. Analytisch gelangt man zu dem-

selben Ergebnis, wenn man beachtet. dass

e = Q, f= Q F, f= 9 F, g = $G

ist und also Gleichung (B), S. 263.

9
s EG F

r
&quot; EG

giebt.

= sin 51
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Daraus ergeben sich sofort die Gleichungen:

(33)

und analog:

(33*)

[12

Wir bezeichnen nun mit n ^, ^ die Richtungscosinus der Nor-
male von S1} mit

2 , ??2 , 2 diejenigen der Normale von S
2

. Dann
haben wir:

fc v
81
= cos -a- A! sin

2 1
&quot;

2

=
cosf Xl am^Xa

.

Wir berechnen alsdann:

dv

und finden:

(34)

Die Krummungsmasse JS^, ^T
2 der beiden Mantel sind nach Formel

(III), S. 91, durch die Ausdriicke gegeben:

*) Die Gleichungen !&amp;gt;/= 0, J&amp;gt;

2
= sind der analytische Ausdruck der be-

kannten Eigenschaft der Curven u, v, auf beiden Brennflachen ein conjugiertes
System zu bilden. Die Werte von

&amp;gt;/

^imd 2}., lassen sich auch in der Form:

schreiben.

r
&quot;

&quot; y
7) _

i i *fi
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(35)

K, = -

Wir fiihren hier zwei Satze an, die sich unmittelbar aus unseren

Gleichungen ergeben und die sich auf zwei bemerkenswerte Klassen

von Strahlensystemen beziehen. Die Systenie der ersten Klasse, denen

wir eins der nachsten Kapitel (Kap. 12) widmen werden, sind diejeuigen.

bei welchen auf den beiden Manteln der Brenntiache die Haupttangenten

eurveu einander entsprechen: die Systenie der zweiten Klasse sind die

jenigen, bei welchen den Haupttaugeutencurven auf dein einen Mantel

ein conjugiertes System auf dem anderen Mantel entspricht. Im ersten

Falle muss nach S. 109 die Proportion:

A: A : A&quot;= A : A :
A&quot;

im zweiten nach S. 108 die Gleichung:

A zv -f- AA&quot;- ^AA =
bestehen. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (34), (35) ergiebt sich

in diesen Fallen fiir das Product KK der Ausdruck:

wo das obere Vorzeichen im ersten, das untere Vorzeichen im zweiten

Falle gilt. Da nun ^-^ die Entfernung der Grenzpunkte von einan

der ist, konnen wir folgenden Satz aufstellen:

Bei den Strahlensystemen der ersten Klasse ist das Pro

duct der Kriimmungsmasse der beiden Brennflacheninantel

in- zwei entsprechenden Punkten gleich dem reciproken Werte

der vierten Potenz der Entfernung der Grenzpunkte, bei den

Strahlensystemen der zweiten Klasse ist es derselbe Ausdruck

mit entgegengesetztein Vorzeichen.

Man sieht, dass fur die Systeme der ersten Klasse der in diesem

Falle von Ribaucour herriihrende Satz nur eine Verallgemeinerung

des Halphen schen (S. 243, Gleichung t 17)) fur die beiden Mantel der

Evolutenflache einer IF-Flache ist. Fur die Strahlensysteme der zweiten

Classe hat zuerst Waelsch den betreffenden Satz angegeben*).

*) Comptes Rendus de 1 Academic 118. Bd., S. 736.
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151. Pseudospharische Strahlensysteme.

Wir wenden die allgemeinen Gleichungen des voraufgehenden Para-

graphen noch auf zwei besondere Falle an. Zunachst stellen wir uns

die Frage: Giebt es Strahlensysteme, bei denen die Entfernung
der Brennpunkte und die Entfernung der Grenzpunkte gleich-

zeitig constant ist? Aus 128, S. 244, wissen wir, dass es Nor-

malensysteme dieser Art in der That giebt, namlich diejenigen, welche

von den Normalen einer ^F-Flache gebildet werden, deren Haupt

kriimmungsradien r1} r
2
durch die Gleichnng:

T! r
2
= Const.

verbunden sind.

Jetzt, bei der Behandlung der allgemeinen Frage, miissen wir in

den Gleichungen des voraufgehenden Paragraphen

p = Const., i = Const.

annehmen. Dann werden die Gleichungen (35):

und da eben

- = 2r
sin SI

die Entfernung der Grenzpunkte ist, so haben wir den Satz: Wenn
in einem Strahlensystem die Entfernung der Brennpunkte
sowohl als auch diejenige der Grenzpunkte constant ist, so

sind die beiden Brennflachen pseudospharische Flachen, deren

Radien gleich der Entfernung der Grenzpunkte sind.

Die Strahlensysteme dieser Art, deren Vorhandensein fur alle Werte

von g und SI wir spater nachweisen werden, heissen pseudospha
rische Strahlensysteme. Hier wollen wir unter der Voraussetzung,

dass es solche wirklich giebt, noch einige Eigenschaften beziiglich des

Entsprechens der Punkte auf den beiden Manteln der Brennflache ab-

leiten. Als Differentialgleichung der Haupttangentencurven finden wir

auf beiden Manteln aus den Gleichungen (34):

Edu2 Gdv* = 0,

sodass die Haupttangentencurven auf den beiden Manteln einander ent-

sprechen. Ferner ergeben sich fur die Quadrate der Linienelemente

dsl7 ds
2
nach (33) und (33*) die Ausdriicke:

7} du
{V

2

}
dv

2
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und daraus folgt, dass die Bogen entsprecheuder Haupttangeutencurven
einander gleich sind. Aus den Gleichungen (33) und (34) erhalten

wir als Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf beiden Manteln:

&amp;lt;*+* + * * +

Wir haben somit den Satz: Auf den beiden Manteln der Brenn-

flache eines pseudospharischen Strahlensystems ent-sprechen
die Krummungslinien einander, ebenso die Haupttangenten-

curven, und es sind uberdies entsprechende Bogen der

letzteren einander gleich*).

*) Erwahnenswert sind die Folgerungen, die sich aus den Gleichungen in

146 fur die spharischen Bilder u, v der Hauptflachen eines pseudospharischen

Strahlensystem? ergeben. Da r und p, also auch qp
= j/r

1
9* constant sind, so

geht Gleichung (23), S. 272, viber in :

cucc

Also: Das Quadrat des Linienelements der Kugel, bezogen auf die

Bildcurven u, v der Hauptflachen eines pseudospharischen Strah

lensystems, nimmt die Form:

(a)
ds&quot;* = Edu* + Gdc*

an, wo das Product yEG eine Losung der Liouville schen Gleichung:

(b)
.

==cosa^^ c
cudv

ist.

Umgekehrt ist gemass 146 klar, dass, wenn das Linienelement der Kugel
auf die Form (a) gebracht und dabei Gleichung (b) erfullt ist, es ein entspre-

chendes pseudospharisches Strahlensystem giebt.

Ist insbesondere das pseudospharische System ein Normalensystem ,
so ist

A -
,

- ^ t = 0, und I/EG kann ohne weiteres gleich Bins gesetzt wer-
2 cudv

den. Werden dann tt, v als rechtwinklige Cartesische Coordinaten eines Punktes

in einer Bildebene aufgefasst, so liegt hier eine fla.chentreue Abbildung der Kugel

auf die Ebene vor, bei der dem Orthogonalsystem der Parallelen zu den Coordi-

natenaxen in der Bildebene ein Orthogonalsystem auf der Kugel entspricht.

Zn diesen Ergebnissen -wniirde man direct in der Weise gelangen, dass man
nach Satz (C), S. 250, die spharischen Bilder der Kriimmungslinien derjenigen

TF-Flachen zu bestimmen suchte, bei welchen die Differenz der Hauptkrummungs-
radien constant ist.

Bemerkenswert ist noch der Fall = 0; dann wird das Strahlensystem von

den Tangenten der einen Schar Haupttangentencurven einer pseudospharischen

Flache gebildet (vgl. 142, S. 267).
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152. Guichard sche Strahlensysteme. Guichard sche und Voss sehe

Flachen.

Die zweite Frage, die wir uns vorlegen, ist die folgende*):
Bei welchen Strahlensystemen schneiden die abwickelbaren
Flachen die Brennflachen in Kriimmungslinien?

Fiir diesen Fall miissen wir

F = F =J-
1
-

V, J.
2

haben, und es ergeben sich also infolge von (33) und (33*) (unter

der Voraussetzung, dass sich die Brennflachen nicht auf Curven redu-

cieren) als notwendige und hinreichende Bedingungen:

{?}=&amp;lt;&amp;gt;. {?}=&amp;lt;&amp;gt;

Nun besagen diese
( 67, S. 130), dass die spharischen Curven

Uj v die Bilder der Haupttangentencurven einer pseudospharischen

Flache sind, und somit haben wir das Ergebnis : Die gesuchten

Strahlensysteme sind samtlich und ausschliesslich diejenigen,
welche zum Bilde der abwickelbaren Flachen die Bildcurven

der Haupttaugentencurven einer pseudospharischen Flache

haben.

Da dann
( 67)

E = G = 1, also F == cos &

gesetzt werden kann, so lautet die Laplace sche Gleichung, die Q be-

stimmt, nach (28), S. 276:

.,... Jeder Losung Q dieser Gleichung entspricht ein Strahlensysteni

der eben betrachteten Art; wir wollen diese Systeme Guichard sche

Strahlensysteme nennen.

Fiir die Quadrate der Linienelemente der beiden Mantel der Brenn-

flache eines Guichard schen Systems ergeben sich aus den Gleichungen

(33) und (33*) die einfachen Ausdriicke:

In der Gleichung (36) bedeutet & nach 67, S. 131, eine beliebige

Losung der Gleichung:

x X = sm
cu cv

*) Vgl. Guichard a. a. 0.
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und mit Guichard mag bemerkt werden, dass -

particularecu cv J

Losungen der Gleichung (36) sind; einer der beiden Brennflachen-

mantel ist fur diese Losungen eine Kngel.

Auf der Guichard schen Flache S
t

haben die Kriinmiungslinieii

r = Const, die Strahlen des Systems zu Tangenten. Es moge nun F
t

die Evolutenflache von 5
t beziiglich der Curven r = Const, sein. Die

Xormale in einem Punkte von J^ ist dann dem entsprechenden Strahl

des Guichard schen Systems parallel; und da nun die Curven
,
r auf

F! conjugiert sind, so besitzt die Flache 1^ die Eigenschaft, dass bei

ihrer Gaussischen Abbildung auf die Kugel das Bild ihres conjugierten

Systems ,
r mit demjenigen der Hanptiangentencnrven einer pseudo-

spharischen Flache zusammenfallt. Nun braucht man nur auf die Glei-

chungen (25), 69, S. 135, zuriickzugreifen, um zu sehen, dass, wenn

mit I

j

die fiir die Flache F
: gebildeten Christoffel schen Symbole

bezeichnet werden,
99) fii)

L=&amp;gt; {v},=
ist, d. h. dass die Curven

,
v auf der Flache J^ geodatische Linien sind.

Die Flachen dieser Art, auf denen es ein von geodatischen Linien ge-
bildetes conjugiertes System giebt, sind zuerst von Yoss*) untersucht

worden und sollen als Yoss sche Flachen bezeichnet werdeu. Also:

Jede Guichard sche Flache hat als einen Mantel der Evo
lutenflache eine Yoss sche Flache.

Uingekehrt sieht man sofort: Die Evolventetiflachen einer

Yoss schen Flache bezuglich der einen oder der andereif S.char

geodatischer, ein conjugiertes System bildender Linien sind

Guichard sche Flachen.

Wir werden spater auf die Eigenschaften der in diesem Paragra-

phen betrachteten Flachen und auf ihre Beziehungen zu den pseudo-

spharischen Flachen /.uruckkomrnen.

*) Sitzungsberichte der Miinchener Akademie der Wissenschaften. Marz 1888.



Kapitel XI.

Unendlich kleine Verbiegungen der Flachen und Entsprechen

durch Orthogonalitat der Elemente.

Zusammenhang der Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen xnit der Frage
nach Paaren von Flachen, die sich durch Orthogonalitat der Elemente entsprechen,

sowie nach Paaren von auf einander abwickelbaren Flachen. Grundlegende

Gleichungen von Weingarten. Die charakteristische Function tp und die charak-

teristische Gleichung. Die bei einer unendlich kleinen Verbiegung associierten

Flachen. Zuriickfuhrung der charakteristischen Gleichung auf die beiden Nor-

malformen: -= x = M&. -
^ -4- -^ =- = M&. Das coniugierte System, das

cucv cus cv*

bei einer unendlich kleinen Verbiegung conjugiert bleibt. Eigenschaften der

Flachen, die einander durch Orthogonalitat der Elemente entsprechen. Die

Ribaucour schen Strahlensysteme. Kurze Angabe einer zweiten Methocle, die

Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen ?AI behandeln.

153. Zusammenhang der Aufgabe der unendlich kleinen

Verbiegungen mit der Frage nach Paaren von Flachen, die sich

durch Orthogonalitat der Elemente entsprechen, sowie nach Paaren

auf einander abwickelbarer Flachen.

In dem vorliegenden Kapitel wollen wir die Untersuchung der

Deforinationen biegsamer und nicht dehnbarer Flachen wieder auf-

nehmen und zwar die unendlich kleinen Verbiegungen derselben

betrachten. Die vielfachen Beziehungen dieser Theorie zu der allge-

meinen Flachentheorie
;
insbesondere zu der Theorie der Strahlensysteme,

sowie andrerseits ihr enger Zusammenhang mit den partiellen Diffe-

rentialgleichungen von der Laplace schen Form verleihen diesen Unter-

suchungen ein ungemein hohes Interesse.

Wir entwickeln zunachst die Grundformeln unter Anlehnung an

die Abhandlung von Weingarten im 100. Bande von Crelles Journal.

Fur die Flache S, deren unendlich kleine Verbiegungen wir unter-

suchen wollen, behalten wir unsere alten Bezeichnungen bei. Der

Punkt P oder (x, y, z) von S erfahre bei der betreifenden unendlich
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kleinen Verbiegung eine Verschiebung, deren Componenten nach den

Coordinatenaxen die Grossen

ex, By, S

sein mbgen, wo x, y, ~z bestimmte Functionen von u, v sind und

eine unendlich kleine Oonstante ist, deren Potenzen von der

zweiten an vernaehlassigt werden konnen. Nach der Verbie-

gnng ist der Punkt P in den Punkt f geriickt, der die Coordinate!!

hat, und da nach Voraussetzung

dx * + dy
- + dz- = dx* + dy- -f dz~

sein muss, so ergiebt sich:

(1) dxdx + dydy + dzdz = Q.

Dieser Gleichung hat Moutard die folgende einfache und wichtige

geometrische Deutung gegeben:
Man betrachte X, y, ~z als Coordinaten eines Raumpunktes P; wah-

rend P die Flache 5 beschreibt, beschreibt dann P eine Flache 5, die

Punkt fur Punkt der Flache &amp;gt;S entspricht, und zwar ist zufolge der

Gleichung (1) das Entsprechen ein derartiges, dass zwei entsprechende

Linienelemente von S und S auf einander senkrecht stehen. Umgekehrt,
ist S eine Flache, die durch Orthogonalitat der Elemente der Flache

S punktweise entspricht, so ergiebt sich daraus eine unendlich kleine

Verbiegung der Flache S.

Man kann also der Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen
einer Flache S folgende endliche Fassung geben: Die Flachen S zu

bestimmen, die der Flache S durch Orthogonalitat der Ele

mente entsprechen *).

*) Es mag gleich hier bemerkt werden, dass jeder Flache S stets eine Ebene

S zugeordnet werden kann, die ihr durch Orthogonalitat der Elemente entspricht.

Hierzu braucht man nur die Punkte der Flache S auf die Ebene orthogonal zu

projicieren und das Bild in der Ebene urn einen rechten Winkel um einen festen

Mittelpunkt zu drehen. Wahlen wir als diese Ebene die scy-Ebene und als

Drehungsmittelpunkt den Coordinatenanfangspunkt ,
so haben wir:

% = + y &amp;gt; y = x
, z=o,

wodurch die Gleichung (1) in der That erfullt wird. Der Punkt (x, y, z) ist

nach der Verbiegung in den Punkt

x + t y, y fx, z

geruckt, d. h. die unendlich kleine Verbiegung ist in diesem Falle bloss eine

Drehung um die r-Axe. Wir fiigen noch hinzu, dass, wie sich leicht nachweisen
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Eine zweite endliche Fassung derselben Aufgabe ergiebt sich aus

den folgenden Ueberlegungen : es werde

gesetzt, wo t eine Constants ist. Werden |, ??,
als Coordinaten eines

beweglichen Punktes einer Flache Z aufgefasst, so erhalten wir fur

das Quadrat des Linienelements dieser Flache nach (1):

d? + dvf + d? = dx* -f- df + dz- + t*(dx* + df + \l#},

d. h. einen Wert, der sich nicht andert, wenn t durch -t ersetzt

wird. Betrachten wir also die Ortsflache des Punktes

so sind Z1

und auf einander abwickelbar, wobei sich die Punkte (|, 77, ),

(I , ^ , ^ ) entsprechen. Der Mittelpunkt der Strecke
7

die zwei ent-

sprechende Punkte von 27, Z&quot; verbindet, ist der Punkt P oder
(a;, y, i)

von 5
7
wahrend die Richtung dieser Strecke die Richtung der Ver-

schiebung angiebt7
die P erfahrt.

Umgekehrt seien 27
7

Z&quot; zwei auf einander abwickelbare Flachen,

lind | 7 TJ ; ; I , 77 , g die Coordinaten zweier entsprechender Punkte.

Setzt man dann :

so ist:

dx dx -j- dy dy -\- ds dz = .

Also: Sind zwei Flachen Z, Z auf einander abwickelbar, so

ist die Ortsflache $ des Mittelpunktes der Verbindungslinie
zweier entsprechender Punkte einer unendlich kleinen Ver-

biegung fahig, bei der jeder Punkt von S in der Richtung
dieser Verbindungslinie verschoben wird.

154. Die Charakteristische Function cp und die charakteristische

Gleichung.

Wir komrnen nun zu der analytischen Behandlung uuserer Auf-

gabe, die in der Bestimmung dreier solcher unbekannter Functionen

x, y, z von u, v besteht, dass die Gleichung (1) oder die drei Glei-

chungen :

lasst, die angegebene Construction die allgemeinste ist, die einer Flache 3 eine

Ebene zuordnet, welche ihr durch Orthogonalitilt der Klemente entspricht.
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erfullt werden.

Um dieses Gleichungensystem svnnnetrisch zu behandeln, fiikrt

Weinarten die Invariante des Differentialausdrucks

beziiglich der ersten Grundform der Flache S,

ds- = Edu- + 2Fdu dv + Gdv*,

als Hilfsfunction
&amp;lt;p ein, indem er namlich

1
/

F8
\?

x ^x\

cv cu J cu dv)

setzt. Diese Function y ,
die Weingarten die Verschiebungs-

function nennt, wollen wir als die charakteristische Function

bezeichnen. Wie Volterra bemerkt hat*), besitzt sie eine einfache

kinematische Bedeutimg: sie giebt nanilich die nach der Normale ge-

nommene Componente der Drehung an, die ein Oberflachenelement von

S bei der Verbiegung erfahi*t.

Die letzte der Gleichungen (2) lasst sich durch die beiden ersetzen:

,CU CV -rffcJ CV CU

Bilden wir mit Hilfe der ersten den Ausdruck

cu

indem wir beriicksichrigen, dass infolge der ersten Gleichung (2)

J cucucv ^- cu cucv

ist, mid indem wir unter Beachtung der fruher (S. 92) gefundenen

Gleichung:

die Fundamentalgleichungen (I), 47, S. 89, benutzen, so finden wir:

(4) c? =

*) Sulla deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili. Rendiconti

della Reale Accad. dei Lincei, Sitzung vom 6. April 1884.

ianchi. Different ialtfeometrie. 19Bianchi. Different ialseometrie.
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Bilden wir analog aus der zweiten Grleichung (3)

so ergiebt sich:

(A sfcX
^ *P

dv
~

yiSGr^F*

Wird der kein Interesse bietende Fall, dass die Flache S abwickelbar

ist, ausgeschlossen, d. h.

DD&quot; D 2

=j=

vorausgesetzt, so geben die Gleichungen (4) und (4*) nach

75CU

aufgelost :

D &quot; _
/r-N

&quot; &quot;

( )

wo wie gewohnlich K das Kriimmungsmass der Flache S bedeutet.

Nun brauchen die Gleichungen (2), (3) und (5) nur combiniert

zu werden, damit sich durch Auflosung die folgenden ergeben:

ex \ dv
&quot;~

dv) V du
&quot;&quot;

du.

(6)

dq&amp;gt;\ _, / cX
01 -U

\&amp;lt;P -Q_ dv/ \ du
du

~

KyiEG F*

{ dX~ D
(^ du~dx \ dv dv

dv Ky~EGF*
dazu analoge fur y und 0. Hieraus erhellt, dass sich, sobald die

charakteristische Function
&amp;lt;p

bekannt
ist, die Flache S, die der Flache

S durch Orthogonalitat der Elemente entspricht, mittels Quadraturen

ergiebt.

Nun folgt aus den Gleichungen (5) weiter:

du \ KEG F* / cv \KEG -F* / ^ cv du . du dv

O ~\T~ O v
und wenn rechts fiir ^ &amp;gt;

-~ die Werte eingesetzt werden, die sich

aus den Fundamentalgleichungen (II), 47, S. 90, ergeben, so folgt:

Die charakteristische Function cp muss der folgenden
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wir

als die charakteristische Gleichung bezeichnen wollen, ge-
niiffen:
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($(p

, t

f &amp;gt; cu

_ K^EG F^

_ 2FD ED&quot; GD ^
EG F*

~
(p

155. Umformung der charakteristischen Gleichung.

Wir wollen nun beweisen, dass jedem Integral qp dieser Gleichung

eine Losung der Aufgabe entspricht. Hierzu bemerken wir, wie in

der Annierkung zu S. 287, dass, wenn

x= + y, 7j
= x, z = Q

gesetzt wird, die Grundgleichung (1) erfullt ist. Der entsprechende

Wert der charakteristischen Function
&amp;lt;p

ist

GD === -*

daher besitzt die Gleichung (7) die particularen Losungen

X, T, Z.

Hierauf lasst sich sofort nachweisen, dass, wenn op eine Losung

der Gleichung (7) ist, die Gleichungen (6) den Integrabilitatsbedingungen

geniigen und mittels Quadraturen eine Flache S ergeben, die der Flache

S durch Orthogonalitat der Elemente entspricht.

Aus dem soeben Bemerkten folgt weiter, dass diejenigen unend-

lich kleinen Verbiegungen der Flache S, die nur in einer Bewegung

bestehen, den Losungen

(f
= aX -j- b T+ cZ (a, b, c = Const.)

der charakteristischen Gleichung (7) entsprechen.

Wir bringen nun die Gleichung (7) auf eine fur die Anwendungen

sehr wichtige Form. Dieselbe ergiebt sich, wenn die Coefficienten

e, / , 9,

die bei der spharischen Abbildung von S auftreten, eingefiihii werden.

Wird die Gleichung (7) mit YEG -- F* .}/eg f* multipliciert und

wird dabei beriicksichtigt, dass nach S. 121

F* =
ist, so folgt:

*) Der Coefficient von
&amp;lt;p,

-- ~_ pa
-- ^ebt die ^tt16 Krummung

H von S an.

19
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4.

Werden die Christoffel schen Symbole |

r
*i fiir das spharische Bild

I
*

J

mit Stricken versehen und die Gleichungen (6*), 63
,

S. 124, be-

riicksichtigt, so geht obige Gleichung iiber in:

vr eww
) TV I

&quot; V I 1 - I
&amp;lt;p I

1 2 1 (7
(JP-

\ 1 J fc \ 2
j d v

2 2 1 3cp |22[^qp .

i-fW--.ii dv +^0)1 =
oder nach S. 46, (22):

(7*) D&quot;
[&amp;lt;jpn + erf

- 2D

wo die Symbole cpn ; tp12 f cp22 die covarianten zweiten Diffe-

rentialquotienten der charakteristischen Function y beziig-
lich des Linienelements der Kugel bedeuten. Wird die charak-

teristische Gleichung in dieser Form geschrieben, so ist gemass den

Gleichungen (4), 63, S. 122, klar, dass, wie vorhin bemerkt, X, Y, Z
particulare Losungen von ihr sind.

Wir bemerken nun, dass, wenn wir die Flache S, wie in 72,

Kap. V, durch die Ebenencoordinaten

X, Y, Z, W
bestimmen, d. h. init W den Abstand der Tangentialebene vom Coor-

dinatenanfangspunkt bezeichnen, infolge der Gleichungen (35) des an-

gefiihrten Paragraphen die charakteristische Gleichung (7*) wie folgt

lautet:

+ g W)(q&amp;gt;u + erf
- 2

(Wa
f+/W) (g&amp;gt;19 + ftp) +

Da sie in W und
q&amp;gt; symmetrisch ist,

so lehrt sie uns, dass, wenn
mit S die Enveloppe der Ebenen:

bezeichnet wird, ebenso, wie
&amp;lt;p

die charakteristische Function fiir eine

unendlich kleine Verbiegung der Flache S ist, W die charakteristische

Function fiir eine unendlich kleine Verbiegung von S ist.
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156. Die bei einer unendlich kleinen Verbiegung associierten

Flachen.

Urn die charakteristische geometrische Beziehung zwischen zwei

solchen Flachen S und S zu erkennen, bemerken wir, dass, wenn

wir dieselben einander Punkt fur Punkt durch Parallelismus der Nor-

malen entsprechen lassen, und wenn wir mit

(Ddir -f ZD dudv + D&quot;dv*,

\D du- + 2D dudv -f D &quot;

dv*

beziiglich die beiden zweiten Grundformen von S und S bezeichnen

und dabei beriicksichtigen ,
dass

- D =
&amp;lt;pu + etp,

- D =
9&amp;gt;12 -f- ftp,

- D &quot;=
9&amp;gt;M -f- g&amp;lt;p

ist, die Gleichung (8) in die folgende ubergeht:

(8*) D&quot;D + DD &quot;- 2D D = 0.

Dieselbe besagt, dass die simultane Invariante dieser beiden Differential-

formen gleich Null ist. Geometrisch ausgedi-uckt heisst dieses, dass

den Haupttangentencurven auf der einen Flacne ein conjugiertes System

auf der anderen entspricht, wie man auf Grund der Invarianteneigen-

schaft der Gleichung (8*) sofort daraus ersieht, dass, wenn Z)= D&quot;=0

ist, D = folgt.

Wenn sich umgekehrt die beiden Flachen 5 und 5 durch Paralle

lismus der Normalen in der Weise entsprechen, dass den Haupttan-

gentencurren auf der einen ein conjugiertes System auf der anderen

entspricht, so ist infolge der Gleichung (8) oder der aquivalenten (7*)

sofort klar, dass der Abstand eines festen Raumpunkts von der Tan-

gentialebene der einen die charakteristische Function fur eine unend

lich kleine Verbiegung der anderen ist. Wir sagen dann, dass die

Flachen S, S ein Paar associierte Flachen sind.

Wir sehen nun, dass, wenn von zwei associierten Flachen die eine

ein positives Krummungsmass besitzt, die andere sicherlich ein nega

tives hat, wie ans der Gleichung (8) hervorgeht, denn wird darin z. B.

D = angenommen und D, D&quot; dasselbe Vorzeichen beigelegt, so

folgt daraus, dass D und D &quot;

entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Dagegen kann einer Flache mit negativem Krummungsmass sowohl

eine solche mit negativem wie mit positivem Krummungsmass associiert

sein. Eine der beiden associierten Flachen S, SQ wenigstens besitzt

demnach reelle Haupttangentencurven, nehmen wir z. B. an, die Flache

S . Wir wahlen dann als Parameterlinien M, v auf S die Haupttan

gentencurven, denen auf S ein conjugiertes System entspricht. Aus
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den Formeln fur die spharische Abbildung, Kap. V, insbesondere den

Gleichungen (13) und (22), S. 126 und 134, erkennt man sofort, dass

die Beziehungen zwischen den Coordinaten x, y, #; XQ , y ,
zweier

entsprechender Punkte auf S und S wie folgt lauten:

(9)

wo
I,
m passende Functionen von u, v sind.

Wir betrachten ferner dasjenige conjugierte System (a, /3)
auf S,

dem auf $ ebenfalls ein conjugiertes entspricht, indem wir namlich

als Yeranderliche &amp;lt;x

} /3 diejenigen einfiihren, durch die sich die beiden

simultanen Formen (a) als Summen von Quadraten darstellen lassen.

Dieses System ist sicher stets reell, wenn eine der beiden Flachen

elliptische Punkte hat, d. h. wenn eine der beiden Formen (a) definit

ist. In diesen Veranderlichen a, /3 gelten nach 69 die Gleichungen:

(10)

8x 8y _ 8y 8z 8z

dec 8cc 8cc 8cc 8cc

8x 8yn cy 8zn 8z
Y , *d rp

J
_U_ an

Hierin ist r eine Function von a, /3,
die durch die Gleichungen:

/i i \ ^ lo r _ 9 1
1 2

1
8 log r -

la) ~8J~
bestimmt

ist, wo die Symbole rechts fur das Linienelement von S in

den Parametern a, /3
berechnet sind.

Wir sehen demnach, dass die an den Curven a, ft
auf S und $

in zwei entsprechenden Punkten gezogenen Tangenten einander parallel

sind und dass die Laplace sche Gleichung fur die beiden conjugierten

Systeme (a, /?)
auf S und S gleiche Invarianten besitzt.

Die Gleichungen (10) konnen auch in der folgenden Form ge-

schrieben werden:

8 (xn rx\ , s ^_/y^ jn/\ ;/ _ \

8 izn i

8
(x +rx\ _ , , 8 iy. + ry\ _ ,

VT+T&quot;/ HA ~ x
)&amp;gt; d VTT+T&quot;/

**WBT W

wo 1 und ^ Proportionalitatsfactoren sind. Sie lehren uns, dass, wenn

wir das von den Verbindungslinien entsprechender Punkte P, P zweier
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associierter Flachen gebildete Strahlensystem betrachten, die abwickel-

baren Flachen desselben die Flachen a = Const, und
/?
== Const, sind

und dass die Brennpunkte Fl}
_F

2 ,
deren Coordinaten

x rx y ry z re .

1 r 1 r

bez.
g + r^ y + ry z -f rz

1 + r 1 + r 1 + r

sind, die Strecke PP harmonisch teilen. Also: Die abwickelbaren

Flachen des von den Verbindungslinien entsprechender Punkte

P
r
P zweier associierter Flachen S, S gebildeten Strahlen-

systems schneiden jede dieser Flachen in einem conjugierten

System mit gleichen Inyarianten; auf jedem Strahl teilen die

Brennpunkte die Strecke PP harmonisch.

157. Zuruckfiihrung der charakteristischen Gleichung auf ihre

beiden Normalformen.

Wir kehren nun im Falle einer gegebenen Flache S zu der

charakteristischen Gleichung (7*) fur die unendlich kleinen Verbie-

gungen zuriick und wollen dieselbe durch zweckinassige Wahl der Para-

meterlinien u
}
v in eine Form bringen, die wir als die Normalform

bezeichnen.

1. Wir setzen zunachst voraus, dass die Flache S entgegengesetzt

gerichtete Hauptkriimmungsradien besitze, und wahlen als Parameter-

linien die Haupttangentencurven t*, v. Da dann D = 0, D&quot;= ist,

so lautet die Gleichung (7*):

9&amp;gt;12 +/&amp;gt;
=

&amp;gt;

oder, wenn wir mit Hilfe der Gleichungen in 64, S. 125
7
entwickeln:

_U fmrcp -

1st gp eine Losung der Gleichung, so lauten die allgemeinen Glei-

chungen (6), welche die der Flache S durch Orthogonalitat der Ele-

mente entsprechende Flache S bestimmen:

CX I -\rC
&amp;lt;JP= Q IA ,- opcu s

\ cu
(13) CX I -yCty

cv &quot;\ cv ^ 8v.

Nun wenden wir die Transformation an, deren wir uns in 68, S. 132,

zur Ableitung der Lelieuvre schen Formeln bedient haben, d. h. wir

ersetzen die unbekannte Function o? durch



296 Kap. 11- Unendl. kleine Verbiegg. d. Flachen u. Entspr. durch Orthog. d. El.

Die Gleichung (12) geht dann fiber in:

dudv 1/e dudv

und die Gleichungen (13) lauten dementsprechend:

(15)
dx
du

du du

dx
dv

analog in ?/ und #, und zwar ergeben sich diese letzteren, wenn der

Reihe nach durch
irj

und ersetzt wird. Erinnern wir uns nun daran,

dass | 7 rjj t,
selbst in den Lelieuvre schen Formeln (18), S. 132

7
drei

particulare Losungen der Gleichung (14) sind. Jede andere von |, r] 7 t,

linear unabhangige Losung -9* giebt eine wirkliche unendlich kleine

Verbiegung der Flache, wahrend sich entgegengesetzten Falls, wenn

sich & linear aus |, rj, g zusammensetzt, nur eine Bewegung ergiebt.

2. Es sei nun S eine Flache mit positivem Krummungsmass. Wie
in 70 fiihren wir als Parametersystem (u } v) ein isotherm-con-

jugiertes System ein. Die charakteristische Gleichung wird dann:

9&amp;gt;n + ^22 + (
e + 9) &amp;lt;P

=
;

d. h. (71, S. 138):

(16)
v

,
av

2 ^ 2

I N __
g) v ~~

und aus den Gleichungen (6) ergiebt sich:

( dx i dx
, _ = P I OP -A
du \~ dv

(11} \

\dx I dX
I

- - = p
^ cv

Durch die Transformation:

v
JC

geht die charakteristische Gleichung (16) fiber in:

und als die Gleichungen, welche die Flache S bestimnaen, ergeben sich:

#
dx
du

dx

nebst analogen, in denen x
} % bezuglich durch y, TJ; }

ersetzt sind.

Wir konnen also dieses Ergebnis folgendermassen aussprechen:

Die Gleichung, von der die Aufgabe der Bestimmung der
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unendlich kleinen Yerbiegungen einer Flache S abhangt,

lasst sich auf die Normalform:

bringen, je nachdem die Flache S ein negatives oder ein

positives Krummungsmass besitzt.

So konnen wir z. B. fiir alle Flachen, die den Gleichungen:

- = -
-I- &amp;gt; -. =

&amp;gt;

) r u- II--Succ cu1 ci-

entsprechen, die Aufgabe, iltre unendlich kleinen Verbiegungen zu be-

stimmen
7 vollstandig losen, insbesondere fiir die geraden Conoide (68)

und fur das Rotationsparaboloid ( 71).

158. Das conjugierte System, das bei einer unendlich kleinen

Verbiegung conjugiert bleibt.

Wir betrachten zwei associierte Flachen S, S und wahlen als

Parameterlinien auf S die als reell vorausgesetzten Haupttangenten-

curven
, f; die ihnen entsprechenden Curven auf S bilden ein con-

jugiertes System. Die charakteristische Function 9?
fur die entsprechende

unendlich kleine Verbiegung der Flache S geniigt (da D= 7
D&quot;=0

ist) den beiden Gleichungen ( 156, S. 293):

c*&amp;lt;? (nr^qp, (n\ 2&amp;lt;p

^T
==

\ i ) F^ H
~

1 2 J ^~ e(p

Nun sei S die bei derselben unendlich kleinen Verbiegung der Flache

S durch Orthogonalitat der Elemente entsprechende Flache. Dann er-

halten wir infolge der Gleichungen (6) die Beziehungen:

dx D / cX ^ c(p\= ===== I
&amp;lt;jp

--- Jv I j

cu yeg f*\ dv ov /

ex D&quot; i-srCtf cX\= -
I A ----

tp I

ov yeg f* \ du 9v/
Bilden wir

3uSv

unter Beriicksichtigung der Gleichungen (6*), 63, S. 124:

c / D \ _ |22\
cv \l/eo r- 1 2 I

_
cv \yeg -f
c / D&quot; \ = f 22 r D _

cu\\/eg-r-J~ \l\yeg-f
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so ergiebt sich:

(Fx_ _
flll D&quot; die _ f22l _.D

dMd
~ ~

{ 2 J z&amp;gt; a*~~ I x) .z&amp;gt;&quot;d

Aber nach den Gleichungen (25), 69
,

S. 135:

12 flll D&quot; fl2

kann diese Gleichung wie folgt geschrieben werden:

Daraus ergiebt sich, dass auch auf S das System (w, v) conjugiert ist,

und ferner
;
dass die Laplace sche Gleichung auf S dieselbe ist wie auf

S. Des weiteren sehen wir, dass derselben Laplace schen Gleichung:

dx ox .

&quot;S^T

fix fix ~

?tt Sv ^i J civ du
~

wegen der Identitat (S. 289):

auch der Ausdruck
/y /y L I 4tit I jy ry
tA/ tt/ [^ M If C* jV

geniigt. Wenn wir nun zu der auf S. 288 gegebenen zweiten endlichen

Fassung der Aufgabe der unendlich kleinen Yerbiegungen zuriickkehren

und die beiden auf einander abwickelbaren Flachen Z, E betrachten,
welche die Ortsflachen der Punkte:

bezgl. (t
=

Const.)
x tx, n y ty &amp;gt;

t =z
sind

?
so sehen wir, dass auch auf 2! und 2? das System (u, v) con

jugiert ist und dass die Laplace sche Gleichung immer dieselbe bleibt.

Von dieser ist ausser |, ^, ^; | ? r[ , % auch der Ausdruck

(i
2 + f + 2

)
-

(l
/2 + n* + 6 *)

=
t(xx + yy + ae)

eine Losung*).

*) Vgl. Koenigs, Comptes Rendus de 1 Acad. des Sciences, Bd. CXVI, S. 569

(1893). Der Satz von Koenigs ergiebt sich ubrigens sofort daraus, dass auf den

zwei auf das gemeinsame conjugierte System bezogenen und auf einander ab

wickelbaren Flachen die Laplace sche Gleichung dieselbe ist. Wenn

9 - i(i
2 + i

2 + S
s

), ? = i(i
2 + n* + n

gesetzt wird, so folgt ( 60, S. 116):

PlS
= F

, Ql2== F -

Hieraus konnten wir umgekehrt die Ergebnisse des Textes folgern.
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Insbesondere gilt dieses fur einen unendlich kleinen Wert e von t,

woraus sich der Satz ergiebt:

Das conjugierte System auf einer Flache S, das den Haupt

tangentencurven der einer Flache S bei einer unendlich klei

nen Verbiegung associierten Flache S entspricht, J&amp;gt;leibt
bei

dieser Verbiegung conjugiert. Auf der Flache S, die der

Flache S durch Orthogonalitat der Elemente entspricht, ent

spricht diesemSystemwiederdas homologe conjugierte System.

Betrachten wir umgekehrt bei einer unendlich kleinen Verbiegung

einer Flache S dasjenige conjugierte System, welches bei der Verbie

gung conjugiert bleibt*). Ihni entspricht auf der associierten Flache

S das System der Haupttangentencurven. Wir konnen also das Er-

gebnis so aussprechen:

Damit ein conjugiertes System auf S bei einer unendlich

kleinen Verbiegung von S conjugiert bleibe, ist es notwendig
und hinreichend, dass sein Gaussisches spharisches Bild auch

dasjenige der Haupttangentencurven einer Flache S ist. Die

Flachen S, S sind dann bei dieser Verbiegung associiert.

1st insbesondere das conjugierte System das der Krummungslinien,

so geht die soeben aufgestellte Bedingung in die iiber, dass das spha-

rische Bild der Krummungslinien ein Isothermensystem sein muss.

Die associierte Flache S ist dann eine Minimalflache **).

159. Eigenschaften von Flachen ,
die einander durch Orthogo

nalitat der Elemente entsprechen.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Paaren einander durch

Orthogonalitat der Elemente entsprechender Flachen S. S entwickeln.

*) In jedem Falle, ausser in demjenigen einer blossen Bewegung ^bei der

oftenbar jedes conjugierte System conjugiert bleibt), ist dieses System eindeutig

bestimmt und sicher reell, wenn die Flache, die verbogen wird, ein positives

Krummungsmass hat. Bezeichnen wir namlich mit 3D, 8D
,

SD&quot; die Varia-

tionen von X), D ,
D&quot; bei der Verbiegung. indem wir das gemeinsame conju

gierte System als nicht eindeutig bestimmt voraussetzen, so muss die Proportion:

SD : 8D : SD&quot;= D : D : D&quot;

bestehen, und da ferner

8(DD&quot; D 2
)
= D8D&quot;+ D&quot;8D 2D 8D =

ist, wahrend DD&quot; D - nicht gleich Null ist, so folgt daraus:

8D = 8D = SD&quot;= 0.

**) S. We in gar ten, Sitzungsber. der Konigl. Akad. d. Wissenscb. zu Berlin,

28. Jan. 1886.
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Wir setzen zunachst voraus, dass die Flache S ein positives Krum-

mungsmass besitze, und wahlen wie in 157 als Parameterlinien
^t,

v

auf S ein isotherm- conjugiertes System. Die Gleichungen (19)

konnen nun so geschrieben werden:

&amp;gt;^ = *L(\ 1_^ = _ JL
*du~dv\&) & cv

~
du

Daraus folgt:

&amp;lt;L (1. *\ j_ &amp;lt;L

du\9*du) *~.fo.

oder:

du* cv 2 du du dv 8v

nebst analogen Grleichungen in y und ~z. Bezeichnen wir andrerseits

lrs\
mit ? die Christoffel sclien Symbole fur die Flache S und analog

mit D, D , D&quot;; X, Y, Z die Coefficienten der zweiten Grundform

und die Richtungscosinus der Normale von S, so haben wir infolge

der Grundgleichungen (I), 47, S. 89:

. _ n it dx
* 2

1 2

dazu analoge Gleichungen in y und ^. Durch Vergleich dieser mit

der obigen Gleichung ergiebt sich:

, _ 22
&quot;

i 1 J

=

du \ 2 j

&quot; &quot;

1 2

D _f- D&quot;= 0.

Die letzte dieser Gleichungen sagt uns, dass J) und D&quot; einander gleich,

aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sind, woraus folgt: Einer

Flache S mit positivem Krurnmungsmass entsprechen durch

Orthogonalitat der Elemente nur Flachen S mit negativem

Krummungsmass*).
Wie im Falle von Paaren associierter Flachen

( 156), so ist auch

hier leicht einzusehen, dass einer Flache S mit negativem Krummungs-
mass durch Orthogonalitat der Elemente Flachen sowohl mit positivem

wie mit negativem Krummungsmass entsprechen.

Zweitens setzen wir voraus, dass die Flache S ein negatives Krum

mungsmass besitze, und wahlen die Haupttangentencurven als Parameter

linien u, v. Die Gleichungen (15), 157, S. 296, konnen dann folgen-

dermassen geschrieben werden:

*) Die Flache S kann nur dann die Krummung Null besitzen, wenn D = 0,

.D =0, D&quot;= ist, und geht dann in eine Ebene fiber (vgl. 153).
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9 0V 0V

Daraus folgt:
1

?*.) _L L (
l }=QA! &quot;&amp;gt;... I 2 \A2 r Idv \A! Bit/

oder:

c-x _ dlog& die .

Also: Den Haupttangentencurven einer Flache S mit negati-
yem Kriimmungsmass entspricht auf jeder Flache S, die S
durch Orthogonalitat der Elemente entspricht, ein conju-

giertes System mit denselben Invarianten.

Umgekehrt setzen wir nun voraus, dass es auf einer Flache S ein

conjugiertes System mit denselben Invarianteu gebe, fur das also

{1

2 \ __c log & 1
1 2 1 _ log tf

1 J cc I 2 j

~
cu

ist, wo O1 eine passend gewahlte Function von u, v ist.

Werden |, ij,
mittels Quadraturen aus den Gleichungen bestimmt:

JL/ ^ -1 ^* ^ / ^\ 1 ex
c u

so sind diese Grossen Losungen der nachstehenden Gleichung fiir 0:

- =
( -\ ) 0.

GltOV \CUCl &~ CU CO/

Folglich ( 68, S. 133) bestimmen die Lelieuvre schen Formeln:

7 5

cu cu

a*- = en U. S. W.

eine Flache S, auf der die Curven u, u die Haupttangentencurven
sind und die durch Orthogonalitat der Elemente der Flache S ent

spricht. Wir sehen also, dass die Frage nach den unendlich

kleinen Yerbiegungen einer Flache S gleichbedeutend ist mit

der Bestimmung der conjugierten Systeme mit gleichen In

varianten auf S.
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160. Die Ribaucour sclien Stralilensysteme.

Ribaucour hat zuerst eine wichtige Klasse von Strahlensystemen

betrachtet, zu denen wir in der folgenden Weise gelangen:

Es seien S, S zwei Flachen, die einander durch Orthogonalitat der

Elemente entsprechen. Ziehen wir durch die Punkte der einen von

ihnen, sagen wir S, Strahlen parallel den Normalen in den entsprechen-

den Punkten von S, so erhalten wir ein Strahlensystem der erwahn-

ten Art.

Diese Strahlensysteme bezeichnen wir alsRibaucour sche Strah-

lensysteme und die Flache S, deren Normalen den Strahlen parallel

sind, als erzeugende Flache.

Wir wenden nun die allgemeinen Gleichungen des Kap. X auf die

in Rede stehenden Ribaucour schen Systeme an. Beriicksichtigen wir

zu diesein Zwecke die Gleichungen (6), 154, S. 290:

_
ex
du

_ -

&quot; - D X
dx 8v du \ dv dw

/ dX 8X\ I Scp n ^\I D -~-- JJ I a&amp;gt; -4- \JL) JJ x I A
\ cv cul \ cu ov/

und setzen wir in den Kummer schen Bezeichnungen (Kap. X, S. 257):

~ = V^ 7 V^dX f=^^^ -^^IdxdX^J ou du ^J 3v du du dv
&quot;

&amp;lt;*i cv dv

so finden wir:

fD eD -j fD eD&quot; ^ gD fD-- ~~, ,
-

,

f yeg f yeg f*

gD fD&quot;

q =^ w.
*/ _ / /*o /

yeg f*

Die Gleichungen (B), S. 263
,
und (D), S. 265, die beziiglich die

Abscissen der Grenz- und Brennpunkte bestimmen, lauten hier*):

&amp;gt;*,

*) Beim Einsetzen in die angefuhrten Gleichungen (B), (D) mussen die in

denselben mit _E, F, G; e, /&quot;, f , g bezeiclmeten Grossen beziiglich durch e, /&quot;, g:

^
/&amp;gt; / ) 9 ersetzt werden.
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wenn mit i\. r^ die Hauptkrummungsradien der erzeugendeu Flache S
bezeichnet werden*).

Die Gleichung (C), 141, S. 264, welche die abwickelbaren

Flachen des Strahlensystems bestimmt, wird bier:

(21) Ddir + 2D du dv + D&quot;dv* = 0.

Wir baben also das Ergebnis:

Bei jedem Ribaucour schen Strahlensystem ist die Aus-

gangsflache S, welche dureh Orthogonalitat der Elemente
der erzeugenden Flache S entspricht, die Mittelflache des

Strahlensystems. Die abwickelbaren Flachen des Strahlen

systems entsprechen den Haupttangentencuryen der erzeu

genden Flache S und schneiden folglich ( 159) die Mittel

flache S in einem conjugierten System mit gleichen Inva-

rianten.

161. Satze iiber Bibaucour sche Strahlensysteme.

Die eben erwahnte Eigenschaft der Ribaucour schen Strahlensysteme,
dass namlich ihre abwickelbaren Flachen die Mittelflache in einem con

jugierten System schneiden, ist fur diese Strahlensysteme charakteris-

tisch, denn es besteht der Satz:

Jedes Strahlensystem, dessen abwickelbare Flachen die

Mittelflache in einem conjugierten System schneiden, ist ein

Ribaucour sches Strahlensystem.
Zum Beweise stellen wir die folgenden von Gruichard herruhren-

den Betrachtungen an: Wir gehen zu den Gleichungen (27), 148,

S. 275, zurlick, aus denen sich die Coordinaten x, y, z des Mittel-

punkts ergeben:

\CX

cx c 9 12l 1 . 8X

worin 9 eine Losung der Gleichung (28), S. 276:

l2)a e |l2}^o Vc [12\ c fial
f~\

i j T7( H-
l 2 1 sv -I-

]ju \ i j
-I- ^ { 2 1

-I- f\ * =

*) Um die Richtigkeit der Gleichungen des Textes nachzuweisen, berucksich-

tige man die folgenden (S. 124, (8)):

2fD eD gD DD&quot; D *

r + r = - -
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bedeutet. Wir bringen nun die Eigenschaft zum Ausdruck, dass auf

der Mittelflache S die Spuren u, v der abwickelbaren Flachen des

Strahlensystems ein conjugiertes System bilden. Hierzu ist notwendig
und hinreichend, dass es zwei solche Functionen P, Q von u, v gebe,
dass x

} y, 2 Losungen derselben Laplace schen Gleichung:

(
24

)

sind. Bilden wir nun wirklich ~ - aus einer der Gleichungen (22);

wobei wir (23) und die Gleichung (S. 122, (4)):

ax
i

dudv l ~du
~

beriicksichtigen, so erhalten wir:

J^L. . r^- 4- (
1 2

1 i^-i- P-^ -i- (
1 2

1 1
awa^ L^^ lij J ^w La w 1 2

j

&quot;

J a ^

analoge Gleichungen bestehen fur y und #. Die Functionen P und

sind also durch die Gleichungen:

(&amp;lt;&amp;gt;*&amp;gt;} P-

bestimmt und miissen noch der weiteren Bedingung:

pp 9 o| 12
}nl ^P ? 4-9( 12

lnlP
[du

+ 2
\ 2 j ^J ^L^&quot;

+
I 1 PJ

=

_ra rial A/ 12
)1 i !

1

\dv \ 2
j&quot; dw \lj_r l

geniigen, die sich fur die Werte (25) von P und Q auf

/9A x a /12\ a /I2l
8U 1 1 )

==
av 1 2 i

reduciert. Diese Gleichung besagt ?
dass die spharischen Bilder der

Developpabeln des Strahlensystems auch die Bilder der Haupttangenten-
curven einer Flache sjnd ( 64, S. 125). Auf diese Weise ist eben

Guichard zu dem Satz gelangt:

Damit die Developpabeln eines Strahlensystems dieMittel-

flache S in einem conjugierten System schneiden, ist es not

wendig und hinreichend, dass ihre spharischen Bilder auch

die Bilder der Haupttangentencurven einer Flache S sind.

Nun ist ferner leicht einzusehen, dass diese Flache S durch Ortho-

gonalitat der Elemente der Mittelflache S des Strahlensystems ent-
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spricht, das demnach ein Ribaucour sches 1st. Bezeichnen wir nam-

lich mit

das Krurninungsmass von S, so gelten die Gleichungen (64, S. 125, (10)):

clogE 9 (12\ dlogE 9)12!
-air -

1 2 r ~^~
~ 2

\ i
J

und fur die Coordinaten x, ?/,
z eines Punktes von S ist (S. 126, (13)):

ex B

dx E A- dX cX\
}

M/

A- dX
.. If--- a u. s. w.u I*O &amp;lt;^ O
\ tft;

Diese Gleichungen geben, mit den Gleichungen (22) combiniert:

_ _ c x
c u c t*

~ _ ^
. _

3 v c v ^ . r w c - ^J
&amp;lt;: r r it

~

und beweisen dadurch eben, dass S und $ einander durch Orthogona-
litat der Elemente entsprechen*).

162. Besondere Klassen von Ribaucour schen Strahlensystemen.

Wir wollen nun einige besondere Klassen von Ribaucour schen

Strahlensystemen betrachten.

Es gehoren hierher die isotropen Congruenzen ( 139, S. 261).

Man sieht nainlich sofort ein, dass die isotropen Congruenzen
diejenigen speciellen Ribaucour schen Congruenzeu sind,
deren erzeugende Flache eine Kugel ist.

Ihre analytische Darstellung ergiebt sich am einfachsten, wenn

man beriicksichtigt ,
dass die Haupttangentencurven der Mittelflache

einer isotropen Congruenz reell sind ( 159) und einem conjugierten

System mit gleichen Invarianten, d. h. einem Isothermensystem auf

der Kugel entsprechen. Gehen wir umgekehrt von einem beliebigen

Isothermensystem auf der Kugel aus, so finden wir aus den Gleichungen
zum Schlusse des 159, S. 301, mittels Quadraturen die allgemeinste

isotrope Congruenz oder, was auf dasselbe hinauskommt, die allgemeinste

unendlich kleine Verbiegung der Kugel.

*) Wir sehen, dass die am Schlusse des vorigen Paragraphen angefuhiie

Eigenschaft, dass das conjugierte System (M, r) auf der Mittelflache eines Ribau

cour schen Strahlensystems gleiche Invarianten besitzt, auch sofort aus der

Gleichung (25) folgt, da =^ ist.
cv 3u

Bianchi, Differentialgeometrie. 20



;$06 Kap. 11. Unendl. kleine Verbiegg. d. Flachen u. Entspr. durch Orthog. d. El.

Die Guichard schen Strahlensysteine ( 152, S. 284) ,
deren ab-

wickelbare Flachen dieselben spharischen Bilder wie die Haupttangen-
tencurven einer pseudospharischen Flache haben, konnen nun offenbar

als Ribaucour sche Strahlensysteme mit pseudospharischer

Erzeugungsflache definiert werden.

Wir wollen nun untersuchen, ob es Ribaucour sche Normalen-

systeme giebt. Die spharischen Bilder ihrer abwickelbaren Flachen

bilden in diesem Falle ein Orthogonalsystem, und da dasselbe auch das

Bild der Haupttangentencurven der erzeugenden Flache sein muss, so

ist folglich diese eine Minimalflache. Die Bilder der Krummungslinien
der zu den Congruenzstrahlen normalen Flachen bilden ein Isothermen-

system. Umgekehrt bilden die Normalen einer Flache, bei der die

Bilder der Krummungslinien ein Isothermensystem sind, ein Ribaucour-

sches Strahlensystem.

Endlich bemerken wir, dass es unter denjenigen Ribaucour-
schen Strahlensystemen, die eine gegebene Flache S zur Er

zeugenden haben, unendlich viele giebt, deren Mittelflache

eine Ebene ist.

Um sie alle zu erhalten, brauchen wir nur wie folgt zu verfahren

( 153, S. 287, Anmerkung): Wir projicieren alle Punkte von S ortho

gonal auf eine Ebene n, drehen das ebene Bild der Flache um einen

rechten Winkel um einen festen Punkt der Ebene und ziehen durch die

Punkte des neuen Bildes Parallele zu den Normalen von S. Ist ins-

besondere die Flache S eine Minimalflache, so ist das auf diese Weise

erhaltene Strahlensystem nach dem soeben Gesagten ein Normalen-

system; die zu den Strahlen normalen Flachen sind in diesem Falle

die Bonnet schen Flachen, bei denen die zwischen den beiden

Krummungsmittelpunkten in der Mitte gelegenen Punkte in einer Ebene

liegen.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass bei einer orthogonalen Projec

tion der Haupttangentencurven einer beliebigen Flache auf eine Ebene

ein ebenes System mit gleichen Invarianten entsteht und dass umge-
kehrt jedes derartige ebene System die Orthogonalprojection der Haupt

tangentencurven einer gewissen Flache ist*).

*) Koenigs, Comptes Rend, de 1 Acad. d. Sciences, Bd. CXIV, S. 55. Der

von Koenigs gegebene Satz ist insofern allgenieiner, als er sich auf eine belie-

bige Centralprojection der Haupttangentencurven bezieht. Derselbe folgt sofort

aus dem im Texte betrachteten Specialfall, wenn man berucksichtigt, dass bei

projectiven Transformationen die Haupttangentencurven und die conjugierten

Systeme mit gleichen Invarianten in ebensolche Curven bezw. Systeme ubergehen.
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163. Kurze Angabe einer zweiten Methode, die Aufgabe der

unendlich kleinen Verbiegungen zu behandeln.

Wir schliessen dieses erste Kapitel fiber die unendlich kleinen

Verbiegungen mit der kurzen Entwicklung einer zweiten Methode,

diese Aufgabe zu behandeln, welche sich unmittelbar aus den allgernei-

nen Satzen in Kap. IV ergiebt. Die Flache S, deren uneudlieh kleine

Verbiegungen wir bestininien wollen, denken wir uns durch die beiden

Grundformen ( 48, Kap. IV)

Edu- -f 2Fdudv -f- Gdv*,

Ddu* -f- 2D dudv -f V&quot;d&

definiert. Bei jeder unendlich kleinen Verbiegung von S bleibt die

erste Form ungeandert; die Coefficienten der zweiten erfahren unend

lich kleine Aenderungen, die wir mit

dD = td, dD = ed
,

dD&quot;= ed&quot;

bezeichnen wollen, wo s eine unendlich kleiue Constante ist und

d, d
j

d&quot; drei naher zu bestimmende Functionen von u und v sind.

Sobald d
}
d

,
d&quot; bekannt sind, erfordert die Bestimrnung der ent-

sprechenden unendlich kleinen Verbiegung nur noch Quadraturen. Nun

ergeben sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, denen

die Unbekannten d, d ,
d&quot; genugen miissen, unmittelbar durch Variation

der Gaussischen Gleichung (III) und der Codazzi schen Gleichungen (IV)

( 48, S. 91). Sie lauten:

(27) D&quot; d 2D d + Dd&quot;= 0,

Die Gleichungen (28) lassen sich auch in die zweite Form der Co

dazzi schen Gleichungen (IV*), 48, S. 92, bringen:

*) Hieraus folgt sofort wieder, dass die Frage nach den unendlich kleinen

Verbiegungen der Kugel mit der Bestimmung der Minimalflachen gleichbedeutend
ist. Ist namlich S eine Kugel, so sind D, D\ D&quot; proportional E, F, G, und

jedes Wertsvstem. welches den Gleichungen (27) und (28) genugt, giebt die Coef

ficienten der zweiten Grundform einer Minimalflache.

20*
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&quot;

,

* \_A/ ^__\_l_ [22] d

cv

(28*)

a t*

3 / _^_ \
| J22l

a v \yiGF*J 1 i J

11 - = o.

Bezeichnen wir mit x, y }
g die Coordinaten eines Punktes der

associierten Flache S
}
so lasst sich leicht beweisen, dass x, y, H durch

Quadraturen aus den Formeln

dx d dx d ex

du~~ ysW^F* du~ YEG F* ^
dx d&quot; dx d Bx(29)

cv

sowie den analogen fiir y }
z zu berechnen sind. Hieraus findet man

die Verschiebungsfunction

und die unendlich kleine Verbiegung selbst allein durch Quadrature!!,

wie oben (S. 307) behauptet wurde.

Diese allgemeinen Entwicklungen wollen wir nun auf einige Bei-

spiele anwenden.

Erstens behandeln wir nach dieser Methode wiederum die schon

in 158 beantwortete Frage: 1st es moglich, eine Flache S einer

solchen unendlich kleinen Verbiegung zu unterwerfen, dass

ein urspriinglich conjugiertes System (u,v) conjugiert bleibt?

Wahlen wir dieses System (u } v) als Parametersystem ;
so haben

wir der Voraussetzung zufolge:

Also giebt Gleichung (27):

d = AD, d&quot;
==

wo A einen geeigneten Factor bedeutet. Werden diese Werte in die

Gleichungen (28) eingesetzt und wird dabei beriicksichtigt, dass D und

D&quot; den Gleichungen (S. 134, (21)):

|| || JHY)* -{?}*&quot;.v
.:; -{ . }*&quot;-{?}*

genugen, so ergiebt sich:
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clogi _ 21) (22| a log* 2D&quot;
fll|

~a^ D&quot; 1 1 1 a- D \ 2 j

oder infolge der Gleichungen (25), 69, S. 135:

wo die Symbole
{

* 2

[
,

{ g [

for das Linienelement der Kugel berech-

net sind.

Die fragliche Verbiegung ist demnach moglich, wenn

JLJ 12
1 _ Al 12

)
cu \ l

j dv \ 2 J

ist, was wieder den Satz in 158 liefert.

164. Anwendungen der zweiten Methode.

Zweitens untersuchen wir, ob es moglich ist, eine Flache unend-

lich wenig so zu verbiegen, dass ihre Hauptki-iimmimgsradien sich

nicht andera. Da sich ja bei jeder Verbiegung die Totalkriimmung

nicht andeii, so braucht nur die Bedingimg, dass sich auch die mittlere

Krummung nicht andera soil, hinzugefugt zu werden. Werden die

Krummnngslinien als Parameterlinien gewahlt, so lautet die soeben an-

gegebene Bedingimg (nach S. 105, (18)):

Ed&quot;-}- Gd=0.
Sie liefert, mit (27) (vgl. S. 102):

combiniert, und unter Ausschluss des Falles der Kugel die Gleichungen:

d = d&quot;= 0.

Aus den Gleichungen (28*) ergiebt sich dann:

\ 9 (12\^r Ur

und als notwendige und hinreichende Bedingimg fur die gesuchte Ver

biegung erhalten wir:

JL(
12

1 =- A| 12

cu \ l J 3v \ 2

oder mit Rucksicht darauf, dass F= ist:

= 0.
C II CV
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Dieses besagt nach S. 129
7
dass die Krummungslinien u

}
v ein Isother-

mensystem bilden. Wir liaben also den von We in gar ten angegebenen
Satz: Damit eine Flache einer unendlich kleinen Verbiegung
unterworfen werden kann, bei der sich ihre Hauptkrummungs-
radien nicht andern, 1st es notwendig und hinreichend, dass

ihre Krummungslinien ein Isothermensystem bilden.

Schliesslich wollen wir noch die Frage nach den unendlich kleinen

Verbiegungen einer beliebigen Linienflache S nach dieser Methode

behandeln.

Als Parameterlinien auf S wahlen wir die Erzeugenden v und die

Haupttangentencurven u des zweiten Systems und haben dann:

Gleichung (27) giebt: d = 0, und die Gleichungen (28) gehen uber in:

3d (12\ ,

5- *&quot;
1 , Idv {

1 J
&amp;gt;

1 2

2

Dieses System lasst sich offenbar durch Quadraturen integrieren. Da
aber die Bestimmung der Haupttangentencurven des zweiten Systems
einer Linienflache im Allgemeinen die Integration einer Riccati schen

Differentialgleichung (nach 116, S. 221) erfordert, so haben wir:

Die Bestimmung der unendlich kleinen Verbiegungen einer

beliebigen Linienflache lasst sich auf die Integration der

Riccati schen Differentialgleichung ihrer Haupttangenten
curven und darauf folgende Quadraturen zuriickfuhren.

Sind insbesondere die Haupttangentencurven der Linienflache be-

kannt, so werden also alle unendlich kleinen Verbiegungen der Flache

durch Quadraturen bestimmt.



Kapitel XII.

W- Strahlensysteme.

Moutard s Satz fiber die Laplace schen Gleichungen von der Form:

W- Strahlensysteme. d. h. Strahlensysteme. auf deren Brennflachenmanteln die

Haupttangentencurven einander entsprechen. Ihre Ableitung aus den unendlich

kleinen Verbiegungen der Brennflache. Verallgemeinerung des Halphen schen

Satzes. TF-NormalensYsteme, die der Gleichung: .- ..
= oder: -

^ -I- -^ ^
=

fttft? ft*
2 cv

entsprechen. Satze von Darboux fiber diejenigen W- Flachen, deren Hauptkrfim-

mungsradien durch die Gleichung: rs r
t
=

y- sin [fcCfj-j-fj)] verbunden sind.

Bestimmung aller auf das Rotationsparaboloid abvrickelbaren Flachen. ir-Strahlen-

-vsteme, deren Brennflachenmantel in entsprechenden Punkten gleiches Krfimmungs-
mass haben. Satze von Cosserat fiber die associierten Flachen dieser Brennflachen.

165. Moutard s Satz iiber die Laplace schen Gleichungen von

der Form :

Ctt C v

In diesem zweiten den unendlich kleineu Yerbiegungen gewidmeten

Kapitel werden wir uns speciell mit einer neuen Klasse von Strahlen-

systemen beschaftigen, die mit diesen Yerbiegungen in engem Zusarn-

menhange steheu. Dieselben ergeben sich am einfachsten aus der geo-

metrischen Deutung des Moutard schen Satzes fiber Difterential-

gleichungen von der Form:

O O &quot;*- v t O* ^9GUGV ft*
8 CV*

von denen ja, wie wir gesehen haben, die Aufgabe der unendlich

kleinen Yerbiegungen abhangt.

Zu diesem Zwecke leiten wir zunachst km-z das schone Ergebnis
Moutard s ab.

1st & eine beliebige Losung der Gleichung:

(1)
-

cucv
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und R eine bestimmte particulare Losung derselben, sodass

(%}
d 2Jg _ jyrj^
dudv

ist, so ergiebt sich infolge von (1) und (2):

& R
y,

-9&quot; R
^ O. O ~D I Q O. Q T&amp;gt;

Par C*./i I

ft u 09 C i

du du dv dv

Bezeichnen wir daher mit ty eine geeignete Function von u und v, so

konnen wir setzen:

&quot;9

1 R
d& dE
du du

Schreiben wir diese Gleichungen in der Form:

JB
2 du du \E/ -R

2 dv dv \E,

so sehen wir, dass
iff seinerseits der Laplace schen Gleichung:

d I 1
di}&amp;gt;\ d

(3) du
.

dv

= 0.

-0- R
o& cE
dv dv

d

-~

geniigt. Fiihren wir statt der unbekannten Function ty eine andere,

O1

^ ein
?
indem wir

setzen, so nimmt obige Gleichung wieder die Moutard sche Form (1)

an; sie wird namlich:

wo

(4) M, = J

ist.

Wir bezeichnen nun die Gleichung (1*) als die mittels der

particularen Losung R gebildete Moutard sche Transformierte

der Gleichung (1). Infolge der Gleichung (4) ist klar, dass der

reciproke Wert von R eine particulare Losung der Gleichung (1*) ist,

sodass die Gleichung (1) wieder die mittels der particularen Losung

-,v gebildete Moutard sche Transformierte der Gleichung (1*) ist. Die

beiden Aufgaben, die Gleichungen (1) und (1*) zu integrieren, sind

Equivalent, da nach dem Vorstehenden zwischen ihren allgemeinen

Losungen & und ^ die Beziehungen:

dv dv \E .



165. Moutard s Satz uber gewisse Laplace sche Gleichungen. 313

bestehen, aus denen sich, wenn # bekannt ist,
niittels Quadraturen ^

ergiebt, und umgekehrt.
Wir wollen auch die entsprechenden Gleichungen fur die Gleichung:

(6)
&amp;lt;

entwickeln, die ubrigens in die Gleichung (1) iibergeht, wenn u -f iv

und u iv als unabhangige Veranderliche gewahlt werden. Ist E eine

particulare Losung von (6), und setzen wir:

(7) Jtfi

so ist die Integration der Gleichung (6) Equivalent mit der Integration

der nachstehenden Transfonnierten:

(6*)

in Anbetracht der Gleichungen:

166. Geometrische Deutung des Moutard schen Satzes.

Mit Hilfe der Lelieuvre schen Formeln und der Formeln fur un-

endlich kleine Yerbiegungen konnen wir dem Moutard schen Satze eine

bemerkenswerte geometrische Deutung geben. Es seien |, 17,
drei

particulare Losungen der Gleichung (1), E eine vierte Losung. Wir

betrachten nun die Flache S, die durch die Lelieuvre schen Formeln:

j - ~*t tt*

(9) Clt
cu cu

dx
cv .

cv cv

etc.

ex

definiert ist, und die von ihr unendlich wenig verschiedene Biegungs-

flache, die der neuen Losung entspricht. Sie ist durch die Gleichungen

(15), 157, S. 296:

\ R
I

I *
I

C X ,

cj,
cE &amp;gt; -^

=
8_ ZIt etc.

cu du
I

cv cv

definiert, welche die Coordinaten x, y, ~~z eines Punktes der Flache

S geben, die der Flache S durch Orthogonalitat der Elements entspricht.

Wird

(10) x = R%1 , y = Eril} z = E
l
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gesetzt, so sind |1? ^17 ^ zufolge (5) drei durch Moutard sche Trans

formation aus
, TJ, hervorgegangene particulare Losungen der Glei-

chung (1*). Wir construieren nun wieder mittels der Lelieuvre schen

Formeln eine auf ihre Haupttangentencurven u, v bezogene Flache Si}

die bis auf eine Translation durch die Gleichungen:

Si

(11)
&quot;du

du du

und analoge in y^ und g
l

definiert ist.

Verfiigen wir iiber die additiven Constanten in x1} y1} 8
l

in geeig-

neter Weise, so konnen wir beweisen
?
dass die Flache S

t
in eine solche

Lage im Raume gebracht werden kann
7
dass sie und S zusammen die

beiden Mantel der Brennflache eines Strahlensystems sind
7

dessen

Strahlen die beiden Flachen in entsprechenden Punkten beriihren.

Aus den Gleichungen (9) und (11) folgern wir namlich:

(12)

(12*)

a fo a?)

du

c
i

x
)

du

Nun ergeben sich aus den Gleichungen (5) die folgenden:

(13)

du
*

^ISi S) __ /fc i

a^ ^* &quot;^
J^

^

UE_^ == ff _ i

fiii.cu

TJ)

Daraus folgt:

^ *, ^ ?
n /l fe bi

...... .ill I. i I

a a a^ aw
a^ a^
a a

=

nebst analogen Gleichungen, die sich durch cyclische Vertauschung
ableiten lassen. Subtrahieren wir die letzten Gleichungen beziiglich

von den Gleichungen (12) und (12*) ;
so erhalten wir:
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cu

% &

n :

x)

r &amp;gt;

u. a.

Bei passender Verfugung fiber die additiven Constanten in X
1

konnen wir also sofort setzen:

(14) ^- *+ I
*

I :
4 *

Betrachten wir nun die durch diese Gleichungen bestimmte Flache S
l

in ihrer Beziehung zur Flache S, so beweisen uns die Gleichungen:

| (xt x) -f- 77 (yx y) -f- (^ ^)
=

0,

da |, 1^, ^ den Richtungscosinus der Normale von 5, ^, rj^ ^ den-

jenigen der Xormale von S
t proportional sind, dass die Gerade, die

zwei entsprechende Punkte F und F
1} (x, y, z) und (xlt yl} ^),

von S nnd St rerbindet, in F die Flache S und in F
v

die Flache S^

berfihrt. Ferner gilt der wichtige Satz: Auf den beiden Manteln

S, Si der Brennflache dieses Strahlensystems entsprechen
einander die Haupttangentencurven oder, was auf dasselbe

hinauskommt, die conjugierten Systeme.

167. W- Strahlensysteme.

Diejenigen Strahlensysteme, auf deren Brennflachemnanteln die

Haupttangentencurven (oder die conjugierten Systeme) einauder ent

sprechen, mogen W- Strahlensysteme heissen, in Analogic mit dem

Falle der Normalensysteme dieser Art, wo die zu den Strahlen

uormalen Flachen eben die in Kap. IX als TF&quot;-Flachen bezeichneten

Flachen sind.

Fur eine Flache S mit positivem Krummungsmass konnen wir

ohne Einfuhrung imaginarer Grossen Gleichungen ableiten, die den

obigen vollkommen analog sind, wenn wir die Flache auf ein isotherm-

conjugiertes System beziehen (vgl. 70, 71, S. 135 139).

Sind
, ??, g drei Losungen der Differentialgleichung:

cv(15)

so ist die Flache S durch die Gleichungen:

c

(16)
ex
cu

dc c

ex.

cv
cu

und die analogeu in y und z bestimmt. Bedeutet R eine vierte Losung
von (15), so definieren die Gleichungen ( 157, S. 296, (19)):
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dx
du
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R I

dv dv

dx

dv
8u du

etc.

eine unendlich kleine Verbiegung der Flache 8. Wird wieder

gesetzt, so ist:

(17)

Es erhellt sofort, dass die Gleichungen (14) wieder ein W- System

ergeben, denn da ja hier nach dem obigen

dv
etc.

ist, so entsprechen einander auf den beiden Brennflachenmanteln 8 und

^ die conjugierten Systeme.

Beachten wir nun, dass infolge der Gleichungen (10) | 7 y, den

Componenten .x, y, ~z der Verschiebung, die der Punkt F(x : y, as)
bei

der betreifenden unendlich kleinen Verbiegung von 8 erfahrt, propor
tional sind, so konnen wir unser Ergebnis in dena folgenden Satze

aussprechen: Man betrachte eine beliebige unendlich kleine

Verbiegung einer Flache 8 und ziehe durch jeden Punkt von
8 in der Tangentialebene denjenigen Strahl, welcher auf der

Richtung der Verschiebung, die der Punkt erfahrt, senk-

recht steht; dann ist das so construierte Strahlensystem ein

W-System.
Dieser Satz erleidet natiirlicherweise in einem Falle eine Aus-

nahme, wenn namlich die angegebene Construction anstatt eines Systems
von oo 2 Strahlen ein System von nur oo 1 Strahlen liefert. Dieses tritt

nur dann ein, wenn die Flache 8 eine Linienflache ist und die Rich

tung der Verschiebung eines jeden Punktes bei der betreffenden Ver

biegung auf der durch den Punkt gehenden Erzeugenden senkrecht

steht. Es liesse sich leicht nachweisen, dass jede Linienflache unend

lich kleine Verbiegungen dieser Art gestattet.

168. Ableitung aller W- Strahlensysteme aus unendlich. kleinen

Verbiegungen der Brennflacken.

Guichard, von dem die obigen Formeln fur die TF-Systeme

herriihren, hat auch bemerkt, dass sie die allgemeinsten W- Systeme
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liefern. Wir wollen jetzt dieses wichtige Ergebnis beweisen, das

wir auf Grrund des obigen Satzes auch folgendermassen aussprechen

konnen :

Jeder Brennflachenmantel eines TF-Strahlensystems ist

einer unendlich kleinen Verbieguug fahig, bei der die Ver-

schiebung eines jeden Punktes parallel zur Normale in dem

entsprechenden Punkte des anderen Mantels erfolgt.

Beim Beweise fassen wir den Fall ins Auge ?
in dem die Haupt-

tangeutencurven u, v auf beiden Manteln S, S reell sind, da sich

der andere Fall ganz analog erledigt. Sind (x } y } i), (x1} y1} ^) zwei

eutsprechende Punkte von S, S1} so definieren wir die beideu Flachen

durch die Lelieuvre schen Formeln:

(18)

(19) ^ =
v J cu

cu cu
(C

n t

cv

cu oû
\ cv

cv

wo |, iy, ; j, i^, ^ den Richtungscosinus der Normalen von S und

/Sj
in den beiden entsprechenden Punkten beziiglich proportional sind.

Wird

gesetztj so sind

(20)
7TA =

er

die Kriimniungsniasse von &amp;gt;S und 5
X (nacli S. 133).

Nach Yoraussetzung ist:

(^ x) + n (ft ij) + (^ e)
=

0,

wir konnen demnach, wenn wir mit m eiuen geeigneten Proportioua-

litatsfactor bezeicknen,

(21) x
:

x=
6

^ = m

setzen. Werden diese Gleichungen nach u differenziert, die so entstan-

denen Gleichungeii der Reihe nach mit g, y, %, sodann mit g1; iy1; gx

multiplicieii und addiert, so ergiebt sich:
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(a)

I n I

Si % &
^ il a% 2 Ji

du du du

I *!

or) o

du du

= m

du du

1 S

du du

Wird beziiglich v ebenso verfahren
?
so folgt:

n I

cv

i n

dv dv

I n

dv

Nun konnen die beiden Deterrninanten:

ii

nicht gleichzeitig gleich Null sein, denn sonst ware:

es bestande demnach die Proportion:

ii : % : & = 1 :
1?

: S,

und weil die Normalen in entsprechenden Punkten von S, /S^ parallel

sind, so wiirden die beiden Flachen zusammenfallen, was wir aus-

schliessen. Die Gleichungen (a) und (b) ergeben folglich:

m2 = 1,

und wir konnen ohne weiteres

m 1

setzen, indem wir entgegengesetzten Falls die Zeichen von 1; iy1; ^
andern.
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Wir erhalten demnach die Gleichungen:

it I & ii ; -.t

die nach u und t; differenziert und unter Beriicksichtigung der Glei

chungen (18) und (19) die folgenden Proportionen liefern:

c(6 + fe) . 3to + ih) . ?(+&) __ fc _ fc . . *
*! /- % fc fa

Bezeichnen wir also mit
or, /3

zwei geeignete Functionen von M und r,

so konnen wir setzen:

V ^^ )

Wenn wir die ersten drei Gleichungen nach v, die drei letzten nach u

differenzieren, darauf entsprechende Gleichungen addieren und uns er-

innern, dass ^, i^, t, Losungen ein und dereelben Laplace schen Gleichung:

(24) t- = M9-
cucv

sind, so erhalten wir:

Da die Proportion:

unmoglich ist, so folgt:

^ ==
civ cu

Bezeichnen wir also mit R eine neue Function von u und v, so

konnen wir

_clogE A _clogR
p,, Pcu cv

setzen. Weil nun die zweite der obigen Gleichungen in

c ucv
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iibergeht, so ist hiermit bewiesen, dass R eine Losung der Gleichung

(24) ist. Nun lassen sich die Gleichungen (23) auf die Gleichungen

(13) des vorigen Paragraphen zuruckfiihren, und der Satz ist somit

bewiesen.

169. Verallgemeinerang des Halphen schen Satzes.

Die obigen Gleichungen fuhren sofort zum Beweise des bereits in

150, S. 281, erhaltenen Satzes, der die von Halphen fur die TF-Nor-

malensysteme nachgewiesene Eigenschaft ( 127, S. 243, Gleichung (17))

auf alle TF-Systeme ausdehnt.

Bezeichnen wir namlich mit 6 den Winkel der beiden Brenn-

ebenen in eineni W- System, dessen Brennflachenmantel S und $j seien,

so haben wir:

Hi +n 4- i
= V0fc COS(?

;

wo p, (&amp;gt;!

die durch die Gleichungen (20) gegebene Bedeutung haben.

Daraus folgt wegen der Gleichungen (14):

(#! x)
2 + fa y~)

2 + (al 8? = $$! sin
2

&amp;lt;s,

und da nun

die Entfernung der beiden Brennpunkte und folglich

-. == Vo p tsin n
~ vl

die Entfernung der Grenzpunkte angiebt, so ergiebt sich aus (20) die

Gleichung:

(24) **.-(=7-T
und hieraus der erwahnte Satz:

Bei jedem TF&quot;-Strahlensystern ist das Product der Krurn-

mungsmasse der beiden Brennflachenmantel in zwei ent-

sprechenden Punkten gleich dem reciproken Wert der vierten

Potenz der Entfernung der Grenzpunkte.
Die Ergebnisse der voraufgehenden Paragraphen liefern eine einfache

geometrische Deutung fur den Moutard schen Satz (S. 312, 313). Man

lege namlich eine Moutard sche Gleichung (1) vor, von der E eine par-

ticuliire Losung sei, mittels deren (1) nach dem angegebenen Verfahren

in die neue Gleichung (1*) transforrniert wird. Bezeichnen wir mit

|, rjj
drei particulare Losungen der Gleichung (1), so konnen wir

nach den Lelieuvre schen Formeln (9) eine zugehorige, auf ihre Haupt-

tangentencurven u, v bezogene Flache 8 construieren, fur die Gleichung (1)
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die Gleichung der unendlich kleinen Verbiegungen ist. Entsprechend

der gewahlten Losung R haben wir, um von (1) zu (1*) zu gelangen,

eine unendlich kleine Yerbiegung der Flache S, fur die wir nach

dem Satze auf S. 316 ein zugehoriges W- Strahlensystem construieren.

Fur den zweiten Brennflachenmantel S ist die Gleichung der unendlich

kleinen Verbiegungen gerade die nach der Moutard schen Methode

Transfonnierte (1*). Hieraus folgt: Fur die beiden Brennflachen

mantel eines TF-Strahlensystems sind die Aufgaben, ihre

unendlich kleinen Verbiegungen zu bestimmen, Equivalent.
Wir bemerken nun, dass jede projective Raumtransformation ein

W-System offenbar wieder in ein solches uberfiihrt, und da nun eben

die Frage nach den unendlich kleinen Verbiegungen einer Flache S
mit der Bestimmung derjenigen TT- Systeme, fur welche 5 ein Brenn

flachenmantel ist, zusammenfallt, so ergiebt sich, dass, wenn alle

unendlich kleinen Verbiegungen einer Flache S bekannt

sind, das namliche fur alle durch projective Transformation
aus S hervorgehenden Flachen gilt. Dieses folgt auch aus der

Bemerkung in 159, S. 301
, unten, nach der die genannte Aufgabe

mit der Bestimmung der conjugierten Systeme mit gleichen Invarianten

auf S zusammenfallt; es bleiben namlich die conjugierten Systeme mit

gleichen Invarianten bei projectiven Transfonnationen erhalten.

170. Neuer Beweis des Weingarten schen Satzes.

Wir wollen nun zeigen, wie auch der Weingarten sche Satz fiber

die Evolutenflachen der TF- Flachen und seine Umkehrung aus dem
Ribaucour schen Satze

( 127, S. 243) und aus der allgemeinen, in den

vorhergehenden Paragraphen fur die TF-Strahlensysteme angegebenen
Construction folgen. Hierzu schicken wir zunachst eine Untersuchung

voraus, deren Ergebnisse uns sehr bald von Nutzen sein werden, indem

wir uns die Frage stellen: Welche Flachen S gestatten eine un
endlich kleine Verbiegung in sich?

Da die Verschiebung eines jeden Punktes von S tangential langs
der Flache erfolgt, so wahlen wir als Curven u diejenigen, welche auf

$ von diesen Richtungen umhullt werden, und als Curven v ihre

Orthogonaltrajectorien, sodass das Quadrat des Linienelements von S
durch

ds2 = Edit* + Gdv*

gegeben ist. Bezeichnen wir, wie in 153, S. 287, mit

ex, sy, S3

die Coniponenten der Verschiebung, so haben wir nach Voraussetzuug:
Bianchi, Differentialgeometrie. 21
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i dx h cy - h dz
nt 3 _ ff

worin A ein geeigneter Proportionalitatsfactor ist. Nun liefern die

Bedingungen (S. 289):

dx d x _ ~
*^1 dx dx _ ~ VT tdx dx . fix dx\ __ ~

~ =
&amp;gt;

~~
~*~

~

die Grleichungen :

^- = -=0~ ~

Aus ihnen ergiebt sich, dass

E=I, i = ya =

gesetzt werden kann, wo r eine Function von u allein ist. Daraus

folgt: Die gesuchten Flachen sind ausschliesslich die auf Ro-

tationsflachen abwickelbaren Flachen.

Wird ferner der Wert der charakteristischen Weingarten schen

Function (S. 289)
l / &quot;VI Sx dx ~\J dx cx

w /^ -^ / n
2r \^J cv 8u - du dv

berechnet, so ergiebt sicn sofort cp
-

,-*) Also: Ftirjede Flache

S, die auf eine Rotationsflache mit dem Linienelement-Quadrat

dsz =
du&quot;

2 + r^dv2

abwickelbar ist, ist der Wert der charakteristischen Func

tion
y&amp;gt;,

welche die Verschiebung der Flache in sich angiebt,

proportional -p

Nach dieser Vorbemerkung nehmen wir an, es liege eine W- Flache

vor, deren Normalen also ein W- System bilden. Nach dem Satze

in 168, S. 317
; gestattet jeder Mantel der Evolutenflache eine unend-

lich kleine Verbiegung in sich und ist deshalb auf eine Rotationsflache

abwickelbar (Weingarten scher Satz).

Umgekehrt, ist S eine auf eine Rotationsflache abwickelbare Flache,

so bilden die Tangenten der Biegungscurven der Meridiane nach dem

Satze in 167 ein TF&quot;-(Normalen-)Systeni ;
woraus die Umkehrung des

Weingarten schen Satzes folgt.

*) Es ersfiebt sich namlich op = ^ ^ 5- 5 un(^ durch Differentia-
r ^ cucv cv

. -y ^^ I I L/ tV 1 ft -1 ^. * IX A/ V *V C* /

tion von: (r = / \- )
= r z nach u: /. ~ 5~5~~ == r T~cuovtfv du
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171. W- Strahlensysteme, die der Gleichung: C U C V
= entsprechen.

Wir geben nun einige bemerkenswerte Beispiele von TF-Strahlen-

systemen an, die uns zu wichtigen von Darboux*) herruhrenden Er-

gebnissen fiihren.

Als Moutard sche Fundamentalgleichung wahlen wir die Gleichung:

(25) 4^- =^ f.&amp;lt;*Lrv*cue &amp;gt;-

und construieren mittels dreier particularer Losungen:

(26) S =AM + *i, i =fM + g&amp;gt;M, S=
nach den Lelieuvre schen Formeln:

t () -I-

ex
cv

(w) + 9a0) fsW +

die entsprechende Flache S, deren Haupttangentencurven die Curven

u, v sind. Auf die Gleichung ( 25) wenden wir die Moutard sche Trans

formation mittels der particularen Losung: H = 1 an, sodass die trans-

fonnierte Gleichung mit (25) selbst ubereinstimmt. Construieren wir

nun nach den Gleichimgen in 166, S. 314, das entsprechende TF-System,
fiir das S der eine Brennnachenmantel ist, so ergiebt sich aus den Glei

chungen (13) (S. 314) fur den zweiten Mantel S^:

/O*-\ &quot;-&quot;\ f \ f \ S \ -F / \ fr

und es ist folglich nach S. 315, (14):

&amp;lt;Pa(
p) A(M) &amp;lt;P*(v) A(&amp;lt;*)& \ / I Z \ s f o \ / I o \ / t e\

) AM

= * _i_
-AOO

9^100 + AM

AM
+ AM
AM

A 00 AM

AOO AM

AOO AM
Wir bezeichnen nun mit S die Mittelflache dieses W- Systems und mit

X
, yQ ,

ZQ die Coordinaten jedes Strahlenmittelpunkts. Aus den Glei

chungen:

*) Le9ons, 3. Bd., S. 372 u. f.

21*
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und aus den vorstehenden folgt:

(27) cu
(u) f3 (u)

dv

0) 93 (0

nebst analogen Gleichungen fur yQ
und # . Wie wir sehen, ist die Mittel-

flache S dieses W- Systems eine Translationsflache, deren erzeugende
Curven die Curven u, v sind

( 59, S. 113). Ferner erhellt sofort,

dass f1} f2) f3 den Richtungscosinus der Binormale der Curve v auf S
und

&amp;lt;p1; (p2 , qp3 denjenigen der Binormale der Curve u proportional

sind, woraus folgt, dass jeder durch einen Punkt P von S gehende
Strahl des W- Systems die Schnittlinie der beiden Schmiegungsebenen
der durch P gehenden Curven u

}
v ist.

Umgekehrt legen wir nun eine beliebige Translationsflache S
vor

;
die durch die Gleichungen:

(28) xQ
=

F,(u} + ^(v\ y =*;M + *W, o=^W+*3W
bestimmt sei

;
und wollen beweisen, dass durch passende Wahl der

Functionen fl} f2 , fs cplf (p2 , cp3 die Gleichungen (27) in die Glei

chungen (28) ubergefuhrt werden konnen. Der Einfachheit halber

wahlen wir als Parameter u, v auf S die Bogen der Parameterlinien
;

d. h. wir setzen:

Indem wir fiir die Curven u, v auf $ die ublichen Bezeichnungen
aus der Curvenlehre beibehalten und den betreffenden Ausdriicken den

Index u oder v beifiigen, je nachdem sie sich auf die Curven u= Const.

oder v = Const, beziehen, branchen wir in der That nur

/i
= y~T, cos Ae , A = VTV cos a,, /&quot;,

= V JL V cosvt

(29) {
_L . _!__

t
= V ^ COS AM ,

OP2
= ]/^ TM COS UU) OP3

= V^ Tu COS Vw

zu setzen, damit die Gleichungen (28) und (29) zusammenfallen.

Wir haben demnach den Satz von Darboux: Wird durch

jeden Punkt einer Translationsflache S die Schnittgerade
der beiden Schmiegungsebenen der durch diesen Punkt hin-

durchgehenden erzeugenden Curven gezogen, so entsteht ein

TF-Strahlensystem, auf dessen Brennflachenm anteln die Haupt-

tangentencurven den erzeugenden Curven von 8 entsprechen.

Uebrigens sehen wir, dass, wenn diese Construction reell sein soil,

die Torsionen der beiden erzeugenden Curven dem Zeichen nach ent-

gegengesetzt sein mussen.
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172. TF-Normalensysteme, die der Gleichung: ^- =
cu c v

entsprecnen.

Wir untersuchen nun, ob es unter den im Anschluss an den obigen

Satz construierbaren TF-Systemen Xormalensysteme giebt. Hierzu ist

nach S. 320 notwendig und hinreichend, dass

oder nach S. 323, dass

ist. Daraus ergiebt sich infolge der Gleichungen (29):

fJJ /TT

-Lt
~ J- U)

und da T, eine Function von u allein, Tu eine solche von v allein

ist, so haben wir das Ergebnis: Die gesuchten Translationsflachen

sind diejenigen, deren erzeugende Curven gleiche und dein

Zeichen nach entgegengesetzte constante Torsionen haben.

Wir wollen nun beweisen, dass die zu den Systemstrahlen ortho-

gonaleu Flachen diejenigen Weingarteu schen Flachen ( 134, S. 252)

sind, deren Hauptkrummungsradien durch die Relation:

k (r2 rx)
= sin [k (r2 -f- *&quot;i)] (&

=
Const.)

verbunden sind. Hierzu bemerken wir, dass die beiden Mantel der

Brennflache der Moutard schen Gleichung:

=
cucv

entsprechen und dass R == 1 diejenige Losung derselben ist. welche

die Verschiebung der Fliiche in sich ergiebt. Demnach ist der zuge-

horige Wert der charakteristischen Weingarten schen Function infolge

der Gleichungen in 157, S. 296, durch

, .

gegeben, wenn K= --5 das Krummungsmass des in Rede stehenden

Mantels S ist. Bezeichnen wir andrerseits mit

das Quadrat des auf die Biegungscurven der Meridiane und Parallel-

kreise bezogenen Linienelements von S, so ist infolge der Bemerkung
in 170, S. 322:

- l-
^ r

und da nach S. 159, (13),
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ist, so folgt daraus zur Bestimmung von r sis Function von cc die

Gleichung:

^_fci
dec*
~ K

oder:

demnach :

(dr \
2 ! / n i\

feHa-fcV (= Const.).

Wir haben also:

ds2=
(a

2 - Wr2

)dr
2 + r2

t?/3
2

.

Setzen wir:
.0)= a sm

so folgt hieraus:

^s2 =^ (cos^ f ^o,
2 + A sin2

1 rf/3
2

) *),

und dieses ist gerade der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements,
den wir in 134 (S. 253) fiir den einen Mantel der Evolutenflachen

der angefuhrten TF-Flachen gefunden haben.

Umgekehrt besitzt jede Flache, auf der das Quadrat des Linien-

elements in die obige Form gebracht werden kann, als charakteristi-

sclie Function fiir ihre Verschiebung in sich den Ausdruck

1

cp= .

V?

Demnacn ist E = 1 eine Losung der entsprechenden Moutard schen

Gleichung, die folglich die Form:

; =

hat. Daraus schliessen wir, dass die vorhin angegebene Construction

alle diejenigen TT-Flachen liefert, fiir welche die spharischen Bilder

der Kriimmungslinien confocale Ellipsen und Hyperbeln sind. Wir
haben somit den schonen Satz von Darboux abgeleitet:

Um alle diejenigen TF-Flachen zu construieren, deren

Hauptkriimmungsradien durch die Relation:

*) Die directe Ausrechnung dieser Gleichung bietet keine Schwierigkeit; wir

verweisen jedoch hier in BetrefF des directen Nachweises auf Darboux, a. a. 0.
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verbunden sind, betrachte man eine Translationsflache S
,

deren erzeugende Curven gleiche und entgegengesetzte con-

stante Torsionen haben. Durch jeden Punkt P von S ziehe

man die Schnittgerade der beiden Schmiegungsebenen der

durchPgehendenerzeugenden Curven. Dieses Strahlensystem

ist ein Normalensystem, und seine Orthogonalflachen sind

die allgemeinsten TT-Flachen der obigen Art.

c-9 , c*&

173. TF-Normalensysteme, die der Gleichung: ^ + -^
-

entsprechen.

Wir setzen zweitens die Gleichung:

cu

an. Es seien g, rj,
drei particular Integrale, mit denen wir vermoge

der Gleichungen:

(30) ||
s=

JL[i. lf
== ~~^f

2V 3v du d
,

und der analogen in y und z eine Flache S construieren, auf der das

System u, v isotherm -conjugiert ist. Wir betrachten diejenige unend-

lich kleine Verbiegung dieser Flache S, welche der Losung E == 1 der

Gleichung (A) entspricht, und construieren das zugehorige W- Strahlen

system. Der zweite Brennflachenmantel S1
ist durch die Gleichungen

% t I ! ^ Si . lV% I

(31) x
l
= x+

g
, fc f+|j |

&amp;gt;
^ =

| ,|

definiert, wo g x , ijj, ^ die zu g, ij, g conjugierten Losungen von (A)

sind, die den Gleichungen (17), 167, S. 316:

genugen. Die Coordinate* XQJ */ ,
ZQ des Mitt^lpunkts eines Strahls

dieses W- Systems genugen ebenfaUs der Gleichung (A).

Urn JT-Normalensysteme dieser Art zu erhalten, brauchen wir

nur die Bedingung:

aufzusteUen, d. h.: Das durch die Gleichungen (30) und (31)

definierte TF-Strahlensystem ist ein Normalensystem, wenn

die Summe der Quadrate der drei Functionen der complexen

Yariabeln u -f- iv:
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Si + *l, *?i + &quot;2; Si + * &

gleich einer reellen Constanten, also

(32) & + |) + (% + i,) + & + *Q* = a

ist.

1st insbesondere a = 0, so ergiebt sich:

Si* + % 2 + tf = i
2 + *?

2 + S
2

,

d. h.:

*;-*),
wenn K, K die Krummungsmasse der beiden Brennflachenmantel S, Si

sind. Diese Thatsaclie, verbunden mit der Anmerkung zu 128
7

S. 244, geniigt bereits, um nachzuweisen
?

dass im Falle a = das

W- System von den Normalen einer Minimalflache gebildet wird, welche

die Mittelflaehe S des Systems ist, und dass die Flachen S
}
S

1
nichts

anderes sind, als die Mantel der Evolutenflache der Minimalflache $ **)-

Um fiir einen beliebigen Wert der Constanten a auf der rechten

Seite der Grleichung (32) zu untersuchen, auf welche Rotationsflache

S und analog S abwickelbar ist, brauchen wir nur wie im vorigen

Paragraphen zu verfahren, indem wir beriicksichtigen, dass fiir unsere

Flache S der Wert der charakteristischen Function, welche die Ver-

schiebung der Flache in sich angiebt,

ist
,
wenn K= ,

das Kriimmungsmass ist. Zur Bestimmung von r

als Function von a ( 172, S. 326) haben wir also hier die Gleichung:

demnach :

* + *&amp;gt;* (6
=

Const.),

*) &quot;Wir sehen vibrigens, dass, wenn wir, anstatt die Constante a auf der

rechten Seite der Grleichung (32) gleich Null zu setzen, sie in dem entsprechenden

W- System rein imaginar annahmen, die Mantel der Brennflache immer noch

gleiches Kriimmungsmass haben wurden.

**) Bei dieser Gelegenheit diirfte die Bemerkung am Platze sein, dass jedem

Orthogonalsystem auf der Evolventenflache S auf den Manteln 5, S
t

der Evo

lutenflache ein conjugiertes System, insbesondere jedem Isothermensystem auf S
ein isotherm -conjugiertes System auf S, S

t entspricht. Diese Eigenschaft kommt,
wie aus den Gleichungen in 127 leicht ersichtlich ist, alien Flachen mit con-

stanter mittlerer Krurnmung zu.
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und somit fur das Quadrat des Linienelements von S:

(33) ds2 =
(6 + lAv*)dr*

Umgekehrt 1st fur jede Flache S, auf der das Quadrat des Linien

elements in diese Form gebracht werden kann, der entsprechende

Wert der charakteristischen Function
&amp;lt;p gleich ,

und da die zugehorige
V9

Moutard sche Gleichimg die Losung R = 1 besitzt, so lautet sie:

Wir sehen somit, dass unsere TF-Strahlensysteme in ihren Brennflachen

alle Flachen mit dem gegebenen Linienelement (33) liefern.

174. Bestimmung aller auf das Rotationsparaboloid abwickelbarer

Flachen,

Um nun fiber die Gestalt der Rotationsflache, auf die S abwickel-

bar ist, klar zu werden, miissen wir, je nach dem Vorzeichen von b in

der Gleichung (33), das, was wir sofort sehen werden, dem von a

in der Gleichung (32) entspricht, verschiedene Falle unterscheiden.

1) Ist 6 = 0, so wird das Quadrat des Linienelements (33)

ds- = du 2 + udp
und gehort zu den Evolutenflachen der Minimalflachen ( 134. S. 252,

Anmerkung). Es ist dieses derjenige Fall, welcher, wie wir bereits

vorhin gesehen haben, durch den Wert a == der Constanten in der

Gleichung (32) charakterisiert wird.

2) Sei b
&amp;gt;

0. Dann konnen wir unbeschadet der Allgemeinheit

& = 1, ds2 =
(1 + Pr^dr- + r-df

setzen, und die zugehorige Rotationsflache ist das Rotationspara-
boloid (vgl. S. 78):

jfcr^=^W = -2-

Setzen wir ferner unter Einfuhrung einer Hilfsftmction w

k2 r = sinh ?

I

so folgt:

(34) ds2 = c
2

(cosh
4 ~ dn* + sinh2

y dv*} (c
=

-^~)

Berechnen wir nun die Hauptkriimmungsradien rlf rz der Evol-

ventenflache, so finden wir nach den Formeln in 133, S. 251, ohne

Schwierigkeit:
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/oe\ sinh co GO -(- sinh co

r
2
= C -

rj
= C

demnach (vgl. S. 247) fur den zweiten Mantel S1
den Ausdruck:

(34*) ds 2= c
2

(sinh
4

1 dco
2 + cosh2

|-
^t;

2

) ,

der, wie sofort einleuchtet, dem Ausdruck (33) fur das Quadrat des

Linienelements mit negativem & entspricht.

Ferner ergeben sich fur die zu (34), (34*) gehorigen Krummungen

K, K^ nach S. 243, (16), die Ausdriicke:

1 1

Es ist also:

4c 2 cosh 4 ~ 4c 2 sinh 4

-i -.

= 2ccosh2
-7

(&amp;gt;x
= 2c sinh2

-^-?

Daher hat die Constante in der Grleichung (32), namlich

-
(ii

2 + tf + tf)
-

(? +f+ P) = Pi
&quot;

Q,

eineh negativen Wert.

Hieraus ist ersichtlich, dass der Fall &
&amp;lt; 0, welcher der Wahl

eines positiven a in der Gleichung (32) entspricht, nicht betrachtet zu

werden braucht, und wir konnen das Ergebnis von Darboux in der

folgenden Fassung aussprecheu:

Sind li + *l, ^i + iy, i + * drei solche beliebige Func-

tionen der cornplexen Veranderlichen u -j- iv
}

die durch die

Gleichung:

(B) (^ + *|)
2 + (% + ^)

2 + tfi + 8 = Const.

verbunden sind, so liefern die Grleichungen (30) mittels Qua-
draturen die allgemeinsten auf das Rotationsparaboloid ab-

wickelbaren Flachen, wenn die reelle Constante auf der rech-

ten Seite von (B) negativ ist, andernfalls ihre Erganzungs-
flachen. Ist ferner diese Constante gleich Null, so ergeben
sich aus den Grleichungen (30) alle Evolutenflachen der Mini-

malflachen.

Schliesslich bemerken wir, dass das Quadrat des Linienelements

der Kugel, bezogen .auf die spharischen Bilder der Krummungslinien
der Evolventenflache, die charakteristische Form

( 133, S. 250):

/o/\ 7

(36) ds
sinh 2 - cosh 2

.
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annimmt. Wir sehen also, dass sich die Aufgabe, das Quadrat des

Linienelements der Kugel auf diese Form zu bringen, mittels Quadra-

turen losen lasst.

175. W- Strahlensysteme, deren Brennflachen in entsprechenden

Punkten gleiche Kriimmung haben.

Wir betrachten noch eine zweite Klasse von TF-Strahlensystemen.

von denen die pseudospharischen ( 151, S. 282) ein besonderer Fall

sind. Zu diesem Zwecke stellen wir ims die Aufgabe, diejenigen

TF-Systeme zu bestimmen, deren Brennflachenmantel in entsprechenden

Punkten gleiches Krummungsmass besitzen, wobei wir uns ubrigens
auf den Fall beschranken, in dem die Haupttangentencurven
auf der Brennflache reell sind.

Wir wahlen die Haupttangentencurveu als Parameterlinien u
t
v

und bedienen uns bei der Untersuchung der Gleichungen in 166,

S. 314. Da nach Yoraussetzung

K=K
1

ist, so ist nach S. 317:

(37) |* + , + = tf + tf + tf = Q)

ferner, wenn 6 den Winkel zwischen den Brennebenen bedeutet, nach

S. 320:

(38) l^ + ^n 4-^ = 9 cose.

Nun multiplicieren wir die drei ersten Gleichungen (13), S. 314, der

Reihe nach mit |, TJ, ,
ebenso mit |17 rj1} x

und addieren sie jedes

Mai. So erhalten wir unter Beriicksichtigung der Gleichungen (37), (38) :

^CE pfl CQ ,

p (1 cos 6) ^ = E\ - -4-
J cu L 2 cu

N c E
cos C) -^- =

} ctt 2 cu
fc c|&quot;|

, 5i ^~- x c wj

und hieraus durch Addition:

(39) cu cu

Verfahren wir ebenso mit den drei letzten Gleichungen (13), S. 314,

so erhalten wir:

(39*) =
(1
- cos .) *).

dnrch die Symbole . ,i *e sich anf

das Quadrat des Linienelements der Kugel beziehen, ausgedriickt, so lauten diese

Gleichungen (vgl. S. 125):
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Aus diesen Gleichungen folgt:

+ co..)^] + /s [l
-co. ,) -0

oder wegen der Gleichungen (39), (39*) selbst:

demnach :

K=
&quot;frWTW&quot;

1

wenn mit
&amp;lt;p(u)

eine Function von u allein, mit i^(v} eine Function

von v allein bezeichnet wird. Also: Wenn bei einem W- System
die beiden Brennflachenmantel in entsprechenden Punkten

gleiches Krummungsmass besitzen, so nimmt dieses Krum
mungsmass, durch die Parameter u, v der Haupttangenten-
curven ausgedriickt, die charakteristische Form (40) an.

Im nachsten Paragraphen werden wir beweisen, dass die hier als

notwendig nachgewiesene Bedingung auch hinreichend 1st, genauer aus-

gedriickt, dass jede Flache der Klasse (40) als erster Brenn
flachenmantel zu oo 2

TF-Systemen der gesuchten Art gehort,
deren Bestimmung von der Integration einer Riccati schen

Gleichung abhangt.
Wir bemerken hier noch, dass die durch die Gleichung (40)

charakterisierten Flachen als besonderen Fall die pseudospharischen
Flachen umfassen, die in dem Falle

7
dass

y&amp;gt;(u)
und

if&amp;gt;(v)
beide constant

sind, hervorgehen.
1st nur eine der beiden Functionen

&amp;lt;p(w), i[&amp;gt;(v),
z. B.

il&amp;gt;(y),
con

stant, so sind die Curven gleicher Krurnmung K= Const, die

Haupttangentencurven u
:
von denen also jede (nach dem Enneper schen

Satze, S. 121) eine Curve constanter Torsion ist. Umgekehrt gehoren
alle Flachen, deren Haupttangentencurven des einen Systems Curven

constanter Torsion sind
;

zu dieser Klasse. Das einfachste Beispiel

einer solchen Flache ist die Minimal- Schraubenflache.

(12)= 2 (1 cos 0)
|

,

{1

2 ) f 1 2 1

, besteht die Identitat:
1 I & J
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Endlich bemerken wir, dass zu der allgemeinen Klasse (40) alle

geraden Conoidflachen ( 68, S. 134) gehoren.

176. Zuriickfiilirung ilirer Bestimmung auf eine Riccati sche

Gleichung.

Zum Beweise des angefiihrten Satzes nehmen wir eine Flache S

der Klasse (40) und bestimmen den Winkel 6 durch die Gleichungen

(39), (39*), die integriert

wo I- eine willkiirliche Constante ist, geben. Wir erteilen in dieser

Gleichung fc einen festen Wert und wollen dann beweisen, dass cc 1

solche IT-Systeme construiert werden konnen, deren einer Brennflachen-

niantel S ist und deren zweiter Brennflachenmantel S in jedem ent-

sprechenden Punkte dasselbe Krummungsmass wie S hat.

Bei diesen Strahlensvstemen ist infolge der Gleichung (24), S. 320,

die Entfernung der Brennpunkte

8 = Q sin d .

Wir betrachten nun in jedem Punkte von S die Richtungen der Krum-

niungslinien, deren Richtungscosinus wir mit X
x ,
Y1} Z\ X*, YtJ Z*

bezeichnen. Auf der Bildkugel sind nach S. 120 diese beiden Richtungen

die Halbierungslinien der Winkel zwischen den Parameterlinien u, ti

es gelten daher die in 149 (S. 278) abgeleiteten Fonneln, die wir

der grosseren Klarheit halber hier nochmals zusammenstellen*):

(42)

- }Tg (- sin
-f X, cos

= AX,- VecosX, = -BX
l -yg cos - X:

*) Die obigen und die umstehenden Formeki beziehen sich auf das Quadrat

des Linienelements der Bildkugel

dudv -}- gdv*,

und mit sind die geodatischen Ejummungen der spharischen Curven u
,
v

e u e,

bezeichnet.
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A = ---
-~ \- I/-

| . [ sin & = r- ?
2 cw r a I 1 J o 2 0w

(43)
-D 1 d& . -i/g I1SI . 1/fl 1 dft
-ft = -x h I/

-
{ |

sm & = ^- -x
2 dv f e I 2 p 2 e&amp;gt;vv w

Fur die Coordinaten x, y, z eines Punktes F von /S geben dann

die Gleichungen (13), 64, S. 126 :

(45)

,8u~ *

(44) V ^ -. / I ii -r,- . . ii -,? \
~ = o y q I cos -^- A, + sm JC, ) u. s. w.
u V \ /

Bezeichnen wir mit 95 den unbekannten Neigungswinkel des Focal-

abstands FF gegen die von F auf S ausgehende Richtung (Xi}
Y

1} Z^),

so erhalten wir fiir die Coordinaten x
, y ,

z von F offenbar die Aus-

driicke:

x x + Q sin 6 (cos cpXi -f- sin
cpX2) ,

/
= y -f- Q sin (7 (cos cp Yi -f~ sin cp Y%) }

, = 2 -f- Q sin &amp;lt;? (cos 95 Zi -f- sin 9? 2̂)
.

Nun mtissen wir 9) den Bedingungen unserer Aufgabe unterwerfen.

Hierzu beweisen wir zunachst, dass cp so bestimmt werden kann, dass

die in F zur Flache S
,

der Ortsflache des durch die Gleichungen

(45) bestimmten Punktes F (x , y , ), gezogene Normale die Rich-

tungscosinus

X = cos 0X -f- sin 6 (cos cpX2
sin

Y = cos &amp;lt;? Y -j- sin &amp;lt;s (cos 95 F2 sin cp

Z = cos 6 Z -f- sin tf (cos 93 2̂
sin

hat; ist dieses bewiesen, so ist die Flache S offenbar der zweite Brenn-

tiachenmantel des so construierten Strahlensystems. Bilden wir nun die

beiden Gleichungen:

(46)

*

09

die eben besagen, dass die Richtung (X , Y, Z }
zur Flache S nor

mal ist, so finden wir unter Benutzung der friiheren Gleichungen:

., /- 1 -j- COS 6.1 . Si

ye -. sm ( cp -4-

(A.^ I
&quot; sm

^ l^m r 1 COS 6 . I

q = sin I cpy sm a v
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Wird nun die Identitat:

cA . cB ,/ . n---h -5 = Veq sin Q
cv cu

beriicksichtigt, die aus der Liouville schen Formel fur das Kruinmungs-
mass

( 77, S. 151), sowie auch die beiden Gleichungen:

c /,/- 1 cos a\ .,/- ! cos o~
cu

d

., fl2\ , /- 1 -4- cose f
1 2\= V cos -= yq -. _ ;

/ sine I 1 J
ry sin o ( 2 J

/T /- 1 + cos ff\ /- _ 1 4- cos a { 1 2 ) , /- 1 cos f 1 2 \

(Ve - ^--
)
= yg cos ^i --^-

[ Ve =

\ r sin a / sm&amp;lt;r ( 2 J sin c i 1 I

benutzt, die sich ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen (a) (S. 332)

ergeben, so stellt sich heraus, dass die Integrabilitatsbedingung fiir die

Gleichungen (47) identisch erfullt ist.

Die Gleichungen (47), die durch eine totale Differentialgleichung

fiir tangy vom Riccati schen Typus ersetzt werden konnen, besitzen

also eine Losung &amp;lt;p

mit einer willkiirlichen Constanten.

Es eriibrigt nun noch nachzuweisen, dass fiir einen beliebigen von

den Werten qp, die diesen Gleichungen geniigen, das construierte Strahlen-

system zur TF-Klasse gehort, denn dann folgt aus dem Satz S. 320

unmittelbar, dass das Krummungsmass von S gleich demjenigen von

S ist. Es braucht also nur nachge^viesen zu werden, dass auch auf

der Flache S die Curven M, v Haupttangentencurven sind, d. h. dass

die beiden Gleichungen:

ox __ r\ _ _ /-v~
cu 2u

~
^ cv

bestehen. Wird die Rechnung ausgefiihrt, so ergiebt sich, dass die

Gleichungen genau in die beiden Gleichungen (a), S. 332, die &amp;lt;? bestiin-

nien, iibergehen.

Wir bemerken schliesslich, dass wir wegen der bekannten Eigen-
schaften der Riccati schen Differentialgleichung nur eine particnlare Losung
der Gleichungen (47) zu kennen braucheu, um die allgemeine Losung
mittels Quadraturen zu finden. Hiernach gilt fur die neu abgeleiteten

Flachen der Klasse (40) dasselbe, wie fiir die Ausgangsflache, und es

sind nur Quadraturen erforderlich, um das Verfahren unbegi-enzt oft

anzuwenden. Konnen wir ferner fiir die Ausgaugsflache alle unendlich

kleinen Verbiegungen bestimmen, so gilt nach dem Satze von Moutard
das namliche fiir alle abgeleiteten Flachen. Dieses ist nun eben der

Fall, wenn wir als Ausgangsflache S die Pseudosphare, die Minimal-

Schraubeuregelflache oder das gleichseitig
-
hyperbolische Paraboloid,
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die Vertreter der drei vorhin betrachteten Typen von Flachen (40),

wahlen
*).

177. Satze von Cosserat.

Die associierten Flachen der in den beiden voraufgehenden Para-

graphen betrachteten Flachen besitzen eine bemerkenswerte charakte-

ristische Eigenschaft, die von Cosserat entdeckt worden ist**). Um
dieselbe zu finden, stellen wir uns die Frage: Welch e Flachen kon-

nen so verbogen werden, dass ein urspriinglich conjugiertes

System (u, v) conjugiert bleibt? Als Parameterlinien auf der ge-

suchten Flache S wahlen wir das conjugierte System (w, v). Da D =
ist, lauten die Codazzi schen Gleichungen (S. 91, (IV)):

(48)

Nach der Verbiegung ist T) immer noch gleich Null, und da das

Product DD&quot; ungeandert bleiben soil, so konnen wir die neuen Werte

von D und D&quot; mit

bezeichnen. Setzen wir sie in die Gleichungen (48) ein und beriick-

sichtigen wir diese mit, so finden wir fur die unbekannte Function A

die beiden Gleichungen:

22} D /i \ 31 fill D&quot; / 1

1 J W\l ^ = =

\ 2 J ^A 7

Statt A fiihren wir mittels der Substitution: A2 = 1 H eine andere
v

unbekannte Function v ein. Wenn wir uns dabei der Gleichungen

(25), S. 135:

(221 -D
_ /12l (ill D&quot; _ (12\

\ 1 J W =
I 2 ( 1 2 J I)

= ~

1 1 j

in denen die Symbole rechts fiir das Quadrat des Linienelenients der

Kugel gebildet sind, erinnern, so erhalten wir:

*) Hinsichtlich der weiteren Ausfuhrung vergleiche man die Abhandlung
des Verfassers in den Annali di Matematica, 2. Serie, 18. Bd. (1890).

**) Comptes Rendus de 1 Acad. des Sciences, 12. u. 19. October 1891.
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Jede Losung v dieser Gleiehungen liefert eine Losung der Auf-

gabe; da nun aber diese Gleiehungen in v linear sind, so konnen sie

nicht mehr als eine Losung haben, wofern sie nicht unbeschrankt in-

tegrierbar sind und dann unendlich viele Losungen haben. Damit letz-

terer Fall zutrifft, ist es notwendig und hinreichend, dass

ist,
d. h. die Flache S muss nach S. 332 die Associierte einer Flache der im

vorigen Paragi-aphen betrachteten Klasse sein. Wir haben also gefandeu :

Wenn eine Flache S mehr als eine solche Verbiegung
gestattet, bei der ein urspriinglich conjugiertes System con-

jugiert bleibt, so gestattet sie eine stetige Aufeinanderfolge
solcher Yerbiegungen. Diese Flachen S sind samtlich und

ausschliesslich die Associierten derjenigen Flachen, deren

Kruuimungsmass K, ausgedriickt durch die Parameter der

Haupttangentencurven, die Form (40)

hat.

Nach den Entwickelungen der voraufgehenden Paragi-aphen sind

wir im Stande, lediglich durch Quadraturen beliebig viele Flachen zu

finden, die der hier betrachteten Verbiegungen fahig sind.

178. Beispiele.

Diese allgemeinen Ergebnisse wollen wir auf drei Beispiele anwenden.

1) Das auf der Kugel von den Meridianen und den Parallelkrei

sen gebildete System geniigt den Bedingungen (50). Daher gestatten

alle Gesimsflachen mit cylindrischer Abwickelung ( 74, S. 144) eine

stetige Aufeinanderfolge von Yerbiegungen, bei denen ihre Krummungs-
linien bestandig Ki-ummungslinien bleiben. Umgekehrt lasst sich unter

Benutzung der Gleiehungen (50) leicht nachweisen, dass dieses die

eiuzigeu Flachen sind, die solcher Yerbiegungen fahig sind. Diejenige

Flache, der sie associiert sind, ist die Rotatiousminimalflache, d. h. das

Catenoid.

2) Wir betrachten das gleichseitige hyperbolische Paraboloid, das

zur Klasse (40) gehort.

Da die spharischen Bilder seiner Erzeugenden gi-osste (geodatiselit-
1

Kreise sind, so ist

{VI -o.
Bianchi, Pifferentialgeonaetrie.
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deranach fur die dem Paraboloid associierten Fliiclien
( 69, S. 135,

Formeln (25)):

Dieselben sind also nach S. 137, oben, Translationsflachen, deren

erzeugende Curven, wie leicht ersichtlich, eben sind und in lotrechten

Ebenen liegen. Umgekehrt ist jede Translationsflache dieser Art eine

Associierte des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids. Es gehort

denmach zu jeder solchen Translationsflache eine einfach unendliclie

Schar von Flachen derselben Klasse, die auf einander abwickelbar sind.

3) Schliesslich betrachten wir eine beliebige pseudospharische

Flache S. Ihre Associierten sind Voss sche Flachen
;

auf denen die

Bilder der Haupttangentencurven von S ein conjugiertes System geo-

datischer Linien bilden. Jede Yoss sche Flache kann somit in stetiger

Weise so verbogen werden, dass das conjugierte geodatische System

conjugiert bleibt. In diesem Falle ist die im voraufgehenden Para-

graphen mit A bezeichnete Function eine Constante, woraus erhellt,

dass sich bei der Verbiegung die erste und die zweite Kriimmung der

geodatischen Linien bei dem einen System mit einer Constanten, bei

dem anderen mit dem reciproken Wert derselben multiplicieren.



Kapitel XIII.

Die normalen Kreissysteme.

Bedingung dafnr, dass eine Schar von oc s Curven eine Schar Orthogonalflachen

hat. - - Xormale Kreissysteme oder Cykelsysteme. Grundlegende Satze von

Ribaucour. Dreifaches Orthogonalsystem von Fliichen, das zu einem normalen

Kreissystem gehort. Cyklische Strahlensysteme, die von den Axen eines nor

malen Kreissystems gebildet werden. -- Bedingungen dafur, dass ein Strahlen-

!u cyklisch ist. Strahlensysteme, die auf unendlich viele Weisen cyklisoh

sind. Das Cykelsystem, in dem alle Kreise gleich gross sind. Ausdruck fur

ila* Linienelement des Raumes, bezogen auf ein normales Kreissystem. Be-

stimmung der spharischen Bilder der Abwickelbaren eines cyklischen Strahlen-

svstems.

179. Bedingung dafur, dass eine Schar von oo- Curven eine

Schar Orthogonalflachen hat.

In engem Zusammeuhange mit der Lehre von den geradlinigen

Strahlensystemeu und den unendlich kleinen Verbiegungen der Flachen

steht die Theorie, die wir in dem vorliegenden Kapitel behandeln

wollen und die sich auf Scharen von oc2 Kreisen bezieht, die

eine Schar Orthogonalflachen besitzen.

Eine solche Kreisschar werde kurz ein normales Kreissystem
oder auch nach der Bezeichnung Ribaucours, von dem diese Theorie

eiitwickelt worden ist, ein Cykelsystem genannt.

Wir schicken unserer Untersuchung die Ableitung der Bedingung

voraus, der eine Schar von oo* Curveu im Raume, eine sogenannte

Curvencongruenz, geniigen muss, damit es eine Schar von Flachen

gebe, die zu diesen Curven orthogonal sind*). Wir schreibeii die Glei-

chungen der Congruenzcurven in der Form:

(1) | = |(M, v, 0, n = ^(, v, 0, t = 6(, v, 0,

*) Vgl. Beltrami, Ricerche di analisi appKcata alia geometria. Giornale

di Matematiche, 2. Bd.
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wo
ti,

v zwei willkiirliche Parameter sind, deren einzelne Werte M
O ,

VQ

eine Curve C der Schar eindeutig bestiinmen, wiihrend die Variable t

dann die Punkte der Curve festlegt.

Wir wollen nun annehinen, dass es eine zu den Curven orthogo-
nale Flache 27 gebe, und es sei

(2) t=t(u, v)

diejenige Function von u, v, die wir, uni 2! zu erhalten, in die Glei-

chungen (1) einsetzen miissen. Durch einen Punkt (, 17, ) dieser

Flache, der den Werten U= HO ,
v v entspricht, geht die Curve der

Schar

I = IK, vv, 0; n = *?K, ^o? *); S
=

K&amp;gt;
v
o, 0&amp;gt;

und die Richtungscosinus ihrer Tangente sind proportional

0| ^ ^
a*

?

a* si

Nach der Voraussetzung niuss also

(3)

sein
7
worin ^|, 6?^ ? (?; aus den Gleichungen (1) zu berechnen sind und

fur t der Wert (2) einzusetzen ist. Nun setzen wir:

dt

Dann nimmt die Gleichung (3) die Gestalt an:

(4) Tdt -f Udu + Vdv = 0.

Der gesuchte Wert t muss als Function von u, v dieser totalen Diffe-

rentialgleichung geniigen. Damit es also eine Schar von Flachen 27

gebe ?
die zu den Curven orthogonal sind, ist es notwendig und hin-

reichend, dass die Gleichung (4) unbeschrankt integrierbar sei, d. h.

dass fur alle Werte von t,
u

7
v ihre Integrabilitatsbedingung :

~x n/dU SV\ rr /cV cT\ ,r (cT cU\
(o) T

[&amp;lt;*

---
o ) + U( r..

---
jT-l 4- FI-Ts---o-r )

=
\ov cu/ \ct cvf \cu ct I

erfullt sei. Wird diese Bedingung nicht erfiillt, so kann es nur ein

zelne Flachen geben, die zu den Curven orthogonal sind; dieses ist

dann der Fall, wenn die Gleichung (5) fur t einen oder mehrere

Werte liefert, die der Differentialgleichung (4) genugen.

180. Normale Kreissysteme und Satze von Ribaucour.

Wir nehmen nun an, die Congruenz (1) werde von Kreisen ge-

bildet. Um sie analytisch zu definieren, brauchen wir nur die Coor-

dinaten x
{ , yl7 z

{
des Kreismittelpunkts ,

den Radius E und die
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Lage der Kreisebeue, d. h. die Richhmgscosinus des auf sie errichteten

Lotes, die wir mit a, ft, y bezeichnen wollen, als Functionen von u. r

anzugeben. Wird dieses Lot im Mittelpunkt des Kreises errichtet, so

nennen wir es die Axe des Kreises, und wie sich bald herausstellen

wird, mussen wir mit der Betrachtung des normalen Kreissystems die-

jenige des von den Kreisaxen gebildeten Strahlensystems verbinden.

In der Ebene des Kreises (, )
ziehen wir zwei auf einander

senkrechte, im ubrigen willkiirliche Durchmesser und bezeichnen ihre

Richtungscosinus beziiglich mit a
t , ft, ft; *, ft, ft- Bezeichnen wir

noch mit t den Winkel zwischen einern Radius des Kreises (-, v) und

der Richtung ( 17 ft, ft), so lauten die Gleichungen (1) in unserem

FaUe:

[|
=

#! + R(ccl
cos t -f- a

2
sin ),

(6) /

=
!/i + -K(ft cos ^ ~h ft sin 0?

1
1,
=

Zt -f- B(ft cos t -4- ft sin ) .

Unter Beriicksichtigung der Relationen:

erhalten wir als totale Differentialgleichung (4):

Die Integrabilitatsbedingung
nimmt hier die Gestalt:

(8)
A + B sin i + C cos f =

an, wo J., -B, C Functionen von und v allein sind. Es giebt also

nur dann eine Schar von oc 1

Flachen, die zu den Kreisen orthogonal

siud, wenn identisch

A = 0, B=0, 0=0
ist. Entwickelt liefera diese Bedingungen die folgendeu drei Grund-

gleichimgen:
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run n i
*- . - - 4-

(111) J-

;
x

&amp;lt;x

2 -0, -f-

d

Wenn sie niclit identiscli erfiillt sind, so liefert die Gleichung (8)

hochstens zwei Flachen, die zu den Kreisen orthogonal sind
;
woraus

sich der Satz von Rib an cour ergiebt:

Sind die Kreise einer Schar von cx&amp;gt;

2 Kreisen zu drei ver-

schiedenen Flachen normal, so sind sie es zu einer ganzen
Schar von oo 1 Flachen.

Es diirfte ferner hervorzuheben sein, dass die Gleiclmng (7), worm

A = tang
-
2

als Unbekannte eingefiihrt wird
;
die Riccati sche Form:

dA = (aA* 4- 1}A 4- c)du + (a A 2 + I A + c )dv

annimmt, wo
7 &, c; ?

l&amp;gt;

,
c bekannte Functionen von u

}
v sind.

Man braucht also nur eine der zu den Kreisen orthogonalen Flachen

zu kennen, um alle iibrigen mittels Quadraturen zu finden.

Die Eigenschaft der Riccati schen Gleichung, dass das Doppel-

verhaltnis von vier particularen Losungen A1} A
2 ,
A

3 , A^ constant

(unabhangig von u, v) ist, findet hier die entsprechende geometrische

Deutung in dem Satz von Ribaucour:

Vier Flachen aus der zu einem Kreissystem orthogonalen
Schar bestimmen auf alien Kreisen des Systems je vier Punkte,
deren Doppelverhaltnis constant ist**).

181. Formeln fiir normale Kreissysteme.

Wir betrachten ein normales Kreissystem und wtihlen als Aus-

gangsflache S eine der Orthogonalflachen. Diese Flache 3 beziehen

wir auf ihre Kriimmungslinien 7
indem wir unter Beibehaltung unserei-

iiblichen Bezeichnungen ( 49, S. 94)

v 1 dx v 1 dx
X, = =. ) X9 r--

- - u. s. w.
du /G dv

O Tt P 7?

*) Durch Aullosung der letzten beiden Grleichungen nach -= und -

konnten diese drei Gleichungen leicht in eine Form gebracht werden, in der nur

die Riehtungscosinus a, (3, y der Kreisaxe anstatt a
x , ^ , y l

a
2 , ^2 , y2

auftreten

wttrden.

**) Es ist namlich A= tang -
Q

- der Parameter des Btischels, das vom Endpunkt

des Radius (at , fa , yx )
aus die Punkte des Kreises projiciert.
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setzen. Wir haben claim iiach (4), S. 95, und (14), S. 102, die Gleichiingen:

X
ye to

Durch jeden Pimkt P von 5 geht ein Kreis (w, ) des Systems

normal zu 5 hindurch. Urn ihn zu bestimmen, brauchen wir nur

seinen Radius R und den Winkel
&amp;lt;p anzugeben, den die Spur seiner

Ebene in der Tangentialebene mit der Richtung (Xlt
Y17 ZJ bildet,

Fiir die Coordinaten xlt ylt ^ des Mittelpunkt^s haben wir dann:

xl
= x + -R(cos (pXi + sin 9X2) ,

(10) ft
= y -f- -R(cos &amp;lt;p

r
t + sin

g&amp;gt;

F2) ,

^ = z + ^(cos^Zj + si11 ?3 ^2)-

Als die oben benutzte Richtung (a1; ft, yj wahlen wir die der erwahn-

teu Spur und demuach als Richtung (*,&, y) die der Normale (X, Y&quot;,Z)

von 5. Danu haben wir:

(11) !
= cosq)X1 4- sinqpXg, 2

= X.

Berechnen wir mittels (11) und (9) die Summen in der totalen Diffe-

rentialgleichunor (7), so finden wir wegen (13), S. 102:

&amp;gt;

?ct
&amp;gt; _ Vg sin y

9i
;

rs

Also lautet die totale Differentialgleichung (7) wie folgt:

(12) rf&amp;lt;= sinA^

und die Integrabilitatsbedingungen (I), (II), (III) reducieren sich auf

die beiden folgenden:
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-~
cu\ E ) vv\ E )

d (Y& s^n V - 1
i (V~E cos *P l \ i

du\ E rt/ dv \ E rz /

sin qp cos cp

182. Laplace sche Gleichung, von der die normalen Kreissysteme

abhangen.

1st die Flache S eine Kugel, so sind die beiden Gleichungen (IV)

genau dieselben, und die entsprechenden Kreissysteme ergeben sich

leicht auf Grund des Satzes in 180, wenn noch eine Flache S f

will-

kiirlich angenommen und diejenige Schar von oo a Kreisen construiert

wird, die gleichzeitig zur Kugel S und zur Flache S normal sind.

Denn da die Kugel zweimal als zu den Kreisen normale Flache zahlt,

so besitzt dieses System drei Orthogonalflachen und ist daher nach

S. 342 stets ein normales System. Dieselbe Betrachtung gilt insbe-

sondere auch fiir den Fall, dass an Stelle der Kugel S eine Ebene

tritt, wie sich auch aus der Anwendung einer Transformation rnittels

reciproker Radienvectoren ergiebt.

Wir setzen nun voraus, dass die Flache S keine Kugel sei, und

losen unter Zuhilfenahnie der Gleichungen ( 123. S. 234, (1)):

.. .

3u\ i\ r
2 du cv \ rg / r, dv

die Gleichungen (IV) nach
^

und -~ auf. Dann erhalten wir:

(IV*)

^
-~

r&amp;gt; fdtf 1 cVE\= E cot
&amp;lt;p (-

---
-)\cu G cv

ow

, ? . c ,/^ .= E tang op (
~

-\ -yCrsmrp*

Infolge der ersten der Gleichungen (IV) muss der Ausdruck

cos
&amp;lt;p

E
^

ein vollstandiges Differential sein. Wenn wir noch mit ^ eine unbe-

kannte Hilfsfunction bezeichnen, konnen wir demnach

YE cos qp 1 d ip Y& sin 9 _ 1 c ty

E
if) du E y dv

setzen. Dann liefert die zweite der Gleichungen (IV) unter Beriick-

sichtigung der eben angefiihrten Gleichungen (a) fiir ^ die Laplace sche

Gleichung:
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c~ty r log YE cip . c logY(r cip

CUCC
~

Ct ft* r C

1st umgekehrt 4 eine Losung dieser Gleichung, so ergiebt sich ein

entsprechendes Cykelsystem aus den folgenden Gleichungen:

(
1 1

|

a*
=
E

R rlogtp .R
cos qp

= -- -
, sin m =

YE cu

Wird die Function # eingesetzt und tang wie oben gleich A gesetzt,

so geht die totale Differentialgleichung (12) in:

aA - (A
*-

log (I)
- ?

L^s*) rf + (
A 1. 1^ (?)

_
ftaB,) rf,

V r 3
\ip/ r2 r / \ cr \y/ r

x &amp;lt;r
/

iiber nnd ergiebt mittels einer Quadratur:

(VI) tang
-
,
= T I

&amp;lt;?

- A - ^ + -
1 - *) !* I J ^ fS ^* ^l CD /J

(C eine willkiirliche Constante).

Von der Laplace schen Gleichung (Y) hangt anch die Bestimmung
derjenigen Flachen ab, welche dieselben spharischen Bilder der Kriim-

mungslinien haben, wie die Flache S. Daraus geht hervor, dass die

Aufgabe, die zu einer bestimmten Flache S normalen Kreis-

systeme zu finden, mit der Bestimmung derjenigen Flachen

gleichbedeutend ist, welche mit S die spharischen Bilder der

Krummungslinien gemein haben*). Offenbar sind

x, y, 2, x* + if -f z- + c

particulare Losungen der Gleichung (V); die entsprechenden Kreisysteme
sind die vorhin betrachteten

,
die von den zur Flache S und einer fest-en

Ebene (Coordinatenebene) oder einer Kugel normalen Kreisen gebildet
werden. Die Kugel selbst wird reell oder imaginar, je nachdem die

Constante c
&amp;lt;

oder
&amp;gt; ist. 1st c = 0, so gehen alle Kreise durch

einen Punkt.

*) Die Gleichung, auf deren Integration wir die Aufgabe, die Flachen mit

gegebenen spharischen Bildern der Krummungslinien zu bestimmen, zuruckgefiihrt

haben, ist eigentlich die folgende (s. S. 141, unten):

c*W _ c logYE
7 cW c logYG rW

Bucv cv cu cu c c

worin E
,
G die Coefficienten beim Linienelement der Kugel sind; aber die Lo-

sungen dieser Gleichung sind mit denjenigen der Gleichung (Y) des Textes durch
die einfachen Beziehungen verbunden:

r TJ 1 cty cW 1 Cty

cu r, cu cv r, cv
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183. Dreifach.es Orthogonalsystem von Flachen, das zu einem
normalen Kreissystem gehort.

1st P ein Punkt einer Flache S, die zu einem normalen Kreis

system orthogonal ist, so ziehen wir an die Krurnmungslinien v= Const.,

u = Const, die Tangenten PA mid PJ3. Es seien dabei A und !&amp;gt;

die Punkte, in denen die Tangenten die Axe des durch P gehenden
Kreises C schneiden. Bezeichnen wir mit |1? i?1; A ; |2 , &amp;gt;?2? 2

die

Coordinate!! von A bez. J5, so finden wir unmittelbar:

it
= x ~\

- ^1 &amp;gt; ^i
= v -\
--

Y\ ! 1
= z H--- Z. ,1 COS qp COS qp COS cp

|
= a; _|_ -~^ ; % = 7/ + E

-

F,, ^ = ^ + -. Z2 .

sin qp
J Hin qp sin

cp

Durch Differentiation der ersten Gleichungen nach v, der zweiten nach

u und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (9) und (IV*) er-

giebt sich:

i.i.i t.t.* /__ m v-

&quot;o&quot;

&quot;

&quot;o~
===

^o ^5 ?i
= (cos cp A,, sin

ov ov cv ou du ou
: (cos (p Y2 sin cp

: (cos cpZ2 sin

Da die drei letzten Ausdrucke die Uichtungscosinus der Kreisaxe

sind
?
so erhellt nach S. 264

;
dass die beiden Punkte A, I&amp;gt; die Brenn-

punkte dieser Axe in dem von den Kreisaxen gebildeten Strahlensystem

sind; die Developpabeln des Strahlensystems sind folglich reell und ge-

horen zu den Krummungslinien der Flache S.

Wir betrachten nun alle Flachen 27, die zu den Kreisen ortho

gonal sind, und die beiden Scharen von Ortsflachen der Kreise

u = Const, und v = Const.,

welche wir mit J 17 27
2
bezeichnen. Dann konnen wir leicht den Satz

von Kibaucour beweisen: Die drei Flachenscharen 27, 27
1;

272

bilden ein dreifaches Orthogonalsystem.
In der That, betrachten wir eine Flache 2^ (u

=
Const.). Sie

schneidet alle Flachen 27 orthogonal langs Krummungslinien von
27, die

folglich nach S. 97 auch fur 2^ Krummungslinien sind. Daraus folgt,

dass auf 27
X

die Krummungslinien die Kreise C und deren Orthogo-

naltrajectorien sind. Die Normale der Flache 27j in P ist also die Tan-

gente PA der Krummungslinie v von 27, und ebenso ist die Normale

von 27
2

die Tangente PB der Curve u auf 27, woraus sich die Rich-

tigkeit des Satzes ergiebt.

Ferner sehen wir, dass, wenn wir mit 2 Q die Entfernung AS der
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Brennpunkte bezeichnen, zwischen dem Abstand d des Kreismittelpunkt.&amp;gt;

vom Mittelpuukt der Axe imd dem Kreisradius R die Beziehung:

besteht, sodass wir, unter 6 einen reellen Winkel versteheud,

6 = Q cos 6
,

.R = Q sin 6

setzen konnen.

184. Cyklische Strahlensysteme.

Nach dem Obigen besitzt das von den Axen eines normaleu Kreis-

systems gebildete Strahlensystem stets reelle Developpabeln, und es

gehoreu zu diesen die Kriimmungslinien der zu den Kreisen orthogo-

nalen Flachen. Wir bezeichnen ein Strahlensystem als cyklisch,
wenn es ein normales Kreissystem giebt, dessen Axen die Strahlen des

Strahlensystems sind. Wir wollen nun die Bedingung dafiir aufstellen,

dass ein gegebenes Strahlensystem cyklisch ist. Wie wir sehen werden,

haugt diese Bedingung nur von den spharischen Bildem der Develop

pabeln des Strahlensystems ab, und wir wollen hier, wo wir nur den

allgemeinen Fall betrachten, annehmen, dass diese Bilder zwei ver-

schiedene Scharen von Curven u
}
v seien.

Indem wir auf die Guichard schen Gleichungen ( 148
ff.,

S. 274)

zuriickgehen, aus denen sich die Strahlensysteme mit gegebenen spha

rischen Bildern der Developpabeln:

(14) ds * = Edu* + 2Fdu dv + Gdv*

ergeben, erinnern wir daran, dass p, cue halbe Entfernung der Brenu-

punkte, der Laplace schen Gleichung (S. 276):

n ~N c*g |l2\r 9 \\ 2\c Q Vc fl2l a fl2)
1

Wc-v+ 1 1
j Ji H

1 2 I ^ &quot;

leu 1 1 }
I&quot; ^ 1 2 I

geniigt, und dass umgekehrt jeder Losung 9 dieser Gleichuug ein

Strahlensystem der verlangten Art entspricht, fur das die Coordinateu

x, y, s des Mittelpunkts eines Strahls mittels Quadraturen durch die

Gleichungen (32), S. 279:

(16)
c u

~ fl2\ ~| v+ 2
i 1 \

Q
]
X

2

gegeben sind. Bezeichnen wir, wie vorhin, mit

d = p cos
&amp;lt;?,

K = Q sin 6
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die Entfernung des Kreismittelpunkts (xl} yl} z^) vom Strahlmittel-

punkt (x, y, z] und den Radius, so miissen wir in unseren allgeuieinen

Gleichungen (S. 341)

x^ x -f- gX cos
tf, y1

= y -f- Q Y cos 6
,

2
l
= s -J- QZ cos tf

setzen, konnen also ohne weiteres

annehmen. Unter Benutzung der Gleichungen (30), S. 278, erhalten

wir nun zunachst:

(17)

^L _ ri
| p (i .fees*)} +2 f

1 2

!ctt L^ w I 2 J

--
Q (1 cos e)X1 YE cos Q (1 cos tf)X2 ,

jB sin

&amp;lt; Q ^
~yG sin p(l -f- cos 0)2^ -{- y^rcos t&amp;gt; p(l + cos tf)X2 ,

demnach als totale Differentialgleichung (7), S. 341, die folgende:

(18) dt =
[yi tang -J-

cos ^ +

P| cot cos t

L \ *

worin nach (31) und (31*) auf S. 278

i aa
, -i/i?&quot; Jial . I/IT i r

= Y du
~
V G \ 1 J

S &quot;

&quot;V

&quot;

T

ist. Diese totale Differentialgleichung besitzt die bemerkenswerte Eigen-

tiimlichkeit, dass sie lediglich von den spharischen Bildern der Deve-

loppabeln des Strahlensystems abhangt. Daraus folgt: Alle Strah-

lensysteme, die mit einem cyklischen Strahlensystem die

spharischen Bilder der Developpabeln gemein haben, sind

gleichfalls cyklisch.
Wenn wir nun die Integrabilitatsbedingungen fur die Gleichung

(18) ansetzen und dabei berucksichtigen, dass

d A. . d B

ist (vgl. S. 335), so finden wir als Bedingungen:
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(ya cotf)
= y {V}

cot - cos s. - VG
{ .;)

tg ,

(YE tg -;)
_ 1/G

{ , }
tgii_

f / -. X7-

Wenn die Differentialquotienten der Coefficienten durch die ChristofFel -

schen Symbole ausgedruckt werden, so lauten diese Bedingungen so:

[
c cos c

(19)

Aus diesen Bedingungen folgt weiterhin die Gleichung:

(.

f
l -2

) p /
1 2 1 \ p 1

1 2 1 -(121
Mil _lU

) cose
_ Hii + Mil _ 4

{
M I M

2t&amp;gt; cv, J 8u cv ( l
J i 2 J

aus der wir (wofern sie kerne Identitat ist) fur cos 6 einen eindeutig

bestimmten Wert erhalten: und die Congruenz ist cyklisch (reell), wenn

dieser Wert fiir cos^ dem absoluten Betrage nach kleiner als Eins

ist und den Gleichungen (19) geniigt. Also: Einem cyklischen

Strahlensystem kann im allgemeinen nur ein normales Kreis-

system zugeordnet werden, dessen Axen die Strahlen sind.

185. Strahlensysteme , die auf unendlich viele &quot;Weisen cyklisch
sind.

Das soeben gewonnene Ergebnis erleidet eine sehr bemerkenswerte

Ausnahine, wenn die Gleichung (20) eine Identitat ist, d. h. wenn

at* 1 l j

==
Zv\-2)

==
\l\\ 2\

ist. Diese Bedingungen charakterisieren die spharischen Curven M, v

als Bilder der in den 175ff., Kap. XII, untersuchten Flachen, deren

Kriimmungsinass durch den Ausdruck

\ / ^,(/

^J^ i -h/ vT*

gegeben ist. Wir sehen also, dass die einzigen Strahlensysteme,
die in mehr als einer Weise und daher auf unendlich viele

Weisen cyklisch sind, diejenigen Ribaucour schen Congruen-
zen sind, deren erzeugende Flachen Flachen der Klasse

sind.
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Aus der Gleichung (20) folgt ferner, dass dieses die einzigen

cyklischen Ribaucour schen Strahlensysteme sind. Unter diesen cyk-
lischen Strahlensystemen sind die bemerkenswertesten die Guichard -

schen, deren erzeugende Flachen pseudospharische Flachen sind und

deren Developpabeln folglich die beiden Brennflachen liings Krummungs-

linien schneiden ( 152, S. 284). Da fur diese Strahlensysteme 1

1 2
1

nnd
] gleich Null ist, so kann der Winkel 6 eine beliebige con-
l * J

stante Grosse haben*). Wird insbesondere 6 gleich gesetzt, so liegt

der Mittelpunkt jedes Kreises des Systems im Mittelpunkt der Axe,
und sein Radius ist gleich der halben Entfernung der Brennpunkte.

Eine weitere Eigenschaft dieser Strahlensysteme folgt aus dem

allgerneinen Satze von Ribaucour:

Auf der Flache, welche die Ebenen der Kreise eines nor

malen Kreissystems urnhullt, entspricht den Developpabeln
des Strahlensystems der Axen ein conjugiertes System.

Mit Hilfe der allgemeinen Gleichungen der voraufgehenden Para-

graphen ist dieser Satz leicht zu beweisen. Bezeichnen wir namlich

mit W den Abstand der Ebenen des Kreises (u, v) voni Anfangspunkt,
so haben wir:

W= Xx -J- t&amp;gt;

cos
,

und wenn wir die angefiihrten Gleichungen beriicksichtigen, so besta-

tigt es sich in der That, dass W der Laplace schen Gleichung:

p~

\ l j 8u \ 2
J 3v

geniigt, woraus nach 73, S. 141, die vorhin angegebene Eigenschaft

folgt.

Insbesondere sind bei den unendlich vielen normalen Kreissystemen,
die sich aus einem Ribaucour schen Strahlensystem, (lessen erzeugende
Flachen zur Klasse (A) gehoren, ableiten lassen, die Enveloppen der

Kreisebenen die Associierten der in 177 betrachteten Flachen S. Ist

noch specieller die Flache S pseudospharisch, so sind die entsprechen-

den Enveloppen Voss sche Flachen.

*) In Betreff der Eigenschaften der zu den Kreisen ortliogonalen Fliichen

vergleiche man die Alihandlung des Verfassers in den Annali di Matematica,
2. Sorio, 18. Bd.
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186. Die normalen Kreissysteme gleich grosser Kreise.

Eine andere sehr bemerkenswerte Klasse von normalen Kreis-

systemen ist die von Ribaucour entdeekte, bei der die Radien der

Kreise alle einander gleich sind. Urn solche Systeme zu construieren,

nehmen wir eine pseudospharische FTache S vorn Radius K und be-

schreiben in jeder ihrer Tangentialebenen lun den Beriihrungspunkt als

Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius It. Aus den Eigenschaften
der Evolutenflachen folgt, dass die cc 1

pseudospharischen Flachen,

welche die Ortsflaehen der Mittelpunkte der geodatischen Kruininung
fur die Scharen von parallelen Grenzkreiseu auf S sind (vgl. 135,

S. 254), in der That Orthogonaltrajectorien dieser Kreise sind, sodass

die Kreise ein Cykelsystem bilden.

Wollen wir umgekehrt untersuchen, ob dieses die allgemeiusten
normalen Kreissysteme mit constantem Radius sind, so brauchen wir

nur auf die Gleichungen (IV*), S. 344, zuriickzugehen und dabei in

ihnen R gleich Const, zu setzen. Lassen wir den Fall, dass qp gleich

oder
v&amp;gt; ist*), unberiicksichtigt, so ergiebt sich aus ihnen:

sincp ,

on B YG dv

dg&amp;gt; _ _ yci cos (f _ i o y
dv R

und als Integrabilitatsbedingung erhalten wir:

i o ( i ca\ . c / i

*~ cv\

woraus wir nach (V), S. 94, folgern, dass die zu den Kreisen normalen

Flachen pseudospharische Flachen mit dem Radius It sind. Die Un-

tersuchung lasst sich nun leicht zu Ende fuhren durch den Nachweis,
dass die Enveloppe der Kreisebenen wieder eiue pseudospharische Flache

ist und dass die Kreisinittelpunkte die Beruhrungspunkte sind. In der

That folgen aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (9), (10),

(S. 343), sofort die Beziehungen:

*) Die Cykelsvsteme mit constantem Radius, die diesem Falle, dessen Er-

orterung wir hier ubergehen, entsprechen, ergeben sicb folgendermassen: In einer

Ebene zeichne man eine Schar von cc 1

congnienten Kreisen und lasso ilann die

Ebene auf einer abwickelbaren Flacbe rollen. Das entstebende Kreissystem ist

das gesucbte. (Vgl. die beiden Bemerkungen des Verfassers uber Cykelsvsteme
im Giornale di Matematiche, 21. u. 22. Bd.)
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(cos &amp;lt;p

X., sin
&amp;lt;p X,) ^- = ,

V (cos &amp;lt;p
X, sin

&amp;lt;p

X. )^ =
.v - V ij

Demnach hat die Ortsflache der Kreismittelpunkte die Kreisaxe zur

Normale und stellt sornit init jeder pseudospharischen Flache des

Orthogonalsystems die vollstandige Evolutenflache einer Normalencon-

gruenz vor, bei der die Entfernung der Brennpunkte constant
, gleicb

R, ist. Daher ist sie selbst eine pseudospharische Flache mit dem
Radius E (vgl. S. 244). Aus dem Gesagten ergiebt sich nun, dass die

Normalen einer pseudospharischen Flache ein cyklisches Strahlensystem
bilden. Hieraus folgt nach dem allgemeinen Satze in 184, S. 348,
dass bei jeder Flache, die dieselben spharischen Bilder der Krummungs-
linien hat wie eine pseudospharische Flache

,
das von den Normalen

gebildete Strahlensystem cyklisch ist. Es ist leicht einzusehen, dass

dieses die einzigen cyklischen Normalencongruenzen sind. Setzen wir

namlich in den allgemeinen Gleichungen fur A und J5, S. 348,

so ergiebt sich wegen (1) und (1*), S. 148:

12\ = 2IogVE_ Jl2\ g log y~G
l

j 8v (
2

j du

Daher lauten die Gleichungen (19):

r, ,
G

c log
1 sin , ^a

2
_ _ c_ log yo

du du

6
c log cos ft . ,

&quot;

2 _ g log y .g

Ct? GV

Es kann also durch Einfiihrung neuer Parameter u, v ohne weiteres

YE = cos - --
&amp;gt; y = sin

U Ij

gesetzt werden. Nun sind die Curven u
} v, fiir die das Quadrat des

Linienelements der Kugel die Form:

1 f 1

*) 9^ &quot;79l oO 7 y
ds == cos*

5

aw*-|- sin^ - av*

annimmt, gerade die Bilder der Kriimmungslinien einer pseudosphari

schen Flache, wie sich aus dern Satze C), 133, S. 250, ergiebt. Also:

Die Flachen, deren Normalen eine cyklische Congruenz bil-

den, sind sarntlich und ausschliesslich diejenigen, welche

mit den pseudospharischen Flachen die Bilder der Krum-

mungslinien geniein haben.

Wir sehen ferner, dass sowohl die zu den Kreisen orthogonalen
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Flachen als auch die Enveloppe der Ebenen dieser Kreise wieder zu

derselben Klasse crehoren.

187. Ausdruck fur das Linienelement des Raumes, bezogen auf

ein normales Kreissystem.

Wir kehren nun zu den allgemeinen normaleu Kreissystemen ( 183)

zuriick. 1st t eine beliebige Losung der Gleichung (18), so ergeben

sich die zu den Kreisen orthogonalen Flachen aus den Gleichungen:

= x -f- QX cos 6 -f- p sin 6 (X1
cos t -\- X^ sin f) ,

(21) ;
= y + Q Ycos 6 -j- p sin &(Y1 cos t -f- ^ sin

&amp;lt;),

= 2 -\- $Z cos &amp;lt;j -\- Q sin &amp;lt;y (Zx cos ^ + Z2
sin

#)
.

Xun bezeichnen wir mit w die in t enthaltene willkiirliche Constante

und betrachten die Coordinaten |, t],
eines Raumpunkts als Func-

tionen der drei Veranderlichen u, v, w. Durch Differentiation der

Gleichungen (21) und unter Beriicksichtigung der Gleichungen auf

S. 278 finden wir Gleichungen von der Form:

4 + cx^,
c i*

r^ *

(21*)

LtftC

Wird

^v T/TPI. &quot; :_ i* i &quot;i i
2cosff

LJ = &amp;gt;

(22)
fi\ 2cos&amp;lt;? 12}-- Y). (

)-
1 _ coscll }

gesetzt, so ist dabei:

^4 = (cos 6 -

J/= (cos &amp;lt;5 1)J^, B = cos ^ sin ^Jtf
7

C = sin ^ si

, t , ft
a p sin t sm 6 -

&amp;gt; P = Q cos r sin tf ^
s

&amp;lt;ru7 etc

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die weiteren:

u cv J cv cic JmJ cic en

Bianchi, Differentialgeometrie. 23
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Daraus folgt wieder der Satz von Ribaucour:

Die Flachen u Const., v = Const., w= Const, bilden

ein dreifaches Orthogonalsystem.
Ferner erhalten wir fur das Quadrat des Linienelements des Rau-

mes, ds2
d%

2

-\- drf -f~ ^
2
?
den Ausdruck

(23) ds* = 4cos2 -- L2 du* + 4sin2 -- M 2 dv z + p
2 sin2 e dw\

188. Bestimmung der spharischen Bilder der Abwickelbaren
eines cyklischen Strahlensystems.

Die Aufgabe, die Cykelsysteme zu bestirnmen, lasst sich in zwei

nach einander zu losende Aufgaben zerlegen, namlich:

1) alle Systeme von spharischen Curven u, v zu bestimmen, welche

die Bilder der Developpabeln eines cyklischen Strahlensystems sind;

2) die Strahlensysteme mit gegebenen spharischen Bildern der

Developpabeln zu construieren.

Die zweite Aufgabe ist bereits in 148, Kap. X, behandelt wor-

den; sie kommt, wie wir gesehen haben, auf die Integration der La-

place schen Gleichung (15) auf S. 347 hinaus.

Was die erste Aufgabe anbetrifft, so konnen wir sie vollstandig

losen, wenn wir den folgenden Satz benutzen:

Unt^r den cyklischen Strahlensystemen, die ein und die-

selben spharischen Bilder der Developpabeln haben, konnen

stets unendlich viele von der Beschaffenheit ausgewahlt wer-

den, dass die ihnen entsprechenden Kreise durch einen festen

Punkt des Raumes gehen.
Sind namlich die spharischen Curven u

f
v fest bestimmt, so be-

zeichnen wir mit eine beliebige particulare Losung der Gleichung

(18), die dem Werte w = WQ zugehore. Wir bestimmen p aus den

beiden simultanen Gleichungen:

d. h. aus den Gleichungen:

l2

,&amp;lt;?./, a\ 2cos0
cot T s

die infolge der Gleichungen in 184 (S. 349) der Integrabilitats-

bedingung Geniige leisten und eine Losung Q der Gleichung (15)

liefern. In dem entsprechenden Cykelsystem haben wir wegen der

Gleichungen (21*):
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Ji = 0, P = 0, ^ = 0,
&amp;lt; Cl(

r
t &amp;lt;.

tiir if = if .

^- = 0, ^ = 0, U =
cv cv cv

Demnach reduciert sich die Flache if = if auf einen Punkt (%o, r
io ,

t
),

durch den alle Kreise des Cykelsystems hindurchgehen.

Fiir die spharischen Bilder der Developpabeln aller cyklischen

Strahlensysteme erhalten wir also die folgende Construction:

Man nehme eine beliebige Flache S und ziehe durch

einen festen Raumpunkt die zu S normalen Kreise. Die-

selben bilden ein normales Kreissystem*), und die spharischen
Bilder der Developpabeln des von ihren Axen gebildeten

Strahlensystems sind die allgemeinsten Curven von der ver-

langten Art.

*) Durch eine Transformation mittels reciproker Radienvectoren bezuglich

des festen Punktes O geht dieses Kreissystem in das Normalensystem der transfor-

mierten Flache fiber.

23*



Kapitel XIV.

Die Minimalflachen.

Geschichtlicher t)berblick. Formeln von Weierstrass. Algebraische Mini

malflachen. Doppelflachen. Verbiegungen der Minimalflachen, wobei sie Mini

malflachen bleiben. Associierte Minimalflachen. Auf einander abwickelbare

conjugierte Flachen. Minimalflachen mit ebenen Krummungslinien. Minimal

flachen, die auf Rotationsflachen abwickelbar sind. Minimal-Schraubenflachen.

Formeln von Schwarz. Losung der Aufgabe, eine Minimalflache zu con-

struieren, von der ein Streifen gegeben ist. Besondere Falle. Kennzeichen,
ob eine Flache durch Verbiegung in eine Minimalflache nbergefiihrt werden kann.

189. Geschichtliclier Uberblick bis auf Meusnier.

Die Theorie der Minimalflachen ist heute eins der vollstandigsten

und ausgedehntesten Kapitel der Differentialgeometrie. Ihre vielfachen

Beziehungen zur Theorie der Functionen einer complexen Verander-

lichen und zur Variationsrechnung verleihen den Untersuchungen auf

diesem Gebiet ein hohes Interesse. Die dem vorliegenden Buche ge-

steckten Grenzen gestatten uns nur
;
die Hauptergebnisse dieser Theorie

zu entwickeln; Leser, die sich in den Gegenstand weiter zu vertiefen

wunschen, finden eine erschopfende Behandlung in den schonen Vor-

lesungen von Darboux. Daselbst sowie in der Abhandlung von Bel-

train i*) finden sie auch geschichtliche Angaben beziiglich der allmah-

lichen Entwickelung dieser Theorie. Fur unseren Zweck schliessen wir

uns speciell an die kurze Darstellung an, die Schwarz in seinen

,,Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflachen&quot; gegeben hat.

Die Anfange der Theorie der Minimalflachen reichen bis auf die

beruhmte Abhandlung von Lagrange zuriick, in der die Grundlagen
der Variationsrechnung**) entwickelt worden sind. Wir betrachten

*) Sulle proprieta generali delle superficie ad area minima. Memorie dell

Accademia di Bologna, 7. Bd., 1868.

**) Miscellanea Taurinensia, 2. Bd., 176061.
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eine geschlossene Curve C und eine von dieser Curve begrenzte Flache S.

Diese Flache wird eine Minimalflache genannt. vrenn sie im Ver-

gleich zu alien unendlich benachbarten, von der Curve C begrenzten

Flachen den kleinsten Flacheninhalt hat.

1st die Gleichung der Flache S in der gewohnlichen Form:

z = g(x, y),

gegeben, so ist der Flacheninhalt von S durch das Doppelintegral

dargestellt, und man braucht nur die Principien der Variationsrechnung

anzuwenden, um fur z die partielle Differentialgleichung:

j-( fi

P
9

.1 + -M * = = }=0

oder:

(1) (1 + 9&amp;gt;

- ^gs + (1 + p^t =
zu erhalten.

Die geometrische Deutung der Gleichung (1) ist 1776 von Meus
nier gegeben worden, der bemerkte, dass sie der Ausdruck der Eigen-

schaft der Flache S ist, in jedem Punkte gleiche, aber entgegen-

gesetzte Hauptkriimmnngsradien zu haben (vgl. (d), S. 114). Alle

Flachen nun, die dieser letzteren Bedingung geniigen, werden Mini-

malflachen genannt. Diese Bezeichnung ist in der That dadurch ge-

rechtfertigt, dass jeder solchen Flache bei passend gewahlter Begren-

zung die Eigenschaft des Minimums, von der wir ausgegangen sind.

zukommt.

Yon Meusnier rtihrt auch die Entdeckung der beiden zuerst be-

kannt gewordenen Minimalflachen her, namlich des Catenoids und der

Schraubenregelflache. Diese ergeben sich unmittelbar, wenn man L6-

sungen der Gleichung (1) von der Form:

sucht.

190. Neuere Untersuchungen iiber Minimalflachen.

Monge war der erste, der (1784) die vollstandige Losung der

Gleichung (1) angab; aber die fur die Anwendungen wenig geeignete

Form, in der die Integralgleichungen angegeben waren, liess es lange

Zeit zur Entdeckung anderer reeller Minimalflachen als der beiden
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angefuhrten, von Meusnier gefundenen, nicht komrnen. 1834 fand

Scherk die Minimal-Schraubenflachen und die Translationsflache *) :

s = - -
[log cos(ax) log cos (ay)] .

Die wichtigsten Fortschritte unserer Theorie beginnen mit dem Er-

scheinen der Arbeiten von Ossian Bonnet (1853 60), der eine fun-

damentale Eigenschaft der Minimalflachen, namlich die, dass ihre spha-

risclie Abbildung conform ist, erkannte und die Integralgleichungen in

eine Form brachte, die alle reellen und unendlich viele algebraische

Minimalflachen abzuleiten gestattete.

18G6 erschienen die wichtigen Arbeiten von Weierstrass, in

denen die Monge schen Formeln in eine einfache und elegante Form

gebracht sind, welche die Losung verschiedener grundlegender Fragen

gestattet. In diesen Abhandlungen sind auch wichtige Ergebnisse be-

zuglich des sogenannten Plateau schen Problems
(s.

nachstes Ka-

pitel) angegeben. Dieses bertihmte Problem ist auch in einer nach-

gelassenen Abhandlung Riemanns und in einer Reihe sehr wichtiger

Arbeiten von Schwarz behandelt, die nun im ersten Bande der Werke

dieses Mathematikers gesanimelt sind.

Von Untersuchungen nach einer anderen Richtung sind von uns

noch unter den wichtigsten Veroffentlichungen fiber diesen Gegenstand

diejenigen von Lie**) (1877 78) zu erwahnen,, der sich besonders mit

den algebraischen Minimalflachen beschaftigt hat.

191. Formeln von Weierstrass.

Wir leiten zunachst die Weierstrass schen Formeln ab, indem wir

uns auf das Ergebnis in 134, S. 252, stiitzen, nach dem jeder iso-

thermen Form des Linienelements der Kugel eine Minimalflache ent-

spricht, die sich mittels Quadraturen ergiebt.

Es sei u,v ein Isothermensystem auf der Kugel, und wir bezeich-

nen mit

(2) ds 2 = -
(du

2 + dv2

}

den Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements. Sind die Coordi-

*) Diese merkwiirdige Minimalflache ergiebt sich sofort, wenn man Losungcn
der Gleichung (1) von der Form:

sucht.

**) Archiv for Mathematik og Naturvidenskab
,

2. u. 3. Bd. Mathematische

Annalen, 14. Bd.
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naten X, T, Z eines Punktes der Kugel als Functionen von u, v be-

kannt, so ergeben sich die Coordinaten x, y, z des entsprechenden

Punktes der Minimalflache S nach S. 251 und 102, (13), mittels Quadra-

turen aus den Gleicbungen:

(3)

Also ist fur das Linienelement von S:

(4) ds2 =
r,(du

9- +
und die Hauptkrumniungsradien von S sind

Wir bezieben nun die Kugel in der ublicben Weise auf die Meridiane

und Parallelkreise, indem wir

X=sin#coscj, Y= sin# sin to, Z=cos&

setzen, und fuhren die complexe Teranderlicbe r auf der Kugel (oder

in der Ebene des Aequators):

r = cot
-|

e&quot;

samt ihrer Conjugierten
&

ein (vgl. 43, S. 80). Driicken wir X, Y, Z durcb T und r aus,

so erbalten wir:

(5) x-&amp;gt; r-, ^-

und fur das Quadrat des Linienelements der Kugel ds :

/
fi
x ,/.

, *^t&amp;lt;7T
-

.

(&quot;o + 1)

Nach 41, S. 77, ist nun die complexe Veranderlicne

6 = u + u*

eine Function von T oder der Conjugierten TO ;
doch ist der eine Fall

von dem andern nicht wesentlich verschieden, und wir konnen also a

als Function von r, demnach 6 als Function von TO annehmen. Die

Gleichung (2) oder:
.. 1 de dfff. 7 j
ds *

j- 3? d* d*o
r, rfr dr9

giebt demnach, mit der Gleichuug (6) verglicben:
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und die Gleichung (4) wird:

^, = (^+j
4 \dr I \dr /

Nun fiihren wir in den Gleichungen (3) t und r ein, wobei wir be-

rucksichtigen, dass ftir eine beliebige, als Function von t und r auf-

gefasste Function
&amp;lt;&(u, v) die folgenden Gleichungen gelten:

da dff /I 0$
,

i c$\ _ da o$
dr dr \2 du 2 gw/ dr dt

da da 1 1 a $ __ _ d_*\ _ &amp;lt;?&amp;lt;? g^
dr (iT \ 2 ct6 Z civ / dr dr

und erhalten:

(6*)

Setzen wir nun

und fiihren wir zur Bezeichnung des reellen Teils einer complexen
Grosse t^ das Zeichen 9^^ em, so erhalten wir die Formeln:

(7) x = 91
/&quot;(I

T2

) F(r) dt, T/
=
mfi (1 + r

2

) F(r) dt,

in denen die Integrale rechts langs ein und desselben krummlinigen

Weges in der complexen r-Ebene erstreckt zu denken sind.

Dieses sind die Formeln von Weierstrass. Umgekehrt leuchtet

sofort ein, dass, wenn fur F(r) irgend eine Function der complexen
Variabeln r genommen wird, die Formeln (7) mittel Quadraturen eine

zugehorige Minimalflache S liefern. Das Linienelement und der (posi

tive) Hauptkrummungsradius von S sind durch die Gleichungen:

(8) ds* = (rr + l)*F(r)F (* ) dr dr

und

(9) r2
= ^LJ

gegeben. Die Kriimmungslinien u, v ergeben sich, wenn von dem

Integral

0= C}/2
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der reelle Teil und der Coefficient des imaginaren Teils gleich Con-

stanten gesetzt werden; ihre Gleichungen sind demnach:

(10) mfY2F(r) di = Const., ftfi Y2F(r) dr= Const.

192. Algebraische Minimalflachen.

Die Weierstrass schen Formeln (7) lassen sich in eine besonders

fur die Bestimmung der algebraischen Minimalflachen sehr vorteil-

hafte Form bringen. Wir betrachten zu diesem Zwecke F(r) als den

dritten Difierentialquotienten &amp;lt;p &quot;(t)
einer Function

&amp;lt;JP(T),
die selbst will-

kiirlich bleibt. Werden dann aus den Gleichungen (7) die Integral-

zeichen weggeschafft. so lauten sie:

(11) y = 91 [i (1 -f- r2
)qp&quot;(T) 2ir(f (r} -f~ 2i9&amp;gt;(

T)L

Wird nun vorausgesetzt, dass
&amp;lt;p(r)

eine algebraische Function von r

sei, so ist klar, dass uns diese Formeln eine algebraische Minimal-

flache definieren. Es ist aber wichtig, dass sich umgekehrt jede alge

braische Minimalflache auf diese Weise ergiebt. Wei erstrass beweist

dieses wie folgt: Es sei

? = M + =
/(- + iy)

eine Function der complexen Yeranderlichen x -\- iy- wenn dann in

einem bestimmten Gebiet zwischen x, y und dem reellen Teil

M von ic eine algebraische Beziehung besteht, so ist w eine

algebraische Function von x -\- iy.

In der Umgebung eines Punktes, den wir der Einfachheit halber

in den Pimkt x = 0, y = verlegen, sei namlich ic in eine Taylor
-

sche Reihe:

-ic = a
Q -\- &amp;lt;6 -f~ (ai ~f&quot; H&amp;gt;i)(x ~\~ iy) ~i~ (ai ~\~ ^2)^ ~l~ iy)~ ~\~

entwickelt, worin die a und 6 reelle Constanten sind, und es sei r der

Radius des Convergenzkreises. Dann gilt fur u folgende Entwickelung
nach Potenzen von x und y:

(12) u = a -\- ^(al -f- ibj)(x -\- iy) ~h I(a2 ~f&quot; ib^fa ~h *y)
2
~i~

*

Nach der Voraussetzung ist

(13) &amp;lt;?(,*, y)
= 0,

wo G eine ganze rationale Function von u,x,y ist. Setzen wir hierin

fur u die Reihe (12) ein und entwickeln wir dann nach Potenzen von
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x un,d /,
so sind die Coefficienten jedes einzelnen Gliedes identisch gleich

Null und bleiben auch gleich Null, wenn wir an Stelle von x, y complexe
Grossen x, y setzen, wofern nur die Entwickelung auch nacli deni

Einsetzen convergent bleibt. Nun ist dieses zufolge der Art der Con-

vergenz der Potenzreihen sicher mit der aus (12) hervorgehenden Reihe

fiir u der Fall, wenn die absoluten Betrage von x und y kleiner als

bleiben. Setzen wir also
B

*_+_ jj_?_iy
2.

y -
2t

so giebt Gleichung (12):

= a
o + K*0 w

o)&amp;gt;

wobei WQ
= aQ -\- ib

Q ist, und Gleichung (13) geht in eine algebraische

Relation zwischen iv und x -f- iy fiber, w. z. b. w.

Wird nunmehr angenomnaen, dass die durch die Gleichungen (11)

definierte Minimalflache algebraisch sei, so bestehen zwischen den

Grossen
X _ r_-\-

T
O

Y _ r TO

1 Z 2 1 Z 2t

und jeder der Grossen x, y, s algebraische Relationen. Es ist daher

nach dem soeben bewiesenen Satze jede der drei Functionen:

also auch

9&amp;gt;

- V (*
2 - l)/iW - 4 ^

eine algebraische Function von r.

Wir haben somit das Ergebnis:
Alle algebraischen Minimalflachen ergeben sich aus den

Gleichungen (11), wenn in diesen Gleichungen fiir
&amp;lt;p(r)

eine

algebraische Function von r eingesetzt wird.

193. Minimal-Doppelflachen.

Die Weierstrass schen Formeln (7) oder (11) bringen in der ein-

fachsten Weise den Zusammenhang zwischen den Functionen einer com-

plexen Veranderlichen und den Minimalflachen zum Ausdruck, da sie

beweisen, dass zu jeder Function F(r) einer complexen Veranderlichen

eine bis auf eine Translation im Raume bestimmte Minimalflache ge-

hort. Wie wir aber sogleich sehen werden, entsprechen ein und der-
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selben Mininaalflache im allgemeinen zwei verschiedene Ausdriicke fiir

die Function F(t).
Vorher geben wir noch einen einfachen Satz an, der sich tmmittel-

bar aus der linearen Beschaffenheit der Gleichungen (7) beziiglich F(r)

ergiebt. In den Gleichungen (7) setzen wir fur F(r) der Reihe nach

zwei Functionen ^(t), &amp;lt;p2 (T) und dann die Function

ein. Dadurch erhalten wir den von Weierstrass bemerkten Satz:

Wenn zwischen den Punkten zweier Minimalflachen S, S
eine Correspondenz nach der Gaussischen Methode mittels

paralleler Xormalen in zwei entsprechenden Punkten P
;
P her-

gestellt und auf jeder Strecke PP ein Punkt M so gewiihlt

wird, dass er sie in dem constanten Verhaltnis m : n teilt, so

ist der Ort des Punktes M wieder eine Minimalflache, die

den Flachen S, S durch Parallelismus der Normalen ent-

spricht.

Wir wollen nun die oben aufgeworfeiie Frage untersucheu, ob ein

und derselben Minimalflache einer oder mehrere Ausdrucke fiir die

Function F(t) entsprechen. Es seien F(r), / (T) zwei Functioneu von

T, die auf ein und dieselbe Minimalflache fiihren, und T
;
T die T\ erte

der Argumente fur F, f, die ein und demselben Flachenpunkt ent

sprechen. Die Richtung der r entsprechenden Normale fallt entweder

mit derjenigen der T entsprechenden Normale oder mit der entgegen-

gesetzten Richtung zusammen, folglich ist im ersten Falle

T = T

und im zweiten Falle

wie auch sofort daraus hervorgeht, dass X, Y, Z infolge der Gleichnngen

(5) nur dann ihre Zeichen andern, wenn r durch --- ersetzt wird.
To

Unter der ersten Voraussetzimg ergiebt sich aus den Weierstrass schen

Formeln (7)

f(r)
= F(r\

unter der zweiten

*) Ist f(f) eine analvtische Function von T, die ursprunglich durch eine

innerhalb eines gewissen Kreises convergente Potenzreihe definiert ist, so bezeich-

nen wir mit
/&quot; (r) die analvtische Function, die durch diejenige Reihe definiert

ist, -welche sich ergiebt, wenn in der urspriinglichen die Coefficienten durch ihre
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oder

Wir sehen also, dass die beiden im allgemeinen von einander ver-

schiedenen Functionen

*, -7*. (-4)
in den Weierstrass schen Formeln eingesetzt ein und dieselbe Minimal

flache liefern, da die Coordinatendifferentiale in beiden Fallen die-

selben sind.

Besonders interessant ist der Fall, in dem die beiden Functionen

genau dieselben sind. Dann lasst sich nach dem Obigen das Gebiet der

Minimalflache in der Umgebung des Punktes - entweder durch
r
o

Verschiebung mit demjenigen um r zur Deckung bringen oder es fallt

mit ihm direct zusammen. Da im ersten Falle die Flache eine Ver

schiebung in sich gestattet, so ist sie mit Notwendigkeit periodisch,

also transcendent. Dieses ist von vornherein ausgeschlossen, wenn z. B.

die Flache algebraisch ist. Beschreiben wir im zweiten Falle auf der

Bildkugel einen Weg ?
der vom Punkte r nach dem diametral gegen-

iiberliegenden
- -

fuhrt, so geht der entsprechende Weg auf der
T
o

Flache von einem Punkte P aus und kehrt zu demselben wieder zuriick;

aber bei der Riickkehr hat sich der Sinn der Normale stetig in den

entgegengesetzten verwandelt. Man kann also auf der Flache stetig

von ihrer einen Seite auf die andere gelangen; die Flache hat demnach

nur eine einzige Seite oder sie ist nach der Bezeichnung von Lie eine

Minimal-Doppelflache.
Als Beispiel fiihren wir die Henneberg sche Minimalflache an,

die dem Wert

entspricht und offenbar eine algebraische Doppelflache ist.

Es ist dieses die einfachste Minimal-Doppelflache; sie ist von der

5. Klasse und der 15. Ordnung.

conjugierten Werte ersetzt werden, und die also denselben Convergenzkreis hat.

Die Beziehung zwischen f(c) und f (r) ist von der urspriinglich gewahlten Reihe

unabhangig.
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194. Verbiegung der Minimalnachen , wobei sie bestandig

Minimalflachen bleiben.

Jede Minimalflache kann einer solchen stetigen Verbiegung unter-

worfen werden, bei der sie eine Minimalflache bleibt. Um diese inter-

essanten Verbiegungen zu nnden, stellen wir die folgenden Uberleguugen

an: Es seien S
}
Sr

zwei auf einander abwickelbare Minimalflachen; in

entsprechenden Punkten sind die Kriimmungsmasse beider Flachen imd

also auch die absoluten Grossen der zugehorigen Hauptkriimmungs-

radien einander gleich. Daraus folgt. dass die beiden spharischen Bilder

von S und S congruent oder symmetrisch sind. Der zweite Fall

kommt jedoch auf den ersten hinaus, wenn die positive Richtung der

Xormale einer von den beiden Flachen geandert wird, uud ist andrer-

seits ausgeschlossen, wenn wir auf stetige Weise durch Verbiegung von

der Figur S zur Figur S gelangen. Wir konnen demnach eine der

beiden Flachen, z. B. S
,
in eine solche neue Lage im Raume bringen,

dass sich die beiden spharischen Bilder decken und also entsprechende

Punkte von S und S durch ein und denselben Wert von r bestimmt

sind. Nach dieser Vorbemerkung seien -F(r), f(r) die entsprechendeu

Werte der Function jp in den Weierstrass schen Formeln. Da die

Linienelemente der beiden Flachen einander gleich sein nmssen, so

folgt aus der Gleichung (8):

d. h.

Es ist daher ~~: eine Constante, deren absoluter Betrag gleich Eius

ist. Wir haben demnach:

wo a eine reelle Constante bedeutet. Da uns ferner die Gleichung (8)

umgekehrt beweist, dass das Linienelement ungeandert bleibt, wenn

F(r) durch f
a
F(r) ersetzt wird, welcher Wert auch der reellen Con-

stanten a erteilt werden mag, so haben wir das Ergebnis:

Die allgemeinste Verbiegung einer Minimalflache, bei

der sie bestandig eine Minimalflache bleibt, ergiebt sich,

wenn F(x) in den Weierstrass schen Formeln (7) durch ^a
F{r)

ersetzt wird, wo a eine beliebige reelle Constante ist.

Auf diese Weise erhalt man aus einer Minimalflache durch stetige

Verbiegung eine Schar von oc 1 Minimalflachen: diese Flachen werden

als associierte Miuimalflacheu bezeichnet.
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195. Associierte Minimalflachen. Conjugierte Minimalflachen.

Wir wollen nun die Eigenschaften dieser Yerbiegungen naher

nntersuchen. Die Gleichungen der Kriimmungslinien der Flache S sind:

u = Const.
,

v = Const.,
wenn man

setzt (191, S. 360).

Die Kriimmungslinien der dem Werte a, des Parameters entsprechen-

den associierten Minimalflache Sa haben demnach die Gleichungen:

/ *-- \ Y \
R \e

2

&amp;lt;s)

=
Const., R \ie

2

a) = Const.

oder:
a a ~ cc a

u cos --- v sin - - = Const. u sin -
-}- v cos -_- = Const.

& m . s 2

Also folgt: Den Krumrnungslinien der /S associierten Minimal
flache 5a entsprechen auf S die isogonalen Trajectorien der

alten Kriimmungslinien fur den Winkel -&quot;-

Besonders interessant ist der Fall a =
;
dann gehen die Kriim

mungslinien von S in die Haupttangentencurven von Sa mid umge-
&quot;2

kehrt die Haupttangentencurven von S in die Kriimmungslinien von

tf liber. Zwei solche associierte Minimalflachen werden nach Bonnet.n
~2

der sich mit diesen Verbiegungen zuerst beschaftigte, als conjugierte
Minimalflachen bezeichnet.

Werden die Coordinate!! eines Punktes der zu S conjugierten

Flache mit XQ , i/ ,
^ bezeichnet, so erhalten wir aus den Gleichungen

(7), da dann F(r) durch iF(t] ersetzt wird:

(14) XQ
= ft

fi (1 r*)F(t)dr, y = ft
f(l + r^F(r} dr,

Lassen wir K sich stetig andern, so verbiegt sich die Flache

stetig. Bezeichnen wir die Coordinaten des Punktes (x, y, z] nach

der Verbiegung mit xaj ya ,
ztt ,

so haben wir offenbar:

(15) xa = x cos a -|- x sin a, yu = y cos a -j- yQ sin a,

^a = z cos a -f- ^ sin a .

Werden die Integrate in den Gleichungen (7) und (14) zwischen

denselben Grenzen und --- genommen;
so bleiben der Flachenpunkt
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(0, 0, 0) und die Tangentialebene in ihm wahrend der Verbiegung

fest: jeder Punkt (x, y, z) beschreibt wahrend der Verbiegung eine

Ellipse, deren Mittelpunkt der feste Punkt ist.

Bringen wir mittels der Gleichungen (15) die Gleichheit der Linien-

elemente von S und Sa zmn Ausdruck, so erhalten wir die Beziehung:

(16) dx dx + dy dy -f- dz dzQ = Q,

die sich auch leicht direct beweisen lasst. Sie besagt, dass sich

zwei conjugierte Minimalflachen auch durch Orthogonalitat
der Elemente entsprechen (S. 287).

Gleichzeitig sind die beiden Flachen associiert im Sinne des Kap. XI

(S. 293). Wir sehen, dass sicn, entsprechend dieser zweifaehen Be-

ziehung, in der die Minimalflache S und ihre Conjugierte zu einander

stehen, fur S zwei unendlich kleine Yerbiegungen ergeben: bei der

ersten derselben bleiben die Hauptkriimmungsradien und bei der z\veiten

die Krummungslinien ungeandert (Kap. XI
7

S. 299).

Endlich sei bemerkt, dass der von zwei entsprechenden Linien-

elementen der Minimalflache S und der associierten Flache Sa gebildete

Winkel constant, gleich a, ist.

196. Satze iiber associierte Minimalflachen.

Zwei associierte Minimalflachen sind auf einander abwickelbar und

besitzen ferner folgende zwei Eigenschaften : erstens haben sie in ent

sprechenden Punkten parallele Xonnalen, und zweitens bilden zwei eut-

sprechende Linienelemente einen constanten Winkel mit einander. Wir

wollen nun umgekehrt beweisen, dass, wenn fur zwei auf einander ab-

wickelbare Flachen die eine oder die andere der genannteu Eigeu-

schaften zutriflft, dieselben notwendiger Weise associierte Minimalflachen

sind*).

Um diesen Satz unter der ersten Voraussetzung zu beweisen, geheu
wir auf die allgemeinen Formeln fur die spharische Abbildung (Kap. V)
zuriick. Indem wir die beiden auf einander abwickelbaren Flachen

mit S, S bezeichneu, berucksichtigen wir, dass zunachst der ersten

Voraussetzung zufolge S und S dasselbe spharische Bild haben sollen.

Also ist wegen der Gleichung (2), S. 119:

ZD dudv

weun durch den Index die auf $ beziiglichen Grosseu unterschieden

werden. Daraus folgt entweder sofort, dass

*) Darboux, 1. Bd., S. 326 u. f.
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JJL = HQ =

ist, d. h. dass S
f
S associierte Minimalnachen sind, oder aber es er-

giebt sich:

Die Bedingung K KQ jedoch giebt unmittelbar (mit Ausschluss des

Falles der auf die Ebene abwickelbaren Flachen, der sich leicht direct

erledigen lasst) :

A = + l.

Daher sind S und S congruent oder symmetrisch.

Um den obigen Satz auch miter der zweiten Voraussetzung zu

beweisen, zeigen wir vorerst
;
dass zwei auf einander abwickelbare

Flachen, die sich auch durch Orthogonalitat der Elemente

entsprechen, conjugierte Minimalflachen sind. Hierzu gehen
wir auf die Formeln des 157 zuriick. Haben S und S negatives

Krummungsmass ,
so beziehen wir sie auf ihre Haupttangentencurven

und beriicksichtigen die Gleichungen (13), S. 295. Da S und S das-

selbe Linienelement haben, so folgt daraus:

f&amp;gt; (I:)

1- ^ -

also cp
= + 1; demnach ist S infolge der Gleichmig (12), S. 295, eine

Minimalflache, also S ihre Conjugierte. Der Fall, dass die Flachen

S und S positives Krumniungsniass haben, ist durch die Gleichungen

in 157, S. 296, von vornherein ausgeschlossen, weil daraus

9)== 1
J

e + g = Q

folgen wurde.

Nachdem nun der Satz fur diese besonderen Falle bewiesen ist,

ist er es auch fur den allgemeinen Fall. Wird namlich

dxf + dy
2 + dz* = dx* -f dif + dz\

dx dx -f- dyQ dy -j- dzQ dz = cosa(dx
2

-f- di/ -j- dz2

) (a
=

Const.)

angenommen und

X x cos a y y cos a - Z z cos a.

sin a sin a sin a

gesetzt, so ergeben sich hieraus die Gleichungen:

dx* + dy* + d = dx* + dy* +
dx dx -\-dydy-\- dz dz = 0.
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197. Minimalflachen mit ebenen Krummungslinien.

Wir wollen nun einige besondere Klassen von Minimalflachen

untersuchen, zunachst solche mit ebenen Kriimmungslinien. Wir

geheu davon aus, dass jede ebene Kriimmungslinie einer Flache zum

spharischen Bilde einen Kreis hat, und urngekehrt (nach S. 97). Um
also Minimalflachen mit einer Schar ebener Krummungslinien . zu

finden, haben wir also nur auf der Kugel eine Schar von oo 1 Kreisen

zu wahlen und diejenigen Flachen zu bestimmen, welche diese Kreise

und ihre Orthogonaltrajectorien zu spharischen Bildern der Kriim-

muugslinien haben. In der entsprechendeu Laplace schen Gleichung

(37), 73, S. 141, ist dann eine der Invarianten gleich Null, mid es

lasst sich die Gleichung vollstandig integrieren. Da aber in dem be-

sonderen Falle der Minimalflachen das Curvensystem auf der Bildkugel

uach 61, S. 120, isotherm sein muss, so besteht auch die zweite

Schar aus Kreisen ( 91, S. 177).

Daraus folgt, dass auch die Krummungslinien der zweiten Schar

notwendig eben sind. Infolge des Ergebnisses in 44, S. 81, er-

halt man die doppelten orthogonalen Kreissysteme auf der Kugel,

wenn die Kugel durch zwei Ebenenbiischel geschnitten wird, die zwei

beziiglich der Kugel reciproke Polaren zu Axen haben. Wir beschaf-

tigen uns vorerst mit dem Grenzfall, in dem diese beiden Geraden

conjugierte (auf einander senkrechte) Taugenten der Kugel sind. Nehmeu
wir wieder unsere Formeln (5), S. 359, und setzen wir

T = K+ ifi,

also

Y- 2 * Y- 2 P y_ +P -l
* 1 -

1

so sehen wir, dass die Curven a, ^ gerade die Schnittkreise der Kugel
mit den Ebenen der beiden Biischel:

x + u(e 1)
=

0,

sind, deren Axen die durch den Punkt (0, 0, 1) parallel zur y- und

zur a:-Axe gezogenen Kugeltangenten sind. Um zu der entsprechendeu

Minimalflache zu gelangen, miissen wir also F(r) in den Weiei-strass -

schen Formeln (7) gleich einer reellen Constanten setzen. Der Wert

dieser Constanten beeinflusst nur die Grossenverhaltnisse der Flache.

Wenn wir daher etwa

F(r) = 3

setzen, so erhalten wir fur die entsprechende Flache:

Biancbi, Differentialgeometrie. 24
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(17)

-/3
2

).

Diese merkwiirdige Flache ist von En neper gefunden worden.

Sie ist von der 9. Ordnung; ihre Kriimmungslinien sind ebene Curven

vom Geschlecht Null, und ihre Haupttangentencurven :

a -j-
=

Const., a
/3
= Const.

Raumcurven dritter Ordnung.

198. Enneper sche Minimalflache.

Das Quadrat des Linienelements der Enneper schen Flache ist durch

ds2 = 9 (a
2

-(- /3

2
-f- l)

2

(^a
2

-f- c?/3
2

)

gegeben ,
und es ergiebt sich sofort

,
dass die Curven constanter

Kriimmung:

geodatisch parallel sind und constante geodatische Kriimmung besitzen,

sodass die Flache auf eine Rotationsflache abwickelbar ist (S. 195).

Ferner lasst sich nachweisen, dass alle associierten Flachen der Enne

per schen Flache der Gestalt nach mit ihr iibereinstimmen und sich aus

ihr ergeben, wenn sie um die #-Axe gedreht wird. Diese Eigenschaften

ergeben sich iibrigens als besondere Falle allgemeinerer Eigenschaften,
die im folgenden Paragraphen entwickelt werden.

Darboux*) hat eine merkwiirdige Erzeugung der Enneper schen

Flache als Ebenenenveloppe gefunden, die wir kurz angeben wollen.

Der Abstand der Tangentialebene der Enneper schen Flache (17) voin

Anfangspunkt ist durch

gegeben, und es lautet demnach die Gleichung dieser Ebene:

(18) 2ax + 20y + (a
2 + /3

2

l)g + 3(/3
2 as

) + /3

4 a4 = 0.

Wir betrachten nun die beiden durch die Gleichungen:

x = 4a, y ==
0, z = 2u2

1,

definierten Parabeln, von denen jede die Focalparabel der anderen ist.

Verbinden wir einen beliebigen Punkt der einen mit einem beliebigen

) Darboux, 1. Bd., S. 318.
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Punkte der anderen und legen wir durch den Mittelpunkt der Yerbin-

dungslinie die zu ihr senkreehte Ebene, so erhalten wir gerade die

Ebene (18). Daraus folgt:

Die Enneper sche Flache ist die Enveloppe der Hittel-

senkrechtenebenen derjenigen Sehnen, welche die Punkte
einer Parabel mit den Punkten der Focalparabel rerbinden.

199. Bestimmung aller Minimalflaclien mit ebenen Kriimmungs-
linien.

Wir haben nun noch die Gleichungen derjenigen Minimalflachen

mit ebenen Krummungslinien aufzustellen, welche zu Bildern dieser

Curven auf der Kugel zwei Kreisbiischel haben, deren Axen zwei die

Kugel nicht beruhrende reciproke Polaren r, r sind.

Der Einfachheit halber wahlen wir diejenige Gerade, welche gleich-

zeitig auf r und r senkrecht steht, zur 5-Axe und die x- und y-Axe

parallel r bezw. r . Una die Ideen zu fixieren, setzen wir noch vor-

aus, dass r ausserhalb der Kugel liege, r also die Kugel schneide.

Dann sind die Coordinaten derjenigen Punkte, in deneii r bezw. r die

-Axe schneiden,

0, 0,
- bez. 0, 0, a (a

= Const.
&amp;lt; 1).

Die Gleichungen der beiden Kreisbiischel lauten dann:

x =
J(.(z a),

wenn A, u die Parameter der beiden Buschel sind. Nun fuhren wir

mittels der Gleichungen:

A = , tang u
,

u = - - tangh v
YI=O* yT^

zwei neue Parameter ein und erhalten so fur X, Yt
Z als Functiouen

von M, v die Ausdriicke:

/IQ\
cosh v -j- a cos u cosh v -\- a cos u

7 cos tt -(- a cosh v~
cosh v -j- a cos

Das Quadrat des Linienelements der Kugel,

nimmt, durch die Parameter
,

v ausgedriickt, die Form:

, , 2 _ du- + dv*
~

(cosh r -j- a cos M)*
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an. Wenn wir nun aus den Gleichungen (3), 191, S. 359, mittels

Quadraturen die zugehorige Minimalflache berechnen, so erhalten wir

die Gleichungen:
(x = au -j- sinw cosh v,

(21) \y
= v -\- a cosw cosh v,

10 = ]/l a2 cos u cosh v .

1st a gleich Null, so ergiebt sich das Catenoid; ist a verschieden

von Null, so besteht der Schnitt der Flache mit den zur #?/-Ebene

parallelen Ebenen aus unendlich vielen congruenten Kettenlinien, deren

Leitlinien der ?/-Axe parallel sind.

200. Die auf Rotationsflachen abwickelbaren Minimalflacnen.

Wir losen nun die Aufgabe, alle Minimalflachen zu bestimmen,
die auf Rotationsflachen abwickelbar sind. Dazu stellen wir die fol-

genden von Schwarz herriihrenden Uberlegungen an: Es sei S eine

auf eine Rotationsflache abwickelbare Minimalflache. Sie gestattet eine

stetige Verbiegung in sich, insbesondere eine unendlich kleine Verbie

gung, bei der sich die Biegungscurven L der Parallelkreise in sich ver-

schieben. Das spharische Bild von S bleibt bei der Verbiegung sich selbst

congruent (S. 365) und erfahrt nur eine unendlich kleine Drehung um einen

Kugeldurchmesser. Daraus schliessen wir, dass die spharischen Bilder

der Curven L die Kreise in den zur Rotationsaxe senkrechten Ebenen sind

und dass auch bei einer endlichen Verbiegung der Flache S in sich

ihr spharisches Bild um dieselbe Axe gedreht wird*). Diese Axe

nehmen wir zur -Axe. Eine Drehung um diese Axe ist gleichbedeu-

tend damit, dass r durch eia t ersetzt wird, wenn cc die Amplitude der

Drehung ist. Da sich nun

ds* = (rr + l^F(T}FQ(r,}drdrQ
bei dieser Substitution nicht andern darf, so ergiebt sich:

*) Sollte noch irgend ein Zweifel an der Richtigkeit dieser Folgerung be-

stehen, so betrachte man eine endliche Verbiegung von S in sich, und es sei a

die Amplitude der entsprechenden Drehung auf der Kugel. Die Amplitude a

iindert sich stetig, wenn die Verbiegung stetig erfolgt, und wir konnen daher eine

solche Verbiegung wahlen, dass cc und 2n incommensurabel sind. Man ver-

fahre dann wie im Texte. Dann ergiebt sich die Gleichung (b), S. 373, in der o: eine

bestimmte
,

zu 2 n in keinem rationalen Verhaltnis stehende Grosse hat. Ware
V /_\

die Function r y, nicht constant, so wiirde sie demnach in der Umgebung jedes*W
Funktes der Ebene unendlich oft denselben Wert annehmen, was keinen Sinn hat.
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\F(r}\ =
d. h.

(a)

wo
/3

eine reelle Constante bedeutet. Durch logarithmische Differen

tiation folgt:

&quot;P

/ \

Da also die Function T -f^r langs jedes Kreises in der complexen r-Ebene,

dessen Mittelpunkt in r = liegt, constant ist, so ist sie mit Not-

wendigkeit iiberhaupt eine Constante.

Es ist also:

wo C und Ji zwei Constanten sind, von denen die zweite wegen der

Gleichung (a) reell ist. Daraus schliessen wir:

Die auf Rotationsflachen ab wickelbaren Minimalflachen

ergeben sich aus den Weierstrass schen Formeln (7), wenn
darin

gesetzt wird, wo k eine beliebige reelle und C eine beliebige

complexe Constante ist.

201. Die Minimal -Schraubenflachen.

Daraus, dass nach S. 360 fur die soeben gefundenen Flachen

ist, ergiebt sich, dass mit Ausnahme des Falles k = 2

also das Quadrat des Linienelements

(b) ds* = f(u- + 2

) (rfu
2
-f dv&quot;)

ist. Erwagen wir nun, dass

u cos- v sin -- =
Const.,_

u sin -f- v cos - = Const.
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die Kriiimnungslinien der associierten Flachen sind, wahrend sich bei

den Substitutionen:

u = u cos -&quot;-- v sin -&quot;

,
& u

v = v sin - -
-f- v cos -

das Quadrat des Linienelements (b) nicht andert, so sehen wir, dass

die betreffenden Flachen der Gestalt nach mit ihren associierten Flachen

identisch sind. Wie leicht ersichtlich, ergeben sich diese, wenn die

urspriingliche Flache um die Axe gedrebt wird.

In dem Ausnabmefall Jc = 2 ergiebt sich nach (7), S. 360:

und da
?
wenn T durch rela ersetzt wird, z um eine Constante wachst

und x, y in

x cos a y sin a
,

x sin a -f- y cos a

iibergehen, so erhellt, dass diese Flachen Schraubenflachen sind, deren

Axe die ^-Richtung ist. Aus unseren Betrachtungen folgt auch, dass

dieses die einzigen Minimal-Schraubenflachen sind, da eine solche Flache

auf eine Rotationsflache abwickelbar ist und der Gestalt nach mit

ihren associierten Flachen nicht ubereinstimmt *). Also: Die Mini

mal-Schraubenflachen ergeben sich, wenn in den Weierstrass -

schen Formeln

* = %
gesetzt wird.

Um die Gleichungen fur die Minimal-Schraubenflachen in expli-

citer Form anzugeben, setzen wir:

indem wir mit
,
e~ v die absoluten Betrage und mit

/3,
die Ampli-

tuden von C und r be/eichnen, und erhalten so:

x m(cos /3
cosh v cos c? -f- sin

/3
sinh v sin

) ,

(22) y= m(cos /3 cosh v sin ra sin
/3

sinh v cos o) ,

8 m(v cos
/3 -f- w sin/3) .

Die
|3
= entsprechende Flache ist das Catenoid, und seine

*) Andernfalls warden bei einer Verbiegung der Flache die Krummungslinien

ungeandert bleiben.
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Conjugierte, welche
/3
= --

entspricht, die Minimal-Schrauben-

regelflache (vgl. 105, S. 201):

z = m arctg

Endlich fugen wir noch hinzu, dass die einzige Linienflache,
die zugleich Minimalflache ist, diese Schraubenflache ist

(Satz von Catalan). Bei einer Linienflache namlich sind die ortho-

gonalen Trajectorien der Erzeugenden Haupttangentencurven, und es

fallen demnach ihre Hauptnormalen rnit den Erzeugenden selbst zusam-

inen. Diese Eigenschaft ist nun, wie wir in 19, S. 32, gesehen

haben, eben fur die von den Hauptuormalen der gewohnlichen Schrau-

benlinie gebildete Flache charakteristisch.

202. Andere Gestalt der Formeln von &quot;Weierstrass.

Die Weierstrass scheu Formeln (7) (S. 360) koimen in eine audere

bemerkenswerte Form gebracht werden. Setzen wir:

&quot; =/(! r*)F(r} dr, v = if(I + t
2
)-F(r) dr, tc =f2rF(r}dr

und fuhren wir statt der complexeu Veranderlicheu r mittels der Glei-

chung: r =
cp(f) eine neue Veranderliche t ein, so sind u, v, w Func-

tionen von
t, die durch die Relation:

_

verbunden sind, und die Weierstrass schen Formeln gehen fiber in:

(24) * = 9l(tt), y= ft(v),
=

(;).

Umgekehii: Sind u, v
t
w solche Functionen der complexen

Veranderlichen t
}
die durch die Relation (23) verbunden sind,

so ergiebt sich aus den Gleichungen (24) eine Minimalflache*).
Durch eine passend gewahlte Transformation der Veranderlichen t

kommen wir namlich wieder zu den Weierstrass schen Formeln zuriick

Dieses geht tibrigens sofort aus den folgenden Uberlegungen her-

*) Diese Gleichungen konnen wie folgt geschrieben werden:

_ u + u _ c + r _ tc + tc
&quot;

g ^ ~
2 2

und die Minimalflache kann daher als eine Translationsflache angesehen werden

welche die imaginare Curve :

und deren Conjugierte zu erzeugenden Curven hat. Dieses ist die Eigenschaft.

die den auf S 358 angefuhrten Arbeiten von Lie als Grundlage dient.



376 Kap. 14. Die Minimalflaehen.

vor, die umgekehrt zu einer directen Ableitung der obigen Gleichungen
dienen konnen:

Zerlegen wir
t, u, v, w in ihre reellen und imaginaren Bestand-

teile, indem wir

tK-\-ip, u = x -f- ix-i, v = y -f- iylt w = z -}- i^

setzen, und berucksichtigen wir die Gleichungen:

dx _ dxl dx _ dx^

a^&quot;~~af ^ =

~jp

aus denen sich infolge der Gleichungen (23) die Beziehungen :

ergeben, so folgt:

ds2 = dx* + df -\-d^=K (da* + dp\ K

.Die Beltrami sche Gleichung (A), 60, S. 116, zeigt dann, dass die

Flache (24) eine Minimalflache ist.

Wir bemerken, dass sich die fiir die Minimalflachen charakte-

ristische Eigenschaft, die durch die eben genannte Gleichung aus-

gedriickt wird, folgendermassen aussprechen lasst: Bei jeder Mini

malflache gehoren ihre Schnitte mit einer Schar paralleler
Ebenen einem Isothermensystem an; der Abstand einer ver-

anderlichen Ebene der Schar von einer festen Ebene ist der

Parameter der Isometrie.

In jeder der complexen Ebenen u\ v, w haben wir eine conforme

Abbildung der Minimalflache (24), und da nun

ds2 = %(duduQ -(- dvdv -j- dwdwQ)

ist,
wenn UQ} VQ ,

w die zu u, v, w conjugierten Functionen sind, so ist

klar, dass das Quadrat des Linienelements der Flache gleich der halben

Summe der Quadrate der entsprechenden Linienelemente in den Ebenen

u,v,w ist. Riemann hat daraus eine interessante Folgerung gezogen,

indem er in Betracht zog, dass sich bei einer conformen Abbildung
die Flachenelemente wie die Quadrate der Linienelemente verhalten.

Daraus ergiebt sich namlich der Satz:

Der Flacheninhalt eines Minimalflachenstucks (24) ist

gleich der halben Summe der entsprechenden Flachenraume
in den complexen Ebenen u, v, w.
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2M3. Formeln von Schwarz.

Aus den Gleichungen des vorstehenden Paragraphen hat Schwarz
in der nachstehend angegebenen Weise andere wichtige Gleichungen

abgeleitet. Wird wie yorhin

n = x + ix,, v = y + iy,, tc = z -f iz,

gesetzt, so ist:

dx dx, -{- dy dy, -f- dz dz,
= 0,

ferner :

Xdx, + Ydy, + Zdz, = 0,
demnach :

dx, : dy, : dz,
= (Zdy Ydz) : (Xdz Zdx) : (Ydx Xdy).

Da ferner

dx* + dy* -f dzf = dx3 + dy* + dz*

ist, so folgt daraus:

dx
i
=

(Zdy - Yde), dy, = (Xdz Zdx),

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens fallt fort, wenn wir auf die

Ausdrucke fiir
, ,

tc als Functionen von T und anf die Gleichungen

(5) in 191 zuruckgehen; es ist namlich:

du = (1 r3
)F(r) dr, dv = f (1 + r^F(r}dr }

dtc = 2rF(r&quot;)dT,

dx= (dtt 4- du), dy = (rfv + dv), dz = -
(dw + dw),

Wenn nun z. B. der Ausdruck Ydx Xdy gebildet wird, so ergiebt

sich, dass er mit dem fiir dz, ubereinstimmt. Wir haben also die Glei

chungen:

dx, = Zdy Ydz, dy, = Xdz Zdx, de,
= Ydx Xdy*),

infolge deren wir die Werte von
tt, v, w so schreiben konnen:

u = x+ if(Zdy
--

Ydz),

v = y + if (Xdz Zdx),(25)

tc = z + if(Ydx Xdy).

Dieses sind die Schwarz schen Formeln, die sich in der elegantesten
Weise auf die Losung folgender Aufgabe anwendenlassen: Die Minimal-

*) Stellen vrir die Bedingung dafur auf, dass Ydx Xdy ein vollstandiges

Differential ist, so ergiebt sich wieder die partielle DiflFerentialgleichung (1) der

Minimalflachen
( 189).
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flache zu construieren, die durch eine gegebene Curve C geht
und langs der Curve gegebene Norrnalen hat.

Beachten wir, dass die unendlich kleinen Teile der Tangential-

ebenen liings der gegebenen Curve C einen Streifen der Flache bilden,

so konnen wir der gestellten Aufgabe auch die folgende Fassung geben:
Eine Minimalflache zu construieren, von der ein Streifen

bekannt ist. Es ist dieses nur ein specieller Fall der Cauchy schen

Aufgabe fiber die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung;
in dem vorliegenden Falle lasst sie sich unter den naher anzugebenden

Bedingungen mittels Quadraturen losen.

204. Losung der Aufgabe, durch. einen gegebenen Streifen eine

Minimalflache hindurchzulegen.

Wir nehmen an, dass der gegebene Streifen ein analytischer

sei, d. h. dass langs des Streifens

x, y, g- X, Y, Z

analytische Functionen der re ell en Variabeln
t, d. h. auch fur

complexe Werte von t giiltige Functionen seien. Wir fiihren nun die

Integration in den Gleichungen (25) aus und setzen die Functionen

u, v, w in der coniplexen Ebene analytisch fort. Sie sind immerfort

durch die Relation:

\dt)
&quot;

\dt)
&quot;&quot;

\d*/
=

verbunden, die langs der reellen Axe besteht. Die Gleichungen (24)

definieren uns dann eine Minimalflache, die, wie sofort hervorgeht,

durch die gegebene Curve geht und langs der Curve die vorgeschrie-

benen Tangentialebenen hat*).

Nun ist hervorzuheben, dass die durch einen Streifen definierte

Minimalflache eindeutig bestimmt ist. Fiihren wir namlich wieder

die complexe Veranderliche ( 191, S. 359)

,
-9- . X+iYT pnr, Pl K&amp;gt;

2 1 Z

ein, so beschreibt, wahrend der bewegliche Punkt die gegebene Curve

C durchlauft, sein Bildpunkt r auf der complexen Kugelflache eine

Curve C
,

die durch die vorgeschriebenen Richtungen der Normalen

*) Es reducieren sich namlich fiir reelles t die reellen Teile von M, v, w auf

die Coordinaten der Punkte von (7, und die Coefficienten der imaginaren Bestand-

teile auf

f(ZdyYdz), f(Xdz Zdx), f(Ydx-Xdy).
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vollkommen bestimmt ist. Langs dieser Curve C ergeben sich u. v, w
aus den Gleichungen (25) bis auf additive Constanten, und es konnen

daher diese Functionen auf der complexen Kugelflache nur auf eine

einzige Weise fortgesetzt werden. Also: Eine Minimalflache ist

durch einen Streifen eindeutig bestimmt.

Zwei Specialfalle dieses Satzes verdienen besondere Beachtung,
namlich:

1) Jede auf einer Minimalflache gelegene Gerade ist eine

Symmetrieaxe der Flache.

Wird die Flache namlich um diese Gerade mn 180 gedreht, so

hat sie bei der neuen Lage langs dieser Geraden dieselben Xormalen,
fallt demnach mit der urspriinglichen Flache zusarnmen.

Dieser interessante Satz ergiebt sich direct aus den Gleichungen

(25), wenn die betreffende Gerade zur -Axe genommen und also

x = 0, y = 0, z = t

X = cos ff
}

Y= sin
&amp;lt;?,

Z=
gesetzt wird, wobei 6 eine (analytische) Function von t sein soil.

Dann erhalten wir aus den Gleichungen (25):

n = i
j

sin 6 dt, v = i j cos &amp;lt;? dt, w = t .

Da nun die Functionen M, v fiir reelles t rein imaginar sind, so sind

fiir conjugierte Werte von t ihre imaginaren Teile einander gleich,

ihre reellen Teile ebenfails gleich, aber mit entgegeugesetztem Vor-

zeichen behaftet; daraus folgt, dass jedem Flachenpunkt (x, y, z) ein

anderer, zur z-Axe symmetrisch gelegener Flachenpunkt ( x, y, z)

entspricht.

Die zweite wichtige Folgenmg aus dem allgemeinen Satze, die

wir anfiihren wollteu, ist die nachstehende:

2) Schneidet eine Ebene eine Minimalflache orthogonal,
so ist sie eine Symmetrieebene der Flache.

205. Besondere Falle.

Wir wollen nun die allgemeinen Schwarz schen Formeln auf einige

specielle Falle anwenden.

a) Wir nehmen an, es ware von einer Minimalflache eine geodatische
Linie C gegeben. Unter Beibehaltung der iiblichen Bezeichnungen des

Kap. I fiir diese Curve setzen wir:

t = s, X=cos, Y=COSJJ, Z=cos.
Dann geben uns die Schwarz schen Formeln (25):



380 Kap. 14. Die Minimalflachen.

(26) u= x-\- if cos A ds, v= y -f- i I cos ft ds }
iv= s-{- i

}
cos v ds.

Betrachten wir die entsprechende Curve C der conjugierten Minimal-

flache, so haben wir:

x =(coshds, y =lcos(ids, 2= I cosvds.

Gemass den Ergebnissen des 20, S. 33, beweisen diese Glei-

chungen, dass in jedem Punkte der Curve (7 die erste und die zweite

Krummung derselben beziiglich gleich der zweiten und der ersten

Krummung der Curve C ist, d. h. :

Wahlt man auf zwei conjugierten Minimalflachen zwei

einander entsprechende geodatische Linien, so ist die erste

Krummung der einen in jedem Punkte gleich der zweiten

Krummung der anderen im entsprechenden Punkte*).

Allgemeiner, bemerkt man, dass

x = i cos a ds, y = I cos
/3 ds, z = I cos y ds

ist, so ergiebt sich, dass bei jeder Verbiegung der Minimalflache, bei

der die Flache eine Minimalflache bleibt, die beiden Kriimrnungen

homogene lineare Functionen der ursprtinglichen Krummungen bleiben

( 20, S. 33).

Ist die Curve C eben und wird ihre Ebene zur a;7/-Ebene genom-

men, so miissen wir

s = 0, cos A = 0, cos
ft
=

0, cos v = 1

setzen. Dann lauten die Gleichungen (26) einfach:

u = x, v = y, w is.

Fur conjugierte Werte von s behalten die reellen Teile von u und v

em und denselben Wert, und es liegt demnach die Flache zur xy-Ebene

symmetrisch, wie auch am Schlusse des vorigen Paragraphen bemerkt

worden ist.

b) Sollte die Curve C statt geodatische Linie Haupttangentencurve

sein, so hatten wir:

und es wiirden somit die Schwarz schen Formeln lauten:

u = x iJ cos | ds, v y ij
cos

r? ds, w = 2
ij

cos % ds.

*) Es lasst sich leicht nachweisen, dass die Minimalflachen die einzigen

Flachen sind, die eine Verbiegung gestatten, bei der sich die beiden Krummungen
einer jeden geodatischen Linie vertauschen.
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206. Kriterium dafur, dass eine Flache in eine Minimalflache

verbiegbar ist.

Wir schliessen das vorliegende erste Kapitel fiber die Minimal-

flachen mit der Losung der Aufgabe: Zu entscheiden, ob eine ge-

gebene Flache in eine Minimalflache verbogen werden kann.

Die Entscheidung ergiebt sich sehr einfach daraus, dass das Linien-

element einer auf ihre Kriimmungslinien bezogenen Minimalflache durch

gegeben ist, wahrend das Krumnmngsmass nach S. 359

*=-!
ist und nach S. 68 die Differentialform:

die Kriimmung Null besitzt. Umgekehrt nehmen wir nun an, dass fur

eine Flache (mit entgegengesetzten Hauptkrummungsradien) ,
deren

Linienelement

ds = YEdit
2
-f 2Fdudv -f- Gdv*

ist, die Difl
?
erentialform

Y K(Edu? -f~ 2F du dv -\- Gdv*)

die Krummuug Xull besitze, sodass fur passend gewahlte Veranderliche

a, /3 (die sich nach S. 171 mittels Quach-aturen finden lassen)

Y^K(Edu 2 + 2Fdttdv + Gdv-) = da- + rf/3
2

ist. Setzen wir K
^j,

so ergiebt sich:

(27) Edu- + 2Fdu dv + Gdv- = A(rfa
2 + df),

demnach ( 35, S. 68):

d. h.:

g logl ,

*

Das Linienelement

Vr (
dK* +

gehort folglich zur Kugel und also das Linienelement (27) zu einer

Minimalflache, die sich mittels Quadratureii ergiebt, sobald die Coor-

dinaten X, Y, Z eines Punktes der Kugel als Functionen von a, ft

bekanut sind. Also: Die notweudige und hinreichende Bedin-

gung dafiir, dass eine Flache auf eine Minimalflache abwickel-
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bar 1st, lautet: es muss die Differentialform, die das Quadrat
des Linienelements der Flache angiebt, mit der Quadrat-
wurzel aus dem negativen Wert des Krummungsmasses der

Flache multipliciert, eine Form von der Kriimmung Null

ergeben.
Dieselbe Bedingung konnen wir in andrer Form durch die Gleichung:

nach (15), S. 67, ausdrucken. In dieser Fassung wurde sie von Ricci

angegeben, der das soeben abgeleitete Ergebnis zuerst fand.

Beispielsweise sehen wir zu, ob es Linienflachen giebt;
die auf

Minimalflachen abwickelbar sind. Bringen wir das Quadrat des Linien

elements der Linienflache in die Form
( 116, S. 222):

ds2 = du2 + [(u a)
2 + /3

2

] dv
2
,

so ergiebt sich wie auf S. 223 :

7T- P*
,

[(w-^ + ^T
und die obige Bedingung ist nur fur constantes a und

/3 erfullt, woraus

hervorgeht, dass die einzigen Linienflachen der gesuchten Art diejenigen

sind, welche auf die Minimal-Schraubenregelnache abwickelbar sind,

d. h. die Ortsflachen der Binormalen der Curven mit constanter Torsion

(nach S. 228).



Kapitel XV.

Das Plateau sche Problem und die Sehwarz sche Minimalflache.

Wortlaut des Plateau schen Problems. Gmndlegende Betrachtungen fiber die

beiden conformen Abbildungen der Minimalflache auf die Gaussische Kugel und

auf die Ebene der complexen Veranderlichen G. Fall einer aus geradlinigen

Strecken bestehenden Begrenzung oder allgemeiner einer Schwarz schen Begren-

zung. Fall des von zwei Paar Gegenkanten eines regularen Tetraeders gebil-

deten Vierecks (Schwarz sche Flache}. Oktaedernetz auf der Kugel. Ana-

lytische Darstellung der Gruppe der 24 Drehungen des Oktaedernetzes. Bestini-

mung yon JFit) fur die Sehwarz sche Flache: F(T) = _
== Proben

|/1_ 14T *+T 8

bezuglich der Grenzcurve. Untersuchung derjenigen Gruppe von Bewegungen
des Baumes, welche die Sehwarz sche Flache ungeandert lasst. Eigenschafteu
der analytischen Fortsetzung. Die conjugierte Minimalflache und die ent-

sprechende Gruppe von Bewegungen. Satze von Schwarz fiber die zweite

Variation des Flacheninhalts eines Minimalflachenstucks.

207. Das Plateau sche Problem.

Die fundamentale Aufgabe, auf die sich die Theorie der Minimal-

flachen aufbaut, sprechen wir in der folgenden pracisen Fassung aus:

Gegeben ist eine geschlossene Begrenzung; es soil ein

zusanamenhangendes Minimalflachenstiick construiert wer-

den, das von dieser Begrenzung umschlossen ist und im In-

nern keine singularen Punkte besitzt.

Beriihuit sind die Experimente von Plateau, durch die dieser

Physiker die Aufgabe praktisch in der Weise loste, dass er die physisch

dargestellte Begrenzung in die nach ihm benannte Flussigkeit tauchte.

Die Fliissigkeitslamelle ,
die zwischeu der Begrenzung ausgespaunt

bleibt, weicht in der That gestaltlich sehr wenig von einer Minimal

flache ab.

Die Analysis ist weit davon entfernt, das Plateau sche Problem

allgemein losen zu konneu; jedoch ist in dem Falle, dass die Begreu-

zung aus geradliuigen Strecken besteht, sowie in einem andem Falle
7
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den wir bald angeben werden, eine Reihe wichtiger Satze bekannt, die

wir Riemann, Weierstrass und Schwarz verdanken.

Wir beschranken uns hier auf die Entwickelung nur einer Methode,
die sich bei diesen Untersuchungen von selbst bietet und auf der

Theorie der conformen Abbildungen beruht. Diese Methode reicht in

den einfachsten Fallen aus, insbesondere fiir die Schwarz sche Minimal

flache, die von einern von vier paarweise einander gegentiberliegenden

Kanten eines Tetraeders gebildeten windschiefen Viereck begrenzt wird.

Der Behandlung dieses in vielen Beziehungen so interessanten beson-

deren Falles ist das vorliegende Kapitel hauptsachlich gewidmet.
Die Methode der conformen Abbildungen reicht, wie vorhin be-

merkt, nur in einigen der einfachsten Falle aus. Der Leser findet in

dem Buche von Darboux (1. Bd.
;

S. 453 u.
f.)

eine zweite allgeineinere

und weit erfolgreichere Methode entwickelt, auf die wir hier nur kurz

hinweisen konnen.

208. Conforme Abbildung der Minimalflache auf die Gaussische

Kugel und auf die Ebene.

Wir betrachten ein von einer geschlossenen Urnrandung C be-

grenztes Minimalflachenstuck A und sein spharisches Bild J5, das in-

folge der fundamentalen Eigenschaffc der Minimalnachen nach S. 252 ein

conformes Abbild des Flachenstiicks A ist. Wir nehmen ferner an,

dass dieses Flachenstiick J3 auf der Kugel einblattrig sei. Indeni wir

weiter fiir die Minimalflache S wieder die Bezeichnungen des vorigen

Kapitels wahlen, fiihren wir wieder die complexe Veranderliche

ein, deren reeller Teil u und deren rnit dem Factor i multiplicierter Teil

v, gleich Constanten gesetzt, die Kriimmungslien von S geben (S. 359).

Ist, wie wir voraussetzen wollen, die Function 6 innerhalb des

Flachenstiicks A endlich, stetig und eindeutig, so erhalten wir durch

Ausbreiten der Werte von 6 in einer complexen Ebene von dem Stiick

A ein neues conformes Abbild S . Es sind somit das Flachenstiick S
auf der Kugel und das Flachenstiick S in der Ebene conform auf

einander abgebildet. Wenn das Gesetz bekannt ist, nach dem die

Punkte beider Stiicke einander zugeordnet sind, so ist auch die Flache

S vollstandig bekannt, da wir dann, weil a als Function von r gegeben

ist, die Weierstrass sche Function

kennen, welche die Flache charakterisiert (S. 360).
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Sobald also die gegebene Begrenzung C so beschaffen ist, dass

sich sowohl das Flachenstuck B auf der Kugel als auch das ebene

Flachenstfick B bestimmen lasst, so lasst sich das Plateau sche Problem

fur diese Begrenzung auf die bekannte Aufgabe der Analysis zuruck-

ffihren: ein gegebenes Flachenstuck conform auf ein anderes abzubilden.

Der eben erwahnte Umstand tritt nun. wenigstens mit einer ge-

wissen Unbestiinrntheit. dann ein, wenn die Begrenzung C aus gerad-

linigen Strecken besteht. Was namlich das spharische Bild an-

betrifft, so entspricht jeder geradlinigen Strecke r der Begrenzung C
auf der Begrenzung von B ein Bogen eines grossten Kreises in einer

auf r senkrechten Ebene : das Flachenstuck B ist also ein spharisches

Polygon, dessen Begrenzung von der Lage nach vollig bestimmten

Bogen grosster Kreise gebildet wird. Betrachten wir zweitens das

ebene Flachenstuck B . so ist, da jeder geradlinige Bestandteil der

Begrenzung C eine Haupttangentencurre der Flache ist. das entsprechende
Stuck der Begrenzung von B ebenfalls geradlinig und der einen oder

der anderen Halbierungslinie der Axenwinkel in der Ebene B, namlich:

u v = oder u -f- v = 0,

parallel. Das Plateau sche Problem geht also in dem vorliegenden
Falle in die folgende Aufgabe fiber: Das spharische Polygon B auf

das ebene Geradenpolygon B conform abzubilden.

209. Fall einer aus geradlinigen Strecken und aus Ebenen
bestehenden Begrenzung.

Dieselben Uberlegungen gelten auch noch in einem allgemeineren

Falle, der von Schwarz in seinen ,,Fortgesetzten Untersuchungen
fiber Minimal flac

hen&quot;*) folgendermasseu formuliert worden ist:

Gegeben sei eine zusammenhangende. geschlossene Kette

von geradlinigen Strecken und Ebenen: es soil ein einfach

zusammenhangendes, von den geradlinigen Strecken und den

Ebenen der Kette begrenztes Minimalflachenstuck bestimrnt

werden derart, dass die Flache die Ebenen rechtwinklig
schneidet.

Die geradlinigen Teile der Begi enzung C sind Haupttangenten-

curven, und die krummlinigen Teile sind Krunimungslinien in zur

Flache senkrechten Ebenen. Die spharischen Bilder der letzteren

Teile sind also ebenfalls Bogen grosster Kreise und zwar in Ebenen,

die den Ebenen der Kette parallel sind. In der 6- Ebene ist also das

*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1872. (Werke, 1. Bd., S. 126 u. f.)

Bianchi. IHfferentialgeometrie. 25
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Bild eines solchen Bogens ein der einen oder der anderen Coordinaten-

axe paralleles Geradenstiick. Auch in diesem allgemeinen Falle hangt
demnach die Losung des Plateau schen Problems von den Gleichungen
ab

;
welche die conforme Abbildung eines spharischen Polygons auf ein

ebenes Geradenpolygon geben.

Betrachten wir z. B. den einfachsten Fall, in dem die Kette von

zwei geradlinigen Strecken AB und AC gebildet wird, die in B und

C von einer Ebene begrenzt seien, die von der Flache senkrecht ge-

schnitten werden soil. Der Minimalflachensector ABC, wie ihn das

Experiment liefert
;
hat zum Bilde auf der Kugel ein vollkommen be-

stimmtes spharisches Dreieck. Sein ebenes Bild B ist ein rechtwink-

lig-gleichschenkliges Dreieck, dessen Hypotenuse einer der Coordi-

natenaxen parallel ist.

Die entsprechende Abbildungsaufgabe wird bekanntlich mittels

hypergeometrischer Reihen gelost.

Wir nehmen nun an, es ware uns gelungen, fiir eine gegebene
Sehwarz sche Begrenzung das Plateau sche Problem zu losen. Das ge-

suchte Minimalflachenstuck 2! ergiebt sich aus den Weierstrass schen

Formeln, indem man die complexe Veranderliche r innerhalb des spha

rischen Polygons B wandern lasst. Wir wollen jedoch unter Benutzung
der am Schlusse des 204 bewiesenen Symmetriesatze untersuchen,

was eintritt, wenn bei der analytischen Fortsetzung der Function F(t)
die analytische Fortsetzung dieses Flachenstiicks betrachtet wird. Uber-

schreitet r eine Seite I des Polygons B, der ein geradliniges Stuck r

der Schwarz schen Begrenzung entspricht, so kommen wir auf der Flache

aus dem Gebiet Z1

in das beztiglich der Strecke r zu ihm symmetrische

Gebiet und bleiben in diesem, solange r innerhalb des bezuglich der

Seite I zu B symnietrischen spharischen Polygons bleibt. Entspricht

der Seite I von B ein krummliniges Stuck der Schwarz schen Begren

zung in einer zu H senkrechten Ebene der Kette, so ist der Schluss

ein ganz ahnlicher; wir gelangen dann aus ZJ in ein neues zu dieser

Ebene symmetrisches Gebiet 2 . Somit finden wir bei der analyti

schen Fortsetzung der Minimalflache fiir jede Seite ein neues zu dem

Flachenstiick Z! symmetrisches und an dasselbe angrenzendes Gebiet.

Auf jedes dieser Gebiete lasst sich dieselbe Schlussweise anwenden.

Somit besteht die analytische Fortsetzung unserer Flache aus unend-

lich vielen, abwechselnd symmetrischen und congruenten Teilen. Im

allgemeinen enthalt ein endliches Gebiet des Raumes unendlich viele

solcher Teile. Um uns davon zu uberzeugen, brauchen wir nur den

Fall zu betrachten, dass sich zwei geradlinige Stiicke der Begrenzung
unter einern zu it in keinem rationalen Verhtiltnis stehenden Winkel
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schneiden. Die hier beruhrte Frage hangt mit derjenigen der Be-

wegungsgruppen zusammeu und kann ohne die wirkliche Kenntnis

des Ton der gegebenen Schwarz schen Begrenzung eingeschlossenen

Minirnalflachenstucks behandelt werdeii. Wir brauchen namlich nur

zuzusehen, ob die Spiegelungen gegeu die geradlinigen Seiten und

gegen die Ebenen der Begrenzung eine stetige oder eine unstetige

Gruppe erzeugen*).

Der einfachste Fall, in dem die entsprechende Hinimalflache gleich-

massig den Raum durchsetzt, ist nun eben derjenige, zu desseu Behand-

lung wir nunmehr ubergehen wollen und in dem die Schwarz sche

Begrenzung ein von zwei Paar Gegenkanten eines regelmassigen

Tetraeders gebildetes windschiefes Yiereck ist.

210. Fall des von zwei Paar Gegenseiten eines regularen
Tetraeders gebildeten Vierecks.

Von den sechs Kanten eines regelinassigen Tetraeders denken wir

uns die beiden Gegenkanten AD und BC fortgenommen und betrach-

ten das Minimalflachenstuek Z1

,
das von dem windschiefen Viereck

ABDC begrenzt wird.

Wie sich bei dem entsprechenden Plateau schen Experiment her-

ausstellt, ist diese Flache symmetrisch zu denjenigen Ebenen, welche

durch die weggedachten Kanten AD und BC senkrecht zu den Gegen
kanten BC bezw. AD gelegt werden. Sie liegt ganz im Innern des

Grundtetraeders ABCD. Die Tangentialebenen in den vier Ecken

sind gerade die Seitenflachen des Tetraeders, und ihre positiven Seiten

sind fur zwei Gegenecken die inneren, fur die beiden anderen die

ausseren.

Daraus folgt, dass das spharische Bild von Z&quot; ein spharisches

Yiereck A B D C ist, dessen Winkel 120 betragen. Urn ein solches

Yiereck auf der Kugel zu erhalten. brauchen wir in dieselbe nur einen

Wiirfel einzubeschreiben. Dann sind die vier Ecken einer Wiirfelflache

die Ecken des gesuchten Yierecks. Xun sehen wir, dass die Halbie-

rungsebene des Dieders BC die Flache 2T senkrecht schneidet und

daher in zwei symmetrische Sectoren ABC und DBC teilt. Diese

haben die beiden spharischen Dreiecke A B C und D B C
,
in welche

die Diagonale B C das vorhin betrachtete Yiereck teilt, zu spharischen

Bildern.

Wir konnen demnach an Stelle unserer Aufgabe die folgende ein-

*) S. die Entwickelungen des Textes. 221 222, fiber die Schwarz sche Flache.
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fachere setzen: den kleinsten Sector ABC zu bestimmen, der von zwei

geradlinigen Strecken AB, AC und der Curve BC in einer zur Flache

senkrechten Ebene begrenzt wird. Das spharische Bild dieses Sectors

ist das spharische Dreieck A B C
,

in welchem Winkel A 120,
B 60 und C&quot; ebenfalls 60 betragt. Nun ist das ebene Bild des-

selben Sectors in der complexen &amp;lt;7-Ebene (S. 385) ein rechtwinklig-

gleichschenkliges Dreieck abc, dessen Hypotenuse ~bc einer der Coordi-

natenaxen in der tf-Ebene parallel ist.

A

Um die zu unserer Flache gehorige Weierstrass sche Function

F(r) zu finden, miissen wir also a als Function von T so ausdrucken,

dass das spharische Dreieck A B C conform auf das ebene Dreieck

abc abgebildet wird. Nun fallen wir von A! die Hohe AH
,

sodass

wir auf diese Weise das Dreieck A B C in zwei symmetrische Drei-

ecke, A B Hf

und A C H zerlegen, und teilen wieder jedes dieser

beiden Dreiecke durch die von H gefallten Hohen H F und H G
in zwei kleinere symmetrische Dreiecke.

Nehmen wir mit dem ebenen Dreieck abc eine ganz analoge Zer-

legung vor, so ist klar
?
dass wir nur das spharische Dreieck B H F

mit den Winkeln von 60
,
45 und 90 conform so auf das ebene

Dreieck 6hf mit den Winkeln von beziiglich 45
,
45 und 90 abzu-

bilden brauchen
;
dass die Ecken einander in der angegebenen Reihen-

folge entsprechen. Die Function
&amp;lt;?(T),

die diese Abbildung Ieistet
7

bildet auch
;
auf das ganze Dreieck A B C ausgedehnt, dieses Dreieck

auf abc ab.

Um diese Abbildung zu bewerkstelligen, bilden wir die beiden

Dreiecke B F H und bfh conform auf die Halbebene einer complexen

Hilfsveranderlichen z so ab
;

dass der Begrenzung jedes Dreiecks die

reelle Axe entspricht. Dabei konnen wir noch diejenigen drei Punkte

der reellen Axe in der -Ebene
7
welche den Ecken entsprechen, will-

kiirlich annehmen. Wir wollen sie so annehmen
;
dass
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in B
,
b 2 = 0,

in F,f 0=1,
in IT, It z = -x

% 211. Oktaedernetz auf der Zugel.

Die Function z(r), welche die Abbildung des spharischen Drei-

ecks B F H auf die Halbebene z leistet, ist einfach eine rationale

Function von r vom 24. Grade; ihre Umkehrung r(z) ist die sogenannte

Oktaederirratioualitat. Wir wollen nun diejenigen auf die Oktaeder-

irrationalitat beziiglichen fundamentalen Gleichungen. welche fiir unseren

Zweck in Frage kommen, in gedrangter Kiirze entwickeln, indem wir

in betreff eines eingehenderen Studiums auf das Buch von Klein:
7,Vor-

lesungen liber das Ikosaeder&quot; verweisen.

In die complexe Kugel beschreiben wir ein regulares Oktaeder

und projicieren die Seitenflachen des Oktaeders vom Mittelpunkt aus

auf die Kugel. Dadurch wird die Kugelflache in acht spharische Drei-

ecke zerlegt, deren Winkel samtlich Rechte sind. Jedes dieser Dreiecke

zerlegen wir weiter durch die drei Mittellinien in sechs Teildreiecke,

die wir als Elementardreiecke bezeichnen.

Die Kugelflache ist auf diese Weise in ein Xetz von 48 abwech-

selnd synimetrischen und congi-uenten Elementardreiecken zerlegt. lu

jedem derselben betragen, wie in dem Dreieck B HF des vorigeu

Paragraphen, die Winkel 60, 45 und 90.

Dieses Netz nennen wir das Oktaedernetz. Um die directe

Congruenz von der Symmetrie zu unterscheiden, denken wir uns die

jenigen 24 Dreiecke des Xetzes, welche dem Dreieck, von dem wir aus-

gegangen sind, congruent sind, schraffiert.

Wir mussen nun das Oktaedernetz auf der Kugel:

i- + r + ? = i

in einer bestimrnten Weise orientieren. Wir legen zwei Ecken des

Oktaeders in die Pole (0, 0, + 1) und das von den vier anderen Ecken

in der Aquatorebene =
gebildete Quadrat so, dass seine Seiten der

|- und der i/-Axe parallel sind. Vom Pol r = ex: projicieren wir das

Oktaedernetz stereographisch auf die Ebene des Aquators. Wenn wir

dann die ebenen Dreiecke, welche die Bilder der schraffierteu Dreiecke

des Netzes sind, ebenfalls schraffieren, so erhalten wir die Figur 9.

Die schraffierten Dreiecke des Oktaedernetzes stossen zu je vieren

in den Oktaederecken, zu je dreien in den (auf die Kugel projicierten)

Mittelpunkten der Seitenflacheu uud zu je zweieii in den Mittelpunkten
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der Kanten zusammen. Die directe Uberlegung oder auch schon der

blosse Anblick der Figur ergiebt unmittelbar, dass die Werte der com-

plexen Veranderlichen r in diesen Punkten die folgenden sind:

Fig. 9. (Oktaedernetz.)

a) in den Oktaederecken : T = oo, 0,
1 i

b) in den Mittelpunkten der Seitenflachen: r = -=
1/2 1/2

c) in den Mittelpunkten der Kanten:

-&amp;lt;i-ys)

V2

-1, &amp;lt;,(1

1+ 1/3 . 1 + 1/3 .

_ ,} n
,

- 6.

!, .

&amp;gt;/2 1/2 1/-2

Nun bilden wir drei Polynome in r vom 5., 8. und 12. Grade,

von denen das erste, ea, in den Punkten a), ausser in r = oo
;

das

zweite, w
}

in den Punkten b) und das dritte, %, in den Punkten c)

von der ersten Ordnung verschwinden soil. Durch wirkliche Ausrech-

nung finden wir sofort:

(1) ra = T(l + t
4
), w=l 14t4 + T

8
7 X

= 1 + 33T4 33r 8 T
12

.
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212. Conforme Abbildung des Oktaedernetzes.

Nach dieser Vorbereitung nehmen wir an, dass die Function z(r)

die conforme Abbildung des Fundamentaldreiecks T unseres Netzes,

dessen Ecken in den Punkten
(s.

die Figur 9):

f_ ,
r-

t
T__i

]
- V%

liegen und dessen Winkel beziiglich 45, 60 und 90 betragen, auf

die (positive) halbe Ebene in der Weise leistet, dass, wenn r den Um-

fang des Dreiecks durchlauft, z die reelle Axe durchlauft, wobei den

angegebeuen Werten yon r in den Eckpunkten der Reihe nach die

Werte
Z = 00, Z = 0, 2=1

entsprechen sollen. Wir breiten nun z nach den bekannten Regeln
der analytischen Fortsetzung in der ganzen complexen r-Ebene oder

noch besser auf der ganzen complexen r-Kugelflache aus, wobei wir

Xachstehendes festsetzeu: Jeder Pnnkt r der complexen Kugelflache

gehort einem der 48 Dreiecke des Xetzes an. Diesem Pimkte T ent-

spricht in dem Fundaraentaldreieck ein homologer Punkt r, und als Wert

von z I D. r nmssen wir entweder denselben Wert wie in T oder den

conjugierten Wert annehmen, je nachdem das Dreieck, in dem x

liegt, dem Fundamentaldreieck congruent oder zu ihm syninietrisch ist.

Die Function z(t) ist somit auf der ganzen complexen Kugelflache

ausgebreitet: sie ist auf ihr eindeutig und hat zu siugulareu Punkteu

nur die Punkte a)7
die Oktaederecken, die fur sie Pole vierter Ordnung

sind. z(r) ist demnach eine rationale Function von T. Da ferner

ihre Xullpunkte gerade in den acht Punkten b) liegen, in deneii ic

verschwiudet, und von der dritten Ordnung sind, so ergiebt sich sofort

^w s

z = C t )
(O*

wo C ein coustanter Factor ist. Der Wert von C ergiebt sich un-

mittelbar daraus, dass fiir r = 1

ic = 12, to = 2, z=l

ist, gleich ---^3 oder . Also lautet die gesuchte Gleichuug:

(9\ _
108r*(l + r 4

)
4 108 o&amp;gt;

4

Ferner sind uoch die folgenden Gleichungen einzufuhren : Die Function

z 1 wird wie z unendlich und verschwindet in den Punkten c), in

denen j
=

ist, von der zweiten Ordnung. Es ist demnach :
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S _ 1 = C *
(C = Const.).

Aus der Combination dieser Gleichung mit der Gleichung (2) ergiebt

sich die Identitat:

108 4 + M;
3 + 1080Y = 0,

aus der
;
wenn r z. B. gleich Null gesetzt wird,

C - 1

~108

folgt. Demnach besteht zwischen den Polynomen (1), d. h.
co, w, %,

die Identitat:

(3) 108 co
4 + ws

%
2 =

0,

die sich auch unmittelbar direct bestatigen lasst. Wir haben also die

Gleichung :

108r 4

(l + r 4
)
4 108 co

4

Aus den Gleichungen (2) und (4) geht hervor
?
dass der Differential-

quotient -,- in den Nullstellen von iv von der zweiten und in den-

jenigen von ^ von der ersten Ordnung unendlich klein wird. Da er

ferner in den Nullstellen von o von der fiinften und fur T = oo von

der dritten Ordnung unendlich gross ist
;
so hat er keine weiteren TJn-

endlichkeitsstellen als die eben angefuhrten. Daraus ergiebt sich bis

auf einen constanten Factor A:
dz _ . %ic

z

~T~ &quot; -r
*

(IT CB

Behufs Bestimmung von A beachte man, dass aus der Gleichung (2)

r /
5 dz\ l

lim (T -5-1
=

..,,

t= o\ w ^

folgt. Es ist also A - -

Folglich besteht die Gleichung:

(tft =- l

dr 27 co
5

die sich miter Beriicksichtigung der Identitat:

, dm dw
4iv

-5
-- 3w -5

= 4r
dx dr

auch direct bestatigen lasst.

213. Analytische Darstellung der Gruppe der 24 Drehungen des

Oktaedernetzes.

Nachdem wir fiir unsere Abbildung die Gleichung (2) erhalten

haben, konnen wir leicht nachweisen, dass dieselbe die gewiinschte

conforme Abbildung leistet.
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Hierzu schickeu wir zweckmassig die folgenden Uberlegungeu
voraus: Das Oktaedernetz kann mit sich selbst dadurch zur Deckung

gebracht werden, dass ein Elementardreieck des Xetzes auf irgend ein

anderes der 23 ihm congnienten Dreiecke gelegt wird. Jede dieser

Drehungen der complexen Kugel in sich wird analytisch infolge der

Cayley schen Gleichung ( 45, S. 84) durch eine lineare Transfor

mation der complexen Veranderlichen T dargestellt. Die 24 lineareu

Transformationen oder Substitutionen (einschliesslich der identischen

Substitution), welche den das Oktaedernetz in sich uberfiihrenden

Drehungen entsprechen, bilden offenbar eine Gruppe. Sie wird die

Oktaedergruppe (oder Wiirfelgruppe) genannt. Wir bestimmen

zunachst die wirklichen Ausdrucke fur die Substitutionen der Gruppe.

In erster Linie betrachten wir die Drehung des Oktaeders um 90 um

denjenigen Durchmesser, welcher die Punkte r = und r = sc ver-

bindet (Polaxe): sie wird durch

T = ir

dargestellt und liefert, wiederholt angewandt, die vier linearen Sub

stitutionen (die identische Substitution einbegriffen):

r =i r, (r 0, 1, 2, 3).

Bei einer Spiegelung des Oktaeders an der |-Axe vertauschen sich die

Punkte r = und r = oe, wahrend die beiden Punkte T = -\- I und

T = 1 fest bleiben. Die Spiegelung wird durch die Substitution:

dargestellt, die, mit den vier vorhergeheuden combiniert, weitere vier

Substitutionen liefert, so dass wir bis jetzt acht, namlich:

r =i r, r =4 (r A 1, 2, 3)

haben, die in der Oktaedergruppe eine Untergruppe (eine Die dergruppe)
bilden. Ferner betrachten wir eine Drehung von 120 um die Ver-

biudungslinie der Mitten zweier (paralleler) gegeniiberliegender Oktaeder-

flachen. Diese Drehung gehort offenbar mit zur Gruppe. Als Beispiel

wahlen wir diejenige Drehung dieser Art, bei der die drei Oktaederecken :

l + i l
r = oo r = - - r = -~,

y~2 1/2

also auch die diametral gegeniiberliegenden Ecken:

T-0 r- -
1/2 y*

in der angegebeneu Rihenfolge unter eiuander cyklisch vertauscht

werden.
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Bilden wir fiir diese Drehung den analytischen Ausdruck nach der

Cayley schen Gleichung:

so erhalten wir sofort:

Also ist:

1 + ^ a _ J_a ~ ~
&amp;gt; P 77;

}/2 r (1 t)

Aus der Combination dieser Gleichung und der vorhergehenden acht

ergeben sich die 24 Substitutionen der Oktaedergruppe in der folgenden
Norrnalform :

(6)

ff /j ^_T - (/ 7=.

]/2 r - (i
-

) y2 T (i 4- )

(r=0 ? 1, 2, 3).

214. Nachweis fiir die conforme Abbildung des Oktaedernetzes

vermbge der aufgestellten Gleichungen.

Wir wollen nun direct nachweisen, dass uns die Gleichung (2)

die gewiinschte Abbildung giebt. Hierbei ist zunachst zu beachten,

dass diese Function z(x) ungeandert bleibt
;
wenn auf das Argument T

eine beliebige von den 24 Substitutionen (6) der Oktaedergruppe an-

gewandt wird*). Jedem Werte von 8 entsprechen demnach 24 Werte

von T, die durch die Substitutionen (6) der Gruppe aus einem von ihnen

hervorgehen. Die algebraische Function r(s), deren 24 Zweige sich

mittels der linearen Substitutionen (6) aus einem bestirnmten Zweige
ableiten Iassen

7
wird nach Klein als Oktaederirrationalitat be-

zeichnet.

Auf der Begrenzung eines jeden Elementardreiecks ist die Function

,S(T) reell
;
was nur fiir ein bestimnites Dreieck nachgewiesen zu werden

brancht
?
da g(t) auf der Begrenzung jedes anderen Dreiecks dieselben

*) Dieses ergiebt sich auch aus der directen Rechnung, da, wie sich leicht

nachweisen lasst, die oben ausgesprochene Eigenschaft fiir die ersten acht Sub-

stitutionen (6), sowie fiir die Substitution: T = - _ evident ist. Es

1/2 -(1-0
folgt aber auch einfach daraus, dass sich bei diesen Substitutionen die Oktaeder-

eckcn wie auch die Mittelpunkte der Seitenflachen unter einander vertauschen.
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Werte annimmt. Nun ist z(t} auf den beiden geradlinigen Seiten des

Fundamentaldreiecks T, dessen Ecken in den Punkten:

(a) T = 0, r =^, T

liegen (212), offenbar reell, da ja r
4
reell ist. Auf der dritten, krumm-

linigen Seite nimmt z(r) dieselben Werte an wie auf der die Punkte

T = - - und r = 1 verbindendeu geradlinigeu Seite des homologen

Dreiecks, dessen Ecken in:

l/3 i i +
T = - =

,
r = 1 , T = -

1/2 1 -

liegen, und ist deinnach ebenfalls reell. Durchlauft T die Begrenzung
des Dreiecks T in positivem Sinne, so durchlauft z die reelle Axe von

oo bis -f- oo stets in demselben Sinne, da ja sonst einem reellen

Werte von z mehr als 24 Werte von* T entsprechen wiirden. Xun
lassen wir r im Innern von T wandern; z wandert dann im Innern

einer der beiden Halbebenen, und da uingekehrt jedem Werte von z ent-

weder im Dreieck T oder in dem beziiglich der reellen Axe zu ihm

symmetrischen Dreieck ein Wert von r entspricht*), so ist klar, dass

jedem Punkte z in dieser Halbebene E ein Punkt r im Dreieck T ent-

dz
spricht. Da nun ferner infolge der Gleichung (5) -7- innerhalb T nie

Null oder uneudlich wird, ausser in den Eckpunkten, so geht daraus

hervor, dass die Abbildung von T auf E in der That conform ist**\

215. Bestimmung von -FYj) fiir die Schwarz sche Minimalflache.

Uni die Schwarz sche Minimalflache zu bestimmen, haben wir nun

noch das rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck bfh ( 210) in der

tf-Ebene, dessen Hvpoteuuse bh einer der Axen, sagen wir der reellen,

parallel ist, conform auf die positive halbe ^-Ebene so abzubilden, dass

in 6 : 2 = 0, in/*: 2=1, in A: 2 = oc

wird. Die bekannte Schwarz-Christoffel sche Formel fur die con-

forme Abbildung eines Geradeupolygons auf eine Halbebene giebt:

(da\* C

*) Von den 24 Werten r namlich. die einem Werte von z entsprechen, liegt

in jedem der 24 congruenten Dreiecke des Oktaedernetzes einer.

**) Die Halbebene E ist diejenige. in welcher der Coefficient des imaginaren
Teiles von z positiv ist, da sie. wenn die reelle Axe von cc bis -j-3C durch-

laufen wird. links yon ihr liegen mus?.
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Da (

-j
fiir negativ reelles z positiv reell sein muss, so folgt:

C= iA2

(A reell),

AW iA* .
~ r dz

I /* A & 4
I

-j J ./ . \j _ yx c/

te*/ _&amp;gt;

demnach:

Die Weierstrass sche Function J^(T) fiir die Schwarz sche Minimal-

liache ergiebt sich aus der Grleichung:

T?f \ - J_ feV_ *^! _J (^Y
2 VdJ

=

2
/A(2 _ 1)

\dJ

Setzen wir hierin fiir
7
^ 1

, ^-
ihre durch die Gleichungen (2),

(4), (5) ( 212) als Functionen von r bestimmten Werte ein, so er-

halten wir bis auf einen constanten reellen Factor**), der nur die

absoluten Grossenverhaltnisse der Flache beeinflusst:

Die Schwarz sche Minimalflache ist demnach durch die

folgenden Gleichungen definiert:

X =

. 14t 4

-f t 8

Und nun wollen wir wirklich nachweisen, dass, wenn wir die

Werte von r auf der complexen Kugel auf das lunere eines der sechs

spharischen Vierecke mit Winkeln von 120 beschranken, die den Seiten-

flachen des eingeschriebenen Wiirfels entsprechen, wir ein Minimal-

flachenstiick erhalten, das von vier paarweise einander gegeniiberliegen-

den Kanten eines regelmassigen Tetraeders begrenzt wird.

*) Wird z = i
2
gesetzt, so ergiebt sicb.:

Die Integration fiihrt auf Lemniscatenfunctionen
,
und zwar ist in den Weier-

strass schen Bezeichnungen

wo a eine Constante ist und die Invarianten g , gs
von

j?
die Werte g^ 4,

ys
= o haben.

**) Es ist zu beachten, dass, wenn r die geradlinige Strecke von r = bis

r = - -~- durchlauft, soAvohl (-=-} als auch Vl 14r 4
-f- t 8 reell sind.

- ^rfr^
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210. Analytische Darstellung der Schwarz schen Minimalflache.

Das dritte Integral, das in den Gleichungen (7) auftritt, geht durch

die Substitution: T- = t umnittelbar in ein elliptisches erster Gat-

tung iiber; die anderen beiden sind scheinbar hyperelliptisch, lassen

sich aber, wie wir sofort sehen werden, mittels geeigneter Substi-

tutionen ebenfalls auf elliptische Integrale zuriickfuhren.

Zu diesem Zwecke mussen wir zunachst die Coordinateuaxen um

45 um die 2-Axe drehen. Wir thun dieses, indem wir fur
V*

Sf I
jj

und - -~~ wieder x bez. y setzen. Dann erhalten wir:

yi-
Des weiteren treffen wir die Verfugung, dass T innerhalb des-

jenigen spharischen Vierecks mit Winkeln von 120 wandern soil,

dessen Ecken in den Punkten:

j/3 1 , .yi i y5 i .13 1
ft J. f) - - - /* *_ ft m._ ,

4 *_

ft % l^ U c
-

1/2 I .&amp;gt; y2 1 -j

liegen ,
und verlegen ferner die gemeinsame untere Grenze der In-

tegrale in den Punkt:

y-2

sodass die Definitionsgleichungen des Minimalflachenstucks , fur das

wir den angegebenen Xachweis fuhren sollen, die folgenden sind:

(8)

^p ^j i fff ji &amp;gt;yj

i *r^ i~
fjf

J y% yi i4r 4
4- T8 J y2 yi i4r*+T8

Dabei miissen wir in Betracht ziehen, dass sich infolge der Drehung
um 45 um die -Axe aus den Gleichungen (5)?

S. 359, fur die Rich-

tungscosiuus der Flachennormale die Ausdrucke:

ergeben. Bei der wie vorhin vorgenommenen Abgrenzung des Ande-

rungsbereichs von T schwindet jede Zweideutigkeit aus diesen Aus-
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driicken, wenn wir festsetzen, welchen Wert die Quadratwurzel in

einem Punkte haben soil. Wir wollen, indem wir

_F(Y) = -
1

* s

setzen, von vorn herein die Verfiigung treffen, dass

F(0) = + 1

sein soil. Da ferner die acht Verzweigungspunkte der Quadratwurzel

in den Wurfelecken:

;

-

a , *; ~

liegen, so sehen wir, dass wir nur in der complexen tr-Ebene vier Quer-
1 1 i

schnitte, namlich von a bis
,
von a bis --

,
von ia bis und

a a a

von ia bis --
,
zu fiinren brauchen, damit F(r) in der so zer-

schnittenen Ebene eine stetige, eindeutige und iiberall, ausser in den

acht genannten Punkten, endliche Function werde.

217. Besondere Curven auf der Sch.warz schen Minimalflache.

Wir beginnen unseren Nachweis mit der Bestimmung der Curven,

die auf dem in Rede stehenden Minimalflachenstuck der reellen und

der imaginaren Axe der t- Ebene, sowie den Halbierungslinien der

zwischen denselben liegenden Winkel entsprechen.

1. Bezeichnen wir mit Q eine reelle Veranderliche, so haben wir

langs der reellen Axe:

T = 9, (
a

&amp;lt;j Q ^ d),
also:

(9) x=l-
a

demnach :

x y = 0.

Ferner ist langs dieser Linie infolge der Gleichungen (8*)

X Y=0,
d. h.: Die Ebene: x = y schneidet senkrecht, ist also eine

Symnietrieebene von 27.

2. Langs der imaginaren Axe ist

T = IQ, dr =
id(&amp;gt;.

Wenn wir mit x
, y0} Z die Werte von x, y f

z in T = bezeichnen,

so haben wir, wahrend T die imaginare Axe durchlauft:
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-X=

(9*)

folglich :

x -f y = J:Q -f yQ .

Langs dieser Curve von Z ist infolge der Gleichungen (8*) X-\- Y=0 }

d. h. die Ebene: x -j- y = # + y ist e ine Symmetrieebene von Z.

3. Langs der Halbierungslinie des von den positiven Axenrich-

tungen gebildeten Winkels ist

wo unter /i der Wert:

zu verstehen ist. Es ergiebt sich somit:

JP

.)
=

Der entsprechende Punkt auf der Flache durchlauft eine zur a:-Axe

parallele Strecke.

4. Liings der zweiten Winkelhalbierenden ist

,
;

,
; 1 |

T = y 10. und wegen y /=
1/2

denanach :

Also durchlauft der Punkt (x, y, z) eine zur t/-Axe parallele Strecke.

Bis jetzt haben wir also erkannt, dass das Minimalflachenstuck Z1

die

beiden Symmetrieebenen:

x y = 0, x + y = x + y ,

und zwei Symmetrieaxen . narnlich die durch
(a: , y ,

5 ) zu den Coor-

dinatenaxen gezogenen Parallelen, besitzt.

Setzen wir:
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a

so erhalten wir:

Im nachsten Paragraphen wird sich weiter B = A ergeben ;
fur jetzt

bemerken wir nur, dass sich aus den Gleichungen (9) und (9*) die

Werte von x, y, z in den vier Eckpunkten a, &, c
}
d durch A und B

ausdriicken lassen. Bezeichnen wir diese Werte durch Beisetzen der

Indices a, 6, c
y
d

}
so finden wir namlich:

xa = 2 A, ya = 2 A, za = ;

*, = zA
} yt,

=
, Kb =

2x&amp;gt;5

^ - A 11 ir &amp;lt; AV .Vf v i *c \f ,

218. Einfachere Form der Gleichungen der Schwarz schen

Minimalflache .

Wie bereits bemerkt, lassen sich die beiden ersten Integrate in

den Gleichungen (8) ebenfalls auf elliptische und zwar
7
wie wir sofort

sehen werden
;
auf solche von genau derselben Form wie das dritte

zuriickfiihren. Zu diesem Zwecke bemerken wir zunachst allgemein,

dass
;
wenn auf das Differential:

a -\- br + cr 2 7/7 n . \- at (a. o, c = Const.)
yi _ I4r 4 + r 8

eine der 24 Substitutionen der Oktaedergruppe (S. 394):

angewandt wird
?
dasselbe in das homologe Differential:

+ 6V + cV
fa,

yi u* 4 +
.iibergeht, wo das Polynom -j~ & ^ -f- c r 2

, gleich Null gesetzt, die-

jenigen Werte von T zu Wurzeln hat, welche gemass der angewandten
Substitution den Wurzeln von:

a -}- IT -f- cr2 =
entsprechen. Nun sind in jedein der beiden Differentiate:-

: 1 ir- , ,/-r 1 -(- it 3
,

,
^r. y rir

yi _ I4r 4
4- r 8

yi 14r 4
-f T

8
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die Wurzeln der gleich Xull gesetzten Zahler die Indices zweier Gegen-
ecken des Oktaeders, die wir mittels passend gewahlter Substitu-

tionen der Oktaedergruppe in die Punkte und &amp;lt;x&amp;gt; verlegen konnen.

Es lassen sich also das erste und das zweite Integral in den Gleichungen

(8) (abgesehen von einem Factor) auf das dritte zuruckfuhren. Als erste

Substitution wahlen wir diejenige, welche die cyklischen Vertauschungen :

der Oktaederecken zur Folge hat, und als zweite die umgekehrte Sub

stitution. Als erste Substitution erhalteu wir:

/n\ y=ir +l , y7r+l
(11) T=-

;

J
,

T = ^==1
daher als zweite:

(11*) T == J^_T &quot;+
1

r
&quot;= V-~i * + l

t

r--y~i r-yi
Fiir diese Substitutionen ergiebt die Ausfuhning der Rechnung:

w . (1 if*)d* 2r Jr

Ur 4 Ur 4

-f

a

Pig. 10.

*) Unter }/t und y sind stets die Werte:
&quot;

* - / . 1 *

zu verstehen.

Bianchi. Differentialgeometrie. 26
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beziiglich:

yi
-f

14r 4
-f r 8 y 1 14r&quot;

4

-f r&quot;
8

wo nun noch festzusetzen
ist, weleher Zweig der Quadratwurzel rechts

gewahlt werden soil.

Bleibt der Index von T wie vorhin in dem Yiereck abed, so

werden die Indices von T und t&quot; in den Nachbarvierecken cdd c

bezw. cbb c (Fig. 10 auf voriger Seite) liegen. Da nun F(t ~)
und

F(r&quot;) genau die in 216 angegebene Bedeutung haben, so kommt es

darauf an, welches Yorzeichen in den Gleichungen:

T/ i (\ ii%
\F(r}dr = + 2r F(r }dr

(a)

Yi (1 -f- ir^F(r)dr = 2t&quot;
F(r&quot;)dr&quot;

zu wahlen ist. Dazu brauchen wir nur zuzusehen, welche Werte in

der Umgebung des Punktes T gelten, wobei wir die hoheren

Potenzen von t vernachlassigen. Wir haben hier:

dr 2idr.

Also ergiebt sich:

Ebenso ist:

r &quot;= y^~i ) F(r&quot;}
= -\-~, dr&quot;=2id-c,

2r&quot;F(r&quot;}dr&quot;= }/idr.

Es gilt daher in beiden Gleichungen das untere Yorzeichen. Die Glei

chungen (8), die 2] definieren, konnen also folgendermassen geschrieben

werden :

wobei dann festzuhalten ist, dass sich r vom Punkte c aus im Innern

des Vierecks abed bewegt und T
,

r&quot; die entsprechenden Wege in

den Nachbarvierecken cc d d, cc b b beschreiben.

*) Es ist namlich F(r) auf der Strecke von bis |/t stets reell und von

Null verschieden.
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219. Begrensungscurven.

Indem wir mit TO ,
r

&quot;

die zn r
,

r&quot; conjugierten Grossen bezeich-

nen, schreiben wir die Gleichungen (12) in der folgenden Form:

* = -fr F(T
f

}dr -ft F (r )dr ,

a a

y = --f^F(r&quot;)dr -fr F (r ^dr^
a a

t tw

z= CrF(r)dr -

(12*)

a a

Xun konnen wir leicht erkennen. welcher Art die Begrenzung von Z
ist, die der Begrenzung abed des Vierecks, in dem sich r bewegt.

entspricht. Durchlauft namlich r die Strecke cb, so durchlauft, wie

wir sehen,

r die Strecke cd,

% cd,

T n n c
&quot;)

rt 7

r cc,

T n n CC .

Nun ist F(r) langs cc rein imaginar. Es folgt demnach aus den Glei

chungen (12*) langs cb:

y==0, x + z = 0.

Ebenso ergiebt sich langs cd:

j: = 0, y + z = 0.

Die beiden entsprechenden Stucke der Begrenzung von 2.&quot; sind

also zwei geradlinige Strecken von gleicher Lange, die einen Winkel
von 60 mit einander bilden.

Xun brauchen wir nur auf die in 217 angefiihrten Svmmetrie-

eigenschaften zuriickzugehen, um hieraus zu schliessen, dass die Be

grenzung von Z&quot; aus vier gleich langen geradlinigen Strecken besteht,

von denen jede mit den beiden anstossenden Winkel von 60 bildet.

Ferner folgt aus demselben Paragraphen. dass auf Z&quot; noch zwei Gerade

liegen, namlich die Verbindungslinien der Mitten der Gegenseiten. Sie

stehen auf einander seukrecht und schneiden sich im Mittelpuiikt des

regularen Tetraeders. Da nun ferner infolge des Obigen

x* + Zb = 0, yd -f- zd =
ist, so folgt aus den Gleichungen (10):
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wie behauptet wurde. Die Lange I der Tetraederkante ist also durch

/ = 2Ay%
gegeben.

220. Die Gruppe von Bewegungen, welche die Schwarz sche

Flache ungeandert lasst.

t

Das Integral j2rF(r]dr y
von dem die Bestimrnung unserer Flache

a

abhangt, geht durch die Substitution r
2 = t in das elliptische Integral:

/&amp;lt;!*

/ dt- = I
-

. &amp;gt;^r=l4Fq---f J l/[(2-l/3)
2

-**][(2 +&amp;gt;/3)*-^
2 }/3 2 ]/3

iiber, das t als elliptische Function von u mit dem Modul k= (2 ]/3)
2

definiert. Es ergiebt sich namlich:

t = (2 J/3) sn [(2 +1/3) w + JST] .

Fiihren wir so in den Gleichungen (12) elliptische Functionen ein, so

konnen wir verschiedene Fragen behandeln, die auf die Schwarz sche

Minimalflache Bezug haben, insbesondere diejenigen ;
welche ihre ana-

lytische Fortsetzung betreffen. In Betreff dieser Untersuchungen ver-

weisen wir auf die Abhandlung von Schwarz, der wir die vorstehenden

Entwickelungen entnommen haben*), und wollen uns hier nur auf den

Nachweis beschranken, dass die Symmetriesiitze fiber Minimalflachen in

Verbindung mit elementaren Betrachtungen iiber Bewegungsgruppen
die analytische Fortsetzung der Schwarz schen Flache zu verfolgen ge-

statten und insbesondere auf die dreifache Periodicitat derselbeu in

den Richtungen der drei Coordinatenaxen fiihren.

Die analytische Fortsetzung von 2! ergiebt sich
;
wenn 2J nach ein-

ander an jeder ihrer Seiten gespiegelt und wenn mit den angren-

zenden Stiicken in derselben Weise verfahren wird.

Indem wir uns nun die Aufgabe stellen, diejenige Gruppe G von

Raumbewegungen, welche die Schwarz sche Flache in ihrer Gfesamtheit

ungeandert lasst, auf ihre Beschaifenheit zu untersuchen, bemerkeu

wir, dass bei jeder solchen Bewegung das Fundamentalstiick 27 in ein

congruences 27 iibergeht, zu dem wir auch durch successive Spiege-

lungen an den Seiten der 27 congruenten;
nacheinander an 27 anstossen-

den Stiicke gelangen konnen. Daher ergiebt sich die allgemeinste Be

wegung der Gruppe G, welche 27 in 27 iiberfiihrt, wenn die durch die

*) Bestiminung einer speciellen Minimalflache. Werke, 1. Band, S. 6 u. f.
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angefiihrten Spiegelimgen erhaltene Bewegung mit einer solchen, die

in sich transformiert, combiniert wird. Der letzteren Bewegiuigen

giebt es (ausser der Identitat) offenbar nur drei, namlich die Spiege

limgen an den drei Verbindnngslinien der Mitten der Gegenkanten des

regelinassigen Tetraeders, von deni wir ausgegaugen sind.

Wir erinnern nun daran, dass sich zwei Bewegungen des Rauine.s,

A uud B
}

zu eiiier dritteu Bewegung zusanimensetzen lessen, die

wir niit

BA

bezeichnen, wobei wir die zuerst ausgefiihrte rechts .setzeu. Bezeichnen

wir mit A~ l die zu A inverse Bewegung, so wird die Bewegung:

B =ABA~ l

als die mittels A transforinierte Beweguug B bezeichnet. Xach

einem Satze von Jordan*) ist sie nichts anderes, als die Bewegung
B urn diejenige Axe, in welche die Mittelaxe von B bei der Bewegung
A ubergeht.

Die Gruppe G wird demnach dadurch erzeugt, dass die Elerneutar-

spiegelungen an den Seiten des Begrenzungsvierecks von Z&quot; mit den drei

vorhin angefiihrten Spiegelimgen combiniert werden. Eine wesentliche

Eigenschaft dieser Gruppe, die wir nun nachweisen wollen. ist. dass sie

unstetig ist, d. h. keine unendlich kleinen Bewegimgen enthalt**). Sie

enthalt als ausgezeichnete Untergnippe voin Index 24 eine Trans-

lationsgruppe, welche durch drei Elenientartranslationen von gleichein

Betrage nach drei auf einander senkrechten Richtungen erzeugt wird.

*) Jordan, Sur les groupes de mouvements &amp;gt;Annali di matematica. Ser. -2,

Bd. 2. S. 167.)

Wir geben hier einen kurzen Beweis dieses fur unsere Zwecke wichtigen
Satzes. Es sei r die Mittelaxe von A, r diejenige von B. und r&quot; die Lage.
die r nach Ausfuhrung von A einnimmt. Ist P ein beliebiger Punkt des Raumes,
P1

die neue Lage von P nach Ausfiihrung von A, und Q derjenige Punkt, in den

P durch die Bewegung B ubergefuhrt wird, so untersuchen vrir die Wirkung von

ABA~ l auf den Punkt
P&quot;,

der offenbar ein beliebiger Raumpunkt ist. Durch

die Bewegung BA~ l

geht P in Q fiber. Wenn wir die beiden Punkte P und (J

und die Axe r betrachten, so sehen wir, dass P vermoge A in P . r in r&quot; und

(j)
in einen Punkt Q ubergeht, der zu P und r&quot; ebenso liegt wie Q zu P und

r . Nun gelangen wir von P zu Q durch die Schraubung B um die Mittelaxe r
,

und es fuhrt demnach dieselbe Bewegung um r&quot; auch P in Q fiber.

**) Die unstetigen Bewegungsgruppen sind von SchSn flies behandelt wor-

den (Mathematische Annalen, Band 28, 29).



406 Kap. 15. Das Plateau sche Problem und die Schwarz sche Minimalflache.

221. Ausgezeichnete Untergruppe von Translationen.

Wir denken uns nun das Fundamentalviereck abed ebenso orien-

tiert, wie es sich 217 und 218 ergab, so dass wir, wenn

^ 9 A O 7?

gesetzt wird, fiir die Coordinaten der Ecken die Werte:

a EE (k, k, 0), b ==
(k, 0, A-),

c = (0, 0, 0), rf EE (0, fc, fc)

erhalten. Wir bezeichnen dann die Seiten a b, be, cd, da der Reihe

nach mit 1
7 2, 3

7 4, mit Sl} S
2 ,

S3 ,
$4 diejenigen Bewegungen des

Raumes, welche Spiegelungen an den

Seiten 1, 2, 3, 4 sind, ferner be-

zuglich mit S5 ,
S

6
die Spiegelungen

an den Verbindungslinien der Mitten

der Gegenseiten ab, cd und ad, be,

endlich mit $
7 diejenige Spiegelung,

die sich aus der Combination von $5

und $6 ergiebt und an der Verbin-

dungslinie der Mittelpunkte der bei-

den weggedachten Tetraederkanten

ac und bd erfolgt.

Die Elementarsubstitutionen der

Gruppe G sind nun eben:

ci rv o C* C C C
! ^27 ^37 ^47 ^5? ^67 ^77

und als analytische Ausdriicke derselben finden wir:

S^ x 2k x, y k -(- z, z = k -f- y,

52) x = z, y = y, s = x,

4) x k -\- s, y = 2k y, s = k -}- x,

S^ x x, y = k y, z = k g
}

S
fi} x = k x, y = y, z = k g.
o/ / Y *^ f

S^ x = k x, y = k y, 2 = g,

wo jedesmal x, y, s die Coordinaten eines beliebigen Rauinpunktes P
und x

, y ,
z die Coordinaten desjenigen Punktes P bedeuten, in den

P bei der betreffenden Bewegung iibergeht.

Nun betrachten wir die beiden folgenden Bewegungen der Gruppe G:

Fig. 11.

Als ihre analytischen Ausdriicke nnden wir:
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T= 8,8,8,) x = x + 2k, y = y, z = z,

T = 8,8,8,) x = x, y = y + 2k, z = z,

woraus erhellt, dass T, T&quot; zwei Translationen vom Betrage 2k parallel

der x- bezw. t/-Axe sind. Wir bilden ferner die Substitution (mit der

Periode 3):

U= 8^8^ x = k y, \j
= k g, z = x 2k,

sowie die inverse Substitution:

C&quot;= 5^3) x = 2k + z, y = k x, z = k y,

und transformieren T mittels U, d. h. wir betrachten die Bewegung:

T&quot;= UTU~ l
.

Wie wir sehen, hat T&quot; den Ausdruck:

r f

) x = x, y = y, z = z + 2k,

d. h. T&quot; ist eine Translation von demselben Betrage 27, parallel der

-Axe. Die drei Trauslationen T, T
,

T&quot; erzeugen die Trans-

lationsgruppe, die wir mit F bezeichnen wollen und deren Opera-

tionen die allgenieine Form:

x = x -f- 2mA-, y = y -f 2nk, z = z + 2pk

haben, wo m, n, p beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind.

Die Gruppe F ist offenbar eine Untergruppe von G und zwar

eine ausgezeichnete, d. h. sie ist mit alien Operationen von G ver-

tauschbar, wie sofort daraus hervorgeht, dass jede der Elementar-

operationen Slf 8% . . . $7 von G eine Translation von F in eine andere

Translation von F iiberfunrt.

222. Nachweis der Unstetigkeit der Bewegungsgruppe der

Schwarz schen Flache.

Wir wollen nun beweisen, dass der Index von F beziiglich G
endlich und zwar gleich 24 ist, nachdem wir die Unstetigkeit von F
erkannt haben werden.

Zu diesem Zwecke funren wir der Kurze der Ausdrucksweise

halber einige Bezeichnungen ein: wir sagen, dass zwei Operationen A
und B von G bezuglich F Equivalent sind, wenn

?
sobald unter t

eine in F enthaltene Translation verstanden wird^

A = tB,
demnach

B=t~ 1A

ist, und bringen diese Aquivalenz in der Schreibweise:
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zum Ausdruck. Nun bemerken wir, dass sich, wenn zwischen vier

Bewegungen von G die Aquivalenzbeziehungen:

bestehen, infolge der Vertauschbarkeit von

von G
AA =BB

mit jeder Operation

ergiebt. Indem wir nun wie vorhin

TT &amp;lt;2 Q TT1 C CU ==
&amp;gt;2^1&amp;gt;

U =
^1^2

setzen, betrachten wir die folgenden zwolf Operationen von G:

U
, US, ,

US6 , US, ,

? o y 6 J 7 ?

von denen zwei beliebige bezuglich jT nicht Equivalent sind, wovon

wir uns iiberzeugen, wenn wir ihre wirklichen analytischen Ausdriicke

bilden. Es sind dies die folgenden:

1) x = x
, y = y ,

SV) x x it k 11.
*)/ i/ if 7

:&amp;gt;6 ) x = k x
y if

= y 9

^ x k x,

U) x = k y,

US,) x = y

y = k

US,} * = y ,

U- 1

) x= 2k + z,

1 V \
/y&amp;gt;

7* fyOE I JU /I/ (&

~~ ^ S i x k z

z= 2
\

z= K z
5

Z = K Z
5

/= z
5

z = 2k + x

z = 2k -j- x

z = k x

z k x

y k x,

y = k x,

y =x ,

y =x ,

Setzen wir dagegen zwei beliebige von den zwolf obigen Opera
tionen zusammen, so ist ihr Product einer der zwolf Operationen selbst

aquivalent, wie sich einfach aus den Elementaraquivalenzen:

S,U=~US6
S6 U~US, S,U==US6t

z= - k y;

z = - 2k + y;

y _ i- . .2 - h
?/,

Z = - 2k + y.

ergiebt. Nun giebt es zu der Operation S2
von G in der obigen Zu-

sammenstellung keine aquivalente. Bilden wir also die folgenden zwolf

Operationen von G:
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so sind dieselben weder unter einander noch mit den Operationen

12 ) Equivalent, wahrend das Product einer Operation ) mit einer

Operation /3)
einer Operation /3)

und das Product von zwei Operationeu

/3) einer Operation a) Equivalent ist, wie aus den Elementaraquivalenzen:

hervorgeht. Jede Operation von G ist einer (und nur einer) der 24

Operationeu a), /3) Equivalent. Um dieses einzusehen, braucheu wir es

nur fur die Elenieutarsubstitutionen von G nachzuweisen. Nun ist:

wonach die angefiihrte Eigenschaft bewiesen ist.

Jede Substitution von G ergiebt sich demnach, wenn eine der

24 Substitutionen a), ^) genommen wird und auf den rechten Seiteii

ibres analytischen Ausdrucks beliebige gauze Yielfache von 2k ad-

diert werdeu. Demuach ist also der vorhin ausgesprocbene Satz be

wiesen :

Die Bewegungsgruppe G ist unstetig und enthalt als

ausgezeichnete Untergruppe vom Index 24 die Translations-

gruppe F.

223. Analytische Fortsetzung der Schwarz schen Minimalflache.

Xachdem wir auf diese Weise die BeschaflFenheit der Gruppe G,
der Gruppe derjenigen Bewegungen, welche die Schwai^z sche Flacbe

ungeandert lassen, erkannt haben, konuen wir uns leiclit eine Vorstel-

lung von der Art und Weise machen, in der sich das ursprungliche

Stuck E analytisch fortsetzt und so die ganze Schwarz sche Flache

erzeugt. Die Flache gestattet. wie wir gesehen haben, drei Elernentar-

translationen in sich in der Richtung der drei Linien, welche die Mittel-

punkte je zweier Gegeukanten des regelmassigen Tetraeders, von dem
wir ausgegangen sind, verbinden, und zwar ist ihr Betrag gleich dem

Doppelten dieses kleinsteu Abstandes U zwischen zwei Gegenkanten.
Denken wir uns den Raum in uneudlich viele, an einander stossende

wurfelformige Zelleu mit der Kante 2k geteilt, so brauchen wir von

der Schwarz schen Flache offenbar nur denjenigen Teil zu kennen,
welcher inuerhalb eines dieser Wurfel liegt, da sich in jedem anderen

Wiirfel ein iiifolge Translation dem erstbetrachteteu Teile congruenter
Teil befiudet.
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Als Ausgangswiirfel betrachten wir den zwischen den sechs Ebenen:

x = -4- k, y = 4- ft,
z = Hh k

gelegenen. Von den vier Ecken des regularen Tetraeders abed ( 221):

c E^ (0, 0, 0), (ft, ft, 0), 6 =
(ft, 0, ft), rf 5 (0, ft,

-
ft)

liegen drei, a, &, rf,
in den Mitten der in der Ecke (k, ft, ft)

zu-

sammenstossenden Wiirfelkauten, und die vierte, c, im Mittelpunkt
des Wiirfels selbst. Die beiden Tetraederkanten ca und fed denken

wir mis weggenommen und betrachten das von dem Viereck a b c d begrenzte
Stuck 2! der Schwarz schen Flache. Wir spiegeln nun 27 an der Seite cd

in 2J
1;

dann 2^ an der neuen Lage von ca in 2^ ?
dann 27

2
an der neuen

Luge von cd u. s. f. Auf diese Weise erhalten wir im Innern des

NYuri els secJis Stiicke der Schwar/Hehen Flache (27 mit einbegriffen),

die alle einander congruent sind und in der gemeinsamen Ecke c, in

der sie ein und dieselbe Tangentialebene haben, zusammenHtossen, wah-

rerid ihre anderen Ecken wamtlich in den Mittelpunkten der Wiirfel-

kanten liegen*). Die wirklichen Werte fiir die Coordinaten der Ecken

(lii-ser sechs Stiicke sirid die folgenden:

-L )rO, 0, 0), ( *, 0,-*), ( k, k, 0), ( 0, *,-*);

^0(0,0,0), (-k, k, 0), (-k, 0,-*), ( 0, /,;,-/&amp;lt;:),

^) (0,0,0), (-k, k, 0), ( 0, /;, /;), (-*, 0, k)-

2s) CO, 0,0;, ( 0,-*, *), (-*,-*, 0), (-*, 0, 7c);

ZJ (0, 0, 0), (0,
-

A, ft), (ft, 0, *), (k, -k, 0);

2;5) (o, o, o), (ft, o,
-

ft), (o, -ft, -ft), (ft, -ft, 0).

Nehmen wir nun ein beliebiges der sechs krummen Vierecke
2&amp;gt;,-,

so ist seine analytische Fortsetxung langs einer von c ausgehenden
Seite offenbar eins der 27 selbst; die analytische Fortsetzung von 27t

-

Ifings einer von dem c gegeniiberliegenden Eckpunkt ausgehenden Seite

ergiebt sich dagegen durch eine Translation eines der iibrigen sechs

Stiicke 27; vom Betrage 2ft. Um dieses nachzuweisen, brauchen wir

nur das urspriingliche Stuck 27 zu betrachten, da fiir die anderen

fiinf das namliche gilt. Die Spiegelung von 27 an ab liefert in der

That das um 2ft in der Richtung der #-Axe verschobene Stiick 27
t ,

und die Spiegelung von 27 an ad ebenso das um 2ft parallel der

2/-Axe verschobene Stiick 275 .

*) Um von den im Texte angegebenen geometrischen Verhaltnissen eine

klare Vorstellung zu erhalten, mag sich der Leser zweckmassig eines festen

ModellK der Witrfelkanten bedienen, in das mittels Faden die sechs Vierecke,

welche die betrachteten Stiicke der Schwarz schen Flache begrenzen, eingeschrieben

werden kOnnen.
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Es besteht demnach das ganze innerhalb des Wtirfels gelegene

Gebiet der Schwarz schen Flache aus sechs Stucken Z1

, : die Flach-

reproduciert sich daher in den iibrigen Wiirfeln periodisch, so dass sie

den ganzen Raum gleichmassig durchsetzt.

224. Die zur Schwarz schen Flache conjugierte Minimalflache.

Hinsichtlich der conjugierten Flache, die Schwarz ebenfalls unter

sucht, bemerken wir kurz, dass auch sie bemerkenswerte Eigenschaften

besitzt, die denjenigen der in den voraufgehenden Paragraphen behan

delten Flache ganz analog sind*). Insbesondere werden wir sehen,

dass auch diese neue Minimalflache S in unendlich viele congruente

krumme Vierecke mit geradliniger Begrenzung zerfallt, und dass in

jedem endlichen Gebiet des Kaumes nur eine endliche Zahl solcher

Vierecke liegt. Betrachten wir auf der urspriinglichen Flache S zwei

von den krummen Vierecken, die langs einer Kante AB zusammen-

stossen, so begrenzen die vier Symmetrieebenen der beiden Vierecke

auf dem von ihnen gebildeten Sechseck ein neues Viereck, dessen

Seiten gleich lange Bogen ebener geodatischer Linien sind und dessen

Winkel in zwei Gegenecken je 00, in den beiden anderen je 90 be-

tragen. Nun geht auf der conjugierten Flache S&quot; dieses Viereck in ein

solches mit geradliniger Begrenzung fiber. Daher liegen auf der

Minimalflache S unendlich viele krumme Vierecke mit ge

radliniger Begrenzung. deren Seiten gleiche Lange haben

und deren Winkel in zwei Gegenecken je 60 und in den

beiden anderen je 90 betragen**).
Hiervon ausgehend konnen wir, ganz analog wie in den vorauf

gehenden Paragraphen, diejenige Bewegungsgruppe bestimmen, welche

die Flache S reproduciert, und also die analytische Fortsetzung jedes

krummen Vierecks vori S&quot; untersuchen.

Es sei ABCD ein solches Viereck, dessen Winkel bei A und C

je 60, bei B und D je 90 betragen; wir wollen dann die Seiten AB,

BC, CD, DA mit 1, 2, 3, 4 und die Spiegelungen an diesen Seiten

bezuglich mit Sl} 6
2 ,
53 ,

/S
4
bezeichnen.

Durch Combination dieser Elementarbewegungen konnen wir von

*) Dire Gleichungen ergeben sich aus den Formeln (8), S. 397, wenn von d&amp;lt;-n

Integralen rechts etatt der reellen Teile die Coefficienten der imaginaren Teile

genommen werden.

**) Urn ein solches Viereck zu erhalten, braucht man nur zwei Seitenfla&amp;lt; h -n

&amp;lt;-ines regelmAesigen Oktaeders, die lanfrs finer Kante an einander stoesen, zu

combinieren und die gemeinschaftlich* Kante wegzudenk-n
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diesem Viereck zu jedem anderen auf der Flache gelangen. Wollen wir

also die Elementaroperationen der Gruppe G, welche die Flache un-

geandert lasst, erhalten, so brauchen wir zu den vorhin genannten

Bewegungen nur noch diejenigen hinzuzufugen, welche das Viereck

ABCD ungeandert lassen.

Nun ist die einzige derartige Bewegung die Spiegelung an der

Verbindungslinie der Mittelpunkte von AC uud BD, die wir rait $5

bezeichnen wollen.

225. Die Gruppe der conjugierten Flache.

Bezeichnen wir mit 7c]/2 die gemeinsame Lange der vier Kanten,

so ist sofort klar, dass sich bei passender Orientierung des Vierecks

ABCD gegen die Coordinatenaxen fur die Coordinate!! der Eckpunkte
die folgenden Ausdriicke ergeben:

A =5 (0, 0, 0), B EE
(Jc, 0, k), C= (0, 0, 2k), D = (0, k, k).

Daraus folgt, dass die Elementaroperationen der Gruppe G analytisch

durch nachstehende Gleichungen dargestellt werden:

Werden ferner die Beziehungen:

S6S9S6 = S, S^S3
S5
=

Si

beriicksichtigt, so ergiebt sich, dass die gesarnte Gruppe G durch

die drei Elenaentarsubstitutionen S1} S%, 55 erzeugt wird.

Nun betrachten wir die beiden in G enthaltenen Substitutionen:

H = S
1 S^ ,

K= S2
S5 .

Ihre analytischen Ausdriicke sind:

K) x = g
, y = x, s =2k y

und ihre dritten Potenzen die Translationen :

}p} x = 2k + x, y = - 2k -f- y, z = 2k

K3 x = 2k x T/
= 2k z = 2k
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Die mittels , transformierte Substitution IP ist die neue Translation:

S
Z
H*S~ 1

)
x = 2A- + *, ?/

= 2A- + ?/,
a = 2 A- + *.

Aus der Combination dieser mit den vorhergehenden folgt, dass in G
die beiden Translationen:

x = x -f 4A-, y = y ,
* = *,

x = x
, y = y -f- 4A-, # =

enthalten sind. Da ferner die mittels S
1

transformierte Substitution

Ks
diese:

ist, so geht daraus hervor, dass auch die Translation:

x = x, y = y, z = z -f- 4/.-

zu (r gehort.

Die Gruppe (r enthalt demuach alle Translationen von der Form:

x = x -f- 2wA , y = y -f- 2wA
-

;
^ = z -\- 2pk,

wo
7)?, ii, p ganze Zahlen sind, die entweder samtlich gerade oder

samtlich ungerade, d. h. der Bedingung

m = n = p (mod 2)

imterworfen sind. Die Translationen von der obigen Form bilden

offenbar eine Untergruppe r von G
f
und wie wir sofort sehen werden,

sind keine weiteren Translationen in G enthalten *). Zunaclist konnen

wir leicht nachweisen, dass F eiue ausgezeichnete Untergruppe von G
ist, da die Elementaroperatiouen von G, namlich Slf S*, S& ,

die Gruppe
F in sich uberfuhren. Wie in 222 teilen wir dann die Operationen
von F in Elassen von bezuglich F aqnivalenten Operationen ein.

Setzen wir:

S6
= S

l Sz,

so bilden die drei Substitutionen Slf Sif SK mit der identischen eine

Gruppe (Vierergruppe). Setzen wir ferner:

( ==
^j/a^, L

~ = O^Oj

und bilden wir die 24 Operationen:

*) Als Elementartranslationen von F konnen offenbar die folgenden
drei gewahlt werden:

=.T-f4A-, y = y ,
z =Z;

= -r . y = y -f 4A-, .- = s;

= x + 2k. =u + 2A-. r = ^ -f _&amp;gt;/:.
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1
, Si ,

S
2 ,

S6 ,

U
, US, ,

US2 ,
U86 ,

S6 U, S5 USL ,
S6 US,, S6 US6 ,

S2 U ,
$2 USt ,

S2 US2 ,
S

2 US6 ,

so sehen wir, dass dieselben ein vollstandiges System von beziiglich F
nicht aquivalenten Operationen bilden. Daraus folgt:

Die Gruppe G enthalt als ausgezeichnete Untergruppe
vom Index 24 die Translationsgruppe F.

Insbesondere ergiebt sich hieraus die Unstetigkeit der Gruppe G,

also die Eigenschaft der Minimalflache S
,

in dreifach periodischer

Weise den Raum gleichmassig zu durchsetzen.

226. Die zweite Variation des riacheninhalts einer Mininialflacho.

Am Schlusse dieser Betrachtungen iiber die Minimalflachen kehren

wir zuriick zu der Minimumaufgabe, von der wir ausgegangen sind
;
um

die wichtigen Untersuchungen von Schwarz iiber die zweite Varia

tion des Flacheninhalts eines Minimalflachenstiicks in ihren Grund-

ziigen rnitzuteilen*). Aus denselben folgt insbesondere
; dass, wenn in

jedem Punkte einer Flache die Summe der Hauptkriimmungsradien

gleich Null ist, jedes in geeigneter Weise umgrenzte Stiick der Flache

beziiglich der fest gedachten Begrenzung die Minimumeigenschaft, die

zu seiner Definition benutzt wurde, wirklich besitzt.

Es seien S eine auf ihre Kriimmungslinien u, v bezogene Minimal

flache

das Quadrat ihres Linienelements, also

ds * =
-f (du

2 + dv2

*)A

dasjenige des Linienelements der Bildkugel und

r
2
=

A, r,.
= A

die Hauptkriimmungsradien der Minimalflache.

Wir betrachten ein von einer Randlinie C begrenztes Stiick von

S und ein S unendlich benachbartes von derselben Randlinie begrenztes

Flachenstuck S . Auf jeder Normale von S schneidet die Flache S
ein unendlich kleines Stiick ab

?
das wir mit

si{&amp;gt;
bezeichnen wollen, wo

*) Werke, 1. Band, S. 151 u. f.
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eine unendlich kleine Constante und t^ eine Function von u und v

ist, die wir samt ihren ersten partiellen Differentialquotienten in dem

ganzen betreffenden Gebiet von S als endlich und stetig voraussetzen

und die nur langs des Randes C Null werden soil.

Wir vergleichen nun das von C eingeschlossene Flachenstiick von

S mit dem entsprechenden von S
}
wobei wir nur die Glieder beriick-

sichtigen, die s in der ersten und zweiten Potenz enthalten. Fiir die

Coordinaten des Punktes P von S
,
der einem Punkte P von S ent-

spricht, haben wir offenbar die Ausdriicke:

x = x -f- ^&amp;gt;X, y = y -\- # Y, z = z -\- sfyZ.

Berechnen wir die Coefficienten E
,
F

,
G des Quadrats des

Linienelements von S
,

so erhalten wir unter Beriicksichtigung der

Gleichungen :

die Werte:

1 ex cX_ 1 ex
~7~ O f ~O

-
~4~ ^ U. S. W.

I ou cv i cv

77&quot;
o C

&amp;lt;P

C/ V
_T = ^ j

cu cv

Demnach ist:

(^)+ (52)\c u I \crl

Die Differenz der beiden Flachenraume
7
dS=S S, ist daher bis

auf unendlich kleine Grossen von hoherer als der zweiten Ordnimg
durch

gegeben, wo das Doppelintegral fiber das in Rede stehende Gebiet von

S oder, was dasselbe
ist, iiber das entsprechende Gebiet auf der Kugel

zu erstrecken ist. Dieses ist der von Schwarz fur die zweite

Variation des Flacheninhalts eines Minimalflachenstucks abgeleitete

Ausdruck, aus dem sich niittels einiger Hilfsbetrachtungen die bemer-

kenswerten Folgerungen ergeben7
zu deren Ableitung wir nun iibergehen.

227. Untersuchung der zweiten Variation.

Wir betrachten eine beliebige andere Minimalflache, die der Flache

S durch Parallelisnius der Normalen zugeordnet werden moge, und es

sei 2T dasjenige Stuck dieser neuen Flache, welches dem betreffenden

Stiick von S entspricht. Dann sind die beiden Flachenstiicke auf ein
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und dasselbe Stiick der Kugelflache, das wir mit 6 bezeichnen wollen,

abgebildet. Bedeutet W den Abstand der Tangentialebene des Stuckes

vom Coordinatenanfangpunkt, so ist W ein Integral der Gleichung

(S. 141, (36)):

(14) 4, TF-f-2TF=0,
wenn 4

2 W der fiir das Linienelement der Kugel berechnete zweite

Differentialparameter von W ist.

Nun setzen wir voraus, dass dieses Integral der Gleichung (14)
oder auch der Gleichung:

fj*W ri*W 9 W
(14*\ 4- -I- _

du* TT -^r -h rjr

in keinem Punkte des Kugelstiickes 6, auch nicht auf dem Rande, ver-

schwinde, was damit gleichbedeutend ist, dass in keinern Punkte des

Stuckes 27 die Tangentialebene durch den Anfangspunkt geht. Dann

konnen wir den Ausdruck unter deui Integralzeichen in der Gleichung

(13) in die Form:

cul \Zv A
~

_\du W du Bt W
dw_

r du\W d

bringen, so dass das Integral (13) in drei Teile zerfallt, von denen

die letzten beiden identisch gleich Null sind
7
wie sich ergiebt ;

wenn

man partiell integriert und beriicksichtigt, dass ty auf dein Rande ver-

schwindet. Es bleibt also

iibrig, und da, wie die Function ^ auch gewahlt werden mag, das

rechts stehende Integral wesentlich positiv ausfallt*), so folgt daraus,

dass jede S miendlich benachbarte und von derselben Randlinie be-

grenzte Flache &amp;gt;S&quot; in der That einen grosseren Flacheninhalt besitzt,

als S. Dieses Ergebnis konnen wir in der folgenden von Schwarz

gegebenen Fassung aussprechen :

Ein Stiick einer Flache mit der mittleren Kriimmung Null

besitzt unter alien ihrn unendlich benachbarten und von der

selben Randlinie begrenzten Flachenstiicken sicherlich dann

den kleinsten Inhalt, wenn es ein demselben durch Paralte-

lismus der Normalen entsprechendes Flachenstiick M der-

*) Das Integral konnte namlich nur fiir tp
= cW (c

= Const.) verschwinden
;

dann wiirde alter ty auf dem Rande nicht Null werden.
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selben Art und von der Beschaffenheit giebt, dass in keinem
Punkte von M die Tangentialebene durch einen im Raume
fest gegebenen Punkt geht.

228. Satz von Schwarz iiber die zweite Variation.

Wahlen wir speciell als neue Minimalflache die Flache selbst,

so sehen wir, dass das betreffende Stuck von S die Minimumeigen-
schaft wirklich dann besitzt, wenn es, von einem passend gewahlteu
Punkte des Raumes aus gesehen, als scheinbaren Rand eine Linie hat,

die ganz ausserhalb des betrachteten Gebietes liegt.

Hinsichtlich des spharischen Bildes 6 dagegen konnen wir sageu,

dass die Minimumeigenschaft sicher dann vorliegt, wenn es ein In

tegral W der Gleichung (14*) giebt, das in dem ganzeu Gebiet 6,

einschliesslich des Randes, positiv ist. Beachten wir nun, dass z. B.

X, Y, Z

particulare Integrale der Gleichung (14*) sind, so sehen wir speciell,

dass, wenn das Gebiet 6 ganz innerhalb der Flache einer Halbkugel

liegt, die obige Bedingung erfiillt ist. Folglich besitzt jedes Stuck einer

Flache mit der mittleren Krummung Null, dessen spharisches Bild

innerhalb einer Halbkugelflache liegt, die Eigenschaft, dass sein Inhalt

ein Minimum ist.

Schliesslich bemerken wir, dass wir das allgemeine Integral der

Gleichung (14*) angeben konnen, indem wir die complexe Veranderliche

T = K + ifi

auf der Kugel einfiihren (S. 359), wonach sie die Form:

(lo\
* w

I

t*w
|

sw A
ca* Cp

&quot; r (a+ P
s + l)

s
~

annimmt. Da nun W die Entfernung der Tangentialebene einer Mini

malflache vom Anfangspunkt ist, so finden wir, wenn wir die Coordi-

naten des Beriihrungspunktes durch die Weierstrass schen Gleichungen

(11), S. 361, ausgedruckt denken und

W= X-r -f Yij -f Zz

berechnen, als allgemeines Integral der Gleichung (15) unter Weglas-

sung des Zahlenfactors 2:

wo f(r) eine willkurliche Function der complexen Veranderlichen r

bedeutet.

Bianchi, Differentialgeometrie. 27



Kapitel XVI.

Pseudospharisclie Geometric.

Conforme Abbildimg der pseudospharischen Flachen auf die Halbebene. Dar-

stellung der Bewegungen (Verbiegungen) der Flache in sich durch lineare Sub-

stitutionen der complexen Veranderlichen. Andere conforme Abbildung.
Geodatische Parallelen und Parallelitatswinkel. Pseudospharische Trigonometric.

Uberblick fiber die nichteuklidische Geometrie. Beltrami sche Abbildung.

Flachen, die auf die Ebene geodatisch abbildbar sind. Fur eine gegebene

pseudospharische Flache lasst sich die Integration der Differentialgleichung

der geodatischen Linien auf Integration einer Eiccati schen Difterentialgleichung

zuriickfiihren.

229. Zweidimensionale Mannigfaltigkeit von constanter Kriimmung.

Wir wollen uns nun mit den Flachen von constantem Krummungs-
mass beschaftigen und beginnen unsere Untersuchungen mit der Ab-

leitung der Grundlagen ihrer Geometrie in dem in 92
,

S. 179, fest-

gesetzten Sinne.

Die Geometrie der Plachen mit verschwindender oder positiver

constanter Kriimmung fallt mit der gewohnlichen ebenen oder spha-

rischen Geometrie zusammen. Wir konnen und werden uns also in dem

vorliegenden Kapitel auf die Behandlung der Geometrie auf den pseudo

spharischen Flachen, oder, wie wir sagen, auf die der pseudosphari
schen Geometrie beschranken.

Zu Grunde legen wir unsern Untersuchungen eine conforme Ab

bildung der pseudospharischen Flachen auf die Halbebene, die sich bei

den wichtigen analytischen Untersuchungen von Klein und Poin-

care iiber die automorphen (Fuchs schen) Functionen als sehr frucht-

bringend erwiesen hat.

Wir definieren das Linienelement der pseudospharischen Flache

durch die Gleichung (S. 190):
SM

(1) ds2 = di? + e*dv*,
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worin It der Radius der pseudospharischen Flache ist. Bei diesen

allgeraeinen Untersuchungen mussen wir von jeder besonderen Fliichen-

form, zu der das obige Linienelement wirklich gehort, absehen, insofern

als wir diese Untersuchungen fiber die allgemeine zweidimensio-

nale Mannigfaltigkeit mit constantem Kriimmungsmass anstelleu,

fiir welche die Gleichung (1) das Elemeutargesetz fur das Mass des

Abstandes zweier unendlich naher Punkte angiebt (vgl. 93, S. 181).

Fur alle reellen und endlichen Werte von u bleibt die Function:

YG = e
R

endlich, stetig und positiv, weshalb wir jedem Paare reeller

und eudlicher Werte : u =
,

r = r einen reellen und im Eudlichen

gelegenen Punkt der Flache zuordnen, und umgekehrt: unendliche

Werte von u und v liefern unendlich feme Flachenpunkte.

230. Conforme Abbildung der pseudospharischen Flachen auf die

Halbebene.

Betrachten wir x, y als rechtwinklige Cartesische Coordinaten eines

Punkt.es der Bildebene, so geben uns die Gleichungen:
u

(2) x=v, ij
= Ee~~R

die conforme Abbildung, von der vorhin die Rede war. Die reellen

und im Endlichen gelegenen Flachenpunkte entsprechen eindeutig den

Punkten der Halbebene y &amp;gt; 0, die wir die positive Halbebene nennen

wollen; das Bild der unendlich fernen Flachenpunkte ist die a:-Axe.

Sie heisse die Grenzgerade*).
Zunachst sehen wir zu, was fiir Curven in der Bildebene den

geodatischen Linien der Flache entsprechen. Da der Ausdruck fiir das

Linienelement durch die Gleichung (1) gegeben ist, so ergiebt sich als

Gleichung der geodatischen Linien in endlicher Form ( 89, S. 174,

Gleichung (26)):

worm
A-,

b zwei willkiirliche Constanten sind. Infolge der Gleichungen

(2) hat die Bildcurve in der Ebene die Gleichung:

*) Wir mflssen die Bildebene als die Gaussische complexe Ebene, mit einem

einzigen unendlich fernen Punkt. der zugleich unendlich ferner Punkt der .r-Axe

ist, auffassen.

27*



420 Kap. 16. Pseudospharische Geometric.

(3) (*-&)* + ? =

Also: Jede geodatische Linie der Flache wird in einen die

Grenzgerade senkrecht schneidenden Kreis abgebildet, und

umgekehrt. Wir sehen dabei, dass auch die geodatischen Linien:

v = Const, keine Ausnahme bilden, da sie in Senkrechten zur rr-Axe

(Kreise mit unendlich fernem Mittelpunkt) abgebildet werden.

Da nun durch zwei Punkte der Halbebene stets ein und nur ein

Kreis geht, der die Grenzgerade senkrecht schneidet, so haben wir das

wichtige Ergebnis: Zwei beliebige Punkte M
t
und Mz der pseu-

dospharischen Flache konnen durch eine und nur eine geo
datische Linie verbunden werden.

Wir untersuchen nun
;
wie sich die wahre geodatische Entfernung

der beiden Punkte M^ und M
2

in der Bildebene ausdriickt. Fur den

Bogen s der geodatischen Linien haben wir (nach S. 174, (27)):

s =

also wegen (2):

Rechnen wir den Bogen s von dem Punkte aus, dessen Bild der hochste
TO

Punkt: y des Bildkreises ist, so mussen wir C gleich E log k

setzen. Es ist dann:

T&amp;gt; 1 I. &quot;

s = El
s(ry +

-

Der Ausdruck hinter dem Logarithmenzeichen ist, wie leicht er-

sichtlich, das Doppelvernaltnis von vier Punkten, namlich von den

beiden Schnittpunkten des Bildkreises mit der Grenzgeraden, seinem

hochsten Punkte und dem Bildpunkte des Endpunktes des Bogens.

Daraus folgt allgemein: Die geodatische Entfernung der

beiden Punkte Ml} Jf
2

der Flache ergiebt sich, wenn der

Logarithmus des Doppelverhaltnisses, das die beiden Bild

punkte m1} m2
auf dem Bildkreise der geodatischen Linie

M
1
M

2
niit den beiden Schnittpunkten dieses Kreises und der

Grenzgeraden bestimmen, mit R multipliciert wird.

Bezeichnen wir mit yl7 yz
die Ordinaten von m1} w

2 ,
so lautet
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der Ausdmck fur die geodatische Entfernung d der beiden Flachen-

punkte Mlf
M

3 :

d = E loe

wo im Nenner das obere oder das untere Vorzeichen zu wahlen ist, je

nachdem die beiden Punkte }H l} m2
des Bildkreises auf derselben oder

auf verschiedenen Seiten des hochsten Punktes dieses Kreies liegen.

231. Darstellung der Bewegungen der Flache in sich durch lineare

Substitutionen der complexen Veranderlichen.

Wir setzen nun:
H

cj = x -f- iy = v -f- iHe R

und denken uns die Werte der complexen Veranderlichen GJ auf der

pseudospharischen Flache ausgebreitet, so dass jeder Wert von & in it

positiver Ordinate einen Flachenpunkt liefert, und umgekehrt. Dann

konnen wir eiuen Flachenpunkt direct mit dem zugehorigen Wert der

complexen Veranderlichen GJ bezeichnen. Im siebenten Kapitel haben

wir gesehen, dass jede pseudospharische Flache dreifach unendlich viele

Arten von Abwickelungen auf sich selbst oder Bewegungen (Verbiegungen)
in sich gestattet (S. 188), und nun stellen wir eine Frage, wie wir sie

bereits fur die Kugel gestellt hatten (Kap. III. 45), namlich die Frage,

wie sich eine solche Bewegung der Flache in sich, bei der die Punkte

to in die Punkte iibergehen mogen, analytisch darstellen wird. Die

Antwort ist der fi-iiher fur die Kugel gefundenen ganz analog, ja in

gewissem Sinne sogar noch einfacher, wie wir sehen werden.

Da die von o und GJ beschriebenen Figuren einander congruent

sind, so ist eine Function von 03. Denn der Fall, dass cj eine

Function der conjugierten Grosse GJO ist, wird ausgeschlosseu, weun wir

annehmen, dass die Verbiegung stetig erfolge und also Winkeltreue

ohne Anderung des Sinnes stattfinde. Es ist also GJ eine Function

von GJ, die zwar zunachst nur fiir die Werte von GJ in der positiven

Halbebene definiert ist; da aber GJ fur reelles GJ auch reell ist, denn

die unendlich fernen Punkte der Flache bleiben bei der Bewegung
unendlich fern, so ist GJ fur alle Werte von GJ in der negativen Halb

ebene durch die Bestirnmung gegeben, dass GJ fur den zu GJ conjugier

ten Wert GJO
den zu GJ conjugierten Wert GJO annehmen soil. Xun

brauchen wir nur noch zu beachten, dass jedem Werte von co ein
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einziger von to entspricht und umgekehrt, um daraus schliessen zu

konnen, dass to eine lineare Function von to 1st:

(5)
=

-!ryou -j- o

Da ferner fur reelles to auch to reell ist
7
so sind cc

} /3, y, d reell (ab-

gesehen von einem gemeinsamen Factor, der weggelassen werden kann).

Da weiterhin die Ordinate von a zugleich mit der Ordinate von to

positiv ist, so ist die Determinante ad /3y positiv und kann ohne

weiteres gleich -j- 1 angenommen werden.

Drucken wir nun das Quadrat des Linienelements (1) mittels der

complexen Veranderlichen co und der dazu conjugierten Veranderlichen

e? aus, so erhalten wir:
4 JB

2

(5*) ds* = T r-. do don .

(&amp;lt;B
COQ )

2

Auf Grund dieser Gleichung lasst sich sofort nachweisen, dass die

lineare Substitution (5) mit reellen a, /3, 7, d das Linienelement in sich

transformiert. Demnach haben wir das Ergebnis:

Die Bewegungen der pseudospharischen Flache in sich

werden durch die auf die complexe Veranderliche to ange-
wandte lineare Substitution mit reellen Coefficienten:

(6) 03 = &quot;^tl, ad Pr=l,
yco -j- d

dargestellt.

232. Bewegungen erster Art.

Fur jede Substitution (6) giebt es zwei Werte von to, die fest

bleiben; es sind dieses die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

(7) y
2 + (&amp;lt;$ ct)a&amp;gt; p = Q.

Nun konnen, je nach dem Vorzeichen der Discriminante

drei verschiedene Falle eintreten.

1) (a -j- d)
2

&amp;lt;
4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind conjugiert

complex; die eine liegt in der positiven, die andere in der negativen

Halbebene. Erstere stellt einen reellen und im Endlichen gelegenen

Punkt P der Flache dar, der bei der Bewegung fest bleibt. In diesem

Falle besteht die Bewegung, die eine elliptische genannt wird, in

einer (mit Verbiegung verbundenen) Rotation um P.

2) (a -f- d)
2 = 4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind reell und

fallen zusammen. Dann bleibt ein einziger Flachenpunkt im Unend-

lichen fest, und die Bewegung wird eine parabolische genannt.
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3) ( -f- d)
2

&amp;gt;
4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind reell und

von einander verschieden. Sind A und B die zugehorigen Bildpunkte

(auf der Grenzgeraden) in der Halbebene, so entspricht dem Kreise fiber

der Strecke AB als Durchmesser auf der Flache eine geodatische

Linie, die sich wahrend der Bewegung in sich verschiebt. In diesem

Falle wird die Beweguug eine hyperbolische genannt; sie besteht in

einem (mit Verbiegung verbundenen) Schleifen der Flaehe auf sich,

bei dem sich eine bestimmte geodatische Linie in sich verschiebt.

Ein ziemlich klares Bild von diesen drei Arten von Bewegungen
erhalten wir, wenn wir die Rotation einer pseudospharischen Rotations-

flache vom elliptisehen, parabolischen und hyperbolischen Typus um

ihre Axe betrachten ( 99, Kap. VI).

Es diirfte zweckmassig sein, die erhaltenen Ergebnisse unter Zu-

grundelegung der complexen Kugelflache oder der complexen Ebene als

typische Flaehe mit denjenigen bezuglich der Bewegungen einer Flaehe

mit constantem positiven oder verschwindenden Krumrnungsmass zu

vergleichen.

In jedem Falle ist der analytische Ausdruck der Bewegung eine

lineare Substitution der complexen Veranderlichen. Fur die Kugel
haben wir die Cayley sche Formel (S. 84):

Bei der Bewegung bleiben zwei diametral einander gegenuberliegende

Punkte der Kugel fest. Es giebt also nur eine Art von Bewegungen,
die stets wirkliche Drehungen sind.

Fur die complexe 2-Ebene werden die Bewegungen durch die

ganzen linearen Substitutionen :

z = & az -j- C (a eine reelle, C eine complexe Constante)

dargestellt. Sie zerfallen in zwei Arten, je nachdem tf
a von 1 ver

schieden ist oder nicht; erstere sind Drehungen um einen im Endlichen

gelegenen Mittelpunkt, letztere Translationen.

233. Bewegungen zweiter Art.

Wir betrachten nun diejenigen Bewegungen der pseudospharischen

Flaehe in sich, bei welchen sich die beiden Seiten vertauschen. Wir

wollen sie Bewegungen zweiter Art nennen, wahrend wir die

vorhin betrachteten als solche erster Art bezeichnen *). Um den

analytischen Ausdruck fur die Bewegungen zweiter Art zu finden,

*) Vgl. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen. Leipzig 1890, 1. Bd.,

S. 196 iff.
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brauchen wir nur zu beachten, dass die Spiegelimg der Flache an der

geodatischen Linie v = durch die einfache Gleichung:

dargestellt wird. Da sicli nun aus der Aufeinanderfolge zweier Be-

wegungen zweiter Art eine Bewegung erster Art ergiebt, so erhalten

wir durch Combination der obigen Gleichung mit der Gleichung (6)

sofort das Ergebnis: Die Bewegungen zweiter Art der pseudo-

spharischen Flache werden durch die linearen Substitutionen

mit reellen Coefficienten und der Determinante 1:

(8)
=

&quot;^ro s

dargestellt.
Eine Wiederholung der Bewegung (8) liefert die Bewegung erster

Art:

-
y(d a)o -f (S* |3y)

die, wenn sie nicht bloss die Identitiit ist
? notwendig hyperbolisch

ist, da

(a
2 + tf

2

2/3y)
2 =

[(a
-

d)
2 + 2J &amp;gt;

4

ist. Wollen wir priifen;
ob bei der Bewegung (8) Punkte fest bleiben

?

so haben wir zunachst zu beachten, dass ein solcher Punkt auch bei

der Wiederholung der Bewegung fest bleibt und deinnach der Wert

von to fur diesen Punkt reell sein muss.

Da nun eben die beiden Wurzeln a der Gleichung:

ya* (8 + a) a + =
reell und verschieden sind

7
so ist klar, dass bei der Bewegung (8) zwei

reelle
; getrennte und im Unendlichen gelegene Punkte der Flache fest

bleiben, die auch die festen Punkte im Falle der hyperbolischen Be

wegung (8*) sind. Die geodatische Linie, die bei der Wiederholung
der Bewegung (8*) fest bleibt, bleibt es auch bei der Bewegung (8);

alle ubrigen geodatischen Linien dagegen andern ihre Lage.
Wir betrachten nun den besonders interessanten Fall, in dem die

Wiederholung der Bewegung (8) die Identitat liefert, was nur dann

eintritt, wenn d == a ist. Dann bleiben infolge der Gleichung (8) in

der co-Ebene alle Punkte des Kreises:

oder:
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fest. Dieser Kreis ist reell und schneidet die Grenzgerade rechtwink-

lig*). Also: Eine Bewegung zweiter Art mit der Periode 2 ist

nichts anderes als eine Spiegelung der Flache an einer reellen

geodatischen Linie, deren Punkte samtlich fest bleiben.

Hieraus folgt dann unmittelbar:

Jede andere Bewegung zweiter Art ergiebt sieh als Auf-

einanderfolge einer Spiegelung der Flache an einer geoda
tischen Linie und einer Yerschiebung der Flache in sich

langs dieser Linie (einer hyperbolischen Bewegung).
Wir uberlassen es dem Leser, diese Ergebnisse mit denjenigen fur

Bewegungen der Kugel und der Ebene. bei denen sich die beiden

Seiten vertauschen, zu rergleichen.

234. Abanderung der conformen Abbildung.

Auf die in 230 benutzte Abbildung der Punkte der pseudo-

spharischen Flache wenden wir nun eine Transformation mittels reci-

proker Radienvectoren an, wobei wir den Pol der Transformation in

die negative Halbebene verlegen. Die Grenzgerade geht dann in

einen Grenzkreis fiber; die reellen und im Endlichen gelegenen

Fliiehenpunkte werden auf das Innere des Grenzkreises abgebildet, die

Punkte im Unendlichen auf die Peripherie, wahrend den ausseren

Punkten kein reeller Flachenpunkt entspricht. Die geodatischen Linien

der Flachen werden als Kreise abgebildet, die den Grenzkreis ortho

gonal schneiden. und die wirkliche geodatische Entfernung zweier

Punkte wird nach einem Gesetz gemessen, das dem in 230. S. 420,

angegebenen vollig analog ist.

Unter den zum Grenzkreise orthogonalen Kreisen befinden sich

auch die Durchmesser des Grenzkreises; die ihnen entsprechenden geo

datischen Linien gehen von einem reellen und im Endlichen gelegenen

Punkte der Flache aus. Auf Grund dessen konnen wir die Formeln

fur diese Abbildung ableiten. indem wir von dem elliptischen Ausdruck

fur das Quadrat des Linienelements der Flache (vgl. S. 190):

ausgehen und dasselbe mit dem Quadrat des Linienelements der Ebene

in Polarcoordinaten:

ds* = dQ
2

-f Q-(J-

vergleichen. Xach Einfuhnmg der isometrischen Parameter ergiebt

sich die Abbildungsformel :

8

*) Ist y = 0, so tritt naturlich an Stelle des Kreises die Gerade: x = --
&amp;gt;

die auf der Grenzgeraden senkrecht steht.
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v =
wo m, a, b reelle Constanten sind. Da aber auch in der Umgebung
des Punktes Q = Winkeltreue herrschen muss, so miissen wir m
gleich Eins setzen.

Die Constante 6 kann gleich Null gesetzt und a durch Anderung
der Grossenverhaltnisse der Figur gleich Eins gemacht werden. Dem-
nach lauten die Abbildungsformeln einfach:

und es ist der Radius des Grenzkreises gleich Eins, da Q= 1 fur u= oc ist.

235. Abbildung der Curven von constanter geodatischer

Krummung.

Die eben betrachtete Abbildung sowie auch diejenige, von der

wir ausgegangen sind, haben mit der stereographischen Polarprojection

der Kugel die wichtige Eigenschaft gemein, die in dem nachstehenden

Satze ausgedriickt ist: Jede Flachencurve von constanter geo
datischer Krummung hat zur Bildcurve in der Ebene einen

Kreis, und umgekehrt.
Zum Beweise bemerken wir zunachst, dass auf jeder pseudospha-

rischen Flache (wie auf jeder beliebigen Flache mit constantem Kriim-

mungsmass) die geodatischen Parallelen zu einer Curve L von con

stanter geodatischer Kriimmung ebenfalls constante geodatische Krum

mung besitzen und rait den Orthogonaltrajectorien ein Isothermen-

system bilden. Wir wahlen namlich als Parameterlinien v= Const, die

L senkrecht schneidenden geodatischen Linien und als Parameterlinien

u = Const, ihre Orthogonaltrajectorien, von denen die Curve u= die

Curve L sein moge, und setzen ferner fest, dass der Parameter v der

Bogen der Curve u = 0, gerechnet von einem festen Punkte der Curve

an, und u der Bogen einer geodatischen Linie, gerechnet von u = an,

sein soil. Dann hat das Quadrat des Linienelements die Form
( 96,

S. 187):
/ u u\2

ds2 = du2
-\- {tp(v)e

R
-f- *l&amp;gt;(v)e

R
J

dv*.

Da nun die geodatische Krummung der Curve u Q, namlich nach S. 148

1 1
&amp;lt;p(v) tf&amp;gt;(v)

to

==
M ^)~+W)

nach Voraussetzung constant ist, so folgt daraus fur das Quadrat des

Linienelements eine der drei typischen Formen A), B), C) des Para-

graphen 98, S. 190, wodurch die Behauptung bewiesen ist.
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1st nach dieser Vorbemerkiing L eine auf der Flache gelegene

Curve constanter geodatischer Krummung, so haben die geodatischen

Linien, die sie senkrecht schneiden, zum Bilde ein Kreissystem, das

wegen seiner Zugehorigkeit zu einem doppelten Isothermensystem ein

Buschel ist ( 91, S. 177). Es ist dernnach jede Orthogonaltrajectorie

dieser Kreise, insbesondere das Bild der Curve L
}
ein Kreis des Ortho-

gonalbuschels.

Umgekehrt, ist C ein Kreis in der Ebene, so bestimmt er zu-

sammeu mit dem Grenzkreise (bezw. der Grenzgeraden) ein Kreisbiischel,

dessen Orthogonalkreise Bilder von geodatischen Linien sind, die einem

Isothermensystem angehoren. Die Orthogonaltrajectorien dieser geodati

schen Linien sind folglich Curven constanter geodatischer Kriimmung.

236. Die drei Arten von geodatischen Kreisen.

Die Curven constanter geodatischer Krummung auf der pseudospha-

rischen Flache vom Radius R zerfallen, entsprechend den drei vorhin er-

wahnten Ausdriicken B) 7 A), C) fur das Quadrat des Linienelements, in drei

wohl zu unterscheidende Arten. Bei der ersten Art ist die geodatische

Kriimmung grosser als
-^,

bei der zweiten gleich -^ 7
bei der dritten

kleiner als -~ Hinsichtlich ihrer ebenen Bilder unterscheiden sie sichM
wie folgt: Nehmen wir als Beispiel die Abbildung auf die Halbebene

und sei

(*
-

a)
2 + (y- bY = H

die Gleichung des Bildkreises der Curve L, beachten wir sodann, dass

das Quadrat des Linienelements (5*) der Flache die Form:

hat. und wenden wir die Bonnet sche Formel (Kap. VI, S. 149) an,

so erhalten wir fur die geodatische Krummung der Curve L den

Ausdruck :

J_. -L A
Vy

~~
B r

Hierdurch werden unsere obigen Folgerungen bestatigt, und ferner

wird bewiesen. dass die Curve L zur ersteu , zur zweiten oder zur

dritten Art gehort, je nachdem der Bildkreis ganz im Innern der posi-

tiven Halbebene liegt oder die reelle Axe beriihrt oder endlich die-
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selbe schneidet*). Die Curven L der ersten Art sind wirkliche geoda
tische Kreise mit reellen und im Endlichen gelegenen Mittelpunkten.

Der Bildpunkt des Mittelpunktes in der positiven Halbebene ist der-

jenige Punkt, durch welchen alle die Grenzgerade und den Bildkreis

von L senkrecht schneidenden Kreise hindurchgehen. Im zweiten Falle

liegt dieser Punkt auf der Grenzgeraden, und der zugehorige Flachen-

punkt riickt ins Unendliche
5

es sind somit die Curven rnit der con-

stanten geodatischen Kriimmung -~ als geodatische Kreise, deren Mittel-
-tV

punkte unendlich fern liegen, aufzufassen, und sie werden auch als

Grenzkreise bezeichnet. Endlich wollen wir die Bezeichnung geo
datische Kreise&quot; auch auf den dritten Fall ausdehnen; dann sind aber

die Grenzpunkte des die Grenzgerade und den Bildkreis senkrecht

schneidenden Kreisbuschels imaginar, und wir nennen deswegen die

Curven L, deren constante geodatische Krummung kleiner als -~ ist.
JTt

geodatische Kreise mit imaginiiren Mittelpunkten. Die Kreise

der letzten Art konnen auch als die geodatischen Parallelen zu einer

geodatischen Linie definiert werden.

Wir bemerken schliesslich, dass sich bei der zweiten Abbildung
die drei Arten von Kreisen hinsichtlich der Bildcurven in der Weise

unterscheiden, dass der Bildkreis entweder ganz ini Innern des Grenz-

kreises liegt oder ihn von innen beriihrt oder ihn schneidet.

237. Der Parallelitatswinkel.

Wir betrachten nun auf der pseudospharischen Flache eine geodatische

Linie g und einen nicht auf g gelegenen Punkt o und sehen zu, wie sich

das Biischel der von o ausgehenden geodatischen Linien hinsichtlich der

Curve g verhalt. Wir bedienen uns der zweiten conformen Abbildung, die

wir in der Weise vornehmen, dass der Punkt o den Mittelpunkt des

Grenzkreises Fzum Bildpunkt hat (sieheFig. 12a). Die geodatische Linie

g ist dann in einen Kreis Cr
}
der F senkrecht schneidet, und das Biischel

der von o ausgehenden geodatischen Linien in das Strahlbuschel mit

dem Scheitel abgebildet. Es mogen A, B die Punkte sein, in denen

G und JT einander schneiden. Diejenigen Strahlen durch 0, welche in

dem Winkelraum AOS liegen, schneiden G in reellen Punkten, die

*) Im letzten Falle ist, wenn ty den Winkel bedeutet, unter dem der Bild

kreis die Grenzgerade schneidet, offenbar :

1 cos if)
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iibrigen nicht, Auf der Flache entsprechen den Strahlen OA und OB
zwei geodatische Linien oa und ob, die parallel zu g genannt werden,

da ihre Schnittpunkte mit g im Unend-

lichen liegen (siehe Fig. 12b). Sie bilden

die Scheidegrenze zwischen denjenigen geo-

datisehen Linien des Biischels (0), welche g

in reellen, und denjenigen, welche g in

imaginaren Punkten schneiden.

Fallen wir vom Punkte o auf g das

geodatische Lot op, so hat dasselbe den

kleiusten Abstand des Punktes vorn

Kreise G zum Bilde. Da die Winkel AOP
und BOP einander gleich sind, so ist

auch i aop = L bop.

Dieser Winkel a = [_ aop heisst der

Parallelitatswinkel des Punktes be-

ziiglich der geodatischen Linie g; er hangt, wie wir sogleich sehen

werden, nur von der geodatischen Entfernung d = op des Punktes o

Fig. 12 a.

von der geodatischen Linie g ab. Um die Beziehung zwischen a und

8 zu finden, beachten wir, dass sich, wenn unter C der auf OP ge-

legene Mittelpunkt von G verstanden wird, aus dem rechtwinkligen

Dreieck OCA die Gleichung:

CA* + OA* = (CP + OP)
2 = CA- + Or- -f 2 CA . OP,

demnach :

CA = OA- OP*
2OP

ergiebt.

Nun ist :

0.4=1,
und nach den Abbildungsgleichungen (9):

OP = thA
Daraus ergiebt sich die gesuchte Gleichuug:
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(10)

die auch in der Form:

cot a = sinh -~
&amp;gt;

XV

__

,
a *

cot == e(10*)

geschrieben werden kann.

Also: Durch jeden Punkt o einer pseudospharischen Flache

gehen zwei geodatische Linien, die einer festen geodatischen
Linie g parallel sind. Der Parallelitatswinkel K und die

geodatische Entfernung 8 des Punktes o von g sind durch

die Gleichung (10) oder (10*) mit einander verkniipft.

Je kleiner 8
ist,

desto naher liegt a an
}

d. h. die beiden geo

datischen Parallelen haben das Bestreben, in eine einzige zusammen-

zufallen, wenn sich der Punkt o der Curve g nahert.

238. Geodatische Dreiecke.

Wir betrachten nun ein geodatisches Dreieck oab auf der Flache und

fuhren die zweite conforme Abbildung in der Weise durch, dass der Bild-

punkt der Ecke o in den Mittelpunkt des Grenzkreises fallt (siehe Fig. 13).

Das Bilddreieck OAB wird dann

von zwei geraden Strecken OA
und OB und von dem Bogen AB
eines Kreises gebildet, der den

Grenzkreis senkrecht schneidet. Be-

zeichnen wir mit D und E die

anderen Schnittpunkte von OA
bezw. OB mit dem Kreise AB,
dessen Mittelpunkt C sei, so haben

wir:

OA.OD=1, OB.OE=1,
LA = L AED, LB = L BDE,
also:

L.A

Fig. 13.

In Ubereinstimmung mit dem

Gaussischen Satze
( 90, S. 176)

ergiebt sich, dass die Summe
der drei Winkel eines geodatischen Dreiecks kleiner ist als

zwei Rechte. Da der Fehlbetrag gleich dem durch R2

geteilten
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Flacheninhalt ^ (ebenda) und dieser Fehlbetrag in unserer Figur durch

den Winkel a = AC B gegeben ist, so ist:

Wir sehen ferner, dass jedem geodatischen Dreieck, gleichwie in

der ebenen und spharischen Geometrie, ein geodatischer Kreis um-

schrieben werden kann: aber in dem vorliegenden Falle kann dieser

Kreis entweder ein wirklicher geodatischer Kreis, d. h. einer mit reellem

Mittelpunkt, oder ein Grenzkreis oder endlich ein Kreis mit imagi-

narem Mittelpunkt sein. Um aus dem ebenen Bilde zu entscheiden,

welcher der drei Falle vorliegt, brauehen wir nur den Kreis AOB zu

construieren und zuzusehen, ob er ganz im Innern des Grenzkreises

liegt oder ihn beriihrt oder ihn schneidet.

239. Pseudospharische Trigonometric.

Wie in der spharischen Geometrie
,

so ist auch in der pseudo-

spharisehen ein Dreieck durch drei seiner Stticke bestimmt, und es ist

demnach hier der Ort, auf die Beziehungen, welehe die drei Seiten

und die drei Winkel mit einander verkniipfen (von einander unab-

hangige giebt es deren drei), d. h. auf die Formeln der pseudospha-
rischen Trigonometrie einzugehen. Wir bezeichnen ein geodatisches

Dreieck mit ABC, die drei Winkel mit A, B, C, die gegeniiberliegen-

den Seiten entsprechend mit
, 6, c. Dann ist die ganze pseudo-

spharische Trigonometrie in der folgenden Bemerkung enthalten:

Die trigonometrischen Formeln fur die pseudosphari-
schen Flachen vom Radius R ergeben sich aus denjenigen
fiir die Kugel vom Radius J?, wenn in diesen E durch R}/ 1

ersetzt wird.

*) Auf Grund dieser einfachen Gleichung wird der Leser leicht die folgen

den Satze beweisen konnen:

1. Wenn von einem auf einer pseudospharischen Flache gelege-
nen geodatischen Dreieck von constantem Inhalt die Grundlinie

der Lange und Lage nach fest bleibt, so ist der Ort der Spitze ein

geodatischer Kreis mit imaginarem Mittelpunkt.
2. Unter den geodatischen Dreiecken, von denen zwei Seiten der

Lange nach gegeben sind, hat dasjenige den grossten Inhalt, in

welchem der Winkel zwischen den beiden gegebenen Seiten gleich

der Summe der beiden anderen Winkel ist.

Auf diesem letzten Satze, der der ebenen und der spharischen Geometrie ge-

meinsam ist, kann bekanntlich die gesamte Theorie der isoperimetrischen Auf-

gaben aufgebaut werden.
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Dadurch gehen die trigonometrischen Functionen der Seiten in

hyperbolische Functionen iiber.

Zum Beweise des Satzes brauchen wir nur die Richtigkeit der

drei Grundformeln nachzuweisen :

(11)

(12)

sinh

sin A
sinh|
sin B sin C

cos A = sin B sin C cosh ^ cosB cos C,
JK

die in der angegebenen Weise aus drei Grundformeln der spharischen

Trigonornetrie hervorgehen.
Wir bilden das Dreieck CAB so auf die Ebene ab, dass der Bild-

punkt der Ecke C in den Mittelpunkt C des Grenzkreises fallt, und

verlangern die geraden Seiten des Bilddreiecks, CA und CB, bis sie

den Bildkreis der dritten

Seite AB zum zweiten

Male in A bezw. B
}

schneiden (Fig. 14), so-

dass wir

CA. CA = 1,

CB . CB = I

haben.

Wenn sich die Dia-

gonalen AB ,
A B des

Vierecks ABB A in

M schneiden, so er-

halten wir aus den ahnlichen Dreiecken AAM und BB M:
AA : BB = MA : MB = sin A : sin B.

Nach den Abbildungsgleichungen ist nun:

Fig. 14.

denmach :

AA = CA
v.

6
sinh ^

folglich:

BB =
TJB

sinh

sinh

E
i,

6
smh^

sin A
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Der gemeinsame Wert dieser Yerhaltnisse ist offenbar auch gleich

ging
Somit sind die Formeln (11) richtig.

Um die Formel (12) zu beweisen, beriicksichtigen wir die Glei-

chungen :

CB _ smA AB
CA

~~ ~
sinAB C

CB _ sinA B B
CA

= ~
sinB A A

Aus ihnen folgt:

CB ,
, * a _siuA AB sinB A A

COlll -.-: . ,
T&amp;gt;, &amp;gt;-,

. i i -n -n
*

CB -2R swAB C sin A B B
Da nun

A + B+C=x ZAB C, -A+B+C=n 2A B B,

A B+C = n 2B A A, A+ BC=x 2A AB

ist, so lasst sich die letzte Gleichung auch folgendermassen schreiben:

A + B C A B + C
COS ! COS

tf~ A + B + C A+B+C~cosA + cos(B + C)
COS- --!- COS-----

2 2

oder:

cosA -\- cos B cos C= sin B sin C (cosh-^ -f- sinh2^ )
}

eine Gleichung, die mit der Formel (12) ubereinstiinmt.

Zu demselben Ergebnis konnen wir direct gelangen, wenn wir die

Satze von den geodatischen Linien der pseudospharischen Rotations-

flachen rnit dem Quadrat des Linienelements:

anwenden. So ergeben sich z. B. die Formeln (11) unmittelbar aus

dem Clairaut schen Satz ( 89, S. 174).

Anmerkung. -- Bei der Anwendung der Formeln der pseudo

spharischen Trigonometric ist zu beachten, dass in der pseudosphari

schen Geometric ganz audere Umstande eintreten konnen als in der

gewohnlicheu Kugelgeornetrie ,
wie z. B., dass eine Eeke oder zwei

Ecken oder endlich alle drei Ecken des Dreiecks ins Unendliche riicken

kounen. Wenden wir z. B. bei einem in A rechtwiukligen Dreieck die

Formel:

tgh -^
= sinh

-^ tg B

an und nehmen wir an, dass, wahrend A und B fest bleiben, die Ecke

C ins Uneudliche ruckt, so folgt:
Blanch i, Dirferentialgeometrie. 2S
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lim tgh
-- = 1

,

6= co

und die letzte Gleichung geht in die Gleichung (10) iiber, die den

Parallelitatswinkel bestimmt.

240. Uberblick iiber die nicht - euklidische Geometrie.

In den Hauptsatzen der pseudospharischen Geometrie, die wir in

den voraufgehenden Paragraphen abgeleitet haben, ist eine nahe Ana-

logie mit denjenigen der ebenen und der spharischen Trigonometric
erkennbar. Den Grund dieser Analogieen sowie der Verschiedenheiten

in den drei Geometrieen konnen wir a priori einsehen. Priifen wir

namlich die Axiome und die Grundpostulate der ebenen Geometrie,
wie sie im ersten Buche des Euklid niedergelegt sind, und ersetzen

wir im Falle der pseudospharischen Flachen die Gerade durch die

geodatische Linie, so sehen wir, dass, wenn wir vom Postulat XII, be-

treffend die Parallelen, absehen, alle ubrigen in der pseudospharischen
Geometric unverandert giiltig bleiben. So verhalt es sich insbesondere

mit dem Princip der Deckung der Figuren, sowie auch mit dem, dass

eine geodatische Linie durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt

ist. Diejenigen Satze der ebenen Geometrie, welche vom Parallelen-

postulat unabhangig sind, gelten also auch fur die pseudospharische

Geometrie; die anderen erfahren eine Abandoning dahin, dass sie in

die alten Satze iibergehen, wenn der Radius R der pseudospharischen
Flache unendlich gross gemacht wird.

Die obigen TJberlegungen beweisen bereits die Nutzlosigkeit der

Versuche, die man angestellt hat, um das Parallelenpostulat zu bewei

sen. Konnte dasselbe aus den anderen Principien logisch gefolgert

werden, so nausste es auch fur die pseudospharischen Flachen im eukli-

dischen Raume gelten.

Lasst man nun thatsachlich in der ebenen Geometrie das eukli-

dische Postulat fallen, so wird man auf eine sogenannte abstracte

oder nicht-euklidische Geometrie gefiihrt, deren Grundlagen von

Bolyai und Lobatschewsky gelegt worden sind und welche (die

Gerade als unbegrenzt angenommen) mit der pseudospharischen Geo

metrie vollkommen zusammenfallt.

241. Beltrami sche Abbildung.

Derjenige, welcher zuerst nachwies, dass die Satze der nicht-eukli-

dischen Geometrie auf den pseudospharischen Flachen eine reelle Deu-

tung finden, war Beltrami in seiner beriihmten Abhandlung: Saggio
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d interpretazione della geometria non-euclidea*). Zu Grunde

liegt diesen Untersuchungen von Beltrami eine Abbildung der pseudo-

spharischen Flachen auf die Ebene, die zu den vorhin betrachteten in

derselben Beziehung steht, wie die Centralprojection der Kugel zu

der stereographischen Polarprojection.

Wir leiten die Beltrami sche Abbildung aus derjenigen in 234

in der folgenden von Klein angegebenen Weise ab: Wir denken uns

eine Kugel, welche die Bildebene im Mittelpunkt des Grenzkreises be-

ruhrt und deren Durchmesser gleich dem Radius des Grenzkreises ist.

Projicieren wir die Ebene vom gegenuberliegenden Pol aus stereogra-

phisch auf die Kugel, so werden der Grenzkreis in den Aquator der

Kugel, die Punkte im Innern des Grenzkreises auf die untere, die

Punkte ausserhalb
x
des Grenzkreises auf die obere Halbkugel projiciert,

und die den Grenzkreis senkrecht schneidenden Kreise (die Bilder der

geodatischen Linien der Flache) gehen in Kreise uber, deren Ebenen

auf der Aquatorebene senkrecht stehen. Xun projiciren wir die Punkte

der untereu Halbkugel orthogonal auf die Aquatorebene und erhalten

so eine Abbildung der pseudospharischen Flache auf die Ebene, bei

der das reelle Gebiet ganz auf das Tnnere des Aquators abgebildet ist

und die geodatischen Linien die Sehnen dieses Grenzkreises zu Bildern

haben. Dieses ist die Beltrami sche Abbildung. Sie ist um den

Mittelpunkt der Figur herum winkeltreu.

Die Formeln fur die Beltrami sche Abbildung ergeben sich un-

mittelbar aus der analytischen Fassung der angegebenen Klein schen

Construction. Es sei a der Radius der Kugel, also 2 a der des Grenz

kreises. Dann haben wir gemass den Abbildungsformeln ^9) in J.&quot;&amp;gt;4.

S. 426:

Nun bezeichnen wir mit x, y die rechtwinkligen Cartesischen Coordi-

dinaten des vermoge der Beltrami schen Abbildung entsprechenden

Punktes in der Aquatorebene und mit QI} &
t

die Polarcoordiuaten.

Dann haben wir:

folglich :

(13) x = a tgh -^
cos

, y = a tgh -^
sin v .

Wahlen wir als Parameterlinien auf der Flache die (geodatischen)

Linien x = Const., y= Const., so erhalten wir fur das Quadrat des

Linienelements der Flache, namlich fur:

*) Giornale di Matematiche, 6. Bd., 1868.

28*
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ds2 = du2 + E2 sinh2 ^ dv2
,xt

aus den Gleichungen (13) den Ausdruck:

ds2 =- E
* + ^xydxdy + (a*

(a
2

a:
2

i/
2
)
2

und dieses ist die Fundamentalgleichung von Beltrami. Nach dem

friiher Gesagten ist klar, dass in diesen Coordinaten x, y die Gleichung

jeder geodatischen Linie linear ist, und umgekehrt,

242. Flachen, die auf die Ebene geodatisch abbildbar sind.

Der Ausdruck (14) fur das Quadrat des Linienelements der pseudo-

spharischen Flachen war von Beltrami bereits in einer friiheren

Abhandlung gefunden worden*), in der er die Aufgabe gestellt und

gelost batte
; diejenigen Flachen zu bestimmen

;
welche auf die Ebene

geodatisch abbildbar sind, d. h. so, dass die geodatischen Linien der

Flache in Geraden der Ebene abgebildet werden. Er fand, dass die

einzigen Flachen, die einer solchen Abbildung fahig sind, die Flachen

mit constantem Krurnmungsmass sind. Dieses wichtige Ergebnis wollen

wir hier kurz ableiten.

Es sei in der Bildebene ein Cartesisches Coordinatensysteni (u } v}

gewahlt und
ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2

das Quadrat des entsprechenden Linienelements der Flache. Nach der

Voraussetzung ist

v = au -\- 6,

wo a
}

1) willkiirliche Constanten sind, die allgemeine Integralgleichung

der geodatischen Linien. Es lautet nun ihre Differentialgleichung,

v&quot;= 0, in der Gestalt (10*), 78, S. 154, geschrieben, so:

Daraus ergeben sich fiir E, F und G die Bedingungen:

Nun nehmen wir die Gleichungen (II), 29, S. 52, fiir das Kriim-

mungsmass K, die in unserem Falle wie folgt lauten:

*) Annali di Matematica, 7. Bd., S. 185 (I860).
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12 2
e f!2\ _ 12 (12 d (12- -

2H 12
) I

12
! KG- (

12
1

2
a

(
1

il UJ^jf li /

^
l.i r~FFiiKF=^

Differenzieren wir die erste nach r, die darunter stehende nach u und

subtrahieren wir, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Identitat:

cE
*S O 1 j I -- !--*-
dv du \ 1 J 12]

sowie der obigen Gleichungen die Gleichung:

f\ Q\ ] __ ~p = 0.
cv du

Verfahren wir ebenso mit dem zweiten Gleichungenpaar (15), so er-

ffiebt sich:O ,, r, _,.

.

CV CU

Aus der Combination der beiden letzten Gleichungen folgt:

d. h. J?= Const., wie behauptet.

Xachdem so der Satz bewiesen worden ist
?
brauchen wir nur noch

zu beachten, dass
;
wenn es sich um eine Flache mit positivem constantem

Kriimmungsmass, d. h. um die Kugel, handelt, die gesnchte Abbildung

sich aus der Aufeinanderfolge der Centralprojection und einer Ahnlich-

keitstransforniation der Bildebene ergiebt, und analog brauchen wir im

Falle der pseudospharischen Flache nach der Abbildung in 241 nur

eine Ahnlichkeitstransfonnation vorzunehmen.

243. Die Riccati sche Differentialgleichung fiir die geodatischen

Linien.

In Kap. VII, 97, S. 189, haben wir bereits den Satz aufgestellt:

Die Integration der Differentialgleichung der geodatischen
Linien auf einer gegebenen Flache mit constantem Kriim-

mungsmass kommt auf die Integration einer Differential

gleichung erster Ordnung von Riccati schem Typus hinaus.

&quot;Wir wollen diesen Satz hier nur fur die pseudospharischen Flachen

beweisen, da im Falle der Kugel seine Richtigkeit schon aus den all-

gemeinen Ausfiihrungen in Kap. IV, 50, fiber die Bestimmung einer

Flache, von der die beiden quadratischen Fundamentalformen gegeben

sind, hervorgeht.

Es sei also
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ds2 = Edu* + 2Fdudv + Gdvz

das Quadrat des Linienelements einer gegebenen pseudospharischen
Flache S, deren Radius JR wir der Einfachheit halber gleich Bins

setzen. Um die Aufgabe zu 16sen, die geodatischen Linien zu bestim-

men, brauchen wir auf der Flache nur eine Schar paralleler Grenz-

kreise und die Schar der auf ihnen senkrechten geodatisehen Linien,

die von einem gemeinsamen Flachenpunkt im Unendlichen ausgehen,
zu kennen, da wir ja, sobald ein solches System bekannt ist, die con-

forme Abbildung in 230 vornehmen konnen und dann alle geodati

schen Linien bekannt sind.

Wir bezeichnen nun mit & den Winkel, den die geodatischen

Linien des angenommenen parallelen Systems mit den Curven v = Const.

bilden, indem wir ihn gemass der Grundformeln auf S. 65 durch die

Gleichung:
, _

Edu -f Fdv

definieren, wo du, dv die Zunahmen der krummlinigen Coordinaten

u
}
v langs einer der geodatischen Parallelen sind. 1st die Function

&(u } v} bekannt, so ergiebt sich die Gleichung dieser geodatischen

Linien in endlicher Gestalt durch Ausfiihrung der Integration der

Differentialgleichung :

(a) E sin # du -f (F sin }/EG F 2 cos 9) dv = 0,

was nach dem Lie schen Satz ( 39, S. 74) mittels Quadraturen mog-
lich ist. Ebenso lasst sich mittels Quadraturen die Differentialgleichung

der orthogonalen Grenzkreise:

(b) E cos & du + (F cos + ^EG F* sin d) dv =
integrieren. Nun stellen wir mittels der Bonnet schen Formel (4*),

76, S. 150, die Bedingungen dafiir auf, dass die geodatische Kriimmung
der Curven (a) gleich Null, die der Curven (b) gleich Eins ist, und

erhalten so die beiden Gleichungen:

=
0,

cos # g
.

n ^ r
Q Q, Ci o,

Durch Ausfiihrung der Differentiationen und Auflosen nach ^ &amp;gt; ^~
sowie unter gleichzeitiger Einfiihrung der Christoflfel schen Symbole und

des durch die Gleichungen:

F yEG - F*
cos 03 =

,
..

,
sin co = -
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defiuierten Winkels zwischen den Parameterlinien erhalten wir fur die

unbekannte Function (u, v) die beiden Gleichungen:

I*-

oder die totale Differentialgleichung:

(15*) a a- + [VE
sin a- +

{^ }

o,

die sofort die Riccati sche Form annimnit, wenn
tg-^-

als Unbekannte

gewahlt wird. Da es einfach unendlich viele geodatische Parallelen

giebt und also die vorstehende Gleichung eine Losung 0- mit einer

willkiirlichen Constanten besitzt, so ist a priori ersichtlich, dass die

Integrabilitatsbedingung
for die Gleichung (15*) identisch erfullt ist.

Dieses konnen wir auch leicht nachweisen, wenn wir die Voraus-

setzung: K= l berticksichtigen und die Formel (HI), S. 53, fur

das Kriinimungsmass benutzen.



Kapitel XVII.

Transformationen der Flaclien mit constantem Kriimmungsmass.

Allgemeine Bemerkungen fiber die Aufgabe, eine Flache mit constantem Kriim-

mungsmass zu bestimmen, wenn von ihr ein Streifen gegeben ist. Die pseu

dospharischen Flachen bezogen auf ihre Haupttangentencurven und Evoluten-

flachen. Existenz der pseudospharischen Flache, von der je eine Haupttangen-
tencurve einer Schaar gegeben ist. Die pseudospharischen Strahlensysteme und

die Backlund sche Transformation. Eigenschaften dieser Transformation.

Entsprechende unendlich kleine Verbiegungen der pseudospharischen Flachen.

Complementartransformation. Lie sche Transformation. Satz von der Vertausch-

barkeit der Biicklund schen Transformationen und Folgerungen daraus. Dinis

pseudospharische Schraubenflachen. Complementarflache der Pseudosphare.
Flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass. - - Hazzidakis Transfor-

formation. Flachen mit constanter mittlerer Kriimmung. Verbiegungen dieser

Flachen, bei denen die Hauptkrummungsradien ungeandert bleiben.

244. Die zu gegebenen Streifen gehorigen Flachen constanter

Kriimmung.

Nachdem wir uns im vorigen Kapitel mit der Geometrie der

Flachen mit constantem Kriimmungsmass beschaftigt haben, wollen wir

nunmehr in diesem Kapitel ihre wirklichen Gestalten im Raume unter-

suchen.

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Bemerkungen uber die

(Cauchy sche) Aufgabe, eine Flache mit constantem Krummungsmass
K zu bestimmen, wenn von ihr ein analytischer Streifen gegeben
ist (vgl. 203). Schreiben wir die gewohnliche Gleichung der Flache

in der Form:
g = g(x, y)

und bedienen wir uns fiir die partiellen Differentialquotienten von z

der iiblichen Monge schen Bezeichnungen, so erhalten wir als Ausdruck

dafiir, dass das Kriimmungsmass der Flache constant, gleich K, ist,
die

Diiferentialgleichung zweiter Ordnung:

(1) ft s
2 =K(l
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Sind nun eine Curve C, durch welche die Flaehe hindurchgehen

soil, und langs der Curve die Tangentialebenen der Flache gegeben, so

heisst dies: es sind langs C die Grossen

*, y, *, P, &amp;lt;i

als (wir setzen voraus: analytische) Functionen eines Parameters, z. B.

des Bogens s der Curve C, gegeben. Die allgemeinen Satze von

Cauchy*) besagen nun, dass es eine und nur eine analytische Losung
der Gleichung (1) giebt, die den gestellten Anfangsbedingungen gentigt,

mit Ausschluss des Ausnahmefalles, in dem langs C

(2) dpdx + dqdy =
ist. Nun besagt diese Gleichung, dass die langs C gegebenen Flachen-

nonnalen mit den Binormalen der Curve selbst zusammenfallen**). Wir

haben also das Ergebnis:

Es giebt eine und nur eine analytische Flache mit con-

stantem Kriimmungsmass K, zu der ein willkiirlich gegebener

analytischer Streifen gehort. Eine Ausnahme bildet der-

jenige Fall, in welchem die Tangentialebenen des Streifens

mit den Schmiegungsebenen der Curve zusammenfallen.

Wir beschaftigen uns nun mit dem Ausnahmefall. Dann lehrt

uns die allgemeine Theorie, dass die gestellte Aufgabe nicht losbar

ist, wenn nicht gleichzeitig mit (2) die Gleichung:

dpdq K(l + p* + (ffdxdy =
oder infolge von (2) die Gleichung:

(3) dq* + K(l + p
9 + 2

2
)
2 dx* =

besteht, und dass sie unbestimmt ist, wenn die Gleichungen (2) und

(3) neben einander bestehen. 1m Falle eines positiven K ist aber die

Gleichung (3) offenbar unmoglich. Auch geometrisch ist sofort er-

sichtlich, dass dann in Anbetracht der Bedingungen der Aufgabe die-

selbe sinnlos wird insofern, als die Curve C Haupttangenteucurve

werden miisste, wahrend doch die Haupttangeutencurven auf den Flachen

mit positivem Kriimmungsmass imaginar sind.

*) Vgl. Goursat, Yorlesungen u. s. w., deutsch von Maser, S. 22. Dar-

boux, Lemons, 3. Bd., S. 264.

**) Bedienen wir uns namlich fiir die Curve C der ublichen Bezeichnungen,
so giebt die Gleichung:

p cos a -{- q cos cos y =
differenziert unter Berucksichtigung von (2) die Gleichung:

p cos | -f- q cos TJ
cos = 0.
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1st aber K negativ, so setzen wir

und dann besagt die Gleichung (3), dass die Torsion der Curve C con

stant gleich -p-
sein muss*); sonst ware die Aufgabe nicht losbar, wie

sich auch aus dem Enneper schen Satze ergiebt.

Setzen wir diese Bedingung als erfiillt voraus, so treten in der

Reihenentwickelung, die sich fur die gesuchte Losung der Gleichung (1)

ergiebt, unendlich viele unbestimmte Coefficienten auf. Solange aber in

diesem Falle die Convergenz der betreffenden Reihe nicht nachgewiesen

ist, bleibt es zweifelhaft, ob die Aufgabe wirklich unendlich viele

Losungen besitzt, wie es den Anschein hat, und welcher Grad von

Unbestimmtheit ihr anhaftet. Dieses alles werden wir demnachst

genauer untersuchen, und wir werden sehen, dass die Aufgabe in der

That unbestimrnt ist,
weil noch eine Haupttangentencurve der zweiten

Schar willkiirlich gegeben werden kann.

245. Die pseudospharischen Flachen bezogen auf ihre

Haupttangentencurven.

Das Quadrat des Linieneleinents einer pseudospharischen Flache S,

deren Krummungsmass wir der Einfachheit halber gleich 1 setzen,

hat die Form
(s.

S. 130):

(4) c?s
2 = du2

-f- 2 cos 2codudv -f- dv2
,

wo 03 (nach S. 131) eine Losung der partiellen Differentialgleichung :

ist. Bezeichnen wir mit X, Y, Z; X , T, Z ; X&quot;, Y&quot;,
Z&quot; beziiglich

die Richtungscosinus der Normale und der Tangenten der Kriimmungs-
linien u -f- v = Const., u v ==

Const., so erhalten wir aus den Glei-

chungen (30), S. 278, das nachstehende Gleichungensystem**):

*) Dieses erhellt sofort aus den Gleichungen :

cos 3. cos u
ff\

- -

/y ___ i_

COS V COS V

unter Berucksichtigung der Frenet schen Formeln.

**) Wir bemerken, dass in den angefiihrten Gleichungen

ii = 7T 2(0, ^1= X
,
X2
= X&quot;

zu setzen ist.
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(a)

X/ I ~\7 ff &quot;

cos co -4- X sin co
,cu

cX
cv

( cX
i

~~&amp;gt;&amp;gt;

cu

= X cos &amp;lt;o -4- X&quot; sin co,

c a
~
C It

cX
Y&quot;3

&amp;lt;0

~n- - - -A.
cv cv

cta

cu

X cos o,

-j- X cos co,

X sin o
,

- X sin co,

dazu analoge fur Y, Z-, Y&quot;,
Z

; Y&quot;,
Z&quot;. Bezeichnen wir mit x, y, z

die Coordinaten des Punktes
(t*, v) auf der Flache 5, so haben

ferner:

fCX
-rrr i -\rff

x = X. sm co -f- X cos co,du

cv
= X sin co -f- X&quot; cos co.

Bedeuten r
1? r, die zu den beziiglichen Kriimmung^linien u-\-v= Const.,

u v = Const, gehorigen Hauptkriimmimgsradien von S, so erhalten

wir fiir dieselben mit Riicksicht darauf, dass sich aus (a) und (b) die

Gleichungen :

ex ex /cX cX\
~ ~ = tg co I -3 s I ?

CU CV \CU CV/cu

CX
.^
CX

Ctt Ct?
cot to

^Ctt

cX
Cv

cX\
3v i

ergeben, die Werte:

(6) x
=

tg eo, r, = cot ra .

Hieraus folgt sofort ein Satz, den wir spater werden benutzen miissen.

Wir betrachten dazu das (pseudospharische) Strahlensystem, das von

den Tangenten der einen Schaar Hanpttangentencurven ,
z. B. der

Curven u = Const., gebildet wird, und bilden es auf die Kugel ab.

Sind |, 17,
die Coordinaten desjenigen Punktes auf der Kugel, welcher

der Bildpunkt des Congruenzstrahls (u, r) ist, so haben wir:

= ^r- = X sin co -4- X&quot; cos co,cv

rj
=

-^-
= Y sin co -f- Y&quot; cos co,

= TT = Z sin co 4- Z&quot; cos co .

cv
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Daraus ergeben sich durcli Differentiation infolge von (a) die Gleichungen :

Q
= X sin 2 oj

,cu

^i O /V= 2 I A
\

sin co

nebst analogen fur q und . Fur das Quadrat des Linienelements der

Bildkugel erhalten wir somit den Ausdruck:

(7) ds* = d^ + drf

Wir sehen also, dass die spharischen Curven u
} v, die den Haupt-

tangentencurven der pseudospharischen Brennflache S entsprechen ,
ein

Orthogonalsystem bilden*), in dem das Quadrat des Linienelements

der Kugel die charakteristische Form:

(8) ds 2 = s

annimmt, wo &(u } v) eine Losung der Differentialgleichung :

ist.

246. Abwickelbarkeit der Evolutenflache einer pseudospharischen
Flache auf das Catenoid.

Wir wollen nun nachweisen, dass die beiden Mantel der Evoluten

flache der pseudospharischen Flache S auf das Catenoid abwickelbar

sind (S. 253) ,
wobei sich uns die Gelegenheit bieten wird

;
einen be-

merkenswerten Umstand festzustellen.

Betrachten wir z. B. den ersten Mantel Z!
i} der zum Hauptkriim-

mungsradius r^ gehort. Die Coordinaten #1; 7/1? ^ eines beweglichen
Punktes auf 2^ sind gegeben durch:

fl?
1
=a? + Xtgca, ^=7/+rtgG), ^ = s-\- Zigco.

Durch Differentiation erhalten wir infolge der Gleichungen (a) und (b):

dxl _ X ca&amp;gt; . X&quot;

*du cos*co Bu cos co

SX, _ X gco X&quot;

v cos 2 o dv cos co

*) Man kann allgemein fragen, warm bei der spharischen Abbildung eines

Strahlensystems mit zusammenfallenden Developpabeln den Haupttangentencurven
der Brennflache ein Orthogonalsystem auf der Kugel entspricht. Es lasst sich

beweisen, dass dieses nur dann der Fall ist, wenn als Brennflache eine solche

Flache gewiihlt wird, bei der die eine Schaar Haupttangentencurven aus Curven

mit constanter Torsion besteht (vgl. S. 332).
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Die Normale von 2\ hat die Richtungscosinus X ,
Y

,
Z1

,
wie auch

auch aus den obigen Gleichungen hervorgeht.

Es ergiebt sich sofort die Richtigkeit der Gleichungen:

cu cu J ov cv

die der Ausdruck der bekannten Eigenschaft sind (S. 243), dass die

Haupttangentencurven von 27j den Haupttangentencurven der Evoluten

flache S eiitsprechen.

Bilden wir aus den Gleichungen (9) das Quadrat des Linien-

elements von 27
X

:

dsj*
= dx^ + dyf -f- dz^,

so erhalteu wir den Ausdruck:

dsx

2 = -^- + -V (&amp;lt;fa

2 + 2du dv + dv*} ,
COS 4

0) COS Z
CO v

der, wenn

tg ra == p ,
u -\- v = 6

gesetzt wird, die fiir das Catenoid typische Gestalt:

(10) ds,*
=

(I?
2 + (1 + tfde*

annimmt. Xun bilden die Normalen der pseudospharischen Flache S

langs einer Haupttangentencurve, z. B. langs der Curve r= 0, eine Linien-

flache 27, die ebenfalls auf das Catenoid, also auch auf 27
X
abwickel-

bar ist. Die auf einander abwickelbaren Flachen 27 und 27X beriihreu

einander langs der genieinsanieu Haupttangentencurve v = 0, und der

Urnstand, auf den wir hinweisen wollten, ist der, dass bei der Ab-

wickelung der beiden Flachen 27 und 27t auf einander die

Punkte der gemeinsamen Haupttangentencurve = sich

selbst entsprechen.
Versehen wir namlich die auf S langs

= genommenen Grossen

x 11 z\ X, Y, Z niit dem Index 0, so erhalten wir fur die Coordinate!!
/ y /

,, rj }
ernes beliebigen Puuktes von 27 die Werte:

I = #o + ^o? r
t
=

2/o + * YQ, t = Z + tZ
&amp;gt;

wo t das Stuck der Erzeugeuden zwischen den Punkten (, t], )
und

(x , t/ ,
Z ) ist. Daraus folgt:

(10*) d$- + drf + f/e
2 == d? + (1 + ^ du &quot;-

Die durch (10) und (10*) bestimmten Linienelemente sind die-

selben, weim
t = u = 6
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gesetzt wird, und es ist demnach die Curve, die auf 2? der Curve

v = von 2^ bei der Abwickelung entspricht, durch

gegeben, womit die oben angefiihrte Eigenschaft nachgewiesen ist.

247. Pseudospharische Flachen mit zwei gegebenen

Haupttangentencurven.

Nach dieser Abschweifung nehmen wir die am Schlusse von 244

aufgeworfene Frage wieder auf. Sie wird durch einen Satz beant-

wortet, der schon von Lie erwahnt und von Backlund eingehender
behandelt worden ist; letzterer hat fiir ihn auch einen auf infinitesimalen

Betrachtungen beruhenden Beweis geliefert*).

Der (auch hinsichtlich des Vorzeichens der Torsion genau gefasste)

Satz lautet wie folgt:

Sind zwei Curven C und Cf

niit den Torsionen -f~ 1 bez.

- 1 gegeben, die von ein und demselben Raumpunkt P aus-

gehen, und in ihm die namliche Schmiegungsebene, dagegeu
verschiedene Tangenten haben, so giebt es eine pseudospha-
rische Flache vom Radius 1, fiir welche die beiden Curven

Haupttangentencurven sind.

Zunachst erhalten wir aus dem Ausdruck (4) fur das Quadrat des

Linienelements fiir die geodatischen Kriimmungen ,

- - der Haupt

tangentencurven u, v (die, vom Vorzeichen abgesehen, gleich den ab-

soluten Kriimmungen sind) infolge der Gleichungen (5), S. 150, die

Werte:

9M dv QV du

Nehmen wir nun an, dass die Curven C, C mit den Curven

v = bez. u = zusammenfallen, so ist die Angabe der Gestalt dieser

Haupttangentencurven gleichbedeutend damit, dass
j

fiir v = als

Function von u und j fiir u = als Function von v gegeben wird.
dv

Da wir ferner den Anfangswert o von cj in u = 0, v =
kennen, so ist co sowohl langs v = als auch langs u = gegeben.
Da andrerseits 2w eine Losung der Differentialgleichung:

QSn _ = sin 2(0
dudv

)
Om ytor u. s. w., S. 19. Lund s Univ. Arsskrift, 19. Bd., 1883.
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sein muss, so sehen wir, dass der obige geometrische Satz unter Ande-

rung der Bezeichnungen auf den folgenden Satz der Analysis hinauskommt :

Die partielle Differentialgleichung:

(11) J^*- = smz
v cxcy

besitzt eine Losung z, die sich fur y = auf eine gegebene
Function

&amp;lt;p(x)
von x und fur x = auf eine gegebene Func

tion
i[&amp;gt;(y)

von y reduciert, vorausgesetzt, dass &amp;lt;p(0)=#(0) ist.

Die Untersuchungen von Picard*) fiber die Integration der Diffe-

rentialgleichungen durch auf einander folgende Xahenmgen ermoglicheu

es uns, wie wir sofort sehen werden, diesen Satz in aller Strenge zu

beweisen. Hierbei setzen wir zunachst nur voraus, dass die willkfirlich

gegebenen Functionen (f(sc) und
1&amp;gt;(y)

endlich und stetig seien und

ebenfalls endliche und stetige erste Ableitungen &amp;lt;p (x) und $ (y)

besitzen.

248. Ansatz zum Existenzbeweis.

Wir beweisen nun das Vorhandenseiu der gesuchten Losung z in

einem beliebigen endlichen Bereich der beiden unabhangigen Yer-

anderlichen x, y, in dem die fur
&amp;lt;f(x), $(y) gestellten Bedingungen

erfullt sein mogen.
Wir gehen aus von der Function:

die den Anfangsbedingungen (sich fur y = auf tp (x) uud fur x =
auf # (y) zu reducieren) sowie auch der Gleichung:

r*ec z.
:,

&1 =0
cxcy

genfigt. Alsdann bilden wir die Function 2 ,
die denselben Anfangs

bedingungen und der Gleichung:

*\ o
cxcy

genfigt:

=
^i ~f&quot; / / sin z

i

o o

Aus ^ leiten wir nun eine neue Function:

y x

= z
i + / /

si

*} Journal de Mathematiques. 1890.
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ab, die den Anfangsbedingungen und der Gleichung:

0%
o o sin #
oxoy

geniigt. In dieser Weise fahren wir immer welter fort und bilden so

eine unendliche Reihe von Functionen:

(a) elf z2 , 37
- - -gn ,

-

,

in der das allgeuieine Glied:

n = Zj. + / / sinzn -

den Anfangsbedingungen und der Gleichung:

3 *

geniigt. Nun behaupten wir: Die Reihe:

(12) s = et + (ea ^) + (es ^ H-----h (en
-

-i) H----

convergiert innerhalb jedes endlichen Bereichs fiir x, y

gleichmlissig und stellt die gesuchte Losung der Gleichung

(11) vor*).

249. Beweis der Convergenz fiir die gefundene Losung.

Zum Beweise unserer Behauptung bemerken wir zunachst, dass

wegen |

sin ^ &amp;lt;
1

(y)

ist. Nun ist:

= sin ^ dxdy &amp;lt;\xy\

y x

^ = I I 2sin cos -2~

und da COS -

sin
Z,

2

xy
2

&amp;lt;
1 ist, wahrend infolge der Gleichung (y)

&amp;lt; j ist, so haben wir:

*

f xy\dxdy&amp;lt;

Wird iiberhaupt als bewiesen vorausgesetzt, dass

*) Die Moglichkeit, somit jede Beschrankung fiir den Convergenzbereich der

Reihe (12) aufzuheben, verdanken wir einer Bemerkung Lin del ofs iiber die

Picard schen Methoden (Comptes Eendus, 26. Februar 1894), die im Texte ver-

wandt wird.
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\xy
&quot;~~ 1

( ) \gH Zm-i C
[TT2^T7(n _ i)^

i-t. so ist:

und also:

/?

I*+*-* I

&amp;lt;[1.
8.. X -!)]/,/

U

d. h.:

Es gilt folglich die Ungleichnng (5) allgemein.

Die gleichmassige Convergenz der Reihe (12) ergiebt sich hierauf

unmittelbar aus der Yergleichung mit der Reihe:

- 3 &quot;

1 _l_ fc _|_
5 5

r
(1

-

2)*
^

(1
- 2 -

3)
s i

(1
- 2 - 3 -

n)
s

die in jedem beliebigen endliehen Gebiet fiir die Veranderliche ^ =
j xy

gleichmassig convergiert.

Da die Summe der ersten n Glieder der Reihe (12) gleich zn ist,

so konnen wir auch sagen, dass zn mit wachsendem n fur alle Punkte

des Bereiches gleichmassig gegen z convergiert. Die Function z ist

sicherlich endlich und stetig und reduciert sich fiir y = auf cp (x)

und fur x = auf if(y). Es eriibrigt noch zu beweisen, dass sie

eine Losung der Gleichung (11) ist. Nun gestattet jedes Glied der

Reihe (12) die Bildung der zweiten Ableitung uach x und y y
und in-

folge von (/3)
lautet die aus diesen zweiten Ableitungen der Glieder

von (12) gebildete Reihe wie folgt:

sin g
l + (sin ea sin ^) + (sin

?
3

sin za) -f

Die Summe der ersten n Glieder von (13) ist gleich sin zn und

convergiert mit wachsendem n gleichmassig gegen sin z, wie zn

gegen z. Die Reihe (13) ist demnach ebenfalls gleichmassig conver

gent j
und ihre Summe ist gleich sin z . Also gestattet die durch die

Reihe (12) dargestellte Function z die Bildung der zweiten Ableitung
c*z j ,

, und es ist:
dxcy&amp;gt; pz- = sm z,

oxcy

womit der Beweis des oben angegebenen Satzes gefiihrt ist.

Biancbi, Oifferentialgeometria. 29
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250. Eindeutigkeit der Losung.

Wir setzen nun voraus, es seien
&amp;lt;p(x), fy(y) analytische Func

tionen von x bez.
?/,

die sich also in Taylor sche Potenzreihen ent

wickeln lassen. Auch sin ^ lasst sich dann in eine solche, nach

Potenzen von x und y fortschreitende Reihe entwickeln. Wenn wir

nun die Reihe (a) der gebildeten Functionen zn betrachten, so sehen

wir, dass jede dieser Functionen in eine solche Potenzreihe entwickelbar

ist. Da die Reihe (12) gleichmassig convergent ist, so konnen wir

linsere Losung K ebenfalls in eine Potenzreihe:

m= co n= co

=
x &amp;gt;; x, amn xm y

n

entwickeln. Beachten wir dann, dass die fur ,0 giiltigen Anfangs-
oin -f- n

bedingungen fiir x = 0, y = alle Ableitungen
-

vollig be-
cx&quot;

l

dy
n

stimmen, so sehen wir, dass die gefundene Losung die einzige analy

tische Losung der Aufgabe ist.

Wir konnen somit den Satz iiber pseudospharische Flachen in

247 folgendermassen vervollstandigen:

Sind die beiden gegebenen Curven 0, C&quot; analytische

Curven, so giebt es eine und nur eine analytische pseudo

spharische Flache, die sie zu Haupttangentencurven hat.

Wir machen noch darauf aufmerksam, dass der oben eingeschlagene

Weg den Fall, in dem sich eine der beiden Functionen (p(x) } #{#)
oder beide auf Constanten reducieren, nicht ausschliesst. Geometrisch

heisst dieses (nach 247), dass eine der beiden Curven C
}
C oder beide

in Gerade ausarten konnen. Wir haben also das besondere Ergebnis:

Zwei einander schneidende Gerade bestimmen eine und nur

eine (analytische) pseudospharische Flache von gegebenern

Radius, die durch sie hindurchgeht.
In diesem Falle erhellt sofort, dass die aufeinanderfolgenden Func

tionen
2 , fl^j

. ...#,... Functionen des Products xy sind. Dasselbe

ist demnach mit der zugehorigen Losung s von (11) der Fall.

Zum Schlusse wollen wir auf einige Folgerungen hinweisen, welche

die Theorie der Abwickelbarkeit und zwar diejenigen Verbiegungen be-

treffen, bei welchen eine Haupttangentencurve starr bleibt (vgl. S. 207) *).

*) Ausfiihrlicher entwickelt findet der Leser diese Folgerungen in einer Be-

merkung des Verfassers in den Kendiconti dell Accademia dei Lincei, Februar 1894.
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Bleibt von den beiden Curven C, C die Curve C fest, wahrend sich

C beliebig andert, so sind die auf diese Weise bestimmten unendlich

vielen pseudospharischen Flachen derart auf einander abwickelbar,

dass die Haupttangentencurve C starr bleibt. Wenn ferner wahreud

der Anderung von C der Winkel o
7
den C mit C bildet, fest bleibt,

so bleiben die Hauptkriinimungsradien langs C ebenfalls ungeandert,

und die beiden Mantel der Evolutenflache werden so verbogeu, dass

die entsprechende Haupttangentencurve starr bleibt.

251. Die pseudospharischen Strahlensysteme.

Die vorstehenden allgemeiuen Satze verschaffen uns zwar uber das

Vorhandensein von Flachen mit constantem Kriimmungsmass, die be

stimmten Bedingungen genugen, Gewissheit, geben uns aber nicht die

Mittel an die Hand, einzelne Flachen dieser Art anders als durch

Reihenentwicklungen zu bestimmen. Xun fflhren fiir die Flachen mit

negativem constantem Kriimmungsmass die Satze uber pseudospharische

Strahlensysteme (vgl. S. 283 und 332) zu besonderen Transformationen

dieser Flachen
,

mittels deren sich aus einer bekannten pseudosphari
schen Flache unendlich viele neue ableiten lassen. Indem wir nun zu

dieser Theorie iibergehen, fassen wir zunachst die bisherigen Ergeb-
nisse in dem folgenden Satze zusammen:

1st eine pseudospharische Flache S vom Radius It gege-
ben und ist 6 ein beliebig gewahlter Winkel, so giebt es oc 1

pseudospharische Strahlensysteme, fiir die S der eine Mantel
der Brennflache ist. Die Entfernung der Grenzpunkte auf

jedem Congruenzstrahl ist gleich R und die Entfernung der

Brennpunkte gleich R costf. Der zweite Brennflachenniantel

S ist ebenfalls eine pseudospharische Flache vom Radius R.

Auf S und S entsprechen einander die Krummungslinien
sowie die Haupttangentencurven, und die Bogen entsprechen-
der Haupttangentencurven sind einander gleich.

Wir setzen nun, wie vorhin, R gleich Eiiis, wahlen fiir 6 einen

beliebigen Wert 6^ und construieren wirklich ein pseudospharisehes

Strahlensystem, fur das S der erste Mantel der Brennflache und cos ^
die Entfernung der Brennpunkte sei. Es seien ferner S^ der zweite

Mantel der Brennflache, die Punkte F(x,y,z), F
1 (xl} yl) 2

1 ) zwei

entsprechende Brennpunkte anf S bez. St
und o^ der Winkel zwischen

der Strecke FF
l
und der Richtung (X&quot;, Y&quot;, Z&quot;}

der Kriimmungs-
linie: u v = Const. Dann haben wir offenbar:

29*
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x
l
= x -f- cos

&amp;lt;?! (X sin GJ
I -f- X&quot; cos o^) 7

(14) 2/i
=

2/ + cos
&amp;lt;?i (^ sm w

i H~ ^&quot; cos ^i) 7

^ = -j- cos
&amp;lt;?! (Z sin tD

1 -f- /?&quot; cos coj .

Um die unbekannte Function co
1 (w, v) zu bestimrnen, stellen wir

die Bedingung dafiir auf, dass das so construierte Strahlensystem em

pseudospharisches ist. Dazu differenzieren wir die Gleichungen (14),

beriicksichtigen (a), (b),
S. 443, und erhalten zunachst:

(15)

Sx, . 8 (C0J co)~| v , .

-K-i = \
smo3 + cos 0, cos co, Q

--- X. -+-
du [_ du J

d(oa, tB)| -IT-/, . f i

N Ar-

-f- cosco cos
&amp;lt;?,

sm to,
- LA. cos^ sm^-j- to) A,OU J

(fl&amp;gt;i. + )&quot;1 v- Ism co + cos (?, cos to, -^-^ JL -4-
l

cos to cos 6 sm (CO. 4- )
-^^V1

j -^x, . . / v -rr-A + cos &
\
sm (Q i to) A

nebst analogen Gleichungen fiir yi
und

t
. Stellen wir nun die Be-

dingung dafur auf, dass die Strecke FF
l

die Flache 8
i

in F^ be-

riihrt, d. h. setzen wir die Determinante:

/y /)/ fit ft /

i * 9i y *i &quot;

dv 3v dv

gleich Null, so finden wir:

/ \ (CO. CO) . . / . x C ((Bj + CO)
cos 6&amp;lt; smfto, to)-^ - + cos 6, sin fo, -f- to) y-

=
ou dv

=
2sin(col -f- to)

sin
(coi to).

Da ferner auf ^ die Curven u
}
v Haupttangentencurven und u, v ihre

Bogen sind, so haben wir notwendigerweise:

also :

t^
/ \ 12

CMCO, CO) ./ i
\ 9^ ^&amp;gt;/ I \

cos
&amp;lt;?!

---1

,, sin^ -f- to)
== sin&quot; 6

1
sin&quot; (ml -f- to),

cos &amp;lt;?,

a fa
sin i to

)= sin2 ^ sin
2
(! to)

.

Wenn wir diese Gleichungen init den vorhergehenden vergleichen, so

sehen wir, dass wir unbeschadet der Allgeraeinheit die Gleichungen fur

ca
i

in der Form:



(17)
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.~ = sin(o?, -4- 03),
c u cos

&amp;lt;TJ

i aro, _j_ a,) 1 sine?! .
,^L-L - = - -3 smfoj, 03)

Sv cos
&amp;lt;&amp;gt;!

schreiben kounen. Umgekehrt: Geniigt o^ diesen beiden Bedingungen,

so sehen wir muunehr unschwer ein, dass das gernass den Gleichungen

(14) construierte entsprechende Strahlensystem in der That pseudo-

spharisch ist. Es lauten dann namlich die Gleichungen (15):

C
r =

(sin o?! 008(0?! -4-
o?)

-4- sin #1 cos w
i sin(c&amp;gt;i + )J

X -f-

-j- cos o?! cos(c?! -j- o?)
sin 6^ sin &?! sin (o? t -f- o?) X

cos #! sin (o?!
-4-

) X,

-^ = sin o?, 008(0?, o?) sin 6, cos o?, sin (o?, to) X -\-
cv J

-j- [cos raj cos(o?! oj) + sin 6t sin o?! sin(o?! o?)J
X&quot;+

-j- cos&! sin(o?! w)X;

dazu kommen analoge Gleichungen in yt
und ^. Deninach erhalten

wir, wenn wir die auf die Flache S
l beziiglicheu Grosseu niit dem

Index 1 versehen (vgl. 245, (b), S. 443) :

^ = X cos G
i
cos o?! -f- X&quot; cos ff

x
sin o?!

X sin e
l ,

Xlj
= X (sin o?!

sin w sin 6
l
cos o?! cos o? ) -|-

4- X&quot; (cos ojj sin o? -j- sin
tfj

sin o?
x
cos o?) -f~ Xcos 5X

cos o?,

X
l
&quot;= X (sin (&amp;lt;?!

cos o? -j- sin
tf,

cos o?j sin o?) -j-

-j- X&quot;(cos o?! cos o? sin 6
l
sin o?! sin o?) X cos e

l
sin o .

Hieraus folgt:

(19) dXj
2

-f- dij^ -\- dz^~
= du* -\- 2 cos 2o?! du dv -f- dv*,

(20) X
XX+ rjF+ZjZ^ siu^,

und diese Gleichungen liefern den gewiinschten Nachweis (vgl. 151).

252. Ableitung der neuen pseudospharischen Flachen durch

Quadratures

Die Function O?I (M, t?)
hat fur die transforniierte pseudospharische

Flache 6\ dieselbe Bedeutung wie o? fur die urspriiugliche Flache: sie

giebt uamlich den halben Winkel der Haupttaugentencurven auf der

iieuen Flache an. Schon hieraus folgt, dass o^ ebenso wie &? eine

Losung der Gleichung (5):
/ t \ C V

J-| Q^

^ ducv
~

(18)
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ist. Indem wir nun aber unsere Gleichnngen vom rein analytischen

Gesichtspunkt betrachten, diirfte es vorteilhaft sein, auf die Folgerungen

hinzuweisen, die sich aus ihnen fiir die Integration der Gleichung (A)

ergeben.

Da CD eine Losung von (A) ist, so ist fiir die beiden simultanen

Gleichungen (16), denen eo
1 genugen muss, die Integrabilitatsbedingung

identisch erfiillt, wie erhellt, wenn die erste dieser Gleichungen nach

v, die zweite nach u differenziert und dann subtrahiert wird. Dem-

nach enthalt die allgeineine Losung W
I (M, v) der Gleichungen (16) eine

willkiirliche Constante C. Wir konnen die Gleichungen (16) in die

folgende totale Differentialgleichung fur o^ zusammenfassen:

(16*) d0l = [~^+
sinffl

sin( (o
1 -f o&amp;gt;) + ?-] du

COS
(Tj CUJ

. fl sin G
I

. , -. c col
7

Sin(c3, co) 5 dv.
L cos (j cvJ

Wird als Unbekannte

_

eingefuhrt, so geht sie in eine Gleichung vom liiccati schen Typus:

dA = (a A* + IA + c)du + (a A
2 + VA + c )dv

iiber, wo a, &, c; a
;

?&amp;gt;

,
c bekannte Functionen von u, v sind.

Wir brauchen also nur eine particulare Losung 1
des Systems

(16) oder der Gleichung (16*) zu kennen, um aus ihr mittels Quadra-

turen die allgemeine Losung ableiten zu konnen.

Eliminieren wir andrerseits aus den Gleichungen (16) GJ, indem

wir sie wie vorhin differenzieren und addieren, so ergiebt sich, dass c^

auch eine Losung von (A) ist.

Auf diese Weise erhalten wir aus einer bekannten Losung der

Gleichung (A) durch Integration der Gleichungen (16) eine neue Lo

sung to
i

mit einer willkiirlichen Constanten. Gehen wir nun, anstatt

von o, von cjj aus (wobei wir
1 ungeandert lassen), so erhalten wir

wieder die Gleichungen:

d(eo. oo.) 1 -I- sin a
t

. / N-L-1
5 * = &quot; Sm(w2 -4- O),),U COS ff

c(o), 4- co.) 1 sinff. .

-V1- -- = - - J sm
C V COS 6

l

von denen bereits die particulare Losung:

co = TT -- GJ
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bekannt ist. Es ist demnacli nur eine neue Quadratur erforderlich,

um die allgemeine Losung &amp;lt;o2 ,
die eine neue willkiirliche Constante C

enthalt, zu finden. Hiernach ist klar, dass die unbegrenzte Anwendung
des Transformationsverfahrens unter den getroffenen Yoraussetzungen

lediglich successive Quadraturen erfordert. Diese vorlaufigen Benierkungen

werden spater in 250 eine erwahnenswerte Ergiinzung finden.

253. Die Backlund sche Transformation.

Die Transformation, mittels der wir von der pseudospharischen

Flache S zur abgeleiteten Flache S
t gelangen, mag nach dem Mathe-

inatiker Backlund, der sie zuerst in ihrer ganzen Allgemeinlieit unter-

sucht hat, die Backlund sche Transformation heissen. Wir be-

zeichnen sie symbolisch niit S
0l)

indem wir die Constaute &amp;lt;?17
mittels

deren sie gebildet ist, niarkieren. Somit konnen wir die bisherigen Er-

gebnisse folgendermassen zusammenfassen:

Mittels der Backlund schen Transformation B
0l

lassen

sich aus einer pseudospharischen Flache S einfach unend-

lich viele neue pseudospharische Flachen ableiten. Es ge-

niigt die Kenntnis nur einer der abzuleitenden Flachen, um
alle iibrigen mittels Quadraturen zu finden, und es erfordert

die Anwendung der Transformation S
0l
auf die neuen Flachen

unter dieser Vorausetzung wieder nur Quadraturen.
Wir bemerken ferner, dass, wenn P ein beliebiger Punkt von S

ist, die entsprechenden Punkte P
x

auf den ersten mittels der Back

lund schen Transformation B0l abgeleiteten Flachen auf der Peripherie

des Kreises liegen, der in der Jangentialebene um P mit dem Radius

costfj beschrieben ist. Die bekannte Eigenschaft der Gleichungeu vom

Riccati scheu Typus, dass das Doppelverhaltnis von vier particularen

Losuugen eine Coustante ist, wird geometrisch durch den Satz aus-

gedriickt :

Vier mittels einer Backlund scheu Transformation J3
0l

aus einer pseudospharischen Flache S abgeleitete Flachen

schneiden jeden der Kreise, die in den Tangentialebenen von
S um die Beriihrungspunkte mit dem Radius cos^ beschrie

ben werden, in je vier Punkten, deren Doppelverhaltnis con

stant ist.

Es mag ferner bemerkt werdeu, dass diese Kreise isogonale Tra-

jectorien der abgeleiteten Flachen unter dem Wiukel ~ 6
t

sind.
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254. Unendlich. kleine Verbiegungen der pseudospharischen
Flachen.

Da ein pseudospharisches Strahlensystem ein TF- Strahlensystem
ist (vgl. Kap. 12, S. 332), so ist jeder Mantel der Brennflache einer

unendlich kleinen Verbiegung fahig, bei der sich jeder Punkt parallel

der Normale im entsprechenden Punkte des anderen Mantels verschiebt.

Daraus folgt: Jede pseudospharische Flache S ist oo 1 unend-

lich kleiner Verbiegungen fahig, bei denen die Richtungen,
in denen sich die Punkte verschieben, gegen die Flache urn

einen beliebigen constanten Winkel 6
1 geneigt sind.

Die Verbiegung ist bestimmt, wenn fur einen Flachenpunkt die

Verschiebungsrichtung willkiirlich festgesetzt wird. Wir bemerken ferner

ohne Beweis, den wir dem Leser iiberlassen, dass die hier betrachte-

ten Verbiegungen einer pseudospharischen Flache S die einzigen sind,

bei denen die Richtungen, in denen sich die einzelnen Punkte ver-

schieben, mit den Tangentialebenen einen constanten Winkel bilden.

Wir wollen nun den unendlich kleinen Betrag 8$ der Verschiebung

suchen, wo Q eine Function von u und v und E eine unendlich kleine

Constante ist. Die Bedingungen (vgl. 154, (2), S. 289):

on du

x 8(0X1) = Q
dv ^* dv du

geben infolge der Gleichungen (b) und (18) iibereinstimmend:

= ~
tosT&quot;

1

COsfa+rc),
(21) {

&quot;~

I 2 l i sin c, / s.= * 008(0), ).
COS

ffj

Die Integrabilitatsbedingung ist infolge der Gleichungen (16) iden-

tisch erfullt, d. h. der Ausdruck:

(1 -f- sin 0j) cos(oj1 -(- co) du -f- (1 sin 0j) cos(eo1 to)rfv

ist ein totales Differential, und aus den Gleichungen (21) selbst ergiebt

sich (wie auch leicht aus denjenigen in Kap. XI folgt), dass Q eine

Losung der Gleichung fur die unendlich kleinen Verbiegungen:

(22) .

ist. Andrerseits folgt aber aus (21) auch:

g
2 /l\ l

- - I I = cos 2 a),
CUCV \p / Q
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woraus erhellt, dass die Losung p von (22) genau diejenige ist, welche

bei der Moutard schen TraDsfonnatioii (S. 312) den Ubergang von der

Laplace schen Gleichung:

(23) = z cos 2ra
- c u cv

zur Gleichung:

(23*)
:

- = *cos2o&amp;gt;1 ,cucv

d. h. den tJbergaug von der Flache S zu ihrer Baoklund schen Trans-

formierten S
t vermittelt, da eben bei der Moutard scheii Transformation

die Integrate X, Y, Z von (23) in die Integrate Xl} Ylf Z^ von (23*)

iibergehen. Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wahrend bei der

in Rede stehenden Verbiegung die Punkte von S Verschiebungeu ,
die

proportional p sind, erfahren, die Punkte von ^ bei der entsprechenden

Verbiegung solche erleiden, die dem reciproken Wert proportional siiid.

255. Die Complementartransformation.

Wir betrachten nun den besonders interessanten Fall, in dem der

Winkel G
l gleich Null ist. Dann sind die Flache S und eine Flache

S
l

die beiden Mantel der Evolutenflache einer W- Flache, deren Haupt-

kriimmungsradieu durch die Gleichung:

r, r9 = Const.
J. 2

verbunden sind. 5
X

ist dann die Complementer flache von S be-

ziiglich einer Schar von geodatischen Linieii, die von einem festen

Punkte im Unendlicheu von S ausgeheu, also beziiglich einer Schar

von geodatischen Parallelen. Die entsprechende Backlund sche Trans

formation BQ
heisse die Complemeutartransformation (vgl. S. 254

und 351). Die oc 1

pseudospharischen Flachen Slt die sich mittels der

Complementartransformation aus S ergeben, haben zu Orthogonaltrajec-

torien die Kreise, die in den Tangentialebenen von S um die Beriih-

rungspunkte mit dem Radius Eins beschrieben werdeu. Es liegt somit

ein Ribaucour sches Cykelsystem vor ( 186, S. 351). Die Gleichuugen

(16) Ianten in diesem Falle einfach:

(aK-o)) = sin ( co, i ra ) .
/- \ i i /j

to)
. , x= sm(o3. GJ).

^ ov

Als Differentialgleichung der geodatischen Parallelen, die auf S von

den Strahlen des pseudospharischen Strahlensystems umhullt werdeu,

ergiebt sich sofort:
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(25) sin(co1 -j- ca)du -\- sm(co1 co)dv
=

0,

demnach als Differentialgleichung der dazu senkrechten (parallelen)

Grenzkreise (vgl. 34, S. 66, (13)):

(26) cos(c31 -f- G))du -\- COS(GJI co)dv
= 0.

Die linke Seite von (26) ist, wie bereits im vorigen Paragraphen be-

merkt worden 1st, ein vollstandiges Differential. Wird

^ = J [cos(oji -j- cai)du -f- cos^ 03) dv\

gesetzt, so ist

^^ = 1, 4^ = 1,

wo die Differentialparameter beziiglich des Linienelements von S
berechnet sind. Daraus folgt ( 39, S. 74), dass e* ein Multiplicator

der linken Seite von (25) ist. Wenn wir nun mit r die Function be-

zeichnen, deren vollstandiges Differential jene linke Seite nach Multipli

cation mit e^ wird, so haben wir:

dip cos(co1 -f- o)du -f- 003(0)! co)dv f

e~^dr = sin^ -f- &amp;lt;*i)du -f- sin^j co)dv.

Daraus folgt die Gleichung:

(27) dti
2 + 2cos2(odudv-\- dv2 = d^ + e-^ dr*,

die zeigt, dass das Quadrat des Linienelements von S auf die geoda-
tische Normalform der Flache gebracht ist.

Auf der Complementarflache S
1 dagegen lautet die Differential

gleichung der von den Strahlen umhullten geodatischen Parallelen:

8^(0)! -f~ &amp;lt;xi}du sin(o31 caijdv
=

0,

und es ist e~^ ein Multiplicator der linken Seite. Setzen wir:

dr
l
=

e~^[sia(c31 -f- a)du sin^ oi)dv],

so ergiebt sich in ahnlicher Weise:

(28) du* + 2 cos 2^ du dv + dv2 = d^ + e**dtf.

Bezeichnen wir endlich mit |, TJ, t,
die Richtungscosinus der

Strahlen des Systems, d. h. setzen wir:

1-^-*, r
l
= y,-y, $ = ^-2, (|

2 + y* + ? = 1),

so finden wir:

(29) dtf + dtf + d? = e~ 2^dr2 + e**dx*.

Die Curven T, r
l

auf der Kugel sind die Bilder der abwickel-

baren Flachen des Strahlensystems und teilen die Kugeloberflache in

unendlich kleine Rechtecke von constantem Inhalt.

Die Gleichungen des vorliegenden Paragraphen riihren samtlich
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von Darboux her, der sie als analytischeu Ausdruck fur die Comple-

naentartransformation gefunden hat.

256. Die Lie sche Transformation.

Tm Zusammenhange mit der Backlund schen Complementartrans-

foiination der pseudospharischen Flachen ist hier eine Transformation

anderer Art, die Lie sche Transformation, zu betrachten. Sie be-

iiiht auf der einfachen Bemerkimg, dass aus einer bekannten Losung

co(tt ; v) der grundlegenden Gleichung (5):

c s a- = sm co cos to
c u c v

eine neue mit einer willkiirlichen Constanten k behaftete Losung

&(M, v) abgeleitet werden kann in der Weise, dass

gesetzt wird*). Der Losung O(M, v) entsprach eine pseudospharische

Flache S&quot; der neuen Losung .& wird eine neue, gestaltlich vollig be-

stirnmte, pseudospharische Flache Z1

entsprechen. Diese moge die

Lie sche Transformierte der Flache S heissen. Urn die Flache

zu erhalten, mussen wir eine Riccati sche Dififerentialgleichung integrie-

ren und dazu das Quadrat des Linienelements auf der Kugel wirklich

auf die Form:

bringeu.

Wir setzen nun zur bessereu Vergleichung mit den Formeln der

Yoraufgehendeii Paragraphen:

, 1 -|- sin o

cos 6

uud bezeichnen symbolisch mit La diejenige Lie sche Transformation,
welche die Flache, die der Losung &amp;lt;o( 7 t) entspricht, in die Flache

uberfuhrt, die der Losung
/I -I- sin 1 sin o \

Q(U . v)
= a (- -il. -v)

\ COS ff COS 6 I

entspricht. Daun ist die dem umgekehrten Wege entsprechende oder

inverse Transformation L^
1
einfach L^ a .

Sind nun co und cot zwei Losungen der Fundamentalgleichung,
die durch die Gleichungen (24) mit einander verbunden sind, d. h. ent-

*) Offenbar gilt tlie zu Gmnde liegende Bemerkung fur alle Gleichungen von
der Form:

CUGV
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sprechen sie zwei pseudospharischen Complementarflachen, und bezeich-

nen wir mit & und iij die neuen Losungen, so erhalten wir sofort:

SI) 1 + sine . .

s
= - -sin (L -4- &) ,on cos a

, + 1) __ 1-aimr ,

Dieses sind die Formeln (16), S. 453
;

fur die Backlimd sche Transfor

mation. Nun gelangen wir von 5i zu co mittels der inversen Lie schen

Transformation L^~ }
von to zu GJ

I
mittels der Complementartransfor-

mation B
,
von ta

1
zu ^ mittels La und demnach von SI zu ^

mittels der zusammengesetzten Transformation L S9L0
l

, Da wir

andrerseits von & zu ^ auch mittels der Backlund schen Transfor

mation Ba gelangen, so konnen wir symbolisch schreiben:

Es kann somit, wie Lie bemerkt hat, die Backhmd sche Trans

formation aus Lie schen Transformationen und einer Complementar-
transformation zusammengesetzt werden. Das thut jedoch der Bedeutung
der Backlund schen Transformation keinerlei Abbruch; sie kann wie

die Complementartransformation durch eine geonietrische Construction

im Raume veranschaulicht werden, wahrend fiir die Lie sche Trans

formation nichts derartiges gilt.

Anrnerkung. Eine Klasse von pseudospharischen Flachen giebt

es, die bisher nicht untersucht worden sind und auf die wir kurz hiu-

weisen wollen. Jede Flache der beregten Klasse besitzt die Eigen-

schaft, mit ihren siimtlichen Lie schen Transformierten zusammenzu-

fallen. Um zu diesen Flachen zu gelangen, haben wir nur diejenigen

Losungen a der Fundamentalgleichung zu suchen, welche Functionen

des Products uv sind. Wird

2a = f(t\ r = uv

gesetzt, so ist f aus der Differentialgleichung:

zu bestimnien, die, wenn r = e? gesetzt wird, die Form:

d*f
i = e? sm /dx*

annimmt. Unter diesen Flachen befinden sich auch die Flachen, auf

denen zwei einander schneidende Gerade liegen ( 250).
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I

257. Der Vertauschbarkeitssatz.

Als sehr fruchtbringend fiir die fortgesetzte Anwendung der Metho-

den zur Transformation der pseudospharischen Flachen erweist sich ein

Satz, den der Yerfasser Yertauschbarkeitssatz genannt hat*). Der-

selbe lautet wie folgt:

Sind S
t
und S3

zwei pseudospharische Flachen, die mit

ein und derselben pseudospharischen Flache S durch zwei

Backlund sche Transformationen B
0l ,
Ba, mit verschiedenen

Constanten G17 6* verknupft sind, so giebt es eine vierte

pseudospharische Flache Ss ,
die mit den Flachen Slf & be-

ziiglich durch Backlund sche Transformationen Bgt ,
B0lJ

mit

den vertauschteu Constanten ff2 ,
&amp;lt;fi} verknupft ist.

Augenscheinhch gelangt man von S zu S3 entweder, indein man

zuerst B
0l ,

dann B^ oder indem man zuerst Ba,^ dann B0l ausfuhrt,

d. h. es ist symbolisch :

Ba,B0l
= B

0l By,

daher die Bezeichnung: Yertauschbarkeitssatz.

Zum Beweise desselben gehen wir auf die Grleichungen (14), 251,

S. 452, angewandt auf die beiden Flachen 5t
und S2 , zuriick, nam-

lich auf die Gleichungen:

|
xl
= x -f- cos G! (X sin ca

x -|- X&quot; cos raj ,

3
= x -f- cos ^2(X sin ra

2 -|- X&quot; cos to2)

nebst den analogen in y und z, wo zwischen o1} ra; 2 ,
ra die fol-

genden Beziehungeu bestehen:

8 (at. to) 1 -j- sin 6. . , . N- = - -1 sinfw, -\- ra),CU COS
ff,

c (co. -|- ca&quot; 1 sin &amp;lt;?. . ,
- = - -

sm(ra, ra):CV COS ff

1 -f sinff. .
(= - -

sm(ra.&amp;gt; +
C tt COS (7,-

oa, -(- oo) 1 sin 0, . (- = - -? sm(ra9 ra).
CV COS

ffj

Wir wollen nun zum Beweise zunachst annehmen, dass entsprechend

dem Wortlaut des Satzes die vierte Flache S3 existiere, und wollen

die sich auf S3 beziehenden Grossen mit dem Index 3 versehen. Da

nun Ss mit St
durch eine Transformation Bg, verknupft ist, mussen

wir infolge der Gleichungen (14) und (18), 251, haben:

*) S. die Bemerkung des Verfassers: Sulla trasformazione di Biick-

lund, Rendiconti dell Accademia dei Lincei, 5. Serie, 1. Bd., 2. Halbjahr.
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X3 x
i ~\~ cos

2
sin ^s [(gin ^i sin & sin

i
cos MI cos

to)
X -f-

-(- (cos G^ sin to -f- sin ^ sin o
1
cos

co) X&quot;-f- cos 6
l
cos co X] -f-

-f- cos (72 cos co
3 [sin fo

i
cos to -f~ s*n &\ cos ra

i
sin

to)X -f-

-j- (cos G?! cos co sin ^ sin o
l
sin

co)X&quot;-
- cos 6

1
sin coX].

Andrerseits ist auch, da Ss mit S2 durch J?^ verkniipft ist:

x.A
= #

2 -f- cos
&amp;lt;?!

sin w
3 [(sin eo2 sin co sin &amp;lt;?2 cos co2 cos co)X -f-

-f- (cos o)
2
sin a? -f- sin ^2 sin a&amp;gt;2 cos

w)X&quot;-f-
cos or., cos 03 X] -f-

-f- cos cos ra3 [(sin c?
2 cos co -f- sin ^2 cos 2 sin cj)X -(-

-}- (cos &amp;lt;o2 cos co sin (?2 sin C3
2 sin ra) X&quot; cos ^

a
sin co X] .

Aus der Vergleichung der beiden Ausdriicke fur x3 und unter Beriick-

sichtigung der Gleichungen (30) folgern wir:

cos
6j_

sin Gi
i -f- cos (?2 sin co3 (sin oi

sin co sin &amp;lt;?

x
cos co

x
cos

co) -f-

-f- cos (?
2
cos co3 (sin cox cos co -f- sin 6

l
cos co

1
sin

co)
=

= cos tf
2
sin co

2 -f- cos 6
1
sin co3 (sin co

2
sin co sin (?

2
cos co2 cos

co) -f-

-f- cos (?
x
cos co3 (sin co2 cos co -f- sin c?

2
cos co2 sin co),

cos G^ cos GJ
t -f- cos ^ sin co3 (cos co

x
sin co -f- sin &amp;lt;?x sin o^ cos

co) -f~

+ cos (?2 cos co3 (cos G)i cos co sin d
1
sin o

1
sin co)

=
= cos (X, cos co2 -f- cos 6

1
sin co3 (cos co

2
sin co -f- sin &amp;lt;?

2
sin co2 cos

co) -}-

-j- cos 6^ cos co3 (cos co2 cos co sin &amp;lt;?

2
sin co

2
sin

co)
.

Multiplicieren wir diese Gleichungen der Reihe nach das erste Mai

mit sinco1? cosco1? das zweite Mai rnit sinto27 cosco
2
und addieren wir

jedes Mal
7
so ergeben sich die beiden Gleichungen:

cos c?
1
sin (?

2
sin

(co2 co
x) sin

(co3 co) -f-

-f- [COS^ COS(C02
CO

X) COS C?
2]COS(C03 CO)

=
COStfj

- COSC7
2 COS(C02 COj),

cos &amp;lt;3

2
sin ^ sin(co2 co

x) sin(co3 co) -f-

-f- [COSC?2 COS(C02
- CO

X)
- COS^

1]COS(C03 ^Gj)
= COS(J

2

Losen wir sie nach sin
(co3 co) und cos(co3 co) auf

;
so erhalten wir

die beiden Gleichungen:

sin (coo co)
=

\ O / nn
(sin ffj

sin c
2 )

sin (co2

,ry()\ i
cos ff

i
cos ff

2 cos(ca2 coj) -j- sin c
l

sin &amp;lt;?

2
1

V J \

/ N cos 6, cos ffa 4- (sin a. sin
&amp;lt;&amp;gt;, 1) cos (cu, oo, )

I COS (CO., CO)
= - ~

.
-- -

^ cos
ffj

cos (&amp;gt;2 cos(a)., cdj) -f- sin
ffj

sin
&amp;lt;r,

1

Sie sind niit einander vertraglich, weil die Summe der Quadrate der

rechten Seiten gleich Eins ist.
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Wir konnen sie durch die nachstehende eine Gleichung ersetzen:

c. -(- &amp;lt;&amp;gt;-

cos-^- -

(33) tang - ~ * ^
258. Fortsetzung.

Die voraufgehende Rechnung hat uns unter der Yoraussetzung der

Existenz der vierten Flache S3 zur Gleichung (33) (oder zu den Glei

chungen *32) gefuhrt, durch die diese Flache bestimmt werden miisste.

Nun konnen wir leicht bestatigen, dass die so gefundene Flache 53 in

der That alien Bedingungen des Yertauschbarkeitssatzes geniigt. Hierzu

brauchen wir nur nachzuweisen
;
dass die durch die Gleichung (33) be-

stimmte Function &amp;lt;o3
mit Oj^

bez. eo2
durch die Gleichungenpaare:

!d(a&amp;gt;.

w.) 1 -f sin
&amp;lt;?,

. ,- = - - sm(o., -4-0,),cu cos et

c((o. -4- to.) 1 sine. . (- = - - sm(o, ra,):dv cos a,

C
(&amp;lt;BS o&amp;gt;t ) 1 + sin 6. . , .

4 = - -
Sin(o3 -f- *)&amp;gt;S -tt f*r\&amp;lt;s. /r \ &amp;gt;

i / /

C V

sin e
l

. ,-
sm(oo.,

nr\y. fi \ O

verknupft ist
;

die besagen, dass man von S
1
zu S3

mittels der Back-

lund schen Transformation Ba, und von S2
zu S3 mittels der Trans-

formation B^ gelangt.

Um nun z. B. die Gleichungen (c) zu beweisen, brauchen wir nur

die Gleichung (33) nach u und v zu differenzieren, die Gleichungen

(32) zu beriicksiehtigen und in geeigneter Weise mit den Gleichungen

(31) zu combinieren. Ahnliches gilt fur die Gleichungen (d).

Xachdem somit der Vertauschbarkeitssatz bewiesen ist, mag be-

merkt werden, dass vier entsprechende Punkte auf den vier pseudo-

spharischen Flachen S, S
t , S&amp;gt;,

S3 die Ecken eines windschiefen Yier-

ecks sind, in dem zwei Gegenseiten die constante Lange cos 617 die

beiden anderen die constante Lange cos &amp;lt;?2
behalten. Das Yiereck be-

wegt sich, ohne dass sich die Seitenliingen andern, so im Raume, dass

seine vier Ecken die vier pseudospharischen Flachen beschreiben und

die in einer Ecke zusammenstossenden Seiten in der Tangentialebene

der entsprechenden Flache liegeu.
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259. Polgerungen aus dem Vertauschbarkeitssatz.

Wir wollen nun voraussetzen, dass von einer pseudospharischen
Fliiche S, die der Losung 03 der Fundamentalgleichung (5) entspreche,
alle Backlund schen Transformierten bekannt seien, d. h., dass wir fur

jeden Wert der Constanten &amp;lt;j das Gleichungensystem:

{3(cp

co) 1 -j- sin a . , N
3

= Sin (op -4- CO),du cos a

d (tp + co) 1 sin 6 . , x.

^-V - - sin (op GJ),CV COS ff

in dem die Losung qp(w, v
, 6, C) der Fundamentalgleichung (5) mit

den beiden willkiirlichen Constanten a und C bekannt sei, integrieren
konnen. Dann folgt aus dem Vertauschbarkeitssatz:

Fiirjedederaus$ ableitbaren pseudospharischenFlachen
konnen alle Backlund schen Transformierten lediglich durch

algebraische Rechnungen und Differentiationen bestimmt
werden.

Es sei namlich S
1

eine Backlund sche Transformierte von S, die

der Losung der Gleichung (5)

entspreche, und 2 die durch die erzeugende Transformation Ba erhal-

tene Transformierte von ^. Bezeichnen wir mit ii die Losung der

zugehorigen Gleichung (5) und beriicksichtigen wir die Gleichung (33),

so erhalten wir:
G
i ~t~ G

(35) tang
- = tang

~ - -

2

Diese Gleichung bestimmt uns 27 in endlicher Form, nur nicht in

dem Falle: &amp;lt;J

1
=&amp;lt;&amp;gt;.

Indem wir aber diesen Ausnahmefall als Grenzfall auffassen, konnen

wir auch fur ihn leicht die zugehorige Gleichung finden. Zu diesein

Zwecke denken wir uns in der Function
&amp;lt;p(u, v, (?,

6
)

^ sich 6
i

nahern und fur C eine willkurliche Function von 6
1 gewiihlt, die fur

6 = &
l

in CL iibergeht.

In der Grenze, fur 6 = (?1;
wird die Gleichung (35) unbestinirnt.

Wird jedoch auf der rechten Seite fur den Quotienten ~&amp;gt;

der die Gestalt
( annimmt, der Quotient der Differentialquotienten

nacli &amp;lt;s gesetzt, so ergiebt sich:



tang

oder:

(35*)

:
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Si (a ~ctp . ct dC~

wo C eine neue willkurliche Constante 1st. Xun lasst sich leicht direct

nachweisen, dass sich aus dieser Gleichung eben die mittels B
0l ge-

fundenen Backlund schen Transformierten von 5
X ergeben. Dazu brau-

chen wir nur die Gleichungen (34) nach 6 zu differenzieren
,
dann in

ihnen 6 gleich e^ zu setzen und die so erhaltenen Gleichungen mit

denen zu combinieren, die durch Differentiation der Gleichung (35*)
nach u und v entstehen.

Das Ergebnis lasst sich auch folgendermassen aussprechen:

Bei fortgesetzter und unbeschrankter Anwendung der

Backlund schen Transformation auf eine pseudospharische
Flache und auf die nach einander aus dieser Flache abgelei-
teten Flachen braucht nur die erste

7
auf die erzeugeude

Transformation Sa beziigliche Riccati sche Differentialglei-

chung integriert zu werden; dann sind die weiterhin nach
einander auftretenden Riccati schen Differentialgleichungen
unmittelbar gleichzeitig mit dieser integriert.

Aus den Untersuchungen Lies fiber die fortgesetzte Anwendung
der Complementartransformation folgt, dass die aus einer Ausgangs-
flache abgeleiteten Flachen in Wirklichkeit in jedem Falle eine Mannig-

faltigkeit unendlich hoher Ordnung bilden. Nun erscheint es sehr

bemerkenswert, dass iiach Ausfuhrung der ei-sten allgemeinen Back

lund schen Transformation, die zwei willkurliche Constanten hinein-

bringt, das Hineinbringen der weiterhin nach einander in unbegrenzter
Anzahl auftretenden Constanten lediglich algebraische Rechnungen und

Differentiationen erfordert.

260. Geodatische Linien auf den abgeleiteten Flachen.

Unter Beibehaltung der zu Beginn des rorigen Paragraphen ge-
troffenen Yoraussetzung beweisen wir nun Folgendes:

Fur jede Flache Sn der aus S abgeleiteten Reihe von
Flachen lasst sich ohne irgend eine Integration die Gleichung
der geodatischen Linien in eudlicher Gestalt augebeu.

Bezeichnen wir uamlich mit die der Flache S entsprechende

Losung von (5), so koniien wir nach dem Vorstehenden alleiu durch
Biancbi, Differentialgeometrie. 3Q
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algebraische Rechnungen und Differentiationen die allgemeinste Losung

y&amp;gt;

des Systems:

w\ d(y~ &quot;) /
S
(v + m^ f=

sm(&amp;lt;p + ) ,
=

sm(&amp;lt;j&amp;gt; On)

angeben. Sie ist eine Function cp(u, v, C) mit einer willkiirlichen

Constanten C. Differenzieren wir nun diese Gleichungen nach 6
,

so

erhalten wir, wenn

&amp;lt;/&amp;gt;

=
log|

gesetzt wird:

Ct(&amp;gt; f t \ v^tp f \
A =

cos(&amp;lt;p f o
/( ), o == cos (CD GJ) .

ou ov

Daraus folgt, dass die Function ^ mit der nicht additiven Constanten

C ein Integral der Gleichung:

ist, wo d^fy der erste Ditferentialparameter von ty beziiglich der Form:

(7s
2 = (7w

2
-f- 2 cos 2 (on du dv -)- dv

2

ist, die das Quadrat des Linienelements von 8n darstellt. Infolge von

Satz (B), 86, S. 170, kommen wir also zu dem gewiinschten Er-

gebnis :

Die endliche Gleichung der geodatischen Linien auf S
&amp;gt;t

lautet:

worin C eine neue willkiirliche Constante ist.

261. Dinis pseudospharisclie Schraubenflachen.

Die obigen Ergebnisse wenden wir nun auf die Untersuchung
einer (unendlichen) Reihe von pseudospharischen Flachen an, fur die

sich die laufenden Punktcoordinaten durch gewohnliche Kreis- und

Exponentialfunctionen der Parameter u, v der Haupttangentencurven
ausdriicken.

Diese Flachenreihe erhalten wir am einfachsten, wenn wir von der

evidenten Losung: co = der Fundamentalgleichung (5) ausgehen. Es

ist klar, dass die Formeln fur die Backlund sche Transformation auch

in diesem Falle anwendbar bleiben, wofern gesetzt wird:

x = 0, y = 0, B = U + VJ

X= COS(M v), Y = sin(u v), Z=Q,
X = sw(u v), Y=coa(u v), Z =Q,
X&quot;=0, F =0, Z&quot;=l.
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Durch diese Werte wird den Fundamentalgleichungen (a) und (b),

S. 443, Genuge geleistet: nur tritt hier der besondere Umstand ein,

dass sich die Ausgangsflache S auf die -Axe zusammenzieht.

Wenden wir auf diese Losung: &amp;lt;D
= die allgemeine Backlund sche

Transformation Ba an, um zu einer neuen Losung &amp;lt;p

zu gelangeu,

so finden wir, dass
&amp;lt;jp

durch die simultanen Gleichungen (16), 251.

S. 453:
ctp 1 4- sin a . ccp 1 sin G .

sm op ,

~ = - - sm cp
r,v&amp;gt; frtf Kcu cos a ov

bestimmt ist. Durch Integration ergiebt sich:

u -f- e -j- sin a (u r)

(38) tangf
= C&amp;lt;T

wo die willkurliche Integrationsconstante C ohne Einfluss auf die

Beschaffenheit der Flache gleich Eins gesetzt werden kann.

262. Gestalt der Dini schen Flachen.

Untersuchen wir nun, wie die entsprechenden Flachen ausseheu.

Aus den Gleichungen (14), 251, S. 452, erhalten wir unter Beriick-

sichtigung der Gleichungen:

1
i_ t 4- v -f- sin a (u v)sm a? = r ,

cos op = tangh a, = - -i-J-
cosn a &amp;gt;

cos o

fiir unsere Flachen S^:

sin(tt v) cos (it v)
x, = cos 6 - &quot;. y,

= cos 6 - ~,cosh a cosh a

z^
= u -{- v cos 6 tang u. .

Fiihren wir die Parameter der Krummungslinien:

U == u -f- y, V= v, v

ein, so konnen wir statt dieser Gleichungen die folgenden schreiben:

sin V cos V
i oi i x

l
= cos &amp;lt;y .

, ?/.
= cos 6 r ,

cosh a cosh a

?!
= U - - cos G tangh a = cos 6 (a tangh a) V sin

&amp;lt;y,

U -f- V sin o
u =

cos a

Die vorstehenden Gleichungen zeigen uns, dass die fraglichen
Flachen Schraubenflachen sind. Die Meridiaiicurre F=0, die durch

die Gleichunen:

-i
= COS tf -

30*
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bestimmt ist, ist eine Tractrix, fiir welche die Axe Asymptote und
die constante Lange der Tangente gleich cos a ist. Der Parameter der

Schraubung ist gleich sin &amp;lt;J. Es sind dieses die merk-

wiirdigen pseudospharischen Schraubenflachen, die zuerst

Dini gefunden hat*).

Ihre Kriimmungslinien V= Const, sind die Meridian-

curven (Tractricen); die Krummungslinien des zweiten

Systems U= Const, liegen wegen der Gleichung:

auf Kugeln vom Radius costf, deren Mittelpunkte auf

der Axe liegen. Aus den nachstehenden Werten fiir

sILiubenflsche

*
die Richtungscosinus der Normale der Schraubenflache

S, ( 453, Gl. (18)):

X
L
= cos 6 tangh a sin V sin &amp;lt;? cos F,

Y
l
= cos (3 tangh a cos V - - sin a sin F,

COS 6

cosh K

leiten wir die beiden Gleichungen ab:

- (Xt
cos F -j- Yl

sin F) = sin &amp;lt;?

7

Die erste besagt, dass die Senkrechte auf der Meridianebene rnit der

Flachennormale den Winkel - - 6 bildet, die zweite, dass die Kugeln,

auf denen die Krummungslinien U= Const, liegen, die Schraubenflache

orthogonal schneiden.

Daraus folgt auch, dass die Curven U= Const. Loxodromen
der Kugeln sind, auf denen sie liegen, und dass sie die Meridiane der

Kugeln in Ebenen durch die Axe unter dem Winkel 6 schneiden.

Ferner sind diese Curven U geodatische Kreise vom Radius cos &amp;lt;?

&amp;lt;
1

und haben demnach einen reellen Mittelpunkt. Das Quadrat des Linien-

elements der Schraubenflache ist:

*) Lassen wir die Eedingung fallen, dass der Radius R der pseudospha
rischen Flache gleich Bins sein soil, so konnen wir das Ergebnis folgender-

massen aussprechen: Wird einer Tractrix vom Parameter li eine

Schraubung vom Parameter m um die Asymptote erteilt, so ist die

entstehende Schraubenflache eine pseudospharische Flache vom
Radius E = |//t

2 +~m* .



262. Gestalt d. Dini sehen Flachen. 263. Complementarfl. d. Pseudosph. 469

d. h.:

Es ist leicht einzusehen, dass die Schraubenlinien a = Const, geo-

datisch parallele Kreise mit imaginarem Mittelpunkt sind und dass

somit die Schraubenflache auf die pseudospharische Rotationsflache vom

hyperbolischen Typus derart abwickelbar ist, dass sich die Schrauben

linien mit den Parallelkreisen decken.

Die Satze der voraufgehenden Paragraphen geben uns Gewissheit

dariiber, dass die unbegrenzt fortgesetzte Anwendung des Back-

lund schen Transformationsverfahrens auf die Dini schen

pseudospharischen Schraubenflachen, insbesondere auf die

Pseudosphare (5=0), nur algebraische Rechnungen und Dif-

ferentiationen erheischt.

Nehmen wir z. B. eine specielle Dinfsche Schraubenflache, die den

Gleichungen :

,
(a. u -f K + sin

ffj (M c-

tang-1 =
6&quot; . a, = -

& 2 cos Oj

entspricht, so erhalten wir infolge von (35) ihre erzeugeude Biicklund sche

Transformierte mit constantem 6 mittels der Gleichung:

6,

o cos

(40) tang = -
i G-.

f

u -4- v 4- smc^u ci .
, T , , ,

,-,
,,

weun u = - ist. In dem besonderen r alle : 6 = .

cos e

miissen wir dagegeu Gleichung (35*) benutzen, aus der sich

i 40*^ taug~ =3 2 cos
&amp;lt;FJ

cosh
cfj

ergiebt.

263. Complementarflache der Pseudosphare.

Wir wollen nun die Complementarflache der Pseudosphare, die

dem Werte 6
1
= in der letzten Gleichung eutspricht, naher unter-

suchen. Da der Wert von C ohne Einfluss auf die Gestalt der Flache

ist, konnen wir ohne weiteres C gleich Null setzen. Darin ist:

, ^ _ u v V
2 cosh(u -{- v) cosh U

. ~ 2V cosh U cosh* U V
^i-pi 1J ^^_ POS ^o -

-_-_

cosh ! U 4- V&quot; cosh* U + F1

Geometrisch leuchtet ein, dass die Schar der geodatischen Linien

der Pseudosphare, beziiglich deren die Complementarflache construiert
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ist, aus den geodatischen Linien besteht, die einem Meridian in der

von der Asymptote abgewandten Richtung parallel sind.

Die Anwendung der Gleichungen der voraufgehen-
den Paragraphen ergiebt als Parameterdarstellung dieser

Flache :

2 COsh U ftr -tr -rr\= T 2
-

( Fcos F- - sin F),

2 cosh U /-,r -TT i~
2 (
Fsm F + cos

TT 2 sinh U cosh U
U --

Da

(Fsin F+ cos V}x (FcosF sin F)?y =
Fig. 16.

SffSSSS^ ist
&amp;gt;

S0 ist klar
&amp;gt;

dass die Krummungslinien F= Const. in

Ebenen durch die ^-Axe liegen. Da sich ferner bei

der Drehung dieser Flache um die Axe die oo 1

pseudospharischen

Flachen des aus der Pseudosphare ableitbaren Cykelsystems ergeben,

so folgt, dass die Kriimmmigslinien U= Const, auf Kugeln liegen,

die die Flache orthogonal schneiden und deren Mittelpnnkte die Axe

erfiillen.

Beriicksichtigen wir, dass die Hauptkriininiungsradien

_ cosh 2 U F2 2 F cosh U
T
*
*

2Fcoshl7~ &amp;gt;

~
ri
~ an^ &quot;

~~
c^shMT^ F1

sind
;
so sehen wir, dass die Flache die beiden singularen Curven:

F=0, F=coshC7

als Riickkehrkanten besitzt. Erstere ist eine ebene Curve, die sich aus

der Meridiantractrix der Pseudosphare in der Weise ergiebt, dass auf

der Tangente vom Beriihrungspunkt nach der der Asymptote abgewandten

Richtung die Langeneinheit abgetragen wird; dann ist der Ort der

Endpunkte eben diese Curve. Die zweite Riickkehrkante ist eine Raum-

curve.

Ohne die Rechnungen durchzufiihren, die sich nach den Ergeb-
nissen des Vertauschbarkeitssatzes lediglich durch Differentiationen er-

ledigen lassen, geben wir endlich noch an, dass das Quadrat des Linien

elements der Flache durch

_ /cosh* U -J-\ *
2

4y codil7
~

\cosh 2 U+ FV aU ^ (coshC7+ F2
)

2

*) Diese, wie auch die vorige Abbildung, sind dem Modellverzeichnis von

L. Brill in Darmstadt entnommen.
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gegeben 1st. Es geht in die typische Form:

ds* = dec + e2a dp
2

iiber, wenn

gesetzt wird.

Die hier betrachtete Flache ist nur ein besonderer Fall der Enneper -

schen pseudospharischen Flachen mit einer Schar ebener Kriimmimgs-

linien, bei denen elliptische Functionen auftreten. Zu dieser Klasse

gehoren auch die Complemenfarnachen der pseudospharischen Rotations-

tiachen vom elliptischen und hvperbolischeu Typus. Bei alien Enneper
1

-

schen Flachen mit negativem oder positivem constantem Kriimmungs
mass gehen die Ebenen der Kriiminungslinien des einen Systems durch

eine feste Gerade (die Flachenaxe), wahrend die Kriimmungslinien des

zweiten Systems auf Kugeln liegen, die die Flache orthogonal schneiden

und deren Mittelpunkte die Axe erfiillen.

264. Flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass.

Wir wolleu nun einen kurzen tFberblick fiber die Flachen mit

positivem constantem Kriimmungsmass geben, deren Theorie

bis jetzt sehr wenig entwickelt ist. Insbesondere ist fur diese Flachen

keine Transformation bekamit, die der Backlund schen Transformation

der pseudospharischen Flachen analog ware. Die bekannten Flachen

dieser Klasse beschranken sich auf die Rotations-, Schrauben- und

Enneper schen Flachen.

Wir sucheu zunachst den Ausdruck fiir das Quadrat des Linien-

elements der Flache mit dem Krummungsmass K= -4- 1, bezogeu auf

die Kriimmuugslinien u
}

v:

Indem wir hierzu die allgemeinen Ergebnisse des Kapitels IX ver-

wei-ten, bemerken wir, dass, da

r
i
r
2
= 1

ist, wir also, wenn wir r
x &amp;gt; 1, r

2 &amp;lt;
1 voraussetzen und mit 0- erne

Hilfsfunction von u
}
v bezeichnen,

&amp;gt;\

=
cotgh 0&quot;,

r.
2
= tangh &

setzen konnen. Die Fundamentalgleichungen (1), 123, S. 234, geben
ims dann:

c log yjE __ c low sinh Q- c log |/G o log cosh 9-~ ~
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und zeigen, dass bei Einfiihrung geeigneter neuer Parameter u
f
v

YE = sinh 0-, yG = cosh 9-

gesetzt werden kann. Aus der Gleichung (2) desselben Paragraphen,

S. 235, ergiebt sich dann als charakteristische Gleichung:

d-& . d*9 .
-, , Q.x- 9 + -

s
= smn # cosh oh

cu- cv*

Wahrend das Quadrat des Linienelements der Flache die Form:

ds2 = sin

hat, ist das der Bildkngel durch

gegeben.
Andrerseits wird fiir denselben Wert von & den angefiihrten

Grundgleichungen auch Geniige geleistet, wenn

YE = cosh ^
7 y~G = sinh

,

T!
= tangh -O

1

,
r.2 cotgh &

gesetzt wird
;
wodurch das Linienelement der Flache und dasjenige der

Bildkugel vertauscht werden. Wir konnen also den Satz aussprechen:

Die Bestimmung der Flachen mit positivem constantem

Krummungsmass K= -f- 1 hangt von der partiellen Diffe-

rentialgleichung:

(41) -TT-S + C
^-.&amp;gt;

= sinh # cosh #
cu- cv*

ab. Jeder Losung 0- dieser Gleic-hung entsprechen zwei ver-

schiedene Flachen S und S mit dem Krummungsmass K -f- 1

(sie mogen als conjugiert bezeichnet werden), fiir welche die Qua
drate der Linienelemente, bezogen auf die Kriimmungslinien

u, v
}
durch die Ausdriicke:

ds2 = sinh 2 du2
-4- cosh 2 dv 2

,

ds 2 = cosh2 du2
-f- sinh 2 dv2

gegeben sind, wahrend die Hauptkrummungsradien die Werte:

r
1
=

cotgh #, r
2
= tangh -9-,

r
1
= tangh -O

1

,
r.&amp;gt;

=
cotgh &

haben. Das Linienelement der einen ist gleich demjenigen
der Bildkugel der anderen.

Sowohl S als auch S sind auf die Bildkugel (vom Radius Bins)

abwickelbar, und die Abwickelung kann in der Weise vorgenommen

werden, dass die Kriimmungslinien von S auf die spharischen Bilder

der Kriimmungslinien von S zu liegen kommen und umgekehrt.
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Da sich die geodatischen Linien auf S mit den grossten Kreisen

auf der Kugel decken und jeder der letzteren das Bild der Curve ist,

langs deren ein der Flache S umbeschriebener Cylinder die Curve

beruhrt, so sehen wir, dass den geodatischen Linien von S auf

der eonjugierten Flache S die Schattencurven entsprechen.

Diese (involutorische) Transformation der Flachen mit positivern

coustantem Kriimmuugsmass ist von Hazzidakis angegeben worden*).

265. ZusammerLhang mit Flachen constanter mittlerer Krummung.

Eine einfache Angabe von Bonnet verkuupft die Flachen posi-

tiven constanten Kriininiungsrnasses mit denjenigen constanter mittlerer

Kriimmung, nanilich der Satz:

Die beiden Flachen^ die einer Flache S mit dem Kriiin-

mungsmass K = -J- 1 parallel und von ihr um die positive

bez. negative Laugeneinheit entfernt sind. besitzen die cou-

stante mittlere Krummung H= + 1.

Sind namlich r1} r* die Hauptkrummimgsradieu von S, sodass

&amp;gt;V&quot;2
= 1

ist, und betrachten wir eine Flache Z1

,
die zu S parallel und von ihr

um I entfernt ist, so sind

Pi
=

&amp;gt;

i + 1, Pe
= r- + l

die Hauptkriimmuugsradien von 2T. Demuach ist:

(*-*)(* -9= 1-

Wird I gleich ^ 1 gesetzt, so folgt:

i+i- +i.
Pi Pe

Unigekehrt besitzt eine Flache mit der constanten mittleren Krum

mung 4: 1 zwe i Parallelflachen mit der Totalkriimuiimg -f- 1 im Ab-

stande + 1 .

Aus dem Satze des vorigen Paragraphen folgern wir sofort den

nachst^henden :

Das Quadrat des Linienelements jeder Flache mit der

constanten mittlereu Krummung + 1, bezogen auf die Kriim

mungslinien , v, nimmt die Form:

(42) ds* = e**(du* + dv*)

an, wo 9- eine Function von u und v ist, die der Gleichung

(41) genugt. Umgekehrt: Ist # eine Losung von (41), so ent-

*^ Crelles Journal, 88. Bd.
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sprechen ihr zwei Paar Parallelfliichen mit der constanten

mittleren Krummung + 1. Die Hauptkriimniungsradien des

ersten Paares haben dann die Werte:

+ # -L. p+
r
*
= ~~

cosh &

wahrend sich fiir das zweite Paar r
x
und r

2
mit einander ver-

tauschen.

Daraus folgt insbesondere: Die Kriimmungslinien auf den

Flachen constanter rnittlerer Krummung bilden ein Isother-

mensystem.
Wir bemerken ferner, dass jede Flache des einen der beiden Paare

auf eine des anderen Paares so abwickelbar ist, dass die Kriimmungs
linien einander entsprechen, wahrend sich die Hauptkriiminungsradien
mit einander vertauschen. Die Grleichungen (1), 123, S. 234:

a
l

(L. .\ dtoeVE. _K. = o
\r, r

s / dv cv

_j
JL Q
CU

beweisen, dass nur die Flachen constanter mittlerer Krurnnrang Ver-

biegungen von dieser Art gestatten. Denn giebt es eine solche Ver-

biegung, so bestehen neben den obigen Gleichungen auch die folgenden:

l
3

dv dv
,

, =

(f-f\ i 2 du cu

die von den vorhergehenden entsprechend subtrahiert

ergeben.

266. Verbiegungen von Flachen constanter mittlerer Krummung.

Fiir die Flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass giebt

es eine Transformation, die der Lie schen fiir die pseudospharischen

Flachen analog ist. Wir erhalten sie, wenn wir beachten, dass, wenn

&(u } v) eine Losung der Gleichung (41) ist,
die Function:

(-u } v)
= &(u cos 6 v sin

&amp;lt;?,

u sin 6 -f- v cos
tf)
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wieder eine Losung von (41) ist, welcher Wert auch der Constanten

6 erteilt werden mag.

Die geometrische Bedeutung dieser Transformation ergiebt sich

am einfachsten, wenn wir sie statt zu den Flachen mit positivem con-

stantem Kriimmungsmass zu deren Parallelflachen mit constanter mitt

lerer Kriimmung in Beziehung setzen. Transformieren wir namlich

das Linienelement (42) mittels der Gleichungen:

u = MJ cos 6 i\ sin
&amp;lt;?,

v == M
X
sin a -(- i\ cos 6

imd bezeichnen wir mit ^ die Functionen u1} t\, in welche #(M, v)

hierbei iibergeht, so ist das transformierte Linienelement

(1s = e
9i
Vdu1*+dv1 *,

da 0^ der Gleichung:

cosh ^
c ttj c i\

~

geuiigt, nach dem Satze des vorigen Paragraphen das einer Flache mit

der constanten mittleren Krfimmnng + 1, deren Kriinimungslinien die

Curven w,
= Const., i\

= Const, sind. Die neue Flache ist offenbar

auf die alte abwickelbar. Da ihre Punkte eiuauder durch die Glei

chungen (44) zugeordnet werden, konnen wir folgenden Satz aussprechen :

Jede Flache constanter mittlerer Kriimmung kanu ohne

Auderung dieser Kriimmung so verbogen werden, dass die

neuen Kriimmungslinien die unter einem beliebigen constan-

ten Winkel schneidenden Trajectorien der alten sind.

Es ist klar, dass bei diesen Verbieguugen, die denen der Minimal-

tiachen ( 194. Kap. XIV) ganz analog sind, die einzelnen Hauptkriim-

mungsradien ungeandert bleiben. Bonnet, von dem die Entdeckung

dieser merkwiirdigen Yerbiegungen herriihrt, hat bewiesen, dass es mit

Ausnahme einer Klasse von W.- Flachen, die auf Rotationsflachen ab

wickelbar sind, keine anderen Flachen giebt, die Verbiegungen unter-

worfen werden konuen, bei denen die einzelneu Hauptkriimmungsradien

ungeandert bleiben*).

*) Journal de TEcole Polytechnique, 42. Heft.



Kapitel XVIII.

Allgemeine Satze tiber dreifache orthogonale Flachensysteine.

Krummlinige Coordinaten im Raume. Der Darboux-Dupin sche Satz fiber drei

fache Orthogonalsysteme und Folgerungen daraus. Ausdruck fur das Quadrat des

Linienelements des Raumes: ds* = H^dg^-\- H^d^-\- Hs *d,Q3
2

. Lame sche

Gleichungen fur jff
x ,
H

2 ,
H

s
und Bestimmung des zugehorigen dreifachen Ortho-

gonalsystems. Liouvilles Satz von den conformen Abbildungen des Raumes.

Hauptkriimmungsradien der Flachen eines dreifachen Systems. Kriimmung und

Torsion der Parameterlinien. Aquidistanzcurven. Cayley sche Gleichung.

Combescure sche Transformation.

267. Krummlinige Coordinaten im Raume.

Wie wir uns zur Bestimmung der Lage eines Punktes auf einer

gegebenen Flache auf dieser zwei Scharen von Curven u, v derart

gezogen gedacht hatten, dass durch jeden Punkt der Flache (oder

eines passenden Stiickes der Flache) eine Curve jeder Schar geht,

ebenso konnen wir auch die Lage eines Punktes im Raume mit Hilfe

dreier einander schneidender Flachen bestirnmen, von denen jede inner-

halb einer einfach unendlichen Schar variiert. Wir brauchen uns hierzu

nur den Raum (oder ein Gebiet desselben) von drei Scharen von oo 1

Flachen derart durchfurcht zu denken, dass durch jeden Raumpunkt
eine einzige Flache jeder der drei Scharen hindurchgeht. Ordnen wir

dann jede Flache einer der drei Scharen eindeutig den Werten eines Pa

rameters QI
bez. Q.2 , Q3

zu und kennen wir die Werte der Parameter

der drei Flachen
;

die sich in einem Raumpunkt P durchkreuzen,

01 ai) 02
= a2) Q!,

= a37

so ist der Punkt damit bestimmt. Wir nennen a1} a, a3 die krurnm-

linigen Coordinaten von P und die Flachen der drei Scharen:

p 1
=

Const., 2 Const., QS = Const,

die Parameterflachen. Sind

(!) 9i(^y,^) = 9i } 9*(x,y,z) = te, 0s (*,#*) = 03
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die Gleichungen der drei Flachenscharen
,

so erhalten wir durch ihre

Auflosung nach x, y, s (wenigstens in dem betrachteten Raumgebiet
muss die Auflosung moglich sein):

(2) x = xfa, Q*, p3), y = y(o1} o*_, p3), z = s(ol} p., p3).

Die Gleichungen (1) dienen zur Berechnung der krummlinigen Coor

dinaten eines Punktes, wenn seine Cartesischen Coordinaten bekannt

sindj die Gleichungen ( 2) im umgekehrten Falle. Es ist klar, dass zur Ein-

fiihrung eines Systems kruniinliniger Coordinaten nur die Yeranderlichen

Xj y, z gleich drei von einander unabhangigen Functionen dreier neuer

Veranderlichen p t , p*, p3 gesetzt zu werden brauchen.

Eine Gleichung zwischen den krummlinigen Coordinaten eines

Punktes :

(3) F(9l , fe, p3) =
stellt offenbar eine Flache dar, deren gewohnliche Gleichung sich er-

giebt, wenn in (3) fur glf (&amp;gt;2 , p3 ihre Wert (1) in x, y, z eingesetzt

werden. Zwei Gleichungen von der Form (3) stellen eine Curve dar.

tTbrigens ist es ofters zweckmassig, eine Curve analytisch in der Weise

zu definiereu. dass die krummlinigen Coordinaten QI} Q*, p3 eines beweg-
lichen Punktes der Curve gleich drei Functionen eines und desselben

Parameters t gesetzt werden. Denken wir uns eine Curve in dieser

Weise definierfc und bezeichnen wir ihr Linienelement mit ds, so folgt:

ds~ = (^- do. -{-

* - do* 4- -5 do.. } -f-
\c^ CQ*

s - GQS

+ (%&amp;lt;**,%***.&*$:*
(cz -. cz , cz j \-d p, -4- ^ ap., + - - ap I .

V?! CQ3
^2 CQS

Setzen wir:

dx ex , _ ^T ex ex
j _ &quot;V7 ex ex

^- ^ &quot;11
- / ,

~
&quot;^ i &quot;9.

- x i

CQi T^j ^l CQi CQS ^J CQ* Cga

so erhalten wir:

(4) ds- = H^dtf + H.-doS + Hs~do3
-

-f- 2/t12 do^o* +
+ 2/^3 dot do-s + 2/i23 dot rfp3 .

Wir bezeichnen diesen Ausdruek als das Quadrat des Linienelements

des Raumes. Dieser Ausdruek ist nichts anderes als die mittels der

Substitution (2) transformierte quadratische Differentialform:

dx* + dif- + dr.



478 Kap. 18. Allgemeine Satze uber dreifache orthogonale Fliichensysteme.

Wir nehmen nun an, dass jede Flache einer der drei Scharen alle

Flachen der anderen beiden Scharen orthogonal schneide. Die not-

wendigen und hinreichenden Bedingungen hierfur sind die Grleichungen:

hn = 7
hls
=

0, /&amp;lt;23
= 0.

In diesem Falle wird die dreifache Flachenschar Q I} 2; Q2 ein drei-

faches Orthogonalsystem genannt.

Wir haben somit das Ergebnis: Das Quadrat des Linien-

elements des Raurnes nimmt in einem dreifachen Orthogonal-

system die Form:

an.

268. Darboux-Dupin scher Satz.

Wir gehen nun zur Untersuchung der dreifachen Orthogonal-

systeme iiber und leiten zunachst den grundlegenden Satz von Dupin
ab

;
der von Darboux erweitert worden ist*).

Wir nehmen an
?
dass zwei Flachenscharen:

orthogonal zu einander seien, und sehen zu, welche Bedingungen erfiillt

sein rnussen
;
damit es eine dritte Schar:

9s(x &amp;gt; V, *}
=

9s

gebe 7
die zu beiden orthogonal ist. Infolge der getroffenen Voraus-

setzung ist:

/p.\ dQi ^02 _, ^Ci ^92 _i_ CQi ^?2 __ A
IW I ~r(

--
rs
--

&quot;T&quot; ~r\
-

&quot;&amp;gt;S

-
~l ~^

--o- - &quot;

1

cx ex cy cy cz cz

und im Falle des Vorhandenseins der dritten Schar muss die unbe-

kannte Function Q3 (x, y, z) den beiden Gleichuugen:

d.9_* .^1
_(_

&amp;lt;^s ^_ii 4. ?s &9i _ Q
dx Bx dy ~dy dz dz

dQs dpa . gp3 ggg . gg3 g(&amp;gt;2 __ Q
dx dx 8y dy 3z dz

geniigen, d. h. es muss die Proportion bestehen:

*) Annales de 1 Ecole Normals Superieurc, 3. Bd., 1866. Die Ausfiih-

rungen im vorliegenden und im folgenden Paragraphen sind ohne Anderung der

Darboux schen Abhandlung (S. 110
ff.) entuommen.
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CQa. CQs . (9:

cx cy cz

fQi CQi

cy cz

cy cz

c z ox

CQi CQj

8x cy

Es ist demnach notwendig und hinreichend, dass fur die totale Difte-

rentialgleichung :

CQi CQi

cy cz cz cx

cy 3z de cx

die Integrabilitatsbedingung:

cx

cx

(6)

cy cz

cz Cx
_.,

d cx dy

Cy
j ?Qj CQ.

I
cx cy \

wo sich die beiden anderen Glieder hinter deni Sunimenzeichen aus

dem angegebenen durch cyklische Vertauschung von x, y, z ergebeu,

erfiillt sei.

Addieren wir zur linken Seite von (6) die Summe:

yr!
cy oz /

Sj_
^J CQi dQi i \dx ^-i cx- cx ^. cx

cy cz
\

die identisch gleich Null ist, so geht (6) fiber in:

(6*)
cy cz

cy cz
\cx ex* *

cy cxoy cz cxcz

cx ex* cy cxcy cz cxcz)

Aus (5) folgt aber durch Differentiation nach x:

\cx cx* . y c j: i y cz cxcz)

/~ ~i *

p. ^s \
/ C Qi C Q+ i v QI C o* i t ^j G Qf \

. . . . I I i

\cx cx- cy cxcy cz cxczj

Also ist die Integrabilitatsbediugung (6*) Equivalent der Gleichung:

CQl

}

cy cz
\

S
CQi ^

I In f- V /~ -v* f-
- - ^

SO = 0.__ _
cy cxcy cs cxcz)

:

cy
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Diese Gleichung konnen wir nun folgendermassen geometrisch
denten: Wandern wir langs der Schnittcurve zweier Flachen der Scha-

ren
(Pl ), (p2):

^(x, y,g) = QI} te(x,y, *)
=

$,

und bezeichnen wir mit dem Symbol d die dieser Wanderung ent-

sprechenden Differentiate, so haben wir:

dx : dy : dz = dy dz

dy dz

Demnach geht (7) iiber in:

e_Pi_ OQi

dx dy

dx dy

i\ _i_ a
dx

&quot;

\dx/ ?/ &quot;\dy/ dz &quot;\dz/

Bedeuten aber X, Y, Z die Richtungscosinus der Norrnale der Flache:

f\ ( /y* (j/ &amp;gt; i . , i /\
* M-)\ t-^/ i !/ MoSJ\777/ ^J/

so ist:

y . y . ^ d 2 3 p2 .
^ 9s

dx dy dz

und die vorhergehende Gleichung lautet wegen (5):

^ N 1 i^ &quot;V I
^ Pi S\ T7&quot; t

^ Q] ^ ^7 /\
o o A -j K o Jf -J- oZ = U.

Andrerseits ist identisch:

folglich ist die Integrabilitatsbedingung Equivalent der Proportion:

Dieselbe besagt nun aber
( 51, S. 98) ,

dass die Schnittcurve zweier

Flachen p1; Q2
eine Kriimmungslinie fiir die zweite

;
also auch fur die

erste Flache ist.

Wir haben somit den Satz von Darboux:
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

zwei zu einander orthogonalen Flachenscharen eine dritte

zugeordnet werden kann
?

die zu beiden orthogonal ist, be-

steht darin, dass jede Flache der ersten und jede Flache

der zweiten Schar einander in Krummungslinien schneiden

miissen.

Hierin ist der beriihnate altere Satz von Dupin enthalten:

In jedem dreifachen Orthogonalsystem ist die Schnitt

curve zweier nicht derselben Schar angehoriger Flachen eine

Kruinuauno slinie fur beide.
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269. Folgerungen aus dem Darboux-Dupin schen Satze.

Aus den vorstehenden Satzen ergiebt sich, dass eine willkiirlich

gewahlte Schar yon cc 1 Flachen:

Pi 0, !/,z)
=

9i

im allgemeinen keinem dreifachen Orthogonalsystem angehort. Diese

Schar von oc 1 Flachen bestimmt nainlich eindeutig die Schar von oo2

Curven, die alle Flachen orthogonal schneiden*). Gehorte nun die

Schar: Q^z, y, z)
=

Qi einem dreifachen Orthogonalsystem an und
betrachten wir auf einer Flache gt eine Krunnnungslinie L, so bilde-

ten alle diejenigen Orthogoualtrajectorien der Schar, welche von den

Punkten von L ausgehen, eine Flache, die alle ubrigen Flachen der

Schar in Kruniinungslinien schneiden musste.

Es ist sehr bemerkenswert, dass diese geometrische Bedinguug,
der die Schar: ^(x, y, z)

= QI genugen muss, sich durch eiue par-
tielle Differentialgleichung dritter Ordnung fur die Function

px ausdrucken lasst. Zu diesem wichtigen Ergebnis, das in der hier

gegebenen Fassung von Darboux herruhrt**), gelangen wir auf fol-

gende Weise:

Wir betrachten die Kj-ummungslinien einer und derselben Schar
auf alien Flachen Q I

= Const. Zu dieser Schar von oo2 Curven muss
es eine Schar von oc 1

Orthogonalflachen geben, und urngekehrt: Ist

dieses der Fall, so gehort die Schar ^ = Const, einem dreifachen

Orthogonalsystem an
( 268). Bedeuten also X1} Tlf Zi die Rich-

tungscosinus der Tangenten dieser Curven, so muss die totale Differen

tialgleichung ( 179, S. 330, (4)):

Xtdx + T^dy + Z^ dz =
integrierbar sein, d. h. es besteht mit Notwendigkeit die Identitat:

Aus den Fundameutalgleichungen der Flachentheorie (Kap. IV) ergiebt
sich aber, dass sich Xlt Ylt Z durch die ersten und zweiten Differen-

*) Diese Cnrven ergeben sich durch Integration des Systems simultaner ge-
wohnlicher Differentialgleichungen :

dx dy dz

f?i ^9i fft
8x cy cz

**) Zu der Zuruckfuhrung der Bestinimung der dreifachen Orthogonalsysteme
auf eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung mit drei Veranderlichen
war auf einem anderen Wege Bonnet gelangt.

Bia EC hi, Differentialgeometrie. QJ
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tialquotienten der Function ft(#, $f, f) ausdnicken lassen; es 1st dem-

nach (8) fur Q I
eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung, die

wir in 275 wirklich aufstellen werden. Aus der Integration dieser

Gleichung wfirden sich alle dreifachen Orthogonalsysteme ergeben.

Als unmittelbare Folgerungen aus diesen allgerneinen Ergebnissen
fiihren wir hier einige einfache Falle von dreifachen Orthogonalsyste-

men an. Betrachten wir eine beliebige Schar von oo 1 Ebenen oder

Kugeln und ihre Orthogonaltrajectorien und wird auf einer Ausgangs-

kugel oder in einer Ausgangsebene eine beliebige Curve L fest gewahlt,

so bilden diejenigen Orthogonaltrajectorien ,
die von den Punkten von

L ausgehen, eine Flache 2!, die von alien Kugeln bez. Ebenen der

Schar orthogonal und daher langs Krummungslinien geschnitten wird.

Also:

Jede Schar von oo 1 Ebenen oder Kugeln gehort unend-

lich vielen dreifachen Orthogonalsystemen an.

Um eins derselben zu erhalten, brauchen wir nur auf einer Aus-

gangskugel oder in einer Ausgangsebene zwei Scharen von orthogo-

nalen Curven L und L beliebig zu ziehen, dann vervollstandigen die

entsprechenden Flachen 27 und 2 das dreifache Orthogonalsystem.

Nehmen wir speciell als Ebenenschar ein Ebenenbiischel, so sind die

Flachen J, Z&quot; Rotationsflachen, deren Drehaxe die Axe des Biischels ist.

Endlich bemerken wir:

Jede Schar von Parallelflachen gehort einem dreifachen

Orthogonalsystem an. Die Flachen der beiden anderen Scha

ren sind die abwickelbaren Orfcsflachen der Normalen langs
der Krummungslinien der Parallelflachen.

270. Linienelement des Raumes.

Wir nehmen nun an, es liege ein dreifaches Orthogonalsystem

(QI&amp;gt; 92 j Qs) vor
?

s dass bei Wahl desselben als System krummliniger

Coordinate!! das Quadrat des Linienelements des Raumes die Form:

(9) ds* = dx* + dif + de* = HfdQ,* + Hfdtf + H,*d^

annimmt. Zur Vermeidung von Doppeldeutigkeiten schicken wir die

folgenden Bemerkungen voraus: Die Functionen H^, H^ H% sind als

Quadratsummen stets positiv und hochstens in isolierten Punkten oder

langs isolierter Curven gleich Null. Wir wollen nun stets den Anderungs-

bereich von glf Q.2 , Q3 als so abgegrenzt annehmen, dass diese Func

tionen uberall positiv und von Null verschieden sind. Ferner

setzen wir sie nebst ihren ersten und zweiten Differentialquotienten als
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endlich, stetig und eindeutig voraus und bezeichnen mit Hlf Ht ,
Hs

die positiven Werte ihrer Quadratwurzeln.

Bedeuten rfs17 dsi} ds3
die positiven Bogenelemente derjenigen

Curven (Kruininungslinien) des dreifachen Orthogonalsystems , langs

deren nur QI
oder gt oder p3 sich andert, und wird als die positive

Richtuug diejenige des betreffeuden wachsenden Parameters festgesetzt,

so ist:

ds
l
= Hid^, ds^

= H
3 dQt ,

ds3
= H

s dQ3
.

Setzen wir ferner:

so sind X,-, Y
i}
Zt die Cosinus der positiven Richtung der Tangente

zur Curve
p,-,

d. h. der Normale der Flache p,
= Const.

Xehmen wir weiterhin die positiven Richtungen der x-
}

der y-

und der ^-Axe als ebenso orientiert wie die Richtungen Xlf Yl ^
Z

t
*

X ^^ -^ -^ ^ an so na en wir:

X, l\ Z,

X, Y2 Z, =+1.

Damit das Einsetzen der Functionen Hlf fi,, H3 von p1? 9,, p$ in

der Gleichung (9) das Linienelement des Raumes liefert. miissen diese

Functionen, wie zuerst Lame nachgewiesen hat
?

sechs charakteristi-

schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung geniigen. Diese ergeben
sich unmittelbar aus der allgemeinen Theorie der quadratischen Diffe-

rentialformen (Kap. II) dadurch, dass die fur die Differentialform :

H^dQj* -f- H^-dQ.,^ -|- N3~dQ5
-

gebildeten Vier-Indices-Symbole erster

Art (Kap. II, 27) gleich Xull gesetzt werden. Andrerseits sind, wie

wir sogleich sehen werden, diese sechs Bedingungen, denen HVJ JT9 , H%
geniigen miissen, auch hinreichend, wenn es ein entsprechendes drei-

faches Orthogonalsystem geben soil. Dieses ist auch, abgesehen von

Bewegungen im Raume, vollig bestimmt.

Bevor wir zur Ausfuhrimg der beziiglichen Rechnungen schreiten,

wollen wir noch darauf hinweisen, dass dieselben Uberlegungen ohne

irgend welche grossere Schwierigkeit auch auf die Frage nach den Or-

thogonalsystemen bei n Veranderlichen anwendbar sind, wenn die

Gleichung:

dx^ + dxf H-----h f^n- = S.-d^- + JT3
2

&amp;lt;792
2

H-----1- Hn-d9n
-

zu Grunde gelegt wird.

31*
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271. Gleichungen von Lame.

Wir wenden nun die Christoffel sche Formel (I), 24, S. 43, auf

die Gleichung (9) an. Bezeichnen wir mit
]

*

}

die Christoffel schen
I * J

Drei- Indices -Symbole fiir die Form:

so ist offenbar, wenn i, fc,
I eine Permutation der drei Indices 1, 2, 3

bedeutet, nach 24, S. 43, Gleichung (17) und (18), unmittelbar:

fC A/ I k
|

/L A/ I

* K A&quot;

Die angefiihrten Gleichungen (I) lauten somit:

d*x 1 dH. ex 1 oH, ex
/ I A.

d*x 1 oHk ox H
k dHk ox H

k cHk ox

und ihnen geniigen auch y und s. Fiihren wir jedoch die Richtungs-

cosinus:

^r
1 3X

Hj. CQk

ein, so lassen sie sich folgendermassen schreiben:

dXk
1 8Hf ^r cXk

1 8H
t

(11)

Die Integrabilitatsbedingungen fiir dieses System lauten:

d QI \Hk CQj, / ^Qi \-H-k ^Qk

1 cH.
i ^.) . o

Werden die Differentiationen ausgefuhrt und fur die Differentialquo-

tienten der X ihre Werte aus (11) eingesetzt, so folgen unter Beruck-

sichtigung des Umstandes, dass den so hervorgehenden Relationen auch

die Y und Z geniigen miissen, fiir die H die folgenden beiden
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nebst den sich aus ihnen durch Permutation der Indices ergebenden

Gleichungen:

c*H
t

1 cHk cH, 1 oH; cH,
ff &quot;s- A s* f\ I J-f &quot;r t\ f- Aw

00

Schreiben wir diese sechs Gleichungen, welche die angefiihrten Lanie&quot;-

schen sind, einzeln hin, so erhalten wir das folgende System:

i
g

1 J^ cH, cH^ 1 cHs cHt

-ff. c es ?es H, ^ps ^ft

^ = -^ -
&quot;

S

H~ IT aT~*
&quot;s

f 9i r PS -&quot;i
f 9s c 9i

f*-g, = JL ^i ^ i JL r//* r/f
*

:

(A)

r / 1 rj\ , ^_/J ffM i c^i &amp;lt;&quot;^ __

Diese Gleichungen sind, wie bemerkt, uichts auderes, als die Gleichungen :

(iJc t rs)
=

ausfiihrlich geschrieben.

272. Beweis, dass aus dem Bestehen der Lame schen Gleichungen
die Existenz eines Orthogonalsystenas folgt.

Die Lameschen Gleichungen (A) und (B), deneu die H geniigen

miissen und die wir soeben als notwendig erkanut haben, sind ftir das

Yorhandensein des entsprechendeu di-eifachen Orthogonalsystems auch

hinreichend. Um dieses zu beweisen, bemerken wir, dass sich, wenn

die H als gegeben vorausgesetzt werden, aus den Gleichungeu (11) fiir

die Terne von unbekaunten Fimctionen: X
}
Y3 ;

2 ,
das folgende System totaler homogener linearer Differential-

gleichuugeu ergiebt:

(12)

i fn,-

=
0,
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, w 1 dHj . .

,

/ 1 cH &amp;lt;.
1

2
&quot;&quot;

Slrt?1
&quot;

Diesen Gleichungen geniigen namlich, wenn das gesuchte System

existiert, die Werte:

t _ &quot;V&quot; _V fc-V
5i AII 52 -^2? 5s **&amp;gt;

t = Y t Y ^ yW -t l7 b2 *| 5s +8j

Werden nun die Lame schen Gleichungen (A) und (B) als erfiillt

vorausgesetzt ?
so ist das System (12) unbeschrankt integrierbar,

da die Bedingungen hierfiir genau die Gleichungen (A) und (B) sind.

Aus der Form dieser Gleichungen (12) geht sofort hervor, dass, wenn

| |2 , |3 ; i?1? % ? % zwei verschiedene oder iibereinstimmende Losungs-

systeme sind
7
die Identitat:

besteht
7

d. h.:

ii 1
?! + ^2% + ^3% = Const.

ist.

Nach dieser Vorbemerkung erhellt genau ebenso wie in Kap. IV,

50
?
dass wir drei Losungssysteine : X1} X2 ,

X3 ;
Y

i}
Y

2 ,
Y

3 ; Z^ Z%, Z^
finden konnen

7
welche die Coefficienten einer orthogonalen Substitution :

Xj, X
8 ,

X
3 ,

Y Y Y*
1 )

*-
2 7

*
&amp;gt;

^17 ^2 7 ^3

sind. Dann sind die drei Ausdriicke:

2Hi X, rfp t

.

,
2Hi Yi dQt , ZH,Z, d&

infolge der Gleichungen (12), denen die X, Y und Z geniigen, voll-

standige Differentiale. Setzen wir also:

dx = ZHiXt dQi , dy = SHt Yf d9i ,
tit = SH,Zi d^ ,

so ist in der That:

dx2 + dy* + di- = H^dtf + H^dg^ -f H,*dg*.

Das gesuchte dreifache Orthogonalsysteni ist somit wirklich vorhanden,

und der Beweis selbst lasst erkennen (vgl. 50), dass es bis auf Be-

wegungen im Raume eindeutig bestimmt ist. Also:
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Sind die Lame schen Gleichungen erfiillt, so giebt es ein

und nur ein entsprechendes dreifaches Orthogonalsystem.
Um dasselbe zu erhalten, mussen wir das System totaler Differen-

tialgleichungen (12), das durch eine einzige Gleichung vom Riccati -

schen Typus ersetzt werden kann, integrieren.

273. Conforme Abbildungen des Raumes.

Die Lame schen Gleichungen sind von Liouville zur Entscheidung

der Frage angewandt worden, ob es moglich ist,
den Raum winkeltreu

auf sich selbst abzubilden. Liouville ist zu dem wichtigen Satz

gelangt :

Die einzig rnoglichen conformen Abbildungen des Rau

mes auf sich selbst sind die Ahnlichkeitstransformationen

und die Transforinationen mittels reciproker Radienvectoren

in Verbindung init Verschiebungen.
Zuni Beweise uehmen wir x, y, 2 als die Coordinaten eines be-

liebigen Punktes des Raumes (oder Raumgebiets) imd
,
r
t ,

als die

Coordinaten des bei der vorausgesetzten conformen Abbildung ent-

sprechenclen Pimktes an, sodass |, 17,
bestimmte Functionen von

x, y, z sind. Soil die Abbilduug winkeltreu sein, so muss das Ver-

haltnis :

von den Zunahrnen dx, dy, ds unabhangig, d. h.:

sein, wo A eine Function von x, y und z ist. Wird nun in den Lame

schen Gleichungen (A) und (B)

x = 9i , y = 9sj * = 9o, H
i
= H2

= Hs
= y

gesetzt, so ergeben sich die folgenden:

=0 - =
&amp;gt;

_ - -
cycz~ czcx &amp;gt; cxcy

l\-_L.
cy cz

Nun ergiebt sich aus (a):

x = X+ Y+Z,
wo X nur von x, Y nur von y, Z nur von z abhaugt. Setzen wir

dieses in den Gleichungen (/J) ein, so erhalten wir:
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fr) x&quot;= Y&quot;= z&quot;=
*

(

+-*!+.* = Const L t.

1st & = 0, so folgt hieraus:

A = Const.,

es ist demnach die entsprechende Transformation einfach eine Ahnlich-

keitstransformation. Entgegengesetztenfalls setzen wir k = 2
und er-

halten durch Integration:

wo a, &; al7 &
t ;

a
2; &

2 neue Constanten sind. Da aber infolge von (y)

[(
-

)
2 + (rr CTi )

2 + (*
~

2)
2 + ^ + &! + &

2]
=

=
(
-

)
2 + (y

-
i)

2 + (*
-

2 )

2

sein muss, so folgt daraus:

& + &i + ^ = 0.

Indem wir nun mit der vom Punkte
(a?, y, ^) beschriebenen Figur eine

geeignete Translation vornehmen, konnen wir demnach I einfach gleich
x z 4-

7/
2 4- 2

machen
;

d. h. es ist:

Dieser Gleichung genugen die Werte:

= ca; CIJ *. _ g g

-

2
+2/

2 +2 2 ;2 +2/2 + 22 , -^ +2/2+ ^ 8 ,

und dieses sind genau die Gleichungen fiir die Transformation mittels

reciproker Radienvectoren beziiglich der Kugel:

^2 _j_ f _|_
= C2.

Der Liouville sche Satz ist somit bewiesen*).
Es mag bemerkt werden, dass die Transformation mittels reciproker

Radienvectoren ein dreifaches Orthogonalsystem wieder in ein solches

iiberfuhrt. Hieraus ergiebt sich im Falle einer Schar paralleler Flachen

wieder der in 58 bewiesene Satz, dass bei der Transformation
mittels reciproker Radienvectoren die Krummungslinien wie
der in Krummungslinien iibergehen.

*) Einen geometrischen Beweis hat Capelli gegeben (Annali di Matema-

tica, 2. Serie, 14. Bd.).



274. Hauptkrummungsradien der Parameterflachen. 489

274. Hauptkriimmungsradien der Parameterflachen.

Wie wir gesehen haben, ist das dreifache Orthogonalsvstem der

Gestalt nacli yollkomrnen bestimmt, wenn die Functionen H1} H.
2 ,
H3

bekannt sind. Es miissen sich mithin alle zum System gehorigeu

Grossen durcli Hlt H*, H3 und deren Differentialquotienten ausdriicken

lassen. Suchen wir nun speciell die Werte fur die Hauptkrummungs-
radien der Paranieterflachen. Es bedeute, wie ublich, ikl eine Per

mutation der Indices 1, 2, 3 und r, t den Hauptkrummungsradius der

FTache Q f
= Const, laiigs ihrer Schnittcurve (einer Krfimmungslinie)

mit der Flache Qi
= Const., d. h. langs der Curve, auf der nur Qt

veranderlich ist. Hinsichtlich des Vorzeichens von r,t halten wir

an der in Kap. IV, S. 98, getroffenen Abinachung fest. Die Glei-

chung (11):

;
1 cHt

1 cHt cx
~~

&quot; * ~~

giebt uns:

Schreiben wir die sechs dementsprechenden (von Lame angegebenen)

Gleichungen einzelu hin, so erhalten wir:

(_1_

1 cH. _1_
1 cH9 J_ 1 cH

3 TT TT ~C
~

TT 5r
~; I

~
~TJ CT^ 1 I

ri: H.H.cg, ,., H,HS CQ, rsi H.H, eg,

1 1 fHs
1 1 (H, 1 1 rfl.

Allgemein wollen wir Parameterlinien p, die Schnittcurven der

Flachen :

QS
=

Const., Q;
= Const.

nennen und unter Einfuhning der Bezeichnungsweise des Kap. I fur

diese Curven unter
a,-, /3,-, y,-] !,-, iy,, ^,: A,, ft,-, v, die Richtungscosi-

nus ihrer Tangente, ihrer Haupt-, ihrer Binormale und unter -_- und

^r ihre erste bez. zweite Kriimmung verstehen, wobei die in Kap. I

getroffenen Festsetzungen hiusichtlich der Vorzeichen in Kraft bleiben

sollen.

Wir haben dann nach 33, S. 63, unmittelbar:

(14) cos a,-
=

.X,-, cos/3,
= Ti} cosy, = Zt .

Wenn wir diese Gleichungen nach p, differenzieren, so erhalten wir
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unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass das Bogenelement der

Curve Qi .

dsf
=

ist, sowie der Frenet schen Formeln und der Gleichungen (11):

(15)
C^ == __^L_.^L, ^!^ = ._^_.^&amp;lt;,

c^i = _^i_ ^L.
} B

i
rki rH B

{
rki rj B

{
r
ki ru

Durch Quadrieren und Addieren folgt hieraus:

_1 _^_J_ J_
B* **/

~
ri?

Aus den Gleichungen (14) und (15) ergiebt sich ferner:XX Y Y
(16) COSA^ + 12/ + B,- ,

COS ^ = + .K; + .R;
~

,

r
li

Tki *
i

r
*t

z
k _ z

;

COS V; = + JR;
----

1- Ei
--

)

r
li &amp;gt;ki

wo die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten, je nachdem die Per

mutation
i, k, I der Indices 1, 2, 3 gerade oder ungerade ist. Nun

haben wir infolge der Frenet schen Formeln:

1 ^-y 1 . COS J.

^ = 2jH]* *^T
also unter Beriicksichtigung der voraufgehenden Gleichungen und (11):

ki

1 d rn
----

,-
- -I- - _ _ Q Vf* TCf ___

~TT~ ^ C*-1 ^ ^X
-HiC 9i

n r
ki

Nehmen wir, was ohne weiteres erlaubt ist, die Permutation ikl als

gerade an und setzen wir:

JR,
E

t

COS
G&amp;gt;i

= - -
,

Sin OJ;
= -- ;

r
li

rki

so erhalten wir:

cos ;
== cos cOiXi -)- sin ajjX* ,

cos T^J
= cos a) t

- Y^ -f- sin to t

- 3^ ,

cos & = cos Wj^ -j- sin cjjZi- ;

cos A t
- = sin Oi Xi cos ra t-Xjt ,

cos
ft e

-= sin * Fz cos co z
- yfc ,

cos vi = sin a?,-^ cos OiZk

Die geometrische Bedeutung des Winkels co f ist nach diesen Gleichuugen

die folgende: er ist der Winkel, den die positive Richtung der Nor-

rnale der Curve
(&amp;gt;

mit der Curve QI bildet, und es ist:

1 l d co.
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Im einzelnen haben wir also ausser den Gleichungen (13) noch die

folgenden :

M _N ill ill ill
(**) ~j

= z i ~r * #s r~ii T *&amp;gt; #~i r j ~r r
&amp;gt;

-&quot;l ji si -&quot;i *Si MS &quot;* MS rIS

1 J_fL J_ _L f* 1 1 g&amp;lt;&amp;gt;a

r,

= =

H, c ?1 r,
- #s re, r,

- - HS ?&amp;lt;&amp;gt;,

(19)

275. Aquidistanscurven und Cayley sche Gleichung.

Das Bogenelement der Parameterlinien p3 ,

kauu auch als das unendlich kleine Stuck der Xormale der Flache QS

zwischen dieser und der nachsten Flache derselben Schar, p3 -|- dg3)

angesehen werdeu. Auf der Flache Q3 sind also die Curven Hs
= Const,

diejenigen, laugs deren dieses unendlich kleine Stuck der Xormale

constant ist; sie werden deshalb als die Aquidistanzcurven (Gleich-

abstandslinien) der Flache p3
= Const, bezeichnet *). Da nun die

Richtungscosinus der Tangente der Aquidistanzcurve H3
= Const, pro

portional dx, dy, dz, d. h. proportional * d^ -f- ^ rfp2 u. s. w. sind
7

audrerseits aber auch

ff^(Qi -\- dglf Q -f- dQ%, p3 )
=

Const.,

d. h.:

CQi CPs ,

ist, so sind hiernach die Richtungscosinus der Tangente proportional

den Binomen:

cHs ex cH^ ex cH$ cy eHs ey cH^ cz cH^ cz

d. h. ( 274) proportional cos/lj, cosfij, cosr3
. Daraus folgt der Satz:

Die Xormalebene in einem Punkte einer Aquidistanz
curve auf einer Flache p3

= Const, fallt mit der Schmie-

gungsebene der Orthogonaltrajectorie p3 dieser Flache durch

den betreffenden Punkt zusammen.

*) Nor im Falle. dass flj constant ware (oder Ton 9, allein abhinge), wfirde

jede Curve als Aquidistanzcurve aufzufassen sein. Dann ware aber :

d. h. die Curven gs waren gerade Linien und die Flachen gs = Const, einander

parallel.
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Die Gleichung (17):

durch welche die Krummung dieser Orthogonaltrajectorie bestimmt

wird, lasst sicli auch, wie folgt, schreiben:

(20)
= y^g #3 -

wenn ^J
i
den ersten Differentialparameter fiir das Quadrat des Linien-

elements der Flache
3
= Const, und sn das unendlich kleine Stuck

der Normale der Flache
3
= Const, bis zur nachsten Flache bedeutet,

wobei s eine unendlich kleine Constante und n eine Function von px

und Q2
1st. Zu beachten

ist, dass sowohl der obige Satz als auch die

Gleichung (20) allgemein fiir ein beliebiges System von Flachen und

deren Orthogonaltrajectorien gelten*).

In unserem Falle aber, wo es sich um dreifache Orthogonalsysteme

handelt, muss die -Function n infolge der dritten Lame schen Gleichung

(A) noch der Gleichung:

g 2n J_ dHi Sn_ . J-^ dHs cn_

dQidez HI CQs GQ1 HiCiQi CQz

oder unter Anwendung der Bezeichnung fur die covarianten Diiferen-

tialquotienten beziiglich der Flache p3
= Const. ( 26

,
S. 46, (22))

noch der Gleichung:
H
12
=

geniigen.

Diese Gleichung, auf die wir bereits bei verschiedenen Unter-

suchungen, speciell bei der Frage nach den Cykelsystemen ,
zu denen

eine gegebene Flache gehort, gestossen sind, ist in der vorliegenden Be-

deutung von Cayley angegeben worden und moge als die Cayley sche

Gleichung bezeichnet werden.

Aus den Eigenschaften der covarianten Differentialquotienten (Kap.II)

geht sofort hervor, dass fiir eine beliebige Flache S in einem allge-

meinen Coordinatensystem u
}
v die Cayley sche Gleichung folgender-

massen lautet:

^11 ^12 ^22

(21) E F G I

=
0,

D D D&quot;
j

wenn
Edu* + ZFdudv

2D dudv

*) S. M or era, Sui sistemi di superficie e le loro traiettorie ortogonali

(Rendiconti del Reale Istituto Lombardo, 4. Marz 1886).
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die beiden Fundamentaldifferentialformen von S sind*). 1st nun:

l(x, y, z)
= A

die Gleichung einer Schar von ex;
1

Flachen, die einein dreifachen Ortho-

gonalsystem angehort, so konnen wir

1

setzen. Wenn wir nun dieses in (21) einsetzen, so ergiebt sich offen-

bar fur A eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnuug, und zwar

die Darboux sche Gleichung, von der in 269 die Rede war.

Hieraus lasst sich leicht folgern:

Damit eine Schar von oc 1 Flachen einem dreifachen Or-

thogonalsystem angehore, ist notwendig und hinreichend,

dass der unendlich kleine senkrechte Abstand zwischen je

zwei auf einander folgenden Flachen der Schar der Cayley -

schen Gleichung (21) genugt.

276. Combescure sche Transformation.

Combescure hat eine wichtige Transformation der dreifachen

Orthogonalsysteme angegeben**), zu der spater unabhangig von ihm

Darboux fiir den allgemeinen Fall der Orthogonalsysteme mit n Yer-

anderlichen gleichfalls gelangt ist***).

*) Als Beispiel werde eine Flache S betrachtet
,
die auf eine Rotationsflache

abwickelbar ist, und es sei bei ihr:

ds- = rf
s + rs

&amp;lt;/p

a
,

r = cp
; .

Wird
=Crdv

gesetzt, so ergiebt sich sofort:

nll du- + 2nls dudv + n.jdo
s = r (du- -\- r dv*).

Daraus folgt: Fur die Flache S ist die Function:

n = I rdu

eine Losung der Cayley schen Gleichung.
1st S im besonderen eine Schraubenflache. so ist die naehstfolgende Flache

wieder eine Schraubenflache mit derselben Axe und Ganghohe. Hierdurch ist die

Existenz dreifacher Orthogonalsysteme, die eine Schar von Sehraubenflachen mit

gemeinsamer Axe und Ganghohe enthalten, erwiesen. (Vergl. die Abhandlung des

Verfassers: Annali di Matematica, 1. Serie. 4. Bd.)

**) Annales de 1 Ecole Normale Superieure, 1. Serie, 4. Bd.

***) Annales de 1 Ecole Xormale Superieure. 2. Serie. 7. Bd.
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Auf unsern Fall bescbrankt, ist die Aufgabe, die auf die Com-

bescure sche Transformation fiihrt, die folgende:

Gegeben ist ein dreifaches Ortbogonalsystem mittels der

Gleichungen:

X = X(QI , Q2 , Qa ) t y = y(qlf Q^ p.,), g = g(Ql} ^ QS )&amp;gt;

es soil ein zweites:

x = X (QI} 2 , S), y = ?/((&amp;gt;!, 2 , S), z = * (01; 2 , 3)

von der Beschaffenheit. gefunden werden, dass in jedem
Raurnpunkte (x, y, z) die Normalen der drei Flachen des

ersten Systems den entsprechenden Normalen im Punkte

(x j y ,
z

)
des zweiten Systems parallel sind.

Da die Richtungscosinus des Haupttrieders : X1} Yiy Z^ X
2 ,
Y

2 , Z^
X3 ,

Ys ,
Zs fiir beide Systeme dieselben sein miissen, so ist infolge

der Gleichungen (11), 27 1
7 klar, dass dieses auch init den Grossen:

1 8H..

der Fall sein muss. Fiibren wir nun mit Darboux die Bezeicbnung:

1 SH
f

ein, sodass die Gleicbungen (11) in:

(22)

(ibergeben, so nebmen die Lame scben Gleicbungen in den
/3

die fol

gende Gestalt an:

(A*)
=

M&quot;,

wo, wie gewohnlicb, iJcl eine Permutation der Indices 1,2, 3 bedeutet*).

Die gestellte Aufgabe ist demnach mit der folgenden Frage gleicb-

bedeutend:

Wenn die
fiki (i }

1c = 1, 2, 3) drei Functionen von QI} p2 , p.. sind,

die den Gleicbungen (A*) und (B*) geniigen, giebt es dann ein oder

mebrere Wertsysteme H1} H.2,Hr&amp;gt; ,
die mit den

/3
durcb die Relationen:

*) Die Gleichungen (A*) ziehen sechs und die Gleichungen (B*) drei Glei

chungen zwischen den
|3
nach sich.
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(23)

verbunden sind?

Eliminieren wir aus diesen Relationen z. B. JE^ und Ht , so erhalten

wir fur Hs
die drei simultanen Differentialgleiehungen:

,24.
if
+ Ai

- + &/

Uingekehrt, ist Hs eine Losung dieses Simultansystems, so wird alien

Gleichungen (23) Genuge geleistet, wenn

TT -L^ TT
1 gg

ft s 2ei
-

ft, fc

gesetzt wird. Werden aber die Gleichungen (24) bezuglich nacli pj , p2 , ( 3

differenziert and unter Beriicksichtigung eben dieser Gleichungen die

c 3H
Werte, die sich dabei fur -* ^ ^ ergeben, einander gleich gesetzt, so

entstehen zufolge (A*) ebenso viele Identitaten. Die allgemeinen Satze

fiber partielle Differentialgleichungeu besagen nun:

Die allgemeinste Losung H3 der Gleichungen (24) ent-

halt drei willkurliche Functionen von nur je einer der Ver-

anderlichen. Demnach haben wir das Ergebnis:

Jedem dreifachen Orthogonalsystem entsprechen unend-

lich viele solche, die drei willkurliche Functionen enthalten

und bei denen in jedem Punkte die Orientierung des Haupt-
trieders die namliche ist, wie in dem entsprechenden Punkte

des ersten Systems.
Yon den neuen dreifachen OrthogonalsTstemeu naoge es heissen,

dass sie aus dem urspriinglichen mittels der Combescure schen

Transformation erhalten seien. Ihre analytische Bestimmung beruht

auf der Integration des Systems (24), worauf sie sich mittels Quadra-

turen aus den Gleichungen:

dx = ZHiXi dQi , dy = ZH; Y{ dg{ ,
dz = ZH;Z{ rf9,

ergeben, wobei die X,-, YJ-, Z&amp;lt;
ihre urspriinglichen Werte beibehalten.

Es ist klar, dass in den abgeleiteten Systemeu jede einzelne

Flache mit der entsprechenden Flache des Ausgangssystems die spha-

rischen Bilder der Kriimmungslinien gemein hat.
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Anmerkung. -- Zur Aufstellung der Combescure schen Trans

formation konnen wir nach Darboux*) in folgender symmetrischer
Weise verfahren: Es seien W, Wz ,

W die algebraischen Entfernungen
des Punktes (x, y, #) von den Hauptebenen des Punktes (x y #

), sodass

~\xr . y.lv v\ &quot;Y&quot;.

f r / ^J I IA/ tvJ -^-*-

ist. Hieraus folgern wir:

oder:

Es wird also:

Folglich konnen wir eine neue unbekannte Function W emiuhren,
durch deren Ableitungen Wl} W, W3

mittels der Gleichungen:

T^i
=

jf -Q
&amp;gt; W% == ~ ~-

,
W.~ = ~

ausdriickbar sind. Dann komnit aus (a):

c*W d log Hf
SW c log Ht d W

8 Q ; 8Qk 8
Q/.

8 Q; 8 Q- C
Qj.

und fur die unbekannte Function W bekommen wir somit das syin-

inetrische Gleichungssystem:

8*W _ o log H! cW . 8 log H2 cW

8*W _ d log HS 8W . 8 log Hs 8 W

8*W _ 8 log Hs 8W . ^logTA cW

Die Integrabilitatsbedingungen fiir dieses System werden identisch

erfiillt, woraus folgt, dass die allgemeine Losung W drei willkiirliche

Functionen enthalt, da die Werte von W llings dreier von einein

Punkte P ausgehender Parameterlinien p1? p2 , p3 ganz beliebig vorge-

schrieben werden konnen. Ist umgekehrt W irgend eine Losung des

Systems (|3) ;
so bestimmt die Gleichung:

, 1 C W -y- ,

1 C W
-y- ,

1 dW
-y-

nebst den analogen fiir y ,
z ein neues

;
durch Combescure sche

Transformation abgeleitetes Orthogonalsystem.

*) Darboux, Leyons u. s. w., S. 288 u. f.



Kapitel XIX.

Untersnchnng einiger speeieller dreifaelier Orthogonalsysteme.

Systeme, die eine Schar von Rotationsflachen enthalten. Osculierende Cykel-

jysteme. Combescure sche Transformation der nonnalen Kreissysteme. Die

abgeleiteten Systeme sind die allgemeinsten ,
die eine Schar von eben n Krum-

mungslinien haben. Charakteristische Elemente dieser Systeme und ihre Be-

stimmung mittels Quadraturen. Dreifaches Orthogonalsystem der confocalen

Mittelpunktsflachen zweiten Grades. --
Elliptische Coordinates Geodatische

Linien auf den Mittelpunktsflachen zweiten Grades. Satze von Chasles und

Liouville. Geodatische Linien auf dem Ellipsoid. Satz von Joachimsthal.

Geodatische Linien durch die Xabelpunkte. Die Kriimmungslinien als geoda-

tische Ellipsen und Hyperbeln, welche die Nabelpunkte zu Brennpunkt-en haben.

Satze von Roberts und Hart.

277. Dreifache Orthogonalsysteme , die eine Schar von

Rotationsflachen enthalten.

In diesem Kapitel wollen wir die allgemeinen Satze des vorigen

Kapitels auf einige einfache Klassen von dreifachen Orthogonalsystemen
anwenden.

Wir suchen zunachst diejenigen dreifachen Orthogonal

systeme, welche eine Schar von Rotationsflachen euthalten.

Angenommen, in dem dreifachen Orthogonalsystem, das durch den

Ausdruck fur das Quadrat des Linienelements des Raumes:

ds* = Hsdtf + H^d^ + H3-d^
definiert ist, seien die Flachen

(&amp;gt;3
= Const. Rotationsflachen, und zwar

seien die Curven p3
= Const, ihre Meridiancurven. Da diese Cui-ven

geodatische Linieu sind, so ist (S. 148):

^ = 0.
CQs

Die erste der Lame schen Gleichungen (A), S. 485, giebt somit:

cH* ^ j fH\-- = U oder - = .

cgs c?j

Biacchi, BiffereDtialgeometrie. 32
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Im zweiten Falle ware infolge der Gleichungen (13)7
S. 489:

l

es waren demnach die Rotationsflachen pa
= Const, abwickelbare

Flachen, und zwar Kegel oder Cylinder. Diesen Fall wollen wir aus-

schliessen
*). Es bleiben somit nur die Bedingungen :

C lit r\ C-tla
L (J (J

iibrig, woraus

folgt. Demnacli sind die Flachen
Q.A
= Const. Ebenen, namlich die-

jenigen der Meridiancurven der Flachen
2
= Const. Also: Die Rota-

tionsflachen pa
= Const, baben eine gerneinsame Drehaxe, und das

dreifacbe Ortbogonalsystem ergiebt sich
?
wenn in einer Ebene ein (be-

liebiges) doppeltes ortbogonales Curvensystem gezogen und um eine

in dieser Ebene gelegene feste Axe gedreht wird. Das auf diese Weise

erzeugte System von Rotationsflachen bildet zusammen rnit den Meri-

dianebenen das gesucbte dreifache System. Es ist klar (und kann auch

aus den Lame scben Gleicbungen gefolgert werden), dass in dein vor-

liegenden Falle durcb passende Wabl des Parameters p3
auch H

3
un-

abhangig von Q3 gemacht werden kann. Wir konnen also sagen: Die

charakteristische Eigenschaft der hier betrachteten drei-

fachen Orthogonalsysteme besteht darin, dass in deni Aus-

druck ffir das Quadrat des Linienelements,

ds* = H^dtf + Hfdtf + H^d^,
die Coefficienten H17 H*,, H.A Functionen von nur zwei Ver-

anderlichen, ^ und ^, sind.

Die Combescure sche Transformation bietet in diesem Falle wenig
Interesse: die abgeleiteten Systeme enthalten namlich otfenbar auch eine

Schar von Ebenen und sind mit den in 269 betrachteten Systemen
identisch.

*) Hierzu mag Folgeudes bemerkt werden: Da dann H^ nur von p, abhangt,
so kann H

l gleich Eins gesetzt werden. Es sind dann die Parameterlinien Q I

(lerade. Demnacli sind die Flachen Q I
Const, einander parallel, und zwar

sind es im Falle der Cylinder Ebenen, im Falle der Kegel Flachen, fur welche

die Kriimmungslinieu der einen Schar Kreise sind. Der Leser wird leicht nach-

weisen konnen, dass im letzteren Falle die Drehaxen der Kegel die Tangenten
der Ortscurve der Spitzen sind. Diese Curve kann iibrigens willkurlich gewahlt

werden, ebenso wie auch die Offuungen der Kegel willkurlich bleiben.
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278. Osculierende Cykelsysteme.

Eine bemerkenswerte Klasse von dreifachen Orthogonalsystemen
bilden die Ribaucour sclien Cykelsysteme oder die normalen

Kreissysteme, die wir schon in Kap. XTTT behandelt und fiir die wir

speciell in 187, S. 354, den Ausdruck fur das Linieneleinent des Rau-

mes bestimmt haben. Ein. schoner Satz von Ribaucour eriniiglicht

es, aus jedem dreifachen Orthogonalsystein unendlich viele norinale

Kreissysteme abzuleiten. Er lautet:

Werden in den Punkten einer Flache S eines dreifachen

Orthogonalsystems die Schmiegungskreise der Orthogonal-
trajectorien der demselben System angehorigen Flachen con-

struiert, so gehoren diese doppelt unendlich vielen Kreise
einem normalen Kreissystem an.

Dieses norinale Kreissystem wollen wir als das Osculierende

System des gegebenen Systems langs der Flache S bezeichnen.

Um diesen Satz zu beweisen, haben wir nur die Gleichungen des

vorhergehenden Kapitels mit den Gleichungen in 182, S. 344, zu ver-

gleichen, die sich auf die Bestimmung derjenigen Cykelsysteme be-

ziehen, deren Kreise eine gegebene Flache orthogonal schneiden. 1st

namlich (p17 p2 , p3) ein dreifaches Orthogonalsystem, in dem das

Quadrat des Linienelements des Raumes die Form:

annimmt, und betrachten wir eine bestimmte Flache des Systems:

p3 = Const.,

so ist die Function Hz eine Losung der Cayley schen Gleichung:
c*Hs = 1 cH, cHA 1 cH, cH3

fQi CQs &! CQi CQi H* ?Qi ^9j

Bedeutet J^ den Radius des Schmiegungskreises einer Parameterlinie

p3 und o3 den Winkel, den die positive Richtimg ihrer Hauptnormale
mit der Curve ^ bildet, so ist ( 274, S. 491 und 489):

JL J_ (*
lo H

*Y.\. ^
*-

,_ s cog sLOS tO.y - ---- - - -
r-
--

)

-, 3 -HI c 9l

H3 H, clogH,
?&amp;gt;in ojo -- =

-j-_
--F-

ris H* CQ*

Diese Gleichungen beweisen, verglichen mit den Gleichungen (5) und

(13) auf S. 345, den Ribaucour schen Satz.

32*
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270. Dreifache Orthogonalsysteme mit einer Scliar von ebenen

Kriimmungslinien.

Die Combescure sche Transformation der normalen Kreiss}
rsteme

liefert eine interessante Klasse von dreifachen Orthogonalsystemen. Es

ist ohne weiteres klar, dass in jedem System, das durch eine Com
bescure sche Transformation aus einem normalen Kreissystem abgeleitet

wird, diejenigen Curven, welche Kreisen entsprechen, ebene Curven

sind, da die Tangenten einer jeden den Tangenten des entsprechenden
Kreises parallel sind. Also:

In den durch eine Combescure sche Transformation aus

normalen Kreissystemen abgeleiteten dreifachen Orthogonal
systemen sind die Orthogonaltrajectorien der Flachen einer

der drei Scharen ebene Curven.

Es lasst sich auch leicht nachweisen, dass sich umgekehrt jedes

dreifache Orthogonalsystem, in dem die Orthogonaltrajectorien der

Flachen einer der drei Scharen ebene Curven sind (in dem also die

Flachen der anderen beiden Scharen eine Schar ebener Kriimmuugs-
linien besitzen), durch eine Combescure sche Transformation aus einem

normalen Kreissystem ableiten liisst. Es sei namlich (Q I} Q.-,, @3)
ein

dreifaches Orthogonalsystem, in dem die Parameterlinien Q3
eben seien.

Wir betrachten eine Flache Ss
der Schar (p3 )

and das im vorher-

gehenden Paragraphen definierte osculierende Cykelsystem langs derselben.

Es erhellt sofort, dass diejenigen Flachen, deren Kriimmungslinien
die Kreise des Cykelsystems sind

;
dieselben spharischen Bilder der

Kriimmungslinien haben wie die Flachen:

Q!
=

Const., Q2
= Const.

des Ausgangssystems. Daraus folgt, dass zwischen den beiden drei

fachen Orthogonalsystemen die durch die Combescure sche Transfor

mation vermittelte Beziehung hergestellt werden kann. Also:

Wenn in einem dreifachen Orthogonalsystem (p1? ^)27 p.,)

die Curven
p.,

eben sind, so lassen sich die osculierenden

Cykelsysteme langs der Flachen p3
= Const, durch eine

Combescure sche Transformation aus dem Ausgangssystein
ableiten.

Um alle in Rede stehenden Systeme (p17 p27 p..)
zu finden, brauchen

wir also nur diejenigen zu suchen, welche ein gegebenes Cykelsystem

als osculierendes System haben. Diese Aufgabe lasst sich nun, wie

wir jetzt beweisen wollen, lediglich durch Quadrature!! losen*).

*) Vgl. die Abhandlung desVerfassers in denAnnali di Matematica, 19. Bd, 1890.
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Dazu mussen wir auf die Gleichungen des Kap. XIII fur die nor-

malen Kreissysteme ,
insbesondere auf die Gleichungen des 187,

S. 354, zuriickgehen, wo wir in der Formel (23) fur das Quadrat des

Linienelements des Rauines, bezogen auf ein uormales Kreissysteni

(w, v, tv), den Ausdruck:

(1) rf*
2 = Vrfu* -f Ji^dv- + h^dto*

gefundeu haben. Hierin haben 7^, 7&amp;lt;2 ,
7*3

die folgenden Werte:

U2\
lPj

(2)j7,2
=

2sin^|&quot;||+|^cot|sin(V--;-) (&amp;gt;- r^
OSff fl21

/J3
= g sin 6

cw

wo die Grossen E, G, Q, 6, Q, t die in 184, S. 347, 348, angege-

bene Bedeutung haben. Wir erinnern daran, dass J?, G, .& die drei

Functionen von u und v sind, die in dem Ausdruck fiir das Quadrat

des Linienelements der Kugel auftreten:

ds 2 = Edu- -f 2 cos &YEG du d v -f- Gdv2
,

das auf die Bildcurren (it,v) der abwickelbaren Flachen desjenigen Strahlen-

svstems, dessen Strahlen die Axen der Kreise sind, bezogen ist,
wahrend

1 2
1 und die Christoffel schen Symbole bezuglich des Linien

elements der Kugel sind. Der Winkel 6 ergiebt sich aus der Glei-

chtmg (20), S. 349, d. h. aus der Gleichung*):

&amp;lt;,
c (l2\ . 2 G c \i-2\ , |i-2\ (12!

(a) COS-T^{ i j
+ sm2

Tr7l -2 J

== 2
1 l

JI \ -2 }

und geniigt daher den Gleichungen:

/ \ c cose i ^ f
l 2 \ c cos G , ^ x f 1 2 1

(3)
- = 2 (cos &amp;lt;y 1) \ \

j
- = 2 (cos &amp;lt;? + 1 ) [ ,ru 7 ^2J CP v -[1)

die zweckmassig in der nachstehenden Form geschrieben werden:

/q*\ c
lr&amp;gt;

s ^n G _ - cos e
I

* 2 \ r log sin 6 2 cos c
(
1 2 \

cu
~
iTfoosc 1 2 j

r

c&quot;

; 1 cos e 1 1 |

&quot;

*) Falls die Gleichung (a) des Textes cine Identitat. d. h. :

r

cu
(121 c |12] |12| (12)U i

=
?T I -2 I

== 2
I 1 I I 2 I

ist, so muss man auf die weiterhin folgenden Gleichungen (3) oder (3*) zuriick-

gehen, die e bis auf eine Constante bestimmen (vgl. 185).
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Die Function Q(U,V) ist eine (beliebige) Losung der Laplaco schen

Gleichung (vgl. (15) auf S. 347):

2}^4.T^ I
12

)
i

8
f&amp;gt;2

!

r ,

-2 J dv + \Ju { l I
~r Ty 2 f

= 0.

Endlich ist die allgemeine Losung der unbeschrankt integrierbaren
totalen Differentialgleichung (vgl. (18) auf S. 348):

(5) rK-

i cos
(

t - f) + 1
II +y { &amp;gt;;

}

s

Diese allgemeine Losung # enthalt eine willkiirliche
;

rnit M; bezeichnete

Grosse, die als dritte Veranderliche nur in t enthalten ist.

280. Fortsetzung.

Nachdeni wir so an die fruheren Gleichungen erinnert haben
;

bilden wir fur das normale Kreissystem die Grossen
fiik des 276

7

S. 494. Wir erhalten:

12

-/on 7 r.

h, cv

(5*)
o 12

yo cos (
-

)
&amp;gt;/ 1 C h ct

Nun wenden wir die Combescure sche Transformation an, indem wir

zur Bestimmung der Coefficienten H
1} H2} H, des durch die Gleichung:

ds* == H^du2 + H^dv- + HJdw*
definierten transformierten Systems die Gleichungen (24), S. 495, be-

nutzen, die zur Berechnung von N
3 dienen. Fiihren wir in ihnen

statt
jf/3

mittels der Gleichung:

fj t

H* = R sin & 75ow
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eine neue unbekannte Function E (u, v
7 to) ein, so erhalten wir zur

Bestimmung von E die drei simultanen Differentialgleichungen:

- * tang sm

2cosg \l2\~\cR

+
I 1

Die ersten beiden lassen sich aber infolge der Gleichungen (3*} nnd

(5) so schreiben:

cu

Daraus folgt durch Integration sofort:

rE W
etc . a ct

sin- ^~
2 cw

wenn TT eine willkurliche Function von w ist. Eine nochmalige In

tegration nach ic liefert:

CT J h ^J cw

worin 7 einen festen Wert von w bedeutet und die Function ^ nur

von u und v abhangt. Diese Function ist so zu bestimmen, dass der

Wert (7) von E auch der dritten der Gleichungen (6) genugt. Nun

lasst sich sofort nachweisen, dass die Function ^-^^ w
der eben an-

gefuhrten Gleichung genugt, und da die Coefficienten dieser homogeneu

linearen Differentialgleichung frei von ic sind, so genugt ihr auch die

Function:

1 /&quot;&quot; Wdw
sine I

.J cw

Also: Allen Bedingungen (6) wird genugt, wenn in der

Gleichung (7) fur #(M, v) eine beliebige Losung der Laplace&quot;-

schen Gleichung gewahlt wird:
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c*q
,

(
1 2 1 ^ I f

1 2

cucv* \ l
j M ~i&quot;

i 2

von der die Bestimmung der (cyklischen) Strahlensysteme

abhangt, welche die Curven u, v auf der Kugel zu Bildern
ihrer abwickelbaren Flachen haben.

Kann diese Grleichung vollstandig integriert werden, so konnen

auch zu dem gegebenen normalen Kreissystem alle Combescure schen

transformierten Systeme angegeben werden. Die Aufgabe aber, die

wir uns in 279 gestellt haben
; namlich, diejenigen Combescure schen

abgeleiteten Systeme zu bestimmen, welche das gegebene normale

Kreissystem zum Schmiegungssystem langs der Flache w = WQ haben,

wird, wie wir nun zeigen wollen, einfach dadurch gelost7
dass in (7)

#*$
gesetzt wird.

281. Erledigung dieses Problems.

Da Hs den Wert R sin
^- hat, wo E durch die Gleichung (7)

gegeben ist, so ergeben die Gleichungen ( 276, S. 494):

a- J_ 8HS -rj-
1 SHS

1
/? rij - R rii
Pis (jU Pss cv

infolge der Gleichungen (5) und (5*):

2 COS G ( 1 2 1

(8)

2

TJ Ct
. R sm 6 -

:

Fiir die Hauptkriimmungen:

_L = ^
?

JL = ^
r!S -&quot;S

r2S -&quot;S

erhalten wir mithin die Werte:

l i
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also fur die Grossen Q3} caS} y- in 214:

T&amp;gt;

Cl
p3
= H sin 6, ..

= T = O.
J 3

Aus den friiheren Gleichuugen fur p3 und w3 geht, wenn auch die

Gleichimgen (8) beriicksichtigt werden, gerade die Riehtigkeit unserer

Behauptung hervor: Will man das abgeleitete System erhalten, fur

welches das gegebene normale Kreissystem das Schmiegungssystem

langs der Flache ic = ic ist, so muss man in der Gleichung (7) 4

gleich Q, d. h. :

(7*) R= . / - + Q(U.I-)sin mm ft

etc

sin a I

setzen. Das Auftreten dei willkurlichen Function W in dieser Glei

chung ermoglicht es, einer der ebenen Parameterlinien ic eine vorge-

schriebene Gestalt zu geben. Aber damit ist dann die ganze Schar

eindeutig bestimmt. Mithin haben wir den Satz gewonnen:
Zur Bestimmung eines dreifachen OrthogonalsYstems,

in dem die orthogonalen Trajectorien der Flachen eines der

Systeme 2T ebene Curven C sind, konnen die folgenden Ele-

mente willkurlich gegeben werden: erstens eine Flache 2T

des Systems Z&quot;,
zweitens eine Curve C von den Curven C

und drittens das osculierende Cykelsystem langs Z . Diese

Elemente bestimmen das System eindeutig. Es ergiebt sich

lediglich mittels Quadraturen, wenn die Kriimmungslinien
von 2T bekannt sind.

L nter den vorstehenden Systemen giebt es eine Klasse, die beson-

dere Erwahnung verdient. Der Winkel --
giebt infolge der friiheren

Gleichungen die Neigung der Ebenen der Curven C gegen die Flachen

u = Const, an. Wir suchen nun unter den betrachteten dreifachen

Orthogonalsystemen diejenigen, fiir welche der Winkel 6 constant ist.

Da dann infolge der Gleichungen (3)

{V)-o, {V|
=0

ist, so sind die Curven u, r die Bilder der Haupttangentencurven einer

pseudospharischen Flache (S. 130). Fiir das Quadrat des Linienelements

der Kugel ergiebt sich:

ds ~ = du* + 2 cos &du dv + dv*,

worin Q eine Losnng der Gleichung:
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.

5t- 4- sm 5i =
oucv

1st (S. 131), und die Gleichung (4) fur R geht fiber in die Gleiclmng
fur die unendlich kleinen Verbiegungen der pseudospharischen Flachen

(S. 297):

Demnach hangt also die Bestimmung dieser speciellen Systeme von

dem Problem der unendlich kleinen Verbiegungen der pseudosphari

sclien Flachen ab *).

282. Confocale Plachen zweiten Grades.

Wir wollen uns nun mit einem der einfachsten und wichtigsten

dreifachen Orthogonalsysteme, dem System confocaler Flachen zweiten

Grades, beschaftigen. Dasselbe giebt zu den elliptischen Coordinaten

Anlass, die von Lame in die Analysis eingefiihrt worden sind.

Wir betrachten das System confocaler Mittelpunktsflachen zweiten

Grades, das durch die Gleichung defmiert wird:

L 2
*

-1~r2 -

worin p ein veranderlicher Parameter ist, und setzen

a2
&amp;gt;
V

&amp;gt;
c
2

voraus. Die Flache (9) ist nur dann reell, wenn Q zwischen -f-oo und

a2

liegt, und zwar ist sie insbesondere

ein Ellipsoid ..... &amp;gt; . . fiir
-\-&amp;lt;x&amp;gt; &amp;gt; Q &amp;gt;

c
2

,

ein einschaliges Hyperboloid . fiir c
2

&amp;gt; Q &amp;gt;
& 2

,

ein zweischaliges Hyperboloid . fiir &2

&amp;gt;p&amp;gt;-
a2

.

Fiir Q = -J-oo ergiebt sich eine Kugel von unendlich grossem Radius.

Andert sich Q von ~\- oo. bis c
2

,
so bleibt die Flache immer ein

Ellipsoid, dessen kleine Axe yc
2
~P p immerfort stetig abnimmt, bis

sich in der Grenze fiir Q c
2 das Ellipsoid zu dem (doppelt zu

rechnenden) Stuck der xy- Ebene innerhalb der Focalellipse :

x*
i

y*
,

a 2
c
2 &quot;i&quot; 6 2

c
2

abflacht. Sobald Q &amp;lt;
c
2

wird, so wird die Flache ein einschaliges

Hyperboloid, und setzt man Q
= c

2 - - s (e positiv) und lasst dann

e zu Null abnehmen, so erkennt man, dass sich fiir das Hyper-

*) In Betreff weiterer Bemerkungen siehe die vorhin (S. 500) angefiihrte Ab-

handlung des Verfassers.
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boloid zu dem ausserhalb der Focalellipse gelegenen Stuck der jry-Ebene

abflacht. Diese Ellipse stellt somit den Ubergang von der Schar der

Ellipsoide zu derjenigen der einschaligen Hyperboloide dar.

In derselben Weise lasst sich zeigen, dass der Ubergang von

dieser Schar von Hyperboloiden zur. Schar der zweischaligen Hyper

boloide durch Uberschreiten der Focalhyperbel:

a* fr* ft* _ c -

bewerkstelligt wird.

Durch jeden Raumpunkt (|, r
l} ) gehen drei Rachen des Systems

(1), die den drei Wurzelwerten der in p cubischeu Gleichung:

(c
2

-f- p)(
2

-\- (0*T (&amp;lt;*

2
-h p)(^

2
~f~ ?)*

2 =
entsprechen. Da nun

/X+oc)&amp;gt;0, /( c*)&amp;gt;0, /( &2

)&amp;gt;0, /X a2
)&amp;gt;0

ist, so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln pu (&amp;gt;2 , (&amp;gt;3 ,
die bezuglich

in den Intervallen:

+ oc
&amp;gt; pj &amp;gt;

c
2
,

- c
2

&amp;gt; p2 &amp;gt;
Z/
2

,

- I-
&amp;gt; p3 &amp;gt;

a2

liegen. Die drei zugehorigen Flachen des Systems (9):

u s
i i

a *

I I . K8 I

&quot;

x-.S _l n

(10) M-ft & 8 +~r ^ _i ~r

~i~ ^s _i_ T+ Ps & S + Pa C S + 9s

die durch den Punkt (, ;, ) hindurchgehen, sind bezuglich ein Ellip

soid, eiu einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid.

Wir konnen die Lage eines Raumpunktes (x, y, 2) mit Hilfe der

Parameter p17 p2 , p3 der drei Flachen zweiten Grades des Systems (9),

die durch den Punkt hindurchgehen, bestirnnien. In diesem Falle wer-

den p17 p,, p3 die elliptischen Coordinaten des Punktes P genannt.

Sie hangen rnit den Cartesischen Coordinaten x, y, z des Punktes

uiittels der Relationen (10) zusammen.

283. Elliptische Coordinaten.

Zur Berechnung des Linienelements des Raumes in elliptischen

Coordinaten px , p2 , p3 bemerken wir*), dass, da p17 p.,, p3 die Wurzeln

der in p cubischen Gleichung:

*) S. Kirchhoff. Mechanik, 17. Vorlesong.
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__?_ _j__ y___ I

z
*

i __ n
+ e ~t&quot;& +-p~1~c a + p

sind, fur alle Werte von Q die Identitat besteht:

n i ^
x *

-i__^!_ -i_
z

= 1
fa p)(pa P)(P -?)

tt _l_. e
i- ^ + Q

-r
c

z + ft (a

--

Wenn wir nun beiderseits mit

(
2
-f 0)(&

2 + p)(6
&amp;lt;&amp;gt;

-f-

inultiplicieren und dann der Reihe nacb
9 79

(&amp;gt;

= &quot;

7 p ==
(&amp;gt;&quot;

; p

setzen, so erhalten wir:

^2_ W+jiKfl +.e s)(J + es ) .
|2_ (fr + PiW + pK6

_L
(
_ 6)(a c

2

)
F&quot;

(&
2

e*)(& a 2
)

(c
2 a 2

)(c
2 6 2

)

Diese Gleichungen geben die Cartesischen Coordinaten, ausgedriickt

durcb die elliptiscben. Aus ibnen ergeben sicb durcb logarithmiscbe

Differentiation nacb QI} Q2 , Q3 die weiteren Gleicbungen:

ex x cy
(13)

CQf 2
(6

s

cz

und aus den Gleichungen (10) folgt durcb Subtraction von je zweien

und unter Berucksichtigung der Gleicbungen (13):

&quot;VT cx fix
p.

&amp;gt;TT dx ex
Si o ^ == vi V . o

~~
o ===

&quot;i

C&amp;lt;
f &amp;lt;7

wo die Suinmenzeicben andeuten, dass nocb die entsprechenden Glieder

in y und z binzukommen. Hieraus folgt bereits:

Das System (9) von confocalen Mittelpunktsflacben zwei-

ter Ordnung ist ein dreifacbes Ortbogonalsystem.
Wird nun (11) nacb Q differenziert und dann Q der R.eibe nach

gleich 17 Q2 , QZ gesetzt, so ergiebt sich wegen der Gleicbungen (13):

V I
s -Y= (PI

-
P 8 ) (PI

LJ \8 4a 2

(p 2

(13*)

folglicb fiir das Quadrat des Linienelements des Raumes in elliptiscben

Coordinate!! der Ausdruck:

4 (a
2

-j- &amp;lt;?2 )(^
2

-f- Pt)(p ~i~ P)

(ps_iL.pi)(psjr PS)

4 (a
1 -
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,7.2 _. l
f (ft. fa)** fa)__ d 2

_|_-

){& + 1)(c
f + ftr Pl

ft) (e e^ ,7_ 2 _i_

Xft + *)( + *)
9*

-ft) _

Hieraus ersehen wir, dass in dein vorliegenden dreifacheu Orthogonal-

system die Kriiinmungslinien auf jeder Flache eines der drei Systeme

ein Isothermensystem bilden. Es giebt jedoch ein allgemeineres, von

Darboux*) gefundenes dreifacbes Orthogonalsystem, dem dieselbe

Eigenscbaft zukommt. Die Flachen dieses Systems sind ebenfalls

algebraiscb, aber von der vierten Ordnung.

284. Satz von Chasles.

Das Isotherihensystem der Kruininungslinieu auf einer Flache zweiten

Grades besitzt ferner die Eigenschaft, aus geodatischeu Ellipse n

uud Hyperbeln zu bestehen, wie aus dem Ausdruck (14) fur das

Quadrat des Linienelemeuts erheUt (vgl. 88, S. 172, 173). Die Flachen

zweiten Grades gehoren namlich zur Klasse der Liouville schen Flachen,

auf deuen sich die geodatischen Linien mittels Quadrature!! ergeben.

Wir wollen nun gerade die Eigenschaften der geodatischen Linien auf

den Mittelpunktsflachen zweiten Grades, msbesondere auf dem Ellipsoid,

untersuchen. Anstatt aber von den allgemeinen Eigenschaften der

Liouville schen Flachen auszugehen, wolleii wir einen directen geome-

trischen Weg einschlagen, auf dem wir die Eigenschaften der coii-

focalen Flachen zweiten Gi-ades verwerten, und wolleii dann die so

erhaltenen Ergebnisse uiit denjenigen vergleichen, welche aus den

allgemeinen Gleichungeu in 88, Kap. VI, folgen**).

Der grundlegende, von Chasles herruhrende Satz, der geonie-

trisch zur Bestimmuug der geodatischen Linien fiihrt, ist der folgende:

Das Strahlensystem, das von den gemeinschaftlichen

Tangenten zweier coufocaler Flachen zweiten Grades gebil-

det wird, ist ein Normalensystem.
Es seien namlich Q , Q&quot;

die Werte des Parameters Q in der Glei-

chung (9) fur die beiden in Rede stehenden confocalen Flachen zweiteu

Grades und x
, y , ; x&quot;, y&quot;,

z&quot; die Coordinaten der beideu Beriih-

ruugspunkte eines Strahles jenes Strahleusystems mit den Flachen p

bez.
Q&quot;.

Dann haben wir:

* Annales u. s. w., 3. Bd., 1886.

**) S. Darboux. 2. Bd., S. 295 u. f.



510 Kap. 19. Untersuchnng einiger specieller dreifacher Orthogonalsysteme.

/Y1 2
*3J ^ &

* %

^

x
_i_ y _j_

z __ i

(15) ~t
Q ^ ? c r4

&amp;gt;

*
,v&amp;gt;&quot;2 ni 2

p1
&quot; 2

Da die Richtungscosinus der Normalen der beiden Flachen $ und
9&quot;

in den Punkten (x , y , ), (x&quot;, y&quot;, 2&quot;} wegen der Gleichungen (13) bez.

. y

x&quot;
y&quot;

z&quot;

proportional sind
;
so folgt hieraus nach Yoraussetzung:

x (x&quot;x )
,

y (y&quot;y } . z
(z&quot;

z
} __ n

2 2 2

x&quot;(x&quot;
x )x . yy ?

,

zsz _
&quot; * &quot; 2 &quot;

oder wegen (15):

i

~&quot;a 2

rjr p fe
2

-f- Q c
2

-f- 9

Durch Subtraction ergiebt sich aus den letzten beiden Gleichungen:
x x

&quot;

i
y y&quot;

, _i_
g/g

&quot;

1_ ^^ ^i 2 I _&quot;\ I / I \/
r

/) 8 I &quot;%

&quot;

Daraus folgt, dass die betrachteten beiden Nornialen auf einander

senkrecht stehen
7
und es ist somit der obige Satz bewiesen (vgl. 143,

S. 269).

Nacli dieser Vorbenaerkung bilden die auf der ersten Brennflache

(j von den Strahlen uuahullten Car veil eine Schar von oo 1

geodiitischen

Linien auf dieser Flache zweiten Grades. Wenn wir ferner die Flache

(&amp;gt;

fest und die andere Flache
Q&quot;

sich andern lassen, so erhalten wir

alle geodatischen Linien auf der ersten Flache.

285. Gemeinsame Evolutenflachen.

Lious^ille hat den Weg angegeben, auf dem sich in den ellip-

tischen Coordinaten pu Q.,, Q.A
die Gleichung der Schar paralleler

J^lachen, deren Nornialen die Strahlen des vorhin betrachteten Strahlen-

systems und deren Breimflachen die Flachen zweiten Grades $ und
Q&quot;

sind*) ;
wirklich bilden lasst.

::

)
Diese LeiJeu coufocalen Fliichen zweiten Grades sind also die beiden

Mantel der Evohitenfliiche der Fliichen Z.
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Urn das Ergebnis Liouvilles abzuleiten,.bemerken wir zunachst,

dass, wenn die Function 0(x, y, z) der Gleichung:

. . ^=++ = l (,S.41,oben)

geniigt, die Flachen:

&(x, y, z)
= Const.

fine Sehar von Parallelflaehen sind ( 275, Gl. $0;). Nun geht die

Gleichung:

40*l
in krummlinigen Coordinaten Qlf p2 , Q3 ,

in denen das Quadrat des

Linienelements des Raumes die Orthogonalform:

ds- = H^dQl
- + H,-dQ,- + HJdtf

annimmt, uber in (vgl. S. 41):

1 c9V. I c9V-

Wir fuhren jetzt elliptische Coordinate!! ein, wobei wir der Kurze

halber

(17) f(9) - 4(
2

setzen. Daun lautet Gleichung (14):

(19) df

uud Gleichung (16) geht uber in:

=

Dieser Gleichung wird genugt durch:

(20) & -

wo a und
ft

willkurliche Coustanten sind, denn es ist identisch:

.-- g
)(g.--^) -,

wie aus den bekannten Formeln fur die Zerlegung des Bruches:

(e )(e P)

(? ?i)(? ?8)(? es )

in Partialbruche hervorgeht.

Die Gleichung:

9a&amp;gt; Qs } = Const.,
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in der & den durch die Gleicbung (20) gegebenen Wert bat, stellt

demnack eine Schar von Parallelflacben dar. Wir wollen nun nacb-

weisen, dass die beiden Mantel der Evolutenflacbe dieser Flachen eben

die beiden Parameterflacben sind
;

die den Werten Q
= a und Q = /3

entsprechen.

28G. Geodatische Linien auf Mittelpunktsflachen zweiten Grades.

Da die Gleicbung:

^0= 1

fur beliebige Werte der Grossen a und
/5 gilt, so konnen wir sie nacb

a und nacb
/3

differenzieren. So erbalten wir:

(a)

wo V das Symbol fur den gemiscbten Differentialparameter ist (vgl.

S. 41, (16)). Andrerseits ist infolge der Identitat:

(Q;)

aucb:

(b)

Die drei Relationen (a) und (b) besagen nacb 275, dass die Flacben-

scbaren :

(21)
~ = Const.. ~ = Const.
da 0$

zusammen rnit den Parallelflacben:

& = Const.

ein dreifacbes Ortbogonalsystena bilden. Demnacb sind die Flacben

(21) die abwickelbaren Ortsflacben der Nornialen der Flacben &= Const.

(269, Scblusssatz).

Wenn wir jetzt nur nocb beacbten, dass die erste der Gleicbungen

(21) differenziert giebt:

~-^-^~d . =
(QI / (?/)

dass demnacb daraus, wenn QI gleicb a gesetzt wird,

d Qt
=

folgt, so konnen wir schliessen, dass die abwickelbaren Flacben:

c& /-,- = Const.
Got,
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die Flache des confocalen Systems mit dem Parameter a beruhren. Des-

gleichen beruhren die abwickelbaren Flachen:

c0
-j
= Const.

c ?

die Flaehe zweiten Grades mit dem Parameter
ft.

Also sind die beiden

Flachen zweiten Grades mit den Parametern or and
ft

die beiden

Mantel der Evolutenflachen der Flachen:

& = Const.

Wir konneu nun die Gleichung der geodatischen Liuieu auf der

Flaehe zweiten Grades mit dem Parameter a leicht angeben. Dabei

wollen wir, um etwas bestimmtes vor Augen zu haben, voraussetzen.

dass die Flaehe etwa ein Ellipsoid sei*). Setzen wir in:

c9
3-
= Const.

G?

QI gleich or,
so erhalten wir als gesuchte Gleichung:

Sie stellt auf dem Ellipsoid QI
= a diejenigen geodatischen Linien dar,

welche von den gemeinsamen Tangenten dieses Ellipsoids und der

Flaehe zweiten Grades mit dem Parameter
ft

umhullt werden. Sollen

diese geodatischeii Linien reell seiu, so muss
ft

der Parameter eines

ein- oder eines zweischaligeu Hyperboloids sein. Wird im ersten Falle

in (22) p, gleich ft,
im zweiten ps gleich ft gesetzt, so ergiebt sich

bezuglich :

rfp2
= 0, rfp3

= 0.

Demnach beruhren die geodatischen Linien (22), die sich ergeben,

wenn ft
fest bleibt und die Grosse rechts sich andert, sammtlich die

Krummungslinie :

p.,
=

ft
bez. p3

==
ft

des Ellipsoids. Lasst man dann in (22) auch noch die Grosse
ft

sich

andern, so ergeben sich alle geodatischen Liuien auf dem Ellipsoid.

287. Geodatische Linien auf dem Ellipsoid.

Indein wir die allgemeinen Fornieln der voraufgehenden Para-

graphen auf den Fall des Ellipsoids ^ = mit der Gleichung:

S..+S+5-i
. a o c~

*) Die Bestimmung der geodatischen Linien auf dem Ellipsoid ist zum ersten

3Jale von Jacobi durchgefuhrt worden (Crelles Journal, Bd. 19).

Eianchi. Differentialgeometrie, 33
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anwenden, wahlen wir als Parameter M, v der Kriimmungslinien die

Langen der Hauptaxen der confocalen ein- bez. zweischaligen Hyper-
boloide

7
die das Ellipsoid eben in den Kriimmungslinien sehneiden.

Wir setzen also:

u2 = cr + 2 ,
v2 = a 2

-\- Q3

sowie ferner der Kiirze halber:

2a =
Die Parameter u, v variieren innerhalb der durch die Ungleichungen:

&2
;&amp;gt;w

2

;&amp;gt;/r,
h2 ^v 2

&amp;gt;0

angegebenen Grenzen. Das Quadrat des Linienelements lautet hier

(nach S. 509, (14)):

(23) ds2 = (u2 v2
} .5-rsTTT*

--^ du2
-4- ,,-g
-

,;- dv2

L(U ~
&amp;gt;(*&quot;

w ) (/* o* (* v*) J

und geht mittels der Substitutionen :

I I/ == -
8

.r^rrr:. C?M = Wj ,

/S/&quot; a 2 - v* - dv = v.

J f V(h* v *}(k* v*}

unmittelbar in die Liouville sche Form ( 88, S. 172, (22)) fiber. Die

endliche Gleichung (22) der geodatischen Linien ist somit:

/ /
-

a

J V(u^^r^ du

Jf

wie sich auch aus den Gleichungen des soeben angefiikrten Paragra

phen ergeben wiirde. Fiir den Bogen 6 der geodatischen Linien (24),

gerechnet von einer festen Orthogonaltrajectorie an
?
erhalten wir nach

88, S. 172, (23), den Wert:

/ n/(a
2 u^u* C) , ri/( 2

v*)(C w 2
)

,

(25) 6 = I Vj-j T^TT^
---

-i.du-\- I l/yJ2
----^--&av.

J } (u* h*)(k* w 2
) J r (h* v 2

)(k* v)

worin sich das Vorzeichen nach dem Vorzeichen in (24) richtet.

Bedeutet ferner ^ den Winkel, den die geodatischen Linien (24) mit

den Kriimmungslinien v= Const, bilden, so haben wir die intermediare

Integralgleichung erster Ordnung:

(26) ii,
2 sin2 ^ -f- v2 cos2

ty
= Const.

Die Gleichungen (25) und (26) sind iibrigens einfache Folgerungen
aus (24).
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Die Gleichung (26) gestattet eine elegante geometrische Deutung,

die von Joachimsthal herriihrt. Wir wollen sie nun entwickeln,

wobei wir darauf hinweisen, dass dieser Gleichung nicht nur die geo-

diiti&amp;gt;ehen Linien, sondern auch die Kriimmungslinieu geuugeu.

Wir bemerken noch, dass wir bei den reellen geodatischen Linieu

auf dem Ellipsoid drei Arten unterscheiden konnen, je nach dem Wert

der Constanten in der Gleichung (24). Damit eine solche geodatische

Linie (24) reell sei, muss diese Coustante C in dem Intervall:

liegen. Wird nun C ein fester Wert zwischen A 2 und &2
erteilt, so

beruhren (S. 513) samtliche geodatische Linien die Kriimmungslinie:

M2 = C.

Diese Kriimmungslinie besteht aus zwei gesehlossenen Teilen, die ein-

ander diametral gegeuuberliegeu uud um je zwei Nabelpunkte des Ellip

soids geschlungen sind
7
ahnlich wie eine Ellipse um die beiden Brenn-

punkte (vgl. den folgenden Paragrapheu). Die geodatischen Linien

verlaufen ganz innerhalb der Ellipsoidzone zwischen diesen beiden ge
schlossenen Curven, welche sie beim Riickgange auf die Zone beruhren,

auf der sie sich im allgemeinen unzahlig viele Male herurnwinden, ohne

sich zu schliessen. Liegt die Constante C in dem luterrall zwischen h*

und Null, so tritt dasselbe beziiglich der Kruminungslinie:

t
2 = C

ein. 1st endlich C gleich h*, so liegt der bemerkenswerte Fall vor,

dass wir es niit geodatischen Linien zu thun haben
;

die von einein

Xabelpunkt aus- und durch den diametral gegeniiberliegenden hindurch-

gehen. Dieses erhellt schon daraus, dass die Flache des confocalen

Systems, die von den Tangenten der geodatischen Liuien (24) fur

C.= h2 beriihii wird, den Parameter Q = 6- hat, sich also auf die

Focalhyperbel reduciert
?
die somit die genannten Tangenten schneiden.

Die namliche Eigenschaft ergiebt sich auch aus den folgenden Erorte-

rungen.

288. Satz von Joachimsthal.

Um den vorhin erwahnten Joachimsthal scheu Satz abzuleiten,

stellen wir zunachst die folgenden Betrachtungen an: In einem belie-

bigen Punkte (x, y, z) des Ellipsoids legen wir die Tangentialebene und

durch den Mittelpunkt die dazu parallele Ebene: dann hat die Schnitt-

ellipse zu Axen die Durchmesser, die den Richtungen der von (x, y, z)

ausgehenden Kriimmungslinien parallel sind. Bedeuten namlich cos a
?

33*
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cos/3 ; cosy; cos
; cos/3 ? cosy die Richtungscosinus dieser Durch-

inesser, so haben wir:

dx dy cz x i/ z
cos K : cos 8 : cosy = a : ,

-
y-

: = -=-- -
: 4 :

--*
,2 2 2 7

r Qt , cx cy cz x ycos a : cos p : cos y = 5 : ^=~ : ~ =
* : 5-

09% v Ps &Q* a ~

~r Qs 0&quot; -p (),

Hiernach folgt, wenn wir die beiden Gleichungen ( 283):

( ^ i_ y
i

in denen Q t gleicn Null zu setzen ist
?
von einander subtrahieren

;
sofort:

cos a cos a . cos
fJ

cos
(J .^ cosy cosy

a 2 *~ P c
2

Diese Gleichung besagt, dass die beiden in Rede stehenden Durch-

messer einander conjugiert sind, und da sie auch auf einander senk-

recht stehen
;
so fallen sie eben niit den Axen des Centralschnittes zu

sammen.

Bedeuten nun weiter j^ und R2
die Langen der Halbaxen, die

den Tangenten der Curven u = Const, bez. v Const, parallel sind
?

so haben wir nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie:

1 cos 2 a
|^

cos 2
(3 ,

cos 2
y

J? ~ a b c

1 cos 2 a . cos 2
^ .^

cos 2
y

ID 2 2 I

7^2 i ^2

oder wegen der Gleichungen weiter oben:

x*_
. ^ ,

^ 2

i

~T
(a

8 + Ps)
2

(b* + ft)
1

(c
8 +

der Gleichungen (a) :

nebst eineni analogen Ausdruck fiir jp. Nun folgt aus der ersten

2 /i|2x
|

y I

also ist :
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Folglich ist:

-Ri
2 =

Paj analog J?2
2 =

p2 ,

d. h.:

(27) J?
x

- = a2
t;
2
, #,

2 = a- u 2
.

Diese Gleichungen zeigen uns, dass JJ
t

die Lange der grossen und 7f,

die der kleinen Halbaxe ist.

Im Centralschnitt ziehen wir nun den Halbmesser parallel der-

jenigen Tangente im Punkte (x, y, z] des Ellipsoids, welche mit den

Curven v = Const, den Winkel # bildet, und bezeichnen mit R seine

Lange; dann haben wir bekanntlich:

Bedeutet ferner d die Entfernung des Mittelpunkts von der Tangen-
tialebene im Punkte (x t y, z), so ist:

1 ^* M 2 Z 8
1 _ ^__I I/ I

Z

8- a 4 6 4
c 4

d. h. wegen der Gleichungen (13) und (13*), S. 508, in denen QI

gleich Null zu setzen ist:

5 2 a*&*c*

Daraus folgern wir:

(27*)

Wenn wir dieses mit (26), der intermediaren Integralgleichung der geo-

datischen Linien, vergleichen, so erhalten wir den Joachims thaTschen

Satz:

Bei jeder geodatischen Linie auf einem Ellipsoid ist das

Product aus der Entfernung des Mittelpunktes von der Tan-

gentialebene, die in einem Punkte der geodatischen Linie

gelegt wird, und der Lange des Durchmessers, welcher der

*) An diese Gleichung kann die folgende Bemerkimg gekniipft werden: Das

Kriimmungsmass in einem Punkte des Ellipsoids ist gegeben durch:

q*6 gc*
&quot;

(a* *)
8
(a

-
**)*

daraus folgt:

Also: Die Ortseurven der Punkte constanten Krummungsmasses auf

dem Ellipsoid sind diejenigen Curven, welche von den gemein-
samen Tangentialebenen des Ellipsoids und der concentrischen Ku-

geln umhiillt werden.
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Tangente der geodatischen Linie in demselben Punkte paral
lel ist, constant.

Nach dem in 287 Gesagten kommt dieselbe Eigenschaft ausser

den geodatischen auch den Krumumngslinien zu. Daraus folgt wieder,
dass fiir die geodatischen Linien, die ein und dieselbe Kriimmungs-
linie beriihren, die Constante dR oder auch die Constante C in der

Gleichung (24) ein und denselben Wert hat.

289. Geodatische Linien durch die Nabelpunkte.

Wir betrachten nun die vier reellen Nabelpunkte des Ellipsoids .

Sie liegen auf der Hauptellipse, die die grosste und die kleinste Axe
des Ellipsoids zu Axen hat, und ihre Coordinaten sind:

Die Tangentialebene in jedem Nabelpunkt ist vom Mittelpunkt um die

Strecke d = ,- entfernt, und jeder Halbmesser des durch eine zu ihr

parallele Ebene erzeugten Centralschnitts ist gleich 6. Also:

Bei jeder geodatischen Linie, die von einem Nabelpunkt
ausgeht, hat das Product dR den constanten Wert ac. Der

entsprechende Wert der Constanten auf der rechten Seite von (24) ist

somit nach (27*) gleich 7i
2

,
wie wir bereits in 287 bemerkt haben.

Aus dieser Thatsache ergeben sich bemerkenswerte Folgerungen,
die zuerst von Roberts gezogen worden sind. Wir betrachten einen

Ellipsoidpunkt M und

F. s^~ _,. ^*\ verbinden ihn mit zwei

nicht diametral einander

gegeniiberliegenden Na-

belpunkten F und F
i

durch geodatische Bogen
MF undMF

1
. Die Con

stante dR hat fiir beide
&quot;^

geodatische Linien den-

selben Wert; da in M
Fig - 17 - auch d gemeinsam ist, so

miissen die beiden Durchmesser, die den Tangenten der beiden geodatischen

Linien in M parallel gezogen werden, gleiche Lange haben. Sie bilden

folglich mit den Axen des Centralschnitts gleiche Winkel. Da nun
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diese Axen den Richtnngen der Krummungslinien parallel sind, so

folgt hieraus:

Die Richtungen der Krummungslinien in M halbieren

die Winkel zwischen den geodatischen Bogen 3IF und MF
l

.

Daraus folgt weiter, dass der geodatische Bogen MFl}
der J/

mit dem F diametral gegeniiberliegenden Nabelpunkt F verbindet, die

Verlangerung des geodatischen Bogens FM ist. Also:

Jede von einem Nabelpunkt ausgehende geodatische
Linie geht durch den diametral gegeniiberliegenden Nabel

punkt. Wie zwei einander diametral gegeniiberliegende Pimkte auf

der Kugel ,
ebenso konnen auch zwei solche Xabelpunkte auf dem

Ellipsoid durch unzahlig viele geodatische Bogen verbunden werden,

die alle von gleicher Lange sein mussen, da ja schon infolge der

Definition der geodatischen Linie beim Ubergange von einer dieser

Linien zur unendlich nahe benachbarten die erste Variation der Lange

verschwindet.

Schon aus diesen Satzen folgt. dass die Kriimmungslinien auf dem

Ellipsoid geodatische Ellipsen und Hyperbeln sind, deren Brennpunkte

die Nabelpunkte des Ellipsoids sind. Doch wird dieses noch klarer

aus den folgenden Paragraphen hervorgehen.

290. Einfuhrung elliptischer Functionen.

Die endliche Gleichung (24) der geodatischen Linien und die end-

liche Gleichung (25), die ihren Bogen giebt, gehen fur den Fall, dass

die geodatischen Linien von den Nabelpunkten ausgehen (also C gleich

h2
ist), bezuglich uber in:

/roN

(29)

Die Quadraturen in den allgemeinen Gleichungen (24) und (25) fuhren

offenbar auf hyperelliptische Integrate, die jetzt vorliegenden dagegen
auf elliptische. Um sie auszufiihren, setzen wir der Einfachheit halber

die grosste Halbaxe des Ellipsoids gleich der Langeneiuheit (a = 1)

und konnen dann die Grosse /, = }/l c2
&amp;lt;

1 als Modul einer Klasse

Jacobi scher elliptischer Functiouen wahlen, fur welche die Grossen K
und K reell sind. Statt der Parameter u und v fuhren wir neue, r

und TJ, em mittels der Gleichungen:

K = A sn r v = k sn r .

n
iFri-
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Da h kleiner als k ist, setzen wir noch:

In = /csncc,

wo cc eine reelle Grosse- zwischen Null und K ist. Demnach haben wir:

a = 1, I = dn a, c = //, 7i = k sn a.

Es ergeben somit die Gleichungen (12), S. 508
7

fiir die Coordinaten
der Ellipsoidpunkte die Werte:

worin wir bei Wahl des positiven Vorzeichens der Quadratwurzel und
in Anbetracht des Umstandes, dass

P&amp;gt;M
2

&amp;gt;/*
2

, h*&amp;gt;v*&amp;gt;0,

d. h.

1
^&amp;gt;

sn2 r &amp;gt; sn2 a
,

sn2 a
^&amp;gt;

sn2

^ ^
bleiben muss, r und r

x
in den Intervallen:

a&amp;lt;^r&amp;lt;^2K ,

- a
&amp;lt;^

r
t ^ a

variieren lassen miissen. Die Gleichungen (30) geben uns dann die

Punkte des Halbellipsoids y&amp;gt;0,
und die vier Nabelpunkte:

-F==( sna, 0, k cna), F ~~(Bnu, 7
/j cna),

F!=( sn, 7
fc cna), F/= ( sn a, 0, --fc cna),

haben die krummlinigen Coordinaten r und r
A

:

F:
,

a- F : 2Ka, a- F : a, a- F, : 2K K
,

a.

Die Grleichung (28) der geodatischen Linien wird:

/ dn2r * -v- r dn2^
J m r-sn a

dr +J sn^-sn^,
^ r

i
== C nst

Ihr Bogen ist gegeben durch:

6 =
1

dn&quot;

rd-t-^l dn 2 r
x
^r

x
.

Nelimen wir einen Punkt Jf auf dem Halbellipsoid y &amp;gt;
an und be-

nutzen wir die Gleichungen fiir den geodatischen Bogen FM, wobei
wir beriicksichtigen, dass r

t abninimt, wenn r wachst, so sehen wir,
dass wir die unteren Vorzeichen wahlen miissen. Es ist daher

(3 =
1

dn 2 % dr /dn2 r
i
dr

1

a a

die Lange des geodatischen Bogens FM, gereclmet von F an, d. h.:

(31) tf = (r
-

rj + Z(r)
-

Z(r,\
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wo Z(r) die bekannte Jacobi sche Function und E die Lange eines

Quadranten der Hauptellipse in der ar^-Ebene ist.

Fur den geodatischen Bogen F^M dagegen gelten die entgegeu-

gesetzteu Yorzeicheu. Also ist seine Lange gegeben durch:

(31*) *x
= f (r + rj + Z(r) + Z(rJ.

Setzen wir in (31)
r = 2 A~ a, r

x
= a

oder in (31*)
T = ~2K a, T

I
= a,

so erhellt, dass alle geodatischen Bogen FF oder F^F^ dieselbe

Lange 2E haben. Durch Addition und Subtraction folgt weiter:

- in &quot;7f \
GI ~T 6 = ~

K r -\- 2Z(T) }

6
l

6 = ~ r
1 + 2Z(r1).

Die Krummungslinien r = Const., r
l

Const, sind also geodatische

Ellipsen bez. Hyperbeln mit den Brennpuukten F und F
l

. Wird aber

einer der Brennpunkte durch den diametral entgegeugesetzten, z. B. F
l

durch JFj , ersetzt, so werden die Curven T
I
= Const, geodatische Ellip

sen und die Curven r = Const, geodatische Hyperbelu mit den Brenn-

punkten F und .F/. Jede Krummungslinie auf eiueni Ellipsoid kanu

daher in der Weise beschriebeu werden, dass man die beiden Euden

eines Fadeus von constanter Lauge in zwei nicht diametral gegeniiber-

liegenden Breuupunkten befestigt uud ihn mittels eines Stiftes in 31

auf dem Ellipsoid straff zieht; dann beschreibt die Spitze M des Stiftes

eine Kruinmungslinie.

291. Linienelement auf dem Ellipsoid.

Wir wollen nun den Ausdruck fur das Linienelement des Ellip

soids suchen, wenn die von einem Xabelpunkt ausgehenden geodati
schen Linien und ihre orthogonaleu Trajectorien zu Grande gelegt

werden. Wahlen wir z. B. die vom Xabelpunkt F ausgehenden geo-
datischeu Linien uud gehen wir auf die Gleichuugen (28) und (29)

zuriick, wobei wir setzen:

L&amp;gt;S* ll/a*~ U* dU
/ l/ - c8 d* _^

J V k* - u* u* 7i
2 J \ k* - v 3 v- - h-

~

-&amp;gt;, ,
: /I /a* u ~

j /I /a* 0* -,

J V=* du J Vv^ &amp;lt;h~ - *
&amp;gt;
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so sind die Curven &amp;lt;D
= Const, die geodatischen Linien und die Cur-

ven 6 = Const, ihre orthogonalen Trajectorien. Nun ist nach S. 67,

(14), (15), (16), und S. 514, (23):

Demnach nimmt das Quadrat des Linienelements des Ellipsoids in den

Coordinaten
tf,
# die Form an

( 36, S. 68 und 69 oben) :

(32) ds2 = dtf + (u
2 h2

)(h
2 ry 0&amp;gt;

2
.

Die Grosse auf der rechten Seite in der Gleichung (28*) der

von F ausgehenden geodatischen Linien hangt lediglich von der Rich-

tung der geodatischen Linie in F ab. Bezeichnen wir mit GJ den

Winkel, den der geodatische Bogen zwischen F und M mit der Rich

tung FF der Hauptellipse y = bildet, so ist eine Function von

GJ, fur die der wirkliche Ausdruck gesucht werden muss. Hierzu be-

stimmen wir die additive Constante von (D in der Weise, dass wir setzen:

(33)

Verbinden wir nun M mit F
1
und bezeichnen wir mit cp den Aussen-

winkel F
1
MF des geodatischen Dreiecks MFF

l
bei M, so ist to offen-

bar der Grenzwert von 97, der hervorgeht, wenn sich M bei der Ver-

ruckung auf dem betrachteten geodatischen Bogen MF dem Punkte F
ohne Ende nahert.

Fig. 18.

Nun halbiert nach S. 519 die von M ausgehende Kriimmungslime
v = Const, den Winkel F

1
MF und bildet mit dem geodatischen Bogen

FM den Winkel ^, der durch die Gleichung (26) bestimmt wird, in

der C gleich h2
ist. Folglich ist

cp
= n 2^ ;

also:
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H S
7i

2

523

und somit:

(34)

o

tg-
f.^

, 2 oa ,.

tg- v = lim
1r

Schreiben wir nun die Gleichung (33) wie folgt:

u

f (~\/a~
2

-i /a 2
7i

2 \ du

v

t / 1 /*
*

1/a&amp;gt; * \ rfg
i

I I K P ^ y I* h*} r * h- ~r
J \r A.

o

U V

-i /a* 7t
2 f /^ du /^ &amp;lt;?t?

-
K F^rp LJ ^=TT2 J r - 7,

2
J

i

so sehen wir, dass, wenn sich u und u dem Wert h nahern, die

Differenz der beiden ersten Integrale gegen einen bestimmten und end-

lichen Grenzwert convergiert, der nur von den Constanten a, A*,
h ab-

hangt, wahrend der zweite Teil von O in der Form:

geschrieben werden kann und in der Grenze fur u = h, v = li infolge

von (34) gegen

^P , A- h

convergiert. Es ist also:

wo J. eine Constante ist. Wird nun in der Gleichung (32) 03 statt

als Parameter eingefiihrt, so geht sie fiber in:

oder:

(35) ds- = ,

worin y nach 283, (12), S. 508, die Entfernung des Punktes 31 von

der x^-Ebene, in der die Nabelpunkte liegen, bedeutet. Dieses ist die

bemerkenswerte Gleichung, die von Roberts herruhrt.
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292. Verlauf der geodatischen Linien.

Verbinden wir denselben Punkt M mit dem Nabelpunkt F1
und

bezeichnen wir mit a
1

den geodatischen Bogen MFlt mit co
1

den
Winkel

MI&amp;lt;\F (siehe Fig. 18, S. 522), so haben wir eben gemass
obiger Gleichung:

j

Daraus folgt:

(da
_ d6

) (da + da )
= y

&amp;gt;

(_^L_ _ 45L) M^L. . 4
\sm

coj
sin co/ \sm Wj si

Langs der Kriimmungslinien:

M = Const., v = Const.

ist beziiglich (vgl. 290, S. 521):

d&amp;lt;s -f- dat
=

0, d&amp;lt;5 d^ = 0,

folglich :

to-
^

tg f tg
Wl =

Const., bez. --A = Const.*).
tg&quot;

1

5
2

Verlangern wir nun den geodatischen Bogen FM, bis er durch den

gegeniiberliegenden Nabelpunkt geht, und ist w der Winkel, den der

geodatische Bogen F M zwischen F und M mit dem Bogen FFi
.

der Hauptellipse bildet, wahrend die Lange des Bogens FM be-

zeichnet (siehe Pig. 18), so haben wir wegen (35):

da 2 + -X- do 2 = d(?
2 + ,-

?/

2^, f7
2

.
1 sin 2

o&amp;gt; sin 2
co

Da ja

da 2 = da2

ist, folgt also:

(Zco
8

_dffl^
sin 2

co sin 2
co

Mit Rucksicht darauf, dass a rnit wachsendem o abnimmt, ergiebt
sich hieraus:

dm . (Zoo

sin co sin co

somit:

co co

%
2&quot;

g 2^
^ Const -

Der Wert der Constanten rechts lasst sich leicht durch den Winkel

*) Von der Richtigkeit dieser Zusammengehorigkeit iiberzeugen wir uns leicht,

wenn wir berucksichtigen, dass langs der (Kriimmimgs-)Ellipse z = co mit abneh-
mendem co

t wachst, dagegen langs der Ellipse x = co und co
l gleichzeitig

wachsen oder abnehmen.
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Q ausdriicken, der zu dem geodatischen Bogen gehort, der F mit dein

Endpunkt der mittleren Axe verbindet. Es ist uamlich in diesem Falle:

co = =
,

daher:

I in Anschluss an diese Gleichuug konnen wir leicht den weiteren Verlauf

der geodatischen Linien verfolgen. Der geodatische Bogen FMF
durchdringt in F&quot; die #-Ebene, setzt sich in einen ueuen Bogeu
F NF auf dein anderen Halbellipsoid y &amp;lt;

fort imd kehrt so nach F
zuriick. Hier schliesst er sich jedoch nicht, wie im Falle der Kugel;

er bildet vielmehr, indem er von neuem von F ausgeht, mit dem

Bogen FFl
einen neuen Winkel co(1)

,
der von at verschiedeii ist. Wenn

wir nanilich auf den neuen Bogen F NF die Gleichung (36) anwenden

und dabei berucksiehtigen, dass die neuen Werte von to und Q bez.

x o(1) und x co sind, so erhalten wir:

, o&amp;gt;

(1)
o&amp;gt; , &

cot cot =
tg- y

Aus der Verbindung dieser Gleichuug mit (36) ergiebt sich:

Da der Winkel ii spitz 7
deninach A

&amp;gt;
1 ist, so folgt daraus:

o&amp;lt;

1
&amp;gt;&amp;gt;

co.

Bedeutet allgemein w(ll) den Wert von nach n Umlaufen der geoda

tischen Linie auf dem Ellipsoid, so haben wir:

Es nahert sich also der Winkel co^ mit wachsendem n immer inehr

einem gestreckten, und die geodatische Linie schmiegt sich immer

inniger der Hauptellipse an, die durch die Xabelpunkte geht.



Kapitel XX.

Dreifaclie pseudospliarisclie Orthogonal systeme.

Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements des Raumes unter Zugrundelegung
eines dreifachen pseudospharischen Orthogonalsystems. Entsprechcn der Haupt-

tangentencurven. Beispiele. Die Backlund sche Transformation der pseudo

spharischen Flachen. Vertauschbarkeitssatz nnd Folgerungen daraus. Wein-

garten sche Systeme (pseudosphlirische Systeme mit constantem Kriinimungsuiass).

Die Aquidistanzcurven sind parallele geodiitische Kreise. -- Weingarten sche

Systeme mit constanter Flexion. - - Cykelsysteme. - - Dreifaches System von

Schraubenfliichen. Invarianz des Ausdrucks:

____
sin^ca \CQZ Cq

bei einer Backluiid schen Transformation. Complementartransforrnation der

AVeingarten schen Systeme. Allgemeiner Sate von der Existenz der Weingar-
ten sclien Systeme. Pseudospharische Systeme vorn Radius Eins, die eine Kugel

vom Radius Eins enthalten. -- Weingarten sche Systeme mit positivem
Krummungsmass.

293. Linienelement des Raumes unter Zugrundelegung eines

dreifachen pseudospharischen Orthogonalsystems.

Die Ribaucour schen Cykelsysteme mit constantem Radius (vgl.

S. 351 und 457) liefern mis bereits ein Beispiel von dreifachen Ortho-

gonalsysternen, in denen die Flachen eines der drei Systeme constantes

Kriimmungsmass haben. In diesem Kapitel wollen wir nun allgemein

diejenigen dreifachen Orthogonalsysteme untersuchen, welche eine Schar

von Flachen constanten Kriirnnmngsmasses enthalten. Dabei wollen

wir vor allem den Fall in Betracht ziehen
7
in dem diese Flachen pseu-

dospharische Flachen von constantem oder veranderlichem Radius sind,

da uns eben nur in diesem Falle in der Backluiid schen Transformation

ein geometrisches Verfahren zu Gebote steht
7

mittels dessen wir eine

imbegrenzte Anzahl solcher Systeme finden konnen.

Wir schliessen von vornherein den Fall aus, in dem die Flachen

constanten Krumrnungsmasses in dem dreifachen System Rotations-
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flachen sind. Dieser Fall ist namlich wohlbekannt
( 277), auch wiir-

den fur die zugehorigen dreifachen Orthogonalsvsteme die Gleichungen,

die wir nun ableiten wollen, allgeniein nicht gelten.

Wir setzen voraus, es seien in dem dreifachen Orthogonalsystem,

das durch den Ausdruek fur das Quadrat des Liuienelements:

fr* = Hfdtf + Bfdte* + HJdtf
definiert ist,

die Flachen p3
= Const, pseudospharische Flachen, dereu

Radius J? nnr von p3 abhange. Aus den Gleichungen (S. 489):

J_ 1 fg, J_ 1 cHt

r^
~~

Si #s C 9* r*i -Hj-Hs ces

uud aus der Aunahme: 11 1

rM rw
*

~W-

folgt, dass wir setzen konnen:

TJ 17 D
.
H, .a. CO. J(

, , .IS VS

I 1 f 1T2 _ COt Ot

IT
~~

z&amp;gt;

?

-&quot;s
C PS **

worin der Winkel 2 to die Neigung der beideu Haupttangentencurven,

die von einem Punkte der betreflenden pseudospharischen Flache

p3 = Const, ausgehen , gegen einander angiebt. Durch Eiusetzeu

r tf r Tt

der Werte fur -
:

L und -

,
die sich aus den obigen Gleichungen

ergeben, in den ersteu beiden Lame schen Gleichungen der Gruppe (A),

S. 485, folgt:

1 cH
l

sin at cot 1 c -H* cos en c at

H
l

c o, cos at c g* H* c p, sin o c Q^

und hieraus durch Integration:

- -H\
== cos o V (QI 93) &amp;gt;

-H* == s^u w
9&amp;gt; (p^ , (&amp;gt;3) ,

wo iif nur von p, und p,, w nur von p9 und o., abhauo^t.X 1 &amp;gt; O7 f N X O

Wir wollen nun beweisen, was fur unsere Untersuchung wesent-

lich ist, dass (p und # von p3 unabhangig sind, d. h., dass

^3)
1^7
=

S

=
ist. Zu diesem Zwecke leiten wir aus (1) und (2) ab:

/o *- TT -n Cat , C loff 1*\
(3 *) if., = 1? cot to ( t to I =\fO~O/

= JRtgc,(cottD^ +
r

-^).
&amp;lt;rps cps /

Daraus folgt:

tg^lJ^ + eot^L^^o.O y- I &amp;gt;- f\
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Bestanden nun die Gleichungen (8) nicht, so wiirde sich hieraus ergeben:

(4) iga&amp;gt;

=

wo M von
2
und -ZV&quot; von PJ unabhangig ware. Betrachten wir nun

eine specielle pseudospharische Flache Q3
== c und ersetzen wir die

Parameter ^ 7 p2 beziiglich durch :

so erhalten wir fur das Quadrat des Linienelements der Flache Q3
= c

wegen der Gleichungen (2) den Ausdruck:

(5) ds* = cos^adQi
2

-f- sin2

or^2

2
.

Darin ist wegen (4)

(6)
*&amp;gt;-$&

wo U nur von ^)/ und V nur von
^)2 abhangt. Da aber (5) das

Quadrat des Linienelements einer pseudospharischen Flache vom Radius

R ist, so muss ra, wie sich analog wie in 264 fur die Flachen mit

positivem constantem Krurnnrangsinass nachweisen lasst
;
der partiellen

Differentialgleichung :

/fta.-. C^a&amp;gt; c
2
oj sin eo cos co

(6*)
-

7y 5 ^r = ---
^i&quot;1

. OK Cps
J R-

geniigen. Wegen der Gleichung ((3)
ist dieses nur dann ruoglich,

wenn sich U oder V auf eine Constaute reduciert. In diesem Falle

waren aber die Flachen p3
= c Rotationsflachen, was der Voraussetzung

widerspricht *).

*) Aus den Grleichungen (6) und (6*) wiirde sich namlich ergeben:

U z 4- F 2

i 2 2
(a)

wobei die Striche Differentiationen andeuten.

Wird diese Gleichung nach /, die dann entstehende nach p2 differenziert,

so kommt:

also:

(2rJ
= kUU

, (-=)
= -kVV (k

= Const.).

Durch Integration folgt:

U _ kU~ IV ~
,

u ~ir v ~?r
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Es gelten somit die Gleichungen (3\ and wenn wir die Parameter

glt p2
durch /V ^Pi bez.

f&amp;lt;jprf(&amp;gt;2 ersetzen, so erhalteu wir aus (2)

und (3*):^ o

(7) HI = cos GJ
, H* = sin co

,
H3
= R -

294. Fortsetzung.

Durch diese Werte fur Hl} B^, Hs werden die ersten beiden

Lame schen Gleichungen (A), S. 485, identisch erfullt: die vier iibrigen

gehen in die folgenden fiber :

(8)

von denen die dritte als einfache Folge der zweiten uud rierten weg-

gelassen werden kann. Die erste kann iibrigens zweckmassig in einer

der beiden nachstehenden Formen geschrieben werden:

C / 1 C 8
CO \ = 1_ C

? \sinoi re, &amp;lt;r
cos o&amp;gt; f

C CO C CO

i - ^i - --ii-va -Ni-ci^Ps

i 3 / 1 c*co \ 1 ceo c*co

^ c PJ \cos co c gl c PJ/ sin co c PJ f ps c ps

Wir haben somit das Ergebnis:

Das Quadrat des Linienelements des Raumes lasst sich

bei Zugrundelegung eines dreifachen pseudospharischen Or-

thogonalsystems (QI} Q^, p3) in die Form:

(9) ds2 = cos2
co dg^ -f~ siu2

co f/p2
-

-f~ %

bringen, wo R nur von p3 abhaugt und der Radius der pseu

dospharischen Flachen p3 = Const, ist und die Function
C0 (0i7 Qij Ps) ^em Gleichungssystem (8) genugt.

Umgekehrt gehort zu jeder Losung to(pj, p2 , (&amp;gt;3) dieses

wo C, C
, Cj , Cj&quot;

neue Constanten sind. Somit geht (a) uber in :

(c -c-^u* + (c- c -
JL)

r* = 0,4- ^ ,

und diese Gleichung kann nur dann erfullt sein, wenn U oder V constant ist,

wie zu beweisen war.

Bianchi, Differemtialgeometrie. 34
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Systems ein dreifaches pseudospharisches rthogonalsystem,
in dem das Quadrat des Linienelements des Raumes die Form

(9) annimmt.

Wir werden spater sehen, dass es unzahlig viele Losungen des

Systems (8) giebt, die von fiinf willkiirlichen Functionen abhangen,
und werden den Weg angeben, auf dem sich beliebig viele wirklich

finden lassen. Indem wir fur jetzt diese Orthogonalsysteme als that-

sachlich vorhaiiden annehmen, wollen wir sogleich auf eine wichtige

Eigenschaft derselben hinweisen. Es sind namlich die Gleichungen der

Haupttangentencurven auf alien pseudospharischen Flachen p3
= Const.

die folgenden:
Qi Q-2

~
Const., pj -(- pa

=
Const.,

und wenn

9i 2
= 2

&amp;gt; Pi + P2
= 2

/
3

gesetzt wird, so geht (9) fiber in:

(9*) ds* = da* -f 2cos2to dadp + dp + &l

Fassen wir also als entsprechende Punkte auf zwei pseudospharischen

Flachen des Systems p3
ihre beiden Schnittpunkte mit einer Para-

meterlinie Q3 auf, so haben wir das Ergebnis:

Auf zwei pseudospharischen Flachen des Systems ent-

sprechen einander ausser den Krummungslinien auch die

Haupttangentencurven, und die entsprechenden Bogen sind

gleich lang*).
Daraus folgt, dass auf den Ortsflachen der entsprechenden Haupt

tangentencurven diese Linien geodatische Linien sind. Dieses ergiebt

sich auch unmittelbar aus (9*), denn wenn darin z. B.
/3
= Const/

gesetzt wird, so folgt:

d& = dc? + JP
2

d(&amp;gt;3
*

(vgl. S. 158, (12)).

Die Flachen der beiden Systeme a = Const., /3
= Const, besitzen dem-

nach eine Schar geodatischer Linien mit constanter Torsion**).

295. Beispiele.

Wir geben zunachst einige Beispiele von dreifachen pseudosphari

schen Orthogonalsystemen.

*) Offenbar lasst sich auch aussagen, dass auf zwei pseudospharischen

Flachen des Systems die conjugierten Curvensysteme einander entsprechen. In

dieser Fassung ist der Satz auch auf den Fall anwendbar, in dem die Flachen

QS
= Const, positives constantes Kriimmungsmass besitzen.

**) Die hier beilaufig erwahnten Flachen sind direct von Fibbi in seiner

Habilitationsschrift untersucht worden. (Annali della Reale Scuola Normals Su-

periore di Pisa, 10. Bd., 1888.)
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1) Wir suchen diejenigen Losungen des Systems (8), welche von

(&amp;gt;2 unabhangig sind. In diesem Falle reduciert sich das System (8)

auf die eine Gleichuug:

. co8 so n Ax-- Const -
*

Integriert wird sie durch elliptische Functionen mit veranderlichem

Modul /; mittels der Gleichungen:

(10) cos to = sn (T, ) ,
sin CD = en (T, K),

worin

(10*) r = + *(*), * = A,

A eine willkurliche Constante und
#((&amp;gt;3), ^((&amp;gt;3) willkurliche Functionen

von p3 sind. Die pseudospharischen Flachen p.
= Const, sind Rota-

tionsflachen.

2) Wir betrachten ein System von ex;
1 Dini schen pseudosphari

schen Schraubenflachen (S. 467)7
die dieselbe Axe und dieselbe Tractrix

zur Meridiancurve haben
7
aber hinsichtlich der Ganghohe und also auch

des Krummtingsmasses unter einander verschieden sind. Da hier die

Kugeln, deren Radius gleich dem von der Asymptote abgeschnittenen
constanten Stuck der Tractrixtangente ist nnd deren Mittelpunkte die

Axe erfiillen, die Dini schen Schraubenflachen orthogonal in Krummungs-
linien schneiden

(s. ebenda), so folgt nach dem Darboux schen Satze

(S. 480), dass den beiden Systemen von oc 1 Schraubenflachen und Kugeln
ein drittes Flachensystem zugeordnet werden kann, das zu beiden Systemen

orthogonal ist; wir haben somit ein dreifaches pseudospharisches Ortho-

gonalsystem.

Setzen wir der Einfachheit halber das constante Tangentenstuck
zwischen Tractrix und Asymptote gleich Eins, so ergeben sich zur Be-

stimmung des zugehorigen dreifachen pseudospharischen Orthogonal-

systems leicht die Gleichungen:

(11) COS CD = tgh T, Sin CO =
worin

C11*) r = Ql + Q, tgh p3 + ^

eine willkurliche Function von
(&amp;gt;3 und jR gleich coshp3 ist.

Anmerkung. Das soeben betrachtete pseudospharische System,
dessen Bestimmungsgleichungen leicht explicite anzugeben sind, ist

*) Die erste der Gleichungen (8) ist offenbar eine Identitat. Die dritte und
die vierte Gleichung ergeben unter Beriicksichtigung der modificierten Gleichung
ubereinstimmend die Gleichung des Tertes.

34*
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nur ein besonderer Fall von solchen, die eine Schar Enneper scher

pseudospharischer Flachen enthalten. Diese Flachen, die allgemeiner
sind als die Dini schen Schraubenflachen, besitzen narnlich, wie bereits

S. 471 bemerkt worden ist, eine Schar von Kriimmungslinien auf

Kugeln, welche die Flachen orthogonal schneiden und deren Mittel-

punkte auf einer Geraden liegen. Wir kbnnen demnach bei ihnen die-

selben geometrischen Uberlegungen wie bei den Dini schen Schrauben

flachen anstellen.

296. Anwendung der Backlund schen Transformation.

Wir wollen nun nachweisen, dass wir in der gleichzeitig auf die

oo 1

pseudospharischen Flachen eines bekannten dreifachen pseudospha-

rischen Orthogonalsystems angewandten Backlund schen Transformation

ein Mittel besitzen, aus diesern System oo 2 neue dreifache pseudospha-
rische Orthogonalsysteme derselben Gattung abzuleiten.

Zu diesem Zwecke rniissen wir vor alien Dingen den analytischen

Ausdruck fur die Backlund sche Transformation aufstellen, angewandt
auf eine pseudospharische Flache Q3

= c des Systems vom Radius R(c).

Wir bezeichnen mit & die unveranderliche Entfernung der Brennpunkte
in der zugehorigen pseudospharischen Congruenz 7

mit (? das Comple
ment des Neigungswinkels der Brennebenen

(
251 u. ),

sodass

k = II cos &amp;lt;5

ist. Es sei ferner rp der Neigungswinkel eines Congruenzstrahls gegen
die Kriimmungslinien p2

= Const. Transformieren wir die Fundamen-

talgleichungen (16), S. 453, aus den auf die Haupttangentencurven be-

zogenen Coordinaten:

0i 02
= 2w

&amp;gt; 9i + Q-2
= 2v

in die jetzt vorliegenden, Qi
und p2 ,

denen die Kriimmungslinien zu

Grunde liegen, so erhalten wir die Gleichungen:

!3

q&amp;gt;

. d co sin 9 cos to -)- sin 6 cos 9 sin o&amp;gt;

!*&quot;

**~ 7^
ccp cat cos 90 sin co -j- sin &amp;lt;j sin cp cos co

CQi OQ-i &

Nach dieser Vorbemerkung wendeu wir auf jede pseudospharische

Flache p3
des Systems eine durch die Gleichungen (12) bestimmte

Backluud sche Transformation an, wobei wir Jc einen willkiirlichen

festen Wert erteilen und (5 mittels der Gleichung:

(13) cos 6 w
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als Function von
(&amp;gt;3

auffassen. Wir wahlen dann eine bestimmte

Function qp(pu 2 ,
(&amp;gt;3), die den Gleichungen (11) geniigt, und fragen:

Welchen weiteren Bedingungen miissen wir die Function

&amp;lt;P(QIJ 0*&amp;gt; Q-i)
unterwerfen, damit die cc 1

abgeleiteten pseudo-

spharischen Flachen wieder einem dreifachen Orthogonal-

system angehoren?
Da bei der Backlund schen Transformation die Kriimmungslinien

wieder in Kriirnrnungslinien ubergehen, so ist nach dem Darboux-

Dupin schen Satze hierzu notwendig und hinreichend, dass die neuen

Curren QS die Orthogoualtrajectorien der abgeleiteten pseudospharischen

Flachen sind*).

Es seien x, y, z die Coordinaten eines Raumpunktes, bezogen auf

das urspriingliche System, x
, y ,

z die des Punktes, der aus ihm durch

die Transformation hervorgeht. Dann haben wir (S. 452, (14)):

x = x -f- l (cos(pXl -f- smcp-Xj),

(14) y =y + k (cos cp F! -f sin tp F2) ,

z = z -j- k (cos (fZl -f- sin tp Z*) ,

wo Xlf T1} Zi ,
X2 ,

1&quot;

2 , Z^ die Richtungscosinus der Tangenten der

Parameterlinien Qi
und 9, sind.

297. Fortsetzung.

Aus den Gleichungen (12), S. 485 und 486, erhalten wir im vor-

liegenden Falle:

cXl
Coo y ,

sinoa
^- cHj _ cat

-^~ = -^ ^T 3 W = Z
ĉa&amp;gt;

cosw c^ce,
cat costa

J?

CQs smcucp. rps

nebst analogen Gleichungen in T und Z. Hiernach finden wir durch

Differentiation der Gleichungen (14) und unter Beriicksichtigung der

Gleichungen (12):

(14*)

c *n o x *^7&quot; i

s =
(cos ra cos-qc sm 6 sm cp cos (p sin co) At -f-

, . . . N v . ,^

-f- cos 9? (sin tp cos co -f- sm 6 cos cp sin co) A^ -| R Ak cos tp sn CD ,^

3 ,

*) Es ist ersichtlich, dass die Strecke k constant sein muss, wenn diese

Uberlegungen giltig sein sollen. Es mussen namlich eine Parameterlinie p$ und

ihre transformierte Curve Orthogonaltrajectorien der Strecken /; sein, die ent-

sprechende Punkte derselben verbinden.
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(14*) k sin cp cos to

CX f . . . . \v i

o = sm (p (cos &amp;lt;p

sin co -f- sm &amp;lt;7 sin (p cos
to) X^ -f-

, / o \ ~rr k sm CD c

-f- (sin co sm^qp sin 6 sm 9? cos 9? cos to).A2
~-
jtV

8 5? 7 ^Cp -Y7- 7 &amp;lt;P -\r i

^_ = A; sm 93 &amp;gt; Aj + ft cos 93 ^ A
2 +

. 7 , ik cos qp c&amp;gt;

2
co

,

k sin 9 d*co
,

8co\

\cosco p1 des

~
sin co d^ d$s CQs

s

dazu analoge Gleichungen in y und z . Aus ihnen folgt:

da; ex _ ~

d^de
- u

dx dx

d^ SQS

7 . / . COP
,

A cos qp ^ 2
co . k sin 9?= A; cos cp sm co I sin 6 -j

---- -

Q 3
-----

=
-

\ C cos co c (7 sm co
, -sm co CQzCQs (7 p

y
/ . Off |^

fc cos cp c
z
co

|^
/f sin qp &amp;lt;7

2
cu cro\= = /v sin op cos CD i sin o ~^ I 7^ 7^ I ; ^ ^ 1 -^ /

\ CQS
cos co CQ I OQS

sm co (JQzCQs OQS
/

Wir brauchen somit 95 nur der weiteren Bedingung:

/^ r\ dq&amp;gt; . A; cos cp c
2
co . A; sin qp ? 2

co doa
(15) Sin^T^-H-- -5--*

----
:
- -^--f-- arO

d 9S
cos co ^ pj c ps sm co CQ2 CQS ps

zu unterwerfen, damit die Gleichungen (14) die Coordinaten x
, y z

eines Raumpunktes 7 ausgedriickt durch die Parameter p1? ^2 , QS eines

neuen dreifachen (pseudospharischen) Orthogonalsystems ,
definieren.

Unter der Voraussetzung, dass
&amp;lt;p

thatsachlich den Gleichungen (12)

und (15) gentigt, lasst sich der Nachweis hierfur ohne Schwierigkeit
fuhren.

Die Gleichungen (14*) lassen sich namlich so schreiben:

1 dx
o = (cos to cos op sin sin op sin to) X. -4-

cosqp

-j- (sin cp cos to -j- sin cos op sin
to)X2 -j- cos &amp;lt;7 sin toX3 ,

1 dx f . ... ^
-. ^ =

(cos 99 sin to -j- sin 6 sm (p cos
to)
X

l -(-

-f- (sin op sin to sin 6 cos 99 cos co)X2 cos 6 cos to X3?

7r o = cos t? sin
&amp;lt;p

X
x -f- cos tr cos qpX2

sin 0X3 (wegen (15)).

o
- *

98

Aus ihnen ergiebt sich unmittelbar die Gleichung:

(16) dx* + dy
* + dz 2 = co

aus der ersichtlich ist
;

dass das Linienelement des Raumes auf ein

dreifaches pseudospharisches Orthogonalsystem bezogen ist, wobei der

Winkel to des urspriinglichen Systems durch den Winkels (p ersetzt ist.
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298. Abschluss.

Wir haben nun noch zu zeigen, wie durch passend gewahlte Func-

tionen tpfai Q*, (&amp;gt;3) den drei simultanen Gleichungen (12) und (15)

genugt werden kann. Wir konnen diese Gleichungen zu einer einzigen

totalen Differentialgleichung far die unbekannte Function tp zusammen-

fassen, namlich*):

,.,
_x /sin tp cos oj 4- sin a cos qp sin &amp;lt;a

(17) d&amp;lt;p=

--
cos qp sin (a 4- sin e sin op cos at . c a&amp;gt;-

(c

(k cos qo c s
o&amp;gt; . A sin

&amp;lt;p
?*oa

i Ga&amp;gt;\ ^
\ cos co rpt CQ S sinca CQt C(?s CQS

/
s3 &quot;

1 (k cos qo

sin a \ cos co

Diese Gleichung oder das aquivalente System der Gleichungen (12)

und (15) ist unbeschrankt integrierbar, da ja die Integrabilitats-

bedingungen wegen der Gleichungen (S) bez. (8*), denen o genugt,

und wegen der Relation:

cos 6 = -^A
identisch erfullt sind. Ist also der Wert von /: fest angenommen 7

so

hat die Gleichung (17) eine allgemeine Losung &amp;lt;p

mit einer willkur-

lichen Constanten C. Urn den Wert von C festzulegen, haben wir nur

die Backlund sche Transformierte einer der pseudospharischen Flachen

g3 ,
von denen wir ausgegangen sind, oder die Richtung einer der

Strecken k fest zu bestimmen, die iibrigens \villkurlich, wofern nur

normal zur Parameterlinie p3 , gegeben werden kann.

Wir bemerken, dass die Gleichung (17),

gesetzt, fur A eine totale Diiferentialgleichung vom Riccati schen Tvpus

liefert, von der wir also nur eine particulare Losung zu kennen brau-

chen, um das allgemeine Integral inittels Quadraturen zu erhalten. Fiir

die neu abgeleiteten pseudospharischen Systeme kennen wir bereits

eine particulare Losung der zugehorigen Gleichung (17), namlich die

von dem pseudospharischen Ausgangssystem gelieferte: wenn wir also

den Wert der Constanten ~k ungeandert lassen, genugen schon succes

sive Quadraturen zur unbeschrankt oftmaligen Ausfuhrung der Back-

*) Wenn wir die Gleichung fur qp in der Form des Textes schreiben, so

schliessen -wir naturlich den Wert c= aus, der in dem allgemeinen Falle eines

Teranderlichen R nicht auftreten kann. Fiir constantes J? dagegen ist der Wert

&amp;lt;&amp;gt;

= zulassig, und zwar giebt er zur Complementartransformation der pseudo

spharischen Flachen Anlass. die -weiterhin
( 306) betiachtet werden wird.
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lund schen Transformation. Aber wie fiir eine einzelne pseudosphari
sche Flache, so kann auch in dein vorliegenden Falle das Verfahren

merklich vereinfacht werden, wenn wir den Vertauschbarkeitssatz be-

nutzen, der, wie wir nun nachweisen wollen, auch auf dreifache pseudo

spharische Orthogonalsysteme anwendbar ist.

299. Anwendung des Vertauschbarkeitssatzes.

Indem wir die fiir eine einzelne pseudospharische Flache ange-
wandte Bezeichnungsweise (Kap. XVII) etwas andern, verstehen wir

symbolisch unter Bk die auf ein dreifaches pseudospharisches Ortho-

gonalsystem angewandte Backlund sche Transformation
,
wenn die

constante Entfernung zwischen eineni Punkte von 6 und dem ent-

sprechenden Punkte des abgeleiteten Systems 27 gleich ft ist. Wir
beweisen nun die Giltigkeit des Vertauschbarkeitssatzes:

Sind 27 und 27&quot; zwei dreifache pseudospharische Ortho

gonalsysteme, die mit ein und demselben System 27 mittels

zweier Backlund scher Transformationen B/, bez. Bk }
mit ver-

schiedenen Constanten k und k
, zusammenhangen, so giebt es

ein viertes pseudospharisches System 27
&quot;,

das mit 27 und 27&quot;

mittels Backlund scher Transformationen mit vertauschten

Constanten k
r

bez. li zusammenhangt.
Es seien S, S

,
S&quot; drei entsprechende pseudospharische Flachen

in den drei Systemen. Nach dem fiir einzelne pseudospharische Flachen

giltigen Vertauschbarkeitssatze
( 257) giebt es eine vierte, vollkommen

bestimmte, pseudospharische Flache S
&quot;,

die mit S und S&quot; durch die

Backlund schen Transformationen BX bez. B^, mit vertauschten Con

stanten, zusammenhangt. Wir haben jetzt nur zu beweisen, dass die

oc 1

pseudospharischen Flachen S &quot;

einem vierten dreifachen Ortho-

gonalsystem 27
&quot;

angehoren. Sind nun P, P
, P&quot;,

P &quot;

vier ent

sprechende Punkte auf S, S
} S&quot;,

S&quot;
,
und lassen wir P eine von den

orthogonalen Trajectorien C der Flachen S im System 27 beschreiben,

so werden infolge der in den voraufgehenden Paragraphen entwickelten

Eigenschaften der Backlund schen Transformation P und P&quot; zwei

Orthogonaltrajectorien der Schar S bez. S&quot; beschreiben. Bedeutet C &quot;

die von P &quot;

beschriebene Curve, so brauchen wir nur zu beriicksich-

tigen, dass die Strecken P P &quot;

und P&quot; P &quot;

constant und zu C bez.

C&quot; normal sind
7
und konnen dann daraus schliessen, dass sie zu C &quot;

in P &quot;

normal sind. Diese beiden Strecken sind aber Tangenten von

S &quot;

in P
&quot;,

daher sind die Curven C &quot;

Orthogonaltrajectorien der

pseudospharischen Flachen S &quot;. Erinnern wir uns endlich daran, dass
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bei der Backlund schen Transformation die Kriimmungslinien Kriim-

mungslinien bleiben, so sehen wir, dass die Flachen S&quot; in der That,

wie behauptet wurde, wieder einem dreifachen pseudospharischen Ortho-

gonalsystem angehoren.
Sind die drei Systeme 2T, 27

,
2&quot; bekannt, die durch die Quadrate

ikrer Linienelemente definiert sein mogen:

/
*&quot;*

\ 9
- /a o r 7 -&amp;gt; I o 7 o

| -y-j^ /

&quot;

CU \
-

7 a

as * = COS-CD rtpj- -f- sin- co f/^- -f- R- ( -. ) a()3-,

1 //a O &quot;7 9| a//7 9| T19 / C f& 1 7 a
rfs -= cos- to a^- + sin- co f/p2

-

-f- Jt-( I B^1
,*C

so ergiebt sich das vierte System Z&quot;&quot;,
fur das wir den zugehorigen

Wert von CD mit co
&quot;

bezeicbnen wollen, durch algebraische Operationen

aus der Gleichung (33), S. 463:

c 4- a
cos --

/- Ov a&amp;gt; at 2 at at

(18) tang
--- =- 7 tang

--
,

G
sin

wo
* , A

cos ^ = -=5- ,
cos &amp;lt;?

= -w
J&amp;lt; ^l

ist (vgl. S. 532, (13)).

Stellen wir die Uberlegungeu in 259 an, so erhalten wir demnach

die wichtige Folgerung:
Kennen wir von einem pseudospharischen System 2,&quot; alle

ex;
2
abgeleiteten Backlund schen Systeme, so konrien wir fur

jedes von letzteren Systemen lediglich durch algebraische

Rechnungen und Differentiationen die neuen abgeleiteten
Svsteme bestimmen.

Mit anderen Worten: Wir brauchen nur die Gleichung (17) fiir

alle Werte von A
-

integrieren zu kormen, dann sind die bei der unbe-

grenzt oftmaligen Anwendung der Backlund schen Transformation nach

einander auftretenden Gleichungen vom Riccati schen Typus ohne wei-

teres gleichzeitig mit dieser integriert.

Den Bedingungen des soeben ausgesprochenen Satzes geniigen nun

eben die aus Dini schen Schraubenflachen bestehenden, der Gleichung (11),

S. 531, entsprechenden dreifachen pseudospharischen Svsteme. Ohne die

diesbeziiglichen Rechnungen durchzufuhren, wollen wir dieses kurz

folgendermassen nachweisen : Das System (8) besitzt die evidente Losung
to = 0. Wenden wir auf sie die Backlund sche Transformation mit

der Constanten k an, um eine neue Losung cjp
zu erhalten, so sehen
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wir leicht ein, dass cp nur den beiden Gleichungen (12) zu geniigen

braucht. Dieselben lauten in unserem Falle:

6 (p dtp sin c sin cp

und geben integriert:

wo ty eine willkiirliche Function von p3
ist. Hierin brauchen wir nur

It = \
,

sin &amp;lt;?

= tgh 3

zu setzen, dann erhalten wir sofort die Gleichungen (11). Zu der

Losung 03 = kennen wir demnach alle Backlund schen Transformier-

ten und konnen somit den obigen Satz anwenden. Daraus folgt auch

hier das Yorhandensein einer unendlichen Schar von dreifachen pseudo-

spharischen Systemen, die von gewohnlichen Functionen abhangen

(vgl. 261).

300. Weingarten sche Systeme.

Wir wollen uns nun mit dem besonderen Falle beschaftigen, in

dem die pseudospharischen Flachen des dreifachen Orthogonalsystems

alle denselben Radius haben. Der erste
7
der das Vorhandensein dieser

pseudosphiirischen Systeme erkannt hat, ist Weingarten gewesen ;
der

auf die Moglichkeit des Uberganges von einer Flache mit constantein

Krummungsinass zu einer unendlich nahe benachbarten Flache mit

demselben Krummungsinass hingewiesen hat, und zwar eines derartigen

Uberganges, dass der unendlich kleine normale Abstand zwischen den

beiden Flachen eine Losung der Cayley schen Gleichung ist. Diese be

sonderen pseudospharischen Systeme sollen deswegen, wie in den fruher

angefuhrten Abhandlungen des Verfassers, Weingarten sche Systeme

genannt werden.

Fur diese Systeme setzen wir einfach E gleich Eins. Dann gehen

die Fundamentalgleichungen (8), denen cj geniigen muss, iiber in:

(19)

= Sill 03 COS CO

d (

\COS CO

Ota

^/1 C*CO \
o (
-

o o )
=

dg z
Vsin w OQZ C gj

COS CO a
----

=
-

o a
--

OQ3
Sin CO

2 Qt C Q3

Ceo 1 oca c*co

~$*

CO)

sin
)
s

COS 0) Q1 Q

= COt CO ^ 75 5 tg CO
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Da das Linienelement des Raumes unter Zugnmdelegung des Wein-

garten schen Systems durch

ds~ = cos-Co f/^
2

-{- sin^eo dg** -f-

gegeben ist, so sind auf den pseudospharischen Flachen Q3 die Curven:

- = Const. die Aquidistanzcurven ( 275). Nun stellen wir zu-

nachst den Satz auf:

In einem dreifachen orthogonalen Weingarten schen

System sind die Aquidistanzcurven auf den pseudosphari
schen Flachen parallele geodatische Kreise.

Setzen wir fur den Augenblick:

A = -V+ (-4
r \sin\cos ia c P! rpj sin to cp. Cps

/

so ergiebt sich aus den Gleichungen (19) und (8*):

A __ o *A -
o
- -

&quot;. ^- - w,
2?i ce,

also:

__\
2

, / 1 g \
3_ /^\ 2=

wo jp nur von p3 abhangt. Setzen wir dann:

co)
n = 7=

&amp;gt;

c?s
so erhalten wir (S. 67):

cos 3
o&amp;gt;

wenn z/j der erste Differentialparameter ron n beziiglich des Quadrats

des Linienelements der pseudospharischen Flache p3
=

Const.,

ds~ = cos-co dQj* -\- sin2
cj

tf(&amp;gt;2
2

,

ist. Da also

(20) ^n = Ffa) + n2

ist, so folgt ( 81), dass die Aquidistanzcurven: n = Const, auf der

pseudospharischen Flache Q3 = Const, geodatisch parallel sind. Berech-

nen wir nun nach der Bonnet schen Formel (4), S. 149, die geodati-
i ~

sche Kriimmung -- der Aquidistanzcurven:

1

Q sin co cos

unter Benutzung der Gleichungen:

[~
8 /sinto 1 en\ . /cos co 1 8n

|_f pj \y^J1
n cos &amp;lt;B cpj/ \yj^l

n sin co ps

8/1 cn\ 1 en cca
}
= n coso H = t

c PJ \cos co c P! sin co r p c pa

/ 1 cn\ . 1
1-1 -

I
= n sm GJ

\sin co co,/ cos

r c (o

cos co c P, co.
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die aus (19) folgen, und der sich. aiis (20) ergebenden:

o ^
l
n (, n cd.n rt 3 n
~- = 2n

&amp;gt;

-- = 2w^ &amp;gt;

r 9i CQi GQi tQz
so erhalten wir:

(21)
1 = n

9n y^n
Es sind demnach die Aquidistanzcurven : n = Const, auch Curven

constanter geodatischer Kriirnmung und deshalb geodatische Kreise.

Daraus folgt ( 39):

Auf den pseudospharischen Flachen eines gegebenen Wein-

garten schen Systems lassen sich die geodatischen Linien
mittels Quadraturen bestimmen.

301. Fortsetzung.

Wir bemerken, dass im vorliegenden Falle das System (19)

vollig aquivalent ist dem folgenden:

(C*a&amp;gt; c^m

j^-^^smcDCOSco,
_1 _ / g o. V

_L_
1

( 11^_Y_ (^V~ F(o }

[cos^fa \dQ, dqj
r sin oj \8 Qa d&amp;lt;&amp;gt;J \3&amp;lt;&amp;gt;J

Wir haben in der That gesehen, dass dieses aus dem System (19) folgt;

aber umgekehrt folgt auch aus dem System (A) das System (19). Man
setze namlich:

M= -, N= -

1 g8 &quot;

cos co 3 pj o ps sin (o CQS CQS

und differenziere die erste der Gleichungen (A) nach p3 ,
die zweite

das erste Mai nach p1? das zweite Mai nach $2
. Die drei neu ent-

standenen Gleichungen ;
zusammen mit der vierten:

d (M cos co) c (N sin co)

CQs OK

lose man nach den Differentialquotienten ^ ? Q &amp;gt; ^ ? ^ auf,

CQi CQs &amp;lt;^9i CQs

so ergeben sich genau die Gleichungen (19). Ein Ausnahmefall wiirde

dann eintreten, wenn die Determinante :

cos co sin co

cos co sin co

M N
M N

= N2 cos 2
co M 2

sin
2
co

gleich Null ware. In diesem Falle wiirde aber hieraus und aus (20)

folgen :
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( 1),

Wurde dann die erste dieser Gleichungen nach p2
und die zweite nach

P! differenziert, so ergabe sich:

Cat - C

also:

was der ersten Gleichung (A) widerspricht.

Xach dieser Vorbemerkung haben wir nun drei Falle zu unter-

scheiden, je nachdem die parallelen geodatischen Kreise n = Const.

einen imaginaren oder einen reellen, im Endlichen gelegenen, Mittel-

punkt haben oder Grenzkreise sind. Dementsprechend ist:

Wegen (21) werden diese drei Falle durch das Yorzeichen von

unterschieden; es ist namlich bezuglich:

Durch geeignete Andening des Parameters
(&amp;gt;3

konnen wir in den ersten

beiden Fallen

JF(ft)
= + l bez. F(p3)

= -l
machen. Nun haben wir, unter & den Winkel verstanden, den die

positive Richtung der Hauptnormale der Parameterlinie p3
auf der

pseudospharischen Flache mit der Curve p2
= Const, bildet, nach den

Gleichungen in 274, S. 490:

(22) r
i

wo J?3 der Radius der ersten Kriimmung dieser Curven ist, die durch

1

r s

gegeben ist. Die Flexion -=- der Orthogonaltrajectorien der pseudo

spharischen Flachen soil der Kiirze halber die Flexion des Wein-

garten schen Systems in dem betreffenden Raumpunkte genannt

werden. Wir haben also das Ergebnis:

Die charakteristischen Gleichungen fur die Function o

in einem Weingarten schen System konnen wie folgt ge-

schriebeu werden:
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(A*)

= sin co cos co

cos 2
co

_\
2

,__i_ c_^!^_y _ /i^\
2 _ i

/
* sin 2

co

~~

je nachdem die Flexion des Systems grosser oder kleiner als

Eins ist.

302. &quot;Weingarten sche Systeme mit der Flexion Eins.

Der in der Mitte liegende Fall, in dem die Flexion des Systems

gleich Eins ist, ist besonders interessant. Dazu braucht nur eine

der Curven 3 constante Flexion (gleich Eins) zu besitzen, so sind auf

jeder pseudospharischen Flache des Systems infolge der Gleichungen

(21) und (23) die Aquidistanzcurven: n = Const, parallele Grenzkreise,

und es besitzen demnach alle iibrigen Curven
3 ebenfalls die constante

Flexion Eins. In diesem Falle bezeichnen wir das Weingarten sche

System als ein solches mit constanter Flexion. Dasselbe ist durch

den Wert
-F((&amp;gt;3)

= und somit durch die folgenden Gleichungen fur

co charakterisiert:

(B)

C Z
OJ = sm K) cos a?

cos 5

. _
sin 2

ca

Fiihren wir den durch die Gleichungen (22) bestimmten Winkel #

ein, so konnen wir, da JR
3 gleich Eins ist, fiir das System (B) das

nachstehende setzen:

(B*)

C CO C GO

&amp;gt;- o = sm K&amp;gt; cos co ,2

= cos & cos co

d(o
~

TJ

== sin tf sin co

Die Gleichungen (19), die aus diesen folgen, geben dann:

, I- ~ = sin # cos co ,

v Pi G Qt

c& dm _
K

1- o = cos & sin co
,

aus denen durch Elimination von co folgt:

(25 )
. 75

= sin 0- cos # .

G O C: O

Durch Differentiation der Gleichungen (24) nach $3 ergiebt sich:
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= COS fr COS O 7=
&amp;gt;

?i fQs c Qs

G* C
- = sin & sm &amp;lt;D ^ t

\ c Qt c ps c ps

also ist:

--
C 9l CQS J Sin d \CQt CQa

Aus (25) und (27) folgt, dass 9 dem System (B) genugt. Es bestimmt

somit -9- ein Weingarten sches System mit constanter Flexion, das zur

Gleichung:

ds* = co

gehort. Der geometrische Zusammenhapg zwischeu diesem neuen Wein-

garten schen System mit constanter Flexion und dem alten wird spater

( 906) klar zu Tage treten.

303. Ableitung der Ribaucour schen Cykelsysteme.

Als Beispiele von Weiugarten schen Systernen mit constanter

Flexion kennen wir bereits die Ribaucour schen Cykelsysteme von con-

stantem Radius. Um zu sehen, ob sich das Vorhandensein derselben

auch aus den allgemeinen Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen

ergiebt, bemerken wir, dass wir fur die Torsion -=r der Curven QS in

einem Weingaiien schen System mit constanter Flexion denWert (274):

s co&amp;gt;

CQs

haben. Ist also fr von p3 unabhangig, so ist
-^- gleich Xull, d. h. die
-*

Curven p3 sind Kreise vom Radius Eins. Um die Systeme zu erhal-

ten, brauchen wir nach dem vorhergehenden Paragraphen nur von einer

beliebigen pseudospharischen Flache S auszugehen, fur das unter Zu-

grundelegung der Kriimmungslinien

ds2 = cos &dQ^ -f- sin-& dp}*

ist, und ra aus dem unbeschrankt integrierbaren System:

COO n C& _ .

=
--h - - = cos & sin ra ,

001 GQ,

Cot , C& _- = sm 9- cos to

CQ* CQi

zu bestimmen; dann erhalten wir, unter p3 die in o enthaltene will-

kiirliche Constaute verstanden, gerade die Gleicliungen (B), die offeubar
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ein Ribaucour sches Cykelsystem charakterisieren. Dasselbe wird von

den oo 1

pseudospharischen Complementarflachen von S gebildet (vgl.

186).

Es mag noch bemerkt werden, dass aus der Combination der all-

gemeinen Gleichungen (26) im vorhergehenden Paragraphen und der

letzten beiden Gleichungen (B)

folgt, wo ^((0 nur von p3 abhangt, dass also, wenn - - fiir ein be-
VQs

sonderes Wertepaar p1? p2 (was auch Q3
sein mag), gleich Null

ist, es

auch fur alle gleich Null ist. Also:

Wenn in einem Weingarten schen System mit der con-

stanten Flexion Eins eine von den Orthogonaltrajectorien
der pseudospharischen Flachen ein Kreis vom Radius Eins

ist, so sind es auch alle anderen, und das System ist mit

einem Ribaucour schen Cykelsystem identisch.

304. Dreifaches System von Schraubenflachen.

Um an einem wirklichen Beispiel das Vorhandensein Weingarten scher

Systeme mit constanter Flexion, abgesehen von den Cykelsysternen, zu

erkennen, sehen wir zu, ob wir dem Fundamentalsystem (A) dadurch

geniigen konnen, dass wir iv als Function einer linearen Combination

der Variabeln:

T = - 1
- 4- -f

2-4-
(&amp;gt; (a .1) = Const.)a b

annehrnen. Setzen wir:

so ergiebt sich aus der ersten Gleichung (A):

,. a 2 b
3 sin f cos f

I
==

^2 a 2

und hieraus durch Integration:

f
* = C -f^v sinV-

Die zweite Gleichung (A) stellt sich dann als identisch erfiillt heraus.

Wahlen wir

so haben wir:

df

^^ S^ f
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demnach :

sin GJ =

Fur das Quadrat des Linienelements des Raumes ergiebt sich der be-

inerkenswerte Ausdruck:

(Is* c^rd 9l
-
-f s

wo

1st, der Modul It und die Constante a willkurlich bleiben und

1 -I/ 1

T~ K a t

ist. Fur die reciproken Werte der Hauptkriirnmungsradien der Flachen

der drei Systeme finden wir die Ausdrticke ( 274, (13, ):

1 dn r 1 A;
1 en r 1 sn T

a sn r rss 6 dn r rsi en r

A-
1 sn T 1 1 dn T 1 en T

-^ 7
= -7- J 1

a dn T r, o en T r. sn r

mithin fur die Kriimmungsmasse bezuglich:

Es lasst sich leicht einsehen, dass die Flachen der drei Systeme Schrauben

flachen mit derselben Axe sind, sowie dass die Flachen jedes Systems

einander congruent sind. Diejenigen des ersten und des dritten Systems

haben negatives, diejenigeu des zweiten Systems positives constantes

Kriimmungsmass *). Jede beliebige Schraubenflache mit constantem

Krunimungsrnass fuhrt auf ein Weingarten sches System der obigeu

Gattung.

Ferner erhalten wir fur die Flexion -^- der Curven
(&amp;gt;3 den Wert:

**t

J__u J^ =1 i

*

*, Z?^rm*
&quot;

Setzen wir daher insbesondere :

woraus

= *!

folgt, so haben wir ein Weingarten sches System mit constanter Flexion.

*) Es Hegt somit hier gleichzeitig ein Beispiel fur Weingarten sche Systeme
mit positivem Krummungsmass \or. die wir am Schlusse dieses Kapitels ( 314)

behandeln werden.

B ia n chi . Differential geomftrie 35
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Dasselbe artet aber nicht in ein Ribaucour sches Cykelsystem aus, denn

fur die Torsion der Curven @3 erhalten wir den Wert:

_L
&quot;2;

~

der von Null verschieden ist.

305. Anwendung der Backlund schen Transformation auf

Weingarten sche Systeme.

Wenn wir auf ein Weingarten sches System die Backlund sche

Transformation anwenden
(

296 u.
f.), so erhalten wir neue Wein

garten sche Systeme. Die Gleichung (17) liefert in dem vorliegenden
Falle fiir k = cos 6, II = I das Gleichungssystern :

(dtp , dco __ sin cp cos oo -|- sin c cos cp sin to

\GQ1 CQz
~

COS G

/e&amp;gt;o\
I o&amp;lt;p

. dm cos cp sin co -)- sin a sin cp cos a
^ \ 27 T 3 n

==
02 d ?! cos o

f

dcp . cos a cos cp 0*03 . cos G sin cp d*o3 003 A
d(33 cos 03 d Qi d(33 sin co dQ2 CQS dgs

Die Function op, die das transformierte System bestimmt, geniigt den

Gleichungen :

, _r sin

Nun ist hervorzuheben
,

dass der Wert der Function /~(p3) mit

dem ahnlich gebildeten von J^(p3)
in den Gleichungen (A), denen GJ

geniigt, genau iibereinstimmt. Aus (28) folgen namlich unter Beriick-

sichtigung von (19) die Gleichungen:

cose W V *V
i

TF~
== cos ^

^&quot;

sm ^ cos ra

^2 Ci 2

-f- cos (? sin qp tang to ~ ^ cos &amp;lt;5 cos
&amp;lt;p ^ ~

^9i ^?s vQi ^ 9s

cose C 2
qp . ^qo ,. . d 03

sm co p
-

-f- sm (? sm co
-^O O

Sin qp d$i OQS

8*03
COS 6 Sill CD ^

-
*--h- COS (J COS OP COt COT

Aus ihnen ergiebt sich durch Quadrieren und Addieren mit Riicksicht

auf die dritte der Gleichungen (28) die Beziehung:

(29) \- (^f^)
2

+ - ^ (gl^)
2-

(|

, __ _ _
sin* 03
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Hiernach ist die Flexion des abgeleiteten Systems grosser oder gleich

oder kleiner als Eins, je nachdem einer der drei Falle fur das urspriing-

liche System zutrifft. Insbesondere gilt der Satz:

Jedes Weingarten sche System mit constanter Flexion

geht durch eine Backlund sche Transformation in Systeme
der namlichen Art iiber.

Setzen wir weiter in diesem Falle ( 301):

C*fa C co

ceo ceo
cos &amp;lt;o 7= sin a &amp;gt;-

cos 4 = ---, sn 4-
= - -

,
c qp . rep

cos qp sin op 7^-
fQs C 9a

so geht das System (28*) unter Benutzuug der dritten Gleichung

(28) iiber in:

cos to cos (qp &) sin c sin QJ sin (qp &} cos e cos &amp;lt;a

COS ty
= -

,

1 cos a cos
vqp 9

sin co cos (9 &) -|- sin c cos co sin (qp 9) cos c sin tu
S1H fl}

~ ~~
&quot;i ~~r

1 cos cos (qp #)

Daraus folgt durch Differentiation nach p3 :

cty
_,

sin a c& _
CQS 1 cos a cos(qp 9-) cps

~

Ist also ^ = 0. so ist auch 5-^ = 0, d. h. ( 303):
c?s CQ3

Die Ribaucour schenCykelsysterne gehen durch eine Back-
lund sche Transformation wieder in Cykelsysteme uber*).

*) Der Beweis dieses und des vorigen Satzes kann geometrisch gefuhrt wer-

den auf Grand des geometrischen Gesetzes, nach dem die Backlund sche Trans
formation eine Orthogonaltrajectorie C der pseudospharischen Flachen eines Wein-

garten schen Systems in die entsprechende Curve C des transformierten Systems
uberfuhrt. Die Strecke PP

,
die zwei entsprechende Punkte P auf C und P auf

C verbindet, ist constant gleich cos e, und der Winkel, den die Tangenten in P
an C und in P an C mit einander bilden, ist das Complement zu a. Bei der

directen Behandlung einer solchen Transformation fur eine beliebige Curve C er-

giebt sich, wenn mit & der Xeigungswinkel der Strecke PP gegen die Haupt-
normale von C in P bezeichnet

&quot;nird,
in den iiblichen Bezeichnungen:

d# _ 1 1 /cos a cos & \

ds
~ =

~T ~*~
sin e \ Q~ I

Besitat die Curve C die constante Flexion Eins, so gilt dasselbe von der Curve C .

Ist noch specieller C ein Kreis, so ist es auch C .

Wir bemerken noch, dass, wenn C auf einer Kugel vom Radius cos c liegt,

35*
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Nach diesen Siitzen und nach den Ergebnissen des vorigen Para-

graphen ist ersichtlich, dass es unendlich viele Weingarten sche Systeme
mit constanter Flexion giebt, die keine Ribaucour schen Cykelsysteme
sind.

306. Die Complementartransformation.

Bei der Anwendung der Backlund schen Transformation auf Wein-

garten sche Systeme ist der bemerkenswerte besondere Fall denkbar,
in dem der Winkel &amp;lt;? gleich Null ist und die Backlund sche Transfor

mation somit in die Complementartransformation iibergeht (255),
was in dem allgerneinen Falle pseudospharischer Systeme von ver-

anderlichem Radius R nicht eintreten konnte.

Dann geht die dritte der Gleichungen (28) fiber in:

/o/y\
cos qp c*&amp;lt;n

,

sin qp c*co . da
I oU ) 7^ o ~r~ 7^ F; ~T~ &amp;gt;&amp;gt;

=== U .

Da

ris cos co 8 co r2S sin co ceo

ist, so kann sie wegen der Gleichungen (22), S. 541, auch wie folgt

geschrieben werden:

(30*) cos
(cf &)

= E
3

.

Hieraus ergeben sich somit zwei verschiedene reelle Werte von gp
fur

Weingarten sche Systeme mit der Flexion -_-
&amp;gt;

1
,
und der einzigeJt

s

Wert rp
= 9- fur Systeme mit der constanten Flexion -~- = 1 . Nun

-&quot;s

brauchen wir nur die Gleichung (30) das erste Mai nach px ,
das zweite

Mai nach g.2 zu differenzieren und die Gleichungen (19) zu beriick-

sichtigen, um uns zu iiberzeugen, dass die so bestimmten Werte fur cp

den beiden ersten Gleichungen (28) wirklich genugen.

Um dieses Ergebnis geometrisch zu deuten, wahlen wir als Para-

meterlinien a= Const., /3
== Const, auf einer pseudospharischen Flache

des Systems, dessen Flexion
-^-

wir grosser als Eins annehmen, die

geodatischen Aquidistanzkreise und die zu ihnen orthogonalen geoda-

C sich auf einen Punkt, den Kugelmittelpunkt , zusammenzieht, wie liervorgeht,

wenn
p d& 1

COS & = i
-j
= -=f

cos a as 1

gesetzt wird.
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tischen Linien. Das Quadrat des Linienelements der Flache nimmt

dann die hyperbolische Form an (vgl. S. 190):

ds* = da- -4- cosh2a dfi- .

Bezeichnen wir nun mit Q den Winkel, den die durch (30) bestimmte

Richtung mit der geodatischen Linie
/3
= Const, bildet, so haben wir:

-- = &amp;lt;p-,

und da wegen (23), S. 541,

-sr = Q n
= coth a

*h

ist, so geht (30*) uber in:

cos 5i = tgh a
,

wo a die geodatische Entfernung des betreffenden Flacheupunktes P
von der geodatischen Linie a = Const, ist. Aber zufolge der Gleichung

fur den Parallelitatswinkel auf pseudospharischen Flachen (S. 430)

ist 5i nichts anderes als der Parallelitatswinkel bezuglich des Punktes

P und der geodatischen Linie a = 0.

Wir haben somit das folgende Ergebnis:

Gegeben sei ein Weingarten sches System 2? mit der

Flexion
-p-&amp;gt;l.

Man betrachte auf jeder pseudospharischen
&quot;s

Flache S des Systems diejenige bestimmte geodatische Linie

g y
welche zu den Aquidistanzcurven gehort, und ziehe die

geodatischen Parallelen zu g in einer der beiden rnoglichen

Richtungen. Wird zu S die Complementarflache 5(1) oder 5(1)

bezuglich einer der beiden Scharen von geodatischen Paral

lelen genommen, so bilden die oc 1 Flachen $ 1} oder 5(-1) zwei

neue Weingarten sche Systeme 27(1) und 27( 1)
.

Dieselben mogen als die Complementarsysteme von 2T bezeich-

net werden. Xach dern vorigen Paragi-aphen ist ihre Flexion, ebenso

wie die von H selbst, grosser als Eins.

Wir konnen nun sowohl auf 2T (1)
,

als auch auf S^~ l) wieder die

Complementartrausformation anwenden. Da aber eins der beiden neuen

Complementarsysteme jedenfalls das Ausgangssystem 27 ist, so erhellt.

dass das gegebene System 27 lediglich vermittelst Differentia-

tionen eine Reihe Weingarten scher Systeme:

. . . Z&amp;lt;-
2

&amp;gt;,

Z(~ l

\ Z, ZW, Z-w . . .

liefert, die sich nach beiden Seiten bis ins Unendliche fortsetzt und

in der jedes System die beiden Nebensysteme zu Complementarsyste-

men hat.

Hat aber das System 2? die constante Flexion -- =1, so giebt
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es ein einziges Complementarsystem 2J (1) ebenfalls mit constanter Flexion.

Infolge der Eigenschaften der Complernentartransformation ist klar,

dass in diesem Falle die Orthogonaltrajectorien der pseudospharischen
Flachen von 2?(1

&amp;gt; die Ortscurven der Kriimmungsmittelpunkte der ent-

sprechenden Orthogonaltrajectorien im Ausgangssystem 2 sind.

307. Einleitung zum Beweise des Existenztheorems.

Bisher ergab sich fur uns das Vorhandensein unendlich vieler

dreifacher pseudospharischer Orthogonalsysteme lediglich aus der An-

wendung der Backlund schen Transformation auf gegebene pseudospha
rische Ausgangssysteme. Diese Methode aber ermoglicht es uns nicht,

den Freiheitsgrad fur die Systeme festzustellen; auch konnen wir sie

nicht auf solche dreifache Orthogonalsysteme anwenden, die eine Schar

von Flachen mit positivem constanten Kriimmungsmass enthalten.

Solche Orthogonalsysteme giebt es namlich auch, wie wir am Schlusse

dieses Kapitels entwickeln werden, und zwar von demselben Freiheitsgrade.

Wir wollen nun eben in den letzten Paragraphen dieses Kapitels

den allgemeinen Beweis des Satzes von derExistenz unserer Systeme

behandeln, und zwar leiten wir ihn aus den allgemeinen Satzen von

Cauchy iiber die Reihenentwickelungen der Integrale partieller Diffe-

rentialgleichungen ab. Der Kiirze halber beschranken wir uns auf den

Fall der Weingarten schen Systeme ,
d. h. auf den Fall, in dem das

Kriimmungsmass fur alle Flachen des Systems p3
= Const, dasselbe

ist; doch wird der Leser sehen, dass das Verfahren allgemein anwend-

bar ist.

Zu Grunde legen wir unseren Untersuchungen folgende Thatsache:

Ein Weingarten sches System (gi} 2 , p3) ;
in dem die Flachen constan

ten Krumrnungsmasses die Flachen p3
= Const, sein mogen, ist vollig

bestimmt, sobald eine Flache eines der Systeme ^ = Const, oder

()2
== Const, gegeben ist. Ist namlich z. B. eine Flache $ des Systems

QI
= Const, gegeben, so muss jede pseudospharische Flache vom Radius

Eins des Systems (&amp;gt;3
durch eine Krummungslinie 3

= Const, auf S

gelegt werden und S orthogonal schneiden, wodurch sie eindeutig be-

stimmt ist (vgl. S. 442).

Nach dieser Vorbemerkung ist der Weg, den wir zur Entschei-

dung der Frage einschlagen, der folgende: Zunachst untersuchen wir

die charakteristischen Eigenschaften der genannten Flachen, deren Be-

stimmung im allgemeinen von einer einzigen partiellen Differential-

gleichung vierter Ordnung fur eine unbekannte Function zweier Ver-

anderlichen abhangt. Dann weisen wir umgekehrt nach, dass jede
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Flache, die diese Eigenschaften besitzt, ein Weingarteu sches System

eindeutig bestimmt. Der Freiheitsgrad der Weingarten schen Systeme

ist demnach derselbe wie im Integral der erwahnten Gleichung, das

rier willkurliche Functionen enthalt.

308. Die zugehorige partielle Differentialgleictiung vierter Ordnung.

In einem pseudospharischen Weingarten schen System (p17 p2 , p3)

betrachten wir eine Flache S des Systems QI} z. B. ^ =0. Setzen wir:

(0, P2 3)
= CJ

o02&amp;gt; Qs),

so nimmt das Quadrat ihres Linienelements unter Zugrundelegung der

Krummungslinien (&amp;gt;2 , (&amp;gt;3 den Ausdruck an (vgl. 9
,

S. 529):

(31) rfs
2 = sinX d Q3

* +
x^

Setzen wir feruer:

so erhalten wir fiir die reciproken Werte der Hauptkriimmungsradien

Rlt It? Ton S beziiglich der Curven p2 == Const., p3
= Const, die

Ausdrucke (vgl. 274):

c*.

/oo\ l
. ^Ps l ^o~

COS 0&amp;gt; ^-
CQs

Die beiden letzten Gleichungen (19), S. 538, geben uns dann die fol-

genden Beziehungen zwischen den beiden Functionen o
, # von p2

und p3 :

{c

cOf.
. , C(oa crl&amp;gt; Coo c co,,- = sin- ra

ft
TC-
-

tang o ^- ^ -
-f- cot o -

/&quot;n-/~n ^/~n O &quot;&quot;/~n &quot;/~nt Pj C es t es t 9s c 9

r t, r*o) CO)C t/&amp;gt;- = cot ra # 5 -
tang cj --

Umgekehrt ist als wichtig zu bemerken: Geniigen die Functionen

o
, ^ von p2 und p3 den Gleichungen (33), so giebt es eine

Flache $
,
die unter Zugrundelegung der Krummungslinien

p2
und p3 das Linienelement (31) besitzt und deren Haupt-

krunimungsradien durch die Gleichungen (32) gegeben sind.

Es gehen namlich in diesem Falle wegen (31 i und (32) die Gaussischen

und Codazzi schen Gleichungen gerade in die Gleichungen (33) fiber.

Wir bemerken weiter, dass die Gleichungen (33) die folgende:

(33*) (-1- l^)
2

+ (O- J^^-Y-
\COS(B CQ3

/ \8int0 cps CQ3
/
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wo F(QS}
eine Function von Q3

allein bezeichnet, nach sich ziehen.

Umgekehrt konnen wir fur das System (33) die erste Gleichung des-

selben in Verbindung mit (33*) als iiquivalentes System setzen*).

Lassen wir nun den Fall: F(QS}
=

;
den wir im niichsten Para-

graphen behandeln werden, beiseite, so konnen wir durch passende

Anderung des Parameters p3

JF(ft)
= : + 1

niachen. Dann hangt die Bestimniung unserer Flachen $ von folgen-

dem simultanen System ab:

&amp;lt;5

3
o&amp;gt; . 9 cco 8tp , diOf. C^cOf.

r^ = sm-cj -o^ -
tang co z^ft

-^ + c t ^ Q ?~ &amp;gt;

Z
S

d(&amp;gt;s 8Q3 CQS a e2 ?es c es

/ i_ _^y /_j_ _ax^y /g^y _
\cosco d0s

/ \sino) ^p 2 ^ps
/ \cps

/

Die Elimination von ^ aus diesen beiden Grleichungen fiihrt offenbar

auf eine einzige partielle Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die

unbekannte Function a&amp;gt; . Unsere Flachen S hangen somit von vier

willkurlichen Functionen ab.

309. Flachen mit einer Schar Krumnmngslinien constanter

Flexion.

Wir nntersuchen nun den ausgeschlossenen Fall:

in dem wir die Flachen S vollkommen durch die geometrische Eigen-

schaft charakterisieren konnen, dass ihre Kriimmungslinien p2
= Const.

Curven mit der constanten Flexion Eins sind. Da namlich die Kriim-

mung des Normalschnitts langs einer solchen Curve

, n
cos co -_

CQs

ist, wahrend die geodatische Kriimmung nach S. 148 durch

*} Eine Ausnahme wiirde der Fall: - = bilden. Dann aber wiirde aus
a Qs

O .

(33) auch -7^- = folgen und die Flache S sich auf eine Curve zusammenziehen.
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gegeben ist, so ergiebt sich in der That (vgl. 214}:

Bezeichnen wir mit # den &quot;Winkel,
den die Hauptuormale der Curve

QZ
= Const, mit der Flachennormale bildet, so haben wir (S. 147):

_ = cos 9
,

= sin Q-

*! 9,

oder:
f~ r\ S* 9
C t/&amp;gt; C &amp;lt;0n f

&quot;*o

^. =. cos 9 cos &amp;lt;o ^-? j ~ s ==

ElimLnieren wir mittels dieser Gleichungen # aus den Gleichuugen

(34), so ergeben sich fur # und o die charakteristischen Gleichungen:

|- = sin O1 sin GJO
--

&amp;gt;

= sin # sin a,.
?* c*

Jedem Functionspaar 0^. o07 das diesen beiden simultanen Gleichungeu

geniigt, entspricht umgekehrt eine Flache 5
,
deren Krummungslinien

QS = Const, die Flexion Eins haben. Es lasst sich leicht nachweisen,

dass die diesen Gleichungen entsprechenden Flachen 5 die allgemein-

sten mit einer Schar Krummungslinien constanter Flexion Eins sind:

es mag jedoch hier in Betreff des Beweises auf die Abhandlung des

Verfassers im 13. Bande der Annali di Matematica verwiesen werden.

Aus den Gleichungen (35) folgt, wie wir noch bemerken wollen:

Durch Anderung des Parameters p3
konnen wir einfach

(35*) |^|^ = 1
a?s &amp;lt;??,

machen, und diese Gleichung kann an Stelle der zweiten Gleichung

(35) gesetzt werden.

Durch Elimination yon & ergiebt sich zur Bestimmung von o

offenbar eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung. Auf

eine solche werden wir aueh gefiihrt, wenn wir die Gleichung dieser

Flachen in der gewohnlichen Form:

z = z(x,y)
schreiben.
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310. Construction eines &quot;Weingarten schen Systems.

Wir wollen nun das nachstehende Theorem beweisen, das eben

das erwahnte Existenztheorem ist:

Wird durch jede Kriimmungslinie pa= Const. einerFlache
$

,
die den Gleichungen (31), (32) und (33) geniigt, die pseu

dospharische Flache vorn Radius Bins gelegt, die S ortho

gonal schneidet, so gehoren die so construierten pseudospha-
rischen Flachen einern Weingarten schen System an.

Zum Beweise ge.hen wir auf die Fundamentalgleichungen (10),

S. 538, zuriick, denen die charakteristische Function &(QI} p2 , 3) eines

Weingarten schen Systems geniigen muss, und zwar schreiben wir sie

hier in der folgenden Weise:

(A) -s -x f
= sin co cos co ,

09i o 02

( 8
s
co

(B)

9

tang K&amp;gt; 3 ^ 5
----r- cot co 3

- ~--h cos J
cu -~

&amp;gt;

l GQlO^CQs CQ9_CQ2 OQS C Qs

(0 (0 .
,

^ cot co

C S
CO 8(0 8*(0 . 8(0 8*(0 . 9 8(0
s^ = tang 03

&amp;gt;s o
--r cot o ^ -^ o

--r sin&quot; co -~* l

Unser Theorem ist bewiesen, sobald wir das Vorhandensein einer

Losung co des simultanen Systems (A), (B) nachweisen, die den An-

fangsbedingungen :

(C) co = co
, ^ = ^ (fiir ?1

=
0)

geniigt.

Nun giebt es nach dem Cauchy schen Satze sicherlich eine Losung
von (A), die den Anfangsbedingungen (C), welche eben die Losung fest

bestimmen, geniigt *).
Es kornrnt daher alles auf den Nachweis hinaus,

dass die so bestimmte Losung co von (A) auch dem System (B) geniigt.

Wir bemerken nun zunachst, dass fiir Q^
= das System (B) sicher

lich erfiillt ist, deun wegen (C) gehen die letzten beiden Gleichungen
in die Gleichungen (33), die wir als erfiillt voraussetzen, iiber, und

ferner ergiebt sich die erste Gleichung (B) aus der Combination der

letzten mit der nach p3
diiferenzierten Gleichung (A). Wenn wir nun

nachweisen, dass fiir ^ = auch alle Gleichungen erfiillt sind, die

sich aus den Gleichungen (B) durch beliebig oftmalige Differentiation

nach Qi ergeben, so ist unsere Behauptung vollstandig bewiesen.

*) S. z. B. Goursat, Vorlesungen u. s. w. (S. 23 des Originals).



311. Charakteristische Eigenschaft des Linienelements etc. 555

311. Charakteristische Eigenschaft des Linienelements einer

Flache mit constantem Krummungsmass.

Die Eigenschaft, die wir jetzt noch zu beweisen haben, haugt

enge mit einer allgemeinen Eigenschaft des Linienelements einer Flache

mit constantem Kriimmungsmass zusammen, auf die Weingarten zuerst

hingewiesen hat und die wir hier kurz ableiten wollen.

Es sei

(36) a^dx^ -\- 2al2 dxl dx* + a,*dx2
*

eine quadratische Differentialform mit nicht verschwindender Discri-

minante, deren Krummung mit K bezeichnet werden moge. Wir unter-

suchen, ob es eine Function ^(xlt 3j) giebt, die den simultanen Glei-

chungen:

tfu + Kan * = Q, *K + Ka^y = 0, ^ + Ka4&amp;gt;
=

genugt, wenn 4 n, $12, 33 die covarianten zweiten DifiFerentialquotienten

von ^ sind.

Ausfuhrlich geschrieben lauten diese drei Gleichungen (Vgl.S.46, 22)):

fill 2* fill
c1&amp;gt;

H -

(D) {J^ =
j

1 2

]

a* + f

1

2} ^ K
j
GX^ G3 ( 1 J 2, I 2 J CXt

PV I 22\CV |22l *
av l.i|*% H

&quot;

I J*S
&quot;&quot;

Wir setzen nun die Werte einander gleich, die sich fur -.

f 3T r J?

ergeben, wenn die erste Gleichung nach a** und die zweite nach x
t

differenziert werden, desgleichen die beiden Werte for ^-^ i ,
die

aus der Differentiation der zweiten Gleichung nach x* und der dritten

nach x
l folgen. Gehen wir auf die Formeln (II), S. 52, zuruck und

berucksichtigen wir die Gleichungen (vgl. (V), S. 56):

c*ii co,. fl2|

ex*

CO,,

so erhalten wir unter Ausschluss der Losung if?
= 0:

_=
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Daraus folgt:
K= Const.

In diesern Falle 1st das System (D) unbeschrankt integrierbar
und besitzt demnach drei linear von einander unabhangige Losungen.
Also: Damit das System (D) eine von Null verschiedene Lo

sung ^ besitze, ist notwendig und hinreichend, dass die Dif-

ferentialform (36) constante Krummung hat. Dann ist das

System. (D) unbeschrankt integrierbar.
Ist die Form (36) definit, so stellt sie das Quadrat des Linien-

elements einer Flache S mit constantem Kriimmungsmass K dar, und

die Anmerkung in 275, S. 493, lasst uns erkennen, dass, wenn das

Quadrat des Linienelements auf S in die fur eine Rotationsflache

charakteristische Form:

ds* = da 2 + r2dp (r
=

&amp;lt;p (a)}

gebracht wird,

i\&amp;gt;

=
j rda

die allgemeine Losung des Systems (D) ist.

Differenzieren wir die Gleichungen (D), so konnen wir offenbar

die dritten, vierten u. s. w. Differentialquotienten ^ linear durch

? K und
i\) ausdriicken. Wegen der unbeschrankten Integrabilitat

des Systems konnen auch die auf einander folgenden Diiferentiationen

nie zu einer Beziehung zwischen fy und seinen ersten Differential

quotienten fiihren, d. h.: Wie auch em Differentialquotient hoherer

Ordnung gebildet werden mag, stets ergiebt sich ein und derselbe

Ausdruck in ^? 5-^ und ib.

312. Abschluss des Beweises des Existenztheorems.

Nach dieser Vorbenierkung kehren wir zum System (B) zuriick,

das fur pj
=

0, wie wir gesehen haben, erfiillt ist,
und beweisen, dass

es auch noch erfiillt ist, wenn wir jede Gleichung n Mai nach Q I
diffe-

renzieren und dann Q t gleich Null setzen. Ist namlich
G&amp;gt;(QI} p2 ? Ca)

eine Losung von (A), und gehort demnach das Quadrat des Linien

elements :

ds2 = cos &dQi
2

-f- sin
2
oj^()2

2

zu einer pseudospharischen Flache (K= 1), so kann das System (B),
o

wenn in ihm statt - ^ gesetzt wird, in d

im vorigen Paragraphen geschrieben werden:

o

wenn in ihm statt - ^ gesetzt wird, in der Form des Systems (D)
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$ /ll\c$ filled
-z =

\
- -4-

,

1
I i J CQI { 2 J eg,

(12|
g$

~
I * I ?i

(22c$=
{

I

[22\c$- + &amp;lt;D sm-cj .

i I 2 J &amp;lt;7p2

Daraus folgt, dass, wie auch aus den Gleichungen (B) ein Differential-

quotient hoherer Ordnung gebildet werden mag, stets das Ergebnis ein

und dasselbe 1st.

Setzen wir nun voraus, dass die zu beweisende Eigenschaft bis

zur n 1-ten Differentiation nach QI} d. h. bis

f*7\
&quot;+ -*) C*+ *a&amp;gt; g&quot;+

2
o&amp;gt;

v* J
-H- -- -

^i
-

* *~

zutrifft, so gilt dasselbe auch fur eine nochmalige Differentiation,

d. h. fur

(37*)
a&quot;
+3 o g &amp;gt;+8 g+ 8

i

* 2 &quot; 1 n

Der erste der Differeutialquotienten (37*) lasst sich aber mittels der

Gleichung (A) durch den letzten ausdriicken: demnach haben wir

unsere Behauptung nur fiir den zweiten und dritten zu beweisen. Der

zweite kann nun in der Form (
- rr ) ffeschrieben werden, und

9+\*9l
n+l

9iS
l

*+*m
da wir eben fur -

.

1 ^ ,
den ersten der Differentialquotienten (37),

c Qi C PS

die Behauptung als richtig voraussetzen, so brauchen wir die betref-

fende Gleichung nur nach g? zu differenzieren, um die Behauptung
C*+ 3 a

auch fiir -
bestatigt zu finden. Analog ist:

* i

COJ
d. h. die bereits fiir als richtig vorausgesetzte Behauptuntr

CQi*fQs

C*+3 ffl

trifft auch fur - zu.

CQi*ce**C9s

Somit ist der in 310 ausgesprochene Satz vollstandig bewiesen.

Es diirfte nicht iiberfliissig sein, einige ergauzende Betrachtungeu
daran anzuschliessen.

Die aus dem Cauchy schen Satze sich ergebende Losung o des

Fundamentalsystems (A), (B) ist eine analytische Function der Ai-gu-
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mente glt g.2 , p3 ;
sie kann daher in eine nach Potenzen von

3 fort-

schreitende Reihe:

= + 1 ?3 + 2 03
*

H----h W03W + *

entwickelt werden, wo die Coefficienten o&amp;gt;

,
co1? &amp;lt;o n ,

nur von ^ x

und
2 abhiingen. Der erste Coefficient w ist eine Losung der Gleichung:

und hangt von der pseudospharischen Ausgangsflache QS
= ab. Die

folgenden Coefficienten &amp;lt;o17 co
2 ,

can ,
sind vollig bestimmt

7
wenn

eine von den Orthogonaltrajectorien der pseudospharischen Flachen ge-

geben ist. Em Weingarten sches pseudospharisches System ist daher

eindeutig bestinimt, sobald eine pseudospharische Flache des Systems
und eine von den Orthogonaltrajectorien der pseudospharischen Flachen

gegeben sind*).

313. Weingarten sche Systeme, die eine Kugel enthalten.

Wir wollen nun vom Existenztheorem einige Anwendungen machen,
und zwar wollen wir diejenigen Weingarten schen pseudospharischen

Systeme vom Kriimmungsmass K= 1 suchen, bei denen sich unter

den Flachen des Systems QI
oder des Systems Q2 eine Kugel vom

Radius Eins befmdet.

Hierzu miissen wir zusehen, wann die Flache S
Q

in 308 eine

Kugel vom Radius Eins sein kann.

Nach den Gleichungen (32) miissen wir in diesern Falle
&amp;lt;/&amp;gt; gleich

sin ca setzen, worauf die Gleichungen (33) sich auf die eine Gleichung:

sin w

reducieren. Ist F(QS ~) gleich Null, so kann durch Anderung des Para

meters Q3

^o
===

03 H~ 9^-Mh)

gemacht werden. Das Quadrat (31) des Linienelements :

gehort dann zur Kugel vom Radius Eins und hat die allgemeinste

geodatische Form, d. h., die Curven 3
= Const, bilden auf der Kugel

ein System geodatischer Parallelen.

Ist -F(Ps) grosser oder kleiner als Null, so kann durch Anderung
des Parameters @3 F^Qs) gleich Eins, also

*) Vgl. die Abhandlnng des Verfassers in den Atti della Reale Accademia

dei Lincei, 4. Serie, 4. Bd., 1887.
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(38) ds z = sin 2
ra f/p.,-

-

gemacht werden, wenn &amp;lt;o eine Losung der Gleiehung:

- = sm
Gfr CQ,

ist. Xach dem Ergebnis in 245, S. 444, ergeben sich die Curven

p2
= Const, auf der Kugel, die dem Linienelernent (38) zu Grunde

liegen, als spharische Indicatricen der Tangenten fur die eine Schar

Haupttangentencurven einer pseudospharischen Flache. Also haben wir

gefunden :

Die Weingarten schen pseudospharischen Systeme vom

Krummungsjnass K= 1, unter deren Orthogonalflachen
sich eine Kugel vom Radius Eins befindet, zerfallen in zwei

verschiedene Klassen, die sich mittels folgender Construc-

tionen ergeben:

1) Man ziehe auf der Kugel eine beliebige Schar geoda-
tischer Parallelen L und lege durch jede derselben eine pseu-

dospharische Flache
(-2&quot;

=
1) orthogonal zur Kugel:

2) Zu einer Schar Haupttangentencurven einer pseudo

spharischen Flache construiere man die spharischen Indi

catricen L der Tangenten und ersetze die Curven L der

vorigen Construction durch die Orthogonaltrajectorien der

Curven L .

Die erste Klasse besteht aus Ribaucour schen Cykelsystemen, da

die Kugelcurven p2
= Const. Kreise vom Radius Eins sind. Ihr Vor-

handensein hatte auch aus den Eigenschaften dieser Cykelsysteme ge-

folgert werden konnen. Bei den Systemen der zweiten Klasse dagegen
ist die Flexion grosser als Eins; auf sie ist daher die Complementar-
transformation anwendbar.

Soil allgeineiner die Flache S eine Kugel vom Radius R sein, so

miissen wir in den Gleichungen (33) # gleich -=-&quot; setzen. Dann

erhalten wir zur Bestimmung von (D die partielle Differentialgleichung

zweiter Ordnung:

L.&amp;gt;_ Jl^-Y+ (
_

l) fe)
!_ Const.

\smto cpj cp8
/ VR S

/\CQ3 /-

Als besonderen Fair konnen wir auch als Flache $ eine Ebene neh-

men, indem wir
-^ gleich Null setzen*).

*) Ist der Kugelradius kleiner als Eins, so kann eine solche Backlund sche

Transformation vorgenommen werden, dass eine der Orthogonaltrajectorien C des
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314. Weingarten sche Systeme mit positivem constanten

Kriimmungsmass.

Die in den letzten Paragraphen entwickelten Untersuchungen iiber

das Existenztheorern konnen auch auf dreifache Orthogonalsysteme, die

eine Schar von Flachen mit positivem constanten Kriimmungs
mass enthalten, angewandt werden, wie wir noch in Kiirze nachweisen

wollen.

Wir beschriinken uns auf den Fall, dass das Kriimmungsmass der

Flachen p3
= Const, in dem dreifachen Orthogonalsystem fiir alle diese

Flachen dasselbe ist, und setzen der Einfachheit halber K= -j- 1
*).

Als ausgeschlossen von unseren Untersuchungen betrachten wir die-

jenigen Systeme, bei denen die Flachen p3
= Const. Rotationsflachen

oder Kugeln vom Radius Eins sind.

Verfahren wir dann wie in 293, so sehen wir, dass das Quadrat des

Linienelements des Raumes unter Zugrundelegung des Weingarten schen

Systems (p1; p2 , p3)
in die Form:

/ o \ g

(39) ds2 = cosh2
co dy^ -f- sinh2

coc?02

2
-(- (^

) dgs
2

gebracht werden kann, wo co eine Function von QI} p2 , p3 ist, die

folgenden Grleichungen geniigt:

(a) -,-,- $ -4-
-
Q g + sinh co cosh co == ,

v$i OQz

3 3
co . , day c^co ,-. 3co c^ca ^ 9 cat

x i-n == tgh co 75 o a coth co -^ * g coshz
co 5 &amp;gt;

o -,
= tgh co TS K o f- coth co

g
K o &amp;gt;

G I

03 .- C CO 0&quot; CO . . i (/CO C
~
CO *19 (/ fO

5 T5 ^h co K o o (- coth co
^ T^ smir co ^

Dieselben sind nichts anderes als die Lame schen Gleichungen fiir das

Linienelement (39). Weuden wir dann auf das System (a), (/3)
die

Ergebnisse des 311 an, wie wir es vorhin fiir das System (A), (B)

gethan haben, so sehen wir:

Es giebt unendlich viele Losungen co des Systems (a),

(/3),
die von vier willkiirlichen Functionen abhangen. Zu

Weingarten schen Systems den Kugelmittelpunkt zur Transformierten hat (vgl. die

Anmerkung auf S. 547). Daraus folgt: Es giebt unendlich viele Weingar-
ten sche Systeme, deren pseudospharische Flachen durch einen festen

Punkt des Eaumes gehen.

*) Wie schon in 307 bemerkt worden ist, lasst sich dieselbe Methode auch

in dem allgemeineren Falle anwenden, wenn K mit QS veranderlich ist.
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jeder solchen Losung a gehort ein Weingarten sches System

(39) mit dem Kriimmungsrnass K=-\-\.
Aus den Gleichungen (/3) folgt, dass der Ausdruck:

coshoa c^j cq

nur von p3 abhangt und also durch Anderung des Parameters p3 gleich

Eins geinacht werden kann. Umgekehrt ergeben sich hieraus die drei

Gleichungen (/3) (vgl. 301), die somit dasselbe aussagen.

Verfahren wir wie in 300, so ergiebt sich der Satz:

Auf den Flachen positiven constanten Kriimmungsmasses
in einem Weingarten schen System sind die Aquidistanz-
curven parallele geodatische Kreise.

Betrachten wir auf zwei Flachen p3
= Const, die Punkte als ent-

sprechend, in denen die Flachen von ein und derselben Pai-ameterlinie

p3 geschnitteii werden, so ergiebt sich wie in 294, dass die (imagi-

naren) Haupttangentencurven auf den beiden Flachen einander ent-

sprechen. In reeller Fassung konnen wir dieses Ergebnis wie folgt aus-

sprechen: Auf zwei Flachen p3
= Const, eines Weingarten schen

Systems entsprechen einander die conjugierten Systeme*).
Schliesslich weisen wir auf eine Eigenschaft der Parameterlinien p3

des Weingarten schen Systems hin, die immittelbar aus (y) folgt. Ziehen

wir die Tangenten an einer solchen Curve und tragen wir auf diesen

vom Beruhmngspunkt aus in der einen oder anderen Richtung die

Langeneinheit ab, so ist der Ort der Endpunkte eine Curve, deren

Bogen gerade gleich Q3 ist. Es entsprechen sich demnach die Orts-

curven der Endpunkte durch gleiche Bogen.

Zugleich bemerken wir: Aus der Combination dieser Eigenschaft

und des Bonuet schen Satzes ergiebt sich (S. 473) eine besondere Eigen
schaft der oo1 Schar von Flachen mit constanter mittlerer Ki-iim-

mung, die den Flachen Q3
= Const, des Weingarten schen Systems

parallel und von ihnen um die Langeneinheit im positiven oder nega-

tiven Sinne entfernt sind. Bezeichnen wir namlich mit x
, y }

z die

Coordinaten eines Punktes einer Oberflache
Z&quot;,

der dem Punkte (x, y, z)

der Flache mit dem Krurnmungsmass K= -4- 1 entspricht, so haben wir:

x =x + X3 , y =y+Ys ,
z =z + Z3 .

Wahlen wir z. B. das obere Vorzeichen und bilden wir dx *-\- dy
2
-\- dz

2
}

so erhalten wir:

*) Diese zweite Eigenschaft gilt allgemein, auch wenn K mit QS veriinder-

lich ist (vgl. S. 530).

Bianchi, Differentialgcometrie. 36
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+ ^?,
2

)
--2e~ ^%- dQl do,cosh CD d^ CQS

V1 vs

Betrachten wir die Flache 2 von constanter, aber mit Q3 verander-

licher mittlerer Kriimmung, so sehen wir
7
dass sie sich so andert

;
dass

Ahnliclikeit in den kleinsten Teilen besteht, wahrend alle ihre Punkte

Bogen von gleicher Liinge beschreiben.



Kapitel XXI.

jf-dimensionale Raume constanten Kriiuiiuuiigsiuasses.

-dimensiona!e Raume. Messung von Langen und Winkeln. - - Geodatische

Linien. Geodatisch parallele Hyperflachen. Geodatische Flachen. Begriff

des Krummungsmasses nach Rieruann. Raume mit constantem Krummungs-
mass. Abwickelbarkeit zvreier Raume mit demselben constanten Krummungs-
mass aufeinander. Conforme Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den

euklidischen. DarsteUung der Bewegungen des dreidimensionalen hyperbolischen

Raumes durch lineare Substitutionen bezuglich einer complexen Yeranderlichen

nach Poincare. Geodatische Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den

euklidischen. Metrik von Cayley. Elliptischer Raum. Bewegungen des

dreidimensionalen elliptischen Raumes. Schiebungen.

315. M-dimensionale Raume.

Wir betrachten n reelle unabhangige Veranderliche:

1 2? ... %*)

von denen jede alle Werte zwischen OD und -|- x: annehmen kann.

Die Gesamtheit von n besonderen Werten der Yeranderlichen:

~(&amp;gt; JM Jt
Xi ,

X*
,

. . . Xn

heisse ein Punkt, und die Werte x\ (i = 1, 2. . . .
) mogen die Co-

ordinaten des Punktes genannt werden. Haufig werden wir uns zur

Bezeichnung des Punktes der abkiirzenden Schreibweise:

^ (i=l,2 ? ...n)

bedienen. Die Gesamtheit der Punkte moge als ein w-dimensionaler

Raum Sm bezeichnet werden. Sind die xt nicht unbeschrankt, sondern

nur innerhalb gewisser Bereiche veranderlich, so sprechen wir von

einem Gebiete von Sn .

Wir betrachten nun in S* die Gesamtheit derjenigen Punkte,
welche sich ergeben, wenn die Coordinaten xl} x^, ... x* gleich be-

stimmten Functionen von m Veranderlichen

36
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m kleiner als n vorausgesetzt, gesetzt werden, d. h. wir setzen:

(1) Xi =
&amp;lt;pi(ulf

u2 ,
... um) (i =1,2, ... n).

Diese durch die Gleichungen (1) bestimmte Punktmenge moge ein

Unterrauin von Sn oder eine in Sn enthaltene Mannigfaltigkeit
und zwar, wenn sich die fpi

nicht durch weniger als m Veranderliche

ausdriicken lassen*), eine w-dimensionale Mannigfaltigkeit Vm
genannt werden. Insbesondere heisse fiir m = 1 die Mannigfaltigkeit

eine Curve, fiir m = 2 eine Flaehe, fur m = n 1 eine Hyper-
flache.

Sind die Gleichungen (1) in den % linear, so wollen wir Vm einen

linearen Raum nennen und denselben mit Sm bezeichnen. Insbeson

dere soil der umgebende Raum Sn selbst als linear angesehen werden **).

Zu Grande legen wir der Metrik in unserem Raume Sn eine qua-

dratische Differentialform :

(i, 7; = 1, 2 . . . ),

von der wir voraussetzen, dass sie in dem ganzen in Betracht korn-

menden Raumgebiet definit und positiv sei und dass ihre Determi-

nante a aik
\

nicht verschwinde. Ferner setzen wir voraus, dass die

Coefficienten aik endliche und stetige Functionen der x seien

und ebenfalls endliche und stetige erste und zweite partielle

Differentialquotienten besitzen.

Als Entfernung ds zweier unendlich naher Punkte Xi und Xi -J- dxi

bezeichnen wir den durch die Gleichung:

(2) ds* =
ik

*) Damit eine derartige Reduction nicht nioglich sei, muss bekanntlich die

Matrix:

die Charakteristik m besitzen, d. h. es diirfen nicht alle Unterdeterminanten von

der Ordnung m verschwinden.

**) Eigentlich ist der lineare Raum der Synthetiker hier fiir uns nur ein

Bildraum.
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gegebenen Ausdruck und nennen ds auch das Linienelement des

Raumes. Betrachten wir dernnach in Sn eine Curve:

so ist ihr Bogen von t = t bis t = t
l

durch das bestimmte Integral :

s =

gegeben. Bezeichnen wir als Parameterlinie x, diejeuige Curve,

langs welcher sich nur der Parameter #, andert, und mit ds^ das Bo-

genelement derselben, so haben wir offenbar:

ds{
=

316. Messung von Strecken und &quot;Winkeln.

Nach Erledigung der Langenmessung in Sn gehen wir nun zur

Winkelmessung iiber. Hierzu betrachten wir zwei Linienelemente ds

und ds, die von einem Punkte xf nach zwei unendlich nahen Punkten

Xi -f- dxi und Xf -\- dxf ausgehen, sodass

ds* =
, (indXidXk, ds- = aik

ist. Da der absolute Betrag des Ausdrucks:

dx dx

kleiner als Bins ist*), so giebt es einen vollkommen bestimmten, zwi-

schen uiid it gelegenen reellen Winkel o, fiir den

^7 dx
i
Sxt

cos co = /. an -3 jds Ss

*) Urn uns hierron in einfacher Weise zu uberzeugen, haben wir nur zu be-

achten, dass, wenn die quadi-atische Form: ait^k ^efuoik ist, die quadra-

tische Gleichung fiir :

imaginare Wurzeln haben und also

(2 a^ 1

&amp;lt;

sein muss. Setzen wir

so ergiebt sich die obige Behauptung.
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1st. Diesen Winkel bezeichnen wir als den von den beiden Linien-

elementen ds und ds oder ihren Richtungen gebildeten Winkel*).
Bezeichnen wir insbesondere mit w

u/^
den von den (positiven) Rich

tungen der betreffenden Pararneterlinien x lt , x^ gebildeten Winkel,
so ist:

Bemerkt werde hierzu, dass bei Einfuhrung neuer Veriinderlicher y an

Stelle der x und entsprechender Transformation der quadratischen

Fundamentalform die vorstehend defmierten Langen und Winkel keine

Anderung erleiden.

Betrachten wir ferner in Slt eine Mannigfaltigkeit Vm und setzen

wir in (2) fur die x ihre Werte in den u ein, so erhalten wir fiir das

Quadrat des Linienelernents in Vm den Ausdruck:

(3) fls-

die in Vm gemessenen Langen und Winkel stimmen hiernach niit den

im umgebenden Raume Sn gelegenen uberein.

Eine von einem Punkte Xt ausgehende Richtung wircl clurch die

Werte der n Constanten:

dx.
=
-dj (&amp;gt;

b
1, 2, ...w),

die wir die Richtungsconstanten nennen wollen, bestimmt. Sie

sind durch die Identitat:

V fc fc

X, f*tki,i bi
:== JL

mit einander verkniipft. Betrachten wir zwei von demselben Punkte

ausgehende Richtungen g^ und |!-

2)

,**) so erhalten wir fur ihren

Winkel to die Bestimmungsgleichung:

*) Zur Rechtfertigung dieser Definition des Winkels co weist Beltrami

(Parametri differenziali
,

S. 14) darauf hin, dass die Entfernung Ds zweier

unendlich naher Punkte x
i -\-dxi

und x
( -{- Sx{ (bis auf unendlich kleine Glieder

hoherer Ordnung) durch die Gleichung:

= a.
k (dx. Sx^(dxk

- 8x
t) ,

d. h.:

Ds- = ds* -f ds* Zdsds cos co,

gegeben ist, also genau so, als wenn es sich um den gewohnlichen Raum handelte.

**) Der Kiirze wegen nennen wir Richtung |. diejenige, welche die Richtungs

constanten |, |, . . . | hat.
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Sind &\ |!-

2)

,
. . .

l-

m) m Richtungen, die von einem Punkte xT

ausgehen und unter einander unabhangig sind (d. h. nicht in eineni

Raume Sr ,
r

&amp;lt; m, liegen), so bestimmen sie einen Raiun Sm ,
der sie

enthalt. Die Coordinateu der Punkte desselben sind durch die Aus-

drucke:

xt
=^ + &\ + 5?X + +^ (

=
1, 2, . . . n)

gegeben. Die Richtungsconstanten einer beliebigen von xT ausgehen-

den Richtung in diesem Raume Sm haben dann folgende Werte:

& = l& } + k$&amp;gt; + + Am i!
w)

(i
= 1,2,... ),

wo, unter art den Winkel der beiden Richtungen j , ,- verstanden,

die A durch die quadratische Identitat:

V + V H-----h A,, + 2 Aj A. cos 1S + ... = 1

mit einander verknupft sind. Bemerkt \verde, dass durch einen (ge-

wohnlichen) Punkt P einer Mannigfaltigkeit Vm m von einander un-

abhangige Richtungen gezogen werden konnen, die die Tangential-

mannigfaltigkeit Sm bestimmen. Jede Richtung durch P
;
die normal

zu diesen m Richtungen ist, ist es auch zu alien von P ausgehenden

Richtungen in Sm und soil als normal zu SHi bezeichnet werden. Die

in P zu Sm normalen Richtungen bilden eine Mannigfaltigkeit $_,.
Ist Vm eine Hyperflache, so giebt es eine einzige solche normale

Richtung.

Haben zwei Hyperflachen den Punkt P gemein, so verstehen wir

unter dem von ihnen gebildeten Winkel denjenigen der beiden nor

malen Richtungen. Insbesondere finden wir im Falle der beiden

Parameterflachen xa , x$ fur den von den normalen Richtungen einge-

schlossenen Winkel Qa :

cos ff
=
y

oder

cos Qa ^
= =

wo A
x
und V die bekannten Symbole fur die Differentialparameter

sind (Kap. II, S. 41). Hieraus folgt, dass die Bedingung dafiir, dass

die beiden Hyperflachen:

U= Const, V= Const.

zu einander orthogonal sind, durch das Verschwinden von V ( U} V)

ausgedriickt wird.
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317. Geodatische Linien.

Gleichzeitig mit der Messung der Langen 1st auch der Begriff

der geodatischen Linien in Sn festgelegt. Es sind dieses namlich

diejenigen Curven, welche zwischen zwei beliebigen, geniigend nahe

angenomrnenen Punkten A, B von Sn den ktirzesten Weg angeben,
auf dein man in Sn von A nach B gelangen kann.

Betrachten wir eine geodatische Linie G und driicken wir die

Coordinaten eines beweglichen Punktes derselben als Functionen des

von einem festen Punkte ab gerechneten Bogens t von G aus
7

so

haben wir:

,w V dx
i
dx

*
1

Nun betrachen wir den Bogen der geodatischen Linie G zwischen den

beiden Punkten A und B, die den Werten t = t
,

t = t
t entsprechen

mogen, und bringen nach den Regeln der Variationsrechnung zuna

Ausdruck, dass, wenn statt der geodatischen Linie G eine andere, un-

endlich nahe benachbarte Curve mit denselben Endpunkten A und B
genommen wird

7
die Variation des Bogens gleich Null ist.

Aus
dt2 = ^ OntdXidXk

ik

folgt unter Anwendung des Symbols d fur die Variationen:

dxdx
, -5
--

j ,
rr

2 ex, dt dt dt
ikl il

Integrieren wir beiderseits und nehruen wir auf der rechten Seite mit

dem Integral

r &quot;^^
^

/ .G+r

eine partielle Integration vor, wobei wir berucksichtigen;
dass nach der

Voraussetzung die Variationen 8xt
in den Grenzen t

Q
und ^ verschwin-

den, so erhalten wir:

t

Demnach sind die Differentialgleichungen, die das Verschwinden von
*i

d fds ausdriicken, d. h. die Differentialgleichungei) der geodatischen
o

Linien, die folgenden:
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it

Unter Einfuhrung der Christoffel schen Symbole konnen wir sie in

der folgenden aquivalenten Form sckreiben:

oder, wenn wir nach den zweiten Differentialquotienten auflosen, auch

in der Form:

d*x.

Integrieren wir die Gleichungen (B) oder (B*) so, dass fiir / = t

dx
(

die x,- gegebene Werte
a^&amp;gt;

nnd die ersten Differentialquotienten -^
ebenfalls beliebig gegebene, aber der Bedingung:

2*&&*-.**~~

genugende Anfangswerte , annehmen, so ist die Bedingung (4) stets

erfiillt, weil infolge der Gleichungen (B)

d -SZ7
dx

i
dx

t _
di^Lj aik ~di~dt~-

ik

ist. Die entsprechende Curve ist somit eine geodatische Linie und t

ihr Bogen. Es ist demnach klar, dass eine geodatische Linie yon Sa

bestimmt ist, wenn ein Punkt ar|
0) derselben und die Richtung ,-,

in

der sie von ibm ausgeht, gegeben sind.

Es mag bemerkt werden, dass, wenn eine Mannigfaltigkeit Vm in

Sm eine geodatische Linie von 5, enthalt, diese auch geodatische Linie

von Vm ist. Dieses erhellt schon aus der Definition der geodatischen

Linie, kann aber auch leicht direct auf Grand der Differentialgleichungen

nachgewiesen werden.

318. Geodatisch parallele Hyperflachen.

Wir setzen voraus, es waren die Parameterlinien xt geodatische

Linien, und es ware ferner der Parameter x^ ihr Bogen, gerechnet von

dem entsprechenden Schnittpunkte mit einer bestimmten Parameter-

hyperfliiche des Systems i\
=

Const., z. B. mit j\
=

0, sodass die

anderen Hyperflachen dieses Systems die Orter der Endpunkte gleicher
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Bogen sind, die auf den geodatischen Linien von x
i
= aus abge-

tragen werden.

Wenden wir die DifFerentialgleichungen (A) anf unsere geoda
tischen Linien x an, so erhalten wir wegen an = 1 sofort:

(5) -^ = (1= 1, 2, . . ri).
cx^

Nehmen wir also an, dass die geodatischen Linien x
i
zu der Ausgangs-

hyperflache x^
=

orthogonal seien, so folgt daraus, da fur x^
=

ait
=

(I
=

2, 3, . . .

ri)

und andrerseits wegen (5) au von ^ unabhangig ist, dass a u iiber-

haupt gleich Null ist, d. h. dass auch alle ubrigeri Hyperflachen
x

l
= Const, normal zu den geodatischen Linien x

l
sind. Somit erhalten

wir folgende Yerallgemeinerung des bekannten Gaussischen Satzes auf

S. 159:

Werden durch jeden Punkt einer Hyperflache Z1

die zu

derselben nornialen geodatischen Linien gezogen und auf

diesen von 27 aus gleiche Bogen abgetragen, so ist der Ort

der Endpunkte wieder eine Hyperflache 27
,
die zu den geo

datischen Linien orthogonal ist.

Die so erhaltenen Hyperflachen 27 werden geodatisch parallel
zu 27 genannt.

Der obige Satz lasst sich iibrigens unmittelbar aus dem Gaussischen

Satze fur zweidimensionale Flachen ableiten. Dabei ist nur zu be-

riicksichtigen, dass, wenn auf 27 eine beliebige Curve I gezogen wird

und die von den Punkten von I ausgehenden, zu 27 orthogonalen geo
datischen Linien g gezogen werden, diese eine zweidimensionale Flache

bilden, deren geodatische Linien sie eben sind, und dass somit der Ort

I der Endpunkte gleicher, von I aus auf den g abgetragener Bogen
wieder eine zu den g orthogonale Curve ist.

Wenden wir uns nun zu dem Ausdruck, den unter der obigen

Voraussetzung das Quadrat des Linienelements annimmt, so erhalten

wir, da

Ou1, ai, = (Z
= 2,3, ...

)

ist:

(6) ds2 = dx^ -f- S, ars dxr dxs (r, s = 2, 3, . . .
ri).

Dieser Ausdruck soil die geodatische Form des Linienelementqua-

drats heissen. Wird mit dem Symbol A
x

der erste Differentialpara-

meter bezeichnet, so ist, wie wir bemerken wollen:
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Geniigt umgekehrt eine Function 9(xlt x*, . .. #) der Gleichung:

(7) A^=l,
so erhellt sofort, dass die Hyperflachen

= Const, einander geodatisch

parallel sind und dass ferner die geodatische Entfernung zwischen zwei

Hyperflachen & = & und # = t gerade durch ^ angegeben

wird. Allgemein lautet die Bedingung fur die Parallelitat der Hyper

flachen

r= Const.,

dass &U eine Function von U allein:

sein muss. In diesem Falle brauchen wir statt U nur

dU= fJ
als Parameter einzufiihren, so erhalten wir Gleichung (7).

Wir setzen nun voraus, wir kennen von der partiellen Differeu-

tialgleichung (7) eine vollstandige Losung &, die also ausser der

additiven Constanten in noch n 1 willkurliche Constanten

enthalt. Da sich durch Differentiation von (7) nach der Constanten a.

=

ergiebt, so ist klar
7
dass die Hyperflachen

= = Const.
ca

zu den Hyperflachen 0- = Const, orthogonal sind.

Bedeuten 6^ b*. ... &n_i n 1 neue willkiirliche Coustanten, so

haben wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung der geoda-

tischen Linien in der Form (vgl. S. 170):

(8) -i-6lf -^ = &,, .x^L-l^.fa

319. Geodatische Flachen. Riemann sches Kriimmungsmass.

Wir wollen nun den wichtigen Begriff des Krummungsmasses
des Raumes nach Riemann entwickeln. Hierzu betrachten wir einen

Punkt MQ(x^} von Sn und zwei von ihm ausgehende Richhmgen (g.V}

und (i^
2)
); dieselben bestimmen ein Biischel von Richtuugen:
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die in einem $
2 liegen. Der Ort der von Jf langs der Richtungen

des Biischels ausgehenden geodatischen Linien ist eine Flache 6, die

eine geodatische Flache genannt werden rnoge. Wir stellen uns

nun die Aufgabe, das Krumniungsmass K dieser geodatischen Flache G

im Punkte M
,

d. h. die Kriimmung zu berechnen, die der binaren Diffe-

rentialform zukommt, welche das Quadrat des Linienelements von
&amp;lt;?,

in Sn berechnet, darstellt.

Diese Kriimmung K heisst auch das Kriimmungsmass des

Raume s Sn im Punkte M beziiglich der angegebenen Orientation der

betrachteten Flache $9 .

Werden fiir eine beliebige der betrachteten geodatischen Linien

die Coordinaten Xi eines beweglichen Punktes derselben nach Potenzen

des Bogens t, den wir von Jf ab rechnen wollen, entwickelt, so er-

giebt sicb. wegen der Differentialgleichungen (B*) ?
S. 569,

/v1 . flfl\ i

&amp;gt;-
. / _

WVl t^i bit V

h

Auf der geodatischen Flache G wahlen wir als veranderliche Coordi

naten :

und es sei:

(10) ds2 = ^11 c?w1
2

-f- 26l4 (?U|^ttj -f- 622 ^M2

2

das Quadrat des Linienelements von (7
;
sodass wir haben:

(11) lik =
a

(t

t

Durch Beifiigen des Index & bezeichnen wir die bezfiglich der

binaren Form (10) gebildeten Drei- und Vier-Indices-Symbole und ver-

sehen der grosseren Klarheit wegen auch die fur die Form

ars dxr dxs

gebildeten mit dem Index a. Aus (11) folgt dann sogleich:

Urn. nun das Kriimmungsmass von 6 in M (vgl. S. 52);

(12, 12).

(12*) K=- 21,
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berechnen zu konnen, brauchen wir die Werte der Symbole und

ihrer Differentialquotienten in M - wir rersehen sie mit dem oberen

Index (0). Aus (9) ergeben sich sofort die Gleichungen:

(13) uv
0)

*p

und setzen wir diese Werte in (12) em, so erhalten wir:

. . ET-- .

Xach Gleichung (32), S. 51, bleibt somit:

11

und wenn wir die Gleichungen (12) und (13) heranziehen, so finden

wir nach einigen leichten Umformungen:

(14) (12, 12)
iurt

wo sich die Summe rechts fiber alle Combinationen der vier Zahlen

A, ft, v, T Ton 1 bis n erstreckt. Berucksichtigen wir aber die be-

kannten Eigenschaften der Tier-Indices- Symbole, die in den Relationen

(a) und (b), S. 51:

(if, p*)
=

(i&amp;gt;A, ur)
=

(lv, Tft)
= (vA, Tfi)

ausgedruckt sind, so konnen wir Gleichung (14) auch folgendermassen

schreiben:

I tWtP.
*;. ?;.

wo der Strich am Summenzeichen andeuten soil, dass sich die Suinme

uber alle Combinationen der Wertepaare A, v; ft, T, fur die A
&amp;lt; v, u

&amp;lt;
T

ist, erstreckt. Andererseits ist:

SI*L
iu rt iu *

und zufolge einer bekannten Identitat aus der Theorie der Determi-

nanten konnen wir dafur auch schreiben:

tftf
/.

a, u a, r
(l)fc(2)

Setzen wir dieses in (12*) ein, so erhalten wir die endgiltige

Fonnel:
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(15)

(*,!&quot;)

ivf.it

(1)6(8)

6(1)

(1) 6(2)
I/

b (
.

320. Raume mit constantem Kriimmungsmass.

Wir sagen, der Raum Sn habe ein constantes Riemann sches

Kriimmungsmass, wenn das Kriimmungsmass K von stets den-

selben Wert behalt, wie auch der Punkt M in Slt gewahlt werden

mag und welches auch die Orientation der Tangentialebene der geoda-
tischen Fliiche in M sein mag*). Aus (15) ergiebt sich unmittel-

bar: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,

dass der Raum Sn ein constantes Riemann sches Krummungs
mass KQ hat

7
werden ausgedriickt durch die Gleichungen:

die fiir alle Werte der Indices A, v, p, T von 1 bis n gelten

miissen.**)

Es ist fiir das Folgende zweckmassig, die Bedingungen (16) in

eine andere genau aquivalente Form zu blingen, indem statt der Vier-

Indices-Symbole erster Art diejenigen zweiter Art eingefiihrt werden.

Bezeichnen wir hierzu mit r
} k, s, t vier beliebige Indices, wobei wir

voraussetzen, dass k von s und von t verschieden sei, so erhalten wir

die folgenden;
den Gleichungen (16) aquivalenten Gleichungen:

H 6*^1 /*/&quot; &amp;lt;it\ Irf &amp;lt;if\ K,idI Aw J j//ijOt/j w.
\
t v

y
o v 1 -*^-0 **/ s

Zunachst iiberzeugen wir uns von der wirklichen Existenz w-di-

mensionaler Raume mit beliebig gegebenem constanten Kriimmungs
mass _ZT

0; indem wir den Rieinann schen typischen Ausdruck fiir das

Quadrat des Linienelements bilden. Zu diesem Zwecke suchen wir den

Gleichungen (16) durch ein Linienelementquadrat von der Form:

*) Schur hat nachgewiesen (Mathem. Annalen, 27. Bd.), dass K nur als mit

der Orientation von G um M unveranderlich angenommen zu werden braucht;

dann ist K notwendig constant, auch wenn M sich andert.

**) Dass die Bedingungen (16) hinreichend sind, ist evident. Dass sie ferner

auch notwendig sind, ergiebt sich daraus, dass, wenn wir die Richtung
({&amp;lt; )

festlegen und die Kichtung (if^ sich beliebig iindern lassen, Gleichung (15), wenn

darin fiir K K gesetzt wird, eine homogene quadratische Relation zwischen den

Richtungsconstanten J^ ist, die mit Notwendigkeit eine Identitat sein muss.
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,17 v dx\ + dxl+... + dxl
(17) dr= -pj-
wo U cine zu bestimmende Function der x ist, zu geniigen. Hierzu

bemerken wir: Hat das Quadrat des Linienelements eines Raumes S n

die orthogonale Form:

ds* = H\dxl + Hldxl -\
-----h Hldxl,

und bedeuten r,
A

,
i. h v^er verschiedene Zahlen aus der Reihe

1, 2, . . . n, so ergeben sich die Gleichungen:

(r, i A)
=

0,

fri Itt
( rh. , kn) = x -frcx H cx

ex, rx, - cxr cxr
xt cxk

-

Wenden wir diese Gleichungen auf die Form (17) zur Bildung der

Bedingungen (16) an, so erhalten wir zur Bestimmung von U die Glei

chungen:
c*u o^u.pu i~

* n
&quot; ==

Der Ausdruck fur die allgemeine Losung C,&quot; dieser Gleichungen
lasst sich leicht angeben; doch geniigt es uns hier, zu bemerken, dass

denselben durch

U=l+^(xl + xl-l
-----

\-xl)

geniigt wird. Infolge dessen nimmt das Quadrat des Linienelements

des Raumes SH mit constantem Krummungsmass KQ die typische Rie-

mann sche Form an:

(19) rf^

O]
Wir bemerken ferner, dass, wenn das Kriimmungsmass KQ negativ,

gleich -~jftt ist, in welchem Falle wir von einem pseudosphari-
schen Raume vom Radius R oder von einem hyperbolischen
R aume reden wollen, U auch gleich -, d. h. :

augenoinmen werdeu kaun.
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321. Abwickelbarkeit von Raumen mit constantem

Kriimmungsmass auf einander.

Auf Raume von constantem Krummungsrnass werden wir mit Not-

wendigkeit gefiihrt, wenn wir Raume suchen, fiir welche die Geometrie

eines jeden Gebiets mit derjenigen jedes anderen Gebiets identisch
ist,

d. h. die von solcher Beschaffenheit sind, dass jede in ihnen befindliche

Figur in ein beliebiges anderes Gebiet desselben Raumes ohne Anderung
der Strecken und Winkel verlegt und auch um einen festgehaltenen

Punkt desselben beliebig orientiert werden kann. Um dieses noch anders

auszudriicken, fiihren wir die Definition auf einander abwickel-
barer Rauine ein. Wir sagen niimlich: Zwei w-dimensionale
Raume Sn und Sn sind auf einander abwickelbar

;
wenn sie

Punkt fur Punkt so auf einander bezogen werden konnen,
dass entsprechende Strecken und daher auch entsprechende
Winkel einander gleich sind, oder auch, wenn die beiden

Differentialformen:

dsz = ^^ aik dxi dxk ,
ds 2 = ^^ a!k dx,-

dxk ,

Ik ik

welche die Quadrate ihrer Linienelemente darstellen, in ein

ander transformierbar sind. In dieseni Falle konnen wir uns auch

dahin ausdriicken, dass jeder der vorhin betrachteten Raume so be-

schaffen ist
7

dass ein beliebiges Gebiet desselben auf ein anderes be

liebiges Gebiet bei gleichfalls beliebiger Orientation um einen festen

Punkt abwickelbar ist. Zufolge der Definition des Krummungsmasses
ist dann klar, dass dasselbe constant sein muss und dass hierzu nur

angenommen zu werden braucht, dass ein Punkt P in einen anderen

beliebigen Punkt P verlegt und ein Winkel, dessen Scheitel P
ist,

mit jedern gleich grossen Winkel, dessen Scheitel in P liegt, zur

Deckung gebracht werden kann. Umgekehrt aber besteht in jedern

Raume von constantem Krumrnungsmass eine Geometrie zu Recht, die

von dem betreffenden Gebiete des Raurnes unabhangig ist; es gilt mit-

hin auch fiir die Geometric in diesen Raumen das Princip von der

Deckbarkeit der Figuren. Dieses wichtige Ergebnis leiten wir aus dem

folgenden allgemeinen Satze ab, den wir jetzt beweisen wollen:

Zwei w-dimensionale Raume mit demselben constanten

Riemann schen Krummungsmass K sind auf einander ab

wickelbar, und zwar in der Weise, dass ein beliebiger Punkt
A des einen in einen beliebigen Punkt A. des anderen verlegt
und ein orthogonales w-eder*), das von A ausgeht, mit einem

*) Unter einem orthogonalen w-eder, das von A ausgeht, verstehen wir ein System
von n Richtungen, die von A ausgehen und paarweise auf einander senkrecht stehen.
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beliebigen anderen, das von A ausgeht, zar Deckung ge-

bracht werden kann.

Wir beweisen den Satz zunachst fur den Fall, dass das Kriim-

mungsniass gleich Xull ist,
indem wir zeigen, dass in diesem Falle das

Quadrat des Linienelements auf die typische Form:

dyl + dyl -\ \-dyl

gebracht werden kaun, d. h. dass, wenn fiir die definite Differentialform :

ar*dxrdxt

alle Vier- Indices-Symbole verschwinden, n Functioneu y der x so be-

stimmt werden konnen, dass

dyl -f- dyl -j- + dyl =^ ar,dxr dxt

ist*).

Zunachst muss infolge der Christoffel schen Formeln (I), S. 43,

jedes y dem System von J~ simultanen Differentialgleichungen:

geniigen. Da ferner allgemein

[rl-, st} a =
ist, so ist dasselbe ein unbeschrankt integrierbares System, d. h. ein

solches, dass der Anfangswert des Integrals y und die Werte seiner n

ersten Differentialquotienten willkurlieh bleiben. Xehmen wir nun n

von einander verschiedene particulare Losungen des Systems (21) und

bezeichnen wir mit J ihre Functionaldetenninante, d. h. setzeu wir:

&quot;

:&quot;^r

so erhalten wir sofort die Gleicliung:

^T \llc\ j (j. = i 9 n\

I I \a*
d. h. (S. 45, (20)):

c log J c log ~[/a

cxt cxt

und hieraus durch Integration:

J= CY^L (C= Const.).

*) Dieses genugt oflfenbar zum Beweise des Satzes, denn wird mit den y
eine orthogonale lineare Transformation vorgenommen, so kann dem gewahlten

orthogonalen n-eder die verlangte Orientation erteilt werden.

Bianclii, Differentialgeometrie. 37
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Wir brauchen demnach n nur linear von einander unabhangige

Losungen y von (21) zu wahlen, so sind sie es iiberhaupt, worauf wir

2/i &amp;gt; 2/2 &amp;gt; Vn als neue Veranderliche wahlen konnen. Bezeichnen

wir mit:

(23) ds

die transformierte Form, so haben wir:

a = l.J\
*

also wegen (22):
/&amp;gt;

= Const.

Sind andrerseits ytt) yp zwei beliebige Losungen von (21), so ergiebt

sich leicht (S. 41):
v

(j/&amp;gt;2//*)

==
Const.*),

und da

V^G/a,^) = Ba p

ist,
so sehen wir, dass die Unterdeterminanten von

&,
also auch die b;k,

constant sind. Wir brauchen somit nur die Veranderlichen y linear

zu transformieren, um

6==1, 6a = ( + *)

zu machen**). Jeder Raum mit verschwindendem Riemann schen

Kriininiungsmass, dessen Linienelementquadrat auf die Form:

(24) ds* = dx\ +dxl-\-----h dxl

gebracht werden kann, mag ein euklidischer Raum genannt werden.

Sobald das Quadrat des Linienelements auf diese typische Form (24)

gebracht ist, fallen offenbar die geodatischen Linien des Raumes mit

den Geraden zusammen, und es ist die Entfernung d zweier Punkte xi

und xi durch

gegeben.

*) Beim Beweise beriicksichtige man die Identitat:

A

~^&quot;

=

~&amp;lt; 7&quot;V*l~

**) Auf einem nur wenig abweichenden Wege konnte man sogleich von An-

fang an die Fundamentallosungen y^ y2 ,
. . . yn so wahlen, dass

also

ware.
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322. Abwickelbarkeit zweier Raume mit demselben constanten

Krummungsmass K auf einander.

Indem wir nun zu dem Falle iibergehen, in welchem das Kruin-

mungsmass eine nicht verschwindende Constante K ist, stutzen wir

uns auf die Thatsache, dass, wenn wir anstatt des Systems (21) das

folgende betrachten:

cx ,

diese - J~ - simultanen Gleichungen wieder ein unbeschrankt inte-

grierbares System bilden*i. Entwickeln wir namlich die Bedingungeu

dafiir, so finden wir genau die Gleichungen (16) wieder. Es lasst sich

also eine Losung U von (25) finden, die samt ihren n ersten partiellen

DiflFerentialquotienten in einem Punkte von Sn willkiirlieh gegebene
Werte annimmt. Ferner ist sehr zu beachten, dass das System (25)

gegeniiber Coordinatentransformationen Invarianteneigenschaft besitzt,

da es in den Bezeichnungen fur die covarianten zweiten Difi^erential-

quotienten in der Form:

Ur = - KoClrsU

geschrieben werden kann.

Sind nun U und V zwei verschiedene oder nicht verschiedene Lo-

sungen von (25), so ist, wie leicht nachgewiesen werden kann:

(26) V(T. V) = K UV + Const.**):

insbesondere ist:

(27) Aj U= K U- + Const.

Es sind demnach die Hyperflachen ?7= Const, einander geodatisch

parallel (S. 571), und ferner sind sie, wie wir nun nachweisen wollen,

selbst n 1 - dimensionale Raume von constantem (positiven oder ver-

schwindenden) Ki-ummungsmass.

Angenommen, es sei zunachst K negativ, gleich -^ ,
d. h. es

S\&quot;

handle sich um einen pseudospharischen Raum vom Radius Jl. Indem

wir dann uber die Anfangswerte von U und -

Verfugung treffen,

*) Auf den Umstand, dass das System (25) unbeschrankt integrierbar ist, hat

Weingarten hingewiesen. (Crelle s Journal, 94. Bd.)

**) Bildet man namlich irgend einen Differentialquotienten -
{ F(f7, V) -\-

tfXf

4- K UV], indem man die Gleichungen (25) sowie die analogen far V beriick-

sichtigt, so findet man identisch: -
{ V(U, F) -f S^ UV} =0.

C {

37*
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konnen wir eine Losung U von (25) wahlen, fur welche die Constante

auf der rechten Seite von (27) gleich Null, d. h.

f97*\ A TT
^ 2

\& ( ) i U = -^r
ft

ist. Indem wir unter U eine solche Losurig verstehen, wahlen wir die

Hyperflachen U= Const, als Parameterhyperflachen x
i
und als Para

meter x
l

die Bogen der zu ihnen orthogonalen geodatischen Linien,

gerechnet von einer Hyperflache U ab. Dann nimmt das Quadrat des

Linienelernents die geodatische Form (S. 570) an:

ds2 = dx
t

2
-j-^ ara dxr dxs (r, s = 2, 3, . . .

ri),

und es ist U eine Function von x
:

allein:

Da jetzt

also nach S. 43, (18) und (17),

ist, so haben wir infolge der Gleichungen (25) mit Notwendigkeit:

Aus (a) ergiebt sich nun:

^1 _^L

(a*) F(x,}
= C.e

R + C .e
,

worin C und C Constanten sind, von denen wegen Gleichung (27*),

die nach S. 41, oben, die Form:

annimmt, die eine, sagen wir
C&quot;, gleich Null sein muss. Wir kon

nen also fi

F(*$ = e
R

machen, und es ergiebt sich dann aus den Gleichungen (/3):

2^1

a;i. = e . lik ,

wo die lik nur von rr
2 ,

#3 ,
... xn abhangen. Somit folgt:
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Wir berechnen nun fur die Form der n 1 Veranderlichen #2 ,
x3 ,

. . . xn

bit dxi dxk (t,k
= 2,o,...n)

die Vier-Indices-Symbole, die wir mit (rk, z
/t)/,

bezeichnen wollen. Aus

(32*), S. 51, folgt:

_

2 *i

Nun ist:

,./, 1 &Q-i i &quot;V

s

1 - -L

fit

rh rh _ R~ ~
:

~
r

und ferner, weil der Raum Stt ein pseudospharischer vom Radius

sein soil, nach (16), S. 574: 4x

1 e^
(rk, ih\ = -^ (ari ahk arh aik) = --^ (&ri&At &r* 6,-t)

-

Setzen wir diese Werte in (y) ein, so erhalten wir:

(rA-, ill),
= 0.

Es gehort also die Form:

tdxidxk (i, A; = 2, 3, ... n)

zu einem Raume mit verschwindendem Riemann schen Krummungsmass
und kann daher (S. 578) auf die typische Form:

rfyi
2 +^ 2 + --- + &amp;lt;fy,

2

gebracht werden. Wir haben somit das Linienelementquadrat des

pseudospharischen Raumes Sn auf die Form gebracht:

**

ds* = dx* + e
&quot;

(dtf + dy3
* + + dyS)

oder, wenn wir x
,

e
* =

!/i

setzen und die ubrigen y, durch Ryf ersetzen:

VI

welches die typische Form (20), S. 575, ist.

323. Conforme Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den

euklidischen.

Xachdem durch das vorstehende Verfahren unser Satz fur den

Fall der pseudospharischen Raume nachgewiesen ist, diirfte es nicht

ohne Interesse sein, die nachstehenden Bemerkungen iiber die anderen
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Losungen U des Systems (25), fur welche die Constante auf der rech-

ten Seite der Gleichung (27) von Null verschieden 1st, anzukuiipfen.

Durch Integration der Gleichung (a) in der Gestalt (a*) erhalten

wir zwei neue Falle, die wesentlich von einander verschieden sind, je

nachdern die vorhin erwahnte Constante negativ oder positiv ist, nam-

lich im ersten Falle:

im zweiten Falle :

=F(x1 )
= cosh

Demnach ergiebt sich beziiglich:

I) ds* == dxj
2

-\- sinh2 ^ bri dxr dxs

x
II) ds* = dx^ -f~ cosh2

--^
x/ brs dxr dxs

wo die l&amp;gt;rs beide Male von x
1 unabhangig sind. Da wir aus den

Werten fiir die Ausdriicke:

(rk, ih)a sinh2

-^ (rk, ih)b ,

(rk, ih}a cosh2 -

(rk, i~h\

beziiglich erhalten:

(rk, ih)b
= -j

so erhellt nach (16), S. 574, dass die Hyperflachen x
i
= Const, wieder

n 1-dimensionale Raume von constantem Riemann schen Krummungs-
mass sind, doch hat dasselbe im Falle I) einen positiven, im Falle II)

einen negativen Wert.

Wir wollen noch hinzufugen, dass fur die typische Form (20) des

Linienelementquadrats im pseudospharischen Raume die allgemeine Lo-

sung U des Systems (25), wie sich leicht nachweisen lasst, bis auf

einen constanten Factor durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

(28) U= f [y* + (*/2
- c

2 )
2 + Q/3

- c^ + - - - + (yn
-

erf + C] ,

Hi

wo c
2 ,

. . . cn ,
C willkiirliche Constanten sind.

Da sich nun

A it
u* 4CA

I
L ~W &

ergiebt, so sehen wir, dass das Vorzeichen des Krummungsniasses der
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Integralhyperflachen U = Const, mit demjenigen der Constanten C
in (28) iibereinstimmt, wahrend im Falle C = die Hyperflachen

U= Const, das Kriimmungsmass Xull besitzen, wie wir gesehen haben.

Indem wir endlich zum Beweise des in 321 angefiihrten Satzes

fur den Fall:
^Ko

= + &
ubergehen, wollen wir annehmen, er sei bereits fiir n 1 Dimensionen

bewiesen, und dann zeigen, dass er auch fur n Dimensionen gultig ist.

Dann ist er allgemein nachgewiesen mit Riicksicht darauf, dass er fiir

zwei Dimensionen richtig ist (Kap. VII, S. 187).

Xun ergiebt sich mittels ganz analoger Betrachtungen wie zu Be-

ginn des vorigen Paragraphen, dass, wenn wir als Pararneterhyper-

flachen xt
= Const, ein Integralsystem von (25) wahlen, wir das

Quadrat des Linienelements hier auf die Form:

&amp;lt;7s

2 = dXj
2

-{- sin2 ~^ brt dxrdxt (r, s = 2, 3, . . . n)

bringen konnen, worin die brt wie gewohnlich von x unabhangig sind.

Da wir andrerseits erhalten:

(rfc, ih)b
=

jp (bri bkt &r*&,-*),

so sehen wir, dass die Hyperflachen xt
= Const, n 1-dimensionale

Raume mit constantem positiven Riemanu schen Krummungsrnass sind.

Somit ist der Beweis unseres Satzes fur n Dimensionen auf den fur

n 1 Dimensionen zuruckgefiihrt und kann als erledigt gelten. Durch

wiederholte Anwendung desselben Verfahrens erhalten wir offenbar

schliesslich folgende typische Form fiir das Quadrat des Linienelements:

324. Geometric im hyperbolischen Raume.

Wir wollen uns nun kurz mit der hyperbolischen Geometric,
d. h. der Geometric in den pseudospharischen Raumen, be-

schaftigen. Wir gehen zu diesem Zweck auf die typische Form (20)

fiir das Linienelement, S. 575, zuruck. Setzen wir darin der Einfach-

heit halber J? gleich Eins, so erhalten wir:

(29) ,.-&quot;
+ * + + &quot;V

-

V

Wir betrachten xl} %, . . . xn als (Cartesische orthogonale) Co-

ordinaten eines Punktes im Raume mit dem Kriimmungsmass Xull.
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oder, wie wir sagen wollen, in deni euklidischen Raume, in dem

das Quadrat des Linienelements die Form:

ds* = dx^ -j- dx^ -f- -}- dx?

hat. Dann definiert Gleichung (29) eine conforme Abbildung des

pseudospharischen Raumes auf den euklidischen. Die reellen Punkte

des ersten haben zu Bildpunkten im zweiten Punkte, die alle auf der-

selben Seite der Hyperebene x = liegen. Um die Begriffe zu

fixieren, wollen wir annehmen, dass dieses Gebiet dasjenige sei, in dem

x
&amp;gt;

ist.

Integrieren wir nunmehr alle Differentialgleichungen der geoda-

tischen Linien, welche hier die Form:

d*x. 2 (dx.Y-
i __ I 1^ I

ds* x
1
\ds/

d*x
r __ 2dx, dxr ,

d^&quot;-^~d^~d^
z

&amp;gt;

annehmen, bezeichnen wir mit c9 ,
c
s ,

. . . cn ;
a2; a3 ,

. . . an 2n 2

willkiirliche Constanten und setzen wir:

(30) c = ]/c2
2 + c3

2
H |- en

2

,

so erhalten wir das folgende System von Integralgleichungen *) :

-CXi =
(31)

^

cosh s

g= -4- tgh s -f- ar (r
= 2, 3, . . .

ri).

D. h.: Die Bilder der geodatischen Linien des pseudosphari
schen Raumes sind Kreise**), die zu der Grenzhyperebene
x

1
= orthogonal sind. Umgekehrt ist jeder solcher Kreis

das Bild einer geodatischen Linie. Wie wir sehen, haben wir

so die Abbildung, die uns im 16. Kapitel zum Studium der Geometrie

auf den pseudospharischen Flachen diente, auf w-dimensionale Raume

*) Bemerkt werde, dass, wenn die c
t
- samtlich gleich Null waren, die

Gleichungen (31) des Textes ihren Sinn verlieren wiirden. Dann ware aber offen-

bar das Bild der geodatischen Linie eine zur Grenzhyperebene senkrechte Gerade.

**) Unter einem Kreise des euklidischen Raumes verstehen wir natiir-

lich eine ebene (in einem St gelegene) Curve, deren Punkte von einem festen

Punkte der Ebene (dem Mittelpunkte) gleich weit entfernt sind. Dass die durch

die Gleichungen (31) dargestellte Curve diese Eigenschaft besitzt, ergiebt sich in

der einfachsten Weise dadurch, dass durch Einfiihrung eines neuen Coordinaten-

systems die Gleichungen des Textes auf die Form :

CXl
=

c^LTs
cx

*
=

tlgh s Xs
= x*

= = x
*
=

gebracht werden konnen.
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ausgedehnt. Wiederholen wir die Betrachtungen zu Beginn dieses

Kapitels, so ergiebt sich auch hier:

Zwei Punkte des hyperbolischen Raumes bestimmen stets

eine geodatische Linie, die sie verbindet. Ihre Entfernung

ergiebt sich als der Logarithmus des Doppelverhaltnisses,
das auf dem Bildkreise der geodatischen Linie die beiden

Bildpunkte mit den beiden Schnittpunkten des Kreises und

der Grenzhyperebene bilden.

Wir betrachten nun eine Hypersphare Zn-i des Bildraumes,

deren Mittelpunkt in der Grenzhyperebene 3.\
=

liegt, d. h. eine

Hyperflache mit der Gleichung:

*i
2 + (*,

-
c*Y- + (*s -%)* + + (*-

-
-)*
= **

(cif c3 ,
. . . cn ,

r = Const.).

Schneiden wir n-\ mit einer zu x = senkrechten Hyperebene,

so ist der Schnitt eine spharische Mannigfaltigkeit 2?n_2 ,
deren Mittel

punkt in dem Schnittraume JRn_2 der beiden Hyperebenen liegt. Schnei

den wir wieder mit einer zur Grenzhyperebene senkrechten Hyperebene,

so ergiebt sich eine in einem Rn * gelegene spharische Mannigfaltigkeit,

deren Mittelpunkt in dem Rn-S liegt, den JRB_2 mit x
v
= gemeinsam

hat. So konnen wir fortfahren. Komrnen wir schliesslich auf diese Weise

zu den Kugeln Z
1

.,,
so ist klar, dass auf jeder von ihnen doppelt unendlich

yiele, zur Grenzhyperebene orthogonale Kreise liegen. Sie stellen folg-

lich geodatische Flachen des hyperbolischen Raumes dar, und daraus

ergiebt sich die folgende Eigenschaft, die auch als fiir die Raume mit

constantem Krummungsmass charakteristisch nachgewiesen werden

konnte*):

Jede geodatische Flache enthalt doppelt unendlich viele

geodatische Linien des Raumes, ist also geodatische Flache

bezuglich aller seiner Punkte.

Hiernach schon ist klar, dass das Krummungsmass dieser geoda

tischen Flachen constant und gleich dem des Raumes ist. Ebenso ist

klar, dass die mehrdimensionalen spharischen Manuigfaltigkeiten

273 ,
274 ,

. . . 2Tn_i, die wir vorhin betrachtet haben, geodatische Man-

nigfaltigkeiten des hyperbolischen Raumes darstellen, d. h. Mannig-

faltigkeiten, die von geodatischen Untermannigfaltigkeiten gebildet

werden, und zwar von solchen, die von einem Punkte tangential an

einen J13 , R^, u. s. w. ausgehen. Ferner ist klar, dass solche geodS-

*) S. Schur, Uber Raume constanten Krummungsmasses (Mathem. Annalen,
27. Bd., S. 172 und 538).
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tische Mannigfaltigkeiten selbst Raume mit constantern Kriiinmungs-
rnass

;
und zwar mit demselben, wie der umgebende Raum, sind.

Zum Schlusse wollen wir darauf hinweisen, dass infolge Gleichung

(28) des vorigen Paragraphen jede Hypersphare des Bildraumes eine

Hyperflache init constantem Krummungsmass K des hyperbolischen
Raumes darstellt, und zwar ist K positiv oder negativ, je nachdem die

Hypersphare die Grenzhyperebene schneidet oder nicht, wahrend es fiir

alle die Grenzhyperebene beriihrenden Hyperspharen gleich Null ist.

Letztere stellen die sogenannten Grenzhyperspharen des hyper
bolischen Raumes vor.

325. Bewegungen des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes.

Ein n - diniensionaler hyperbolischer Raum gestattet nach dem Satze

in 321, S. 576, oo 2
Abwicklungen auf sich selbst, die wir auch

Bewegungen des Raumes nennen wollen. Fiir den Fall n= 2 haben

wir schon im 16. Kapitel die analytische Darstellung dieser Bewegungen
mittels der linearen Substitutionen mit reellen Coefficienten be-

ziiglich einer complexen Veranderlichen s gegeben. Wir wollen jetzt

die entsprechende Aufgabe fiir den dreidimensionalen Raum 16sen und

so die von Poincare*) angegebenen Formeln ableiten.

Bei jeder Bewegung des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes
in sich muss die Grenzebene als Ort der unendlich fernen Punkte in

sich iibergehen. Da ferner zwei zur Grenzebene orthogonale Kugeln
in zwei andere ebensolche iibergehen rniissen, die sich unter demselben

Winkel wie die urspriinglichen schneiden, so ist klar, dass die dabei

stattfindende Transformation der Grenzebene conform sein und Kreise

wieder in Kreise iiberfiihren muss. Sie ist also eine Kreisverwandt-

schaft.

Bezeichnen wir mit

/fyc\\ 7 9 {* b &quot;T~ Ctf] ~~r~ d C&quot;

(32) ds2 = J

das Quadrat des Linienelements im hyperbolischen Raume und breiten

wir in der Grenzebene g
= die Werte der complexen Veranderlichen

s = | -f- it] aus, so sehen wir (S. 82), dass jeder Bewegung des hyper
bolischen Raumes in sich eine lineare Substitution beziiglich der com

plexen Veranderlichen z:

(33) ; = ^-1

Sur les Groupes Kleineens (Acta Matliematica, 3, Bd., S. 49).
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oder bezfiglich der conjugirten Veranderlichen z :

(33* )
/ = ^4|y*o + *

entspricht. Wenn wir uns aber zunachst auf die Betrachtung der-

jenigen Bewegungen beschranken, welche in stetiger Weise durch un-

endlich kleine Bewegungen erzeugt werden konnen, so erhellt, dass wir

Gleichung (33*), da sie keine infinitesimalen Substitutionen enthalt,

auszuschliessen haben.

Um nun die Gleichungen zu finden, welche die Coordinaten |, 17,

eines Punktes P und diejenigen , 17 , % des Punktes P
,
in den P bei

der zu (33) gehorigen Bewegung ubergeht, verkniipfen, habeu wir mit

Poincare nur folgendermassen zu verfahren. Die zur Grenzebene ortho-

gonalen und durch P gehenden Kugeln gehen in ebenfalls zur Grenz

ebene orthogonale und durch P gehende fiber. Sei in den iiblichen

Bezeichnungen (S. 82, Anmerkung):

(a) Az z* + Bz + B z
f + 0=0

die Gleichung des Aquators einer dieser Kugeln durch P in der Grenz

ebene, so ist, wenn

/-r+V +Y1

gesetzt wird:

(a*) A 9
* + 5/ +^ -hC=0

die Gleichung der Kugel selbst.

Durch die Substitution (33) geht der Kreis (a) in den nachstehen-

den fiber:

(Aaa

Bad,

= 0.

Da die Kugel, die diesen Kreis als grossten hat, durch P geht,

mussen wir haben:

yV
Immer, wenn A, B, C der Gleichung (a*) genugen, mussen sie

auch der letzten genugen. Daraus ergeben sich durch Yergleichen die

Formeln von Poincare:
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, 2 =

(34)

Wird, wie es erlaubt ist,

angenonamen, so konnen wir neben diesen Gleichungen die folgende,
die sich dann ergiebt, setzen:

(34*) g
=

Umgekolirt ist leicht ersichtlich, dass zu jeder linearen Substitution (33)
eine Bewegung des hyperbolischen Raumes gehort. Dazu brauchen

wir nur zu beachten, dass dieses fur die drei Elementarsubstitutionen:

7 , i
8 = z -f- a, z = kg, z = -

z

/utriftt und dass ferner jede andere Substitution in drei aufeinander-

folgende je einer Art zerlegbar ist.

326. Einteiliing der Bewegungen des hyperbolischen Raumes.

Um die Bewegungeu des hyperboliscben Raumes entsprechend den

linearen Substitutionen (33), in denen wir

ad fly
= 1

voraussetzen, zu classificieren, bemerken wir Folgendes: Die Substitu

tion (33) hat in der Grenzebene zwei feste Punkte A und B, die wir

zunachst als getrennt annehmen wolleu. Der zur Grenzebene senk-

recbte Kreis, der iiber All als Durchmesser beschrieben wird
;

stellt

eine geodiitische Linie des liyperbolischen Raumes vor
;
die sich in sich

selbst verschiebt (Bewegungsaxe).
Nun unterscheiden wir zwei Falle, je nachdem es bei der Be-

wegung eine geodiitische FILiche giebt, die sich in sich selbst verschiebt,

oder nicht. Im ersten Falle sind wir wieder zu der Classification der

Bewegungen einer pseudospharischen Flache in sich gelangt und teilen

dieselben weiter in bezgl. elliptische, hyperbolische und parabolische*).

Schleift dagegen keine geodatische Fliiche auf sich, so mag die Be-

wegung eine loxodromische genannt werden.

*) Vgl. Kap. XVI, 231 u. f.
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Urn aus den Coefficienten von (33) zu erkennen, zu welcher Art

die entsprechende Bewegung gehort, brauchen wir nur darau zu er-

innern, dass fur zwei affine Substitutionen die Summe a -J- d dieselbe

ist. Schleift nun bei der Bewegung eine geodatische Flache auf sich,

so konnen wir diese Bewegung durch eine affine ersetzen, bei der die

Ebene
?;
= auf sich schleift. Die zugehorige Substitution erhalt

dann reelle Coefficienten, und da dann eben die complexe Yeranderliche

| -}- i in der Ebene
rj
= derselben Substitution

[ !)
unterworfen

,
.

ist, so erhalten wir

eine elliptische Substitution fur (a -f- d)
2

&amp;lt; 4,

parabolische (a -f- (J)

2 =
4,

hyperbolische (a -|- &amp;lt;S)*
&amp;gt;

4 .

Bei der urspriinglichen Substitution ist also die Invariants a -f- d

reell, und die Substitution ist, je nachdem einer der obigen drei Falle

vorliegt, elliptisch, parabolisch oder hvperbolisch. Umgekehrt, ist a-\-8

reell, so gehort die betreffende Bewegung einem dieser drei Tvpen an.

Denn die zugehorige Substitution kann durch eine affine von der

Form*): / = ~x z
(&amp;lt;$

=
!) ersetzt werden; da jedoch a -j- 6 reell

ist, so sind a und d entweder selbst reell oder conjugiert imaginar mit

dem absoluten Betrage Eins. Im ersten Falle ist die Bewegung hvper

bolisch, im zweiten elliptisch.

Fassen wir nunmehr zusainmen, so konnen wir sagen:

Wir haben eine loxodromische Beweguug, wenn a -f- d complex

ist, dagegen ist fur reelles a -\- d die Bewegung elliptisch, parabolisch

oder hvperbolisch, je nachdem (a -f- tf)

2
&amp;lt; 4, =4 oder

&amp;gt;
4 ist**\

Ferner bemerken wir: Da bei einer elliptischen Beweguug fur

eine gewisse geodatische Flache eine Rotation um einen ihrer Punkte

stattfindet, so bleiben alle Punkte der in diesem Punkte zur Fliiche

orthogonalen geodatischen Linie fest, und die Bewegung ist eine blosse

Rotation um diese geodatische Axe.

Zusammen mit den soeben betrachteten, der Gleichung (33) ent-

sprechenden Bewegungen, die wir Bewegungen erster Art oder direct

nennen wollen, konnen wir auch diejenigen betrachten, die (33*) ent-

sprechen und die wir als Bewegungen zweiter Art oder invers

bezeichnen wollen. Bei ihnen sind zwei entsprechende Figuren nicht

*) Hierbei ist der Fall ausgeschlossen, dass die beiden festen Punkte der

Substitution in der Grenzebene zusammenfallen
;
daun aber ware die Substitution

parabolisch.

**) Wohlverstanden ist inimer a 8 fly
= 1 vorausgesetzt.
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direct, sondern invers congruent. Die zugehorigen Formeln ergeben

sich offenbar aus (34) durch Vertauschung von z mit 2 . Unter den

Bewegungen zweiter Art sind diejenigen mit der Periode 2 zu unter-

scheiden, die Spiegelungen genannt werden und in zwei Unter-

gattungen zerfallen. Diejenigen der ersten Gattung sind im Bildraume

Inversionen rnittels reciproker Radienvectoren beziiglich einer Kugel,

deren Mittelpunkt in der Grenzebene liegt, oder es sind im hyper-

bolischen Raume Symmetrien beziiglich der entsprechenden geodatisehen

Flachen. Die Spiegelungen der zweiten Gattung ergeben sich durch

Combination einer Spiegelung erster Gattung mit einer Rotation vorn

Betrage it urn eine zur spiegelnden geodatisehen Flache senkrechte

geodatische Axe.

327. Geodatische Abbildung des hyperbolischen Raumes.

Aus der in den voraufgehenden Paragraphen benutzten conformen

Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den euklidischen konnen wir

leicht eine andere ableiten, die bei den Untersuchungen Beltraniis

fiber Raume mit constantem Krummungsmass als Ausgangspunkt ge-

dient hat und als geodatische Abbildung des hyperbolischen Rau

mes auf den euklidischen bezeichnet werden kann*). Bei ihr haben

namlich, wie wir sogleich sehen werden, die geodatisehen Linien des

hyperbolischen Raumes auch geodatische Linien des euklidischen, also

Geraden, zu Bildern.

Wir betrachten den n-\-\- dimensionalen hyperbolischen Raum

vom Krummungsmass K= 1, dessen Linienelement durch:

dx * 4- dx,* 4- 4- dx*
(35) ds2 = l

\ ^~
o

bestimrnt ist. Die Hypersphare im euklidischen Bildraume:

(36) V + a,* -i h x&amp;gt;?
= a2

(a
=

Const.)

stellt eine geodatische Hyperflache ( 324), d. h. einen w-dimensionalen

hyperbolischen Raum vom Krumnmngsmass K= 1 vor. Die geo

datisehen Linien dieses Raumes sind auch geodatische Linien des um-

gebenden n -f- 1 - dimensionalen Raumes und als solche durch die Glei-

chungen (31), S. 584, gegeben:

l

(37)

ft /V* -r
- -

cosh s

+ 9 I 9 I I 9
ar , r*V + VH hv&amp;lt;

*) Zur Ableitung dieser geodatisehen Abbildung konnten wir uns auch einer

ahnlichen Methode wie in 241 (S. 435) unter Erweiterung auf hohere Raume
bedienen.
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Hierzu sind in unserm Falle, damit die geodatische Linie im Raume :

*V + x
i H r av = 2

liege, noch die folgenden beiden Beziehungeu zwischen den Constanteu

hinzuzufugen :

(37*)

Betrachten wir nun xlf x%, . . . x* als rechtwinklige Cartesische Punkt-

coordinaten in einem w-dimensionalen euklidischen Bildraume, so sehen

wir, dass der gesamte pseudospharische Raum auf das Innere der Hy-

persphare:

(38) av + ^ + .-.+av^a2

abgebildet ist, wahrend die Punkte auf dieser Hypersphare selbst die

Bilder der unendlich fernen Punkte sind.

Wegen der Gleichungen (37) werden die geodatischen Linien durch

lineare Gleichungen, d. h. durch Geraden des euklidischen Raumes, ab

gebildet, desgleichen die geodatischen Flachen durch Ebenen, uberhaupt

alle geodatischen Mannigfaltigkeiten durch lineare Unterraume.

Von Wichtigkeit ist nun das Gesetz, nach welchem fiir zwei im

euklidischen Bildraume (im Innern der Hypersphare 38)) angenommene
Punkte x

y
x die geodatische Entfernung 6 der beiden eutsprechenden

abgebildeten Punkte im hyperbolischen Raume gemessen wird. Rechnen

wir zu diesem Zwecke in (37) den Bogen s vom Punkte x{ ab, so

haben wir:

cosh d = =
xo i r^

\l ^ r~
*i r

1

Nun haben wir wegen (37) und (37*):

Xr = Cir,

also lasst sich die vorhergehende Gleichung auch so schreiben:

cosh 6 =

Setzeu wir der Kiirze halber:
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Z _ Qxx a2 _ &amp;gt;.

Xr
&quot;2, _ Q^, a 2 _ X

XrXr
&amp;gt; _ Q^,

i 1 1

so haben wir:

Q, .

(39) cosh d = = =
\ / ^ / f~^ /-v

Nun schneidet die Verbindungslinie der Bildpunkte x-
t
und xt die

Hypersphare :

r 2 I r 2 _l_ , ,

I /v. 2 x.2
^l I ^2 I H ^w &quot;

in zwei Punkten
;
die zusammen mit x und x das durch die bekannte

Pormel*):

jf __ _^_ ^ xa: xx xx

gegebene Doppelverhaltnis M bilden. Statt (39) lasst sich dann auch

schreiben:

(39*) * = y log M -

1st der Radius des pseudospharischen Raunies nicht gleich Eins,

sondern II, so tritt offenbar zu dem Ausdruck rechts noch der con-

stante Factor R.

328. Cayley sclie Metrik.

Das soeben erhaltene Ergebnis fiihrt uns zu einer kurzen Erorte-

rung der Cayley schen Metrik**), dessen Untersucbungen friiher

datieren als diejenigen Beltramis iiber denselben Gegenstand.
Anstatt der Hypersphare:_ ^l

2 + ^2
2
H---- Xn

= a2

*) Sind die Coordinates! yi
eines der beiden Schnittpunkte mit der Hyper

sphare durch

10

gegeben, so haLen wir z;ur Bestimmung des Verhaltnisses = | die quadratische

Gleichung:
?axx + *iafaf + ^v = o.

Das Verhaltnis ihrer beiden Wurzeln |t
und |2

ist gleich Jf, also

**) Memoirs upon Quantics. (Philosophical Transactions, hauptsachlich die

6. Abhandlung, 1859.)
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wahlen wir eine willkurliche Flache zweiten Grades, deren Gleichung:

ffa, x3 ,
. . . a:.)

=
reelle Coefficienten habe und auf der aus dem weiter unten angefiihrten

Grunde keine reellen Geraden liegen mogen. Wir nehmen nun zwei

Punkte P und P im Raume beliebig an und definieren als ihre Ent-

fernung den mit einer Constanten multiplicierten Logarithmus des

Doppelverhaltnisses, das sie und die beiden Punkte A und B bestimmen,
in denen die Verbindungslinie PP die Flache zweiten Grades schnei-

det, dann haben wir auf diese Weise die Cayley sche Metrik. Bleiben

wir in demjenigen Gebiet des Raumes, von dessen Punkten sich keine

reellen Tangenten an die Fundarnentalflache ziehen lassen, so ver-

schwindet die auf obige Weise definierte Entfernung offenbar nur dann,

wenn die beiden Punkte P und P zusammenfallen , und das Quadrat

des Linienelements des Raumes ist dann, in Ubereinstimmung mit

unseren grundlegenden Verfugungen, durch eine definite quadratische

Difierentialform gegeben. Aus diesem Grunde eben haben wir voraus-

gesetzt, dass auf der Fundamentalflache keine reellen Geraden liegen,

sonst wurden von jedem Punkte des Raumes reelle Tangenten an sie

gelegt werden konnen. Ferner bemerken wir, dass die Punkte auf der

Fundamentalflache fur die Cayley sche Metrik Punkte in unendlicher

Entfernung darstellen: deshalb wird diese Flache zweiten Grades auch

die absolute Flache genannt. Xun lasst sich leicht a priori ein-

sehen, dass die Cayley sche Metrik diejenige eines Raumes von con-

stantem Kriimmungsmass ist. Es giebt namlich, wie bekannt, oc 2

Collineationen des Raumes Sn ,
die die Fundameutalflache in sich iiber-

fiihren. Bei der Cayley schen Metrik stellen sie ebenso viele Bewe-

gungen dar, da sich ja bei jeder von ilinen die Entfernungen wegen
ihrer projectiven Definition nicht audern. Diese Arten der Abwickel-

barkeit des Raumes auf sich sind mit der durch den Satz in 321

festgesetzten Willkiirlichkeit moglich, folglich ist das Kriimmungsmass
dieses Raumes constant*).

Wir bemerken ferner, dass bei der Cayley schen Metrik die geo-

datischen Linien durch Geraden dargestellt werden. Xehmen wir nam

lich eine beliebige (die Fundamentalflache nicht beriihrende) Gerade St

und ihren linearen Polarraum Sn 2 }
so ist die harmonische axiale

*) Es genugt ubrigens schon, darauf hinzuweisen, dass, wenn zwei willkur-

liche Ebenen (.Sj) des Raumes, JT und TT
,
und in ihnen zwei Punkte, P bezw. P

,

angenommen werden, durch eine Collineation der Fundamentalflache in sich P
auf P und n auf n gelegt werden kann.

B ianchi, Differentialgeometrie. 38
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Homologie, die /S^
und Sn ^ als zugehorige Raume hat, eine Collineation

der Fundamentalflache in sich, bei der alle Punkte von S
i

fest bleiben,

wiihrend dieses fiir keinen anderen Punkt in der Umgebung von S
t

eintritt*). Sind demnach A und J3 zwei beliebige Punkte von $
1;

so

fallt die geodatische Verbindungslinie zwischen ihnen, da sie fest blei

ben muss, notwendig mit Si
zusammen.

Unter Einfiihrung der homogenen Coordinaten XQ ,
X17 ... xn schrei-

ben wir nun die Gleichung der Fundamentalflache in der Form:

&amp;gt; n &amp;lt;r T (r &amp;lt;? 01 w\/i Wr $ J(/r JL*$ w I/, o w.
-L,

... ft I .

Da Geraden auf ihr nicht liegen sollen, so miissen, wenn die Form

^ arsxr xs in der bekannten Weise als Summe von Quadraten darge-

stellt wird, die Coefficienten der Quadrate entweder alle oder alle bis

auf eins dasselbe Vorzeichen haben. Im letzteren Falle kommen wir

mittels einer Ahnlichkeitstransforination zu den im vorigen Paragraphen

angegebenen Formeln von Beltrarni zuriick, und das Kriimmungsniass
des Raumes ist negativ constant.

Im ersteren Falle, zu dessen Behandlung wir nun tibergehen, ist

die Fundamentalflache irnaginar und das Kriimmungsmass des Raumes,

wie wir sogleich sehen werden, positiv constant.

329. EUiptisclier Raum.

Die quadratische Grundform:

^ arsxr xs (r, s = 0, 1 . . . n)

kann in dem vorliegenden Falle auf die Form:

Q
^

_ x 2 I x 2
_j_

. . .
I X Z

gebracht werden. Hier ist die Entfernung d zweier Punkte x und x

gegeben durch

d Ji losr
- x

-
x

(h = Const.).
n / 2

Da nun der Ausdruck hinter dem Logarithmenzeichen complex vom

absoluten Betrage Eins ist, so muss, damit 8 reell ausfallt, li rein

imaginar angenommen werden. Wir setzen:

T&quot; 2i

*) Die einzigen Punkte des Raumes, die ausser denjenigen von S
{

fest blei

ben, sind die Punkte des Polarraumes Sn_^ der aber S^ nicht schneidet.
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so folgt:

Wahlen wir nun den den homogenen Punktcoordinaten anhaften-

den willkiirlichen Factor so, dass constant

(40) V + ^ + &quot;- + ^ 2 =l
ist, so geht die letzte Gleichung fiber in:

(41) cos ^ = x x + x^ -\
-----h X*** -

Betrachten wir nun eine beliebige Curve und gehen wir auf ihr vom
Punkte Xi zu dem unendlich benachbarten Punkte ar, -f- dxt fiber, wo-

bei h der Zuwachs des Bogens s sein rnag, so ergiebt (41), wenn

dx. d*x. i*

, ds rfs
8 2

eingesetzt wird:

v V i 7 V dx
&amp;lt;

i

h
&quot;V

d Xi
i-- + = 2j * ;

- + h2 Xi -^ + Y 2f r -^ +
Hieraus folgt durch Yergleichung der Coefficienten von lr auf beiden

Seiten, unter Beriicksichtigung von (40):

Demnach ist das Linienelement in unserm Raume gegeben durch:

(42) rfs
2 = J?(^

s
4-r7jr1

s + - + rf^
2
),

worin die a- durch die Relation (40) mit einander verkniipft sind.

Betrachten wir nun dagegen die x als (nicht homogene) Coordi-

naten im n -f- 1 - dimensionalen euklidischen Raume mit dem Linien

element (42), so ist offenbar (40) die Gleichung einer Hypersphare,
auf die unser w-dimensionaler Raum abgebildet ist, der demnach das

positive constante Kriimmungsmass -}- -57 hat. Betrachten wir in die-

sem n -f- 1- dimensionalen euklidischen Raume eine vom Punkte x aus-

gehende Richtung mit den Cosinus
,,

wobei also

(40*) S
2 + tf + + 6.* = 1

ist, und sei diese Richtung auch Tangente der Hypersphare (40),
dann haben wir:

(43) ^j liXi
= ^x -f-^ -f

. + |n a:H = 0.

Betrachten wir die | als unveranderlich, die x als veranderlich,

38*
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so stellt uns diese Gleichung offenbar die zur Richtung | senkrechte

Hyperebene dar.

Nun wollen wir aber zu der urspriinglichen Deutung der x als

(durch die Gleichung (40) verkniipfte) homogene Coordinaten in einem

Bildraum Sn zuriickkehren. Dann ist (43) die Gleichung der Polar-

hyperebene des Punktes | beziiglich der Fundamentalflache :

-
X-^ f- -|- Xn = U.Q

Soinit sind wir zu dem nachstehend pracisierten Ergebnis gelangt:

In der Cayley schen Metrik ist die Senkrechte in einem
Punkte auf einer Hyperebene die Gerade, welche den Punkt
mit dem Pol der Hyperebene beziiglich der Fundamental
flache verbindet.

Die Coordinate!! eines jeden Punktes x der Geraden, die in der

Richtung | vom Punkte x ausgeht, sind, wie sofort erhellt, durch:

(44) xl = Xi cos -f I,- sin -J (*
=

0, 1, . . . n)

gegeben, wenn Q der Abstand zwischen x und x im Sinne der Cayley
schen Metrik ist. Lassen wir nun in (44) p stetig von bis ?tR

wachsen, so durchlauft offenbar der Punkt x von x aus die ganze
Gerade und kehrt zu diesem Punkte wieder zuriick, weil x[= x-t

ist, sobald Q um nil zunimmt. Fassen wir also solche zwei Punkte

des Raumes mit positivem constanten Krummungsmass, welche im

Bildraum Sn ein und denselben Bildpunkt haben, als identisch auf und

nennen wir den so betrachteten Raum mit constantem Krummungsmass

elliptischen einfachen Raum, so konnen wir sagen:

Im elliptischen einfachen Raume vom Radius It hat die

Gerade die endliche Lange nE.

Fassen wir dagegen zwei Punkte des gekrummten Raumes, deren

Coordinaten bezuglich gleich sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen

haben, als gesonderte Punkte auf, so schliesst sich die Gerade erst

nach einem Umgange von 2nR. Wahrend ferner im elliptischen ein

fachen Raume zwei sich schneidende Geraden nur einen einzigen Punkt

gemein haben, treffen sich dagegen im elliptischen Doppelraume
zwei sich in einem Punkte schneidende Geraden noch in einem

zweiten Punkte, der dem ersten im Abstande nR diametral gegen-

uberliegt*).

*) In Betreff weiterer Ausfuhrungen verweisen wir den Leser auf Klein:

Vorlesungen uber nicht-euklidische Geometric, Gottingen 1890 (lithographiert),

oder auf die Abhandlung in den Mathem. Annalen, 37. Bd., S. 544.
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330. Bewegungen des dreidimensionalen elliptischen Raumes.

Wir wollen nun kurz die Bewegungen des dreidimensionalen ellip

tischen Raumes behandeln.

Gemass der analytischen Darstellung im voraufgehenden Paragra-

phen haben wir zwischen den Coordinaten xQ ,
x
l} xi} xs

die Beziehung:

das Linienelement ist gegeben durch:

(45*) ds* = R-(dxQ
*

-\- dxj* -j- dx^ -f- dx^}.

Nun wird jede Bewegung des elliptischen Raumes in sich durch

eine Ahnlichkeitstransformation des euklidischen Bildraumes, welche

die Fundamentalflache in sich uberfuhrt, dargestellt: demnach ist sie

durch die folgenden Gleichungen gegeben:

| | |X &quot; :

&quot;OO^O I &quot;01**1 &quot;1

a02*2 I

(46)

XZ
==

^SO^O &quot;1 ^Sl^l T a~&XZ T ^

Da aber wieder

&amp;lt;

2 + ^i
2 + ^ 2

-}-&amp;lt;

2 =l
sein muss, so muss ofifenbar die Substitution (46) orthogonal sein.

Umgekehrt liefert auch jede orthogonale Substitution eine Bewegung
des elliptischen Raumes, da das Linienelement (45*) dann in sich trans-

formiert wird. Demnach sehen wir, dass die Bewegungen des drei

dimensionalen elliptischen Raumes durch die orthogonalen Substitutio-

nen bezuglich vier Veranderlicher oder, wenn wir wollen, durch die

Bewegungen eines vierdimensionalen euklidischen Raumes um einen

festen Mittelpunkt dargestellt werden.

Unter den Bewegungen des elliptischen Raumes giebt es eine be-

sonders wichtige Klasse, namlich solche, die in vielen Beziehungen den

Translationeu des euklidischen Raumes vergleichbar sind. Wir defi-

nieren sie als diejenigen Bewegungen, bei denen alle Raumpunkte um
ein und dieselbe Strecke verschoben werden. Diese Bewegungen, die

unter denjenigen des hyperbolischen Raumes kein Aualogon haben,

werden Schiebungen genannt. Um ihr Vorhandensein zu beweisen

und zugleich den analytischen Ausdruck fiir sie zu finden, haben wir

gemass (41) nur die Bedingung dafiir aufzustellen, dass der aus den v

Gleichungen (46) berechnete Ausdruck:

^O^O \
X

l
X

l ~V ^2^2 T



Q
= Ax Bx

l Cx
2
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constant sein soil. Dieses liefert unmittelbar:

,, __ __ ~ __ _
.j

I _
f\

/
|

7A

Weil ferner (46) eine orthogonale Substitution darstellen soil, ist

speciell:

also:

Indem wir die beiden Falle, je nachdem die oberen oder die un-

teren Vorzeichen gewahlt werden, als gesondert auffassen, erhalten wir

zwei verschiedene Klassen von Schiebungen, die durch die nachstehen-

den Gleichungen beziiglich gegeben sind:

/0
- -^J- ^Q JjX^ \U X^

- JjXn .

= Sx + Ax
1

Dx
2 -j- Cx2 ,

^2 O ^/Q &quot;~j J-VtX/j ~^ ^j. $/o J^ 00ft .

(47*)

In beiden Fallen sind hierin A, S } C, D beliebige reelle Constanten,

die durch die Relation:

A2
-f J52 + O2

-f D2 = 1

verkniipft sind.

Auf Grund dieser Gleichungen lasst sich leicht bestatigen, dass

sich jede Verbindungslinie zwischen zwei entsprechenden Punkten x

und x des Bildraumes bei der Bewegung in sich verschiebt. Diese

oo 2 Geraden bilden ein Strahlensystem, und zwar dasjenige der Treff-

geraden zweier conjugiert imaginarer Erzeugenden der Fundamental-

flache. Die Collineation (47) oder (47*) ist demnach nichts anderes

als eine biaxiale Homologie, die zwei conjugiert imaginare Erzeugenden
der Fundamentalflache als Axen hat. Je nachdem nun die beiden Er

zeugenden der einen oder der anderen Schar angehoren, gelten die

Gleichungen (47) oder (47*), dementsprechend reden wir von Schie-

bungen erster oder zweiter Art.

Da ferner zusammen mit den Transformationsgleichungen (47) und

(47*) fur Punktcoordinaten vollig analoge Gleichungen fur Ebenen-

coordinaten bestehen, so ist, wenn d den Betrag der Verriickung

2
= Cx Dx

1 -f- Ax2 -j- 5a:3 ,

\- Cx
l

Bx2 -{- Axs
.
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eines Punktes imd qp die Amplitude der Drehung einer Ebene be-

deutet :

cos = -- x^x* + Xx = A

f- u/ 4- !!/ + %3 %3
= A,

demnach:
d

V = R-

Wir sehen also: Wahrend jeder Punkt langs des durch ilin gehenden

Congmenzstrahles um die constante Strecke d fortriickt, dreht sich

auch jede Ebene um den in ihr liegenden Congruenzstrahl um den con-

stanten Winkel cp
=

-^

Dieses sind die merkwurdigen Bewegungen des elliptischen Rau

mes, die wir hier betracbten wollten. Jede andere Bewegung setzt

sich aus zwei Schiebungen, einer der ersten und einer der zweiten Art,

zusammen. Darauf, sowie auf weitere interessante Eigenschaften ein-

^zugehen, ist hier jedoch nicht der Ort; wir verweisen beziiglich dessen

den Leser auf die angefuhrten Arbeiten von Klein und auf Clebsch-

Lindemann, Yorlesungen uber Geometric, 2. Band (Leipzig-Teubner,

1891).



Kapitel XXII.

Die Hyperflachen in den Ranmen constanten Krummungsmasses.

Hyperflachen in den allgemeinen w-dimensionalen gekriimmten Raumen. Ver-

allgemeinerung der Fonneln von Gauss und von Codazzi. Kriimmung einer

Curve im Raume. Krummung der Curven, die auf einer Hyperflache von einem

Punkte nach verschiedenen Richtungen ausgehen. Verallgemeinerung der Satze

von Meusnier und Euler. Krummungslinien und Hauptkriimmungsradien.
Conform auf einander bezogene Raume. Erweiterung des Dupin schen Satzes.

Hyperflachen im euklidischen Raume. Fonneln von Gauss und von Codazzi.

Hyperflachen im elliptischen Raume. Hyperflachen im hyperbolischen Raume. -

Specialfall des dreidimensionalen elliptischen oder hyperbolischen Raumes.

Haupttangentencurven und Enneper scher Satz. Flachen mit dem Kmmmungs-
mass Null im elliptischen Raume als Schiebungsflachen. Die beiden Mantel

der Evolutenflache und Weingarten scher Satz. Complementartransformation der

pseudospharischen Flachen. Flachen mit dem Krummungsmass Null im hyper
bolischen Raume.

331. Hyperflachen in den allgemeinen w-dimensionalen gekriimm-
ten Raumen.

Wir wollen uns nun mit den Hyperflachen in den Raumen con

stanten Krummungsmasses beschaftigen und leiten dazu zunachst die

allgemeineren Gleichungen fur beliebig gekrummte Raume ab.

In einem n-\-\- dimensionalen Raume Sn+i sei das Gesetz der

Streckenmessung durch die quadratische Form:

(1) ds2 = a/* dxi dxk

ik

definiert*). Im Sn+i betrachten wir eine durch die Gleichungen:

(2) Xi = tpi(ulf u2} ... tin) (i
=

0, 1, . . .
11)

gegebene Hyperflache Vn ,
und es sei:

1) Hier und im Folgenden erstreckt sich bei dem Summenzeichen S die

Summation von bis n, dagegen bei dem Summenzeichen von 1 bis n.
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(3) ds?

*M

das Quadrat des Linienelements von F*, also:

^ 8Xf dxt

it f1

Wir nehmen nun die zu F geodatisch parallelen Hyperflachen, und

es sei der von F,, ab gerechnete Bogen der orthogonalen geodati-

schen Linien. Dann ninunt das Quadrat des Linienelements von S^-i

in den Coordinaten u die geodatische Form (S. 570):

v^!
(o) ds- = M -

-}- x, CikdUfdut
ik

an, worin die Cn Functionen von MO ,
i
t ,

... w, sind, die fur MO
= in

die bezuglichen b, t ubergehen. Dieses driicken wir, indem wir allge-

mein mit ^ das Resultat der Substitution: MO
= in einer Function

^( ,
ti1 , ...) bezeichnen, durch die Gleichungen:

aus.

Um die Fundamentalgleichungen, die wir im Auge haben, zu er-

halten, mussen wir zusammen mit FB die unendlich nahe benachbarte

parallele Hyperflache MO = f
,
wo eine unendlich kleine Constante ist,

betrachten. Bezeichnen wir unter Vernachlassigung der hoheren Po-

tenzen von mit

(6) dds* = 2 s Q, t dt, duk

die Variation des Quadrats des Linienelements beim Ubergange von

V* zu der unendlich nahe benachbarten Hyperflache, so erhalten wir

offenbar:

Wir nennen nun

dik dtii duk ,

ik

die erste bezw. zweite Grundform der Hyperflache F,.*)

Sind ferner
-^0? Aii -4&quot;

die Richtungscosinus der Xonnale in einem Punkte von Vnj so er

halten wir:

*) Im Falle des gewohnlichen dreidimensionalen Raumes werden hieraus eben

die beiden Grundformen des 4. Kapitels:

Edu* + ZFdudv + Gdt; 1
,

Drfu 1 + 2J&amp;gt; dttdc + l/ dc*.
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folglich :

S*,
(8)

&quot;

&quot;

&quot;

Nunmehr wenden wir auf die beiden aquivalenten Differentialformen

(1) und (5) die Christoffel schen Gleichungen (I), S. 43, an, namlich:

rs \
cxv Q f

ik/ N

c i

Hierin setzen wir UQ gleich Null und schreiben die dem Index

Null enti- prechenden Glieder gesondert hin
;
wobei wir berficksichtigen,

dass, wenn
i, k, I Indices aus der Reihe 1, 2, . . . n sind

7
die Glei

chungen bestehen:

i - r
a
i r^i - o M

LiJ.
1

1*1
Q

&quot;&amp;gt; Lu
ik\ f fc

| f
*M _o

Auf diese Weise erhalten wir die gesuchten Fundamentalgleichungen,
die verallgemeinerten Gleichungen (I), (II), Kap. IV, S. 8990:

Setzen wir auch in den Gleichungen (30), Kap. II, S. 49:

rkih a ^ y

u gleich Null, wobei wir
, /3, y als von Null verschieden voraussetzen

und die beiden Falle: $
--=j= 0, d = unterscheiden, so erhalten wir im

ersten Falle die Gleichungen:

(C)

*) Die Indices a, 6, c an den Christoffel schen Symbolen sollen angeben, ob

diese fur die Form (1) oder (3) oder (5) gebildet sind.
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Sie gelten fur alle Werte der Indices a, /J, y, d von 1 bis n und sind

die Yerallgemeinerung der Gauss schen Gleichung fur das Krum-

mungsmass :

DP&quot; D &amp;gt;

_ _
EG F 1

~~

Im Falle: d = erhalten wir ferner die folgenden Gleichungen:

Q * =
(D)

- f i -JL\
f i k Y-~

r7? ^ ^V ^V

Dieses sind die verallgemeinerten Codazzi schen Gleichungen (S. 91),

und sie gelten fur alle Werte der Indices von 1 bis n.

Multiplicieren wir endlich die Gleichungen (A) mit OurX^ und

summieren wir nach
4a, v, so ergeben sich die Gleichungen:

n Q v d *X
*

(9) Qrt = X aurXu a o
&quot;f&amp;lt;7ttr

fir iku

Wegen (8) konnen wir diese auch in der nachstehenden aquivalenten

Form schreiben:

Diese Gleichungen in Verbindung mit (8) dienen zur Berechnung
der Grossen X{ und &r ,,

sobald die Gleichungen (2) der Hyperflache

gegeben sind.

332. Kriimmung einer Curve im Ratline.

Wir betrachten eine beliebige Curve C ini Raume S*i, und es

seen

die Coordinaten eines beweglichen Punktes von C als Functionen des

von einem willkurlichen Punkte M ab gerechneten Bogens /. Mit

Voss*) definieren wir die Krummung von C in der folgenden Weise:

Wir legen durch J/ diejenige geodatische Linie G, welche C beruhrt.

und tragen sowohl auf G als auch auf C von MQ unendlich kleine

Bogen von gleicher Lange t bis M bezw. M&quot; ab. Bezeichnen wir die

Entfernung M M&quot; mit d, so hat das Verhaltnis -~ einen bestimmten

*) Mathem. Annalea, 16. Bd.
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imd endlichen Grenzwert. Diesen Grenzwert nennen wir die Kriim-

mung von C in M
Q *\ bezeichnen ihn mit

l ,. 2d= lim -v
&amp;lt;&amp;gt;

t
a

und wollen ihn nun berechnen.

Sind die Coordinaten von M&quot; und M xf bezw. xh so ist:

folglich:

wenn wir die hoheren Potenzen von t vernachlassigen. Da wir nun

=
y ^ aik (xL Xi)(xk xk)

haben, so erhalten wir zur wirklichen Berechnung von die Glei-

cnung :

Weil die Form
j}a,t&& definit ist, so folgt hieraus, dass nur die

ik

geodatischen Linien des Raumes Sn+i Curven von der Kriimmung

= sind.
Q

Ohne hier auf die Analogien und Verallgemeinerungen betreffend

die Theorie der Curven im gewohnlichen Raume weiter einzugehen,
wollen wir uns darauf beschranken, den Begriff Hauptnormale zu

pracisieren. Convergieren M und M&quot; gegen M0)
so convergiert das

Linienelement M M&quot; gegen eine von M ausgehende Grenzlage mit den

Richtungsconstanten :

an
~d

Diese Richtung t, nennen wir die Hauptnormale der Curve C
in M . Da

*) Fur den Fall des dreidimensionalen euklidischen Eaumes ergiebt sich so-

fort, dass dieses auf die gewohnlicbe Definition der Kriimmung binauskommt.
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S
dxk = Q

1 dt

ist, so ist sie zur Curve normal, und um sie geometrisch vollstandig

zu definieren, fugen wir hinzu, dass sie in der osculierenden geo
datischen Flache (geodatischen Schmiegungsflache) von C in

.3/0 liegt, was sich leicht nachweisen lasst.

Xachdem wir auf diese Weise die Hauptnormale einer Curve defi-

niert haben, konnen wir leicht den Satz beweisen:

Eine geodatische Linie einer Hyperflache Vn ist (analog

den Yerhaltnissen im gewohnlichen Raume) dadurch charakterisiert,
dass in jedem Punkte derselben die Hauptnormale mit der

Hyperflachennormale zusammenfallt.

Langs einer solchen geodatischen Linie sind namlich die Glei-

chungen erfullt ( 317, S. 569):

r+ r \ b
dt dt

-

worm t der von einem festen Punkte gerechnete Bogen der Curve ist.

Berechnen wir nun die Ausdriicke:

d*x..

unter Beriicksichtiguug der Gleichungen (A), so erhalten wir:

folglich :

Aus (4) und (6) geht hervor, dass durch diese Gleichung die be-

hauptete Eigenschaft bewiesen wird. Ausserdem ergiebt sich aus ihr

fur die Krummimg derjenigen geodatischen Linie von F,, welche in

der durch die Incremente dn bestimmten Richtung ausgeht, der wich-

tige Ausdruck:
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333. Kriimmung der Curven, die auf einer Hyperflache von einem
Punkte nach verschiedenen Richtungen ausgehen.

Wir betrachten nun auf der Hyperflache Vn eine beliebige Curve

C, die von einem Punkte M
Q
auf Vn ausgeht, und es seien t der von

M
Q gerechnete Bogen von C,

- --- die Kriimmung von C in M und | 4
-

die Richtungsconstanten der Hauptnornaale in M . Bezeichnen wir mit

&amp;lt;? den Winkel, den diese Hauptnornaale mit der Normale von Vn bildet,

so haben wir:

COS =
ik

also wegen (11):

COSff
_C&amp;lt;

* *
IT C&amp;lt; !*M dx

*
dx

f

ik

Nun ist aber:

~dT
=

.

du,dum ~dt ~dT
&quot;&quot;

lm l m
t

wird dieses eingesetzt, so ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Glei-

chungen (g):

2*ip**i**n
ff = ^___ *\

Betrachten wir die geodatische Flache, auf der die Richtungen
der Normale von Vn und der Tangente von C in M liegen, so schneidet

sie auf Vn eine Curve aus
;
die als der C beriihrende Normalschnitt

zu bezeichnen ist. Bedeutet
-^-

die Kriimmung dieses Normalschnitts

in M
Q!

so besteht infolge (12) die Gleichung:

*) Diejenigen Curven von FM ,
die der Differentialgleichung:

geniigen, sind entweder geodatische Linien des Raumes oder solche Curven, deren

Hauptnormalen in den bezuglichen Tangentialhyperebenen liegen, d. h., die oscu-

lierenden geodatischeri Flachen einer solchen Curve beruhren die Hyperflache.

Jede Curve, die dieser Differentialgleichung geniigt, kann also eine Haupttan-
gentencurve der Hyperflache genannt werden.
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die offenbar die Erweiterung des Meusnier schen Satzes (S. 101)

ausdriickt.

Aus (12) konnen wir ferner noch eine andere interessante Glei-

chung ableiten, welche die beziiglich des umliegenden Raumes Sn+i

berechnete Kriimmung
- - der Curve C mit derjenigen Krummung -

verknupft, die sich ergiebt, wenn die Curve als zum w-dimensionalen

Raume Vn gehorig betrachtet wird, und die auch als die geodatische

Kruminung von C auf F* bezeichnet werden kann.

Zu diesem Zweck schreiben wir die Gleichungen auf S. 605 in

der Form:

&quot;dT ~dT
=

^1 4_ Y V o
t ^j mdt dt _,-1

&amp;lt;m

ct C^ f If* 1
&amp;lt;^*C2 **&quot;&quot;

&quot;dt*&quot;
^ \ k L~dT &quot;dT

^^ * 1 ^ I ^^ I
* &quot;&quot; I ^ WJ I | &quot;T

.___ ^. ^^ I I ^ I &amp;gt; I I ^ W

r
7M* ^ /m *

r
6 -

Bilden wir dann aus ihnen unter Beriicksichtigung

druck (10) fur
j-,

so ergiebt sich:

&quot;e*

=
^7

^~ \^ ^^ rf* /

oder wegen (12):
/i o\

x. i du, du
&amp;gt;

*^J &quot;

dt dt
lm

von (8) den Aus-

(\ v\ - sm c

e? ^

Dieses ist die gesuchte Relation zwischen der geodatischen Krummung

und der absoluten Kriimrnunff von C.
9g 9

334. Verallgemeinerung des Euler schen Satzes.

Um die Kriimmungen der von M auf Fn ausgehenden Curven zu

untersuchen, brauchen wir zufolge (12*) nur zuzusehen, wie sich die

Kriimmungen -5- der Nornialschnitte oder, was dasselbe ist, der geo

datischen Linien von F,,, die in gleicher Richtung von M ausgeheu,
audern. Hierzu miissen wir die Gleichung:
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JL
R

Ifi

(14)

oder:

(14*)

naher betrachten, wo die
77 beziiglich der als w-dimensionaler

Rauni aufgefassten Hyperflache Vn die Constanten der betreffen-

den Richtung sind, mithin

(15)

ist. Wollen wir nun diejenigen Richtungen 77 finden, fiir welche ein

Maximum oder ein Minimum der zugehorigen Krumnmng -

p
-

stattfindet,
-it

so mussen wir nach bekannten Theorien die durch (15) verbundenen

Unbekannten
77
und E selbst aus dem simultanen System:

(16) k = (
=

1, 2
7

. . . n)

bestimmen. Durch Elimination der
77

hieraus ergiebt sich fiir E die

Gleichung nieu Grades:

(17)

Da

= 0.

eine definite Form ist so sind alle n Wurzeln dieser

Gleichung, E1} E2 ,
... E n ,

reell. Jeder dieser n Wurzeln jR;. entspricht

eine und im allgemeinen nur eine durch die Gleichungen (16)*)

bestiinrnte Richtung 77^, fiir welche die Krummung -^-
des zugehorigen

Normalschnitts thatsachlich ein Maximum oder ein Minimum ist. Ferner

stehen zwei Richtungen 77^ und 77^ ),
die zwei verschiedenen Wur

zeln EX und jR,t entsprechen, wegen der leicht nachzuweisenden Identitat :

*) Der Wurzel R^ entspricht mehr als eine Richtung, wenn die Charakte-

ristik h der Determinante (17), in der E^ fiir M zu setzen ist, kleiner als n 1

ist. In diesem Fall giebt es oo*&quot;^&quot;
1

entsprechende Richtungen, die in einem S
/t

liegen. Solche Verhilltnisse liegen offenbar nur ausnahmsweise vor.
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:

auf einander senkrecht. Die n paarweise zu einander senkrechten Rich-

tungen
,M, V, - - -

i/&quot;&amp;gt;,

die den Wurzeln der Gleichung (17) entsprechen, werden Hauptrich-

tungen, und die Wurzeln

I*!, RZ, . . - R
selbst Hauptkrummungsradien der Hyperflache Vn genannt.

Bezeichnen wir nun mit Oj, a% }
... aH die Winkel, die eine Zwi-

schenrichtung 7;
mit den n Hauptrichtungen bildet, so haben wir:

ij.
= cos

j 17
W

_[_ cos
3 ^|.

2)
-f- -(- cos a

w ^|.&quot;

}
(*
= 1

; 2, . . . n) .

Unter Berucksichtigung der Identitaten:

erhalten wir folglich aus (14*) for =- den Ausdruck:

f+o\ 1 cos *
4 i^

cos 2
s i

i^
cos oi,

5^
=

~E^~ ~~B^~ ~^~
Dieses ist offenbar die verallgemeinert* Euler sche Formel (S. 102).

Zusatz. Es mag an dieser Stelle bemerkt werden
,

dass einige

Autoren den Xameu
;7Kruinmungsmass der Hyperflache&quot; dem Product

1

ffl-ffj
S

m

beilegen. Wir jedoch wollen uns dieser Bezeichnungsweise nicht an-

schliessen, um nicht zu Verwechselungen mit dem Begriff des Krum-

mungsmasses nach Riemann ( 319, S. 574) Anlass zu geben. Nur fur

n = 2, d. h. bei den Flachen der dreidimensionalen (gekriimmten)

Raume, sprechen wir von absoluter Kriinimung der Flache und

verstehen darunter (nach Riemann) die Krummung K derjenigeu Dif-

ferentialform, welche in der for den umliegenden 53 giltigen Metrik

das Quadrat des Linienelements der Flache angiebt. Dann erhalten

wir aus der Gleichung:

unter Benutzung der Gauss schen Gleichungen (C), S. 602, und der

Gleichung (15), 319, S. 574:

(19)
= K-^,

Bianchi, Differentialgeometrie. 39
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wo K die Krummung der geodatischen Flache bedeutet, welche die

gegebene Flache in dem betreffenden Punkte beriihrt. Bisweilen werden

wir
ff ^ als relative Krummung der Flache bezeichnen.

335. Kriimmungslinien. Verallgemeinerung des Dupin schen Satzes.

Der Begriff der Hauptrichtungen auf einer Hyperflache Vn fiihrt

auch zur Definition der Kriimmungslinien. Wir definieren sie als

diejenigen Curven, deren Richtung in jedem Punkte mit einer Haupt-

richtung zusammenfallt. Offenbar haben wir n Scharen von Kriim

mungslinien ; derart, dass durch jeden Punkt auf Vn eine Curve aus

jeder der n Scharen geht.

1st R ein Hauptkriimmungsradius und sind

(*) ) yM
/I 7

7
/2 &amp;gt;

r
ln

die Constanten der zugehorigen Hauptrichtung, so sind offenbar:

du. dua du m

die Difierentialgleichungen der zugehorigen Schar Krummungslinien.
Statt ihrer konnen wir auch das aquivalente System:

(20)

setzen.

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser allgemeinen Formeln be-

trachten wir einen zweiten Raum Sn+i, der auf den ersten Raum Sn+i

conform abgebildet sein moge. Das Quadrat des Linienelements von

Sni ist durch:

ds 2 = ^ aik dXidxk
= U fo aik dXidxk

ik ik

gegeben, wo U eine Function der x ist. Der Hyperflache Vn in Sn-(-\

wird eine Hyperflache Vn in Sn+i entsprechen, fiir die wir unter Stri-

chelung der betreffenden Ausdriicke erhalten:

r
&quot;

r ^ =

V^
Demnach ergiebt sich aus (9) oder (9*) (S. 603):

Q;* = Qr,yu-
d x/

oder
7
da X, = - - ist:
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Q -Q 1/77 b *^*\
r - i ri y U ~ ~ Ort ^^

Fur die Hyperflache Vn nehmen also die Gleichungen (20) die Form an:

yu r

Sie ergeben sich aus den entsprechenden Gleichungen:

wenn

(21) I = IT +

gesetzt wird. Folglich haben wir das Ergebnis:
In zwei conform auf einander abgebildeten Raumen ent-

sprechen einander die Krummungslinien entsprechender Hy-
perflachen. Die Hauptkrummungen in einem Punkte der

einen sind wegen (21 ganze lineare Functionen der Haupt
krummungen in dem entsprechenden Punkte der anderen.

Wir setzen nun voraus, es konne das Quadrat des Linienelements

des Raumes Sn+i auf die Orthogonalform :

gebracht werden, und betrachten eine Hyperflache aus der Schar y .

Die unendlich nahe benachbarte parallele Hyperflache ergiebt sich,

wenn y um ^- wachst; demnach erhalten wir fur die Variation von

ds- den Ausdruck:

^ j 2 o (H* cH. j 2 . JET, cH. , , . .
# cH

78 as- = 2f ( ^ - -*- dy* + ^ - - dys + + w- - - ^V )\H cy S
&amp;lt;;y

ya r
J^ cy

y &quot;

/

Die Fundamentalgrossen 6; u und iii u fur die Hyperflachen y sind also:

Q _i Q _ o -**. Q** - H cy
&amp;gt; ^~

fl. ay,
&quot;&quot;
-^ T^ &amp;gt;

S2^ -

Daraus folgt, dass die Parameterlinien yx , y*, . . y auf der Hyper
flache y Krummungslinien sind. Dieses ist die Verallgemeinerung des

Dupiu scheu Satzes (S. 480).

-
1st, wie ersichtlich, Ableitung von \ U in der zur Hyperflache V

ctt

senkrechten Richtung.

39*
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Ferner sei bemerkt, dass sich fur die Hauptkriimmungsradien der

Parana eterhyperflachen, ebenso auch fur die Kriimmungen der Para-

meterlinien, Formeln ergeben, die denjenigen in 274 vollig analog sind.

336. Hyperflachen im euklidischen Raume.

Wir wenden nun die allgemeinen Ergebnisse der voraufgehenden

Paragraphen auf Raume mit constantena Kriinimungsmass an, und zwar

zunachst auf den euklidiscben Raum, dessen Linienelement durch:

ds* = dx^ -\- dx^ -f- -{- dxn
2

gegeben ist. Fiir eine Hyperflache Vn in diesem Raume mit den beiden

quadratischen Fundamentalformen :

gehen die allgemeinen Gleichungen (A) und (B);
S. 602, iiber in:

(
22*) :^ % 2 **&amp;gt;%-

z/il

Ihnen muss jede Coordinate xv zusammen mit dem entspreclienden

Richtungscosinus Xv der Normale geniigen. Ferner werden aus den

Gauss schen Gleichungen (C) und den Codazzi schen Gleichungen (D)
hier die folgenden:

(23) VapVjy Qa^fti = (&amp;lt;?, fr)*,

(24) ^k_!oI , VUpl Q VUyj Q o.

8r 3&quot;?

V
t \ * ) 6 ^ \ t l b

ft

Nun konnen wir nachweisen, dass in dem vorliegenden Falle die Gauss

schen Gleichungen (23) und die Codazzi schen Gleichungen (24) nicht

allein die notwendigen, sondern auch die hinreichenden Bedingungen
dafur angeben, dass zu den beiden Formen:

als Grundformen eine Hyperflache Vn in Sn+\ gehort. Setzen wir in

den Gleichungssystemen (22) und (22*)

so erhalten wir fur das System der n -f- 1 unbekannten Functionen

tfV, y2
&amp;gt;,

. . . ^ ra

&amp;gt;;

X
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das System totaler linearer Differentialgleichimgen:

Dieses System ist eben wegen der Gleichuugen (23) und (24), die

wir als erfiillt voraussetzen, unbeschrankt integrierbar.

Wahlen wir nun n -\- 1 verschiedene Integralsysteme von (a), z. B.

iff, P
(

?, J&amp;gt;

(

;&amp;gt;;
X, (v

= 0, 1, 2, n),

und setzen wir:

so konnen wir aus den Gleichungen (a) leicht folgern, dass die Func-

tionen

frt, . , y

einem System linearer und homogener totaler Differeutial-

gleichungen Geniige leisten. Wahlen wir demnach fur ein Anfangs-

system t (0)
, u@\ . . . u(^ der Werte der Yeranderlichen die Werte der

p(r
&amp;gt;,

X, so, dass die
fiik , a., y zu Anfang gleich Null sind, was imnier

nioglich ist*), so folgt, dass diese Functionen immer gleich Null sind.

Hieraus erhellt sofort, dass, wenn mit

X
QJ

x\t x*

die Integrale der bezuglichen vollstandigen Differeutiale:

bezeichnet werden, wir eben die gesuchte Hyperflache mit den beiden

gegebenen Fundamentalformen bestimmt haben.

*) Mittels einer linearen Transformation der u konnen wir es so einrichten,

dass fur die Anfangswerte [.^
der u

&!*- 1
.

6
,*
=

( + *)

ist. Dann brauchen wir als Anfangswerte der p
(

t \ Xt
nur die Coefficienten einer

orthogonalen Substitution bezuglich n -j- 1 Veranderlicher zu wahlen.
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337. Fortsetzung.

Aus dem Vorstehenden folgt, dass eine Hyperflache Vn in Sn+i bis

auf Bewegungen im Raume bestimmt ist, sobald ihre beiden Fundainental-

formen gegeben sind, wie es eben bei den Flachen im gewohnlichen
Raume der Fall ist. Sobald jedoch der euklidische Raurn mehr als drei

Dimensionen hat, also fiir
w&amp;gt;2,

konnen wir beweisen, dass, abgesehen
von ganz vereinzelten Ausnahmefallen, die Hyperflache Vn schon durch

ihre erste Fundamentalform vollkommen bestimmt
ist,

d. h.:

Im euklidischen Raume von mehr als drei Dimensionen
ist eine Hyperflache, wofern sie als biegsam und undehn-

bar angenommen wird, im allgemeinen nicht verbiegbar.

Wenn namlich zu einundderselben ersten Fundamentalform

^ bik dUiduk zwei verschiedene zweite Fundamentalformen
ik

kdUidUk und Qi k duiduk ,

ik ik

gehoren sollten, so wurde, da infolge der Gauss schen Gleichungen (23)

alle Unterdeterminanten zweiter Ordnung in der Detenninante Q- A
|

denjenigen von
|

Qi)c beziiglich gleich sein miissten, aus elementaren

Eigenschaften der Determinanten folgen*), dass, abgesehen von einer

Anderung samtlicher Vorzeichen, die Q^ den Qik beziiglich gleich sein

miissten, wofern nicht in der Determinante Q^
|

samtliche

Unterdeterminanten dritter Ordnung verschwinden sollten.

Dieses ist der mogliche Ausnahmefall, den wir vorhin andeuteten,

auf dessen ausfiihrlichere Erorterung wir uns hier jedoch nicht ein-

lassen konnen.

Die oben angestellten tJberlegungen aber beweisen noch mehr.

Die Gauss schen Gleichungen (23) liefern im allgemeinen die Werte

der Qfk, wenn die &,-& bekannt sind. Da nun ferner diese Werte der

Qi k auch den Gleichungen (24) geniigen rniissen, so ist Folgendes klar:

Im allgemeinen ist es nicht moglich, im euklidischen

Raume von rnehr als drei Dimensionen eine Hyperflache mit

gegebenem Linienelement zu bestimmen.

Als interessantes Beispiel behandeln wir nun die Frage, ob es im

euklidischen Raume Sn+i w-dimensionale Riiume
(w&amp;gt;2)

von constantem

Riemann schen Kriimmungsmass K giebt. Wegen der Gleichungen (23)

miissen wir in diesem Falle haben:

*) S. Killing, Die nichteuklidischen Eaumformen in analytischer Behand-

lung, S. 236237. (Leipzig-Teubner, 1885.)
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Qayfyrf
=

^(ft^fcrfy &a
yfy&amp;lt;j)-

Machen wir, was uns freisteht, in einem Anfangspunkte tt&amp;lt;

0)

&,, = !, 6 = Q,- 4 = (*+ *),

so erhalteu wir die Gleichungen:

Qf.-Qtt = K

oder, da eben Q,-,-
=

-p- ist, wo die JR die Hauptkriimmiuigsradien sind:

Fiir M
&amp;gt;

2 folgt nun offenbar aus drei dieser Gleichungen :

-Ri-Ri = -^ i

KO
die weitere:

Folglich muss JT positiv sein, und es ergiebt sich, weun K gleich

B, = It,
= = Bn

= It.

i ist:

Dann haben wir:

und niit Hilfe der Gleichuugen (22*) lasst sich nun sofort nachweisen,

dass die Hyperflache uichts anderes als eine Hypersphare voni Radius jR

ist. Also:

Im euklidischen Raume von vier oder mehr Dimensionen

giebt es keine pseudospharischen Hyperflachen. Von Hyper-
flachen mit positivem constantem Krummungsmass giebt es

nur Hyperspharen.

338. Fortsetzung.

Im vorliegenden Falle des euklidischen Raumes und, wie wir sehen

werden, allgemeiner im Falle der Raume mit coiistantern Krummungs
mass gestatten die Kriimmungslinien einer Hyperflache noch eine andere

Definition, welche die Yerallgemeinerung derjenigen ist, von der wir

im Falle des gewohnlichen Raumes ausgegangen sind (S. 97), namlich

die folgende:

Langs einer Krummungslinie sind die Normalen der

Hyperflache die Tangenten einer Curve im Raume. Ist der

Raum ein euklidischer, so stellt das Stuck der Normale



616 Kap. 22. Die Hyperflachen in den Raumen constanten Kriimmungsmasses.

vom Fusspunkt bis zum Beriihrungspunkt mit der erwahn-
ten Curve den zugehorigen Hauptkrumrnungsradius vor.

Um dieses zu beweisen, brauchen wir nur wie a. a. 0. (S. 97 98)
zu beachten, dass eine Curve, der die genannte Eigenschaft zukornmt,
dadurch charakterisiert ist, dass langs ihr die Beziehungen bestehen miissen:

dxv
= QdXv (y

=
;
1

;
. . .

ii) }

wenn Q das mit passendem Vorzeichen erwahnte Normalenstiick ist.

Sie lassen sich auch wie folgt schreiben:

^ ^aus
= p 7, -5 du, ,

v
und wenn mit -~ multipliciert und nach v sumniiert wird, so ergeben

sich die aquivalenten Gleichungen:

brs dus
= Q Qrsdus (r

=
1, 2, . . .

die behauptete Eigenscnaft nachgewiesen ist.

Hiernach ist klar, dass wir von n auf der Norniale gelegenen

Hauptkriimmungsmittelpunkten und von einer aus n Manteln zusammen-

gesetzten Evolutenhyperflache reden konnen. Auf jedem Mantel 2J( sind

die Curven, die von den Normalen der Ausgangshyperflache langs einer

Kriimmungslinie der entsprechenden Schar umhiillt werden
; geodatische

Linien
;
und es giebt auf 2t eine Schar zu ihnen orthogonaler n 1-

dimensionaler Mannigfaltigkeiten, deren Gleichung: Hf
= Const, ist.

Der Leser kann dieses sofort auf Grund ahnlicher Uberlegungen wie

in 122 nachweisen, eine Erweiterung, die keine Schwierigkeit bietet.

Umgekehrt, wird auf einer Hyperflache Vn von Sn+\ eine einfach

unendliche Schar geodatisch paralleler n 1 - dimensionaler Mannig-

faltigkeiten festgelegt und werden in ^+1 die Tangenten an die zu

diesen Mannigfaltigkeiten orthogonalen geodatischen Linien gezogen, so

sind diese Tangenten die Normalen einer Hyperflache ,
fur welche

die Hyperflache Vn ein Mantel der Evolutenhyperflache ist.

Der Leser kann auch leicht die Untersuchungen des Kap. V iiber

die spharische Abbildung der Flachen und iiber Ebenencoordinaten auf

w-dimensionale Raume erweitern, was wir hier der Kiirze wegen iibergehen.

339. Formeln von Gauss und von Codazzi im elliptischen Raume.

Wir wollen nun fur den elliptischen Rauni ein System von Grund-

formeln suchen, welche den in den drei voraufgehenden Paragraphen
fiir den euklidischen Raum entwickelten vollig entsprechen.
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Hierzu bedienen wir uns der geodatischeu Abbildung des ellip

tischen Raumes auf den euklidischen, iind zwar der Gleichungen in

329. Als Linienelement des elliptischen fi-dimensionalen Raumes 5K

vom Radius R nehmen wir das durch die Gleichung:

(25) ds* = IF (dx
* + dx^-\-----\- dx*)

gegebene an, worm x
,
xlt x%, . . . x* durch die Beziehung:

(26) x* + x* + + *n
2 = 1

mit einauder verknupft sind. Der euklidische Raiun Sn) auf den wir

die (geodatische) Abbildung vornehmen, ist der durch die homogenen
Coordinaten x

,
X1} x2) ... xn bestimmte Raum, wenn in ihm eine

Cayley sche Metrik beziiglich der Fmidamentalhyperflache:

(27) x * + if + - - - + xu
* =

zu Gninde gelegt wird. In Sn wahlen wir eine Hyperflache Vn i mit

den Gleichunen:

Das Quadrat ihres Linienelenients sei:

(28) ds* = 1&amp;gt;ikdUiduk (i, A- = 1
, 2, . . . n 1),

u
und darin:

(29) ^.i
In S* sind die Coordinaten

des Poles der Tangentialhyperebene in einem Punkte .r, der Hyper
flache Vn i beziiglich der Fundamentalhyperflache (27) bis auf das

Vorzeichen vollkommen durch die Gleichungen bestimmt (s. 329):

(30)

Die Coordinaten eines Punktes, der auf der Xonnale zu F_i in

Xi von Xi um die Strecke w entfernt ist, sind durch die Gleichungen

gegeben (ebenda):

(31)
= x, cos-J + |r sin

^- (v
=

0, 1, . . . n).

Hieraus ergiebt sich specie!!, wenn wir die F_! unendlich nahe
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beriachbarte und im Abstande e parallele Hyperflache betrachten, fur

die Variation des Linienelements die Gleichung:

Demnach haben die Coefficienten Qfk der zweiten Grundforrn von

M_! ( 331) die Werte:

(32) Qa ES-^ ^
Da die Determinante (n -J- l)

ter

Ordnung:

8a?
R -75 #

72

XQ |o

fl?i

R-Lv A

von Null verschieden ist, weil ihr Quadrat gleich der Discriniinante

|

bfk der Gleichungen (28) ist, so konnen wir die Differential-

quotienten

linear und hornogen durcli

ausdriicken, und es werden in diesen Ausdriicken die Coefficienten

von v unabhangig sein. Auf diese Weise erhalten wir sofort die

folgenden Grimdformeln (vgl. S. 89):

(33)

M;

ik

Cu,

Sie gelten fur jedes beliebige Wertepaar xr , ,,.

Bei der Aufstellung der Integrabilitiitsbedingungen fiir das System
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(33) erhalteu wir erstens die folgenden den Gauss scheu Gleichungen

entsprechenden Gleichungen*):

(
7 1O 1N

i K 1. v = Lj z
j

. . . n LJ.

Zweitens ergeben sich wieder die Codazzi schen Gleichungen:

340. Hyperflachen im elliptischen Raume.

Sobald die Coefficienten 6,- t, Q,-t der ersten und der zweiten Grund-

form den Gleichungen (34) und (35) genugen, so ist das System (33)

uiibeschraiikt integrierbar, und durch ein ganz ahnliches Verfahren

wie in 336 lasst sich nachweisen, dass eine zugehorige Hyperflache

existiert. Fur n&amp;gt;3 geben naturlich die Gleichungen (34) im allgemeinen

die Qit ,
wenn die &lt bekannt sind, und auch hier ist eine Hyper

flache unverbiecrbar. Die Coefficienten der ersten Grundform durfen
O

nicht willkurlich gewahlt werden, und somit giebt es insbesondere im

elliptischen Raume von mehr als drei Dimensionen mit dem Radius R
keine Hyperflachen mit constantem (Riemann schem) Kriimmungsmass

&amp;lt;^ und von solchen mit constantem Kriimmungsmass &amp;gt; ^.
nur die

Hyperspharen (vgl. 337). Was die Hyperflachen mit dem constanten

Kriimmungsmass -^ anbetrifft, so sind sie nichts anderes als die geo-

datischen Hyperflachen des Raumes.

Auch in der elliptischen Geometric, die wir jetzt behandeln, gilt

fur die Krummungslinien einer Hyperflache dieselbe Definition wie im

*
) Eigentlich ergeben sie sich zunachst in der Form:

{ 7, tj } =2B
J&amp;lt; (

fl
ji
- fl* Q ) +w

t

Diese Gleichungen lassen sich aber sofort in die Gleichungen (34) des Textes

uberfuhren. Ubrigens folgen (34) und (35) direct aus den allgemeinen Gleichungen

(C), (D), S. 602603, unter Berucksichtigung der Identitaten (S. 574):

(rt, ih)a = -

(ari akt arA o, t ).
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Falle des euklidischen Raumes
( 338). Nehmen wir namlich an, dass

die Normalen laugs einer Curve L einer Hyperflache Vn \ eine Curve C
im Raume umhullen, so erhalten wir langs L die charakteristischen

Gleichungen :

7Y7

dxv
=

tg -^ d%v (y
=

0, I, . . . ),

wo w das Stuck der Normale zwischen dem Fusspunkt und dem Be-
a or

riihrungspunkt mit C ist. Durch Multiplication mit - - und Summa-
()uk

tion nach v erhalten wir das aquivalente System:

tdut = E tg-Q^dut (k
=

1, 2, . . . n 1).

Auf diese Weise kommen wir zu den allgemeinen Gleichungen

zuriick, die uns zur Definition der Kruminungslinien gedient haben
7

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Ferner ergiebt sich der zugehorige Hauptkriimmungsradius

-r, , W
Q==Rig-.

Entsprechend also den n 1 Hauptkriinimungsradien

Ql , 02, 0re 1

erhalten wir auf der Normale n 1 Hauptkrummungsmittelpunkte;
ihre Entfernungen vom Fusspunkt Wi, w%, . . . wn \ sind durch die

Gleichungen:
IV-

9i
= Btg- (i

= l,2,...n-l}
definiert*).

Endlich bemerken wir, dass man in der elliptischen Geometric

auf ein Princip metrischer Dualitat stosst
7
wenn man zusammen

niit jeder Hyperflache Fra_i die Polarhyperflache Vn i beziiglich der

Fundamentalhyperflache betrachtet. Wegen der Gleichungen:

, w . .. .

X X COS -p -f~ S sm B
It

___ . /yi rvriVkO-n l c4- I c*\rrr\rrwc\

Bdie fiir = x = | geben. ist letztere nichts anderes als die zur
TtR

Ausgangshyperflache im Abstande -
parallele Hyperflache. Es ist

M

wohl klar, dass auf den beiden Hyperflachen die Krummungslinien
einander entsprechen und die Hauptkrummungsradien der einen die

inversen derjenigen der anderen sind.

*) Da sich die Gerade nach einem Umgange um nB schliesst, so ist

vollkommen dadurch bestimmt, dass es zwischen und nM liegt.
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Bezeichnen wir mit

*

das Quadrat des Linienelements von F_i, so hat es offenbar dieselbe

zweite Grundform; desgleichen werden neben den Gleichungen (33), (34)

und (35) auch diejeuigen gelteu, welcbe sich aus ihnen ergeben, wenn

die x niit den imd die b init den b vertauscht werden.

341. Hyperflachen im hyperbolischen Raume.

Wir wollen nun in gedrangter Kiirze auch fur die hyperbolische

Geometric eine Gruppe von Gleichungen ableiten, die den Gleichungen

(33), (34) und (35) vollig ahnlich siud. Hierzu bedienen wir uns

wieder der Beltraini scheu geodatischen Abbildung des hyperbolischen

Raumes mit dem Radius jR auf den euklidiseheu, und zwar auf das

Innere der Hypersphare ( 327):

x.
Dabei fiihren wir jedoch homogene Coordinaten ein

7
indem wir -

*ii

statt Xi setzen, und bestimmen den den homogenen Coordinaten an-

haftenden willkurlichen Factor dadurch, dass wir:

*

(36)

setzeu. Zur Bestimmuug des Abstandes d zweier Punkte x und x

erhalten wir die Gleichuug:

(37) cosh ^ = (x^Xi H- x^ H-----h * ) -h ^o^o j

und nehmen wir sie als einander unendlich nahe an
?

so folgt hieraus

fiir das Quadrat des Linienelements des hyperbolischeu Raumes:

(38) ds2 =
R&amp;gt;- (dx^ + dx* -\

-----h dxn
*

dx*).

Betrachten wir nun einen Punkt x des Raumes und eine durch

ihn gehende Ebene, deren Pol beziiglich der Fundamentalhyperflache:

*i + V + 4- ^ -
*cf
=

die homogenen Coordinaten

o ? 1 ; *

haben mag, so haben wir:

(39)
- ^x +^ + + &,* = 0.
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Da wir nun den Pol | als ausserhalb der Fundamentalhyperflache

gelegen voraussetzen, so ist:

fc 2

o

und wieder bestimmen wir den den
,: anhaftenden Proportionalitats-

factor durch die Gleichung:

(40) & + & + - + &-tf = l.

Die Gleichungen:

(41) xv ^ cosh~ -f- Iv sinh
|^-

geben fur veranderliches w die Coordinaten jedes Punktes auf der Ver-

bindungslinie von x und |, die auch die Normale zur Polarebene von

in # ist. Ferner ist wegen (37) w der Abstand zwischen a; und x .

Des weiteren sei darauf hingewiesen, dass der Gleichung (37), die den

Abstand zwischen x und x angiebt, eine zweite dualistisch entspricht,

die den Winkel cp der beiden Hyperebenen | und angiebt, namlich

die Gleichung:

(41*) COS
&amp;lt;p

=
1

Nun setzen wir voraus, wir hatten im hyperbolischen Raurae eine

Hyperflache Fw_i, deren Linienelementquadrat wir wieder mit:

(42) rfs
2 =

J
l&amp;gt; !. kdUiduk (i, I = 1, 2, . . . n 1)

?!

bezeichnen, wobei:
n

?) v r v o o
/49A 7, _ T?2^ &quot; ^ X

*
7?2

^ o &amp;lt;&amp;gt;
Xo

l*t)J 0&amp;lt;i

==; -/I &amp;gt;r -o
- - -K -o

-
-75X/ #, 8uk du

t
duk

ist, und es waren

?0? =17 Sra

die Coordinaten des Poles der Tangentialhyperebene beziiglich der

Fundamentalhyperflache, sodass wir haben:

(44)

Fur die Coefficienten Q;* der zweiten Grundform erhalten wir:

/ A K \ \ i k i k/

(45)

c u
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und verfahren wir wie in 339, so ergiebt sich, dass an Stelle der

Gleichungen (33) einfach die folgenden treten:

(46)

&amp;gt;

I. K I |f I
*

fc=
^LJ { , ^7 i ~v* x i *&amp;gt;

_
E* E

Ihnen genugen wieder die n -f- 1 Wertepaare (xr , r) (y
=

0, 1, . . . w).

Die Gauss schen Gleichungen lauten hier:

(47) QtiQ, r
-

Q,.j Qtr = (iv, *j&amp;gt; -f
6-**J~ ft

&quot;

6**
,

wahrend die Codazzi schen Gleichungen ihre Form:

unverandert beibehalten.

Wieder geben die Gleichungen (47) und (48) die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafur an, dass die beiden Formen:

.

als erste bezw. zweite Gnindform zu einer Flache des hyperbolischen

Raumes gehoren.

Es ist hier zu bemerken, dass die auf die zweite Weise definierten

Krummungslinien (vgl. den voraufgehenden Paragraphen) sicherlich auch

Kriimmungslinien im ersten Sinne sind; das Umgekehrte gilt aber nur

dann, wenn der entsprechende Hauptkrummungsradius nicht grosser als

R ist. Verfahren wir uamlich wie in 340, so erhalten wir hier:

und wenn p, grosser als R ist, so ist der zugehorige Wert von
?,-

imaginar. Aber das Schneiden einer Xorinale mit der nachstfolgenden
findet im euklidischen Bildraume immer noch thatsachlich statt; nur

liegt hier der Schnittpunkt ausserhalb der Fundamentalhvperflache
und bildet als solcher einen imaginaren Punkt des hyperbolischen
Raumes ab.

Zum Schlusse mag erwahnt werden, dass man auch in der hyper
bolischen Geometric von einem Prinzip metrischer Dualitat reden

kann. Nur muss man hier, da ja die Polarhyperflache der gegebenen Flache

bezuglich der Fundamentalhyperflache eine vollig imaginare Flache des

hyperbolischen Raumes vorstellt, anstatt des Linienelements der Aus-
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gangshyperflache ihr Winkelelement einfiihren, d. h. den unendlich

kleinen Winkel dtp, der von zwei unendlich nahe benachbarten Hyper

tangentialebenen | und | -J- d% gebildet wird. Infolge (41*) 1st er ge-

geben durch:

Bezeichnen wir nun niit &/* die Coefficienten dieser dritten Funda-

inentalform, so erhalten wir als die den Gleichungen (40) dual ent-

sprechenden Gleichungen unmittelbar die folgenden:

(40*)

Die Codazzi schen Gleichungen bleiben hinsichtlich der Form der

&4-;fc ungeandert; dagegen treten an Stelle der Gleichungen (47) die

folgenden:

(47*)

Q -
a

342. Specialfall des dreidimensionalen elliptischen oder hyper-

bolischen Raumes. Haupttangentencurven und Enneper scher Satz.

Wir wollen nun unsere allgemeinen Formeln auf den Fall der

dreidimensionalen Raume anwenden. Zur besseren Vergleichung mit

den Formeln der gewohnlichen Theorie bezeichnen wir wieder mit u
}
v

die unabhangigen Veranderlichen oder krunimlinigen Coordinate!! auf

der Flache und mit

Edu* + ZFdudv + Gdv2

,

Ddu* + 2D dudv + D&quot;dv*

die erste bezw. zweite Grundform. Wir konnen auch die dritte Grund-

form, die wir mit

E du* + ZF dudv -f G- dv*

bezeichnen
,

in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen; sie stellt das

Quadrat des Winkelelements der Ausgangsflache oder auch, in der

elliptischen Geometrie, das Linienelementquadrat der Polarflache dar.

*) Auf diese Auffassung des Dualitatsprinzips hat bereits C. Fibbi hin-

gewiesen in seiner Abhandlung: I sistemi doppiainente infiniti di raggi negli

spaz! a curvatura costante (Annali della Eeale Scuola Normale Superiore, 7. Bd.).

Hier auch treten zum ersten Male fur den Fall n 3 und fur auf einander senk-

rechte Parameterlinien die Formeln des Textes auf.
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In beiden Fallen gelten die Codazzi schen Gleichungen (S. 91, (IV)):

(49)
cD&quot;

CU

die wir auch in der zweiten aquivalenten Form (IV*) (S. 92) schreiben

konnten. Die Gauss sche Gleichung lautet, weun K die Krunmmng
des Raumes und K die absolute Kruinmung der Flache bedeutet:

/K/V DD--D&quot;- v v
(50) EG-F -

= A ---go-*)

Dabei haben wir im Falle der elliptischen Geometrie K = + -,
in Falle der hyperbolischen Geometrie K = - - ^ Die linke Seite

von (50) ist nichts anderes als das Product der beiden Hauptkrum-

inungen und mag die relative Krurninung / der Flache genaunt

werden, sodass

ist. Umgekehrt, sind die Gleichungen (49) uud (50) erfullt, so giebt

es im elliptischen oder hyperbolischen Raume eine zugehorige Flache.

Ihre Bestimmung hangt beim elliptischen Raume von der Integration

des nachstehenden unbeschrankt integrierbaren Systems ab:

(51)

(52)

Beim hyperbolischen Raume dagegen haben wir als entsprechendes

System dasjenige, welches sich aus dem obigen einfach dadurch er-

giebt, dass in den drei Gleichungen (51) das Vorzeichen des Gliedes

in x geandert wird.

Von Wichtigkeit ist es, darauf hinzuweisen, dass in der elliptischen

oder hyperbolischen Geometrie die Definition conjugierter Richtungen
dieselbe bleibt wie in der euklidischen Geometrie. Da sich, wenn man

*) Man vergleiche hierzu die allgemeine Gleichung (19), S. 609.

Blanc hi, Differentialgeometrie. 40
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wie auf S. 107 verfahrt, herausstellt, dass die Bedingung dafiir
?
dass

zwei Linienelemente ds und ds conjugiert sind
?
durch:

dx dx -{-dxi
dx

1 -f- dx2 8x.2 -f- dxs dxs
=

beirn elliptischen Raume und durch

- dxQdx -f- dx1
dx

1 -f- dx2 dx% -f- dx^Sx3
=

beirn hyperbolischen Ilaume angegeben wird, so wird sie sich in beiden

Fallen durch die Coefficienten der zweiten Grundforin verinoge der

gewohnlichen Gleichung:

Ddudu + D (du8v -f dvdu) + D&quot;dvSv =
ausdriicken. Insbesondere lautet die Gleichung der Haupttangenten-
curven wieder:

Ddu* + ZD dudv -f D&quot;dv
2 = 0.

Beachten wir dann weiter
;
dass die dritte Grundform :

E du* + ZF dudv + G dv*

auch hier eine lineare Verbindung der anderen beiden ist, dass namlich

die Gleichung besteht:

( E du* + ZF dudv + G dv* =
,OQX = -- (Edu* + ZFdudv +^

(- + -) (Ddu* + ZD dudv + D&quot;dv*),
\Pl (?2/

wo Q! und @2
die Hauptkrummungsradien bedeuten, so folgt daraus,

dass auch in der elliptischen oder hyperbolischen Geometrie der

Enneper sche Satz (S. 121) in der nachstehenden Fassung gilt:

Das Quadrat der Torsion*) der Haupttangentencurven
ist in jedern Punkte gleich der mit entgegengesetztein
Zeichen genommenen relativen Kriimmung k der Flache.

Wir fiigen noch hinzu, dass auch hier der Satz noch bestimrnter

gefasst werden konnte. Es lasst sich namlich wieder beweisen
;

dass

die beiden durch einen Flachenpunkt gehenden Haupttangentencurven
in ihrn gleiche, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte Torsionen

haben. (Vgl. S. 128.)

*) Wir messen die Torsion einer Curve im elliptischen oder hyperbolischen

Raurne dadurch, dass wir den unendlich kleinen Winkel, den zwei unendlich nahe

benachbarte osculierende geodatische Flachen bilden, durch das Bogenelenient

dividieren. Dieses liefert uns:

f 2D dudv -f I)&quot;dv*
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343. Fortsetzung.

Auf Grand der Fundamentalgleichungen des voraufgehenden Para-

graphen konnten wir die ganze Flachentheorie wieder aufhehmen, tun

sie auch im Falle des elliptischen oder hyperbolischen Raumes parallel

mit der gewohnlichen Theorie zu entwickeln. Wir wollen uns hier

darauf beschranken, nur einige Hauptpunkte dieser Erweiterung, die

sich ubrigens sehr leicht durchfuhren lasst, hervorzuheben.

Zunachst setzen wir voraus, die Flache habe reelle (und ge-

trennte) Haupttangentencurven, d. h., ihre relative Krummung 7; sei

negativ. Setzen wir:

k
JF,

so erhalten wir:

Also lauten die Codazzi schen Gleichungen:

cu 2 cv 11

Umgekehrt, ist die Krummung K der Differentialform:

(55) ds- = Edu- + ZFdudv + Gdv*

so beschaffen, dass,

(56) K-K = -

gesetzt, die Gleichungen (54) gelten, so giebt es eine Flache des

elliptischen oder hyperbolischen Raumes (je nachdem K gleich -f- ^
1

oder - - -

ist); deren Linienelementquadrat unter Zuginindelegung der

Haupttangentencurven M, v durch (55) gegeben ist.

A Is Specialfall betrachten wir die Flachen mit constanter Krum

mung und reellen Haupttangeutencurven. Da in diesem Falle A con

stant ist, ergiebt sich aus (54):

f
12

)
=

(

12)=0ill I 2 j

folglich kann mittels Anderung der Parameter M, v das Quadrat des

Linienelements auf die Form gebracht werden (S. 130):

(56*) ds* = du* -j- 2 cos o du dv -f- r/r-.

Darin ist cj ein Integral der Differentialgleichung:

c-a ^ .- = A sm GJ ,ducv
40*



G28 Kap. 22. Die Hyperflachen in den Raumen constanten Kriimmungsmasses.

von der auch die Bestimmung der pseudospharischen Flachen des

euklidischen Raumes abhangt. Demnach gelten auch fur diese Flachen

in Raumen constanten Krummungsm asses wieder die Satze auf S. 130.

Wenn dann nicht nur die relative Krurnmung ft,
sondern auch die ab

solute K= k -J- K negativ ist, so wollen wir die Flache als pseudo-
spharische bezeichnen. Fur diese Flachen gelten ebenfalls, wie wir

bald sehen werden, die in Kap. XVI behandelten Transformations-

methoden.

Wir wenden noch die soeben erhaltenen Gleichungen auf die

Minimalflachen an, d. h. auf diejenigen Flachen, bei denen die Haupt-

krummungsradien in jedem Punkte gleich und entgegengesetzt sind*).

Da in diesem Falle

F=()

ist, so folgt aus der Gleichung:

_8_
fl 2) _ d_

fl 2}
dii I l J dv \ 2 J

wieder: Die Haupttangentencurven auf den Minimalflachen
bilden ein Isothermensysteni.

Die Gleichungen (54) und (56) beweisen ferner, dass das Linien-

elementquadrat der Flache auf die Form:

ds2 = e^^(du^ -\- rfv
2

)

*gebracht werden kann. Darin ist # ein Integral der Gleichung:

ou* cv* R a

im Falle des elliptischen Raumes, d. h. fur K =
-f- -, oder der

Gleichung:
/ /J\ ^

I
^

vrv 5^72&quot; T&quot; &quot;a^T

==
7

im Falle des hyperbolischen Raumes, d. h. fur K = -- ^
Bemerkenswert ist,

dass wir zur Bestimmung der Minimalflachen

im elliptischen Raume dieselbe Gleichung (a) haben, von welcher irn

euklidischen Raume die Bestimmung der Flachen constanter niittlerer

Kriimmung ^- abhangt, die ferner dasselbe Linienelement haben.

*) Auf den Beweis dafiir, dass mit der Relation: ^ -)- p2
= wiederum die

Eigenschaft des Flachenminimums verbundon ist, gehen wir hier nicht ein. Der

Leser sei verwiesen auf Darboux, 3. Bd., S. 491, oder auf die Abhandlung des

Verfassers in den Atti dei Lincei, 4. Ser., 4. Bd., 1888.
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344. Flachen mit dem Krummungsmass Null im elliptischen Raume

als Schiebungsflachen*).

Unter den Flachen constanten Kriiinmimgsmasses im elliptischen

oder hyperbolischen Raume sind besonders bernerkenswert diejenigen,

deren absolute Krummung gleich Null ist. fur die somit die gewohii-

liche Metrik der euklidischen Ebene gultig ist. In diesem Paragraphen

behandeln wir die Flachen mit dem Krummungsmass K= im ellip

tischen Raume, deren Haupttangentencurven, da die relative Krummung

k = -^ ist, reell sind und die constante Torsion 4- ^ haben. Fur

das Quadrat ihres Linienelements erhalten wir unter Zugnmdelegung

der Haupttangentencurven u, v den Ausdnick:

dsr = du* -}- 2 cos a du dv -\- dir .

Da ra ein Integral der Gleichung:

en

ist, so hat es die Form:

C(a =

wo U nur von
,
V nur von v abhangt. Das Linienelenientquadrat :

(57) ds* = du- H- 2 cos ( U-}- V} du dv + dv*

ist das der gewohnlichen Ebene, in der alle Curven u unter einander und

alle Curven v unter einander congruent, nur gegen einander verschoben

sind**) . Nun ist die merkwurdige Eigenschaft, auf die wir hinweisen

wollen die, dass auch auf den Flachen mit verschwindender Krum

mung im elliptischen Raume alle Haupttangentencurven u bezw. r unter

einander congruent sind. Dieses ergiebt sich unmittelbai- daraus, da-s

ihre bezuglichen geodatischen Krummungen, die zugleich die absoluten

Krummungen sind, da es sich urn die Haupttangentencurven handelt,

durch die Gleichungen:

JL = rca
== y ^ = ^ = Ur

Q,,
V* Pr ? &quot;

gegeben sind, sodass also alle Curven u = Const, dieselben naturlichen

Gleichungen: 1
_ TT&quot; J*_ _ _- Y

W&amp;gt; T~~ E

*) Vgl. die Abhandlung des Verfassers: Sulle superficie a curvatura

nulla in geometria ellittica (Annali di Matematica, 24. Bd., 1896).

**) Die expliciten Gleichungen for die orthogonalen Cartesischen Coordi-

naten in der Ebene als Functionen der Parameter u, v in (57) lauten:

x = Tsin Udit /sin
T&quot;&amp;lt;/r,

y = Ccos Udu
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haben, wenn v eben ihr Bogen 1st*). Welche Art der Bewegung
muss nun im elliptischen Raume stattfinden, damit eine der Haupt
tangentencurven u mit alien iibrigen zur Deckung gelange? Bedenken

wir, dass bei einer solchen Bewegung alle Punkte der Haupttangenten-
curve u gleiche Bogen der Haupttangentencurven v beschreiben, so

erhellt, dass diese Bewegung in der stetigen Schiebung dieser Haupt-

tangentencurve langs einer solchen der anderen Schar besteht**).

Unigekehrt folgt daraus, dass die beiden Functionen U, V will-

kiirlich sind, die Thatsache, dass, wenn wir im elliptischen Raume
vom Radius R zwei Curven C mid G mit constanter, aber entgegen-

gesetzter Torsion, i^? nehmen und sie im Raume so legen, dass

sie durch einen gemeinsamen Punkt gehen und in ihm dieselbe

Schmiegungsebene haben, wir der Curve C nur eine stetige Schiebung
erster Art langs C oder auch der Curve C eine stetige Schiebung
zweiter Art langs C zu eiteilen brauchen, um eine Flache mit der

Kriimmung Null zu erzeugen.

Wir konnen also sagen:

Alle Flachen mit der Krummung Null im elliptischen
Raume vom Radius E sind Schiebungsflachen, deren beide

erzeugenden Curven constante, aber entgegengesetzte Tor

sion, + -jr. haben.
si

1st eine der beiden willkiirlichen Functionen U, V, z. B. V, con

stant, so sind die Haupttangentencurven v geodatische, folglich gerade
Linien. Um diese Linienflachen mit der Krummung Null zu erhalten,

brauchen wir also nur eine beliebige Curve mit der Torsion -j- p
1

oder -jr zu nehmen und durch einen ihrer Punkte in der Schrnie-M

gungsebene eine Richtung festzulegen; diese bestimmt dann eine Schie

bung erster oder zweiter Art (je nach dem Vorzeichen der Torsion)
von veranderlichern Betrage, wahrend welcher die Curve eben die ge-
suchte Flache erzeugt.

Diese Linienflachen besitzen aber noch eine sehr merkwiirdige

*) Dass auch im elliptischen Raume eine Curve durch ihre naturlichen

Gleichungen eindeutig bestimrnt ist (S. 12), kann auch hier auf Grund der ein-

schliigigen Frenet schen Forme In nachgewiesen werden, was wir dem Leser

iiberlassen.

**) Zufolge den Eigenschaften der Schiebungen ( 330) ist klar, dass cine

Schiebung erster oder zweiter Art vollkqmnien bestimmt ist, wenn die Richtung,
nach der sich ein gegebener Punkt des Raumes bewegt, und der Betrag der

Schiebung gegeben sind.
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Eigenschaft, auf die wir hier nur hinweisen wollen. Sie besteht darin,

dass alle Orthogonaltrajectorien der Erzeugenden ebenfalls (geodatische)

CurTen mit der constanten Torsion -=- sind. Demnach giebt es auf

der Flache zwei verschiedene Scharen von Curven init der constanten

Torsion +
,
von denen die einen Haupttangentencurven, die anderen

geodatische Orthogonaltrajectorien der Erzeugenden sind. Soinit sind

wir zu dem Ergebnis gelaugt:

Jede Linienflache mit verschwindender Kriimmung iui

elliptischen Raume vom Radius It ist die Ortsflache der

Biuornialen einer Curve mit constanter Torsion 5-- fni-
j\

gekehrt ist eine jede solche Ortsflache eine Flache mit ver

schwindender Krummung*).
Uiiter diesen Linienflachen verdient die Clifford sche Doppel-

Linienflache besoudere Erwahuung. Sie ergiebt sich, wenn beide

Functionen U, V constant, also beide erzeugende Curven Gerade sind.

Auf die merkwiirdigen Eigenschaften der Clifford schen Flache hat

Klein mit Recht die Aufmerksainkeit der Mathematiker in den an-

gefuhrten Arbeiteu gelenkt. Wir wollen hier bemerken, dass im ellip

tischen Raume, abgesehen von der Kugel, die Clifford sche Flache die

einzige Flache ist, die constants Hauptkruuimungsradien hat. Ist ins-

besondere:
77 i T- *
^ &quot; = y i

so ist die Clifford sche Flache sowohl eine Flache mit verschwindender

Kriimmung als auch eine Minimalflache.

345. Die beiden Mantel der Evolutenflache.

Wir wollen nun die allgemeinen Formeln in 342 auf den Fall

auweudeu, in dem die Parameterlinieu u, ^ die Krummimgslinien sind.

Der Kurze halber eutwickeln wir die Rechnungen uur fur den Fall

des elliptischen Raiunes; doch wird der Leser leicht nachweisen konnen,
dass ganz ahnliche Ergebnisse fur den hyperbolischen Raum gelten.

Der Einfachheit halber setzen wir H = 1, wenn tc1} u\, die Ent-

*) Jede Linienflache mit verschwindender Krummung ist somit in einer Clif

ford schen Congruenz enthalten. Dass umgekehrt jede Linienflache einer

Clifford schen Congruenz verschwindende Kriimmung hat, folgt ein-

fach daraus, dass jede solche Flache eine stetige Schiebung in sich gestattet,

wahrend welcher jede erzeugende Gerade in sich verschoben wird. Auch konnen

wir unserem Satze folgende bemerkenswerte Fassung geben: Die Binormalen

jeder Curve mit constanter Torsion ^-
in unserem elliptischen

Raume sind im Clifford schen Sinne parallel.
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fernungen der beiden Kriimmungsmittelpunkte vom Fusspunkt der

Normale, und miissen dann hier setzen:

F=0, 7) =0, *
t

i==tg;1 ,
r
9
= tgwa ,

D = - E
,

D&quot;=-
G

.

r
i

Auf diese Weise gehen die Codazzi schen Gleichungen in die gewohn-
lichen fur den euklidischen Raurn giiltigen iiber:

(58)
f 1 1 \ C logy (r

,

\ ?, r. / d tt

~o

GU

Aus den Gleichungen (52) ergeben sich ferner die Rodrigues schen

Gleichungen :

/c:n\ C% OX C% CX
(59) o = cot w9 5 . gi = cot w. x

CM * U CW 1 ?V

Bezeichnen wir nun mit ?/1? ?/27 /3? 7/4 die Coordinaten des ersten

Kruinmungsmittelpunkts, so haben wir:

7/j
= Xi cos Wi I/ sin f! .

Differenzieren wir dieses unter Beriicksichtigung der Gleichungen

(58) und (59) und versehen wir die auf den ersten Mantel der Evo-

lutenflache (vgl. S. 326 u.
f.) beziiglichen Grossen mit dem Index 1

7

so finden wir leicht:

i i
&quot;

8u

i
~

cu dv
also:

(61) &amp;lt;V

= f?^
2 + sin z w2

Bezeichnen wir ferner mit
rjlf rj2} ^3 , 7;4 die Coordinaten der Tan-

gentialebene des ersten Mantels der Evolutenflache, so erhalten wir:

1 c x.

demnach wegen der Gleichungen (

du
~

VlEG dv du

I/ /
/y&amp;gt;

__ _ _ _
dv E cu ou

Aus diesen Gleichungen leiten wir fur die Coefficienten Di} D^, D^
der zweiten Grundform des ersten Evolutenflachenmantels die Werte ab:
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(fi^ 7)
E 8in &quot;7 e r*

J} 7)&quot;-=W^T7
Analog erhalten wir fiir den zweiten Mantel:

(61*) rfV-ar. +^T -
-W,

(62*) D, = _. v?-, a-=o, a = _
smjc, git

Hieraus ergeben sich fur die relativen Krunimungen l\, A% der

beideii Evolutenflachenmantel die beuierkenswerten Ausdriicke:

C &quot; , C W.

/
fio\ 7.

1 0V
z&amp;gt;

1 C
I DD I A, : ; r ~^ , Ao ~= S^ T ~o

&quot;

sm* (tcs tcj c /q sm 1
(ic2 jq ) r .

Ct7 CM

Aus den Gleichungen (62) und (62*) folgt, dass auch in den Rtiumen

constanten Kriininiungsniasses der Ribaucour sche Satz (S. 242)

gultig ist:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

sich auf den beiden Manteln der Evolventenflache die Haupt-

tangentencurven entsprechen, ist
;
dass die Evolventenflache

eine TT-Flache ist*).

Desgleichen ergiebt sich, dass auch der Satz gilt (S. 244):

Auf den beiden Manteln der Evolutenflache einer Flache

entsprechen sich die Krummungslinien nur dann, wenn die

Evolventenflache eine W-Flache ist, deren Hauptkriimmungs-
radien,

r
i
=

ig Wl ,
r, = tgic^

durch die Relation:

w2 u\ = Const,

verbunden sind.

OSenbar sind in diesem Falle wegen der Gleichungen (63) beide

Mantel der Evolutenflache pseudospharische Flachen, deren absolute

Kjummung durch:

(64) K= 1 -, = cot2 (ic, ?!&amp;gt;sin 2
^r tc

x )

gegeben ist.

*) Auch hier bezeichnen wir als IF- Flachen solche Flachen, deren Haupt-

krummungsradien durch eine Relation verbunden sind.
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346. Weingarten scher Satz. Complementartransformation der

pseudospharischen Flach.en.

Wir wollen liier niclit alle die zahlreichen Folgerungen aus den

voraufgehenden Ergebnissen ziehen, sondern nur die wichtigste an-

geben. Sie besteht wieder in dem verallgemeinerten Weingarten schen

Satze (S. 246):

Jeder Mantel der Evolutenflache einer TF-Flache im

elliptischen oder kyperbolischen Raume ist auf eine Rota-

tionsflache abwickelbar, deren Gestalt lediglich von der

Relation abhangt, welche die Hauptkriinimungsradien der

Evolventenflache verkniipft.

Zmn Beweise brauchen wir nur die geodatische Kriimmung der

Curven w = Const, auf dem ersten Mantel der Evolutenflache zu be-

rechnen. Dafiir ergiebt sich nach (60) der Wert:

(65)
= cot (wl

t
2)

.

Analog folgt aus dieser Gleichung, dass auch der umgekehrte Satz

(S. 249) gilt:

Jede auf eine Rotationsflache abwickelbare Flache hat

als Evolventenfliichen bezuglich der geodatischen Linien, die

bei der Abwickelung in die Meridiane iibergehen, eine

Schar paralleler TT-Flachen.

Natiirlich bildet wieder derjenige Fall eine Ausnahme, in welchem

die Biegungscurven der Meridiane Gerade sind
?

ein Fall
;
auf den wir

hier nicht weiter eingehen*).

Zwecks Anwendung dieser Satze wollen wir nachweisen, dass

auch fur die pseudospharischen Flachen im elliptischen (oder hyper-

bolischen) Raume die Complementartransformation (S. 457) gultig ist.

Es sei im elliptischen Raume (jR
=

1) eine pseudospharische

Flache vom Radius a gegeben, deren Linienelenaentquadrat unter Zu-

grundelegung einer Schar paralleler Grenzkreise: w = Const, und der

zu ihnen orthogonalen geodatischen Linien die Form:

2j,

ds^ = dw^ -\- c du2

habe. Die Tangenten der geodatischen Linien u sind die Normalen

einer W-Flache
;

deren Hauptkriinimungsradien wegen der Glei-

chung (65) durch die Relation:

*) Nur sei darauf hingewiesen, dass auch hier der Ausnahmefall bei

denjenigen Linienflachen eintritt, welche die Ortsflachen der Bi-

normalen der Curven mit constanter Torsion sind. (Vgl. S. 249).
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1

verbunden sind. Daraus folgt:

Betrachtet man auf einer pseudospharischen Flache mit

der absoluten Kriimmung K= $ im elliptischen Rauine

(R = 1) eine Schar paralleler geodatischer Linien und tragt
auf deren Tangenten vomBeriihrungspunkt aus in der Richtung
der Parallelitat eine Strecke d = arctg ab, so ist die Orts-

flache der Endpunkte wieder eine pseudospharische Flache

mit derselben absoluten Kriimmung K= ? Es mag uoch

hinzugefugt werden, dass, ebenso wie im euklidischen Rauine, die

Kriimmungslinien, ebenso die Haupttangentencurven einander entsprechen

und entsprechende Bogeu letzterer einander gleich sind.

Unschwer liesse sich auch uachweisen, dass nicht nur die

Complementartransformation, sondern auch die Backlund sche Trans

formation, einschliesslich des Yertauschbarkeitssatzes (Kap. XVII), an-

wendbar ist.

Es giebt aber einen Grrenzfall des obigen Satzes, der besonderes

Interesse bietet. Es ist namlich der Fall, in dem K gleich Null ist, in

dem es sich also urn die in 344 betrachteten Flachen handelt. Dann ist

die Schar paralleler geodatischer Linien eine gewohnliche Schar der

euklidischen Metrik und das abzutragende Stuck d gleich
-

, weswegen

es natfirlich gleichgiiltig ist,
ob man es nach der einen oder nach der

anderen Richtung abtragt. Da ferner

n

ist, so besitzen die Evolventenflachen ebenfalls die absolute Kriimmung

Null, denn wegen

ergiebt sich:

Somit haben wir das bemerkenswerte Resultat gefunden:

Betrachtet man auf einer Flache mit der absoluten

Kriimmung Null im elliptischen Raume vom Radius JR eine

Schar paralleler geodatischer Linien und tragt auf deren

Tangenten vom Beriihrungspunkt aus eine Strecke gleich -^-

ab, so ist die Ortsflache der Endpuukte wieder eine Flache

mit der absoluten Kriimmung Null. Die zu den doppelt un-
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endlich vielen Geraden orthogonalen, einander parallelen
Flachen haben ebenfalls die absolute Kriimrnung Null.

Es mag endlich noch hinzugefiigt werden, dass auf den Evolventen-

flachen mit der Kriirnmung Null und auf den Evolutenflachen eben

falls die Haupttangentencurven einander entsprechen.

Der obige Satz liefert uns offenbar das Mittel, von einer ge-

gebenen Flache niit der Kriimmung Null ausgehend beliebig viele

neue solcher Flachen zu erhalten.

347. Flachen mit dein Kriimmungsmass Null im hyper-
bolisclien Raume.

In den voraufgehenden Paragraphen haben wir uns zur Ableitung

der Grundgleichungen der elliptischen oder hyperbolischen Geometrie

der geodatischen Abbildung des Raumes constanten Kriimmungs-
niasses auf den euklidischen Raum bedient. In manchen Fallen ist es

jedoch zweckmassiger, die conform e Abbildung dieses Raumes an-

zuwenden, was auch zu neuen Eigenschaften von Flachen irn gewohn-
lichen Raume fiihren kann. Nehrnen wir z. B. die W- Flachen irn

Raume constanten Kriiminungsmasses, so folgt aus den Untersuchungen
von Lie (S. 245), dass sich auf einer solchen Flache die Kriimnmngs-
linien durch blosse Quadraturen ergeben. Bei der conformen Ab

bildung des euklidischen Raumes gehen ;
wie wir wissen, Kriimmungs-

linien wieder in Krummungslinien iiber ( 335); somit erhalten wir

eine neue Klasse von Flachen im euklidischen Raume, deren Krum

mungslinien sich durch Quadraturen bestirnmen lassen.

Betrachten wir z. B. den hyperbolischen Raum, und es sei, unter

Zugrundelegung des Ausdrucks:

fur das Quadrat seines Linienelements,
(r .Ae z(x, y)

die Gleichung einer Flache. Unter Anwendung der tiblichen Monge schen

Bezeichnungen erhalten wir fur die Grundgrossen in 331, &,.,$,
Qrs ,

die Werte:

^ - pz Y
-*\A

~
--. .-. .. -

&quot;~

, -A-1
Tt-m /-- 9 I _.9 t -* f

r(
r + 1

M

E i B
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Da die Hauptkruminungsradien p t
und p2

die Wurzeln der

quadratischen Gleichung:

(QnQ22 Q\*)Q-
-- (6nQ22 -f ls3Qn 27&amp;gt;13Q 12)o -f &n fc ^ =

sind, so erhalten wir fur die relative Kriirnmung

und fur die mittlere Kriimmung

.-4+
9i C2

die Ausdrucke:

(M\ /,
*

\rf &amp;lt;*

i
a+p^^-gjgg+a+g^r .

j&amp;gt;

a+9 8+n-
B .

(1, +a t+1) \_

r * ~
, ? J ,

(66*) *

Nim nehuien wir an, es sei die Flache:

im hyperbolischen Raume eine TF- Flache. Genau so wie beim Be-

weise des Lie schen Satzes (S. 245) ergiebt sich bei Anweudung der

Gleichungen (58), dass die covariante Differentialform:

i b,,du -4- b.vdv b, 9du -f- b*9dv1.L I IS 12 I ZZ

L
, du -4-Q19 dv Q, 9 d u 4- Q^ dv

welche, gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der Kriimmungs-
liuien darstellt, die Krummung Null hat. In unserem Falle geht sie

nun fiber in:

rdx -\- sdy s dx -j- idy

D
und unterscheidet sich nur um den Factor -- von der analogen, fur

die Bildflache des euklidischen Raiunes berechneteu Differentialform.

1st insbesondere die W- Flache eine Minimalflache, so ist die

eben genannte Bedingung erfiillt, und ferner bilden die Kriimmungs-
linien sowohl im hyperbolischen als auch im euklidischen Bildraume
ein Isotherinensystem. Daraus schliessen wir, dass die Flachen:

z = z(x,y) im gewohulichen Ramne, die der paiiiellen Differential-

gleichung:

^[(i + f) t 2pqs + (i + r) /] + 2 (p*+ f + 1)
= o
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geniigen, eine Klasse von Flachen bilden, auf denen die Kriimmungs-
linien Isotherrnensysteme sind. Allgemeiner gilt dieses fur alle Flachen,

bei denen die inittlere nichteuklidische Krummung h, die durch Glei-

chung (66*) bestimrnt ist, constant ist.

348. Flachen mit der absoluten Kriimmung Null im

hyperbolischen Raume.

Zum Schlusse suchen wir die Flachen mit der absoluten

Krummung Null, d. h. diejenigen Flachen
,

deren relative Kriim

mung k gleich -p-g-
ist. Ihre Bildflachen im euklidischen Raume sind

J$

wegen der Gleichung (66) die Integralflachen der partiellen Differen-

tialgleichung:

Nun betrachten wir eine beliebige Flache des hyperbolischen

Raumes vom Radius R und beziehen sie auf ihre Kriimmungslinien
u

} ;
r
t
und r

2
seien ihre Hauptkriimmungsradien und

ds* = Edu*+ Gdv*

das Quadrat ihres Linienelements. Beziehen wir den Raum auf das

dreifache Orthogonalsystem ?
das von den zur gegebenen Flache geo-

datisch parallelen Flachen und den beiden Scharen von Ortsflachen

der Normalen der gegebenen Flache langs der Kriimmungslinien ge-

bildet wird, so finden wir fiir das Quadrat des Linienelements des

Raumes den Ausdruck:

-f-

-f- Gr (cosh -!! -f-
- sinh

^-j
dv2

-f- dw
2
, *)

worin w der von der Ausgangsflache gerechnete Bogen der orthogonalen

geodatischen Linien ist.

*) Um diese Gleichung abzuleiten, hat man aus den Gleichungen:

X = x cosh -j- sinh - -

den Ausdruck:

zu berechnen und dabei die Rodrigues schen Gleichungen:

Wu rs d u 3 v r^ dv
zu berucksichtigen.
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Entsprechend haben wir im euklidischen Bildraume ein Kreis-

system, bei dessen Zugrundelegung das Linienelement die vorstehende

Form annimmt, sofern die rechte Seite noch mit z~ multipliciert wird.

Xun kommt unter den zu den Kreisen orthogonalen Flachen zweimal

die Greuzebene vorj das erste Mai fur ic = -f- oc
,
das zweite Mai fiir

to = OQ. Es liegt somit eine Abbildung der Grenzebene auf sich

selbst vor, sobald die beiden Punkte A und A
,

in denen ein Kreis

die Grenzebene schneidet, als entsprechend angesehen werden. Sehen

wir nun zu, wann die von A und A beschriebenen beiden Figuren zu

einander conform sind. Erwagen wir, dass nach den Gleichuiigen in

324 die Producte

toi iu i itj

z cosh -^ ,
z sinn -^-^

si

bei unbegrenzt wachsendem w sich einunddemselben bestimmten

und endlichen Grenzwert A nahern, der eine Function von M, r 1st.

so erhalten wir fiir die Linienelementquadrate der von A und A be

schriebenen beiden Figuren die Ausdriicke:

(68)

Soil also die Abbildung conform sein, so miisseu wir haben:

?i __
_j

fi.

also entweder:

oder:

Im ersten Falle ist, wie sich aus den Gleichungen (58) leicht

ableiten lasst, die Flache eine Kugel. Im zweiten Falle ist die Flache,

als dem hyperbolischen Raume angehorend betrachtet
;

eine mit

der Kriinmiung Xull
7
demnach im Bildraume eine Integralflache der

Differentialgleichuug (67). Es besitzen somit die Integralflachen dieser

Gleichung eine merkwiirdige Eigenschaft, die darin besteht, dass, wenn
durch jeden Punkt einer solchen Flache der zu der Flache und zur

a;y-Ebene normale Kreis gezogen wird, die beiden Punkte A und A,
in denen der Kreis diese Ebene schneidet, zwei zu einauder conforme

Figuren beschreiben.
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Es mag noch hinzugefiigt werden, dass bei einer solchen Flache

die conforme Abbildung direct, bei der Kugel dagegen7
wie leicht er-

sichtlich, invers ist*).

Am bemerkenswertesten ist aber der Umstand, dass das obise/ O

Ergebnis umgekehrt werden kann und somit eine allgemeine Eigen-
schaft der conformen Abbildungen durch den Satz ausgedruckt wird:

Es liege irgend eine direct conforme Abbildung einer

Ebene auf sich selbst vor. Man nehme ein veranderliches

Paar entspreehender Punkte A und A und lege durch sie

den zur Ebene normalen Kreis. Zu diesen doppelt unend-

lich vielen Kreisen giebt es immer eine Schar von Ortho-

gonalflachen, die, wenn die gegebene Ebene als #i/-Ebene

gewiihlt wird, die Integralflachen der Gleichung (67) sind.

Den Beweis iibergehen wir, da inn der Leser auf Grund der all-

gemeinen Gleichungen fur normale Kreissysteme ( 180) leicht selbst

fiihren kann.

Wir schliessen mit folgender Bemerkung: Wurde hingegen die

Conforrnitat der Abbildung der Flache auf eine der beiden von den

Punkten A, A beschriebenen ebenen Figuren gefordert, so wiirde sich

aus den Gleichungen (68) die folgende ergeben:

Schliessen wir wieder den Fall der Kugel aus
7
so sehen wir

;
dass

die verlangte Eigenschaft denjenigen Flachen im hyperbolischen Raume

zukonimt und auch fur sie charakteristisch ist, deren mittlere Kruni-112
mung,

---
1

--
, gleich -~ ist. Die entsprechende Differentialgleichung

i\ ra Ji

fur die Bildflachen im euklidischen Raume lautet:

(L tfr - 2pqs + (I + p*)t , ^ n , yY+~1?~~q*] =
1 -f p* + 2

2 z

und kann durch endliche Gleichungen vollstandig integriert werden**).

*) Im Falle der Kugel namlich ist diese Abbildung nichts anderes als eine

Inversion mittels reciproker Eadienvectoren beziiglich des (reellen oder imagi-

nliren) Schnittkreises von Ebene und Kugel.

**) S. die Abhandlung des Verfassers in den Annali di Matematica, 1898.
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Znr Transformation stlieorie der Flaclien mit eonstanteni positivem

Kriimniuiigsmass.

In der vorliegenden Note beabsichtige ich, einen kurzen Bericht

iiber wesentlich neue Resultate zu erstatten, welche die Theorie der

Flachen constanter positiver Kriiminung betreffen. Diese Resultate

gestatteten mir, eine reelle Transfonnationstheorie fiir diese Flachen

aufzustellen, welche eine gauz analoge Wirkung hat, wie die bekannte

Transformationstheorie der pseudospharischen Flachen (Kap. XVII). So

passen gliicklicher Weise die Worte, mit welchen 264 des Buches

beginnt, zu dem gegenwartigen Stande unserer Kenntnisse nicht mehr.

Die grundlegenden Satze, welche die Aufstellung der neuen Trans

formationstheorie ermoglichten, verdankeu wir Herrn Guichard, der

seine Resultate in den Comptes Rendus der Pariser Akadeniie (23. Ja-

nuar 1899) ohne Beweis bekannt gemacht hat. Indem ich dieselben

hier zur Sprache bringe, will ich ihnen sogleich diejenige Form geben,

welche unserem Zwecke am besten entspricht.

Wir betrachten ein verlangertes Rotationsellipsoid oder ein zwei-

schaliges Rotatioushyperboloid als eine stetig verbiegbare Flache und

denken uns die cc 2
Strahlen, welche von alien Punkten der Flache

nach dem einen oder nach dem anderen Brennpunkte verlaufen, fest

mit der Flache verbunden*). Dann lautet Guichards Satz folgender-

massen :

Bei jeder Verbiegung der betrachteten Rotationsflache

bleiben die beiden Strahlensysteme die Normalen je einer

Flache constanter positiver Kriimrnung K=-^, wobei 2J?

die Lange der grossten Axe der Ellipse oder der Hauptaxe
der Hyperbel bezeichnet.

Dieses schone Resultat des Herrn Guichard habe ich nun in fol-

*) Damit soil gemeint werden (wie bei dem Beltrami schen Satze, S. 270),

dass die Winkel, welche jeder Strahl mit den Linienelementen der Flache bildet,

die von seinem Ausgangspunkte rerlaufen. keine Anderung bei der Flachen-

deformation erleiden sollen.

B ianchi. Difterentialgeometrie, 41



G42 Anhang zu Kap. XVII.

gender Weise zur Aufstellung der gewiinschten Transformation benutzt*):
Erstens handelte es sich darum, den Guichard schen Satz gerade um-

zukehren, d. h. die Frage zu beantworten, ob es bei jeder gegebe-
nen Flache S constanter positiver Krummung moglich ist, ein solches

veranderliches Stuck auf jeder Flachennormale vom Fusspunkte so

abzutragen, dass der Ort 27 der Endpunkte eine auf das Rotations-

ellipsoid oder -hyperboloid abwickelbare Flache bildet, welche iiberdies

zur urspriinglichen Flache S eben in der Guichard schen Beziehung
stehen soil. Das hat sich in der That immer als moglich erwiesen mid

zwar (was ausserst wichtig ist) auf oo 3 verschiedene Weisen moglich.

Die Bestimmung des unbekannten Normalenstiicks hangt namlich von

der Integration eines unbeschrankt integrierbaren Systems ab

(von welchem weiter unten die Rede sein wird), dessen allgemeinste

Losung drei willkurliche Constanten enthalt.

Wir denken uns weiter die Normalenstrahlen von S auf die Flache

27 refiectiert und nehmen auf jedem reflectierten Strahle den Punkt

M
,
welcher zum Fusspunkte M des urspriinglichen Normalenstrahles von

S in Bezug auf die Tangentialebene der reflectierenden Flache 27

symmetrisch liegt. Dann haben wir den Satz:

Der Punkt M beschreibt eine neue Flache
/S&quot;,

welche

dieselbe positive constante Kriimmung wie S hat; die Nor-
malen der Flache S fallen rait den reflectierten Strahlen

zusarnraen.

Somit haben wir also die gesuchte Transformation, und zwar konnen

wir sagen:

Aus jeder bekannten Flache S, welche auf die Kugel ab-

wickelbar ist, kann man durch Integration einer gewohn-
lichen Differentialgleichung (zweiter Ordnung) cx&amp;gt;

3 neue

solche Flachen ableiten.

Ohne auf die Beweise einzugehen, will ich jetzt das System der

Differentialgleichungen aufstellen, von dessen Integration die Bestimmung
unserer Transformationen abhangt. Dasselbe kann als eine Verall-

gemeinerung des Weingarten schen Systems (D) gelten, welches auf

S. 555 besprochen ist. Es seien in unseren gewohnlichen Bezeich-

nungen des Kap. IV

Edu2 + ZFdudv + Gdv*

Ddu2 + 2D dudv + D&quot; dtf

die beiden quadratischen Fundamentalformen einer als bekannt vor-

ausgesetzteu Fliiche S, welche auf die Kugel vom Radius r = 1 ab-

*) Siehe Rendiconti dell Accadernia del Lincei, 5. Marz 1899.
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wickelbar ist. Wird mit c eine willkiirliche Constante bezeichnet

und bedeuten W, O zwei unbekannte Functionen von u, v, so lautet

das System unserer Differentialgleichungen wie folgt:

/
-

H&quot; fill OW fill CW T-TTT I /
I . _l_

f&amp;gt; ft ly I if _l_n a ~~^
\ ^ f f\ I ^ I O -*- \ ^ 1

2u a
I 1 J c I 2 J cv

+ {\*}% + &amp;lt;FW +(e +_ , ,12
cucv I

/&quot;

2

^ -

(A)

\J %W *L*I TJ*
- JU t/ W -*^ ^- -^ ^

\ ^* FD&quot;GD cW FD ED&quot;cW

EG F* ~^ EG F* T&quot;

Daaselbe kann als ein System von totalen linearen Differential

gleichungen fur

w cW
cv

aufgefasst werden. Es ist leicht einzusehen, dass dieses System (A), (B)

uubeschrankt integrierbar ist
?
wie auch die Constante c gewahlt sein mag.

Somit enthalt die allgemeine Losung desselben vier willkiirliche Con-

stanten; als solche konnen z. B. die willktirlichen Anfangswerte von

w _
f r /-

}

_
/- r\cu } dv

fur besondere Werte u = u
,
t = r der unabhangigen Variabeln u, v

genommen werden.

Nun wird der Ausdruck:

^W cW- + (c -f 1)0-

wegen der Gleichungen (A), (Bj, notwendig eine Constante sein.

Fur unseren Zweck miissen wir diese Constante gleich Null inachen,

was offenbar durch passende YerfiiguDg fiber die oben angefiihrten An

fangswerte immer erreichbar ist. Wir setzen also voraus, dass durch

TF, ^ ausser den Gleichungen (A), ( B) auch folgender Gleichung:

(C) z/jW cW- -f (c -f 1)0
2 ==

geniigt wird*). Habeu wir nun zwei solche Functionen TF. &amp;lt;5 be-

stimmt, so brauchen wir nur

T =

~$

zu setzen, so wird diese Function T(ii } v) das Stiick ergeben, das

*) Wenn wir, wie immer, beim Reellen bleiben wollen, so hat dieses zur Folge,
dass c(c -j- 1) ]&amp;gt;

sein muss, weil namlich ^
t
TT immer positiv ausfallt. Ins-

besondere konnen wir nicht c gleicb 1 setzen, wodurch (A) eben in das Wein-

garten sche System (S. 555) ubergehen wurde.

41*
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auf jeder Flachennorinale von S abzutragen ist. Dann wird der Ort

der Endpunkte dieser Stiicke die oben betrachtete Flache Z! liefern,

und zwar wird 2 auf das Rotationsellipsoid oder auf das Hyperboloid
abwickelbar sein, je nachdein c&amp;lt;0 oder &amp;gt;0 ist. Es ist auch gauz
leicht einzusehen, dass die Anzahl der willkiirlichen Constanten, welche

(von c abgesehen) in der Function T(u,v) enthalten sind, gerade zwei

betragt. Die reellen Transformationen der auf die Kugel abwickel-

baren Flachen, die wir auf diesem Wege gewonnen haben, haben ganz

analoge Eigenschaften ,
wie die Complementer- und die Backlund -

schen Transformationen der pseudospharischen Flachen. Bei jeder un-

serer neuen Transformationen entsprechen einander namlich auf der

Ausgangsflliche S und auf der transforinierten Flache S immer die

Kriimnrangslinien; ausserdem entspricht jedem conjugierten Curven-

system auf S wieder ein conjugiertes System auf S .

Gegenuber der involutorischen Hazzidakis schen Transformation

( 265, S. 473) zeigen unsere Transformationen ein ganz einfaches

Verhalten. Sie sind namlich mit der Hazzidakis schen Transformation

geradezu vertauschbar. Endlich konnen unsere Transformationen

nicht nur auf isolierte Flachen, sondern auch ebensogut auf Weingar-
ten sche Systerne mit constantern positivem Kriimmungsmass (S. 5(50)

angewandt werden. Aus jedem bekannten Weingarten schen System

leitet man auf solche Weise oo 3 neue Weingarten sche Systeme ab.

Wir kommen nun zu den interessanteu Beziehungen, welche

unsere neuen Transformationen zu den alten aufweisen.

Lasst man die Bedingung der Realitat fallen, so konnen natiirlich

die Complementar- und die Backluiid schen Transformationen ebensogut

auf Flachen constanter positiver Kriimmung wie auf pseudospharische

Flachen angewandt werden. Nur geben sie, auf eine reelle Flache S,

z. B. mit der Kriimmung K= -f- 1, angewaudt, immer eine solche

imaginare Flache. Dass aber durch weitere Ausfiihrung einer zweiten

passenden imaginaren Backlund schen Transformation die neue imagi

nare Flache wieder in eine reelle iibergeht, lehrt der Satz:

Jede unserer reellen Transformationen der Flachen con

stanter positiver Kriimmung lasst sich aus zwei passend ge-

wahlten imaginaren Backlund schen Transformationen zu-

sammensetzen.

Hierin scheint der Grund zu liegen, weshalb uns die neuen Trans

formationen so lange verborgen geblieben sind. Als reelle Transfor

mationen sind sie namlich complicierterer Natur als die alten und

lassen sich nur in zwei solche einfachere imaginare Transformationen

zerfallen.
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Wir wollen jetzt die analytischen Formeln, welche die Zusammen-

setzung unserer reellen Transformationen aus Backluud schen imagi-

naren Transformationen liefern, in gedrangter Kiirze behandeln. Wir

wissen (J 264, S. 471
),

dass die Bestimmung der Flachen constanter

positiver Kriimuiung von der Integration der partiellen Differeutial-

gleichung :

(D) |^ + f^ + sinh#cosh# =

abhangt. 1st eiue Losung & dieser Gleichung bekannt, so wird daraus

eine Flache S mit der Kriimmung K= -f- 1 der Form nach voll-

standig bestimmt. Das Quadrat des Linieuelemeuts der Flache, auf die

Kriimmungslinien it,
v bezogen, lautet:

(E) ds- = sink2 & du2 + cosh2 & du\ *)

Unter 6
t

eine beliebig gegebene (reelle oder complexe) Constante ver-

standen, betrachten wir nun folgendes Gleichungssysteru, welchern eine

unbekannte Function ^(w, v~) geniigen soil:

^ + i -- = sinh 6, cosh 0- sinh O1

, -f- cosh 6, sinh^ cosh 0-, ,

(F)
\ i -^

*
-4- = sinh 6, sinh & cosh &. cosh tf, cosh ^ siiih 0-,cv cu

Die Integrabilitatsbedingung wird wegen (D) identisch erfiillt, sodass

unsere Gleichungen (F) ein unbeschrankt integrierbares System bilden,

dessen allgemeine Losung ^ eine willkiirliche Constante enthalt. Ausser-

dem folgt aus den Gleichungen (F), dass ^ wieder eine Losung der

Fundamentalgleichung (D) liefert. Ebenso bestimmen wir eine dritte

Losung &* durch Integration des ahnlich gebildeten Systems:

^ -
-f- i

p
= sinh Qt

cosh % sinh #
2 -\- cosh 69 sinh 9- coshdg ,

(F*)
\ c& o&
i -^ -{- 5

= sinh (3.2
sinh cosh #

2
cosh 6.2 cosh^- sinh #

,

wobei nur der Wert der Constanten in tf, geandert worden ist.

Gerade wie bei pseudospharischen Flachen gilt nun auch fiir

unsere Fundamentalgleichung (D) ein Vertauschbarkeitssatz (vgl.

257 u. f.), welcher Folgendes besagt: Haben wir drei Losungen

*) Eigentlich entspricht der Losung 9 noch eine zweite Flache S mit der-

selben Knimmung, die Hazzidakis sche Transformierte von S, deren Linienelement

durch

(E*) ds* = cosh s #du* -f

gegeben ist.
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ft, &i} &2 von (D) gefunden, welche mit einander durch die Gleichungen

(F) und (F*) verbunden sind, so konnen wir erne vierte Losung -9^

aus der endlichen Gleichung:

/r&amp;lt;\ L i &* & L i i
a ii ^1 &*

(G) tgh
-* = tgh

- coth -i~-

bestimmen. Diese vierte Losung &amp;lt;9-3 ist, wie leicht nachweisbar
ist,

mit
-9-j,

&amp;lt;9-2
durch die Gleichungen verbunden, welche aus (F), (F*)

entstehen, wenn man darin & durch &s ersetzt und dabei die Constan-

ten (5i} 2 vertauscht. Jetzt nehmen wir an, dass die erste Losung
-9

1 von (D) reell sei und setzen ausserdem

&amp;lt;?!

=
&amp;lt;?,

G
2
=

6,

wobei eine reelle Constante bedeutet. Dann wird, wie aus (F) er-

sichtlich ist, -9^ nothwendig complex ausfallen; unter Trennung des

Reellen und Imaginaren schreiben wir:

d
L
= oj -f- ifp.

Wir konnen alsdann den Gleichungen (F*) durch folgende Annahme

geniigen :

&
2
= co -f- i(p -{- iit

,

wonach Gleichung (G) in die folgende iibergeht:

(G*)

Man sieht also, dass die vierte Losung #3 wieder reell ausfallt.

Wollen wir unser Gleichungssystem (F) auf eine ganz reelle Form

bringen, so brauchen wir darin nur & durch co -\- i&amp;lt;p

zu ersetzen und

das Reelle vom Imaginaren zu trennen. Dann erhalten wir folgendes

Gleichungssystem fur die unbekannten reellen Functionen a, cp:

(-

=
(sinh a cosh -9- sinh ta -f- cosh 6 sinh -9- cosh 03) cos &amp;lt;p,

al =
(sinh (3 sinh & sinh o -f- cosh tf cosh -O

1 cosh 03) sin cp

-
-\- TT- = (sinh (? cosh &amp;lt;$ cosh co -f~ cosn ^ s inn ^ smn w)sin cp,

(
H
*){
\~ Q

= (sinh 6 sinh # cosh co -f- cosh &amp;lt;5 cosh -fr sinh co)cos op .

\ov ou

Dieses System von totalen Diflferentialgleichungen fiir die unbe

kannten Functionen
co, cp ist natiirlich unbeschrankt integrierbar, wie

iibrigens sehr leicht direct zu bestatigen ist.

Nun wird durch unsere vierte Losung &s eine reelle Flache 3̂ mit

der Kriimmung K= -f- 1 und mit dem Linienelementquadrat:

ds2 == sinh2
9-

3
fZw

2
-f-
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vollstandig bestimmt: diese Flacbe $3
lasst sich eben aus S durch eine

unserer Transformationen ableiten. Trageu wir nainlich auf jeder

Flachennormale von S vom Fusspunkte ein Stuck T, welches durch

die Gleichung:
T = tgh 6 tgh

bestimmt wird, ab, so ist der Ort 2J der Endptmkte der Strecken auf

dasjenige Rotationsellipsoid abwickelbar, dessen Halbaxen die Werte

haben. Xehmen wir nun zu jedem Punkte M von S den sym-

metrischen Punkt 3/3 in Bezug auf die entsprechende Tangentenebene

von Z, so beschreibt der Punkt M3 die transformierte Flache S3
.

Fragt man uoch, wie die zugehorigen Werte von W, &amp;lt;&,
welche

den Gleichungen (A), (B), (C) geniigen, zu berechneu sind, so lautet

die Antwort: Es wird aus den Gleichungen:

C log $ sinh G cosh & cos
&amp;lt;p

d u cosh a)

&quot;d log $ sinh c sinh # sin tp

v cosh to

durch blosse Quadraturen bestimmt, wahrend W gleich O tgh 6 tgh GJ

wird. Der Constanten c muss dabei der negative Wert:

c = cosh- 6

erteilt werden.

Es eriibrigt noch, den zweiten Fall, in dem die Flache Z&quot; auf das

Rotationshvperboloid abwickelbar ist, zu besprechen. Dazu haben wir nur

nothig, in den vorstehenden Formeln, insbesondere in den Gleichungen

(H), (H*), M mit v zu vertauschen. Dann wird das Stuck T durch

T = coth 6 coth 03

bestimmt, wobei der Constanten c der positive Wert: c = sinh-&amp;lt;? er

teilt werden muss.

Zum Schlusse bemerken wir, dass alle Folgerungen aus dem Yer-

tauschbarkeitssatze, welche in 259 u. f. entwickelt worden sind, auch

fur unsere Fundamentalgleichung (D) ihre voile Giiltigkeit behalten.

Insbesondere haben wir das wichtige Ergebnis:

Gelingt fur eine vorgelegte Flache S constanter positiver

Kriimmung die vollstandige Integration der Transforinations-

gleichungen, so erfordert die fortgesetzte Anweudung der

Transformation auf jede transformierte Flache S nur alge-

braische Rechnungen und Differentiationen.
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Beispiele soldier wirklich existierenden Falle sind leicht zu bilden,

indem man z. B. von der particularen Losung: & = der Gleichung

(D) ausgeht (vgl. 01).

So haben wir nuninehr die Theorie der Flachen constanter positiver

Kriimmung auf denselben Hohepunkt gebracht, auf welclien schon

seit einigen Jahren die Theorie der pseudospharischen Flachen gebracht
worden ist.

Wir fiigen endlich hinzu, dass selbst fur pseudospharische Flachen

eine ganz entsprechende Theorie entwickelt werden kann. Die Trans

formationen, die man dadurch erhalt, konnen nur zum Teil aus reellen

Complementar- und Backlund schen Transformationen zusammengesetzt
werden. In anderen Fallen sind sie, als reelle Transformationen auf-

gefasst, wirklich neu, indem man nun wieder nur imaginare Biick-

lund sche Transformationen benutzeu kann, um sie in einfachere Trans

formationen aufzulosen.

Die verschiedenen Punkte, welche in der vorliegenden Note

fluchtig beriihrt worden sind, sollen in einer Arbeit des Verfassers,

welche demnachst in den Annali di Matematica (Serie III, T. Ill)

erscheinen wird, eine eingehendere Behandlung erfahren.

Pisa, im Mai 1899.
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