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PREFACE.

. « Nous voyons par expérience
qu‘enlm esprils égaux el toutes choses
pireilies, celul qui a de la Géométrle
I'emporte et acquiert une vigaur toute
nouveile. » PascaL,

Les idées d’étendue, de situation et de forme sont aussi
anciennes que 'homme. On attribue aux Egypliens et aux
Chaldéens le premier essai de coordination de ces idées.

La Géométrie fut introduite chez les Grees par le Phéni-
cien Thalés (637-548 avant J.-C.), qui, instruit en Lgypte,
revint fonder & Milet I’école ionienne; e’est & lui qu’on fait
remonter la théorie des triangles semblables. Pythagore, de
Samos, son disciple (580 avant J.-C), fonda en Italie I’école
célébre qui porte son nom. On lui atiribue la découverte de
I'incommensurabilité de la diagonale et du coté du carré, la
proposition du carré de ’hypoténuse, la propriété du cercle
ou de la sphére d’étre maximum parmi les figures de méme
périmétre ou de méme aire, et enfin la premiére théorie des
eorps réguliers qui jouérent un si grand rdle dans les réveries
cosmogoniques de 'antiquité et du moyen age. Mais I’essor de
la Géométrie en Gréce date surtout de Platon (430-347 avant
J.-C.). Introduire dans la science la méthode analytique, les
sections coniques et la doctrine si féconde des lieux géomé-
triques, c’était créer une Géométrie nouvelle! Telle fut
I’cenvre magnifique de l'illustre philosophe qui inscrivit sur la
porte du Lycée : « Que nul n’entre ici, s’il n’est géometre. »

En rassemblant les découvertes de ses devanciers et les
siennes propres, Euclide (285 avant J.-C.) prépara celles de
ses successeurs. Ce géometre, qui établit le lien entre 1'écoie
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platonicienne et I’école d’Alexandrie, est surtout connu par
ses Eléments, ot 'on voit apparaitre, pour la premiére fois,
la méthode de réduction 4 V'absurde. Toutefois, il avait écrit
d’autres ouvrages qui ne nous sont point parvenus et dont
le plus profond était sans contredit ce fameux Traité des Po-
rismes, dont la divination, aprés avoir exercé vainement la
sagacité des meilleurs esprits des siécles derniers, vient d’étre
si heureusement accomplie par M. Chasles, d’aprés un passage
obscur et quelques lemmes de Pappus.

Immédiatement aprés Euclide, Archiméde et Apollonius
marquérent 'apogée de la Géométrie chez les anciens. Toutes
les branches des Mathématiques conservent les traces ineffa-
cables de leurs sublimes découvertes.

Les travaux d’Archiméde (287-212 avant J.-C.) se rapportent
spécialement a la Géométrie de la mesure. La recherche du
rapport de la circonférence au diamétre et la quadrature de la
parabole sont les premiers exemples d'un probléme résolu
par approximation, et d’une &valuation rigoureuse d’une aire
3 contour curviligne. Les propriétés des spirales, la propor-
tion de la sphére et du cylindre, la cubature des sphéroides et
des conoides sont autant d’inventions capitales de ce génie
créateur auquel la Statique doit autant qué la Géométrie.

Les écrits d’Apollonius (247 ans avant J.-C.) sont relatifs &
la Géométrie de la forme. Le principal semble le grand Traité
des Coniques, qui valut & son auteur le surnom de géometre
par excellence, et ou I'on trouve les propriéiés des asymptotes,
des foyers, des diamétres conjugués, des normales, un théo-
réme sur la polaire, la premiére notion des développées et de
belles questions de maximum et de minimum. On attribue
encore & Apollonius la célébre théorie des épicycles qui ser-
vait a expliquer les mouvements apparents des planétes.

Les successeurs d’Archiméde et d’Apolionius dirigérent
leurs études vers I’ Astronomic et vers les parties de la Géomé-
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trie qui se rattachent a cette science. Ainsi, c’est & Hipparque,
le plus grand astronome de l'antiquité (150 avant J.-C.), qu'on
doit probablement faire remonter la découverte de la projec-
tion stéréographique, ainsi que celle des propriéiés des trans-
versales dans les triangles rectilignes ou sphériques qu’on
attribue parfois 8 Ptolémée (125 aprés J.-C.), bien qu’on les
trouve déja dans les Sphérigues de Ménélaiis (8o aprés J.-C.).
Plolémée nous a laissé, dans son A4/mageste, le seul Traité de
Trigonométrie rectiligne et sphérique que nous aient légué
les Grecs, les écrits d’Hipparque sur ce sujet ayant été per-
dus; I'4lmageste renferme entre autres la propriété du quadri-
latére inscrit au cercle. Enfin, parmi les commentateurs des
ouvrages de V'école d’Alexandrie, on rencontre un esprit ori-
ginal et profond, dont Descartes faisait le plus grand cas.
Nous voulons parler de Pappus, dont les précieuses Collec-
tions représentent a peu prés I'état des Mathématiques an-
ciennes. On trouve dans le livre de Pappus la fameuse régle
connue sous le nom de théoréme de Guldin, la propriété
fondamentale du rapport anharmonique, ainsi que le germe
de la théorie de 'involution et de la propriété de I’hexagone
inscrit a une conique.

L’école d’Alexandrie avait déja perdu tout son éclat lors de
la conquéte arabe (638 aprés J.-C.). Au vin® siécle, et sur-
tout au 1x¢, I'école de Bagdad compta quelques commen-
tateurs habiles des ouvrages grecs échappés aux désastres
successifs de la bibliothéque d’Alexandrie; mais, en Europe,
mille ans s’écoulérent dans une profonde stagnation, et ce
n’est que vers le milieu du xvi° siécle que la Géométrie, sui-
vant le mouvement général des Lettres, des Sciences et des
Arts, se ranima.

Viete (1540-1603), le véritable créateur de I'Algébre, appli-
qua cette science a quelques questions de Géométrie. 1l con-
struisit graphiquement les équations du second et du troi-

b
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siéme degré, et résolut le premier le probléme du cercle
tangent 2 trois cercles donnés, probléme difficile alors, mais
dont les méthodes modernes ont offert des solutions plus
élégantes et plus simples. On doit a Viéte une idée neuve et
féconde sur la transformation du triangle sphérique; ce triangle
réciproque de Viéte conduisit, sans nul doute, Snellius (1627)
a la découverte du triangle supplémentaire.

Cest dans les écrits de Kepler (1571-1631) et de Fermat
(1570-1633) qu’apparaissent les premiers germes de la méthode
infinitésimale. On doit en outre au fondateur de I’Astronomie
moderne la doctrine des polygones étoilés retrouvée de nos
jours par Poinsot; et, au célébre arithmologue, la restitution
des lieux plans d’Apollonius et la premiére solution compléte
des problémes relatifs au contact des sphéres.

Pascal (1623-1662), si justement renommé pour ses travaux
sur la cycloide, sur les indivisibles et sur le calcul des proba-
bilités, avait trouvé, dés I'dge de seize ans, la belle propriété
de I'hexagramme mystique qu’il prit pour base d’un Traité
complet des coniques. Cet ouvrage a été perdu et nous n’en
possédons qu’une sorte de programme, I’Essai sur les Coni-
ques, que Pascal publia dés 1640. Dans les écrits de Pascal,
on reconnait I'influence de son contemporain, le Lyonnais
Desargues (1593-1663), qu'un savant géométre de nos jours,
Poncelet, a surnommé le Monge de son siécle. Les anciens,
qui étudiaient les sections coniques dans le céne méme,
employaient des démonstrations souvent-pénibles et surtout
différentes pour les trois courbes. Desargues, en cherchant a
appliquer directement aux coniques les propriétés du cercle
qui était la base du cone, parvint a des démonstrations qui
convenaient & la fois aux trois espéces de coniques, malgré
la différence de forme de ces lignes. Il découvrit la propriété
involutive du quadrilatére inscrit dans une conique, la pro-
priété fondamentale des triangles homologiques, et écrivit
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avec le méme talent et le méme esprit de généralisation sur
la coupe des pierres, la gnomonique et la perspective.

Placés au point de vue de la Géométrie pure, nous devons
seulement mentionner la création de la Géométrie analytique
par Descartes (1586-1650). L’avénement de cette nouvelle
doctrine, si séduisante par son caractére d’universalité, et
dont on ne trouve aucun germe dans les écrits précédents,
fut une véritable révolution dans la science et porta un coup
funeste a la Géométrie pure. Cependant, quelques esprits dis-
tingués s’opposérent a cette décadence et soutinrent digne-
ment '’honneur des méthodes anciennes. Nous ne citerons
que Huygens (1629-1695) et de la Hire (1640-1718). Huygens,
que Newton proclamait le plus excellent imitateur des an-
ciens, et que Leibnitz placait au premier rang parmi les
hommes de son siécle, créa la théorie des développées et
découvrit les lois de la force centrifuge. On doit a de la Hire
la théorie du pole et de la polaire, dont Apollonius n’avait
connu qu'un théoréme, et la transformation homologique, qui,
employée ensuite par Newton, a été retrouvée de nos jours
d’'une autre maniére et développée avec un rare talent par
Poncelet dans son beau Traité des Propriétés projectives des
Sfigures (*), ou Pon trouve les applications les plus intéres-
santes et les plus variées de cette théerie.

A cette époque, trois sortes de Géométrie s’offraient done
aux méditations des savants: la Géométrie des anciens, la
Géométrie analytique de Descartes, et une troisiéme espéce
de Géométrie, celle de Desargues et de Pascal, qui devait
prendre une si grande extension au xix® siécle et dont on ren-
contre déja quelques principes dans les Porismes d’Euclide
et les Collections de Pappus. « Cette troisiéme branche de la

(*) Deuxiéme édition, 1865; 2 vol. in-4° avec planches, chez Gauthier-
Villars.
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» Géométrie, qui constitue aujourd’hui ce que nous appelons
» la Géométrie récente, est exempte de calculs algébriques,
» quoiqu’elle fasse un aussi heureux usage des relations
» métriques des figures que de leurs relations de situation;
» mais elle ne considére que des rapports de distances recti-
» lignes d’un certain genre, qui n’exigent ni les symboles ni
» les opérations de I’Algébre. Cetie Géométrie est la conti-
» nuation de V'Znalyse géométrique des anciens, sur laquelle
» elle offre d'immenses avantages par la généralité, I'unifor-
» milé et Pabstraction de ses méthodes, et par 1'usage si utile
» de la contemplation des figures & trois dimensions dans les
» simples questions de Géométrie plane (*). »

La découverte du calcul infinitésimal arréta a son tour les
progrés de la Géométrie. Cette sublime invention, qui suffirait

seule pour immortaliser les noms de Newton et de Leibnitz,
s’appliquaavec une si grande facilité a la Géométrie des mesures
et a I’étude des phénomeénes naturels, qu’elle devint presque
exclusivement ’objet des travaux des plus illustres géomeétres.
Toutefois la chaine ne fut pas entiérement rompue. Newton
lui-méme, donnant 'exemple, prouva, dans ses admirables
Principes de la Philosophie naturelle, que la Géométrie pure
se préte aux recherches de I'ordre le plus élevé. Cotes (1682-
1716) et Maclaurin (1698-1746) étudiérent les propriétés gé-
nérales des courbes géométriques. L’astronome Halley (1656-
1742), par ses belles traductions d’Apollonius et de Ménélaiis;
Simson (1687-1768), par ses écrits sur les coniques, sa resti-
tution de la section déterminée d’Apollonius et sa remar-
quable tentative de divination des Porismes; Stewart (1717-
1785), par ses Théorémes généraux, tichérent de ranimer le
gout des méthodes anciennes. Mais en dépit de ces louables
efforts, et malgré quelques questions traitées par Euler (1707-

S

(*) CuasLes, Apercu historique. ... Bruxelles, 1837.
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1783), Lambert (1728-1977) et d’autres célébres analystes,
aucune doctrine nouvelle ne surgit jusqu’au xix® siecle, et
cette période se distingue surtout par les belles applications
que 'on fit de la Géométrie a I’étude des phénomeénes naturels.
Au commencement du xixe® sieécle, la création de la Géomé-
trie descriptive marqua une ére nouvelle dans I'histoire de la
Géométrie. Considérée comme simple doctrine géométrique,
indépendamment de son utilité pratique, la Géométrie de
Monge fut d’'un immense secours dans I’étude des propriétés
de I'étendue. En familiarisant I’esprit avec la forme des corps,
elle développa notre puissance de concepticn, éclaira la Géo-
métrie analytique dont elle apprit a interpréter les résultats
avec une grande facilité, et permit de raisonner, dans les cas
les plus compliqués, sans le secours de ces figures qui, en ab-
sorbant I'attention, entravent la pensée. Elle montra I'alliance
intime des figures planes et des figures de I'espace, et la science
s’enrichit dés lors de ces méthodes élégantes el tant cultivées
depuis qui permettent de déduire des propriétés des figures
a trois dimensions les théorémes de la Géométrie plane.
C’est encore 4 Monge et a son école qu’on doit I'introduc-
tion dans la science d’'un mode de démonstration qui, quoique
manquant au fond de cette rigueur si justement recherchée
des géomélres anciens, a cependant conduit & de magnifiques
résultats. Nous voulons parler du principe des relations con~
tingentes ou de continuité : « Cerlaines parties d’une figure,
» considérées dans un état général de construction, peuvent
» étre indifféremment réelles ou imaginaires. Or il arrive
» souvent que ces parties servent utilement, dans le cas de
» la réalité, a la démonstration d’'un théoréme, et que cette
» démonstration n’a plus lieu quand ces mémes parties de-
» viennent imaginaires. Alors on dit qu’en vertu du principe de
» continuitéle théoréeme démontré dans le premier cas s’étend
» au second, et on I’énonce d’'une maniére générale. Quelque-
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» fois le contraire a lieu, et ¢’est quand certaines parties d’'une
» figure sont imaginaires que ’on y trouve les éléments d’une
» démonstration facile, dont on applique ensuite les consé-
» quences, en vertu du principe de continuité, au cas ou ces
» mémes parties sont réelles et ol la démonstration n’existe
» plus (*). » Tel a été le point de départ de l'introduction
des imaginaires en Géométrie; mais nous devons ajouter que
cette introduction si importante n’a été accomplie, d’'une
maniére véritablement irréprochable, qu’un peu plus tard
par M. Chasles, dont les démonstrations se distinguent par
ce caractére spécial, que les objets susceptibles de devenir
imaginaires n’y entrent pas sous forme explicite, mais y sont
représentés par des éléments réels, de méme que les racines
d’une équation n’entrent pas elles-mémes dans les calculs de
la Géométrie analytique, mais y sont représentées collective-
ment par les coefficients de cette équation. “
L’apparition de la Géométrie de Monge recula les bornes
de la Géométrie pure, un peu délaissée depuis un siecle, et
I’on chercha.dés lors a obtenir par cette voie seule les nom-
breux résultats dont I’analyse de Descartes avait enrichi la
science. Parmi les ouvrages entrepris dans ce but et qu’on
peut regarder comme I’heureuse continuation de ceux de
Desargues et de Pasca],i il faut citer au premier rang la Géo-
métrie de position et V'Essai sur les transversales de Carnot,
les Développements de Géométrie de Charles Dupin, et le
grand 7raité des Propriétés projectives des figures dans lequel
Poncelet, par I'habile emploi du principe de continuité et la
belle création des théories des polaires réciproques et des
figures homologiques, a démontré toutes les propriétés con-
nues des lignes et des surfaces du second ordre, et a doté en
outre lascience d’une foule de résultats nouveaux. 1l convient

(*) Cunasvres, Préface de la Géométrie supérieure, 1846,
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de signaler encore les savants écrits de Hachette, Brianchon,
Gergonne, Dandelin, Quetelet, les travaux de Steiner et de
Gudermann sur la Géométrie de la sphére qu’avaient déja cul-
tivée Lexell, Fuss et Lhuillier de Genéve; la belle T/héorie de
la rotation des corps de Poinsot; les études de ce géometre,
de Cauchy et de M. Bertrand sur les polyédres; enfin les belles
recherches de Géométrie infinitésimale de M. O. Bonnet.

Les travaux de M. Chasles sont le dernier terme des progrés
continus réalisés par la Géométrie depuis soixante ans. 11 suffit
de citer I'4percu historique, la Géométrie supérieure, le Traité
des Porismes ; les recherches sur Vattraction des ellipsoides,
sur les ednes du second ordre, sur les surfaces réglées; le
Mémoire sur la dualité et I'homographie, ces deux lois si
générales de I'étendue figurée; la nouvelle méthode de déter-
mination des caractéristiques des systemes de coniques, et
tant d’autres productions de ce maitre éminent.

La Géométrie marche donc & grands pas dans une voie
féconde. Grice aux belles conquétes de notre siécle, elle a
regagné sur I’Analyse le terrain perdu.

Aprés cette rapide excursion dans le domaine de Ihistoire,
nous devons dire un mot du Traité dont nous présentons au-
jourd’hui la troisieme édition au lecteur.

Il y a deux maniéres d’écrire un livre destiné aux études :
on peut se restreindre aux Programmes officiels et n’en pas
franchir le cadre; on peut aussi, en suivant strictement ces
Programmes dans ce qu’ils ont d’obligatoire, aller au dela et
essayer de les compléter. Pour appliquer une science, il ne
suffit pas d’en connaitre quelques parties; il faut étre familiarisé
avec toutes ses méthodes, étre maitre de 'ensemble. Les magni-
fiques découvertes de la Géométrie moderne n’ont pas pénétré
dans I'enseignement; délaissées par les Programmes, elles
n’occupent pas dans la série des éludes mathématiques la place
qui leur est due; on en parle a peine et accessoirement en
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Géométrie analytique, ol elles semblent bien a tort étre une
nouvelle conquéte de I'admirable instrument créé par Des-
cartes. Nous sommes loin de reprocher aux Programmes leur
silence & cet égard ; ils sont tellement chargés, qu’on serait mal
venu a réclamer une addition. Mais ne peut-on apprendre un
programme d’examen et essayer en méme temps de com-
prendre la portée de la ‘science que l'on étudie, en prenant
une connaissance rapide, une vue générale de ses principales
méthodes? Telle est la pensée qui nous a guidés dans la com-
position de cet Ouvrage; c’est aussi celle qui apparait dans le
choix des caractéres employés.

Borné aux parties imprimées en caractéres ordinaires, I’Ou-
vrage est entiérement conforme aux Programmes officiels et
aleur esprit.” Les numéros imprimés en petits caractéres con-
tiennent d’utiles développements du texte destinés aux can-
didats aux Ecoles spéciales. Enfin les Appendices sont consa-
crés a I'exposition des nouvelles méthodes. L’éleéve studieux
les lira & son aise sans se préoccuper de la nécessité de retenir
immédiatement tous les détails; il y puisera une profonde
admiration pour la science dont les limites lui apparaitront si
lointaines, un gout des spéculations mathématiques qui don-
nera a son esprit plus de rectitude et de fermeté; et & mesure
que son savoir gagnera en étendue, par une réaction inévi-
table, les matiéres exigées, éclairées par ses nouvelles con-
naissances, perdront pour lui leur difficulté premiére.

La Table des matiéres indique suffisamment les améliora-
tions apportées a cette nouvelle édition. Nous ne pouvons
mieux faire, en terminant, que de remercier nos collégues et
nos lecteurs. C’est a eux que nous devrons de pouvoir pour-
suivre notre tdche, en maintenant toujours ce Traité a la hau-
teur des progrés réalisés.

Avril 1873.
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

INTRODUCTION.

1. On appelle volume d’un corps I'étendue du lieu que ce
corps occupe dans U’espace indéfini. Ce lieu, essentiellement
limité, est séparé de P'espace qui I'entoure par la surface du
corps.

Les diverses faces d’un corps sont autant de surfaces dont
les limites ou les intersections mutuelles s’appellent lignes.

Enfin on donne le nom de points aux limites ou aux extré-
mités d’une ligne, aux intersections mutuelles des lignes.

Ces idées de surface, de ligne et de point élant une fois
acquises par la considération des corps, la surface, la ligne et
le point peuvent ensuite étre concus indépendamment du
corps, des surfaces et des lignes, dont ils constituent les li-
mites. C’est ainsi qu’on arrive 2 regarder inversement une
ligne comme le lieu des positions successives d’'un point mo-
bile, et une surface comme le lieu des positions successives
d’une ligne qui se meut suivant une loi déterminée.

2. La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite,
dont la notion est familiére a tout le monde, et dont un fil
tendu offre I'image.

La ligne droite est le plus court chemin entre deux quel-
conques de ses points.

Deux points déterminent une droite. En d’autres termes,
pardeux points on peut toujours faire passer une droite, etI'on

I
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n’en peut faire passer qu'une. Dot il suit que deux droites
qui ont deux poinls communs coincident, non-seulement entre
ces deux points, mais encore dans toule leur étendue; et, par
conséquent, que deux droites distinctes ne peuvent avoir
qu’un point commun.

Ces propriétés fondamentales de la ligne droite sont intui-
tives, et de longs commentaires ne pourraient qu'obscurcir le
sentiment que chacun en posséde.

3. En Géométrie, on indique un point par une lettre, une
droite par deux lettres affectées a deux de ces points. Ainsi,
on dit le point A, la droite AB ( fig. 1).

Fig. 1.

o —— i

A B E C D

Deux portions AB et CD, prises respectivement sur deux
droites indéfinies, ont la méme longueur lorsqu’elles sont
superposables. La droite CD étant transportée de maniére que
Ie point C tombe en A, si I'on peut amener le point D sur le
point B en faisant tourner la droite CD autour du point A, la
portion CD aura une longueur égale a celle de la portion AB.

Pour gjouter deux portions de droites AB et CD, on porte
la portion CD & la suite de AB, sur la droite indéfinie dont AB
fait partie : BE étant la nouvelle position de CD ( fig. 1), on dit
que AE a une longueur égale a la somme des longueurs de
AB et de CD.

Si I'on avait une troisiéeme droite a ajouter aux deux pre-
miéres, on la porterait & la suite de BE, et ainsi de suite.

k. On nomme ligne brisée une ligne formée de plusieurs

Fig. 2.
B

-
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c

ortions de droites distinctes; telle est la ligne ABCD (fig. 2).
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On confond seus la dénomination commune de lignes courbes
toutes les lignes autres que la ligne droite ou les lignes
brisées.

5. La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont
une glace polie peut donner 'idée. La définition géométrique
du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points
de cette surface y est.contenue tout entiére. C’est ainsi, par
exemple, que, pour vérifier si une table est plane, on s’assure
qu’on peut y appliquer dans tous les sens une régle bien dres-
sée, sans qu’il reste aucun vide entre la table et la régle.

Une surface formée de plusieurs portions de plan distinctes
est dite brisée; et ’on confond sous la dénomination commune
de surfaces courbes toute les surfaces autres que le plan et les
surfaces brisées.

6. On désigne sous le nom générique de figures les surfaces
et les lignes ou I’ensemble de plusieurs de ces éléments.

La Géométrie a pour objet 'étude des propriéiés des figures
et, en particulier, la mesure de leur étendue. Elle raméne la
mesure d’'un volume ou d’une portion de surface a la mesure
directe de certaines lignes droites convenablement choisies
dans chaque cas.

On divise la Géométrie en deux parties: la Géométrie plane,
relative aux figures situées dans un plan unique, et la Géomé-
trie dans lespace, relative aux figures dont les éléments peu-
vent étre disposés d’'une maniére quelconque dans I'espace.

7. Nous terminerons cette Introduction en définissant
quelques mots qui sont d’'un usage fréquent en Mathéma-
tiques.

Toute proposition consiste dans une hypothése et une con-
clusion qui en découle, soit immédiatement, soit en vertu
d’un raisonnement qu’on appelle démonstration.

Un axiome est une proposition évidente par elle-méme.

Un théoreme est une proposition a démontrer.

Un lemme est une proposition préliminaire destinée a faci-
liter la démonstration d’un théoréme.
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Un corollaire est une conséquence d’un théoréme.

Un scolie est une remarque sur une ou plusieurs proposi-
tions.

Un probléme est une question a résoudre : c’est une figure
a construire ou une grandeur géométrique a évaluer.



GEOMETRIE PLANE.

LIVRE PREMIER.

LA LIGNE DROITE.

§ I. — DES ANGLES.

DEFINITIONS.

8. On exprime une idée claire pour tous les esprits lors-
qu’on dit que deux droites AB et AC qui se rencontrent forment
un angle; c’est la une notion fondamentale qui, comme celle
de la ligne droite, ne saurail étre définie, c’est-a-dire ramenée
a une autre plus simple.

Fig. 3. Fig. 4.

Les deux droites AB et AC sont les cd¢és de I'angle, et leur
point d’intersection A est son sommet. On désigne un angle
isolé par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles ont
méme sommet, on indique celui des angles qu’on considére
au moyen de trois lettres, savoir: deux lettres placées sur les
cOtés et la letire du sommet qu'on énonce au milieu. Ainsi,
dans la fig. 3, on dit simplement 'angle A; dansla fig. 4, on
distingue les trois angles BAC, CAD, BAD.

Deux angles, tels que BAC et CAD, qui ont le méme som-
met A, un c6té commun AC, et les deux autres cOtés AB et AD
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situés de part et d’autre du cdté commun, sont appelés adja-
cents.

9. On dit que deux angles sont égaux lorsqu’on peut les
porter I'un sur lautre, de maniére qu’ils coincident. Ainsi,
lorsqu’on aura placé le c6té A’B’ sur AB, de fagon que le som-
met A’ soit en A et que le c6té A’C’ tombe comme AC au-
dessus de AB (fig. 5), il faudra, pour gue les angles A et A’
soient égaux, que le coté A’C' s’applique sur AC.

Fig. 5.

Pour ajouter deux angles BAC, FEG, on transporte le second
i la suite du premier ( fig. 6), de maniére a former les deux
angles adjacents BAC, CAD; l'angle BAD des deux cotés non
communs AB et AD est la somme des deux angles proposés.
Fig. 6.

T ————
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10. On acquiert une idée trés-nette de 'angle sous le rap-
port de la grandeur en supposant que l'un des cotés AC,
d’abord appliqué sur le premier AB, tourne autour du point A
comme une branche de compas autour de sa charniére. Dans
cette rotation, le c6té mobile AC fait avec le c6té fixe AB un
angle qui croit par degrés insensibles, ou d’une maniére con-
tinue. 1l résulte de ce mode de génération, ainsi que des défi-
nitions du numéro précédent, que la grandeur d'un angle est
indépendante de la longueur de ses cotés.

11. On dit qu’'une droite AO est perpendiculaire sur une
droite BC ( fig. 7), lorsque les deux angles adjacents AOB, AOC,
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gu’elle forme avec celle-ci, sont égaur. Sila droite AO est
telle (fig. 8), que les angles adjacents AOB, AOC, soient iné-
gaux, on dit que cette droite est obligue sur BC. Le point O

Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9.

A
v
7.4
B 0 ¢ BB 40 ha

est le pied de la perpendiculaire ou de I'oblique AO sur la
droite BC.

On appelle angle droit tout angle AOB ( fig. 9) dont un cOté
est perpendiculaire sur Pautre. 5

12. Deux angles sont dits opposés par le sommet lorsque les
cOtés de 'un sont les prolongements des ¢otés de I'autre. D’a-
prés cela, deux droites indéfinies BB’ et CC’ ( fig. 10) forment,
en se coupant au point A, quatre angles BAC, et B’AC/, CAD’
el BAC/, qui sont deux a deux opposés par le sommel.

Fig. ro. Fig. 11.

13. On nomme bissectrice d’'un angle AOB (fig. 11) la
droite OC qui, menée par le sommet, divise cet angle en deux
autres, AOC et BOC, égaux entre eux.

THEOREME.

14. Par un point A, pris sur une droite DC, on peut toujours
élever une perpendiculaire AB sur ceile droite, el l'on ne peut
en élever qu'une ( fig. 12).

En effet, supposons qu’une droite AE, d’abord appliquée
sur AC, tourne autour du point A dans le sens de la fléche.
L’angle EAC, nul au début, croitra constamment, tandis que
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P'angle adjacent EAD diminuera sans cesse ct finira par s’annu-
ler, lorsque la droite AE viendra s’appliquer sur AD. Donc
I'angle EAC, d’abord inférieur a I'angle EAD, différera de moins
en moins de cet angle, lui deviendra égal, puis le surpassera
de plus en plus. D’aprés cela, parmi les positions successives
de ladroite AE, il y en aura une, et une seule AB, pour laquelle
les angles adjacents BAC et BAD seront égaux, c¢’est-a-dire pour
laquelle cette droite sera perpendiculaire sur DC.

Fig. 12. Fig. 13.
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COROLLAIRE. '

15. Tous les angles droits sont égaux.

Soient ( fig. 13) les deux angles BAC, B'A’C', qui ont été for-
més, le premier en élevant la perpendiculaire AB sur AC, e
second en élevant la perpendiculaire A'B’ sur A’C’; ces deux
angles sontdroits, et il faut démontrer qu’ils sont égaux. Trans-
portons a cet effet la deuxiéme figure sur la premiére, de fa-
con que le point A’ tombe en A et que le c6té A'C’ s’applique
sur AC; le c0té A’B' deviendra alors perpendiculaire sur AC
au point A: il s’appliquera donc sur AB, puisque par le point A
on ne peut élever sur AC qu’une seule perpendiculaire. Donc
les deux angles BAC, B' A’ (' coincideront, c’est-a-dire (9) se-
ront égaux.

ScoLIE.

16. L’angle droit est donc un type invariable auquel on peut
rapporter les autres angles.

On dit qu'un angle est aigu ou obius suivant qu’il est plus
petit ou plus grand que Vangle droit. Ainsi, dans la fig. 12,
I'angle EAC est aigu et 'angle EAD est obtus.

Deux angles sont dit complémentaires lorsque leur somme
est égale a un angle droit. Ainsi, dansla fig. 12, chacun des
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angles BAE, EAC est le complément de 'autre. Deux angles
qui ont des compléments égaux sont égaux.

THEOREME.

17. Toute ligne droite CD qui en rencontre une autre AB
Sfait avec celle-ci deux angles adjacents ACD, BCD, dont la
somme est égale & deux angles droits ( fig. 14).

Fig. 14.
E}

/’ D
]
t
|
|
J

A C B

En effet, si CD est perpendiculaire sur AB, le théoréme est
évident, puisque les angles adjacents ACD, BCD sont droits
tous les deux.

Si CD est oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD" sont
inégaux; soit ACD le plus grand. La perpendiculaire CE,
élevée au point C sur AB, tombera dans l'intérieur de cet
angle et le décomposera en deux autres ACE et ECD. On aura

donc
ACD -+ BCD = ACE <+ ECD + BCD.

Or 'angle ACE est droit, et la somme ECD -+ BCD est égale a
I'angle droit BCE. Donc enfin

ACD + BCD = 2 angles droits.

18. On dit que deux angles sont supplémentaires lorsque
leur somme est égale & deux angles droits. D’aprés cela, dans
la fig. 14, chacun des angles adjacents ACD, BCD est le sup-
plément de l'autre. Deux angles qui ont des suppléments
égaux sont égaux. Pour avoir le supplément BCD d’un angle
ACD, il suffit de prolonger 'un des c¢6tés AC au dela du
sommet.

£. 19. On nomme réciproque d’une proposition une seconde
proposition dont I’hypothése et la conclusion sont respective-
ment la conclusion et ’hypothése de la premiére. Prenons
pour exemple le théoréme précédent. On peut I'énoncer de la

0\,‘»1-1@ A »n ”f._,
CANA wAt Boaw
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maniére suivante : St deux angles adjacents ACD, BCD ont
leurs cotés extérieurs AC et BC en ligne droite, ces angles sont
supplémentaires. La réciproque sera': 8i deux angles adja-
cents ACD, BCD sont supplémentaires, leurs cotés extérieurs
AC et BC sont en ligne droite.

Pour démontrer cetle proposition, il suffit de remarquer
que le prolongement de AC doit former avec CD (18) un angle
égal au supplément de ACD, c’est-a-dire, & cause de I'hypo-
thése, un angle égal a BCD; le prolongement de AC ne différe
doncpasdeBC :,'*, s LA ﬁ, wh R ,f"’f_,

On énonce la proposztzon 00rtrazre d’une proposmon don-
née, en adoptant a la fois une hypothése et une conclusion
opposées a celles de la proposition primitive. Prenons encore
pour exemple le théoréme précédent. Sa proposition contraire
sera : Si deux angles adjacents n’ont pas leurs' cOtés ex-
térieurs en ligne droite, ces deux angles ne sont pas supplé-
mentaires. En effet, s’ils I'étaient, leurs coiés extérieurs de-
vraient étre situés en ligne droite, en vertu de la proposition
réciproque.

On voit que, la proposition directe et sa rec:proque étant
vraies, leurs propositions contraires le sont nécessairement;
de méme, I'existence d’'une proposition directe et de sa con-
traire entraine celle de leurs propositions recnproques.

COROLLAIRES.

20. La somme de tous les angles consécuiifs ABD, DBE,
EBF, FBC, que l'on peut former autour du point B d’une
droite AC, d’un méme cbté de cette droite, est égale & deux
angles droits ( fig. 15); car leur somme est évidemment la
méme que celle des deux angles adjacents ABF, FBC.

Fig. 15. Tig. 16.
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2. La somme de tous les angles consécutifs AOB, BOC,
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COD, DOE, EOA, que l'on peut former autour d’un méme
point O, est égale & quatre angles droits ( fig. 16); car en pro-
longeant OC, par exemple, suivant OC’, on voit que celte
somme équivaut a celle des angles C’'OA, AOB, BOC, situés
d’un coté de CC/, plus celle des angles COD, DOE, EOC/, situés
de l'autre c0té; et I'on vient de prouver que chacune de ces
deux sommes partielles est égale & deux angles droits.

THEOREME.
22, Lorsque deux lignes droites AB, DE se coupent, les
angles opposés par le sommet sont égauzx ( fig. 17).

Fig. 17. Fig. 18.
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Soient, par exemple, les deux angles opposés AOE, DOB.
Le premier AOE a pour supplément I'angle AOD (ormé par le
co1é AO et le prolongement OD du cdté OE. Le second BOD a
aussi pour supplément 'angle AOD, qui peut étre considéré
comme formé par le c6té OD et le prolongement OA du ¢dté
BO. Les deux angles AOE, DOB, ayant méme supplément AOD,
sont égaux entre eux.

On démontrerait de la méme maniere I'égalité des angles
AOD et BOE.

COROLLAIRES.

23. Lorsque l'un des quatre angles formés par la renconire
de deux droites indéfinies AB et CD est droit, les trois autres
sont aussi droits { fig. 18); car, de ce que I'angle AOC, par
exemple, est droit, il résulte que son opposé DOB doit I’étre,
ainsi que chacun de ses suppléments AOD et COB.

On voit par 1a que :

Lorsqu’une droite AO est perpendiculaire sur une autre
droite CD, son prolongement OB est aussi perpendiculaire sur
la méme droite ;
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Si une droite AB est perpendiculaire sur une autre CD, la
seconde CD est & son tour perpendiculaire sur la premiére AB.

2h. Les bissectrices OE, OF, de deux angles adjacents et
supplémentaires AQC, AOD, sont perpendiculaires l'une sur
Pautre ( fig. 19); car Ja somme de deux angles AOC, AOD,

étant égale a deux angles droits, celle des angles AOE, AOF,
qui sont respectivement moitié des premiers, est égale a un
angle droit.

Les bissectrices OF et OF’ de deux angles opposés par le
sommet AOD et BOC sont dans le prolongement l'une de
lautre ( fig. 10); car chacune d’elles doit étre perpendiculaire
au point O sur la hissectrice OE de I'angle AOC qui est adja-
cent et supplémentaire par rapport a chacun des angles consi-
dérés AOD et BOC.

Il résulte de 1a que les bissectrices des quatre angles déter-
minés parla rencontre de deux droites AB et CD forment deux
droites indéfinies EE' et F¥', a angle droit l'une sur Iautre.

THEOREME.
238. Par un point O pris hors d’une droite AB, on peut tou-

Jours abaisser une perpendiculaire sur cette droite, et I’on ne
3 2
peul en abaisser qu’une ( fig. 20).

Fig. 20.

e
i

Désignons par O’ le point sur lequel vient s’appliquer le
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point O, lorsqu’on plie la figure autour de la droite AB, de
maniére a en rabatire la partie supérieure sur la partie infé-
rieure. Joignons aux points O et O’ un point quelconque I de
la droite AB. Les angles adjacents OIB, O’'IB seront égaux;
car, si I'on pliait de nouveau la figure autour de AB, O venant
sur O’ et I restant fixe, le premier angle recouvrirait exacte-
ment le second. D’aprés cela, pour que la droite OI soit per-
pendiculaire sur AB, c’est-a-dire pour que I’angle OIB soit
droit, il faut et il suffit que la somme des deux angles adja—
cents égaux OIB, O'IB soit égale a deux angles droits; et, par
suite, que leurs cotés extérieurs I0, I0" soient en ligne droite.
Donc enfin, comme entre O et O' il existe toujours une droite,
ct une seule, on voit que du point O on peut toujours mener
une perpendiculaire sur AB, mais une seule.

§ 1. — DES TRIANGLES.

DEFINITIONS.

26. On appelle triangle la portion de plan renfermée entre
trois droites qui se coupent deux a deux. La partie de chaque
droite comprise entre les points ou elle rencontre les deux
autres est un cdté du triangle. Ainsila figure ABC ( fig. 21) est
un triangle dont les c6tés sont AB, BC, CA. Chacun des angles
formés par deux cotés consécutifs est un angle du triangle :
les sommels A, B, C, de ces trois angles sont appelés les son-
mets du triangle.

On dit que deux triangles sont égaux lorsqu’on peut les
appliquer I'un sur 'autre de maniére qu’ils coincident.

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23.
A

27. Un triangle est isocéle quand il a deux cdtés égaux : tel
est le triangle ABC ( fig. 22), dans lequel AB est égal a AC, Le
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troisitme coté BC prend spécialement le nom de base du
triangle isocéle, et le sommet opposé A le nom de sommet du
triangle isocéle.

Un triangle est équilatéral lorsqu’il a ses trois cotés égaux
entre eux.

Enfin un triangle est dit rectangle lorsqu’il a un angle droit.
Le coté BC (ffg. 23) opposé a Pangle droit' A regoit le nom
& hypoténuse.

28. Dans tout triangle ABC, un cété quelconque BC est
moindre que la somme des deux autres AB et AC ( fig. 21).

Car la ligne droite BC, étant le plus court chemin entre les
points B et C, est moindre que la ligne brisée BA +- AC.

29. Dans tout triangle ABC, un c6té quelconque BC est plus
grand que la différence des deux autres AC et AB. En effet,
soit AC le plus grand des deux cotés AC et AB, on aura, d’aprés
le numéro précédent,

d’ou, en retranchant AB de part et d’autre,
BC > AC — AB.

30. Trois droites de longueurs arbitraires ne peuvent pas
toujours former les trois cOtés d’un triangle. 1l faut que cha-
cune d’elles soit moindre que la somme des deux autres, ou,
plus briévement, que la plus grande d’entre elles soit infé-
rieure a la somme des deux autres. Par exemple, il n’existe
pas de triangle dont les c6tés aient des longueurs respective-
ment égales a 7 métres, 5 métres, 1 métre.

THEOREME.
31. Si deux triangles OBC, ABC, qui ont un c6té commun

Fig. 24.

BC, sont compris U'un dans Uautre, la somme des deux ctés
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OB et OC du trianglg enveloppé est moindre que la somme des
deux cotés AB et AC du triangle enveloppant ( fig. 24).

En effet, prolongeons BO jusqu’au point D ol cette droite
rencontre le c6té AC. En remplacant la ligne droite OC par la
ligne brisée OD 4- DC, on change la somme OB + OC en une
autre plus grande

OB+ OD +DC ou BD-+DC.

De méme, en remplacant la ligne droite BD par la ligne
brisée AB +4- AD, on change la somme BD - DC en une autre

AB+AD +DC ou AB-+ AC,
qui est plus grande encore. On a donc
OB + OC <TAB + AC.
SCOLIE.

32. Lorsque deux triangles O'BC, ABC, qui ont un coté
commun BC, s’entrecoupent, la somme des deux cotés AB et
O’C qui ne se croisent pas est moindre que la somme des deux
cOtés AC et O'B qui se croisent ( fig. 24).

En effet, on a dans le triangle ABD
AB <<AD + DB,
et dan;s le triangle O’ CD,
0’'C<<DC + 0O'D.

En ajoutant ces deux inégalités membre a membre, on ob-
tient
AB+O0'C<<AD+DC—+0O'D + DB
ou :
AB+0'C<CAC+ O'B.

THEOREME.

33. 8i deux c¢otés d’un triangle sont égaux & deux colés
d’un autre triangle chacun & chacun, et si 'angle compris
entre les premiers est plus grand que l’angle compris entre les
seconds, le troisiéme cOté du premier triangle est plus grand
que le troisiéme coté du second ( fig. 25, 26, 27).

Soient les deux triangles ABC, A'B’C’, dans lesquels on a
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AB = A'B’, AC=A’C’, et I'angle BAC plus grand que I'angle
A’: le ¢o1é BC sera plus grand que le coté B'C'.

En effet, placens le triangle A’B’C’ en ABD, de maniere que
A'B’ coincide avec son égal AB, et que le coté A'C/, qui fait
avec A’B’ un angle A’ moindre que BAC, tombe suivant AD
dans lintérieur de I'angle BAC. La droite BD n’étant autre
chose que le coté B'C’ transporté, il suffit de démontrer que
BC est plus grand que BD.

Or il peut se présenter trois cas, suivant que le point D
tombe sur BC (fig. 25), ou a l'intérieur du triangle ABC
(fig. 26), ou au dehors (fig. 27).

Fig. 25. Fig. 26.
e et eI
A A =
[ ﬁ AC /
& D c B ¢ B B

Fig. 27.
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Dans le premier cas ( fig. 25), le théoréme est évident, puis-
que BD n’est qu’une partie de BC.
Dans le deuxiéme cas ( fig. 26), on a (31)

AC + BC > AD + BD;
d’olt, en supprimant d’une part AC et de I'autre son égal AD,
BC>BD.
Dans le troisiéme cas ( fig. 27), on a (32)
AD + BC>>AC + BD,
d’ou, en supprimant d’une part AD et de I'autre son égal AC,
BC > BD.
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THEOREME,

3%. Deux triangles sont égaux :

1° Lorsqilils ont un coté égal adjacent & deux angles égaux
chacun & chacun ; 3

2° Lorsqu’ils ont un angle égal compris entre deux cotés
égaux clhacun & chacun ;

3> Lorsqiils ont les trois cOtés égaux chacun a chacun.

En effet:

1° Soient ( fig. 28) les deux triangles ABC, A’B’C/, tels qu’on
ait

BEEIBEER Se B i i G

Transportons le triangle A’B’'C’ sur le triangle ABC, de ma-
niére que le coté B’C’ coincide avec son égal BC, B’ étant en B
et €’ en C. Puisque I'angle B’ est égal a I'angle B et que les
deux triangles sont supposés tomber d’'un méme coté de BC,
le coLé B'A’ prendra la direction BA, et le point A’ tombera
quelque part sur la droite indéfinie BA. De méme, puisque
I'angle €’ est égal a 'angle C, le ¢01té C'A’ prendra la direc-
tion CA, et le point A’ tombera quelque part sur la droite in-
définie CA. Donc le point A’, devant se trouver a la fois sur
les deux droites BA et CA, tombera nécessairement sur leur
point d’intersection A. Par suite, les deux triangles coinci-
deront.

2° Soient (fig. 28) les deux triangles ABC, A’B’C/, tels qu’on
ait

Ao A AR RAREY NG SRR CR

Transportons le triangle A’ B'C’ sur le triangle ABC, de ma-

niére que l'angle A coincide avec son égal A/, le coté A' B’
Fig. 28.

e — e ——

A //i’
z;__ﬁ )t 9

B C B <

tombant sur le cdté AB et le coté A'C/ sur le cdté AC. Ces
cOtés ayant alors méme direction, méme longueur et unc es-
2
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trémité commune, leurs autres extrémités se confondront,
c’est-a-dire que le point B’ tombera sur le point B et le
point C’ sur le point C. Par suite, les deux triangles coincide-
ront.

30 Soient(fig. 28) les deux triangles ABC, A’B' U/, tels qu’on
o AB=A'B, BC=PB'C, AC=A'C.

L’angle A du premier triangle, compris entre les cotés AB
et AC, doit étre égal a 'angle A’ du second triangle, compris
entre les c61és A’B’ el A’C/, respectivement égaux aux cotés
AB et AC; car, d’aprés le n° 33, si ces angles différaient, les
cdtés BC et B'C’ seraient inégaux contrairement a ’hypothese.

Dés lors, les deux triangles proposés sont égaux comme
ayant un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun a
chacun.

ScoLiz.
35. Deux triangles égaux, ABC, A’ B'(/, satisfont a six con-
ditions, savoir :

AB—=A'B’, AC=A'C, BC=DBC,
C=0, B=", A=A

Chaque cas d’égalité renferme trois de ces conditions grou-
pées de telle sorte que, lorsqu’elles sont satisfaites, les six
soient remplies. Par suite, quand on aura reconnu dans une
certaine figure I'égalité de deux triangles par I'application de
I'un des trois cas énoncés, on devra en conclure immédiate-
ment I’égalité des trois éléments non employés, et Pon aura
acquis ainsi de nouvelles données qui permettront d’aller plus
avant dans la recherche que I’on poursuit. Tel est I'usage de la
théorie de I’égalité des triangles.

11 est essentiel de remarquer que, dans deux triangles égaux,
les cOtés égaux sont toujours opposés aux angles égaux.

THEOREME.
36. Dans un triangle :
1° 8t deux angles sont égaux, les cOtés opposés sont égaux,
et le triangle est isocéle ;
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20 8i deux angles sont inégauzx, le coté opposé au plus
grand de ces deux angles est plus grand que le cOté opposé
Uautre angle.

En effet :
1° Soit ( fig. 29) ABC un triangle dont les angles B et C sont
égaux entre eux. Considérons un second triangle A’B’'C’ re-
production exacte du premier, et transportons-le sur ABC, en
Fig. 2g.
LGNNI T8

A A

i Y o1y

c B

le renversant, de maniére que B’ tombe en C et C' en B. Le
coté C'B’ coincidera avec son égal BC. L’angle C' étant égal a
I'angle C et par suite a I'angle B, si I'on fait tomber les deux
triangles d’'un méme c6té par rapport a BC, le coté C’A’ pren-
dra la direction BA, et le point A’ tombera quelque part sur la
droite indéfinie BA. De méme, I’angle B’ étant égal a I'angle B,
et par suite a I'angle C, le c¢6té B’A’ prendra la direction CA,
et le point A’ tombera quelque part sur la droite indéfinie CA.
Le point A’, devant se trouver a la fois sur les deux droites BA
et CA, tombera done sur leur intersection A, et les deux
triangles ABC, A'B’(C’, coincideront. Puisque le c6té A’ B/, qui
est égal a AB, vient recouvrir exactement le cdté AC, on en
conclut que AB et AC sont égaux.

2° Soit ( fig. 30) le triangle ABC dans lequel I'angle ABC est

Fig. 3o.

plus grand que I’angle C. On pourra mener dans I'angle ABC
une droite BD qui fasse avec BC un angle DBC égal a I'angle C.

2
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Le triangle BDC ayant deux angles égaux DBC, DCB,'sera iso-
céle, et 'on aura BD = DC. Or, dans le triangle ABD, on a

AB < AD + BD,
ou, en remplacant BD par son égal DC,

AB < AD + DC,
c’est-a-dire
AB <TAC.

37. RECIPROQUENMENT, st un triangle a deux cOtés égaux, c’est-
a-dire est ‘isocele, les angles opposés aux cOtés égaux sont
égaux; et si un triangle a deux cotés inégaux, au plus grand
cOté est opposé le plus grand angle.

En effet, soient a et b deux c6tés d’un triangle, et A et B les
deux angles opposés. Le théoréme précédent prouve qu’aux
trois hypotheses

A<<B, A=B, A>>B,

qui sont les seules possibles, répondent respectivement les
conclusions distinctes

R N 1 =0

Donc, si a-est égal a b, A est forcément égal a B, car si A était
inférieur ou supérieur a B, a serait, d'aprés le théoréeme di-
rect, inférieur ou supérieur a b; de méme, si @ est plus grand
que b, il faut que A soit plus grand que B, et si a est plus petit
que b, il faut que A soit plus petit que B.

ScoLik.

38. La démonstration du n° 36 (1°) met en évidence cette
propriété dont jouit tout triangle isocele, d’étre superposable
a lui-méme par retournement. Cette propriété caractéristique
est la clef des autres propriétés du triangle isocéle.

Ainsi (fig. 31), dans ce retournement du triangle isocele
BAC, B venant en C et C en B, le milieu 1 de BC retombe sur
lui-méme aussi bien que le sommet A. Par suite, 'angle ALC
vient recouvrir son adjacent et supplémentaire AIB, et angle
CAl son adjacent BAL Donc, dans tout triangle isocéle BAG,
la droite qui joint le sommet A au milieu 1 de la base BC est
perpendiculaire sur cette base et divise U'angle au sommel en
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deuz parties égales. Cela résulterait aussi de I'égalité des
triangles ABI, ACI, qui ont évidemment les trois cotés égaux

chacun a chacun.
Fig. 31.

La droite Al satisfait donc aux quatre conditions suivantes:
elle passe par le sommet A, par le milieu I de la base BC, elle
est perpendiculaire sur cette base, elle est bissectrice de
I'angle au sommet.

Or, deux de ces quatre conditions suffisent pour déterminer
la droite AI; car on sait que par deux points on ne peut mener
qu’une droite, qu’un angle n'admet qu’une bissectrice, et que
par un point on ne peut mener qu'une perpendiculaire a une
droite. Donc toute ligne droite, assujettie a deux des quatre
conditions indiquées, remplira nécessairement les deux autres.

39. Tout triangle dont les trois angles sont égauz est équi-
latéral, et, réciproquement, tout triangle équilatéral a ses trois
angles égauzx.

40. Le mode de démonstration qui précede (37) est d’'un
usage lrés-fréquent en Géométrie, et il convient de I'ériger
dés a présent en régle générale.

Lorsque, dans une proposition ou dans une série de propo-
sitions, on a fait toutes les hypotheses admissibles, et que ces
hypothéses ont conduit & des conclusions respectives essentiel-
lement distinctes, les réciproques des propositions établies sont
loutes vraies.

Ainsi, en rapprochant les théoremes démontrés aux n° 33
et 3%, on voit que, si deux triangles ABC, A’B'C’, ont deux
cOtés respectivement égaux chacun & chacun, savoir AB—=A'B',
et AC=A'C, le troisieme coté BC du premier triangle est in-
férieur, égal ow supérieur au troisieme coié B' C’ du second,
suivant que l'angle opposé A du premier triangle est inférieur,
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égal ou supérieur & Uangle opposé A' du second. Donc, réci-
proquement, st deuz triangles ont deux coOtés égaux chacun
@ chacun, l’angle que ces cOtés comprennent dans le premier
triangle est inférieur, égal ou supérieur & l’angle compris entre
les deux cOtés correspondants du second triangle, suivant que
le troisiéme coOté du premier triangle est inférieur, égal ou
supérieur au troisieme coté du second.

§ II1. — DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES.

THEOREME.

k1. 8i d’un point O pris hors d’une droite AB on méne a
celte droite la perpendiculaire O1 et plusieurs obligues OC,
oD, OE,...:

1° Deux obliques OC et OE dont les pieds C et E sont égale-
ment distants du pied 1 de la perpendiculaire sont égales ;

2° La perpendiculaire Olest plus courte que toute oblique OC,
et de deux obliques OC et OD ou OE et OD, celle dont le pied
s’écarte le plus du pied 1 de la perpendiculaire est la plus
longue.

En effet :

1° Les deux triangles OIC, OIE ( fig.32), sont égaux comme

Fig. 3o.

ayant un angle égal compris entre deux cdiés égaux, savoir :
'angle droit OIC égal a P’angle droit OIE, le c6té OI commun,
et le coté IC égal a IE par hypothése; done

OC = OE.

2° Prolongeansla perpendiculaire OI d’une quantité 10/= 0T,
et menons les droites O’C, O'D. *
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Les droites’ OC et O'C sont égales. (1°) comme obliques
s’écartant également du pied de la perpendiculaire CI menée
de C sur O0'; on a de méme OD = O’ D. Or le triangle ODO’
donne (28, 31)

00’ << 0C + 0'C<COD + 0O'D,
d’ou, en prenant les moitiés,
01 << OC < OD.

Si ’on considérait deux obliques OD et OE situées de cOtés
différents par rapport a la perpendiculaire OI, on commence-
rait par prendre sur IA une longueur IC égale a IE; les obli-
ques OC et OE seraient alors égales comme s’écartant égale-
ment du pied de la perpendiculaire (1°). Or, si IE est moindre
que 1D, IC le sera aussi; et, d’aprés 'alinéa précédent, P'obli-
que OC sera moindre que I'oblique OD. On aura donc encore

OE < OD.
CoROLLAIRES.

§2. La perpendiculaire Ol abaissée d’un point O sur une
droite AB est la ligne la plus courte que l’on puisse mener de
ce point & la droite : sa longueur est ce qu'on appelle la dis-
tance du point O a la droite AB.

43. La perpendiculaire OI étant plus courte que toute
oblique OC, il suit du n° 37 que l'angle OCI est moindre
que l'angle droit OIC. Donc, lorsque deux droites AB et OC se
coupent, la perpendiculaire Ol, abaissée d’'un point de 'une
sur lautre, est située dans l'intérieur de l’angle aigu OCB
formé par ces deux droites.

On peut conclure de la que, dans tout triangle rectangle, les
deux angles autres que I'angle droit sont aigus.

ScoLiks.

hh. L’exactitude des réciproques des propositions qui pré-
cédent résulte immédiatement du principe général énoncé au
n° 40.

1° Si une droite est la plus courte distance d’un point
une autre droite, ces deux droites sont perpendiculaires entre
elles.
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20 8i deux obliques & une méme droite partent d’un méme
point et sont égales entre elles, elles s’écartent également du
pied de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.

30 Si deux obligues & une méme droite partent d’un méme
point et sont inégales, la plus grande s'éloigne le plus du pied
de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.

45. D’un méme point on ne peut mener a une droite que
deux obliques égales, et ces obliques sont situées de part et
d’autre de la perpendiculaire abaissée du point sur la droite.

THEOREME.

46. Tout point M de la perpendiculaire CD élevée sur le
miliew d’une droite AB est également distant des extrémités
A et B de cette droite (fig. 33).

Fig. 33.
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En effet, C étant le milieu de AB, on a CA = CB; donc MA
et MB sont des obliques qui s’écartent également du pied de la
perpendiculaire CD. On a donc (41) MA — MB.

B'7. RicIPROQUEMENT, tout point M équidistant des extrémi-
tés A et B d’une droite AB appartient & la perpendiculaire CD
menée & celte droite par son milieu C.

En effet, le triangle MAB étant isocéle par hypothese, la
droite MC, qui joint le sommet au milieu C de la base, est
perpendiculaire sur cette base (38).

COROLLAIRES.

48. 1l résulte de ce qui préceéde que tous les points de la
perpendiculaire menée a une droite par son milieu sont équi-
distants des extrémités de cette droite, et que les points de
cette perpendiculaire sont les seuls points du plan qui jouis-
sent de cette propriété.
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En Géométrie plane, on donne le nom de lien géométrique
a la figure formée par 'ensemble des points du plan qui jouis-
sent d'une propriété commune. On peut donc exprimer la
double proposition qui précéde en disant :

La perpendiculaire élevée sur le milieu d’une droite est le

LIEU GEOMETRIQUE des points équl(ltslants des extrémités de
cette droite.

k9. Deux points suffisent pour déterminer une droite. Donc,
dés qu’une droite a deux points équidistants des extrémités
d’une seconde droite, on peut affirmer que la premiére droite
est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.

THEOREME. b
50. Deux triangles rectangles sont égaux :

1° Lorsqu’ils ont Uhypoténuse égale et un angle aigu égal;

2° Lorsqu’tls ont Uhypoténuse égale et un c6té de U'angle
droit égal.
Fig. 34.

En cffet :

1° Soient (fig. 34 ) les deux triangles ABC, A’ B’C/, rectangles
en A et en A’, et dans lesquels ona

BC=B:C" ‘et B—BL,

Portons le triangle A’B'C’ sur le triangle ABC, de maniére
que B'C’ coincide avec BC, B’ étant en B et ¢’ en C. Si 'on
fait tomber les deux triangles du méme cOté de BC, Pangle B’
étant égal a 'angle B, le coté B’A’ prendra la direction BA ; dés
lors, le eoté C’A’, qui est perpendiculaire sur B'A’, devra
prendre la direction de CA, qui est la seule perpendiculaire
qu’on puisse abaisser du point C sur BA. Le point A’ devant
tomber a la fois sur BA et sur CA viendra donc en A, etles
deux triangles coincideront.
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2° Soient ( fig. 34) les deux triangles ABC, A’ B' ¢/, reclangles
en A eten A’, et dans lesquels on a

BC=DB'C' et AC=A'C.

Portons le triangle A’B’C' sur le triangle ABC, de maniére
que A’C’ coincide avec AC, A’ étanten A et ¢ en C. Si I’on fait
tomber les deux triangles du méme c61é de AC, le cOté A'B
prendra la direction de AB, a cause de I’égalité des angles
droits A et A’. De plus, C'B’ deviendra une oblique égale a CB,
issue du méme point C, et située du méme co61é de la perpen-
diculaire CA. Donc CB et C'B’ s’écarteront également du pied
de cette perpendiculaire (4%); en d’autres termes, le point B’
tombera en B, et les deux triangles coincideront.

THEOREME.

51. Tout point M pris sur la bissectrice AD d’un angle BAC
est également distant des deux cdiés de cet angle ( fig. 35).

Fig. 35.

b

La distance du point M au c61é AB est la longueur de la per-
pendiculaire ME abaissée du.point M sur AB (42); de méme,
la perpendiculaire MF, abaissée du point M sur AC, mesure la
distance du point M au cdté AC. 1l s’agit de démontrer I’éga-
lité de ME et de MF. Or cette égalité résulte de celle des
deux triangles MAE, MAF, qui, rectangles en E et en F, ont
I’hypoténuse AM commune et un angle aigu égal, savoir
MAE — MAF, puisque la droite AD est la bissectrice de
I'angle BAC. ]

52. RECIPROQUEMENT, tout point M pris a Uintérieur d’un
angle BAC, & égale distance ME — MY de ses deux cotés AB
et AC, appartient & la bissectrice de cet angle ( fig. 35).

En effet, en menant la droite MA, on obtient deux triangles
rectangles, MAE, MAF, qui sont égaux comme ayant ’hypoté-

*
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nuse MA commune et un ¢oté de I'angle droit égal : ME = MF.
Donc I'angle MAE opposé au cdté ME est égal a 'angle MAF
opposé au coté MF, et la droite AM est la bissectrice de
P'angle BAC.
COROLLAIRE.

53. La bissectrice d’un angle est le liew géométrique des
points qui, situés dans l’intérieur de cet angle, sont équidis-
tants de ses cOtés.

ScoLIE.

3%. Pour établir un lieu géométrique, il faut toujours prou-
ver une double proposition composée, soit d’une certaine
proposition directe et de sa réciproque, soit de cetle méme
proposition directe el de la proposition contraire.

Ainsi Pon démontrera : que tout point d’une certaine figure
jouit d’une certaine propriété (proposition directe), et que tout
point jouissant de cetle propriété appartient a cette figure
(proposition réciproque);

Ou bien : que tout point d’'une certaine figure jouit d’une
certaine propriéié ( proposition directe ), et que tout point pris
hors de cette figure ne jouit pas de cette propriété (proposition
contraire).

L’équivalence de ces deux modes de démonstration résulte
de ce que la proposition directe, sa réciproque et la proposi-
tion contraire sont tellement liées, que 'une quelconque des
deux derniéeres est une conséquence des deux autres (19).

Il est ordinairement plus simple d’adopter le premier mode,
c’est-a-dire de démontrer la proposition directe et sa réci-
progue; cela tient & ce que la proposition contraire exige tou-
jours une figure différente de celle qui est relative a la propo-
sition directe, tandis que la réciproque n’exige pas en général
une figure nouvelle.

§ IV. — DES PARALLELES.

DEFINITIONS.

55. Lorsqu’une sécante EF rencontre deux droites quel-
conques AB et CD, elle forme avec ces deux droites huit
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angles, dont quatre autour du point G et quatre autour du
point I ( fig. 36).

Les quatre angles 1, 4, 5, 8, compris entre les deux droites
AB et CD, sont appelés angles internes. Les quatre autres 2,
3, 6, 7, sont appelés angles externes.

Fig. 36.
A

I A
5
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Deux angles qui sont internes, non adjacents et situés de
part et d’autre de la sécante, sont dil alternes-externes : tels
sont les angles 1 el 5, 4 et 8.

Deux angles qui sont externes, non adjacents et situés de
part et d’autre de la sécante, sont dits alternes-externes : tels
sont les angles 2 et 6, 3 et 7.

Deux angles situés d'un méme ¢61é de la sécante, 'un in-
terne, l'autre externe, et non adjacents, sont dits correspon-
dants : tels sont les angles 1 et 7, 4 et 6, 2 €1 8, 3 et 5.

Enfin, les angles 1 et 8, 4 el 5, sont dits intérieurs d’un
méme co1é; el les angles 2 et 7, 3 el 6, extérieurs d’un méme
coté.

56. Deux droites sont dites paralléles lorsque, élant situées
dans un méme plan, elles ne peuvent se rencontrer, si loin
qu'on les prolonge.

THEOREME.

87. Deux droites AC et BD perpendiculaires sur une troi-

sieme droite EF sont paralléles ( fig. 37).

Fig. 37.
A B
T TR ¥

Car, si elles se rencontraient, on pourrait de leur point d’in-
Lersection abaisser deux perpendiculaires sur EF (25).
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COROLLAIRE.
38. Par un point A, situé hors d’une ligne droite BC, on
peut mener une paralléle & cette droite ( fig. 38).

Fig. 38.
A E

Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BC, et
menons a AD la perpendiculaire*’AE. Les deux droites AE et
BC, étant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont paralléles.

ScoLIE.

39. Ox spMET que, par un point pris hors d’une ligne droite,
on ne peut mener qu'une paralléle & cette droite. De la ré-
sultent les deux propositions suivantes :

60. Siune droite A en rencontre une autre B, elle rencon-
tre toute paralléle C & cette autre; carsi A était paralléle 4 C,
du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener
deux paralléles a C.

61. Deux droites A et B, paralléles & une troisiéme C, sont
paralléles entre elles; car, si A et B se rencontraient, de leur
point de concours on pourrait mener deux paralléles a C.

THEOREME.

62. Lorsque deux droites AB et CD sont paralléles, toute
droite EF, perpendiculaire sur 'une AB, est perpendiculaire
sur Uautre CD { fig. 39g).

Fig. 3g.
A J!F B

D’abord la droite EF rencontre CD (60). Concevons par leur
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point d'intersection F la perpendiculaire a EF. Cette perpen-
diculaire, devant étre paralléle a AB (57), coincidera avec CD,
puisque par le point F on ne peut mener qu’une parallele
42 AB. Donc CD est perpendiculaire sur EF et, inversement,
EF est perpendiculaire sur CD.

On énonce souvent ce théoréme d’une maniére plus rapide,
en disant: Deux paralléles ont leurs perpendiculaires com-
munes.

THEOREME.

63. Lorsque deux droites paralleles AB, CD, sont rencon-
irées par une sécante EF, les quatre angles aigus formés au-
tour des points d’intersection G et H sont égaux entre eux,
ainsi que les quatre angles obtus formés autour des mémes

points ( fig. 4o).
Fig. /o.

-\

En effet, par le point O, milieu de GH, menons sur les pa-
ralléles AB et CD la perpendiculaire commune IK; OI tombera
dans I'angle aigu OGA, et OK dans I'angle aigu OHD (43). Or,
les triangles rectangles OGI, OHK, ont leurs hypoténuses
OG et OH égales, puisque le point O est le milieu de GH, et
les angles aigus 10G, HOK, égaux comme opposés par le som-
met: ils sont donc égaux (50) et, par suite, I'angle OGI est
égal a I'angle OHK. Chacun de ces deux angles étant d’ailleurs
égal 4 son opposé par son sommet, on voit que les quatre
angles aigus OGI, EGB, OHK, CHF, sont égaux entre eux.

De méme, les quatre angles obtus AGE, OGB, DHF, OHC,
sont aussi égaux entre eux, comme suppléments des angles
aigus.

6%. RECIPROQUEMENT, deux droites AB et CD étant coupées par
une sécante EF, si les quatre angles aigus ou les quatre angles
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obtus formés autour des points d’intersection G et W sont
égaux enire eux, les deux droites AB et CD sont paralléles.
Supposons ( fig. 41) que I'angle HGA soit égal 4 I'angle GHD,
ct concevons par le point H la paralléle 2 AB. Cette paraliéle
doit, d’aprés la proposition directe, faire avec GH un angle
¢gal a 'angle HGA, et, par suite, a P'angle GHD; donc cette
paralléle coincide avec HD, et la droite CD est paralléle 4 AB.

COROLLAIRES.

65. Deux paralleles AB et CD ( fig. 41) étant coupées par
une sécante EF, il résulte de ce qui précéde :

Fig. 41.

1° Que les angles alternes-internes 1 et 5, ou 4 et 8, sont
égaux entre eux ;

2° Que les angles alternes-externes 3 et 7, ou 2 eL6, sont
égaux enire eux ;

3° Que les angles correspondants ret7,ouz2et8,ouleth,
ou 4 el 6, sont éfraux entre eux ;

4° Que les angles intérieurs d’un méme cété 1 et 8, ou 4
el 5, sont supplémentaires ;

5° Que les angles extérieurs d'un méme c6té 2 et 7, ou 3
et 6, sont supplémentaires.

Eu, rtcieroQuenest, deux droites coupées par une sécante
sont paralléles : :

Si les angles alternes-internes soni égaux,

Ou si les angles alternes-externes sont égaur,

Ou si les angles correspondants sont égaux,

Ou si les angles intérieurs d’un méme coté sont supplémen -
taires,

Ou si les angles extérieurs d’un méme cété sont supplémen-
taires.
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ScOLIE.

66. La proposition directe et la proposition réciproque étant
démontrées, les propositions contraires sont vraies par cela
méme (19). Ainsi:

Deux droites étant coupées par une sécante, si les angles
formés ne satisfont pas aux relations que nous venons d’énon-
cer, les deux droites ne sont pas paralléles. En particulier :

Lorsque deux droites font avec une transversale deux angles
intérieurs d’un méme coté dont la somme différe de deux
angles droits, ces droites se rencontrent du coté de la sécante
o cette somme est inférieure & deux angles droilts.

67. Voici deux autres remarques souvent utiles :

1° Deux droites (fig. 42), U'une AB perpendiculaire, et
U’autre CD oblique sur une troisieme droite AC, doivent se
rencontrer; car la somme des deux angles intérieurs BAC,
DCA, est moindre que deux angles droits.

Fig. 2. Fig. 43.
D, B

|2
|

2° Deux droites BF, GH { fig. 43), respectivement perpen-
diculaires & deux droites CA et CB qui se coupent, doivent se
rencontrer; car, en menant la droite EG, on voit que chacun
des angles intérieurs FEG, HGE, est moindre qu’un angle

droit: la somme de ces angles est donc inférieure a deux
angles droits. . :

THEOREME.

68. Deux paralléles AC, BD, comprises entre deux autres
paralléles AB, CD, sont égales ( fig. 44).

En effet, menons AD. Les deux triangles ABD, ACD, seront
égaux comme ayantun coté commun AD adjacent & deux angles
égaux chacun a chacun, savoir: 'angle BAD égal 4 I'angle ADC
comme alternes-internes par rapport aux paralléles AB, CD,
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coupées par la sécante AD; et 'angle ADB égal a I'angle DAC
comme alternes-internes par rapport aux paralléles AC, BD,
coupées par la méme sécante. Donc le c61é BD opposé a
I'angle BAD est égal au coté AC opposé a I'angle ADC.

Fig. 45. Fig. 45.
__L—_;\AL_-.. SOBLL T L
(7 D 0
COROLLAIRE.

69. Si les deux lignes AC et BD ( fig. 45) étaient perpendi-
culaires sur AB et, par suite, sur CD (62), elles mesureraient
les distances des points A et B de la droite AB a la droite CD.
Ces deux distances étant égales comme paralléles comprises
entre paralleles, et les deux points A et B étant pris d’une
maniére quelconque sur AB, on voit que deux paralléles sont
partout également distantes.

THEOREME.

70. Deux angles qui ont leurs cOtés paralleles chacun o
chacyn sont égaux ou supplémentaires ( fig. 46).

Fig. 46.

1% Supposons que les cOtés paralléles soient deux a deux
dirigés dans le méme sens. Soient, par exemple, les angles
ABC, DEF; BA et ED sont paralléles et dirigés I'un et Pautre de
bas en haut; BC et EF sont paralléles et dirigés I'un et I'autre
de gauche a droite : les deux angles considérés sont égaux.

En effet, prolongeons le coté DE jusqu’au point H, ou il
coupe le coté BC. Les angles ABC, DHC, sont égaux comme
correspondants par rapport aux paralléles BA, HD, coupées
par BC; de méme, les angles DEF, DHC, sont égaux comme

3
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correspondants par rapport aux paralleles EF, HC, coupées
par DIL. Done, I'angle ABC est égal 4 I'angle DEF.

2° Supposons que les cOtés paralléles soient dirigés deux a
deux en sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC,
GEH; BA et EH sont paralléles et dirigés, le premier de bas
en haut, le deuxiéme de haut en bas; BC et EG sont paralléles
et dirigés, I'un de gauche a droite, I’autre de droite a gauche :
les deux angles considérés sont égaux.

En effet, en prolongeant les cOtés de 1'angle GEH au dela
du sommet E, on forme un angle DEF égal d’une part a GEH
comme opposé par le sommet, et d’autre part égal a ABC
comme ayant ses cOtés respectivement paralléles a ceux de ce
dernier angle et dirigés dans le méme sens.

3° Supposons enfin que deux cotés soient paralléles et de
méme sens, et les deux autres paralléles et de sens contraires.
Soient, par exemple, les angles ABC, DEG; BA et ED sont pa-
ralléles et dirigés 'un et 'autre de bas en haut; BC et EG sont
paraliélesetdirigés,le premier,de gauche adroite, le deuxiéme,
de droite a gauche : les deux angles considérés sont supplé-
mentaires.

En effet, en prolongeant GE au dela du sommet E, on forme
un angle DET qui est, d’'une part, le supplément de DEG, et
qui est, d’autre part, égal a ABC comme ayant ses cOtés res-

" pectivement paralléles a ceux de ce dernier angle et dirigés
dans le méme sens.

En résumé, deux angles qui ont leurs cOtés paralléles sont
égaux si les cOtés paralléles sont dirigés deux & deux dans le
méme sens, ou encore si les cOtés paralléles sont dirigés deux
@ deux en sens contraires; ils sont supplémentaires si deux
c6tés paralléles sont de méme sens et les deux autres de sens
contraires.

COROLLAIRE.

71. Deux angles qui ont leurs cotés perpendiculaires cha-
cun & chacun sont égaux ou supplémentaires ( fig. 47 et 48).

1° Considérons deux angles aigus ABC, DEF (fig. 47); le
co1é DE est perpendiculaire sur BA, et le co1é EF est perpen-
diculaire sur BC : les deux angles considérés sont égaux.
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En effet, si I'on fait tourner 'angle DEF tout d’une piéce
d’'unangledroit autourde son sommetE,le nouvel angle EF’,

Fig. 47. Fig. 48.

reproduction de DEF, aura ses cOtés respectivement paralléles
a ceux de ABC: ED’ et BA seront paralléles comme perpendi-
culaires 3 DE; EF’ et BC seront paralléles comme perpendicu-
laires a EF. D’ailleurs, les angles ABC, D’EF’, qui ont leurs
cO1és paralléles, étant tous les deux aigus, ne peuvent éire
supplémentaires : ils sont donc égaux; par suite, les angles
ABC, DEF, le sont aussi.

2° Si les deux angles comparés étaient obtus, on démontre-
rait de la méme maniere leur égalité.

3° Considérons enfin deux angles d’espece différente, c’est-
a-dire I'un ABC aigu, 'autre DEF obtus ( fig. 48). En prolon-
geant EF au dela du sommet E, on forme un angle DEF,, qui
est le supplément de DEF : cet angle DEF, est donc aigu
comme l'angle ABC; d’ailleurs, il a ses c0tés respectivement
perpendiculaires a ceux de ABC. Les angles ABC et DEF, sont
donc égaux et, par suite, les angles proposés ABC et DEF sont
supplémentaires.

§ V. — SOMME DES ANGLES D’UN POLYGONE.

DEFINITIONS.

72. On donne le nom de polygone a une portion de plan
ABCDEF terminée de toutes parts par des lignes droites
(fig- 49). Les portions de droites AB, BC, CD, DE, EF, FA, sont
les cotés du polygone; la somme de ces cOtés forme le contour
ou le périmetre du polygone; ce polygone a pour sommets les

3.
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points A, B,C, D, E, F, et pour anglesles angles ABC, BCD, CDE,
DEF,. .., formés intérieurement par deux cotés consécutifs
quelcouques. Enfin, toute droite qui, comme AC ou BE, joint
deux sommets non consécutifs du polygone est une diago-

nale.
Fig. 49. Fig. 5o.

Le plus simple de tous les polygones est le triangle, qui
n’a que trois cOtés. Aprés lui viennent : le quadrilatére, qui a
quatre cdtés; le pentagone, qui a cing cotés; 'hexagone qui
a six cOtés,...; octogone, qui a huit cotés,...; le décagone,
qui a dix cdtés,...; le pentédécagone, qui a quinze cotés.
La fig. 49 représente un hexagone.

73. Une ligne brisée ou polygonale est dite conveze lors-
qu’elle tombe tout entiere d’un meme coté de.chacune des
droites qui la composent, prolonoeesmdefimmem Tel est, par
exemple, le polygone ABCDEF ( fig. 49). Le polygone ABCDE,
au contraire (fig. 50), n’est pas convexe; car le coté DE, pro-
longé indéfiniment, laisse le polygone en partie au-dessus et
en partie au-dessous de lui. ]

Une droite quelconque, tracée dans le plan d’une ligne po-
lygonale convexe, ne peut la rencontrer en plus de deux
points; car si une droite XY ( fig. 50) rencontrait la ligne po-
lygonale AEDC en trois points Q, R, S, les points Q et 8 se
trouvant de part et d’autre du c6té DE, la ligne AEDC ne serait
pas tout entiére d’'un méme cd1é par rapport a DE prolongé,
c’est-a-dire qu’elle ne serait pas convexe.

THEOREME.

Th. Toute ligne polygonale convexe ABCD est moindre que
toute ligne polygonale enveloppante AMND, terminée aux
mémes extrémités ( fig. 51).
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En laissant de coté la partie commune AD, prouvons que le
contour ABCD est inférieur au contour AMND. Prolongeons
les cotés AB et BC jusqu’a ce qu’ils coupent en E et en F le

Tig. 51. Fig. 52.

contour-polygonal AMND. Nous pourrons écrire les inégalités

suivantes :
AB+ BE < AM + ME,

BC + CF < BE + EN + NF,
CD < CF + FD.

Si nous ajoutons ces inégalités membre & membre, il vien-
dra, en opérant les réductions et additions,

AB + BC+ CD <ZAM + MN + ND.

On prouverait de la méme maniére que toute ligne poly-
gonale convexe ABCD est moindre que toute ligne polygo-
nale EFGHIK qui l’enveloppe de toutes parts ( fig. 52).

THEOREME.
75. La somme des angles d’un triangle quelconque ABC est
égale a deux angles droits ( fig. 53).

Fig. 53.
LY
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En effet, prolongeons BC et menons CE paralléle a BA. Les
angles BAC, ACE, sont égaux comme alternes-internes, par rap-
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port aux paralléles AB et CE coupées par AC. Les angles ABC,
ECD, sont égaux comme correspondants, par rapport aux pa-
rall¢les BA et CE coupées par BD. D’aprés cela, la somme des
trois angles du triangle ABC est la méme que celle des trois
angles BCA, ACE, ECD, formés autour du point C au-dessus
de la droite indéfinie BD; cette somme est donc égale a deux
angles droits (20).

ScoLiE,

76. On voit par cette démonstration que P'angle ACD est la
somme (9) des deux angles B et A; ainsi, tout angle extérieur
d’un triangle, ¢’est-a-dire tout angle formé par un coté et le
prolongement d’un autre coté, est égal a la somme des deux
angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents. '

COROLLAIRES. '

77. Un triangle ne saurait avoir qu'un seul angle droit et,
a fortiori, qu'un seul angle obtus.

78. Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont
complémentaires.

79. Un angle quelconque d’un triangle est le supplément
de la somme des deux autres. D’ol il suit que si deux trian-
gles ABC, A’B’C’, ont deux angles égaux chacun a chacun,
A =A’et B=D, le troisiéme angle C du premier triangle est
égal au troisieme angle ¢/ de Pautre. 11 en résulte que deux
triangles sont égaux lorsqu’ils ont un c6té égal et deux angles
égaux chacun a chacun, que ces angles soient ou non adjacents
au coté égal.

80. Deux triangles ABC, A’B'C/, qui ont leurs cotés paral-
leles ou perpendiculaires chacun & chacun, ont leurs angles
égauzx chacun & chacun.

En effet, deux angles qui ont leurs cotés 