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PREFACE.

... Nous yoyons par experience

qu entre esprits p^aux et t&amp;lt;/u!es cl:ost&amp;gt;;

pireilles, celui qui a de la Geometrie

1 emporte el acquiert une vitfajur toule

nouvelle. PASJAL.

Les idees d etendue, de situation et de forme sont aussi

anciennes que 1 homme. On attribue aux Egyptiens et aux

Chaldeens le premier essai de coordination de ces idees.

La Geometric Cut inlroduite chez les Grecs par le Pheni-

cien Thales (637-648 avant J.-C.), qui, instruit en Egypte,

revint fonder a Milel 1 ecole ionienne; c est a lui qu on fail

remonter la theorie des triangles semblables. Pythagore, de

Samos, son disciple (58o avant J.-C), fonda en Italic 1 ecole

celebre qui porte son nom. On lui attribue la decouverte de

1 incommensurabilite de la diagonale et du cote du carre, la

proposition du carre de 1 hypolenuse, la propriele du cercle

ou de la sphere d etre maximum parmi les figures de meme

perimetre ou de meme aire, et enfin la premiere theorie des

corps reguliers qui jouerenl un si grand role dans les reveries

cosmogoniques de I anliquite el du moyen age. Mais 1 essor de

la Geometric en Grece date surtoul de Platon (43o-347 avant

J.-C.). Introduire dans la science la melhode analytique, les

sections coniques et la doctrine si feconde des lieux geome-

triques, c etait creer une Geometric nouvelle! Telle ful

Toeuvre magnifique de 1 illustre philosophe qui inscrivit sur la

poite du Lycee : Que nul n enlre ici, s il n est geometre.

En rassemblant les decouveries de ses devanciers et les

siennes propres, Euclide (285 avant J.-C.) prepara celles de

ses successeurs. Ce geometre, qui elablit le lien entre 1 ecoie
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platonicienne et 1 ecole d Alexandrie, est surtout connu par

ses Ument,, ou Ton voit apparaitre, pour la premiere fois,

la methods de reduction a 1 absurde. Toulefois, il avait ecnt

d autres ouvrages qui ne nous sont point parvenus et dont

le plus profond etait sans contredit ce fameux Traili des Po-

rismes donl la divination, apres avoir exerce vainement la

sagacite des meilleurs esprits des siecles derniers, vient d etre

si heureusement accomplie par M. Chasles, d apres un passage

obscur et quelques lemmes de Pappus.

Immediatement apres Euclide, Archimede et Apollon.us

marquerent 1 apogee de la Geometrie chez les anciens. Toutes

les branches des Malhematiques conservent les traces n

cables de leurs sublimes decouvertes.

Les travaux d Archimede (287-212 avant J.-C.) se rapportent

specialement a la Geometrie de la mesure. La recherche du

rapport de la ^conference au diametre et la quadrature de la

parabole sont les premiers exemples d un probleme resolu

par approximation, et d une evaluation rigoureuse d une aire

a contour curviligne. Les proprieles
des spirales, la propor

tion de la sphere et du cylindre, la cubature des spheroTdes et

des conoides sont autant d inventions capitales de ce genie

createur auquel la Statique doit autant que la Geometrie.

Les ecrits d Apollonius (^ ans avant J.-C.) sont relatils a

la Geometrie de la forme. Le principal semble le grand Tr*iU

des Coniques, qui valut a son auteur le surnom de gtomttre

par excellence, et ou 1 on trouve les proprieles des asymptotes,

des foyers, des diametres conjugues, des normales, un theo-

reme sur la polaire, la premiere notion des developpees et de

belles questions de maximum et de minimum. On attribue

encore a Apollonius la celebre theorie des epicycles qui ser-

vait a expliquer les mouvements apparenls des planeles.

Les successeurs d Archimede et d Apollonius dirigerenl

leurs etudes vers 1 Astronomic et vers les parties de la Geome-
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trie qui se rattachent a cette science. Ainsi, c est a Hipparque,

le plus grand astronome de I anliquile (i5o avant J.-C.), qu on

doit probablement faire remonter la decouverte de la projec

tion stereographique, ainsi que celle des proprietes des trans-

versales dans les triangles rectilignes ou spheriques qu on

attribue parfois a Ptolemee (is5 apres J.-C.), bien qu on les

trouve deja dans les Spheriques de Menelaiis (80 apres J.-C.).

Ptolemee nous a laisse, dans son Almagesle, le seul Traite de

Trigonometric rectiligne el spherique que nous aient legue

les Grecs, les ecrits d Hipparque sur ce sujet ayant ete per-

dus; VAlmageste renferme entre aulres la propriete du quadri-

latere inscrii au cercle. Enfin, parini les commentateurs des

ouvrages de 1 ecole d Alexandrie, on rencontre un esprit ori

ginal et profond, dont Descartes faisait le plus grand cas.

Nous voulons parler de Pappus, dont les precieuses Collec

tions representent a peu pres 1 etat des Mathematiques an-

ciennes. On trouve dans le livre de Pappus la fameuse regie

connue sous le nom de theoreme de Guldin, la propriete

fondamenlale du rapport anharmonique, ainsi que le germe

de la theorie de I involution et de la propriete de 1 hexagone

inscrit a une conique.

L ecole d Alexandrie avait deja perdu tout son eclat lors de

la conquete arabe (638 apres J.-C.). Au vme
siecle, et sur-

tout au ixe
, 1 ecole de Bagdad compta quelques commen

tateurs habiles des ouvrages grecs echappes aux desastres

successifs de la bibliotheque d Alexandrie; mais, en Europe,

mille ans s ecoulerent dans une profonde stagnation, et ce

n est que yers le milieu du xvie siecle que la Geometrie, sui-

vant le mouvement general des Lettres, des Sciences et des

Arts, se ranima.

Viete (i54o-i6o3), le veritable createur de 1 Algebre, appli-

qua cetle science a quelques questions de Geometrie. II con-

struisit graphiquement Jes equations du second et du troi-

b
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sieme degre, et resolut le premier le probleme du cercle

tangent a trois cercles donnes, probleme difficile alors, mais

dont les methodes modernes ont offert des solutions plus

elegantes et plus simples. On doit a Viete une idee neuve et

feconde sur la transformation du triangle spherique; ce triangle

reciproque de Viete conduisit, sans nul doute, Snellius (1627)

a la decouverte du triangle supplementaire.

C est dans les ecrits de Kepler (1571-1631) et de Fermat

(1570-1633) qu apparaissentles premiers germes de la methode

infinitesimale. On doit en outre au fondateur de I Aslronomie

moderne la doctrine des polygones etoiles retrouvee de nos

jours par Poinsot; et, au celebre arithmologue, la restitution

des lieux plans d Apollonius et la premiere solution complete

des problemes relatifs au contact des spheres.

Pascal (1623-1662), si justement renomme pour ses travaux

sur la cycloide, sur les indivisibles et sur le calcul des proba-

bilites, avail trouve, des 1 age de seize ans, la belle propriete

de 1 hexagramme mystique qu il prit pour .base d un Traite

complet des coniques. Get ouvrage a ete perdu et nous- n en

possedons qu une sorte de programme, VEssai sur les Coni

ques, que Pascal publia des 1640. Dans les ecrits de Pascal,

on reconnait 1 influence de son contemporain, le Lyonnais

Desargues (i593-i663), qu un savant geometre de nos jours,

Poncelet, a surnomme le Monge de son siecle. Les anciens,

qui etudiaient les sections coniques dans le cone meme,
employaient des demonstrations souvent penibles et surtout

differentes pour les trois courbes. Desargues, en cherchant a

appliquer directement aux coniques les proprietes du cercle

qui etait la base du cone, parvint a des demonstrations qui
convenaient a la fois aux trois especes de coniques, malgre
la difference de forme de ces lignes. II decouvrit la propriete

involutive du quadrilatere inscrit dans une conique, la pro

priete fondamentale des triangles homologiques, et ecrivit
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avec le meme talent et le meme esprit de generalisation sur

la coupe des pierres, la gnomonique et la perspective.

Places au point de vue de la Geometric pure, nous devons

seulement mentionner la creation de la Geometric analytique

par Descartes (i586-i65o). L avenement de celte nouvelle

doctrine, si seduisante par son caractere d universalite, et

dont on ne trouve aucun germe dans les ecrits precedents,

fut une veritable revolution dans la science et porta un coup

funeste a la Geometric pure. Cependant, quelques esprits dis-

tingues s opposerent a celte decadence et soutinrent digne-

ment 1 honneur des methodes anciennes. Nous ne citerons

que Huygens (1629-1695) et de la Hire (1640-1718). Huygens,

que Newton proclamait le plus excellent imitateur des an-

ciens, et que Leibnitz placait au premier rang parmi les

hommes de son siecle, crea la theoric des developpees et

decouvrit les lois de la force centrifuge. On doit a de la Hire

la theorie du pole et de la polaire, dont Apollonius n avait

connu qu un theoreme, et la transformation homologique, qui,

employee ensuite par Newton, a etc retrouvee de nos jours

d une autre maniere et developpee avec un rare talent par

Poncelet dans son beau Trait& des Proprietes projectives des

figures (*), ou Ton trouve les applications les plus interes-

santes et les plus variees de cette theorie.

A cette epoque, trois sorles de Geometric s offraient done
aux meditations des savants : la Geometric des anciens, la

Geometric analylique de Descartes, et une troisieme espece
de Geometric, celle de Desargues et de Pascal, qui devait

prendre une si grande extension au xixe siecle et dont on ren

contre deja quelques principes dans les Porismes d Euclide

et les Collections de Pappus. Cetle troisieme branche de la

(*) Deuxieme edition, i865; 2 vol.
in-4&amp;lt;&amp;gt;

avec planches, chez Gauthier-
Villars.



Geometrie, qui constilue aujourd hui ce que nous appelons

la Geometrie recente, est exempte de calculs algebriques,

quoiqu elle fasse un aussi heureux usage des relations

metriques des figures que de leurs relations de situation;

mais elle ne considere que des rapports de distances recli-

lignes d un certain genre, qui n exigent ni les symboles ni

les operations de 1 Algebre. Cette Geometrie est la conti-

nuation de VAnalyse geometrique des anciens, sur laquelle

elle offre d immenses avantages par la generalite, 1 unifor-

mite et 1 abstraction de ses methodes, etpar 1 usage si utile

de la contemplation des figures a trois dimensions dans les

simples questions de Geometrie plane (*).

La decouverte du calcul infinitesimal arreta a son tour les

progres de la Geometrie. Cette sublime invention, qui suffirait

seule pour immortaliser les noms de Newton et de Leibnitz,

s appliquaavec une si grande facilite a la Geometrie des mesures

et a 1 etude des phenomenes naturels, qu elle devint presque

exclusivement 1 objet des travaux des plus illustres geometres.

Toutefois la chafne ne fut pas entierement rompue. Newton

lui-meme, donnant 1 exemple, prouva, dans ses admirables

Principes de la Philosophic naturelle, que la Geometrie pure

se prete aux recherches de I ordre le plus eleve. Cotes (1682-

1716) et Maclaurin (1698-1746) etudierent les proprietes ge-

nerales des courbes geometriques. L astronome Halley (i656-

1742), par ses belles traductions d Apollonius et de Menelaus;

Simson (1687-1768), par ses ecrits sur les coniques, sa resti-

tution de la section determinee d Apollonius et sa remar-

quable tentative de divination des Porismes; Stewart (1717-

1785), par ses Theoremes generaux, tacherent de ranimer le

gout des methodes anciennes. Mais en depit de ces louables

efforts, et malgre quelques questions traitees par Euler (1707-

(*) CHASLES, Apercu historiquc. . . . Bruxelles, 1887.
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1788), Lambert (1728-1777) et d autres celebres analysles,

aucune doctrine nouvelle ne surgit jusqu au xixe
siecle, et

cette periode se distingue surtout par les belles applications

que Ton fit de la Geomelrie a 1 etude des phenomenes naturels.

Au commencement du xixe
siecle, la creation de la Geome

trie descriptive marqua une ere nouvelle dans 1 hisloire de la

Geometrie. Consideree comme simple doctrine geomelrique,

independamment de son ulilite pratique, la Geometric de

Monge fut d un immense secours dans 1 etude des proprietes

de 1 etendue. En familiarisant 1 espritavec la forme des corps,

elle developpa notre puissance de conception, eclaira la Geo

metrie analytique dont elle apprit a interpreter les resultats

avec une grande facilite, et permit de raisonner, dans les cas

les plus compliques, sans le secours de ces figures qui, en ab-

sorbant l atiention, enlravent la pensee. Elle montra 1 alliance

intime des figures planes et des figures de 1 espace, et la science

s enrichit des lors de ces methodes elegantes el tant cultivees

depuis qui permettent de deduire des proprietes des figures

a trois dimensions les theoremes de la Geometrie plane.

C est encore a Monge et a son ecole qu on doit 1 introduc-

lion dans la science d un mode de demonstration qui, quoique

manquant au fond de cette rigueur si justement recherchee

des geometres anciens, a cependant conduit a de magnifiques

resultats. Nous voulons parler du principe des relations con-

tingentes ou de continuity : Certaines parlies d une figure,

considerees dans un etal general de conslruction, peuvent

etre indifferemment reelles ou imaginaires. Or il arrive

souvent que ces parties servent utilemeni, dans le cas de

la realite, a la demonstration d un theoreme, et que cette

demonstration n a plus lieu quand ces memes parties de-

viennent imaginaires. Alors on dit qu en \erluduprincipe de

continuity le theoreme demontre dans le premier cas s etend

au second, et on 1 enonce d une maniere generale. Quelque-
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fois le contraire a lieu, et c est quand certaines parties d une

figure sont imaginaires que Ton y trouve les elements d une

demonstration facile, dont on applique ensuite les conse-

quences, en verlu du principe de continuity, au cas ou ces

memes parties sont reelles et ou la demonstration n existe

plus(*). Tel a etc le point de depart de 1 introduction

des imaginaires en Geometric; mais nous devons ajouter que
cette introduction si importante n a ete accomplie, d une

maniere veritablement irreprochable, qu un peu plus tard

par M. Chasles, dont les demonstrations se distinguent par

ce caractere special, que les objets susceptibles de devenir

imaginaires n y entrent pas sous forme explicite, mais y sont

representes par des elements reels, de meme que les racines

d une equation n entrent pas elles-memes dans les calculs de

la Geometric analytique, mais y sont representees collective-

ment par les coefficients de cette equation.

L apparition de la Geometric de Monge recula les bornes

de la Geometric pure, un peu delaissee depuis un siecle, et

Ton chercha des lors a obtenir par cette voie seule les nom-

breux resultats dont 1 analyse de Descartes avail enrichi la

science. Parmi les ouvrages entrepris dans ce but et qu on

peut regarder comme 1 heureuse continuation de ceux de

Desargues et de Pascal, il faut citer au premier rang la Geo-

metrie de position et VEssai sur les transversales de Carnot,

les Developpements de Geometric de Charles Dupin, et le

grand Traite des Proprietes projectiles des figures dans lequel

Poncelet, par 1 habile emploi du principe de continuile et la

belle creation des theories des polaires reciproques et des

figures homologiques, a demontre toutes les proprietes con-

nues des lignes et des surfaces du second ordre, et a dote en

outre la science d une foule de resultats nouveaux. II convient

(*) CHASLES, Preface de la Geometric superieure, i8/j6.



PREFACE. XXI

de signaler encore les savants ecrits de Hachetle, Brianchon,

Gergonne, Dandelin, Quetelet, les travaux de Steiner et de

Gudermann sur la Geometric de la sphere qu avaient deja cul-

tivee Lexell, Fuss et Lhuillierde Geneve; la belle Tlieorie de

la rotation des corps de Poinsot; les etudes de ce geometre,

de Cauchy et de M. Bertrand sur les polyedres; enfin les belles

recherches de Geometric infinitesimale de M. 0. Bonnet.

Les travaux de M. Chasles sont le dernier terme des progres

continus realises par la Geometric depuis soixante ans. 11 suffit

de citer \Aper^u historique, la G4om4trie superieure, le Traite

des Porismes ; les recherches sur Vattraction des ellipsoides,

sur les cdnes da second ordre, sur les surfaces reglees; le

Memoire sur la dualitg et Yhomographie, ces deux lois si

generates de 1 etendue figuree; la nouvelle methode de deter

mination des caracteristiques des systemes de coniques , et

tant d autres productions de ce mattre eminent.

La Geometric marche done a grands pas dans une voie

feconde. Grace aux belles conquetes de notre siecle, elle a

regagne sur l

f

Analyse le terrain perdu.

Apres cette rapide excursion dans le domaine de 1 histoire,

nous devons dire un mot du Traile dont nous presentons au-

jourd hui la troisieme edition au lecteur.

II y a deux manieres d ecrire un livre destine aux etudes :

on peut se restreindre aux Programmes officiels et n en pas

franchir le cadre; on peut aussi, en suivant strictement ces

Programmes dans ce qu ils ont d obligatoire, aller au dela et

essayer de les completer. Pour appliquer une science, il ne

suffit pas d en connattre quelques parties ; il faut etre familiarise

avec toutes ses methodes, etre maitre de Tensemble. Les magni-

fiques decouvertes de la Geometric moderne n ont pas penetre

dans 1 enseignement; delaissees par les Programmes, elles

n occupent pas dans la serie des etudes mathematiques la place

qui leur est due; on en parle a peine et accessoirement en
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Geometric analytique, cm elles semblent bien a tort etre une

nouvelle conquete de 1 admirable instrument cree par Des

cartes. Nous sommes loin de reprocher aux Programmes leur

silence a cet egard; ils sont tellement charges, qu on serait mal

venu a reclamer une addition. Mais ne peut-on apprendre un

programme d examen et essayer en meme temps de com-

prendre la portee de la science que Ton etudie, en prenant

une connaissance rapide, une vue generate de ses principales

methodes? Telle est la pensee qui nous a guides dans la com

position de cet Ouvrage; c est aussi celle qui apparait dans le

choix des caracteres employes.

Borne aux parties imprimees en caracteres ordinaires, 1 Ou-

vrage est entierement conforme aux Programmes officiels et

a leur esprit/ Les numeros imprimes en petits caracteres con-

tiennent d utiles developpements du texte destines aux can-

didats aux Ecoles speciales. Enfin les Appendices sont consa-

cres a 1 exposition des nouvelles methodes. L eleve studieux

les lira a son aise sans se preoccuper de la necessite de retenir

immediatement tous les details; il y puisera une profonde

admiration pour la science dont les limites lui apparailront si

lointaines, un gout des speculations mathematiques qui don-

nera a son esprit plus de rectitude et de fermete; et a mesure

que son savoir gagnera en etendue, par une reaction inevi

table, les matieres exigees, eclairees par ses nouvelles con-

naissances, perdront pour lui leur difficulte premiere.

La Table des matieres indique suffisamment les ameliora

tions apportees a cette nouvelle edition. Nous ne pouvons
mieux faire, en lerminant, que de remercier nos collegues et

nos lecteurs. C est a eux que nous devrons de pouvoir pour-

suivre notre tache, enmaintenant toujours ce Traite a la hau

teur des progres realises.

Avril 1873.



TRAtTE

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

INTRODUCTION.

1. On appelle volume d un corps I etendue du lieu que ce

corps occupe dans I espace indefmi. Ce lieu, essentiellement

limite, est separe de I espace qui 1 entoure par la surface du

corps.

Les diverses faces d un corps sont autant de surfaces dont

les limites ou les intersections mutuelles s appellent lignes.

Enfin on donne le nom de points aux limites ou aux extre-

mites d une ligne, aux intersections mutuelles des lignes.

Ces idees de surface, de ligne et de point elant une fois

acquises par la consideration des corps, la surface, la ligne et

le point peuvent ensuite etre concus independamment du

corps, des surfaces et des lignes, dont ils constituent les li

mites. C est ainsi qu on arrive a regarder inversement une

ligne comme le lieu des positions successives d un point mo
bile, et une surface comme le lieu des positions successives

d une ligne qui se meut suivant une loi determinee.

2. La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite,

dont la notion est familiere a tout le monde, et dont un fil

tendu offre 1 image.
La ligne droite est le plus court chemin entre deux quel-

conques de ses points.

Deux points determinent une droite. En d autres termes,

par deux points on peut toujours faire passer une droite, et Ton
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n en peut faire passer qu une. D ou il suit que deux droites

qui ont deux points communs coincident, non-seulement entre

ces deux points, mais encore dans toute leur etendue ; et, par

consequent, que deux droites distinctes ne peuvent avoir

quun point commun.

Ces proprietes fondamentales de la ligne droite sent intui-

tives, et de longs commentaires ne pourraient qu obscurcir le

sentiment que chacun en possede.

3. En Geometrie, on indique un point par une lettre, une

droite par deux leltres affectees a deux de ces points. Ainsi,

on dit le point A, la droite AB (Jig. i).

Fig. I.

Deux portions AB et CD, prises respectivement sur deux

droites indejinies, ont la meme longueur lorsqu elles sont

superposables. La droite CD etant transported de msniere que
le point C lombe en A, si Ton peut amener le point D sur le

point B en faisant tourner la droite CD autour du point A, la

portion CD aura une longueur egale a celle de la portion AB.

Pour ajouter deux portions de droites AB et CD, on porte

la portion CD a la suite de AB, sur la droite indefinie dont AB
fait partie : BE etant la nouvelle position de CD (Jig. i), on dit

que AE a une longueur egale a la somme des longueurs de

AB et de CD.

Si Ton avail une troisieme droite a ajouter aux deux pre

mieres, on la porterait a la suite de BE, et ainsi de suite.

4. On nomme ligne. brisee une ligne formee de plusieurs

Fig. 2.

c

ortions de droites distinctes; telle est la ligne ABCD (Jig. 2).
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On confond sous la denomination commune de lignes courbes

toutes les lignes autres que la ligne droite ou les lignes

brisees.

5. La plus simple de toutes les surfaces est le plan, dont

une glace polie pent donnerl idee. La definition geometrique
du plan consiste en ce que toute droite qui joint deux points

de cette surface y est.contenue tout entiere. G est ainsi, par

exemple, que, pour verifier si une table est plane, on s assure

qu on peuty appliquer dans tons les sens une regie bien dres-

see, sans qu il reste aucun vide entre la table et la regie.

Une surface formee de plusieurs portions de plan distinctes

est elite brisee; et Ton confond sous la denomination commune
de surfaces courbes toute les surfaces autres que le plan et les

surfaces brisees.

6. On designesous lenom generique de figures les surfaces

et les lignes ou 1 ensemble de plusieurs de ces elements.

La Geometric a pour objet 1 etude des proprietes des figures

et, en particulier, la mesure de leur etendue. Elle ramene la

mesure d un volume ou d une portion de surface a la mesure

directe de certaines lignes droites convenablement choisies

dans chaque cas.

On divise la Geometric en deux parties : la Geometrie plane,
relative aux figures siluees dans un plan unique, et la Geome
trie dans I espace, relative aux figures dont les elements peu-
vent elre disposes d une maniere quelconque dans 1 espace.

7. Nous terminerons cette Introduction en definissant

quelques mots qui sont d un usage frequent en Mathema-

tiques.

Toute proposition consiste dans une hypothese et une con

clusion qui en decoule, soit immediatement, soil en vertu

d un raisonnement qu on appelle demonstration.

Un axiome est une proposition evidente par elle-meme.

Un theoreme est une proposition a demonlrer.

Un lemme est une proposition preliminaire destinee a faci-

liter la demonstration d un theoreme.

i.
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Un corollaire est une consequence d un theoreme.

Un scolie est une remarque sur une ou plusieurs proposi

tions.

Un probl&me est une question a resoudre : c est une figure

a construire ou une grandeur geometrique a evaluer.



GEOMETRIE PLANE.

LIVRE PREMIER

LA LIGNE DROITE.

I. - DES ANGLES.

DEFINITIONS.

8. On exprime une idee claire pour tous les esprits lors-

qu on dit que deux droites AB et AC qui se renconlrent forment

un angle; c est la une notion fondamentale qui, comme celle

de la ligne droite, ne saurait etre dfinie, c est-a-dire ramenee

a une aulre plus simple.

Fig. 3.

Les deux droites AB et AC sont les 6-&amp;lt;^,s de Tangle, et leur

point d intersection A est son sommef. On designe un angle

isole par la lettre du sommet. Lorsque plusieurs angles ont

meme sommet, on indique celui des angles qu on considere

au moyen de trois letlres, savoir: deux lettres placees sur les

cotes et la lettre du sommet qu on enonce au milieu. Ainsi,

dans \%fig. 3, on dit simplement Tangle A; dans la Jig. 4 on

distingue les trois angles BAG, CAD, BAD.
Deux angles, tels que BAG et CAD, qui ont le meme som

met A, un cote commun AC, et les deux autres cotes AB et AD
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silues de part el d aulre du cote commun, sonl appeles adja-

cents.

9. On dit que deux angles sont tgaux lorsqu on peut les

porter 1 un sur 1 autre, de maniere qu ils coincident. Ainsi,

lorsqu on aura place le cole A B sur AB, de facon que le som-

met A soil en A el que le cole A (7 lombe comme AC au-

dessus de AB (fig. 5), il faudra, pour QUQ les angles A el A

soienl egaux, que le cole A C s applique sur AC.

Fig. 5.

Pour ajouler deux angles BAG, FEG, on transports le second

a la suite du premier (Jig. 6), de maniere a former les deux

angles adjacents BAG, CAD; Tangle BAD des deux coles non

communs AB el AD esl la somme des deux angles proposes.

Fi. 6.

10. On acquierl une idee Ires-nelle de Tangle sous le rap

port de la grandeur en supposanl que Tun des coles AC,
d abord applique sur le premier AB, lourne aulour du point A
comme une branche de compas aulour de sa charniere. Dans

celle rolalion, le cote mobile AC fail avec le cole fixe AB un

angle qui croll par degres insensibles, ou d une mani&re con

tinue. II resulle de ce mode de generation, ainsi que des defi

nitions du numero precedent, que la grandeur d un angle est

independanle de la longueur de ses coles.

11. On dil qu une droile AO esl perpendiculaire sur une

droile BC (fig. 7 ), lorsque les deux angles adjacenls AOB, AOC,
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qu elle forme avec celle-ci, sent egaux. Si la droite AO esl

telle (Jig. 8), que les angles adjacents AOB, AOC, soient ine-

gaux, on dil que cette droite esl oblique sur BC. Le point

. 7- Fig. Fig. 9-

est le pied de la perpendiculaire ou de 1 oblique AO sur la

droite BC.

On appelle angle droit lout angle AOB (Jig- 9) dont un cole

esl perpendiculaire sur 1 aulre.

12. Deux angles soni dils opposes par le sommet lorsque les

coles de 1 un sonl les prolongemenls des coles de 1 aulre. D a-

pres cela, deux droiles indefmies BB el CC (fig. 10) forment,

en se coupant au poini A, qualre angles BAG, el B AC
, CAB

el BAG , qui sonl deux a deux opposes par le sommel.

Fig. 10.

13. On nomme bissectrice d un angle AOB (Jig. n) la

droile OC qui, meree par le sommet, divise eel angle en deux

auires, AOC el BOG, egaux enire eux.

THfcORfcME.

14. Par un point A,pris sur une droite DC, on pent toujours
elever une perpendiculaire AB sur cette droite, et I on ne pent
en elever qu une (Jig. 12).

En effel, supposons qu une droile AE, d abord appliquee
sur AC, tourne aulour du point A dans le sens de la fleche.

L angle EAC, nul au debut, croltra constamment, landis que
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Tangle adjacent EAD diminuera sans cesse el fmira par s annu-

ler, lorsque la droite AE viendra s appliquer sur AD. Done

Tangle EAC, d abord inferieur a Tangle EAD, differera de moins

en moins de cet angle, lui deviendra egal, puis le surpassera

de plus en plus. D apres cela, parmi les positions successives

de la droite AE, il y en aura une, et une seule AB, pour laquelle

les angles adjacents BAG et BAD seront egaux, c est-a-dire pour

laquelle celte droite sera perpendiculaire sur DC.

Fig. 12. Fig. i3.

COROLLAIRE.

15. Tous les angles drolls sont egaux.
Solent (/. i3) les deux angles BAG, B A C ,qui ont ete for

mes, le premier en elevant la perpendiculaire AB sur AC, le

second en elevant la perpendiculaire A B sur A C
;
ces deux

angles sont droits, et il faut demonlrer qu ils sont egaux. Trans-

portons a cet effet la deuxieme figure sur la premiere, de fa-

con que le point A tombe en A et que le cote A C s applique

sur AC; le cote A B deviendra alors perpendiculaire sur AC
au point A : il s appliquera done sur AB, puisque par le point A
on ne peut elever sur AC qu une seule perpendiculaire. Done

les deux angles BAG, B A/C coincideront, c est-a-dire (9) se

ront egaux.

SCOLIE.

16. L angle droit est done un type invariable auquel on pent

rapporter les autres angles.

On dit qu un angle est aigu ou obtus suivant qu il est plus

petit ou plus grand que Tangle droit. Ainsi, dans la fig. 12,

Tangle EAC est aigu et Tangle EAD est obtus.

Deux angles sont dit complementaires lorsque leur somme
est egale a un angle droit. Ainsi, danslay/g-. 12, chacun des



LIVRE I. LA LIGNE DROITE. 9

angles BAE, EAC est le complement de 1 autre. Deux angles

qui ont des complements egaux sont egaux.

THfcOREME.

17. Toute ligne droite CD qui en rencontre line aulre AB

fait avec celle-ci deux angles adjacents ACD, BCD, dont la

somme est egale a deux angles droits (fig- i4)

Fig. , ,.

E

En effet, si CD est perpendiculaire sur AB, le theoreme est

evident, puisque les angles adjacents ACD, BCD sont droits

tous les deux.

Si CD est oblique sur AB, les deux angles ACD, BCD sont

inegaux; soil ACD le plus grand. La perpendiculaire CE,

elevee an point C sur AB, tombera dans Tinterieur de eel

angle et le decomposera en deux autres ACE et ECD. On aura

done
ACD 4- BCD == ACE -4- ECD -f- BCD.

Or Tangle ACE est droit, et la somme ECD -+- BCD est egale a

Tangle droit BCE. Done enfin

ACD H- BCD = 2 angles droits.

18. On dit que deux angles sont suppl^mentai res lorsque

leur somme est egale a deux angles droits. D apres cela, dans

la fig. 14, chacun des angles adjacents ACD, BCD est le sup

plement de Taulre. Deux angles qui ont des supplements

egaux sont egaux. Pour avoir le supplement BCD d un angle

ACD, il suffit de prolonger Tun des cotes AC au dela du

sommet.

19. On nomme reciproque d une proposition une seconde

proposition dont Thypothese et la conclusion sont respective-

ment la conclusion et Thypothese de la premiere. Prenons

pour exemple lelheoreme precedent. On pent Tenoncer de la

cA- /V (/&amp;gt;
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maniere suivante : Si deux angles adjacents ACD, BCD ont

leurs cdtes exterieurs AC et BC en ligne droite, ces angles sont

supplementaires. La reciproque sera : Si deux angles adja
cents ACD, BCD sont supplementaires, leurs cdtes exterieurs

AC et BC sont en ligne droite.

Pour demontrer cette proposition, il suffit de remarquer

que le prolongement de AC doit former avec CD (18) un angle

egal au supplement de ACD, c est-a-dire, a cause de 1 hypo-

these, un angle egal a BCD; le prolongement de AC ne differe

done pas de BC.
(U/yJ*i C_ Jh3lJ^&quot; *W\ &quot;^ ^ ^^f^

On enonce la proposition oontrdire d une proposition don-

nee, en adoptant a la fois une hypothese et une conclusion

opposees a celles de la proposition primitive. Prenons encore

pour exemple le theoreme precedent. Sa proposition contraire

sera : Si deux angles adjacents riont pas leurs cdtes ex

terieurs en ligne droite, ces deux angles ne sont pas supple
-

mentaires. En effet, s ils 1 etaient, leurs cotes exterieurs de-

vraient etre silues en ligne droite, en verlu de la proposition

reciproque.

On voit que, la proposition directe et sa reciproque etant

vraies, leurs propositions contraires le sont necessairement;
de meme, 1 existence d une proposition directe et de sa con

traire enlraine celle de leurs propositions reciproques.

COROLLAIRES.

20. La somme de tous les angles consecutifs ABD, DBE,
EBF, FBC, que I on pent former autour du point B d une

droite AC, d un mgme cdte de cette droite, est egale a deux

angles droits (Jig. i5); car leur somme est evidemment la

meme que celle des deux angles adjacents ABF, FBC.

Fig. i5.

&quot;\ /E

\/^F

21. La somme de tous les angles consecutifs AOB, BOC,
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COD, DOE, EOA, que I on pent former autour d nn mme
/)oinl O, esl egale ct qttalre angles droits (fig. 16); car en pro-

longeanl OC, par exemple, suivanl OC ,
on voit que celte

somme cquivaut a celle des angles C OA, AOB, BOG, situes

d un cote de CC , plus celle des angles COD, DOE, EOC , situes

de 1 autre cote; el Ton vient de prouver que chacune de ces

deux sommes parlielles est egale a deux angles droits.

THfcOREME.

22. Lorsque deux lignes droites AB, DE se coupent, les

angles opposes par le sommet sont egaux (Jig. 17 ).

Fig. 17. Fig 18.

Soieni, par exemple, les deux angles opposes AOE, DOB.
Le premier AOE a pour supplement Tangle AOD forme par le

cote AO et le prolongement OD du cote OE. Le second BOD a

aussi pour supplement Tangle AOD, qui peut etre considere

comme forme par le c6te OD et le prolongement OA du cole

BO. Les deux angles AOE, DOB, ayant meme supplement AOD,
sonl egaux enlre eux.

On demonirerail de la meme maniere Tegalile des angles
AOD et BOE.

COROLLAIRES.

23. Lorsque I un des quatre angles formes par la rencontre

de deux droites indejinies AB et CD est droil, les trois autres

sont aussi droits (Jig. 18); car, de ce que Tangle AOC, par

exemple, esl droil, il resulle que son oppose DOB doil Telre,

ainsi que chacun de ses supplemenls AOD el COB.

On voil par la que :

Lorsquune droile AO est perpendiculaire sur une autre

droite CD, son prolongement OB est aussi perpendiculaire sur

la mme droite ;
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Si une droite AB est perpendiculaire sur une autre CD, la

seconde CD est It son tour perpendiculaire sur la premiere AB.

24. Les bissectrices OE, OF, de deux angles adjacents e.t

supplementaires AQC, AOD, sont perpendiculaires Vune sur

rautre (fig. 19); car la somme de deux angles AOC, AOD,

Fig- 19-

\E

etant egale a deux angles droits, celle des angles AOE, AOF,

qui sont respectivemeni moilie des premiers, est egale a un

angle droit.

Les bissectrices OF et OF de deux angles opposes par le

sommet AOD el BOG sont dans le prolongement I une de

rautre (Jig. 10); car chacune d elles doit etre perpendiculaire
au point sur la bissectrice OE de Tangle AOC qui est adja

cent et supplementaire par rapport a chacun des angles consi-

deres AOD et BOG.
II resulte de la que les bissectrices des quatre angles deter

mines par la rencontre de deux droites AB et CD forwent deux
droites indejinies EE

r
et FF , a angle droit I une sur I autre.

THfiOREME.

25. Par un point pris /tors d une droite AB, on peut tou-

jours abaisser une perpendiculaire sur cette droite, et I on ne

peut en abaisser qu une (Jig. 20).

Fig. 20.

Designons par le point sur lequel vient s appliquer le
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point 0, lorsqu on pile la figure autour de la droite AB, do

maniere a en rabattre la partie superieure sur la partie infe-

rieure. Joignons aux points et un point quelconque I de

la droite AB. Les angles adjacents 01B, IB seront egaux;

car, si Ton pliait de nouveau la figure autour de AB, venant

sur et I reslant fixe, le premier angle recouvrirait exacte-

ment le second. D apres cela, pour que la droite 01 soil per-

pendiculaire sur AB, c est-a-dire pour que Tangle GIB soit

droit, il faut et il suffit que la somme des deux angles adja

cents egaux OIB, IB soit egale a deux angles droits; et, par

suite, que leurs cotes exterieurs 10, 10 soient en ligne droile.

Done enfin, comme entre et il existe loujours une droite,

et une seule, on voit que du point on peut toujours mener
une perpendiculaire sur AB, mais une seule.

II. - DES TRIANGLES.

DEFINITIONS.

26. On appelle triangle la portion de plan renfermee entre

trois droites qui se coupent deux a deux. La partie de chaque
droite comprise entre les points ou elle rencontre les deux

autres est un c6te du triangle. Ainsi la figure ABC (Jig- 21) est

un triangle dont les cotes sont AB, BC, CA. Chacun des angles

formes par deux cotes consecutifs est un angle du triangle :

les sommets A, B, C, de ces trois angles sont appeles les som-

mets du triangle.

On dit que deux triangles sont egaux lorsqu on peut les

appliquer 1 un sur 1 autre de maniere qu ils coincident.

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23.

27. Un triangle est isocele quand il a deux cotes egaux : tel

est le triangle ABC (Jig. 22), dans lequel AB est egal a AC. Le
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troisieme cote BC prend specialement le nom de base du

triangle isocele, et le sommet oppose A le nom de sommet du

triangle isocele.

Un triangle est Equilateral lorsqu il a ses trois cotes egaux

entre eux.

Enfm un triangle est dit rectangle lorsqu il a un angle droit.

Le cote BC (fig. 23) oppose a i angle droit A recoil le nom
CL hypotenuse.

28. Dans tout triangle ABC, un cdte quelconque BC est

moindre que la somme des deux autres AB et AC (fig- 21).

Car la ligne droite BC, etant le plus court chemin entre les

points B et C, est moindre que la ligne brisee BA -f- AC.

29. Dans tout triangle ABC, un cdte quelconque BC est plus

grand que la difference des deux autres AC et AB. En effet,

soil AC le plus grand des deux cotes AC et AB, on aura, d apres

le numero precedent,

BC 4- AB&amp;gt; AC;

d ou, en retranchant AB de part et d autre,

BC&amp;gt;AC AB.

30. Trois droites de longueurs arbitraires ne peuvent pas

toujours former les trois cdtes d un triangle. II faut que cha-

cune d elles soil moindre que la somme des deux autres, ou,

plus brievement, que la plus grande d entre elles soil infe-

rieure a la somme des deux autres. Par exemple, il n existe

pas de triangle dont les cotes aient des longueurs respective-
ment egales a 7 metres, 5 metres, i metre.

31. Si deux triangles OBC, ABC, qui ont un cdte commun

BC, sont compris I un dans I autre, la somme des deux c6tes
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OB et OC tin triangle enveloppe est moindre que la somme des

deux cbtes AB et AC dii triangle enveloppant (Jig. 2^).

En eflet, prolongeons BO jusqu au point D ou cette droite

rencontre le c6te AC. En remplacant la ligne droile OC par la

ligne brisee OD -I- DC, on change la somme OB -h OC en une

autre plus grande

OB-f-OD-f-DC ou BD-f-DC.

De meme, en remplagant la ligne droile BD par la ligne

brisee AB -i- AD, on change la somme BD -t- DC en une autre

AB-+-AD+DC ou AB t-AC,

qui est plus grande encore. On a done

OB H- OC&amp;lt;AB-|- AC.

SCOLIE.

32. Lorsque deux triangles O BC, ABC, qui ont un c6t&

commun BC, s entrccoupent, la somme des deux c6tes AB et

O C qui ne se croisent pas est moindre que la somme des deux

c6les AC et O B qui se croisent (Jig- ^4}-

En effet, on a dans le triangle ABD

et dans le triangle O CD,

C&amp;lt;DC -hO D.

En ajoutant ces deux inegalites membre a membre, on ob-

tient

AB +0 C&amp;lt;AD 4-DC-f-O D -+- DB
ou

AB + C&amp;lt;AC-f-0 B.

THfcORfcME.

33. Si deux Ctites d un triangle sont egaux & deux c6tes

d un autre triangle chacun a chacun, et si I angle compris
entre les premiers est plus grand que I angle compris entre les

seconds, le troisieme c6te du premier triangle est plus grand

que le troisieme c6t6 du second (Jig. 26, 26, 27 ).

Soient les deux triangles ABC, A B C ,
dans lesquels on a
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AB A B , AC = A C , et Tangle BAG plus grand que Tangle

A : le cole BC sera plus grand que le cote B C .

En effet, pla^ons le triangle A B C en ABD, de maniere.que
A B coincide avec son egal AB, et que le cote A C , qui fait

avec A B un angle A moindre que BAG, tombe suivant AD
dans Tinterieur de Tangle BAG. La droite BD n elant autre

chose que le cote B C transported, il suffit de demontrer que
BC est plus grand que BD.

Or il peut se presenter trois cas, suivant que le point D
tombe sur BG (fig- a5), ou a Ttnterieur du triangle ABC

(fig. 26), ou au dehors (fig. 27).

Fig. 25. Fig. 26.

Fig. 27.

Dans le premier cas (fig. 26), le theoreme est evident, puis-

que BD n est qu une partie de BC.

Dans le deuxieme cas (fig- 26), on a (31 )

AC-}-BC&amp;gt;AD-f-BD;

d ou, en supprimant d une part AC et de Tautre son egal AD,

BC
&amp;gt;

BD.

Dans le troisieme cas (fig. 27), on a (32)

AD-f-BC&amp;gt;AC + BD,

d oii, en supprimant d une part AD et de Tautre son egal AC,

BC
&amp;gt;

BD.
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34. Deux triangles so tit egaux :

1 LorsqiCils ont itn cdte egal adjacent a deux angles egaux
cliacun d. cliacun;

2 Lorsquils ont un angle egal compris entre deux c6tes

egaux cliacun a cliacun;

3 Lorsquils ont les trois cdtes egaux chacun a cliacun.

En eflet :

i Solent (Jig. 28) les deux triangles ABC, A B C
,
tels qu on

ait

BC = B C ,
B = B , C = C .

Transporions le triangle A B C sur le triangle ABC, de ma-

niere que le cote B C coincide avec son egal BC, B elant en B
et C en C. Puisque Tangle B est egal a Tangle B et que les

deux triangles sont supposes tomber d un meme cole de BC,
le cote B A prendra la direction BA, et le point A ; tombera

quelque part sur la droile indefinie BA. De meme, puisque

Tangle C ;

est egal a Tangle C, le cote C A prendra la direc

tion CA. et le point A tombera quelque part sur la droite in

definie CA. Done le point A , devant se trouver a la fois sur

les deux droites BA et CA, tombera necessairement sur leur

point d intersection A. Par suite, les deux triangles coinci-

deront.

2 Soient (fig. 28) les deux triangles ABC, A B C , tels qu on

ail

A = A , AB^A B , AC=:A C .

Transportons le triangle A B C sur le triangle ABC, de ma-
niere que Tangle A coincide avec son egal A , le cot6 A \V

B C B C

lombantsur le cole AB et le cote A C sur le cote AC. Ces

cotes ayant alors meme direction, meme longueur et une e.v-

2
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tremite commune, leurs autres exlremites se confondront,

c est-a-dire que le point B tombera sur le point B et le

point C sur le point C. Par suite, les deux triangles comcide-

ront.

3 Soient (Jig. 28) les deux triangles ABC, A B C , tels qu on

ait

AB^A B , BC=r:B C , AC A C .

L angle A du premier triangle, compris entre les cotes AB

et AC, doit etre egal a Tangle A du second triangle, compris

entre les cotes A B et A C , respectivement egaux aux cotes

AB et AC; car, d apres le n 33, si ces angles differaient, les

cotes BC et B C seraient inegaux contrairement a 1 hypothese.

Des lors, les deux triangles proposes sont egaux comme

ayant un angle egal compris entre deux cotes egaux chacun a

chacun.

SCOLIE.

35. Deux triangles egaux, ABC, A B C , satisfont a six con

ditions, savoir :

AB^A B
, AC = A C

,
BC=--B C

,

C = C ,
B = B

,
A=A .

Chaque cas d egalite renferme trois de ces conditions grou-

pees de lelle sorte que, lorsqu elles sont satisfaites, les six

soient remplies. Par suite, quand on aura reconnu dans une

certaine figure 1 egalite de deux triangles par 1 application de

Tun des trois cas enonces, on devra en conclure immediale-

ment 1 egalite des trois elements non employes, et Ton aura

acquis ainsi de nouvelles donnees qui permettront d aller plus

avant dans la recherche que Ton poursuit. Tel est 1 usage de la

theorie de 1 egalite des triangles.

II est essentiel de remarquer que, dans deux triangles egaux,

les cotes egaux sont toujours opposes aux angles egaux.

TiifcOREME.

36. Dans un triangle :

i Si deux angles sont egaux, les cdtes opposes sont egaux,,

et le triangle est isocele;



LIVRE I. LA. LIGJSE DROITK. 19

2 Si deux angles sont intgaux, le c6te oppose au plus

grand de ces deux angles est plus grand que le c6te oppose d.

I (tut re angle.

En effet :

i&quot; Soil (Jig. 29} ABC un triangle dont les angles B el C soni

egaux entre eux. Considerons un second triangle A B C re

production exacte du premier, et Iransporlons-le sur ABC, en

Fig. 29.

le renversant, de maniere que B tombe en C et C en B. Le
cote C B coincidera avec son egal BC. L angle C etant egal a

Tangle C el par suite a Tangle B, si Ton fail lomber les deux

triangles d un meme cole par rapporl a BC, le cole C A pren-
dra la direclion BA, el le point A

7 lombera quelque parl sur la

droile indefinie BA. De meme, Tangle B elanl egal a Tangle B,

el par suile a Tangle C, Je cole B A prendra la direction CA,
et le poinl A lombera quelque part sur la droile indefinie CA.

Le point A , devant se irouver a la fois sur les deux droiles BA
el CA, tombera done sur leur intersection A, et les deux

iriangles ABC, A B C , coincideront. Puisque le cote A B
, qui

esl egal a AB, vieni recouvrir exaciemeni le cole AC, on en

conclul que AB el AC sonl egaux.
2 Soil (Jig. 3o) le Iriangle ABC dans lequel Tangle ABC esl

Fig. 3o.

plus grand que Tangle C. On pourra mener dans Tangle ABC
une droite BD qui fasse avec BC un angle DBC egal a Tangle C.

2.
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Le triangle BDC ayant deux angles egaux DEC, DCB, sera iso

cele, et Ton aura BD DC, Or, dans le triangle ABD, on a

AB
&amp;lt;
AD -f- BD,

ou, en remplacant BD par son egal DC,

AB
&amp;lt;

AD -j- DC,

c est-a-dire

AB&amp;lt;AC.

37. BECIPROQUEMENT, siun triangle a deux cdtes egaux ,
cest-

a-dire est isocele , les angles opposes aux cdtes egaux sont

egaux ; et si un triangle a deux cdtes inegaux, au plus grand
cdte est oppose le plus grand angle.
En effet, soient a et b deux coles d un triangle, et A et B les

deux angles opposes. Le theoreme precedent prouve qu aux

trois hypotheses

A&amp;lt;B, A = B, A&amp;gt;B,

qui sont les seules possibles, repondent respectivement les

conclusions distinctes

Done, si ^est egal a b, A est forcement egal a B, car si A etait

inferieur ou superieur a B, a serait, d apres le theoreme di

rect, inferieur ou superieur a b; de meme, si a est plus grand

que 6, il faut que A soil plus grand que B, et si a est plus petit

que b, il faut que A soil plus petit que B.

SCOLIE.

38. La demonstration du n 36 (i) met en evidence celte

propriete dont jouit tout triangle isocele, d etre superposable
a lui-meme par retournement. Cette propriete caracteristique

est la clef des autres proprietes du triangle isocele.

Ainsi (Jig. 3i), dans ce retournement du triangle isocele

BAC, B venant en C et C en B, le milieu I de BC reiombe sur

lui-meme aussi bien que le sommet A. Par suite, Tangle A1G

vient recouvrir son adjacent et supplementaire AIB, et Tangle

CA1 son adjacent BAI. Done, dans tout triangle isocele BAC,
la droite qui joint le sommet A au milifii I de la base BC est

Iteipendiculaire sur cette base et divise 1 an^ie au sommel en
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deux parties egales. Cela resullerail aussi de regalite des

triangles ABI, ACI, qui ont evidemment les trois coles egaux
chacun a chacun.

FiC . 3i.

La droile AI satisfait done aux qualre conditions suivanles:

elle passe par le sommet A, par le milieu I de la base BC, elle

esl perpendiculaire sur celte base, elle est bisseclrice de

Tangle au sommet.

Or, deux de ces quatre conditions suffisent pour determiner

la droile AI; car on sail que par deux points on ne pent mener

qu une droite, qu un angle n admet qu une bisseclrice, el que

par un poini on ne peul mener qu une perpendiculaire a une

droite. Done loule ligne droile, assujeltie a deux des qualre

conditions indiquees, remplira necessairement les deux aulres.

39. Tout triangle dont les trois angles sont egaux est Equi

lateral, et, reciproquement, tout triangle equilateral a ses trois

angles tgaux.

40. Le mode de demonstralion qui precede (37) esl d un

usage Ires-frequenl en Geomelrie, el il convient de 1 eriger

des a preseni en regie generate.

Lorsque, dans une proposition ou dans une serie de propo

sitions, on a fait toutes les hypotheses admissibles, et que ces

hypotheses ont conduit a des conclusions respectives essentiel-

lemenl distinctes, les reciproques des propositions etablies sont

toutes vraies.

Ainsi, en rapprochanl les theoremes demonires aux n os 33

el 34, on voil que, si deux triangles ABC, A B C
,
ont deux

c6tes respectivement egaux chacun a c/iacun, savoirAB= A B
,

et AC = A C
&amp;gt;

le troisieme c6te BC du premier triangle est in-

ferieur, egal ou superieur au troisieme cole B C du second,

suivant que I angle oppose A* du premier triangle est inferieur,
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egal ou superieur a I angle oppose A du second. Done, reci-

proquoment, si deux triangles ont deux cdtes egaux chacun

a chacun, I angle que ces cdtes comprennent dans le premier

triangle est inferieur, egal ou superieur & I angle compris entre

les deux cdtes correspondants du second triangle, suivant que
le troisieme cdte du premier triangle est inferieur, egal ou

superieur au troisieme cdte du second.

III. - DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES.

41. Si d un point pris hors d une droite AB on mene a

cette droite la perpendiculaire 01 et plusieurs obliques OC,

OD, OE, . . . :

i Deux obliques OC et OE dont les pieds C et E sont egale-
ment distants du pied I de la perpendiculaire sont egales ;

2 La perpendiculaire 01 est plus courte que toute obliqued,
et de deux obliques OC et OD ou OE et OD, celle dont le pied
s ecarte le plus du pied I de la perpendiculaire est la plus

longue.

En effet :

1 Les deux triangles OIC, OIE (fig. 32), sont egaux comme

Fig. 33.

A

ayant un angle egal compris entre deux cotes egaux, savoir :

I angle droit OIC egal a I angle droit OIE, le cote 01 commun,
et le cote 1C egal a IE par hypothese; done

OC = OE.

2 Prolongeans la perpendiculaire 01 d une quantite 10 = 01,
et menons les droites

/

C, O D.
&quot;
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Les droites OC et O C sont egales (i) comme obliques

s ecartant egalement du pied de la perpendiculaire CI menee

de C sur 00 ;
on a de meme OD O D. Or le triangle ODO

donne (28, 31)

00
&amp;lt;

OC 4- O C
&amp;lt;
OD -f- O D,

d ou, en prenant les moities,

OI&amp;lt;OC&amp;lt;OD.

Si Ton considerait deux obliques OD et OE situees de cotes

diilerents par rapport a la perpendiculaire 01, on commence-
rait par prendre sur IA une longueur 1C egale a IE; les obli

ques OC et OE seraient alors egales comme s ecartant egale

ment du pied de la perpendiculaire (
i

). Or, si IE est moindre

que ID, 1C le sera aussi; et, d apres Palinea precedent, Tobli-

que OC sera moindre que I oblique OD. On aura done encore

OE
&amp;lt;

OD.

COROLLAIRES.

42. La perpendiculaire 01 abaissee d un point sur une

droite AB est la ligne la plus courle que I on puisse mener de

ce point & la droite : sa longueur est ce qu on appelle la dis

tance du point a la droite AB.

4-3. La perpendiculaire 01 etant plus courte que toute

oblique OC, il suit du n 37 que Tangle OCI est moindre

que Tangle droit OIC. Done, lorsque deux droites AB et OC se

coupent, la perpendiculaire 01, abaissee d un point de Vune

sur I autre, est situee dans Vinterieur de I angle aigu OCB

forme par ces deux droites.

On peut conclure de la que, dans tout triangle rectangle, les

deux angles autres que Tangle droit sont aigus.

SCOLIES.

kk. Inexactitude des reciproques des propositions qui pre
cedent resulte immediatement du principe general enonce an

n 40.

i Si une droite est la plus courte distance d un point a

une autre droite, ces deux droites sont perpendiculaires entre

elles.
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2 Si deux obliques & une mme droite partent d un. mme
point et sont egales entre elles, elles s ecartent egalement da

pied de la perpendiculaire abaissee du point sur la droite.

3 Si deux obliques a une mme droite partent d un m&me

point et sont megales, la plus grande s eloigne le plus du pied
de la perpendiculaire abaissee du point sur la droite.

45. D un meme point on ne peut mener a une droite que
deux obliques egales, et ces obliques sont situees de part et

d autre de la perpendiculaire abaissee du point sur la droite.

THfiOREME.

46. Tout point M de la perpendiculaire CD elevee sur le

milieu d une droite AB est Egalement distant des extremites

A et B de cette droite (Jig. 33).

En effet, C elant le milieu de AB, on a CA CB; done MA
et MB sont des obliques qui s ecartent egalement du pied de la

perpendiculaire CD. On a done (41 )
MA MB.

47. RficiPROQUEMENT, tout point M equidistant des extremi

tes A et B d une droite AB appartient a la perpendiculaire CD
menee a celte droite par son milieu C.

En effel, le triangle MAB etant isocele par hypothese, la

droite MC, qui joint le sommet au milieu C de la base, est

perpendiculaire sur cette base (38).

COROLLAIRES.

48. II resulte de ce qui precede que tous les points de la

perpendiculaire menee a une droite par son milieu sont equi-
distants des extremites de cette droite, et que les points de

cette perpendiculaire sonl les seuls points du plan qui jouis-

sent de cette propriete.
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En Geometric plane, on donne le nom de lieu geometrique
a la figure formee par 1 ensemble des points du plan qui jouis-

sent d une proprieie commune. On peut done exprimer la

double proposition qui precede en disant :

La perpendiculaire elevee sur le milieu d une droite est le

LIEU GEOMfinuQi E des points equidistants des extremites de

cetle droite.

49. Deux points suffisent pour determiner une droile. Done,

des qu une droite a deux points equidislants des extremites

d une seconde droile, on peut affirmer que la premiere droite

est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.

THfcOREME.

50. Deux triangles rectangles sont egaux :

1 Lorsqu ils out Vhypotenuse egale et un angle aigu egal;
2 Lorsqu ils ont Vhypotenuse egale et un c6te de I aiigle

droit egal.
Fig. 34.

En efifet :

1 Soient (Jig. 34)lesdeux triangles ABC, A B C , rectangles

en A et en A , et dans lesquels on a

BC^B C et B^B .

Portons le triangle A B C/ sur le triangle ABC, de maniere

que B C coincide avec BC, B etant en B et C en C. Si 1 on

faittomber les deux triangles du meme cote de BC, Tangle B

etant egal a Tangle B, le cote B A prendra la direction BA; des

lors, le cote C A , qui est perpendiculaire sur B A , devra

prendre la direction de CA, qui est la seule perpendiculaire

qu on puisse abaisser du point C sur BA. Le point A devant

lomber a la fois sur BA et sur CA viendra done en A, el les

deux triangles coincideronl.
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2 Solent (Jig. 34) les deux triangles ABC, A B C , rectangles

en A et en A
, et dans lesquels on a

BC^B C et AC^rA C .

Portons le triangle A B C sur le triangle ABC, de maniere

que A C coincide avec AC, A etant en A et C en C. Si 1 on fait

tomber les deux triangles du meme cote de AC, le cote A B

prendra la direction de AB, a cause de 1 egalite des angles

droits A et A . De plus, C B deviendra une oblique egale a CB,

issue du meme point C, et situee du meme cole de la perpen-

diculaire CA. Done CB et C B s ecarteront egalement du pied

de cette perpendiculaire (44); en d autres termes, le point B

tombera en B, et les deux triangles coincideront.

51. Tout point M pris sur la bissectrice AD d un angle BAC
est egalement distant des deux cdtes de cet angle (jig. 35).

Fig. 35.

A

\

\

La distance du point M au cote AB est la longueur de la per

pendiculaire ME abaissee du point M sur AB (42); de meme,
la perpendiculaire MF, abaissee du point M sur AC, mesure la

distance du point M au cote AC. 11 s agit de demontrer 1 ega-
lite de ME et de MF. Or cette egalite resulte de celle des

deux triangles MAE, MAF, qui, rectangles en E et en F, ont

1 hypotenuse AM commune et un angle aigu egal, savoir

MAE MAF, puisque la droite AD est la bissectrice de

Tangle BAC.

52. BECIPROQUEMENT, tout point M pris a I interieur d un

angle BAC, a egale distance ME = MF de ses deux cdtes AB
et AC, appartient a la bissectrice de cet angle (Jig. 35).

En effet, en menant la droite MA, on obtient deux triangles

rectangles, MAE, MAF, qui sont egaux comme ayant 1
hypote&quot;
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nuse MA. commune et un cote de Tangle droit egal : ME = MF.

Done Tangle MAE oppose au cole ME est egal a Tangle MAF

oppos; at i rote MF, et la droite AM est la bisscctrice de

Tangle BAG.

COROLLAIRE.

53. La bissectrice d nn angle est le lieu geometrique des

points qui, sitnes dans I interieur de cet angle, sont equidis

tants de ses cdtes.

SCOLIE.

54. Pouretablir un lieu geomelrique, il faut toujours rrou-

ver une double proposition composed, soit d une certaine

proposition directe et de sa reciproque, soit de cette menie

proposition directe et de la proposition contraire.

Ainsi Ton demontrera : que tout point d une certaine figure

jouit d une certaine propriete (proposition directe), et que lout

point jouissant de cetle propriete apparlient a cette figure

(proposition reciproque);
Ou bien : que tout point d une cerlaine figure jouit d une

certaine propriele (proposition directe), etque tout point pris

hors de cette figure ne jouit pas de cette propriete (proposition

contraire).

Inequivalence de ces deux modes de demonstration resulle

de ce que la proposition directe, sa reciproque et la proposi
tion contraire sont tellement liees, que Tune quelconque des

deux dernieres est une consequence des deux autres (19).

II est ordinairement plus simple d adopter le premier mode,
c est-a-dire de demontrer la proposition directe et sa reci

proque; cela tient a ce que la proposition contraire exige lou-

jours une figure differente de celle qui est relative a la propo
sition directe, landis que la reciproque n exige pas en general

une figure nouvelle.

IV. - DES PARALLfcLES.

DEFINITIONS.

55. Lorsqu une secante EF rencontre deux droites quel-

conques AB et CD, elle forme avec ces deux droites huit
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angles, dont qualre aulour du point G et quatre autour du

point H (fig. 36).

Les quatre angles i, 4, 5, 8, compris enlre les deux droites

AB et CD, sont appeles angles internes. Les quatre autres 2,

3, 6, 7, sonl appeles angles externes.

Fin. 36.

O D

4

Deux angles qui sont internes, non adjacents et situes de

part et d autre de la secante, sont dil alternes-externes : tels

sont les angles i et 5, 4 et 8.

Deux angles qui sont externes, non adjacents et situes de

part et d autre de la secante, sont dits alternes-externes: lels

sont les angles 2 et 6, 3 el 7.

Deux angles situes d un meme cote de la secante, Tun in

terne, 1 autre exlerne, et non adjacents, sonl dils correspon-
dants : lels sonl les angles i et 7, 4 et 6, 2 et 8, 3 et 5.

Enfin, les angles i et 8, 4 et 5, sont dits interieurs d un

meme c6te; el les angles 2 et 7, 3 et 6, exterieurs d un mtme
cdte.

56. Deux droites sont dites paralleles lorsque, etant siluees

dans un meme plan, elles ne peuvent se renconlrer, si loin

qu on les prolonge.
THfcOREME.

57. Deux droites AC et BD perpendiculaires sur line troi-

sieme droite EF sont paralleles (fig. 37).

Car, si elles se renconlraienl, on pourrait de leur point d in-

terscclion abaisser deux perpendiculaires surEF(25).
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COROLLAIRE.

58. Par an point A, situe hors d une ligne droite BC, on

pent metier une parallele a. cette droite (Jig. 38).

Fig. 38.

A K

Abaissons du point A la perpendiculaire AD sur BC, et

rnendns a AD la perpendiculaire AE. Les deux droites AE et

BC, etant toutes deux perpendiculaires sur AD, sont paralleles.

SCOLIE.

59. ON ADMET que, par un point pris hors d une ligne droite,

on ne petit mener quune parallele a cette droite. De la re-

sultent les deux propositions suivantes :

60. Si une droite A en rencontre une autre B, elle rencon

tre toute parallele C & cette autre; car si A etait parallele a C,

du point de rencontre des droites A et B, on pourrait mener
deux paralleles a C.

61. Deux droites A et B, paralleles & une troisieme C, sont

paralleles entre elles; car, si A et B se rencontraient, de leur

point de concours on pourrait mener deux paralleles a C.

62. Lorsque deux droites AB et CD sont paralleles, toute

droite EF, perpendiculaire sur rune AB, est perpendiculaire
surl autreCD (Jig. 3g).

H{j. 3g.

D abord la droite EF rencontre CD (60). Concevons par leur
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point d intersection F la perpendiculaire a EF. Celte perpen-

diculaire, devant etre paralleled AB (57), coincidera avec CD,

puisque par le point F on ne peut mener qu une parallele

a AB. Done CD est perpendiculaire sur EF et, inversement,

EF est perpendiculaire sur CD.

On enonce souvent ce theoreme d une maniere plus rapide,

en disant : Deux paralleles ont leurs perpendiculaires com

munes.

63. Lorsque deux droites paralleles AB, CD, sont rencon-

trees par une secante EF, les quatre angles aigus formes au-

tour des points d intersection G et H sont egaux entre eux,

ainsi que les quatre angles oblus formes autour des monies

points (fig. 40).
Fig. /jo.

1 G/

/H K

En effet, par le point 0, milieu de GH, menons sur les pa
ralleles AB et CD la perpendiculaire commune IK; 01 tombera

dans Tangle aigu OGA, et OK dans Tangle aigu OHD (43). Or,

les triangles rectangles OGI, OHK, ont leurs hypotenuses
OG et OH egales, puisque le point est le milieu de GH, et

les angles aigus IOG, HOK, egaux comme opposes par le som-
met: ils sont done egaux (50) et, par suite, Tangle OGI est

egal a Tangle OHK. Chacun de ces deux angles elant d ailleurs

egal a son oppose par son sommet, on voit que les quatre

angles aigus OGI, EGB, OHK, CHF, sont egaux entre eux.

De meme, les quatre angles obtus AGE, 0GB, DHF, OHC,
sont aussi egaux entre eux, comme supplements des angles

aigus.

64. RECIPROQUEMENT, deux droites AB et CD etant coupees par
une secante EF, si les quatre angles aigus ou les quatre angles
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obtus formes autour des points d intersection G et II son/
t

gtut.v entre eux, les deux droites AB et CD sont paralleles.

Supposons (Jig. 40 que Tangle 1IGA soil egal a Tangle GHD,
et concevons par le point II la parallele a AB. Cetle paraNele
doit, d apres la proposition direcle, faire avec GH un angle
egal a Tangle HGA, et, par suite, a Tangle GHD; done cette

parallele coincide avec HD, et la droite CD est parallele a AB.

COROLLAIRES.

Go. Deux paralleles AB et CD (Jig. 40 etant coupees par
une secante EF, il resulte de ce qui precede :

1/4

1 Que les angles alternes-internes i et 5, ou 4 et 8, sont

egaux entre eux ;

2 Que les angles alternes-externes 3 et 7, ou 2 et 6, sont

egaux entre eux ;

3 Que les angles correspondants i et 7, ou 2 et8, ou 3 et 5,

ou 4 d 6, sont egaux entre eux ;

4 Que les angles interieurs d un mme cote i et 8, ou 4
et 5, sont supplementaires;

5 Que les angles exterieurs d un mdme c6te 2 et 7, ou 3

et 6, sont supplemejitaires.

Et, RECIPROQUEMENT, deux droites coup&es par une s&cante

sont paralleles :

Si les angles alternes-internes sont egaux ,

Ou si les angles alternes-externes son I egaux ,

Ou si les angles correspondants sont egaux,
Ou si les angles interieurs d un me*me c6te sont supplemen

taires,

Ou si. les angles exterieurs d un me&quot;me c6te sont supplemen
taires.
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SCOLIE.

66. La proposition directe et la proposition reciproque etant

demontrees, les propositions contraires sont vraies par cela

meme (19). Ainsi :

Deux droites etant coupees par une secante, si les angles

formes ne satisfont pas atix relations que nous venons d enon-

cer, les deux droites ne sont pas paralleles. En particulier :

Lorsque deux droites font avec une transversale deux angles

interieurs d un mme c6te dont la somme differe de deux

angles droits, ces droites se rencontrent du cdte de la secante

o& cette somme est inferieure a deux angles droits.

67. Voici deux autres remarques souvent utiles :

i Deux droites
(fig&amp;gt; 42 )

I une AB perpendiculaire, et

I autre CD oblique sur une troisieme droite AC, doivent se

rencontrer; car la somme des deux angles interieurs BAG,

DCA, est moindre que deux angles droils.

v
|

A

2 Deux droites EF, GH (fig- 43), respectivement perpen-
diculaires ct deux droites CA et CB qui se coupent, doivent se

rencontrer; car, en menant la droite EG, on voit que chacun

des angles interieurs FEG, HGE, est moindre qu un angle

droit: la somrne de ces angles est done inferieure a deux

angles droits.

THfiOREME.

68. Deux paralleles AC, BD, comprises entre deux autres

paralleles AB, CD, sont egales (fig. 44).

En effet, menons AD. Les deux triangles ABD, ACD, seront

egaux comme ayant un cote cornmun AD adjacent a deux angles

egaux chacun a chacun, savoir: Tangle BAD egal a Tangle ADC
comme alternes-internes par rapport aux paralleles AB, CD,
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coupees par la secanle AD; et Tangle ADD egal a Tangle DAC
comme alternes-inlernes par rapport aux paralleles AC, BD,

coupees par la meme secante. Done le cole BD oppose a

Tangle BAD est egal au cote AC oppose a Tangle ADC.

Fig. i l- Fig. /,5.

A R i It

COROLLAIRE.

69. Si les deux lignes AC et BD (Jig. 45) eiaienl perpendi-
culaires sur AB et, par suite, sur CD (62), elles mesureraienl

les distances des points A et B de la droite AB a la droite CD.

Ces deux distances etant egales comme paralleles comprises
entre paralleles, et les deux points A et B elant pris d une

maniere quelconque sur AB, on voit que deux paralleles sont

partout egalement distantes.

THfiOREME.

70. Deux angles qui ont leurs cdtes paralleles chacun a

chacun sont egaux ou supplementaires (Jig. 46).

i
&
Supposons que les cotes paralleles soient deux a deux

diriges dans le meme sens. Soient, par exemple, les angles

ABC, DEF ;
BA el ED sont paralleles el diriges Tun et I aulre de

has en haul; BC el EF sont paralleles et diriges Tun el Tautre

de gauche a droile : les deux angles considered sonl egaux.
En effet, prolongeons le cole DE jusqu au poinl H, ou il

coupe le cole BC. Les angles ABC, DHC, sont egaux comme
correspondanls par rapporl aux paralleles BA, HD, coupees

par BC; de meme, les angles DEF, DHC, sont egaux comme
3
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correspondants par rapport aux paralleles EF, HC, coupees

par DH. Done, Tangle ABC est egal a Tangle DEF.

2 Supposons que les cotes paralleles soient diriges deux a

deux en sens contraires. Soient, par exemple, les angles ABC,

GEH; BA et EH sont paralleles et diriges, le premier de has

en haul, le deuxierne de haul en bas; BC et EG sonl paralleles

et diriges, Tun de gauche a droite, 1 autre de droite a gauche :

les deux angles consideres sont egaux.

En effet, en prolongeani les cotes de Tangle GEH au dela

du sommet E, on forme un angle DEF egal d une part a GEH
comme oppose par le sommet, et d autre part egal a ABC
comme ayant ses cotes respectivement paralleles a ceux de ce

dernier angle et diriges dans le meme sens.

3 Supposons enfin que deux cotes soient paralleles et de

meme sens, et les deux autres paralleles et de sens contraires.

Soient, par exemple, les angles ABC, DEG; BA et ED sont pa

ralleles et diriges Tun el Tautre de bas en haul; BC et EG sonl

parallelesetdiriges, le premier, de gauche adroite, le deuxieme,

de droite a gauche : les deux angles consideres sont supple-
menlaires.

En effet, en prolongeant GE au dela du sommet E, on forme

un angle DEF qui est, d une part, le supplement de DEG, et

qui est, d autre parl, egal a ABC comme ayanl ses coles res

pectivement paralleles a ceux de ce dernier angle et diriges

dans le meme sens.

En resume, deux angles qui ont leurs cdtes paralleles sont

egaux si les cdtes paralleles sont diriges deux a deux dans le

meme sens, ou encore si les cdtes paralleles sont diriges deux

a deux en sens contraires; Us sont supplementaires si deux

cdtes paralleles sont de me&quot;me sens et les deux autres de sens

contraires.

COROLLAIRE.

71. Deux angles qui ont leurs cdtes perpendiculaires cha-

cun & chacun sont egaux ou supplementaireS (fig. 4? el 48).

i Considerons deux angles aigus ABC, DEF (fig. 4?); e

cote DE est perpendiculaire sur BA, et le cote EF est perpen-
diculaire sur BC : les deux angles consideres sont egaux.
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En elTet, si Ton fait tourner Tangle DEF tout d une piece

d unangledroilaulourdesonsommetE,lenouvel angle D EF ,

Fiff. 47-

reproduction de DEF, aura ses cotes respectivement paralleles

a ceux de ABC : ED et BA seront paralleles comme perpendi-

culaires a DE; EF et BC seront paralleles comme perpendicu-

laires a EF. D ailleurs, les angles ABC, D EF , qui ont leurs

cotes paralleles, elant tous les deux aigus, ne peuvent etre

supplemenlaires: ils sont done egaux; par suite, les angles

ABC, DEF, le sont aussi.

2 Si les deux angles compares elaient oblus, on demonlre-

rait de la meme maniere leur egalite.

3 Considerons enfin dux angles d espece difierenle, c est-

a-dire Tun ABC aigu, 1 autreDEF obtus (fig. 4^)- En prolon-

geantEFau dela du sommet E, on forme un angle DEF,, qui

est le supplement de DEF : cet angle DEF, est done aigu

comme Tangle ABC; d ailleurs, il a ses cotes respectivemenl

perpendiculaires a ceux de ABC. Les angles ABC el DEF, sont

done egaux et, par suite, les angles proposes ABC et DEF sont

supplemenlaires.

V. - SOMME DBS ANGLES D UN POLYGONS.

DEFINITIONS.

72. On donne le nom de polygone a une portion de plan

ABCDEF lerminee de toutes parts par des lignes droites

(fig. 49). Les portions de droites AB, BC, CD, DE, EF, FA, sont

les edits du polygone; la somme de ces cotes forme le contour

ou le p^rime tre du polygone; ce polygone a pour sommets les

3.
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points A, B, C, D, E, F, et pour angles\es angles ABC, BCD, CDE,

DEF, ..., formes interieurement par deux cotes consecutifs

quelconques. Enfin, toute droile qui, comme AC ou BE, joint

deux sommets non consecutifs du polygone est une diago-

nale.
Fig. 49.

Le plus simple de tous les polygones est le triangle, qui

n a que trois cotes. Apres lui viennent : le quadrilat&re, qui a

quatre cotes; le pentagone, qui a cinq cotes; Vhexagone qui

a six cotes, . . .
; Yoctogone, qui a huit cotes, . . .

;
le decagone,

qui a dix cotes,...; le pentedecagone , qui a quinze cotes.

Lay?g\ 49 represente un hexagone.

73. Une ligne brisee ou polygonale est dite convexe lors-

qu elle tombe tout entiere d un meme cote de chacune des

droites qui la composent, prolongees indefiniment. Tel est, par

exemple, le polygone ABCDEF (fig. 49). Le polygone ABCDE,
au contraire (fig- 5o), n est pas convexe; car le cote DE, pro-

longe indefiniment, laisse le polygone en partie au-dessus et

en partie au-dessous de lui. t

Une droite quelconque, tracee dans le plan d une ligne po
lygonale convexe, ne peut la rencontrer en plus de deux

points; car si une droite XY (fig. 5o) rencontrait la ligne po

lygonale AEDC en trois points Q, R, S, les points Q et S se

trouvant de part e* d autre du cote DE, la ligne AEDC ne serait

pas tout entiere d un meme cole par rapport a DE prolonge,
c est-a-dire qu elle ne serait pas convexe.

THfcOREME.

74. Toute ligne polfgonale convexe ABCD est moindre que
toute ligne polfgonale enceloppante AMND, terminee aux
monies ex tremites (fig. 5i).
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En laissant de cote la partie commune AD, prouvons que le

contour ABCD est inferieur au contour AMND. Prolongeons
les cotes AB et BC jusqu a ce qu ils coupent en E et en F le

contour polygonal AMND. Nous pourrons ecrire les inegalites

suivantes :

AB-h BE
&amp;lt;
AM H- ME,

BC + CF&amp;lt;BE+EN-t-NF,

CD&amp;lt;CF +FD.

Si nous ajoutons ces inegalites membre a membre, il vien-

dra, en operantles reductions et additions,

AB + BC 4- CD
&amp;lt;
AM -f- MN -+- ND.

On prouverait de la meme maniere que toute ligne poly-

gonale convexe ABCD est moindre que toute ligne polygo-
nale EFGHIK qui I enveloppe de toutes parts (Jig, 62).

THEORfiME.

75. La somme des angles d un triangle quelconque ABC est

egale a deux angles droits (fig. 53).

Fig. 53.

En effet, prolongeons BC et menons CE parallele a BA. Les

angles BAG, ACE, sont egaux comme alternes-inlernes, par rap-
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port aux paralleles AB et CE coupees par AC. Les angles ABC,

ECD, sont egaux comme correspondants, par rapport aux pa

ralleles BA et CE coupees par BD. D apres cela, la somme des

trois angles du triangle ABC est la meme que celle des trois

angles BCA, ACE, ECD, formes autour du point C au-dessus

de la droite indefinie BD; cette somme est done egale a deux

angles droits (20).

SCOLIE,

76. On voit par cette demonstration que Tangle ACD est la

somme (9) des deux angles B et A; ainsi, tout angle exterieur

d un triangle, c est-a-dire tout angle forme par un cote et le

prolongement d un autre cote, est egal a la somme des deux

angles interieurs qui ne lui sont pas adjacents.

COROLLAIRES.

77. Un triangle ne saurait avoir qu un seul angle droit et,

a fortiori, quun seul angle obtus.

78. Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont

complementaires.

79. Un angle quelconque d un triangle est le supplement
de la somme des deux autres. D ou il suit que si deux trian

gles ABC, A B C , ont deux angles egaux chacun a chacun,

A = A et B r= B
, le troisieme angle C du premier triangle est

egal au troisieme angle C de 1 autre. II en resulte que deux

triangles sont egaux lorsqu ils ont un cote egal et deux angles

egaux chacun a chacun, que ces angles soient ou non adjacents
au cote egal.

80. Deux triangles ABC, A B C , qui ont leurs cdtes paral
leles ou perpendiculaires chacun a chacun, ont leurs angles

egaux chacun a chacun.

En effet, deux angles qui ont leurs cotes paralleles ou per

pendiculaires etant egaux ou supplementaires, on a

A= A ou AH-A ;=2 rf

,

B = B ou B4-B =2 f/
.

C ^ C ou C -h C = ^.
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On ne peut done faire que les trois hypotheses suivantes :

i&quot; A -;- A = 2* B -f- B = **, C -f- C = 2
,

2 A = A , B + B ..: 2 rf

, C-;- C - - 2
,

3 Ai- A ,
B B , et, par suite (79), C = C .

Or, dans le premier cas, la somme des angles des deux trian

gles vaudrait 6 angles droits; dans le second cas, cette somme

surpasserait 4 angles droils de la quantite A-f-A =^A. La

troisieme combinaison est done seule possible.

THOREME.

81. La somme des angles interieurs d un polygone con-

vexe ABCDEF est egale a autant de fois deux angles droits

qu il a de cdtes mains deux (Jig. 54).

En joignant 1 un des sommets A a tous les sommets non

adjacenis, on decompose le polygone en autant de triangles

qu il a de cotes moins deux; car chaque triangle contient un

seul cote du polygone, excepte les deux triangles extremes,

qui renferment chacun deux cotes de ce polygone. La somme
des angles du polygone est egale a celle des angles da tous ces

triangles; elle vaut done autant de fois deux angles droils qu il

y a de triangles, c est-a-dire autant de fois deux angles droits

que le polygone a de cotes moins deux.

SCOLIE.

82. Si Ton designe par n le nombre des cotes du polygone,
la somme de ses angles aura pour expression, en prenant

Tangle droit pour unite,

2 (n 2) ou 2/1 4-

On peut done dire que la somme des angles d un polygone
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sobtient en doublant le nombre des edits et en retranchant 4

du resultat, I angle droit etant toujours pris pour unite.

Si Ton fait dans la formule precedente w
4&amp;gt;

on trouve 4

pour la somme cherchee. La somme des angles d un quadrila-

tere est done egale a quatre angles droits; d ou il suit que si

un quadrilatere a tous ses angles egaux, cliacun de ces angles

est drojt.

COROLLAIRE.

83. La somme des angles qu on forme a I exterieur d un po-

tygone convexe, en prolongeant successivement ses cdtes dans

le mdme sens, est egale a quatre angles droits (Jig. 55).

Fig. 55.

En effet, la somme d un angle exterieur quelconque NAG et

de Tangle interieur adjacent FAB est egale a deux angles droits
;

done, la somme des angles, tant interieurs qu exterieurs du

polygone, est egale a autant de fois deux angles droils qu il a

de sommets ou de cotes. Cette somme surpasse done de quatre

angles droits (82) la somme des angles interieurs : en d autres

termes, la somme des angles exterieurs est egale a quatre

angles droits.

II convient de remarquer qu un polygone convexe ne sau-

rait avoir d apres cela plus de trois angles interieurs aigus;

sans quoi il aurait plus* de trois angles exterieurs oblus, et

la somme de ses angles exterieurs surpasserait quatre angles
droits.

VI. - DU PARALL&LOGRAMME.

DEFINITIONS.

84. Parmi les quadrilateres, on distingue :

1 Le parallelogramme (fig. 56), qui a ses cotes opposes

paralleles deux a deux;
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2 Le rectangle (fig- 67), qui a lous ses angles egaux entre

eux : il resulte du n 82 que les quatre angles d un rectangle

SOIH droits;

3 Le losange (Jig. 58), qui a tous ses cotes egaux entre

eu\ : nous demontrerons dans ce paragraphe que le rectangle

et le losange sont des parallelogrammes;

Fig. 56. Fig. 5 7 . Fig. 58.

Fig. 59 . Fig. 60.

4 Le carre (Jig- 69), qui a ses cotes egaux et ses angles

egaux : le carre est a la fois un losange et un rectangle;

5 Le trapeze (Jig. 60), dont deux cotes opposes seulement

sont paralleles. Le trapeze est rectangle lorsqu un de ses

cotes non paralleles est perpendiculaire sur les deux cotes

paralleles; il est isocele lorsque ses deux coles non paralleles

sont egaux.
THfiORfcME.

85. Dans tout parallelogramme :

1 Les cdtes opposes sont egaux deux & deux ;

2 Les angles opposes sont egaux deux a deux ;

3 Les diagonales se coupent mutuellement en deux parties

egales.

Soil le parallelogramme ABCD (Jig. 61).

i Deux cotes opposes quelconques AB etCD, par exemple,
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sont egaux entre eux
;
car ce sont, par hypothese, deux droites

paralleles comprises entre deux autres droites paralleles AD

etBC(68).
2 Deux angles opposes quelconques, DAB et BCD, par

exemple, sont egaux entre eux; car ils sont formes par des

cotes paralleles deux a deux et de sens contraires (70). AB
et CD sont en effet paralleles et de sens contraires, et il en est

de meme de AD et de CB.

3 Chacune des diagonales AC et BD est coupee par 1 autre,

au point 0, en deux parties egales. En effet, les deux trian

gles AOB, DOC, ont un cote egal adjacent a deux angles egaux,

savoir : le cote AB egal au cote DC, comme cotes opposes du

parallelogramme; Tangle OAB egal a Tangle OCD, comme al-

ternes-internes par rapport aux paralleles AB et CD coupees

par AC; et Tangle OBA egal a Tangle ODC, comme alternes-

internes par rapport aux memes paralleles coupees par BD.

Les triangles AOB, DOC sont done egaux. Par suite, le cote OB,

oppose a Tangle OAB, est egal au cote OD oppose a Tangle OCD,
et le cote OA oppose a Tangle OBA est egal au cote OC oppose
a Tangle ODC.

86. Un quadrilatere est un parallelogramme :

1 Si ses cdtes opposes sont egaux deux a deux ;

2 Si ses angles opposes sont egaux deux a deux;
3 Si deux c6tes opposes sont a lafois egaux et paralleles ;

4 Si ses diagonales se coupent mutuellement en deux par
ties egales.

Soil le quadrilatere ABCD (Jig. 62).

i Menons la diagonale AC. Les deux triangles ABC, ADC,
sont egaux comme ayant les trois cotes egaux, savoir : AC com-

mun, AB et CD egaux entre eux par hypothese, ainsi que AD
et BC. Par suite, Tangle BAG oppose a BC est egal a Tangle ACD

oppose a AD; et comme ces angles occupent, par rapport aux

deux droites AB et CD et a la secante AC, la position d al-

ternes-internes, les deux cotes AB et CD sont paralleles (65).

De meme, Tegalite des angles BCA et CAD entraine le paralle-

Hsme des deux autres cotes AD et BC. Done, le quadrilatere
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ABCD ayant ses cotes opposes paralleles deux a deux est un

parallelogramme.

2 Les angles opposes A et C etant egaux entre eux, ainsi

que les angles B et D (fig. 63), on voit que deux angles con-

secutifs quelconques, B et C par exemple, ont une somme

egale a la moitiede la somme des angles du quadrilatere, c est-

a-dire a deux droits. Ces deux angles BetC etanl supplemen-
taires, et, de plus, interieurs d un meme cote par rapport aux

deux droites AB et CD coupees par BC, ces memes droites

sont paralleles (65). On demonlrerait de meme que, les

angles A et B etant supplementaires, les deux autres cotes

opposes, AD et BC, sont paralleles. Le quadrilatere ABCD est

done un parallelogramme.
3 Solent AB et CD les deux cotes opposes que Ton suppose

egaux et paralleles (fig. 62). En menant la diagonale AC, on

forme deux triangles ABC, ADC, qui ont un angle egal compris
entre deux cotes egaux, savoir : Tangle BAG egal a Tangle ACD ,

comme alternes- internes par rapport aux paralleles AB et CD

coupees par AC; le cote AB egal au cote CD par hypothese, et

le cote AC commun. De Tegalite des triangles ABC, ADC, re-

suite celle des angles ACB et CAD; et comme ces angles sont

alternes-internes par rapport aux deux droites AD et BC cou

pees par AC, ces memes droites sont paralleles. Le quadrila-

lere ABCD ayant ses cotes opposes paralleles deux a deux est

un parallelogramme.

4 Puisqu on suppose OA = OC et OB = OD (fig. 61), les

angles AOB et COD etant d ailleurs opposes par le sommel, les

deux triangles AOB, COD, sont egaux (34). Done, Tangle OAB
est egal a Tangle OCD. D ailleurs, ces angles etant alternes-

internes par rapport aux droites AB et CD coupees par AC, les

cotes opposes AB et CD sont paralleles. De Tegalite des trian

gles AOD, BOG, on deduirait pareillement Tegalite des an-
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gles OAD, OCB, et, par suite, le parallelisme des deux autres

cotes opposes AD et BG. Le quadrilatere ABCD, ayant ses

cotes opposes paralleles deux a deux, est done un parallelo-

gramme.

87. Tout rectangle est un parallelogramme dont les diago
nales sont egales (fig. 64).

D abord, tout rectangle est un parallelogramme, puisque ses

angles opposes sont egaux (86, 2). En second lieu, les deux

triangles DAB, CBA, par exemple, sont egaux comme ayant un

angle egal compris entre deux cotes egaux, savoir : Tangle
droit DAB egal a Tangle droit CBA, le cote AB commun, et le

cote AD egal au cote BC, comme cotes opposes d un paralle

logramme; done, les diagonales AC et BD, hypotenuses des

triangles rectangles egaux DAB, CBA, sont egales.

88. RECIPROQUEMENT, tout parallelogramme dont les diago
nales sont egales est un rectangle (fig- 64). Car les triangles

DAB, CBA, sont alors egaux comme ayant leurs trois coles

egaux : done, Tangle DAB est egal a Tangle CBA, et comme
chacun d eux est egal a son oppose (85), on voit que le paral

lelogramme considere a tous ses angles egaux et, par suite,

est un rectangle.

89. Tout losange est un parallelogramme dont les diago
nales sont : 1 perpendiculaires I une sur Vautre; 2 bissec-

trices des angles opposes (fig. 65).

D abord, tout losange est un parallelogramme, puisque ses

cotes opposes sont egaux (86, i).
En second lieu, les triangles ABC et ADC etant isoceles,

puisque les quatre cotes d un losange sont egaux, la diago-
nale BD, qui passe par le milieu de la diagonale AC, est a la

fois perpendiculaire sur AC et bissectrice des angles B et D (38).
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Pour une raison analogue, la diagonale AC est bisseclrice des

angles A el C.

Fig. 65.

90. RECIPROQUEMENT, tout parallelogramme est un losange :

i si ses diagonales sont perpendiculaires I une sur I autre ;

2 si I une d elles est bissectrice des angles dotit elle unit les

somoiets.

SCOLIE.

91. Tout carre est un parallelogramme dont les diagonales
sont egales, perpendiculaires entre elles et bissectrices des

angles opposes; reciproquement, tout parallelogramme est un

carre lorsque ses diagonales sont : i egales et perpendiculaires
entre elles; 2 egales, I une d elles etant en outre la bissectrice

des angles dont elle unit les sommets.

La demonstration de ces deux propositions (90, 91) n offre

aucune difficulte.
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LIVRE II.

LA CIRCONFERENCE DE CERCLE.

I.
- DBS ARCS ET DES CORDES.

DEFINITIONS.

92. La circonference est une ligne courbe ABCD (fig. 66),

donttous les points soni egalement distants d un point inte-

rieur qu on nomme centre.

Le cercle est 1 espace limite par la circonference.

Fig. 66.

On appelle rayon toute droite menee du centre a la circon

ference. Tous les rayons OA, OB, OC, . . .
,
d un cercle sont

egaux, d apres la definition meme de la circonference.

Deux cercles de mdme rayon sont egaux; car si Ton place

le centre du second (fig. 66) sur le centre du premier,
]

?

egalite des rayons entrainera la coincidence des deux cir-

conferences.

93. On nomme arc une portion quelconque AB de circon

ference.

Deux arcs de m me rayon, BC et B C (fig. 66), sont dits

egaux lorsquon pent les placer I un sur I autre de maniere

qu ils coincident.

Pour ajouter deux arcs de mgme rayon, AB et B C , on

porte le second en BC a la suite du premier, sur le cercle
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auquel ce premier arc appartient, de maniere qu ils aient une

extremite B commune; Tare ABC, compris entre les extre-

mites non communes A et C, est dit la somme des deux arcs

prop.oses.

94. Un point est interieur ou exterieurz un cercle suivant

que sa distance au centre est plus petite ou plus grande que
le rayon.

95. Une droite quelconque EF ne pent rencontrer une cir

conference en plus de deux points C et D (Jig. 67 ).

En effet, du centre a la droite EF, on ne peut mener au

plus (45) que deux droitesOC et OD egales au rayon.

96. On donne le nom de secantez toute droite EF qui coupe
la circonference en deux points C et D. On appelle corde la

partie CD interieure au cercle, et Ton reserve le nom de dia

metre aux cordes qui passent par le centre.

Tons les diametres d un cercle sont egaux, car un diametre

quelconque AB est la somme de deux rayons OA et OB.

97. i Le diametre est la plus grande corde du cercle ;

2 Tout diametre AB divise la circonference et le cercle en

deux parties egales (Jig. 67 ).

En effet :

i Une corde quelconque CD est moindre que la somme
OC -+- OD des deux rayons qui aboutissent a ses exlremites :

elle est done moindre qu un diamelre.

2 Si Ton plie la figure autour d un diametre AB, un rayon

quelconque OC de la parlie superieure prendra la direction

du rayon OC qui fait de 1 autre cole de AB un angle C OA egal

a Tangle COA ; et, a cause de TegaKte des rayons, le point C
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de Tare superieur AGB tombera en C sur 1 arc inferieur AHB.

Ces deux arcs AGB, AHB, se recouvrant exactement, sont done

egaux, ainsi que les espaces compris entre chacun d eux et

le diametre AB. .
*

98. Une corde quelconque CD, autre qu un diametre, divise

d apres cela la circonference en deux arcs intgaux, Tun CGD
moindre que la demi-circonference, 1 autre CHD plus grand.

On dit que la corde CD sous-tend ces deux arcs. Toutefois,

quand nous parlerons de Varc sous-tendu par une corde CD,

il faudratoujours entendre, a moins d avertissement contraire,

qu il s agit du plus petit des deux arcs correspondant a cette

corde.
THtiOREME.

99. Dans un m&me cercle ou dans des cercles egaux :

i Deux arcs egaux sont sous-tendus par des cordes gales ;

2 De deux arcs in&gaux, le plus grand est sous-tendu par
la plus grande corde

(fig&amp;gt;
68

).

Soient et I deux cercles egaux :

i Si 1 arc AMB est egal a 1 arc CND, les cordes AB et CD
seront egales. En effet, portons le cercle I sur le cercle de

maniere que le rayon 1C coincide avec son egal OA, I etanl

en et C en A. Les circonferences coincideront, 1 arc CND
tombera sur son egal AMB, et le point D viendra en B. La

corde CD s appliquera done sur la corde AB, et, par suite, lui

sera egale.

2 Si 1 arc AMH est plus grand que 1 arc CND, la corde AH
sera plus grande que la corde CD. En effet, prenons a partir
du point A, sur Tare AMH, un arc AMB egal a 1 arc CND; les

cordes AB, CD, seront egales (i), elilresteraa demontrerque
la corde AB est moindre (fuela corde AH. Or, 1 arc AMB etant
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moindre que Tare AMH, le point B tombe entre les points A
et H, et Tangle AOB est inferieur a 1 angle AOH. Par suite, les

deux triangles AOB, AOH, ont un angle inegal compris entre

deux cotes egaux chacun a chacun, savoir OA commun et

OB OH comme rayons d un meme cercle. Done (33) le

cote AB oppose a Tangle AOB est moindre que le cole AH op

pose a Tangle AOH.

100. Du theoreme qu on vient de demontrer et du principe

general du n 40 il suit que :

RECIPROQUEMENT, dans un meme cercle ou dans des cercles

egaux, a des cordes egales repondent des arcs egaux, et a une

plus grande corde repond un plus grand arc.

SCOLIE.

101. Nous n avons considere dans ce qui precede que des

arcs moindres qu une demi-circonferenc(98). Si Ton consi-

derait des arcs plus grands qu une demi-circonference, pour
la seconde parlie du theoreme les conclusions seraient in

verses : Tare augmentant, la corde diminuerait au lieu de

crottre.

THfiOREME.

102. Le diametre AB, perpendiculaire sur une corde CD,

divise cette corde et les deux arcs CBD, CAD, quelle sous-tend,

chacun en deux parties egales (Jig. 69).

En effet, soientO le centre de la circonference et I le point
de rencontre du diametre AB et de la corde CD. Les rayons OC,

OD, etant, par rapport a la perpendiculaire 01, deux obliques

egales, s ecartent egalement du pied de cette perpendiculaire.

On a done CI = ID. En d autres termes, la corde CD est divisee

4



5o GEOMETRIE PLANE.

au point I en deux parties egales. Des lors, AB etant perpen-

diculaire sur le milieu de CD, tout point de AB, et en parti-

culier le point B, est equidistant des points G et D. Les cordes

BC et BD sont done egales, et, par suite, les arcs BC et BD
sont aussi egaux. En d autres termes, 1 arc CBD est divise au

point B en deux parties egales. Ondemontrerait de meme que
1 arc CAD est aussi divise en deux parties egales au point A.

COROLLAIRES.

103. La droite AB satisfait, d apres cela, aux cinq conditions

suivantes : elle passe par le centre 0, par le milieu I de la

corde CD, et par les milieux A et B de chacun des arcs que cette

corde sous-tend ;
elle est enfin perpendiculaire sur la corde CD.

Or, deux de ces cinq conditions suffisent pour determiner la

droite AB ;
car on sail que, par deux points, on ne peut mener

qu une droite, et que par un point on ne peut mener qu une

perpendiculaire sur une droite. Done, toute ligne droite assu-

jettie a deux des cinq conditions enoncees remplira neces-

sairement les trois autres. De la une serie de propositions que
le lecteur enoncera sans difficulte, et parmi lesquelles nous

ne citerons que les suivantes :

La perpendiculaire elevee sur le milieu d une corde passe

par le centre et par le milieu de chacun des arcs que cette

corde sous-tend.

Le lieu geometrique des milieux d un systeme de cordes

paralleles est le diametre perpendiculaire a la direction com
mune de ces cordes.

THfiORfeME.

104. Dans un mme cercle ou dans des cercles egaux :

i Deux cordes egales sont egalement eloignees du centre;

2 De deux cordes inegales, la plus petite est la plus eloi-

gnee du centre (Jig. 70).

i
c Soient les deux cordes egales AB, CD, et soient OE, OF,

les perpendiculaires menees du centre sur chacune d elles.

Les longuears deces perpendiculaires mesurent (42) les dis

tances du centre a ces deux cordes, et il s agit de demontrer

que ces distances sont egales. Or les triangles rectangles EOB,
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COF, sont egaux comme ayant 1 hypotenuse egale et un cote

egal, savoir : OB = OG comme rayons d un meme cercle, el

EB CF comme moities de cordes egales, puisque les pieds E
et F des perpendiculaires OE et OF sont (102) les mUieux des

cordes AB et CD. Done OE, troisieme cote du triangle OEB,
esl egal a OF, troisieme cote du triangle OCF.

Fig. 70.

2 Soientles deux cordes inegalesAG etCD. On suppose AG
moindre queCD, etilfaut demontrer que la perpendiculaireOH,
menee du centre sur la premiere corde, est plus grande que
la perpendiculaire OF. Par le point A menons une corde AB

egale a CD. La distance OE du centre a cette corde sera egale

a OF, et il reste a demontrer que OE est moindre que OH. Or,

la corde AG etanl moindre que la corde AB, 1 arc AG est infe-

rieur a Tare AB, et, par suite, le centre du cercle et le mi

lieu H de la corde AG sont situes de part el d autre de la

droite AB. Done AB rencontre OH en un point I situe entre

et H, et Ton a OI-&amp;lt;OH. Mais, puisque OE est perpendicu
laire sur AB, 01 est oblique, et Ton a

OE&amp;lt;OI;

done, & fortiori,
OE&amp;lt;OH.

105. Du theoreme qu on vientde demontrer et du principe

general du n 40 il resulte que :

RECIPROQUEMENT, dans un mdrne cercle ou dans des cercles

egaux, deux cordes 6galementeloignees du centre sont egales;

et, de deux cordes inegalement eloignees du centre, la plus

eloignee est la plus petite.

4-
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II. - TANGENTE AU CERCLE. - POSITIONS MUTUELLES
DE DEUX CIRCONFfiRENCES.

DEFINITION.

106. On nomme tangente au cercle toute droite CD (Jig. 7 1
)

qui n a qu un point commun avec la circonference. Ce point

commun A est appele point de contact.

107. Touteperpendiculaire CD, al extremite d un

est tangente & la circonference (fig. 71).

Fig. 71.

C ADD

En effet, en joignant au centre un point quelconque B

de CD, autre que le point A, on oblient une droite OB oblique

sur CD, puisque OA est la perpendiculaire a CD qui passe

par le point 0. Cetle droite OB est done plus grande que le

rayon OA(41), et, par suite, le point B est exterieur au cer

cle (94-). La droite CD ayant tous ses points hors du cercle,

sauf le point A, qui est commun aux deux lignes, est done

une tangente a la circonference.

108. RECIPROQUEJIENT, toute tangente CD a la circonference
est perpendiculaire a I extremite du rayon OA qui aboutit au

point de contact A (fig. 71).

En effet, tout point B de la tangente CD, autre que le point A,

etant exterieur au cercle, sa distance BO au centre est plus

grande que le rayon (94). Done le rayon OA est la plus courte

de toutes les droiies qu on peut mener du centre a la tan

gente CD. En d autres termes, OA esl perpendiculaire sur
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CD (44), et inversement, la tangenie CD est perpendiculaire
au point A sur le rayon OA.

COROLLAIRES.

109. Par un point A d une circonference 0, on pent tou-

jours mener une tangente & cette courbe, el Von ne pent en

mener qu une.

110. Toute tangente est parallele aux cordes que le dia-

metre mene au point de contact divise en deux parties

egales (103).

SCOLIES.

111. On peut considerer la tangente AC en un point A
d une circonference (Jig- 72) comme la position limite d une

secante AB issue da point A, lorsque cette secante tourne

autour de A de maniere que le second point d intersection B

vienne se confondre avec le premier. Car, au moment oil les

deux points d intersection B et A sont ainsi reunis en un

seul, la droite AC n a plus qu un point commun avec la cir

conference.

Cette nouvelle definition de la tangente est applicable a

toutes les courbes. D ailleurs, nousverrons plus tardqu outre

sa generalite cette definition a sur celle du n 106 1 avantage

de mettre en lumiere 1 intime correlation de certains theo-

remes qui sembleraient sans cela tout a fait distincts.

On dit qu une courbe ou qu un arc de courbe est convexe

lorsque celte courbe ou cetarc tombe entierement d un meme
cote de chacune de ses tangentes (73). II resulte du n 107 que
la circonference de cercle est une courbe convexe.

Nous avons vu au n 95 qu une droite quelconque ne peut
rencontrer une circonference en plus de deux points. Tout

arc de courbe convexe jouit de la meme propriete; car, si une

droite coupait cet arc en trois points, le premier et le dernier

point seraient situes de part et d autre de la tangente au point

intermediate.

112. On appelle normals en un point d une courbe la per

pendiculaire elevee par ce point a la tangente correspondante.
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La normale en un point d une circonference est done dirigee

suivant le rayon qui passe par ce point, c est-a-dire que toutes

les normales a la circonference passent par son centre.

II en resulte que, par un point pris sur la circonference on

pent toujours lui mener une normale, mais une seule; tandis

que par un point 0, exterieur ou interieur a cette courbe

(Jig. 78), on peut en mener deux : la normale OA et la nor

male OB.

Toute droite qui n estpas normale a la circonference lui est

oblique.
THORME.

113. Toute oblique OE, issue d un point qui rfappartient

pas a la circonference C, a sa longueur comprise entre celles

des deux normales OA et OB qui passent par ce point (Jig. 78 ).

Tig- 73-

Que le point soil exterieur ou interieur, OA est egal a

la difference des cotes OC et CE du triangle OCE; done la nor

male OA est plus petite que 1 oblique OE, troisieme cote du

triangle (29).

De meme, OB est egal a la somme des cotes OC et CE du

meme triangle; done la normale OB est plus grande que 1 o

blique OE, troisieme cote de ce triangle (28).

SCOLIE.

114. Les deux normales OA et OB representent la plus
courte et la plus grande distance du point a un point de

la circonference donnee. La distance du point a la circon

ference sera mesuree, d apres cela, par la normale OA.

THfcORfcME.

115. Deux paralleles interceptent sur la circonference des

arcs
e&quot;gaux.
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II faul distinguer trois cas :

i Supposons (fig. 74) que les paralleles AB, CD, soient se-

cantes, et abaissons du centre stir ces droiles la perpendi-
culaire commune OM qui coupe la circonference en M. Le

Fig. 7l- Fig. 70. Fig. 76.

K I)

o |Q
I (

point M est (102) a la fois le milieu de 1 arc EMF que sous-

tend la corde EF, et le milieu de 1 arc GMH que sous-lend la

corde GH
; on a done

arc EM = arc FM, arc GM == arc HM ;

d ou, en souslrayant membre a membre,

arc EM - arc GM =; arc FM arc HM,

c est-a-dire

arc EG ^arcFH.

2 Supposons (fig. 75) que les paralleles AB et CD soient

Tune secanle et 1 autre langente. Alors le rayon OK, qui abou-

tit au point de contact, est (107, 110) une perpendiculaire
commune a la tangente CD et a la corde EF qui lui est paral-

lele; il divise done 1 arc EKF, sous-tendu par cette corde, en

deux parties egales, et Ton a

arcEK =arcFK.

3 Supposons enfin (Jig. 76) que les deux paralleles AB et CD
soient tangentes, Tune en 1 et 1 autre en K. Les deux rayons 01
et OK, respectivement perpendiculaires a AB et a CD, seronl

dans le prolongement Tun de 1 autre, puisque des droites

paralleles ont leurs perpendiculaires communes. Les deux
arcs KPI, KQI, sont done egaux Tun et 1 autre a une demi-
circonference.
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THfiOREME.

116. Par trois points A, B, C, non situes en ligne droite, on

pent toujours faire passer une circonference , et Von ne peut
en faire passer qu une (fig. 77 )

Fig. 78-

II s agit de prouver qu il existe un point, et un seul, situe a

la meme distance des trois points donnes A, B, C.

Or, tout point equidistant de A, B, C, doitse trouver sur la

perpendiculaire DE elevee sur le milieu de AB, parce qu elle

est le lieu des points equidistants de A et de B; il doit aussi

appartenir a la perpendiculaire FG elevee sur le milieu de BC,

parce qu elle est le lieu des points equidistants de B et de C.

Gomme deux droites DE, FG, ne peuvent avoir qu un point

commun, on voit d abord qu il ne saurait jamais exister qu un

seul point equidistant des points A, B, C. En second lieu, un

tel point existe toujours si, conformement a notre hypothese,
les points A, B, G, ne sont pas en ligne droite; car, les deux

droites AB et BG se coupant, les droites DE et FG, qui leur sont

respectivement perpendiculaires, doivent se rencontrer en un

certain point (67, 2).
Le cercle decrit de ce point comme centre, avec 1 une des

trois droites egales OA, OB, OC, pour rayon, passe par les

points A, B, C, et estle seul qui puisse y passer.
On enonce souvent ce theoreme d une maniere plus rapide

en disant : Trois points, non en ligne droite, determinent une

circonference.

COROLLAIRES.

117. La demonstration precedente prouve que les perpen
diculaires elevees sur les milieux des cdtes d un triangle ABC
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passent par un m^me point. On en conclut immediatement quc
les trois hauteurs d ltn triangle ABC (fig. 78), c est-a-dire les

perpendiculaires AD, BE, CF, abaissees des sommets sur les

cotes opposes, passent par un mdme point. II suffit pour cela

de montrer que ces trois hauteurs sont perpendiculaires sur les

milieux des cotes du triangle A B C forme en menant par les

sommets du triangle primitif ABC des paralleles aux c6tes op

poses. Or, AD perpendiculaire a BC Test aussi a sa parallele

B C et, de plus, les longueurs AB et AC sont egales entre

elles, puisqu elles sont respectivement egales a BC comme
paralleles comprises entre paralleles.

118. Deux circonferences ne peuvent avoir trois points
communs sans coincider; d ou il suit que deux circonferences
distinctes ne peuvent avoir plus de deux points communs.

Lorsque deux circonferences ont deux points communs, on

dit qu elles se coupent ou qu elles sont secantes.

Lorsque deux circonferences n ont qu un point commun,
on dil qu elles sont tangentes ; le point commun est appele

point de contact.

THfcOREME.

119. Lorsque deux circonferences se coupent, la droite 00
qui joint leurs centres est perpendiculaire sur la corde com
mune AB et divise cette corde en deux parties egales (fig. 79).

Fl g- 79- Fig. So.

En effet, la perpendiculaire elevee sur la corde commune AB
par son milieu I doit passer par le centre de chacune des deux
circonferences et (103).

COROLLAIRE.

120. Supposons que, la circonference restant fixe, ainsi

que le point A, la circonference tourne autour du point A,
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de maniere que le second point d intersection B se rapproche

de plus en plus du premier et vienne a la limite se confondre

avec lui, comme dans la Jig. So. Les deux circonferences

n ayant plus alors qu un point comnmn Aseront tangentes en

ce point. D ailleurs, la droite 00 passant toujours entre A et B,

ces deux points ne peuvent se reunir que surla ligne des cen

tres 00 . Enfin, en vertu de ce mouvement (111), la corde

commune devient a la limite tangente en A a chacune des

deux circonferences. Done :

Lorsque deux circonferences et sont tangentes, leur

point de contact A est situe sur la droite des centres, et la per-

pendiculaire CD elevee en ce point sur cette droite est une

tangente commune aux deux circonferences.

On appelle angle de deux courbes qui ont un point commun

Tangle forme par les tangentes a ces deux courbes en ce point.

Si cet angle n est pas nul, on dil que les deux courbes se cou-

pent. S il est nul, c est-a-dire si les deux courbes onl la meme

tangente au point commun, on dit que ces courbes sont tan-

genles. On appelle orthogonales deux courbes qui se coupent
a angle droit.

SCOLIE.

121. Deux circonferences distinctes peuvent avoir deux

points communs, c est-a-dire se couper (fig. 83); ou avoir un

seul point commun , c est-a-dire etre tangentes, soil exterieu-

rement (fig. 82), soil interieurement (fig. 84); ou enfm n avoir

aucun point commun, c est-a-dire etre exterieures (fig. 81) ou

interieures (fig. 85) Tune a 1 autre. Leurs positions relatives

sont done au nombre de cinq.

122. i Si deux circonferences et sont exterieures, la

distance des centres est plus grande que la somme des rayons;
2 Si elles sont tangentes exterieurement, la distance des

centres est egale a la somme des rayons;
3 Si elles se coupent, la distance des centres est a la fois

moindre que la somme et plus grande que la difference des

rayons;
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4 Si elles sont tangentes interieurement, la distance des

centres est egale & la difference des rayons;
5 Si elles sont inlerieurest la distance des centres est

moindre que la difference des rayons.

En eflet :

i A el A (fig. 81) etanl les points ou la ligne des centres

coupe les deux circonferences, on a

OCXr^OA-h AA + O A ou 00 &amp;gt;OA + O A .

2 Le point de contact A (fig- 82) est situe entre les deux

centres et sur la droite 00 qui les joint. On a done

00 =: OA -4- O A.

3 Les deux points communs (fig. 83) etant situes hors de

Fig. 81. Fig. 82.

la ligne des centres (119), en joignant Tun d eux B aux deux

centres, on forme un triangle danslequel on a (28, 29)

00 &amp;lt;OB + B et 00 &amp;gt;OB O B.

4 Le point de contact A (fig. 84) est situe au dela des deux

centres sur la droite qui les joint. On a done

OA = 00 ~h A, d ou 00 = OA - A.
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5 A et A 7

(fig. 85) etant les points ou la droite 00 coupe
les deux circonferences, on a

OA = 00 + A 7
-f- A A, d ou OA

&amp;gt;
00 4- A ,

c est-a-dire
00 &amp;lt;OA-0 A .

COROLLAIRE.

123. A chacune des cinq hypotheses faites repond une con

clusion distincte. Done, en vertu du principe general du n 40,

les reciproques des propositions precedentes sont toutes

vraies. Voici leurs enonces :

i Si la distance des centres est plus grande que la somme
des rayons, les deux circonferences donnees sont exterieures

I une ci I autre.

2 Si la distance des centres est egale a la somme des rayons,
les deux circonferences sont tangentes exlerieurement.

3 Si la distance des centres est a la fois moindre que la

somme et plus grande que la difference des rayons, les deux

circonferences se coupent.

4 Si la distance des centres est egale a la difference des

rayons, les deux circonferences sont tangentes interieure-

ment.

5 Si la distance des centres est moindre que la difference

des rayons, les deux circonferences sont interieures I une a

I autre.

Ainsi, connaissant les trois nombres D, R, r, qui mesurent

respectivement la distance des centres et les rayons de deux

circonferences, on peut, sans tracer ces circonferences et par

une simple operation numerique, savoir quelle est leur posi

tion relative. Par exemple, si Ton aD i5m ,
R = 2i m

,
r = 6m

,

on peut affirmer que les deux circonferences sont tangentes

interieurement; car on a i5 = 21 6, ou D = R r.
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III. - MESURE DBS ANGLES.

NOTIONS PRELIMINAIRES ( ).

124. On acquierl la notion du nombre entier en conside-

rant des objets distincts et semblables. Nous allons expliquer

comment le probleme de la mesure des grandeurs conduit a

etendre celte premiere idee.

On ne considere, en Mathemaliques, que les grandeurs dont

on peut definir d une maniere precise Vegalite el Vaddition;
tels sont par exemple, les angles : nous avons dit en effet, au

n 9, ce qu on entend par angles egaux et par somme de deux

angles. Une grandeur esl plus grande qu une autre quand elle

est la somme de cette autre et d une troisieme de meme
nature.

Lorsqu une grandeur est la somme de 2, 3, 4, &amp;gt; parlies,

egales a une autre grandeur de meme espece, on dit que la

premiere est un multiple de la seconde, et que la seconde est

une partie aliquote de la premiere.

Deux grandeurs sont dites commensurables enlre elles lors-

qu elles sont des multiples d une troisieme grandeur qu on

appelle alors leur commune mesure; dans le cas contraire, elles

sonl incommensurables entre elles.

Pour mesurer une grandeur, on cherche une commune
mesure entre cette grandeur et une autre de meme espece,

arbitraire, mais bien connue, et qui recoil le nom d unitt.

Si cette commune mesure est 1 unite elle-meme, el que la

grandeur proposee la contienne, par exemple, 3 fois sans

resle, on dil que la grandeur esl mesuree par le nombre en-

tier 3.

Si cette commune mesure esl une parlie aliquole de 1 unite;

par exemple, si, 1 unite elani partagee en cinq parlies egales,

(
l

) La mesure de 1 etendue etant 1 un des principaux objets de la Geometric,

il nous a paru indispensable de trailer ici d une maniere succincte la question

generale de la mesure des grandeurs.

Dans ce paragraphe, comme dans la suite de ce Traite, les commenc.ants

pourront omeitre les parties imprimees en petit caractere.
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la grandeur proposee est la somme de trois de ces parties, on

dit que cette grandeur est les trois cinquiemes de Tunite et

qu elle est mesuree par le nombre trois cinquiemes, que Ton

ecritp- On qualifie d ailleurs un tel nombre &efradionnaire

pour le distinguer des nombres entiers seuls consideres jus-

que-la.
En resume, mesurer une grandeur commensurable avec Vu-

nite, c est chercher combien cette grandeur renferme d unites

ou de parties aliquotes de I unite. Suivant que la grandeur est

un multiple de 1 unite ou un multiple d une partie aliquot e de

1 unite, le nombre qui exprime sa mesure est entier oufraction-
naire. Reciproquement, toute grandeur mesuree par un nom
bre entier ou fractionnaire est commensurable avec 1 unite,

car elle est un multiple de 1 unite ou d une partie aliquote de

1 unite.

125. Conside&quot;rons maintenant une grandeur incommensurable avec

1 unite choisie.

Concevons 1 unite&quot; decomposee en un nombre quelconque n de parties

egales entre elles et moindres que la grandeur a mesurer G. En prenant

1,2, 3, 4&amp;gt;- ?
de ces parties, on formera une se&quot;rie de grandeurs

/ T \ A A A A A A
V
1

/ **(} *ij **31 -&quot;-4? 5 -^kl &quot;/;+!;)

croissant au dela de toute limite et mesur^es respectivement par les

nombres 1234 k /--hi

On trouvera done, en allant assez loin dans la serie (i), deux grandeurs
consecutives A

t et A
k+1 qui comprendront la proposed G. En substituant

a G soil A
k ,

soit Ak+n on commettra une erreur moindre que la difference

A
ft+1

A
t ,

c est-a-dire aussi faible qu on voudra, puisque celte difference,

qui est la ?i
Ceme

partie de 1 unite, peut etre diminuee a volonte en prenant
n assez grand.

La grandeur G etant la limite commune des grandeurs commensurables

A
A et A

ft+ i,
le nombre qui la mesure est, par definition, la limite com-

/ / -f- 1

mune des nombres - et -
qui mesurent A

k
et A

fc+1 ;
et en prenant,

soit -j soit pour le nombre qui mesure G, on aura de ce nombre
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une valeur, par de*faut on par exces, approche&quot;e a moins de -
&amp;gt;

c est-a-dire

une valeur qu on pourra, en faisant croitre /?, rendre aussi approchee

qu on voudra.

126. Un nombre est dit commensurable ou incommensurable suivant

que la grandeur dont il exprime la mesure est commensurable ou incom

mensurable avec 1 unite&quot; adoptee. Les nombres commensurables sont les

nombres entiers et les fractions.

Le resultat d ope&quot;rations a cffectuer sur des nombres incommensurables

peut etre obtenu avec telle approximation qu on veut, en substituant a

ces nombres des valeurs commensurables suffisamment approche&quot;es ;
en

d autres termes : le resultat cVoperations a executer sur des nombres in

commensurables est la limite des resultats obtcnus en substituant a chacun

(Veux des valeurs commensurables de plus en plus approchees.

1*27. On nomme rapport d une grandeur A a une grandeur B

de meme espece le nombre par lequel il faut multiplier la

seconde pour avoir la premiere. On designe ce rapport par
-

128. Le rapport de deux grandeurs A et B de mdme espece
est egal au nombre qui mesure la premiere lorsquon prend la

seconde pour unite.

En effet, si le rapport donne est, par exemple, =-&amp;gt; la pre

miere grandeur est le produit de la seconde par
-

(127);3

3 3
mais multiplier une grandeur par -=&amp;lt;&amp;gt;

c est en prendre les^-o 5

La premiere grandeur est done les - de la seconde, el, par-

suite (124), -= esl le nombre qui mesure la premiere grandeui

lorsqu on prend la seconde pour unile.

129. Si le rapport de A a B, c est-a-dire (127) le nombre par lequel il

faut multiplier B pour avoir A, est incommensurable, d^signons-le par /\

et appelons m le nombre qui mesure A, B e&quot;tant pris pour unite. Soient

d ailleurs - et - - deux valeurs approchees a moins de -? 1 une par
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defaut, 1 autre par exces, du rapport r. On aura alors (127)

Le nombre m qui mesure A sera done compris (125) entre les nombres

_ e t qui mesurent les deux grandeurs B -&amp;gt; B B etant Tunite.
n n 4 n n

Done les nombres m et /, e&quot;tant compris Tun et 1 autre entre deux nombres

- et - H--5 qui different aussi peu qu on veut pour n assez grand, ne

sauraient avoir une difference assignable.

130. II resulle de la que, lorsque deux grandeurs A et B ont

ete mesurees avec une mme unite C, on obtient leur rapport
en divisant le nombre y, qui mesure la premiere par le nombre 6

qui mesure la seconde.

En effet, on a, d apres le theoreme precedent, les deux re

lations

Le quotient
-
exprime done (127) le rapport de A a B.

6

On est ainsi conduit a appeler rapport de deux nombres

quelconques a et 6 le quotient de leur division; et Ton de-

montre en Arithmetique que les regies de calcul des fractions

a termes entiers sont applicables a ces rapports ou fractions

generates
- Par exemple, on n altere pas ces rapports en
D

multipliant leurs deux termes par un meme nombre; on les

multiplie en les multipliant terme a terme, etc.

131. Lorsque deux grandeurs de nature differente ont une

dependance telle, que le rapport de deux valeurs quelconques
de la premiere soil egal au rapport des valeurs correspondantes
de la seconde, on dit que ces deux grandeurs sont proper-
tionnelles.

132. On nomme angle au centre tout angle qui a son som-
met au centre d un cercle, et angle inscrit tout angle forme par
deux cordes qui se coupent sur la circonference d un cercle.



LIVIIE 11. I.V. CIRCOISFERE.NCE DE CERGLE. f)j

TilfcOREME.

Iu3. Dans le mme cercle on dans des cercles egaux :

1 Deux angles au centre egaux interceptent des arcs

egaux;
2 Si un angle au centre est la somme tie deux autres angles

au centre, I arc intercepte par cet angle est la somme des arcs

interceptes par les deux autres (Jig. 86).

Fig. 8fi.

1 Solent AOB, A O B
, deux angles au centre egaux entrr

eux; les deux arcs correspondants AB et A B seront egaux.

En effet, en inenant les cordes AB, A B
,
on forme deux trian

gles AOB, A O B , qui sont egaux comme ayant un angle egal

compris entre deux coles egaux, savoir : Tangle AOB egal

a Tangle A O B par hypothese, et les cotes OA O A
,

OB =. O B
, comme rayons de cercles egaux. Done la corde AB

est egale a la corde A B , et, par suite (100), les arcs AB el A B

que ces corcles sous-tendent sont egaux entre eux.

2&quot; Soieni A O B et BOG deux angles au centre; transpor-

lons le premier en AOB a la suite du second, de maniere a

former (9) un angle AOC qui soil la somme des deux angles

proposes. L aic ABC sera evidemmerii la somme des deux

arcs AB et BC, et comme les arcs AB et A B sont egaux, puis-

qu ils correspondent a des angles au centre egaux, Tare ABC
sera la somme des arcs A B et BC.

TIltOREME.

13i. L angle au centre d un cercle est proportionnel a l arc

correspondant; en d autres termes, dans le inline cercle ou

a
dans des cercles egaux, le rapport ,

de deux angles au centre

est egal au rapport des arcs quits interceptent.
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En effel, supposons que le rapport des deux angles spit

3 3

^j c est-a-dire que Tangle a soil les^-de Tangle a . En desi-
5 3

gnant par x le cinquieme de Tangle a , on aura alors

a-^-^y. et ftV= Ste.

Mais si Ton appelle 6 Tare intercepte par Tangle a, aux angles

au centre

correspondront respectivement (133, 2) les arcs

+ 601126, 26+6ou36, 36-h6ou46, 46 + 6ou56.

Or, par hypothese, les arcs qui correspondent aux angles au

centre 3a ou a el 5a ou a sont b et 6
;
on aura done

fc-r36 et //-^56,

d ou(130)
3

SCOLIE.

135. Le raisonnement qui precede ne s applique pas seule-

rnent aux angles au centre et aux arcs qu ils interceptent ;
il

permel de demontrer d une maniere generate le theoreme

suivanl :

Deux grandeurs sont proportionnelles I une ct I autre si, a

deux valeurs quelconques, mais egales, de la premiere gran
deur, repondent deux valeurs egales de la seconde; et si, de

plus, a la somme de deux valeurs quelconques de la premiere

repond une valeur qui soil la somme des deux valeurs corres-

pondantes de la seconde.

En effet, soient aeiar deux valeurs quelconques de la pre
miere grandeur, et 6 et b les deux valeurs correspondantes

de la seconde. Supposons que le rapport soit, par exemple,
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3 3
-=&amp;gt; c est-a-dire que a soil les = de a . En designanl par a le cin-

quieme de a , on aura alors

a- 3a et a :- 5*.

Mais, si Ton appelle 6 la valeur de la seconde grandeur qui re-

pond a la valeur a de la premiere, aux valeurs

a-4-aou2a, 2a-f-aou3a, 3a-t-aou4&amp;lt;*&amp;gt; ^&amp;lt;z

-&amp;gt;- txou 5a,

de la premiere grandeur, repondent respectivement, en vertu

de la loi de correspondance admise, les valeurs

6-1-601126, 26 4- 6 ou 36, 36 + 6ou46, 46-f-6ou56,

de la seconde grandeur. Or, par hypothese, les valeurs de la

seconde grandeur qui repondent aux valeurs 3aouet5a
ou a de la premiere sont 6 et 6

; on aura done

b = 3G, b =-- 5 6,

d ou A3 a

Si le rapport esl incommensurable, soient - et ---- deux valeurs

approchees de ce rapport a -
pres, 1 une par defaut, 1 autre par exces.

On aura
h X -: .- a
n n

d ou, en designant par a la nCeme
partie de a

]

Ax
&amp;lt;&amp;lt;? &amp;lt; (/ -r- i)x et :.//.

Mais si 6 est la valeur de B qui correspond a la valeur a de A, aux va

leurs X- a, (X--hi)a, /ia, de A correspond ront respeclivement les valeurs

/6, (X- H-i)6, 6, de B. On aura done, puisque, d apres 1 enonce, a une

plus grande valeur de A correspond ne^cessairement une plus grande va

leur de B,

c est-a-dire

X- . , k -i- i ,
,

X /; X -
i-

&amp;lt;o&amp;lt;
& ou -&amp;lt;T,&amp;lt;n n n

^
^ n

5.
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Par suite, les deux rapports 5

^,j
etant compris entre deux nombres -

et - + -
qui, pour n assez grand, different aussi peu qu on veut, ne sai;-

raient avoir aucurie difference assignable.

RficipROQUEMENT, si deux grandeurs sont proportionnelles :

i la relation

_ b_

a
~~

b

monlre que pour a = a on a b = b
, c est-a-dire qu d des vc:~

leurs egales de la premiere grandeur correspondent des valeuss

egales de la seconde ; 2 la meme relation donne

c esl-a-dire qu $ la somme de deux valeurs quelconques de la

premiere grandeur correspond la somme des deux valeurs cor-

respondantes de la seconde.

Ainsi, correspondance dans Vegalite et correspondance dans

la somme, telles sont les deux conditions necessaires et suffi-

santes de la proportionnalite de deux grandeurs. Si Tune des

deux conditions estseuleremplie, iln y a pas proportionnalite;
c est ce qui arrive pour un arc et sa corde : a des arcs egaux
d un meme cercle correspondent des cordes egales (99); mais

la corde BC de la somme de deux arcs (Jig. 87) esl moindre

(28) que la somme AB -4- AC des cordes de ces arcs.

THfiOREME.

138. Tout angle a la mme mesure que Varc quil intercepts

sur une circonference decrite de son sommet comme centre,

avec un rayon quelconque, pourvu que I on prenne pour unite

d angle I angle au centre qui intercepte surcette circonference

Varc choisi pour unite d arc.

En effet, soient (fig. 87) AOB Tangle a mesurer et AB Tare

qu il intercepte sur la circonference de rayon arbiiraire OA;
AC etant 1 unite d arc, Tangle correspondant AOC sera, par
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liypothese, Tunile d angle. On a (134)

.arc ABAOB
AOC arc AC

Or le premier rapporl esl egal au nombre qui mesure Tan

gle AOB (1*28), et le second esl egal au nombre qui mesure

Tare AB. Done, dans le sysleme d uniies adople, le nombre

qui mesure Tangle AOB est le meme que celui qui mesure

1 arc AB.
Fig. 87.

Comme ce Iheoreme esl d un usage Ires-frequenl, on pre

fere Tenoncer d une maniere plus rapide, quoique incorrecle.

h abord on sous-enlend la condiiion relalive a la correspon
dence des uniles; puis on dil a pour tnesure, au lieu de a la

mme mesure que ; el Ton arrive ainsi a eel enonce usuel :

lout angle au centre a pour mesure I arc compris entre ses

c6tes.

SCOLIE.

137. Lorsqu on prend Tangle droil pour unile, Tare unil^

esl le quarlde la circonference on le quadrani ; car, si Tangle

jju cenlre AOB esl droil (fig- 87), les qualre angles AOB, BOC,

COD, DOA, formes par les deux diamelres BOD, AOC, sonl

iroils, el par suile egaux ;
les qualre arcs AB, BC, CD, DA, sonl

&amp;lt;;onc egaux enlre eux, ct chacun d eux esl le quari de la cir-

ronftirence.

138. Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la

de f arr comris entre ses c6les.

Soil BAC un angle insrrii dans un cercle 0. Pour demonlrer
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que cet angle a pour mesure la moitie de 1 arc BC compris
entre ses cotes, il convient de dislinguer trois cas :

i Le centre tombe sur Tun des cotes AC de Tangle BAG

(jig. 88). Menons le rayon BO; le triangle BOA etant isocele,

les angles A et B sont egaux, et comme (76) leur somme equi-

vaut a Tangle exterieur BOG, Tangle A est egal a la moitie

de BOG; mais ce dernier angle, ayant son sommet au centre

du cercle, a pour mesure Tare BC. Done Tangle propose BAG
a pour mesure la moitie de Tare BC.

Fig. 88.

A

Fig. 89. Fig. 90.

V T .A

2 Le centre tonibe a Tinterieur de Tangle BAG (fig. 89).

Menons le diametre AOD; Tangle BAG est la somme des an

gles BAD, DAG, qui, d apres le premier cas, ont respective-

ment pour mesure } BD et | DC. La somme de ces deux arcs,

c est-a-dire la moitie de Tare BDC, est done la mesure de Tan

gle BAG.

3 Le centre tombe en dehors de Tangle BAG (fig. 90).

Menons le diametre AOD; Tangle BAG est la difference des

angles BAD, CAD, qui, d apres le premier cas, ont respective-

ment pour mesure} BD et \ CD; la difference de ces arcs,

c est-a-dire la moitie de Tare BC, est done la mesure de Tangle

propose BAG.

COROLLAIRES.

139. Supposons (fig. 90) que, le cote AC restant fixe, la

corde AB tourne autour du sommet A, de maniere a devenir

la tangente AT au point A; dans toutes les positions de la

corde AB, Tgngle inscrit BAG aura pour mesure la moitie de

Tare correspondant BC; done, a la limite, rangle1\C,form
par une tangente AT et line corde AC issue du point de con-
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tact, a pour mesure la moitie de Varc AC compris entre ses

c6tes.

On peut d ailleurs demonlrer ce theoreme, independamment
de toute notion de limiie. II suffit, par exemple, d observer

que Tangle TAG est Texces de Tangle droit TAD sur Tangle

inscrit CAD; sa mesure est done Texces de la moitie de la

demi-circonference ABD sur la moitie de Tare CD, ou enfin la

moitie de Tare AC.

140. On appelle segment la portion de cercle comprise entre

un arc et sa corde. A chaque corde AB correspondent deux

segments ACB, AMB (fig. 91). On dit qu un angle est inscrit

Fig. 91.

dans un segment lorsque son sommet est situe sur 1 auc d i

segment et que ses cotes passent par les extremites de hi

corde sous-tendante. Ainsi les angles ACB, AEB, sont inscrits

dans le segment ACB, et Tangle AMB est inscrit dans le seg
ment AMB.

Tous les angles inscrits dans un mme segment sont egaux ;

ainsi, les angles ACB, AEB, sont egaux comme ayant Tun et

Taulre la moitie de Tare AMB pour mesure.

Tout angle inscrit dans Van des deux segments determines

par une meme corde est le supplement d un angle quelconque
inscrit dans I autre segment. Ainsi les angles ACB, AMB, sont

supplementaires, car leurs mesures ~ arc AMB et { arc ACB
forment en somme la moitie de la circonference.

Tout angle inscrit dans un segment est aigu, droit ou obius,

suivant que ce segment esl superieur, egal ou inferieur a un

demi-cercle; car Tare compris entre les cotes de Tangle est

alors inferieur, egal ou superieur a une demi-circonference.

On dit qu w/i segment de cercle est capable d un angle donnt ,

lorsque lesangles inscrits dansce segment sont egaux a Tangle
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oonsidere; ainsi le segment capable d un angle droil esl un

demi-cercle.

Fig. 92. Fig. 93.

A

TlltOREME.

141. Tout angle BAG, forme par deux secantes qui se ren-

contrent a Vinferieurdu cercle, a pour mesure la demi-somme

des arcs BC et DE compris entre ses coles et entre ses edits

prolonges (fig. 92).

En effet, en menant DC, on voil que I angle BAG, exle-

rieur au triangle AGO, est egal (76) a la somme des angles

inscrits ADC, ACD, qui ont respeclivemenl pour mesure 7 BG

et i DE.

THEOREMS.

142. Tout angle BAG, forme par deux secantes qui se ren-

contrent liors du cercle, a pour mesure la demi-diff&rence de

rare concave BC et de I arc coiwexe DE compris entre ses

c6tes (fig. tf).

En effel, en menant DC, on voil que Tangle BDG, exlerieur

au iriangle DAG, esl la somme des angles A et C; par suite,

Tangle A est Texces de Tangle BDC sur Tangle C; sa mesure

est done Texces de ~ BC sur | DE, c est-a-dire ~ (BC DE).
En faisant tourner autour du sommel A Tun des coles, ou

meme les deux cotes de Tangle, jusqu a ce qu ils deviennent

langenis a la circonference, on voitque le theoreme subsisle

|)our Tangle forme par une langenle et une secante qui se cou-

penl hors du cercle, et pour Tangle de deux tangenles.

SCOLIE.

143. Dans la portion de plan silu&e au-dessusd une droite BC,

le lieu des points d oti Von voit cetle droite sous un angle
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donnt est tin arc de cercle. passant par les extrtmites B el C

de cette droite (fig. g4).

En effet, soient A un point du lieu et BMACN la rirconfe-

rence determinee par les trois points A, B, C. i De tout point M
de 1 arc BMAC on voit la droite BC sous un angle egal a

BAC (140); 2 de tout point I pris a Tinlerieur du segment
i M VC, on voil la droite BC sous un angle BIC plus grand

que BAC, pursque (141) sa mesure excede la moilie de

Tare BNC; 3 de tout point E exterieur au segment BMAC et

situe au-dessus de la droite BC, on voit celte droile sous un

angle BEC moindre que BAC, puisque sa mesure est plus pe
tite que la moilie de 1 arc BNC (142). L arc BMAC est done le

lieu cherche.

II resulte de la que 1 arc BA C, sur lequel s applique 1 arc

?&amp;gt;MA(&quot;, lorsqu on replie la figure autour deBC, est, au-dessous

de BC, le lieu des points d ou Ton voil la droile BC sous Tangle

donne.

Done, enfin, le lieu des points d ofi Von voit line droileHC

sous un angle donne se compose de deux arcs de cercle egaux
entre eux et passant par les exlremites B et C de cette droite.

Remarquons, en outre, que I ensemble des arcs BNC, BN C,

represenie le lieu des points d ou Ton voit la droile BC sous

un angle supplementaire de Tangle considere

Fig- 9 l-

Si Tangle considere esl droit, les deux arcs BAC, B A C, sonl

des demi-circonferences decriles sur BC comme diametre.

Done, le lieu des points d oft Von voit un droite sous un angle
droit est le cercle decrit sur celte droite comme diametre.
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144. Dans tout quadrilatere convexe insert t clans un cercle,

les angles opposes sont suppUmentaires.

En effet (/?*. 96), considerons par exemple les angles op

poses B et D. La corde AC determine deux segments ADC,

ABC, et nous avons vu (140) que tout angle D inscrit dans le

segment superieur est le supplement de touUangle B inscril

dans le segment inferieur.

RECIPROQUEMENT, si, dans un quadrilatere convexe ABCD

(fig. g5), deux angles opposes B et D sont supplementaires,

le quadrilatere est inscriptible ; en d aulres termes, la circon-

ference determinee par les trois points A, B, C, passera par le

quatrieme sommet D.

En effet, le sommet D est un point situe au-dessus de AC,

et d ou Ton voit la corde AC sous un angle supplemental de

Tangle B; or 1 arc AMC est le lieu des points du plan qui

jouissent de cette propriete (143).

IV. - CONSTRUCTION DES ANGLES ET DES TRIANGLES.

145. Les deux principaux instruments employes dans la

construction graphique des figures sont la regie et le compas.
Chacun sail comment on trace des lignes droites avec la regie

et des circonferences avec le compas.
Avant de se servir d une regie, il importe de la verifier.

A cet effet (Jig. 96) on mene urie ligne ACB d une exlremite

a Tautre de la regie, en faisant glisser la poinle d un crayon le

long de Tun des bords. Puis on retourne la regie, comme le

montre la figure, et Ton fait glisser de nouveau le crayon le

long du meme bord, de maniere a tracer la nouvelle ligne AC B.

Suivant que lesdeux lignes ACB, AC B, coincident exactement
ou seseparent, le bord considereest rectiligneou curviligne;
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en d aulres termes, la regie est juste ou fausse. L epaisseur de

la regie ne doit pas depasser 3 millimetres.

Un bon compas doit avoir ses pointes fines et parfaitement

egales; ildoit s ouvriret sefermer sans trop de facilite, comme
sans secousses. Pour eviter de trop grands trous formes par

les pointes, il convient de fixer le papier sur une planchette

en collant stmplement les quatre angles.

On fait d abord tout le dessin au crayon; on execute ensuite

la mise A I encre a 1 aide d un tire-ligne a branches egales et

que Ton tient perpendiculairement au plan du papier. Les

donnees et les resultats sont representes par un trait plein ou

continu; on represente par un trait pointing ou interrompu
les lignes de construction, c est-a-dire les lignes qui servent

a deduire les resultats des donnees.

Enfin le papier doit elre assez epais, avoir le grain fin et

etre fabrique a laforme, le papier a la mecanique ne resistant

pas a 1 action de la gomme elastique.

JiG. En pratique, lorsqu on determine une droite par deux

points, il convient que ces deux points ne soient pas trop
voisins Fun de I autre; sans cela, la moindre erreur sur la

position de Fun d eux entralnerait une erreur notable sur la

direction de la droite.

De meme, quand un point est determine par la rencontre de

deux droites, il faut que ces droiles ne se coupent pas sous

un angle trop petit; sans cela Fepaisseur inevitable des deux

traits laisserait dans Fincerlitude sur la veritable position du

point de rencontre.

THfcOREME.

147. Trouver la plus grande commune mesure de deux lignes
droites.

Solent A et B deux droites commensurables entre elles

B elant la plus petite. La recherche de leur plus grande com-
riiune mesure repose sur les deux principes suivanls :

1 Si B est une partie aliquote de A, B est evidemment la

plus grande commune mesure de A et de B;
2 Si A contient m fois B, plus un reste R moindre que B,
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In plus grande commune mesure de A et de B est In inline que
eelle de B et rf^R. On a, en cffet,

or, toute commune mesure de A et de B, elant une partie all-

quote de B, Test aussi de mB, et, par suiie, de A mB ou

de R. Inversement, toute commune mesure de B et de R, elant

une partie aliquote de B, Test aussi de mB, et, par suite,

de mB -4- R ou de A. Done les communes mesures de A el

de B sont les memes que celles de B et de R; et, en parli-

cuiier, la plus grande commune mesure est la meme de part

et d aulre.

D apres cela, on porlera B sur A aulanl de fois que possible;

s il n y a pas de reste, B sera la plus grande commune mesure

demand; e; s il y a un reste B, on sera ramene a chercher la

plus grande commune mesure de B et de R. On porlera done

R sur B aulant de fois que possible; s il n y a pas de reste,

R sen la plus grande commune mesure demandee; s il y a un

reste R
, on sera ramene a chercher la plus grande commune

niesur.e de R etde R .

II est aise de prouver qu en continuant de la sorte on arri-

vera a un reste qui sera une partie aliquote du precedent En

effet, dans toute division, le dividende est au moins egal a la

somme dudiviseur etdu reste; le reste est d ailleurs moindre

que le diviseur; done le reste est inferieur a la moitie du

dividende. On voit par la que, dans la recherche de la plus

grande commune mesure de A el de B, le premier reste sera

inferieur a
\
le troisieme reste sera moindre que la moitie

A
f u premier, et, par suile inferieur a

~j\
le cinquieme reste

sera moindre que la moitie du troisieme, el, par suile, infe-

^
rieur a

-^ \
elainsi de suile. L operation ne pourra done passe

prolonger ftidefinimenl, car on lomberail sur un resle moindre

que la plus grande commune mesure supposee; ce qui esl

absurde, puisque, d apres la theorie precedente, la plus grande
commune mesure doildiviser exaclemem les restes successifs.
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On arrivera done a un reste qui sera une partie aliquote du

precedent, el ce resle sera la plus grande commune mesure

demandee.

148. RECIPROQUEMEM, si, en appliquant le precede qu on

vient d indiquer a deux droiles donnees, on arrive a un resle

qui soil conlenu un nombre exaci de fois dans celui qui le

precede, les deux droiles considerees seronl COramensarables

enlre elles, el ce resle sera alors leur plus grande commune
mesure.

Ainsi, supposons qu on ail Irouve successivemenl

on aura
K ==

7 K&quot; ,
Ii = 38

R&quot;,
A = 4 5 R&quot; ,

el le rapporl des deux droiles A el B sera represenie par le

nombre fraclionnaire !.- D aillcurs R&quot; etant la plus grandeoo

commune mesure de R el de R&quot; sera, d apres ce qui precede,

la plus grande commune mesure de A el de B.

SGOLIE.

1 i
(
J. II resulte de la,que le proced6 precedent, applique a deux droiles

mcommenturables entre elles, conduira a une seriu d operations intermi

nable.

Cette conclusion, absolumeiit rigoureuse en tiieorie, ne se v^rifie pas

. ii
i&amp;gt;rati(juc ; car les restes cessent d etre. appreciates au compas. Mais,

&amp;gt;
il est impossible de constater de cette maniere, ou plus genera!ement an

moyen d une operation mecanique quelconquc, 1 ii.commensurabilite d &amp;gt;

deux droiles, on peut parfois, lorsque les droites resultent d une con

struction bien d^finie, demonlrer gtotnttrtquenient leur incommensura-

il^ en s appuyant sur la theorie qui precede et en cherchant la lui des

restes successifs.

Nous aliens, comme exemple, d^montrer ainsi que la diagonalc AC ct

le cote AB iCun carre ABCD sont deux lignes incommenturables cntrc

cl/cs.

Le cdt6 AB (fig. 97) tant moindre que la diagonale AC et plus grand

que la moitie AO de celte diagonale, on voit d abord que, si Ton prend

sur la diagonale AC la longueur AE egale a AB, le reste EC sera moindie

que AB.
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Comparons maintenant ce reste EG au cote&quot; AB ou a son e~gal BC. Si

Ton mene EF parallele a BD, le triangle EEC, rectangle en E, sera iso-

cele, puisque Tangle EFC est
e&quot;gal

a son correspondant OBC, et, par suite,

97-

a EGF. Done, dans ce triangle comme dans le triangle analogue ABC, si

Ton prend FG egale a EC, le reste GC sera moindre que EC/ D ailleurs,

les triangles rectangles ABF, AEF, ayant 1 hypotenuse commune et un

cote egal, sont
e&quot;gaux, et, par suite, BF est egal a FE ou a EC ou a FG.

Done enfm le cote BC contlent deux fois EC, plus un reste GC moindre

que EC.

Ce dernier re&quot;sultat, e&quot;nonce&quot; d une maniere generate, prouve que dans

tout triangle rectangle et isocele le cote contient deux fois la difference

entre 1 hypotenuse et le c6te, plus un reste moindre que cette difference.

Done, a son tour, le cote EC contiendra deux fois GC, plus un nouveau

reste moindre que GC, et ainsi de suite.

On voit par la que, si Ton applique aux droites AC et AB la regie pres-

crite au n 147, chaque reste contiendra deux fois le precedent, plus un

nouveau reste moindre que celui-ci, de sorte que 1 operation n aura pas

de fin. Les deux droites considerees sorit done incommensurables entre

elles.

PROBLEMS.

150. Par un point B d une droite BC, mener une seconds

droite quifasse avec la premiere un angle egal a un angle
donne (fig. 98).

Fig. 98.

i: B F C

J)u point A comme centre, avec une ouverture de compas
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arbilraire, mais assez grande, decrivez un arc de cercle qui

coupe en D el E les cotes de Tangle donne : avec la memo
ouveriure, et du point B comme centre, decrivez un second

arc de cercle GF, qui coupe en F la droite BC. Prenez avec le

compas la longueur de la corde DE (il est inutile pour cela de

tracer cette corde), et du point F comme centre, avec cetle

ouveriure, decrivez un arc de cercle qui coupe en H 1 arc GF;
la droite BH sera la droile demandee.

En effet, les arcs HF et DE ayant des rayons egaux et

descordes egales sont egaux ( 100); par suite, les angles au

centre IIBF, DAE, qui correspondent a ces arcs, sonl aussi

egaux (136).

151. On divise la circonference en 36o parlies egales qu on

nomme degrts, le degre en 60 parlies egales appelees minutes,

el la minuie en 60 parlies egales appelees secondes. D apres

cela, la circonference conlieni 36o.60= 21600 minutes, ou
21 600.60 = i 296000 secondes; la demi-circonference con-

lieni 180 degres, ou 10800 minules, ou 648000 secondes;

enfin le quadrant vaul 90 degres, ou 54oo minules, ou 824000
secondes.

On evalue un arc quelconque en degres, minules et se

condes de la circonference. Ainsi Ton dil : un arc de 36 de

gres i5 minutes 21 secondes, que Ton ecrit : arc de 36 i5 2i&quot;.

Deux arcs AB et A B (fig. 99), decrils enlre les cotes d un

meme angle XOY, de son somrnet comme centre, conliennent

Fig. 99- Fig. 100.

le meme nombre de degres, minules et secondes. En effet, le

rapport de Tare AB au quadrant AC est le meme que le rap

port de 1 arc A B au quadrant A C , puisque chacun de ses

rapports est egal a celui de Tangle XOY a Tangle droit
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XOZ (136). Or, comme le quadrant AC vaul 90 degres de la

circonference OA, el que le quadranl A C vaul 90 degres de la

circonference OA , les arcs AB el A B vaudronl le meme
nombre de degres, minules el secondes de leurscirconferences

respeclivc s.

D apres cela, on appelle angle de 36 i5 21&quot; Tangle qui in-

lercepte enlre ses coles, sur loule circonference decrile de

son sommel comme cenire, un arc de 36 i5 2i&quot;.

Connaissanl le nombre de degres, minules el secondes d uri

angle, on oblienl son rapport a Tangle droil en prenanl le rap-

porl de ce nombre de degres, minules et secondes a 90 degres ;

il faul avoir soin, bien enlendu, d evaluer les deux angles en

uniies : meme esp.V 9, soil en degres, soil en minules, soil

en sedondes. Ainsi, comme 36 i5 21&quot; valenl i3o52i secondes,

el que 90 degres renfermenl 324000 secondes, le rapporl de

Tangle de 36 i5 2i&quot; a Tangle droil est exprime par la fraciiori

ou
108000

152. Pour evaluer le nombre de degres d un angle, ou

iracer un angle ayanl un nombre de degres donne, on emploie
un inslrumenl appele rapporteur. C est un demi-cercle en

corne ou en cuivre donl le bord circulaire ou Iimbe esl divist;

en 180 parties egales ou degres; les rapporteurs qui ont un

decimetre de rayon sonl memedivisesendemi-degres.Le cenire

esl marque par un petit trou ou par une petile echancrure.

Pour mesurer un angle DOG (Jig. 100)., on place Tinslru-

menl de maniere que son cenire coincide avec le sommel de

Tangle, el que le diamelre AB, qui va de zero a 180 degres,

s applique sur Tun des coles OG. On lil alors le nombre de

degres de Tangle au poini ou le Iimbe esl Iraverse par le se

cond cole OD.

Pour mener au poini d une droile OG une seconde

droile OD, formani avec la premiere un angle donne, de

49 degres par exemple, on place Tinslrumenl de maniere que
son cenire soil en 0, el que son diamelre AB coi ncideavec OG;

puis on marque le poini C du papier sur lequel lombe la divi

sion 49 du Iimbe; el, apres avoir enleve le rapp.orteur, on lire

la droile OC.
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PROBLfcME.

153. Connaissant deux angles y. et 6 d un triangle, construire

le troisieme y.
Fig. 101.

Traccz une droite indefinie AB (Jig. 101); par Tun de ses

points 0, menez une droite OC qui forme avec OA un angle COA

egal a a; menez par le meme point une autre droite OD qui
fasse avec OB un angle DOB egal a 6. L angle COD sera Tangle

cherche; car la sommedestroisar.gles formes autour du point

et au-dessus de AB equivaut a deux angles droits
( 20, 75 ).

SCOLIE.

154. Nous allons apprendre a construire un triangle, con-

naissant : i un cote et deux angles ;
2 deux cotes et Tangle

compris; 3 deux cotes et Tangle oppose a Tun d eux; 4 les

trois cotes. Dans ces quatre problemes, nous designerons les

trois cotes par a, b, c, et les angles respectivement opposes

par A, B, C; ainsi Tangle A sera oppose au cote a, Tangle B au

c6te b, Tangle C au cote c.

PROBLEME.

155. Construire un triangle, connaissant un c6te a et deux

angles.

On peut donner les deux angles B et C adjacents au cote a,

ou bien Tangle oppose A et Tun des angles adjacents; on ra-

mene ce dernier cas au premier en commencant par chercher

le troisieme angle (153).

Supposons doncconnus le cote a et les deux angles adja

cents B et C.

Apres avoir trace une droite BC (Jig. 102) egale a a, menez
au point B une droite BA formant avec BG et au-dessus de cette

6
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ligne un angle ABC egal a Tangle donne B; menez de meme
au point C une droite CA formant avec CB, et au-dessus de

celte ligne, un angle ACB egal a Tangle donne C. Le point de

rencontre A de cesdeux droites sera le troisieme sommet du

triangle cherche.

Pour que le probleme soil possible, il faut et il suffit que les

deux droites BA, CA, se coupent, c est-a-dire (66) que la somme
des deux angles B et C soit moindre que deux angles droits.

Fig. 102. Fig. io3.

PROBLEME.

156. Conslruire un triangle, connaissant deux cdtes a et /&amp;gt;

et Vangle compris C.

Tracez une droite CB(jig. io3) egale a a; au point C, menez

une droite CA formant avec la premiere un angle ACB egal a

Tangle donne C; puis prenez sur cette droite, a partir du

point C, une longueur CA egale a 6; enfin tirez AB, et vous

aurez le triangle cherche.

PROBLfcME.

157. Construire un triangle, connaissant deux cdtes a et b

et I angle B oppose a I un d eux.

Fig. 104.

Tracez une droile BC (Jig. io4) egale a a, et au point B
menez une droite BA formant avec la premiere un angle ABC

egal a Tangle donne B; puis, du point C comme centre, avec
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tine ouverture de compas egale a b, decrivez un arc dc ccrcle.

Si A est un point d interseclion du cote BA el de cet arc de

cercle, il suffira de tirer AC pour avoir un triangle ABC salis-

faisarjt aux conditions exigees.

158. Discutons maintenant ce probleme, c esl-a-dire cher-

chons les conditions que doivent remplir les donnees pour

que le probleme soil possible, et, dans ce cas, les diverses

solutions qui peuvent exisler.

i L angle B etant aigu (Jig. io4), pour que le problem,
soil possible, il faut que Tare de cercle rencontre le cote BA,
c est-a-dire que le cote 6 soil au moins egal a la perpendicu-
laire CD abaissee du point C sur BA.

Si le cote b est egal a cette perpendiculaire CD, le cercle

louche BA en D, et il n y a qu une solution : c est le triangle,

rectangle BCD.

Si le cote b est compris entre la longueur de la perpendi
culaire CD et celle du cote , le cercle coupe la droite BA
en deux points A et A situes au-dessus de B, et de part el

d aulre de D; il y a done deux solutions dislincles : ce sont les

triangles ABC, A BC.

Enfin, si le cole b est plus grand que a, le point A passe
au-dessous de B, elle triangle correspondant doit elre rejete,

puisque son angle en B n est plus Tangle donne, mais son sup
plement; il n y a done qu une solution : c esl le triangle ABC.

2 Uangle B etant obtus (Jig. io5), la perpendiculaire CD

Fig. io5.

ne lombe plus dans Tangle B, mais dans son supplement (43);

et, pour que le probleme soil possible, c esl-a-dire pour que
6.
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1 arc de cercle coupe la droite BA au-dessus de B, il faut que
le cote b soil plus grand que a : ce que Ton pouvait prevoir,

car dans tout triangle au plus grand angle doit etre oppose le

plus grand cole. D ailleurs, lorsque celte condition est rem-

plie, les deux points d interseclion A et A sont de part et

d aulre de B; le triangle A BC doit etre rejete, car son angle

en B est le supplement de Tangle donne, et il n y a qu une

solution : c est le triangle ABC.

3 L angle B etant droit, le probleme est impossible si b est

inferieurou egal a a; il admet une solution unique si b est

superieur a a.

PROBLfeME.

159. Construireun triangle, connaissant les trois cdtes a, b, c.

Tracez (Jig- 106) une droite BC egale a a, c est-a-dire au plus

grand des cotes donnes. Du point C comme centre, avec une

Fig. 106.

ouverture de compas egale a b, decrivez, au-dessus de BC, un

arc de cercle; du point B comme centre, avec une ouverture

de compas egale a c, decrivez au-dessus de BC un autre arc de

cercle. En joignant aux points B et C le point d intersection A
de ces deux arcs, vous aurez le triangle demande ABC.

Pour que le probleme soil possible, il faut et il suffit que
les deux arcs de cercle se coupent, c est-a-dire (122) que le

plus grand cote , qui est la distance des centres, soit moin-

dre que la somme et plus grand que la difference des deux

autres cotes b et c qui sont les rayons. Ce resultat est con-

Torme au scolie du n 30.
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|$
V. - TRACE DES PARALLfcLES ET DBS

PERPENDICULAIRES.

PROBLEME.

100. Par un point donne A, pris hors d une droile BC, me
tier une paraliele a cette droite (fig. 107 ).

Fig. 107.

La droite BC et la paraliele cherchee AD doivenl faire (65),

avec une secanle quelconque AC issue du point A, deux angles

alternes-inlernesDAC, ACB, egaux entre eux. De cette consi

deration el de la solution du probleme du n 150 resulle la

construction suivante :

Du point A cornme centre, avec une ouverlure de compas
arbitraire, mais assez grande, decrivez un arc de cercle DC ; du

point C, avec la meme ouverlure, decrivez un second arc de

cercle AB, qui passera necessairemenl par A. Prenez avec le

compas la longueur de la corde AB, el du point C comme cen

tre, avec cette ouverlure, decrivez un arc de cercle qui coupe
en D 1 arc DC. En tirant AD, vous aurez la paraliele demandee.

11 est clair, en effet, qu on a construit de celle facon un

angle DAC egal a ACB. II est inulile de iracer la droile AC, qui

ne serl que dans la demonstralion.

161. Dans la pralique, on resoul presque loujours ce pro

bleme a 1 uide d un instrument special qui porte le nom

tfequerre. C est une planchetle en bois ayanl la forme d un

iriangle rectangle; elle esl munie d une peiile ouverlure cir-

culaire ou ceil, qui la rend plus facile a manier. Une bonne

equerre doil avoir ses aretes parfaitement reciilignes el une

epaisseur de 2 millimetres au plus.

Pour verifier une equerre BAC (fig. 108), on applique Tun

des cotes de Tangle droit AB conire une regie bien exacle, el
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Ton trace une droite au crayon le long du cote AC. Cela fait,

on retourne Tequerre, comme 1 indique la figure, et Ton trace

une nouvelle droite le longde AC ;
selon que les deux droites

Fig. 1 08. Fig. 109.

ainsi obtenues coincident ou divergent, Tangle BAG de 1 e

querre est droit ou non, en d autres termes 1 equerre est juste

ou fausse.

Pour mener (fig. 109) a 1 aide de 1 equerre, par un point C,

une parallele a une droite AB, on place sur la droite AB Thy-

potenuse de 1 equerre; puis on appuie la regie GH contre le

petit cote DF de Tangle droit, et, en maintenant la regie immo

bile, on fait glisser Tequerre jusqu a ce que Tarete, qui coin-

cidait d abord avec AB, vienne passer par le point C; on trace

alors le long de cette arete une droite E D qui est la parallele

demandee. En effet, les angles correspondants E D F , EDF,
etant egaux, les droites E D , ED, sont paralleles.

Cette methode ne suppose pas que Tequerre ait Tun de ses

angles droits. II suffit que les aretes soient bien dressees; cet

avantage et la simplicite de Toperation expliquent la superio-
rile de ce procede.

PROBLfcME.

162. Mener une perpendiculaire sur une droite en son mi
lieu.

Soient (Jig. no) A et B deux points donnes; il s agit de

mener une perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint

ces deux points.

La perpendiculaire sur le milieu d une droite etant le lieu

des points equidisiants des extremkes de cette droite (48), il
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suffit d obtenir deux points qui soient chacun egalement dis-

tants de A et de B, puis de joindre ces deux points. De la cette

construction.

Fig. 1 10. Fig. in.

c

K n

Du point A comme centre, avec un rayon sensiblement plus

grand que la moitie de AB, decrivez une circonference; du

point B comme centre, avec la meme ouverture, decrivez une

seconde circonference; ces deux circonferencesse couperont,

puisque, les deux rayons elant egaux et surpassant la moitie

de AB, la distance AB des centres sera comprise entre la

somme et la difference des rayons. Chacun des deux points
d intersection C et D sera equidistant de A el de B

; et, en tirant

CD, vous aurez la perpendiculaire demandee.

Dans la pratique, on ne decrit pas les cercles complets; on

se borne a tracer deux petits arcs de chacun d eux, de part el

d autre de AB, dans la region ou Ton prevoit que 1 intersection

doil avoir lieu (fig. in). Ce precede ne suppose pas que la

droile AB soil tracee.

Ce probleme renferme les deux suivants :

i Dwiser une droite en deux parties egales;
2 Decrire un cercle sur une droite donnee pour diametre,

Ceite derniere question se reduit en effet a la recherche du
milieu de la droite, qai est le cenire du cercle a decrire.

PROBLfcME.

163. Diviser un arc de cercle ou un angle en deux parties

egales(fig. 112).

i Soil AB Tare propose; on sail que la perpendiculaire
menee sur le milieu de la corde divise Tare en deux parlies
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egales (
103

) ;
on appliquera done la construction du n 162. Si

le centre de Tare est donne, il suffira de determiner un seui

point equidistant de A et de B, et de mener OE.
2 Soil AOB Tangle propose. Du point comme centre,

avec un rayon arbitraire, on decrira un arc AB entre les cotes

de Tangle, et la droite OE qui divisera cet arc en deux parties

egales sera evidemment la bissectrice de Tangle AOB.
En appliquant ce precede aux deux moities, aux qualre

quarts, etc., de Tare, on divisera Tare et Tangle en
4&amp;gt; 8, etc.,

parties egales.

Fig. 112.

o

Fig. 1 1 3.

164. II peut arriver que le sommet de Tangle sorle de la

feuille de dessin; en d autres termes, on a besoin parfois de

trouver la bissectrice de Vangleforme par deuxdroites AB et CD

qu on ne peut pas prolonger jusqua leur point d intersection.

On mene (fig.iiZ] une perpendiculaire quelconque EP
sur AB et une perpendiculaire quelconque FQ sur CD. Sur ces

perpendiculaires, on prend deux longueurs egales HF et GE;

puis, par H, on mene une parallele a CD, et, par G, une paral-

lele a AB; le point de rencontre M de ces deux lignes est un

point de la bisseclrice cherchee. En eifet, ce point M esi (53)

a des distances egales GE et HF des deux droites proposees.
En prenant deux autres longueurs egales sur EP et FQ, on

obtiendrait un second point M de la bissectrice, et il ne res-

terail plus qu a tirer MM .

PROBLfcME.

165. Decrire une circonference qui passe par trois points
donnes A, B, C, non situes en ligne droite (Jig. 77, page 56).

Le centre devant se trouver (103) a Tinterseclion des per-
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pendiculaires elevees, 1 unesurle milieu de AB, 1 aulre surle

milieu de BC, il suffira, pour avoir ce centre, de repeter deux

fois la construction du n 162. II est meme inutile de tracer

les droites AB et BC. Le centre etant connu, on decrira la

circonference demandee a 1 aide d une ouverlure de compas
egale a 1 une des trois droites egales OA, OB, OC.

Pour Irouver le centre d une circonference dejh tracee, on

prend a volonte trois points A, B, C, sur cette circonference,

et Ton applique la solution qui precede.

16G. Dans la pratique, la circonference qui doit passer par les trois

points donnes A, B, C, a parfois un rayon trop grand pour qu on puisse

la tracer avec un compas ordinaire et meme avec un compas a verge. On
obtient alors cette circonference par points. Voici le precede le plus usite

(fig- n4).
Des points A et C comme centres, avec le m6me rayon, on de&quot;crit deux

circonferences sur lesquelles on porte, a partir des points P et Q, des

Fig

divisions egales P&amp;lt;7, ab, bc,... :
?a

,
a b\ V,...; Qa, aS, y,..., Qa ,

a p , ^ 7 ,
On mene deux rayons correspondants A, Ca, 1 un au-

dessus de AB, 1 autre au-dessous de CB, et leur intersection M est un point

du cercle cherche. En effet, les deux triangles AMI, BIG, ont deux angles

egaux, savoir : les angles en I comme opposes par le sommet, et 1 ungle

ilAI egal a BCI comme interceptant des arcs egaux sur des circonferences

egales; done Tangle AMC est egal a Tangle ABC, et par suite (143) le

point M est sur la circonference determinee par les trois points A, B, C.

De m^me, en menant deux rayons tels que \b et CJ3 ,
le premier au-

dessous de AB, et Tautre au-dessus de CB, on obtient encore un point N
de la circonference, car Tangle BAN etant egal au supplement BC(i/ de

Tangle BCN, le quadrilatere ABCN est inscriptible (1 ilj.
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PROBLfcME.

167. Mener par un point donn& C une perpendiculaire sur

une droite donne AB.

II y a deux cas a distinguer :

i Le point donne G esl sur la droite AB (fig* 1 15). En pre-

nant de part et d autre de C deux longueurs egales CA et CB

sur la droite donnee, le probleme est ramene a celui du

n 162. Seulement, ici, la droite AB est tracse, et Ton connaft

son milieu, de sorte qu il suffit de trouver un seul point D de

la perpendiculaire. De la cette construction :

Avec une ouverture de compas arbitraire, mais assez grande,

prenez sur la droite donnee, et a partir du point C, deux dis

tances egales CA et CB. Ouvrez davantage le compas, et des

points A et B comme centres decrivez successivement, avec

cette nouvelle ouverture, deux petits arcs de cercle au-dessus

de AB. En joignarit au point C le point D d intersection de ces

arcs, vous aurez la perpendiculaire cherchee.

Fig. n5. Fig. 116.

2 Le point C est hors de la droite AB (fig. 116). En tra-

cant, du point C comme centre, un arc de cercle qui coupe la

droite AB en deux points A et B, on est ramene an probleme
du n 162, avec cetle difference qu on connait deja un point C

de la perpendiculaire et qu il suffit d en trouver un second.

De la la construction suivante :

Du point C comme centre, avec un rayon assez grand, decri

vez un arc de cercle qui coupe la droite donnee en deux

points A et B. De ces points comme centres, avec une ouver

ture de compas sensiblement plus grande que la moitie de AB,
decrivez successivement deux petits arcs de cercle au-dessous
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de AB. En joignant au point C le point E ou ces arcs se cou-

pent, vous aurez la perpendiculaire demandee.

168. En bonne construction on ne doit jamais se servir di~

rectement de I equerre pour le dessin des perpendiculaires.

Toutefois, il est un cas tres-frequent dans la pratique ou 1 em-

ploi, en quelque sorle indirect, de cet instrument fournit

d excellents resultals : c est celui ou Ton doit metier sur une

droite des perpendiculaires par plusieurs points. On commence

par tracer avec soin Tune de ces perpendiculaires a 1 aide du

compas, puis on lui mene a I equerre des paralleles par les

autres points. On opere de meme lorsqu on veut elever une

perpendiculaire a Vextremite d une droite qiCon ne pent pas

j)rolonger;or\iracedi I equerre, par ce point extreme, une paral-

lele a une perpendiculaire que Ton a prealablement menee sur

cette droite en un autre point a 1 aide de la regie et du compas.

VI. - PROBLfcMES SUR LES TANGENTES.

PROBLEMS.

169. Mener par un point donne A une tangente a un cercle

donne 0.

11 faut distinguer deux cas :

i Le point k(fg. 117) est sur la circonference. II suffit

Fig. 118.

alors (107) d elever par le point A une perpendiculaire AT
sur le rayon OA.

2 Le point A est hors du cercle (Jig. 118). Supposons le

probleme resolu; soient AB une tangente menee par A au

cercle 0, et B son point de contact. La tangente etant per

pendiculaire a Texlremite du rayon, du point de contact B on
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voit la droite AO sous un angle droit OBA. Done (143) le

point B est situe sur la circonference decrite sur AO comme

diametre; ce point etant d ailleurs sur la circonference don-

nee 0, il est a 1 intersection de ces deux circonferences, et

Ton voit des lors qu il y a deux solutions.

Ainsi on decrira sur AO comme diametre une circonfe

rence, et, en joignant au point A les points B et B ou cette

circonference rencontre la proposee, on aura les deux tan-

genles BA et B A.

COROLLAIRE.

170. Les deux tangentes AB et AB que Von pent metier a

un cercle par un point exterieur A sont egales entre elles,

et la droite qui joint ce point exterieur au centre du cercle

divise en deux parties egales I anglel^P^ des deux tangentes,
ainsi que I angle BOB des deux rayons OB et OB qui abou-

tissent aux points de contact.

En effet, les deux triangles rectangles OBA, OB A sont

egaux comme ayant 1 hypolenuse AO commune et les cotes

de Tangle droit OB et OB egaux entre eux comme rayons du

cercle donne. On a done

AB = AB , angle BAO = angle B AO, angle BOA= angle B A .

SCOLIE.

171. Pour mener a un cercle une tangente parallele a une

droite donnee, on mene le diamelre perpendiculaire a la droile

donnee, et les extremites de ce diametre soni les points de

contact des deux tangentes qui satisfonl a la question.

PROBLEMS.

172. Inscrire un cercle dans un triangle donne ABC.

On dit qu un polygone est circonscrit a un cercle lorsque

chacun de ses cotes est tangent a la circonference; le cercle

est alors inscrit dans le polygone.
Cela pose, soit ABC (fig- 119) le triangle propose dans le-

quel il faul inscrire un cercle. Supposons le probleme resolu.

La droile AO, qui joint le centre du cercle cherche au point de

rencontre A des deux tangentes AD et AE, est, d apres Je pro-



LIVRE II. LA CIRC01STERENCE DE CERCLE. 98

bleme precedent, la bissectrice de Tangle A du triangle. On
voit de meme que le poinl doit encore se trouver sur les

bissectrices BO, CO, des angles B et C. D apres cela, on menera

deux de ces bissectrices, et de leur intersection comme

centre, avec une ouverture de compas egale a la longueur
commune des perpendiculaires OD, OE, OF, abaissees de ce

point sur les cotes, on decrira une circonference qui touchera

en D, E, F, les cotes du triangle donne.

SCOLIE.

173. II resulte de cette demonstration que les bissectrices

des trois angles d un triangle concourent en un meme point.

On voit d une maniere analogue que tes bissectrices des angles

exterieurs d un triangle ABC (fig. 120) forment un second

triangle O^ O&quot; dont les sommets sont situes sur les bissec

trices des angles interieurs. Chacun de ces sommets est le

centre d un cercle exinscrit, c est-a-dire d un cercle tangent
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a Tun des cotes du triangle et aux prolongements des deux

autres cotes. II existe done, en general, quatre circonferences

tangentes a trois droites donnees.

Si Ton designe par , b, c, les cotes BC, CA, AB, du trian

gle ABC, et par p le dem i-perimetre de ce triangle, on aura,

pour les distances du sommet A aux points ou la droite AB
louche les quatre cercles :

AM ==
/&amp;gt;,

AD -- p a, AI p
~

b, AK = p c.

En effet, 1 egalite

2/7
r=: AB -f- BH + HC -f- CA = AB -f- BM H- CN + CA

= AM -I- AN = 2AM

donne d abord
AM = p.

On obtiendrait de meme

BK =
/&amp;gt;,

de sorte que
AK BK AB=/i c.

On verrait de la meme maniere que

AL^AI^p b.

Enfin on a

2 AD = AD -4- AE = AB - BD -f AC - CE

== AB BF -f- AC CF = AB + AC BC

~.(zp a) a =
2/&amp;gt; 2,

c est-a-dire

AD = p a.

PROBLfeME.

174. D6crire sur une droite donn&e AB un segment capable
d un angle donne.

Supposons le probleme resolu, et soil AFB (fig. 121) le

segment cherche : la tangente BC au point B de ce segment
fait avec la corde AB un angle ABC qui, comme tout angle AFB
inscrit dans le segment, a (139) pour mesure la moitie de Tare
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situe au-dessous de AB; cet angle est done egal a 1 anglc

donne. On peul par suite mener cetie langente BG indepen-
damment du cercle ineonnu, en conslruisant au point B, au-

dessous de AB, un angle ABC egal a Tangle donne. Le centre

c

du cercle cherche sera alors a 1 interseclion de la perpen-
diculaire OE, elevee sur le milieu de la corde AB, el de la per-

pendrculaire BO elevee en B sur la tangenle BC; et Ton decrirn

ce cercle en placant Tune des pointes du compas en et en

donnanl aux branches une ouverture egale a OB.

PROBLEME.

175. Mcner une tangente commune a deux cercles ct .

Supposons le probleme resolu.

1 Soil AA une tangente commune exterieure, c est-a-dire qui laisse

les deux cercles d un m6me cote&quot; (fg. 122). Si, par le centre de Tun

des cercles, on imagine une parallele O B a AA
,
cetle parallele sera,

comme AA
, perpendiculaire sur le rayon OA. Elle sera done tangente

en B au cercle dcrit du point comme centre avec OB pour rayon ;
or,

la figure ABO A e&quot;tant un rectangle, on a

AB A O
, et, par suite, OB = OA - AB = OA O A .

On est ainsi conduit a la construction suivante : de&quot;crivez une circonfe-

rence du point comme centre, avec un rayon e&quot;gal
a la difference des

rayons des cercles donne&quot;s, et par le point menez une tangente a cette

circonfe&amp;gt;ence auxiliaire; B e&quot;tant le point de contact obtenu, tirez OBA,
menez O A parallele a OA; en joignant les points A et A

,
vous aurez la

tangente cherche*e.

Pour que le probleme soil possible, il faut et il suffit que le point no

soil pas a Tint^rieur du cercle auxiliaire.

On doit done avoir

OO ^OB, c est-a-dire OO -l OA - O A
;
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ce qui revient a dire (122) quo les deux cercles proposes et ne doi-

vent pas etre interieurs 1 un a 1 autre.

Fig. 122.

Si les deux cercles et sont exterieurs, tangents exterieurement ou

secants, on a 00
&amp;gt;
OA O A

;
le point est exterieur au cercle auxi-

liaire, et Ton peut par ce point mener deux tangentes a ce cercle; done

les deux cercles donnes ont, dans chacun de ces cas, deux tangentes com

munes exterieures.

Si les deux cercles sont tangents inteVieurement, on a 00 = OA O A
;

le point est sur la circonference auxiliaire; on ne peut done mener par
ce point qu une tangente a ce cercle, et par suite les deux cercles et

ont une seule tangente commune exte&quot;rieure.

2 Soit EE une tangente commune interieure, c est-a-dire qui laisse

les deux cercles et de cotes diffe&quot;rents (fig. ia3). En imaginant

comme ci-dessus une parallele O F a EE
,
on verra que cette parallele est

tangente a un cercle concenlrique au cercle et decrit avec un rayon OF

egal a la somme OE -+- O E des rayons des cercles donnes; d ou Ton de-

duira la construction suivante : Decrivez du centre de 1 un des cercles

une circonference, avec un rayon e&quot;gal
a la somme des rayons des cercles

proposes, et du point menez une tangente a ce cercle auxiliaire; F etant

le point de contact, tirez OEF, menez O E parallele a OF, et en joignant

les points E et E
,
vous aurez la tangente demandee.

Pour que le probleme soit possible, il faut et il suffit que le point ne

soit pas a l inte&amp;gt;ieur du cercle auxiliaire
;
on doit done avoir

00 &amp;gt;OF ou 00 &amp;gt;OE-+-0 E
,

ce qui revient a dire (122) que les deux cercles proposes et doivent

6tre exterieurs 1 un a 1 autre ou tangents exterieurement.

Dans le premier cas, on a 00
&amp;gt;
OE -+- O E

;
le point est exterieur

au cercle auxiliaire
;
on peut done mener par ce point deux tangentes a

ce cercle, et les deux cercles et ont deux tangentes communes inte&quot;-

rieures. Dans, le second cas, on a 00 = OE -+- O E
;
le point est sur
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la circonference auxiliaire; on ne peut done mener par ce point qu une

tangente a ce cercle, et par suite les cercles proposes et ont une

seule tangente commune interieure.

17G. En resume :

Deux cercles exte&amp;gt;ieurs (fig. 12$) ont ffiiatrc tangentes communes,
deux exte&quot;rieures, deux interieures.

Fig. 124.

Deux cercles tangents e\te&quot;rieurement (fig. i5) ont trois tangentes

communes, deux exte&amp;gt;ieures, une interieure.

Fig. 125.
Fig. 126.

Deux cercles secants (fig. 126) ont deux tangentes communes qui sont

exterieures.

Deux cercles tangents interieurement (fig. 127) ont une seule tangente

commune, qui est exte&amp;gt;ieure.

Fig. 127.

Deux cercles intSrieurs 1 un a 1 autre n ont point de tangente commune.
On voit aise&quot;ment que les tangentes, soit interieure-s, soit exterieures,

se coupent sur la ligne ties centres, qui est la bissectrice commune fie

leurs angles, ct quclles snnt .egales entre elles (170).
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VII. - APPENDICE.

Ml. La redaction des trois paragraphes precedents offre des diffe

rences essentielles.

Les problemes resolus dans le IV sont tres-simples; lenr solution, en

quelque sorte intuitive, n est au fond que la mise en oeuvre d un theo-

reme connu. Aussi nous sommes-nous bornes a e&quot;noncer d abord la solu

tion et a la demontrer ensuite brievement, sans expliquer comment on y
etait conduit.

Dans le VI, au contraire, les problemes sont plus compliqueV, pour

apercevoir la solution, 1 esprit doit faire quelques efforts auxquels nous

avons voulu initier le lecteur. A cet effet, nous avons suppose le pro

bleme re&quot;solu,
la figure construite, et nous avons montre comment, en

examinant avec attention sur cette figure la maniere dont les inconnues

se rattachaient aux donnees, on parvenait a decouvrir la construction

demandee.

La premiere marcbe constitue la synthese, qui prouve les verites con-

nues ; la seconde est Yanalyse9 qui trouve les verites inconnues. L analyse

est la me&quot;thode d invention
;
c est par elle seule que Ton decouvre. La

synthese n est en realite&quot; qu une methode d exposition ; plus rapide qu in-

structive, elle ne doit etre exclusivement employee que dans les cas

simples ou la solution est e&quot;vidente. En these
gene&amp;gt;ale,

dans toute bonne

exposition, il convient de commencer par une analyse succincte et de ne

laisser a la synthese que le soin d eclaircir les details; les deux me&quot;thodes

se present alors un mutuel secours, 1 une guidant la marche, 1 autre 1 as-

surant. C est ainsi que nous avons precede au V.

178. II est impossible d indiquer une methode generale et certaine

pour resoudre tous les problemes de Geometric. La nature des questions

qu on peut poser est trop variable pour que la solution puisse 6tre obtenue

a coup sur en suivant une marche unique. II existe toutefois quelques

precedes particuliers qui s appliquentplusdirectement a certaines classes

de questions. Nous allons indiquer sommairement ici ceux qui se rap-

portent aux deux premiers Livres.

179. Et d abord, sauf pour un petit nombre de questions tres-simples

qui se resolvent imm^diatement, on precede toujours par substitutions

successivcs. On ramene le problems propose a un autre, qui se ramene a

son tour a un troisieme, et ainsi de suite, jusqu a ce qu on arrive a un

probleme connu ou dont la solution soil immediate.

C est ainsi, par exemple, que le probleme de mener par un point une

parallele a une droite se ramene a la construction d un angle egal a un

angle donne; que toutes les questions relatives aux perpendiculaires se
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ramenent a la premiere d cntre elles, mcncr u/ir perpendtculairc sur lc

milieu tl^nnc droite ; que le probleme do la tangente commune a deux

cercles se ramene a la construction d une tangente par un point exle-

rieur, etc.

Voici un nouvel exemplo un peu moins simple :

Construins, dc tons les triangles e^uilatc raux dont Ics cotes passent par
trois points donnes A, B, C, cclui qui a lc plus grand pe*rimetre.

Le sommet M du triangle cherche MNP (Jig. 128) doit se trouver sur

le segment capable de Go
degre&quot;s

demerit sur AB. De meme, le segment

capable de Go degree decrit sur AC doit renfermer le sommet N. On ob-

tiendra done un triangle equilateral circonscrit au triangle ABC, en de-

crivant sur AB et sur AC deux segments de Go degres, menant a volontc

par le point A une secante MAN, et tirant MB, NC, qui, par leur rencontre,

donneront le troisieme sommet P; il restera alors a choisir parmi tous

les triangles qu on obtient ainsi celui dont le col6 MAN est maximum.

. 128. Fig. 129.

Le probleme est done ramene&quot; au suivant . Mencr, par un point A commun
a deux circonferences C et D, la secante maximum (jig. 1-29). Or, MAN
etant une secante quelconque, si Ton abaisse des centres C et D des per-
pendiculaires CP, DR, sur cette

se&quot;cante, la droite PR sera la moitie de la

secante, et il suffira de chercher le maximum de PR ou de la parallele DL
qui lui est

e&quot;gale. Or, le triangle rectangle DLC donne DL
&amp;lt; CD. CD est

done le maximum de PR, et ce maximum a lieu lorsque la secanle MAN
est parallele a la ligne des centres C et D des deux circonferences.

Parfois le probleme auquel on ramene la question proposee est plus
general que celle-ci. II faut alors ne prendre parmi les solutions du second

probleme que celles qui conviennent a la question primitive, et ^carter
les solutions e&quot;trangeres. Ainsi, au n 157, nous avons ramen6 le probleme
propose a trouver sur la droite BA un point A dont la distance au point C
soit egale a b. Mais, pour re&quot;pondre au probleme considere, la droite
AC = b doit, en outre, etre placed dans I angle donne&quot; B. C est pourquoi,

7-
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dans la discussion (158), nous avons rejete les droites comprises dans

Tangle adjacent el supple&quot;mentaire de Tangle B.

La me&quot;thode de substitutions successives n est pas seulement un
proce&quot;de&quot;

geometrique, c est la marche que suit naturellement Tesprit pour etablir

une proposition quelconque dont Tevidence n est pas immediate. C est ce

qui explique Tintervention de cette me&quot;thode dans la demonstration de la

plupart des thdsoremes de Gometrie. Pour prouver la ve&quot;rite&quot; d une pro

position A, on la ramene a une proposition B, qu on ramene a son tour

a une troisieme proposition C, et ainsi de suite, jusqu a ce qu on par-

vienne a une derniere proposition M evidente par elle-meme ou de&quot;montree

anterieurement. Mais, pour Texactitude du raisonnement, il est indispen

sable qu il y ait reciprocite entre deux propositions consecutives quel-

conques de la serie A, B, C, . . .
, M; en d autres termes, chacune des deux

propositions conse~cutives considerees doit entrainer Tautre, sans quoi la

ve rite&quot; de la proposition finale M n entrainerait pas celle de la premiere

proposition A.

Des qu on est arrive&quot; a construire la chaine des propositions A, B, C, . . .
,

M, on peut exposer la demonstration de deux manieres : soit en suivant

Tordre meme A, B, G,. . ., M, de Tinvention, soit en partant au contraire

de la proposition M et en remontant la s6rie dans Tordre inverse M
7

. . .
,

C, B, A. Dans le premier cas, on fait Vanalyse du th^oreme; dans le se

cond cas, on en presente la synthese.

180. Un precede qui me&quot;rite une mention
spe&quot;ciale

consiste a replier la

figure ou certaines parties de la figure autour d une droite convenable-

ment choisie, qui prend le nom ftaxe. Sur la figure ainsi doublee, on

decouvre souvent d un coup d oeil, entre certaines lignes, des relations

qui sans cela seraient restees inapergues. La theorie des perpendiculaires

et des obliques offre un exemple frappant de cette maniere d operer.

Quand on replie une figure autour d un certain axe XY, un point quel

conque M de cette figure vient en un point M que Ton peut obtenir en

abaissant de M une perpendiculaire sur XY, et en la prolongeant d une

quantite egale a elle-meme. Un pareil point M est dit le symetrique de M
par rapport a XY, et le procede dont nous parlons prend souvent le nom
de methodc par symetrie.

Voici deux nouveaux exemples de cette methode :

i Etant donnes deux points A et B et une droite XY, trouver sur cette

droite un point M, tel (jue la somme AM 4- BM soit un minimum.

Si les deux points donne&quot;s sont, comme A et B (fig. i3o), situe&quot;s de

part et d autre de XY, la droite AB r&sout la question; elle coupe XY au

point cherche M.

Si les deux points A et B sont d un meme cdte de XY (fig. i3o), on

observe que tout point M de XY est egalement distant du point B et de
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son symetrique B par rapport a XY (48) ;
le chemin AM B ost done

e&quot;gal

a AM B, et il suffit de chercher le minimum de AM B . A et B 6tantde

part et d autre de XY, on n a qu a tirer la droite AB qui rencontre XY
au point cherche M. II est bon de remarquer que les deux parties AM ct

Fig. i3o. Fig. i3i.

MB da ckeminminimnm so?it egalement inctinees sur XY. En effet, dans le

rabattement de la figure autour de XY, le point M restant fixe, et B venant

sur son symetrique B
, Tangle BMY recouvre Tangle B MY; et comme ce

dernier est oppose* par le sommet a AMX, on voit que les angles AMX,
BMY, sont egaux.

2 Etant donnes deux points A et B ct line droite XY, trouver sur cctte

droite un point M, tel que BM AM soil un maximum.
Si les deux points donn4s sont, comme A et B (fig. i3i), situes d un

meme c6t4 de XY, la droite AB re&quot;sout la question; elle coupe XY au

point cherche M. En effet, M e&quot;tant un point quelconque de XY, on a dans

le triangle B M A

AB ou B M- AM&amp;gt;B M f- AM .

Si les deux points A et B sont de part et d autre de XY (fig. i3i), on

voit en substituant, comme
pre&quot;ce&quot;demment,

au point B son symetrique B

par rapport a XY, qu il suffit de tirer AB
, qui coupe XY au point cher-

cheM.

181. Parmi les divers procedes de demonstration, on ne pent passer

sous silence la methodc dc reduction a Vabsurdc, qui consiste a montrer

que la non-existence de la proposition qu on veut e&quot;tablir conduit a une

absurdite manifeste ou a des consequences que Tenonce&quot; repousse. Nous

Tavons
de&quot;ja employee plusieurs fois, notamment au n 57, pour prouver

Texistence des paralleles.

Cette methode s applique surtout a la demonstration des r&iproqucs.

Supposons, par exemple, qu il s agisse de la re&quot;ciproque
de ce the&quot;oreme -.

Dans tout quadrilaterc circonscrit ABCD, la sommc de deux c6tes op-
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poses AB -+- CD est egale a la somme dcs deux mitres cotes opposes AD -+- BC

(fig. 132).

Fig. i3a.

On commencera par etablir comme il suit la proposition directe.

E, F, G, H, etant les quatre points de contact des cotes difquadrilatere

avec la circonference inscrite, on a (170)

AE = AH, BE i= BF, CG = CF, DG = DH
;

d ou, en ajoutant ces quatre egalites membre a membre,

AB - CD = AD -f- BC.

Passant maintenant a la reciproque, on dira :

Si, dans un quadrilatere ABCD, la relation

AB -f- CD b= AD -f- BC

est satisfaite (fig. 182), ce cjuadtilatere est circonscriptible, c est-a-dire

que si Ton trace un cercle tangent aux trois c6tes AD, AB, BC, et dont

le centre sera a la rencontre des bissectrices des angles A et B (170), ce

cercle sera necessairement tangent an quatrieme cote CD du quadrilatere.

En effet, s il n en e&quot;tait pas ainsi, on pourrait mener par le point D une

tangente DI a ce cercle, qui couperait en I le cote BC. Le quadrilatere DABI

etant circonscrit, on aurait a la fois

AB 4- Dl = AD H- BI et CD
&amp;lt;

DI -t- 1C.

II faudrait done en conclure, en ajoutant 1 egalite et I inegalil6 posees

membre a membre,
AB + CD

&amp;lt;
AD -r- BC,

ce qui ne peut avoir lieu d apres 1 hypothese.

Lorsque, apres avoir d^montre une proposition directe, on emploie ainsi

pour la reciproque la m6thode de reduction a 1 absurde, cela revient en

realite a d^montrer la proposition contraire (19).

La demonstration precedente prouve effectivement que, dans tout qua
drilatere non circonscriptible, les somrncs des cotes opposes ne sont pns

rgales; et alors, d apres la regie gsnerale du n 40, les reciproques des

deux propositions directe et contraire se trouvent verifies simultanement.
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182. De tous les proceeds particuliers, le plus general et le plus fecond

est la methode par intersection dc licux geonictrifjucs.
La plupart des problemes de Geometrie se ramenent en derniere ana

lyse a la determination d un point d apres cerlaines conditions. S ajj;it-il,

par oxemple, de faire passer un cerd.e par trois points donnes, tout re-

vient a trouver le centre; veut-on mener une tangente a un cercle par un

point exte&quot;rieur, on cherche le point de contact, etc. D apres cela, si on

laisse de c6te&quot; une des conditions donnees, les autres conditions ne sufii-

ront plus pour determiner un point unique, et il existera une infinite de

points qui satisferont a ces conditions et qui formeront par leur ensemble

un certain lieu geometrique renfermant le point cherche. En reprenant
la condition delaissee, et en faisant abstraction d une autre condition, on

aura un nouveau lieu geometrique qui rencontrera le premier au point

demande&quot;. On conceit que 1 elegance et la valeur pratique de la solution

obtenue sont subordonnees au choix plus ou moins habile des deux con

ditions que Ton de&quot; laisse tour a tour; car de ce choix dependent a la fois

la nature, la facilite* de recherche et la simplicite de construction des

deux lieux geomeHriques obtenus; la ligne droite et le cercle sont les

seuls lieux qui doivent figurer dans les problemes relalifs aux elements de

Geometrie plane, oil toutes les constructions s etTectuent avec la regie et

le compas.
Les paragraphes precedents renferment de nombreux exemplesde cette

methode :

Pour trouver le centre d un cercle passant par trois points donnes A,

B, C, on fait d abord abstraction de 1 un des points, C par exemple, et

Ton trouve pour le lieu geometrique des centres des circonferences passant

par A et B la perpendiculaire eieve&quot;e sur le milieu de AB; puis, en faisant

abstraction du point A, on a la perpendiculaire e&quot;levee sur le milieu de BC

pour le lieu des centres des circonferences passant par B et C. Ces deux

perpendiculaires se coupent au centre demande.

Dans le probleme mcncr une tangente a un cercle de centre par un

point extericur A, le point de contact inconnu doit, d une part, se trouver

sur la circonference 0, et de 1 autre etre le sommet d un angle droit dont

les cotes passent par les points fixes A et 0; il est done a Intersection

de deux lieux geometriques qui sont la circonference 0, et le cercle de-

crit sur AO comme diametre.

Voici maintenant un exemple nouveau et un peu plus complexe :

Decrire un cercle qui louche a la fois une circonference C ct une

droite AX en un point donne A (fg. i33).

La perpendiculaire 61ev6e par le point A sur la droite donnee est e\i-

demment un premier lieu du centre du cercle inconnu.
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Cela
pose&quot;, remarquons que ce centre est a une distance du point A

6gale au rayon du cercle cherche&quot;, et a une distance du point C
e&quot;gale

a la

somme ou a la difference des rayons du cercle inconnu et du cercle

donne&quot; C, suivant que ces cercles se touchent exterieurement ou interieu-

rement.

Fij. i33.

Done, si Ton prend a partir du point A, de part et d autre de la droite

donnee AX et sur la perpendiculaire qu on lui a menee au point A, deux

longueurs AB et AB
e&quot;gales

au rayon du cercle C, on voit que le centre

inconnu est equidistant de B et de C, si le contact est exte&amp;gt;ieur,
et de B

et de C si le contact est interieur. Les perpendiculaires elevens sur les

milieux de BC et de B C forment done un second lieu
geome&quot;trique du centre

cherche&quot;, et les points et ou elles coupent la perpendiculaire mene&quot;e

par A a la droite donne*e sont les centres des deux cercles qui resolvent

la question.

La meHhode par intersection de lieux ge&quot;ometriques se pr6te aussi bien

a la discussion des problemes qu a leur solution. On commence par cher-

cher les conditions pour que les deux lieux obtenus se rencontrent : le

nombre de leurs points communs est le nombre des positions du point

choisi pour inconnue. On apercoit ensuite en g6n6ral immediatement

combien, a chaque position du point cherche&quot;, re&quot;pondent
de figures rem-

plissant les conditions de Penonce
;
ce qui conduit au nombre de solutions

du probleme.

183. En terminant ces notions, que nous completerons d ailleurs a

mesure que nous avancerons dans I eHude de la Geometric, nous devons

faire une remarque essentielle. Dans un grand nombre de cas, une heti-

reuse inspiration, fruit de 1 habilude et d un certain sentiment des choses

ge&quot;ome&quot; triques, conduit a des constructions auxiliaircs qui facilitent singu-

lierement la solution du probleme que Ton cherche. Voici deux exemples :

i Constmire un trapeze connnissant les longueurs des cjuatre totes.

II suffit ftavoir I idee de mener par 1 un des sommets une parallele a 1 un
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dos c6te&quot;s non pa rallies; on obtientainsi un paralle&quot;logramme el un triangle ;

on sail construire le triangle, car on connait ses trois coles, el la figure

s acheve aisement.

2 Etant don/tees deux paralleles XY, XT ,
et deux points A ct B silues

liors de res paralleled ct de c6tes diJferentSj trouper le plus court chetnin

tie A en B par une lignc brisce AMNB iclte, que la portion MN comprise
entre les paralleles ait une direction donnee. II suffit ftavoir Videe de

mener par le point B (fig. 184) la ckoite BI parallele a la direction clonne&quot;e

et
e&quot;gale

a la longueur constante que les deux paralleles XY, X Y
,
inter-

ceptent sur les droites ayant cette direction. Car si AM N B est 1 un quel-

conque des chemins consid^r^s dans 1
^nonce&quot;, sa longueur sera 6gale a

celle de la ligne brise&quot;e AM IB; elle se composera done d une partie con

stante BI et d une partie variable AM I, et tout reviendra a chercher sur

la droite XY la position du point M pour laquelle le chemin AM I est mi

nimum. Or, cette position n est autre evidemment que le point M ou la

ligne droite AI coupe XY. Connaissant M, on n a plus qu a mener MN
parallele a la direction donnee et a tirer NB, pour obtenir le chemin mi

nimum demande AMNB.

Fig. 134.

On pourrait multiplier les examples; mais de tous ceux qu on citerail,

si nombreux qu ilsfussent, on ne ferait pas sortir la moindre regie g^nerale

relative a ces constructions, dont la diversite&quot; tient a la nature si variable

du sujet Iui-m6me, et constitue au fond la richesse inepuisable de la

Geometric.
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LIVRE IIL

LES FIGURES SEMBLABLES.

I. -- LIGNES PROPORTIONNELLES.

DEFINITIONS.

184. On dit que deux grandeurs sont proportionnelles Tune

a 1 autre lorsque le rapport de deux valeurs quelconques A
et B de la premiere est egal au rapport des valeurs correspon-
dantes C et D de^la seconde (131); et Ton donne le nom de

proposition a 1 egalile des deux rapports

A C

Lorsque les deux grandeurs considerees sont de meme
espece, comme deux longueurs, deux volumes, etc., on dit

que la valeur D est une quatrieme proportionnelle a A, B, C.

Dans la meme hypolhese, si les valeurs B et C sont egales

entre elles, la relation (i) devient

A B

B
=

l)

et Ton dit que B est moyenne proportionnelle entre A el D, et

que D est une troisieme proportionnelle a A el B.

185. Bapportons chacune des grandeurs considerees a une

unite de son espece; a el b elani les nombres qui mesurenl

les valeurs A et B de la premiere, on aura, d apres un Iheo-

reme connu (130),
A _a
B

==
b
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De meme, c et d elant les rapports des valeurs C et D a 1 u-

nite adoptee pour la mesure de la seconde grandeur, on aura

D
=

d

Par suite, la relation (i) se traduit par 1 egalite numerique

t*\
a c

b
=

d

qui prend aussi le nom de proportion; les deux nombres a

et d sont dits les termes extremes, et b et c les moyens.
On peut alors chasser les denominateurs et ecrire

ad -.-- be.

On enonce ce resultal de la maniere suivante : Dans toute

proportion (numerique}, le produit des extremes est egal an

produit des moyens.
De meme, la relation (

2
)
se traduit par 1 egalite numerique

a_b
b
~

d

ou

(4) b y ad et b~~\jad.

Ainsi
, quand une grandeur est moyenne proportionnelle

entre deux autres, le nombre qui la mesure est egal a la racitie

carree du produit des nombres qui mesurent les deux autres

grandeurs, r unite restant la meme.

186. II importe de bien saisir la distinction qui separe les

relations (
i

)
et

(
3 ). Dans la premiere, on ne saurait, par exem-

ple, chasser les denominateurs; le produit de deux grandeurs
n offre en effetaucun sens, car, dans toute multiplication, le

mulliplicateur au moins est un nombre abstrait.

Toulefois, nous parlerons souvent dans la suite du produit
de deux lign-es; mais ij faudra toujours entendre par la le pro

duit des nombres qui mesurent ces lignes rapportees a une

unite commune.



108 GEOMETRIE PLANE.

187. Voici un LEMME qui nous sera souvent utile :

Supposons qu un mobile parcoure de gauche a droite une

ligne droite indefinie XY sur laquelle sont marques deux

points fixes A et B, et etudions les variations du rapport des

distances du mobile aux points A et B (fig. i35).

Fig. i35.

X M A M IN B N *

Pour toute position M du mobile a gauche de A, on a

W_\ M B-AR _i _AB
M JJ

= MB M B

On voit par la que, si M est tres-loin, le denominateur M B
AB
M B

AR
est tres-grand; par suite, la fraction -r^ est tres-petite, et le

M A ... , *...**
rapport ^-^ est aussi voism qu on veut de 1 unite. A mesure

1VJ K

que le mobile se rapproche du point A, le denominateur M B

diminue en tendant vers AB; la fraction
TTT^ augmente en se

M A
rapprochant de Tunite, et le rapport -^j-r

diminue jusqu a o,

valeur qu il atteint lorsque le mobile arrive en A. Ainsi, a

gauche du point A; le rapport considere decroit d une ma-

niere continue de i a o.

., MA
Au dela du point A, le rapport ^-^ augmente, puisque son

IVIU

numerateur croit et que son denominateur diminue; et il de-

vient egal a i lorsque le mobile est au point milieu de AB.

Ainsi, de A en 0, le rapport considere croit d une maniere

continue de o & i.

A partir du point 0, en designanl par N la position du mo-
NA

bile a droite de ce point, le rapport ^ continue de croitre

pour les memes motifs; a mesure que le mobile se rapproche
de B, le numeraleur NA tend vers AB, le denominateur NB
diminue en tendant vers o; et, par suite, le rapport acquiert
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des valeurs de plus en plus grandes et peut meme surpasser

tel nombre qu on voudra. On exprime ce fait en disant que la

valeur du rapport devient infmie, et Ton represente par le

symbole GO cet etat limite. Ainsi, de en B, le rapport con-

sidere crott d une maniere continue de i a / GO .

Enfin, pour toute position N du mobile au dela de B, on a

N A NVB^hAB _AB_
WE&quot; N B

h
N B

lorsque le point N s eloigne de B, le denominateur N B aug-

mente de plus en plus jusqu a 1 infini; la fraction
^-=r

diminue

N A
graduellement jusqu a zero, etle rapport ^-jr

decrolt succes-

sivement jusqu a i. Ainsi, a droite de B, le rapport considers

decrott d une maniere continue de / GO a i.

En resume, le rapport considere prend deux fois a gauche
du point toutes les valeurs numeriques moindres que i, et

deux fois a droite du point toutes les valeurs numeriques

superieures a i.

Done enfin, etant donnes deux points fixes A et B, il existe

toujours sur la droite indejinie XY, qui les contient, deux

points, et seulement deux, tels que les rapports des distances

de chacun d eux aux points A et B aient line m&me valeur

donnee. Ces deux points sont situes d un mme cdte du mi
lieu de AB, I un entre A et B, I autre en dehors; Us sont

d ailleurs a gauche de 0, comme M et M ,
ou a droite de 0,

comme N et N , suivant que la valeur donnee du rapport est

inferieure ou superieure a I unite.

Le point N, situe entre A et- B, divise reellemenl la droite AB
dans le rapport donne; par extension, on dit que le point

exterieur correspondant N divise aussi la droite AB dans ce

meme rapport. Pour eviter toute confusion, on qualifie alors

d additifs les segments NA et NB determines pap le point N,

et dont AB ^t la somme, et de soustractifs les segments N A
et N B determines par le point N , et dont AB est la difference.

Lorssqu une droite AB est ainsi divisee par deux points N
et N , de facon que les segments additifs NA et NB soient pro-
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porlionnels aux segments soustractifs N A el N B, on dit que
ces deux points N et N divisent liarmoniquement la droite AB
ou sonl conjugate karmoniques par rapport a la droile AB. La

relation

N\ _N A
NB ~N B

pouvant etre ecrite

AN BN
AN

&quot;~= BN

on voit que, reciproquement, A et B sont conjugues harmo-

niques par rapport a la droite NN .

188. Deux droites quelconques sont couples en parties pro-

portionnelles par line serie de droites paralleles; en d autres

termes, lorsque deux droites AG, A G
,
sont couples par une

serie de paralleles AA ,
BB

,
. . .

, GG ,
le rapport de deux seg

ments quelconques de la premiere droite est egal au rapport
des segments correspondants de la seconde (fig. i36, 187 ).

Fig. i36.

II suffit (135) de prouver :

i Que, si deux segments AB et EF de la premiere droite

sont egaux entre eux, les segments correspondants A B et E F

de la seconde droite sont aussi egaux enlre eux ;

2 Que, si sur la premiere droite un segment EG est egal a

la somme de deux autres AB et CD, sur la secorfde droite, le

segment E G , correspondant a EG, est aussi egal a la somme
des segments A B et C D qui correspondent a AB et a CD.

i Menons A P et E Q paralleles a AG; A P et AB seronl
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egales comme paralleles comprises entre paralleles; E Q sera

egale a EF pour la meme raison; par suite, on aura A P^E Q,

puisqu on a par hypothese AB= EF. D ailleurs, les angles PA B ,

QE F sont egaux comme correspondants, et les angles A PB ,

E QF ,
comme ayant les cotes paralleles et de meme sens;

done, les triangles PA B , QE F , ayant un cote egal adjacent
a deux angles egaux chacun a chacun, sont egaux, et Ton a

A B = E F .

2 Puisque, par hypothese, EF = AB et GF = CD, on a,

d apres 1 alinea qui precede, E F ^A B et F G = C D
;

le

segment E G est done egal a la somme de A B et de C D .

La figure peut offrir deux dispositions differentes; mais la

demonstration subsiste.

THfcOREME.

189. Toute parallele DE & I un des cdtAs BC d un triangle

ABC, divise les deux autres cdtds en parlies proportionnelles

(fig. 1 38, 139,140).

Fig. 1 38. Fig. 1 39 . Fig. 140.

En effet, en concevant par le sommet A une parallele a BC,

on voit (188) qu on a

DA EA

ou encore

()

(3)

DB EC

AD AE
AB

~z
AC

BA CA
BD

~
CE

Chacune de ces proportions se trouve ici demoniree direr-
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tement; mais il convient de remarquer qu en vertu des regies

de 1 Arithmetique Tune quelconque d entre elles entraine les

deux autres.

Nous avons indique les trois dispositions que peut presenter

la figure.

190. RECIPROQUEMENT, si deux points D et E, situes respecti-

vement sur deux cdtes AB et AC d un triangle ABC, dwisent

ces cdtes en parties proportionnelles, la droite DE qui unit ces

deux points est parallele au troisieme cdte BC.

Puisque chacune des proportions (i), (2), (3), entraine les

deux autres, on peut partir de Tune quelconque d entre elles

comme hypothese; nous choisirons, par exemple, la premiere

DA EA
DB

~&quot;

EC

Cela pose, il faut distinguer plusieurs cas :

Supposons d abord les points D et E situ&s sur les cdtes eux-

mmes, c est-a-dire 1 un D entre A et B, et l*tutre E entre A
et C (Jig. 1 38) ; et concevons par le point D une parallele a BC.

Cette parallele determinera (189) entre A et C un point dont

les distances a A et a C formeront un rapport egal a
-p-^- Or,

entre A el C (187), il n existe qu un seul point dont le rapport

des distances a A et a C soil egal a
=r^&amp;gt;

et ce point est, par

hypothese, le point E. Done la parallele a BC, menee par le

point D, passe par E et coincide avec DE. Done enfin DE est

parallele a BC.

Supposons, en second lieu, les points D et E situes sur les

prolongements des cdtes. Si D est, par exemple, au-dessous

DA
de AB (fig. i3g), le rapport ^-^ sera superieur a i; il en sera

UD
pi \

done de meme de son egal =^, et, par suite, le point E sera
JLL

pareillement au-dessous de AC. Des lors la demonstration

s achevera comme ci-dessus.

On verrait de meme que si D etait au-dessus de BA
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la proportion (i) exigerait que E ful au-dessus de CA; puis on

acheverait la demonstration comme dans le premier cas.

Cette re.ciproque demande une certaine attention; Thypo-
these renferme en realite deux parties : la premiere consiste

dans 1 existence de la proportion (i), et 1 autre est relative a la

situation des points D et E qui doivent etre places de la meme
maniere sur les cotes AB el AC. Bien que sous-entendue d or-

dinaire pour plus de brievele, cette secoride partie est indis

pensable; car si Tun des points D elail, par exemple, sur le

cote AB lui-meme et Taulre E sur Tun des prolongements du

cote AC, la droite DE ne pourrail elre parallele a BC, bien que
la proportion (i) fut satisfaite.

THfcOREME.

191. Dans tout triangle ABC (Jig. i^\)\
i La bissectrice AD d un angle quelconque BAG divise le

c6te oppose BC en deux segments additifs DB et DC propor-
tionnels aux cdtes adjacents ;

2 La bissectrice AD d un angle exterieur BAE divise le

c6te oppos6 en deux segments soustractifs D B, D C, propor-
tionnels aux cdtes adjacents.

Fig. i*i.

En effet :

i En menant BE parallele a la bissectrice AD, on a dans le

triangle BEG (189)
DB AE
DC ~AC*

D aulre part, Tangle BEA est le correspondant de Tangle DAG,
et les angles EBA et DAB sont alternes-internes; or, AD etanl

bissectrice de Tangle BAG, les angles DAG, DAB, sont egaux;
par suite, les angles BEA, EBA, sont aussi egaux, el le triangle

8
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BAE est isocele. En remplacanl alors, dans la proportion qui

precede, le cote AE par son cgal AB, on a

DB_ AB
&quot;DC

~~
AC

2 En menant BE parallele a la bissectrice AD de Tangle

exterieur BAE, on a dans le triangle D AC (189)

ITB AE
IVC

~~
AX]

D autre part, Tangle BE A est le correspondant de Tangle D AE,
et les angles E BA et D AB sont alternes-internes; or, AD
etant bissectrice de Tangle BAE, les angles D AE, D AB, sont

egaux; par suite, les angles BE A, E BA, sont aussi egaux, et

le triangle BAE est isocele. En remplacant alors, dans la pro

portion qui precede, le cote AE par son egal AB, on a

D B AB
D C AC

192. RECIPROQUEMEIST, si line droite, issue du sommet d un

angle d un triangle, divise le c6te oppose en parties propor-
tionnelles aux cdtes adjacents, cetle droite est la bissectrice

de I angle considere ou de I angle supplementaire, suivant

fju elle rencontre le c6te oppose lui-meme ou I un de ses pro-

longements.
En effet, enlre B et C il n existe qu un point D qui divise BC

dans le rapport de AB a AC (187); le theoreme direct exige

done que ce point appartienne a la bissectrice de Tangle BAG

De meme, en dehors de BC, il n existe qu un point D qui

divise BC en deux segments soustractifs proportionnels a AB
et a AC (187) ;

et le theoreme direct exige alors que ce point

appartienne a la bissectrice de Tangle exlerieur BAE (Jig. i/JO-

COROLLAIRE.

193. Les deux points D el D satisfonl a la proportion

DC
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ils soul done conjugues harnioniques par rapport a la droite BC

(187). Ainsi, les deux cdtes d un angle, la bissectrice de cet

angle et celle de son supplement, determinant quatre points
sur line secante quelconque, les deux derniers sont conjugues

par rapport aux deux an t res.

Par suite, si I on a un triangle PMQ inscril dans un cercle,

le diametre DD perpendiculaire a l un des cdtes PQ du triangle

est divis liarmoniquement par les deux autres c6tes (fig. i4 2 )-

Car les arcs IV P et D Q etant egaux, la droite MD est bis

sectrice de Tangle PMQ, et sa perpendiculaire MD est alors

bissectrice de Tangle adjacent et supplemental QMC.

RECIPROQUEMENT, si I on a un triangle PMQ inscril dans un

cercle, et si le diametre DD est divise liarmoniquement en B

et C par les deux cdles MQ et MP, ce diametre est perpendi
culaire au troisieme cdte PQ (Jig- i4 2 )-

En effet, la perpendiculaire PQ abaissee du point P sur DD

correspondraii a un nouveau triangle inscrit PMQ , et, d apres

la proposition direcle, le diametre DD couperait le cote MQ
de ce triangle en un point B conjugue harmonique du point C

par rapporl a DD . Mais B esl deja ce conjugue harmonique;
done, les points B el B se confondenl ainsi que les Iriangles PMQ
el PMQ , el PQ esl perpendiculaire sur le diametre DD .

19i. Le lieu geometrique des points dont les distances a

deux points fixes sont dans un rapport donne est line circon-

ference (fig. i42 )-

Fig. 142.

Soient B et C les deux points fixes, le rapport donne et M

8.
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un point quelconque du lieu, c est-a-dire un poinl tel, qu on

ait

MB m

II existe d abord, sur la droite indefinie BC, deux points du

lieu, c esl-a-dire (187) deux points D et D qui satisfont aux

relations

DB m IVB in

DC
~

FC ~ ~n
-

on deduit de la

DB MB D B MB
DC

&quot;

MC i) C
~

MC

Ces proportions prouvent (192), la premiere que MD est la

bissectrice de Tangle BMC, el la seconde que MD esl la bis-

seclrice de Tangle supplementaire BMP. Or, les bissectrices

de deux angles adjacents et supplementaires sont reclangu-

laires. Done, le point variable M est le sommet d un angle

droil DMD dontles deux cotes passent constamment par deux

points fixes D el D
;
tout point M du lieu est done situe sur la

circonference decrite sur DD comme diametre.

II resle a demontrer que, reciproquement, tout point M de

cetie circonference DD appartient au lieu, c est-a-dire satis-

fait a la relation (i).

Or, puisque les points B et C divisent harmoniquement le

diametre DD , les points P et Q, ou les droites CM et MB ren-

contrent la circonference, soni symetriques par rappori au

diametre DD (193). Les arcs D P et D Q sont done egaux, et

la droite MD est bissectrice de Tangle BMP. On a, par suite,

la proportion
MB D B m
ITC D7C

&quot;

~n

II. - LIGNES PROPORTIONNELLES DANS LE CERCLE.

DEFINITIONS.

193. On dit que deux droites, tracees entre les cotes d un

angle ou de son oppose par le sommet, soni anti-paralltles,
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lorsque la premiere fait avec 1 un des cotes de Tangle donne un

angle egal a celui que la seconde droite fait avec 1 aulre cote.

Ainsi, les deux droites DE et BC (fig. 43) sont anii-paral-

leles par rapport a Tangle BAG, si Tangle ADE cst egal a Tangle

Fig. i ,3.

ACB. Alors Tangle AED, que la premiere droite forme avec le

second cote AC, est egal a Tangle ABC que la seconde droite

fait avec le premier cote AB (79).

TIlfcORfcME.

196. Lorsque les deux cdtes d un angle sont coupes par
deux droites anti-paralleles, le produit des distances du som-

met aax deux points oil chacun des cbtes est rencontre par
les deux transversales est constant (Jig. i43).

Ainsi, BAC etant Tangle propose et les deux droites BC et

DE etant anli-paralleles, on a la relation

AB.AD AC.AE.

En effet, prenons AD = AD et AE = AE, et menons D E .

L egalite des triangles ADE, AD E r

, qui ont un angle commun

compiis entre deux coles egaux, entraine celle des angles

ADE, A D E . D ailleurs, les angles ADE, ACB, sont egaux par

hypothese (195); done les angles correspondants AD E
, ACB,

sont egaux, et les droites BC, D E
, sont paralleles (65); on a

done (189) la proportion

AB
AE

_AC
AD

qui, lorsqu on remplace les quantites AE et AD par les quan-
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tiles egales AE et AD, devient

^? = ^ ou AB.AD^AC.AE.
AE AD

197. RECIPROQUEMENT, si deux droites DE et BC, tracees entre

les cdtes d un angle BAG, sont telles, que le produit des dis

tances du sommet aux deux points oti elles coupent chacun

des cdtes soit constant, c est-a-dire sont telles, qu on ait

(i) AB.AD~AC.AE ou 41 ^ Tfi
Alii AD

ces droites sont anti-paralleles par rapport a cet angle.

En effet, concevons la droite qui, menee par le point E,

serait anti-parallele a BG par rapport a Tangle BAG; cette

droite coupe le cole AB en un point (196) dont la distance

au sommet A sera une quatrieme proportionnelle a AB, AE,
AC. Or, la distance AD est precisement, en vertu de 1 egn-

lite (i), cette quatrieme proportionnelle; done la droite DE
est anti-parallele a BC.

COROLLAIRE.

198. Si les deux points D et B se confondaient (fg. i44)&amp;gt;

on aurait AB = AC.AE.

Done, lorsque deux droites anti-paralleles par rapport a un

angle se coupent sur I un des cdtes de cet angle, la distance dn

sommet ci ce point est moyenne proportionnelle entre les dis~

tances du sommet aux points ou le second cdte de I angle

coupe les deux droites anti-paralleles.

RECIPROQUEMENT, si par un point B, pris sur I un des cdtes
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d un angle BAG, on mene dans Vinterieur de I angle deux

droites BC, BE, telles, que AB AC . AE, ces deux droites son!

anti-paralleles par rapport a cet angle.

THfiORfeME.

199. Si, d un point pris dans le plan d un cercle, on mene
de$$cantetd, ce cercle, leproduit des distances de ce point aucc

deux points d intersection de cliaque secante avec la circonfe-
rence est constant, quelle que soit la direction de la secante.

Fig- 1-13. Fig. 1.^6. Fig. I/};.

Ainsi, soient EA, ED, deux secantes issues du point fixe E;
il s agit de demontrer qu on a

EA.EBrrrEC.ED.

La figure peut se presenter de deux mariieres, suivant que
le point E est interieur (fig. i^5) ou exterieur au cerclo

(fig. 146); mais la demonstration est la meme dans les deux
cas.

Menons les cordes AC et BD; les angles ACD, ABD, etant

inscrits dans le meme segment, sont egaux, et par suite les

cordes AC, BD, sont anti-paralleles par. rapport a Tangle AED.
On a done (196) la relation

200. KECIPROQUEMENT, lorsque deux droites AB et CD, pro-

longees, sil le faut, concourent en un point E tel, qu on ait

la relation

EA.EB=:EC.ED,



I2O GEOMETRIE PLANE.

les extremites A, B, C, D, sont situees sur line m&me circonfe-
rence.

En effet, d apres le n 197, la relation donnee prouve que
les deux droites AC et BD sont anti-paralleles par rapport a

Tangle AED; par suite, les angles ACD, DBA, sont egaux, et si

sur la droite AD on decrit un segment capable de Tangle ACD,
la circonference qui passe par les trois points A, C, D, renferme

le point B.

COROLLAIRE.

201. Jieprenons le cas ou le point E est exlerieur (Jig. i46)

et supposons que la secante EDC tourne autour du point E

jusqu a ce qu elle coincide avec la tangente EF; la secante

entiere EC et sa partie extcrieure ED deviendront Tune et

Tautre egales a la longueur EF de la tangente, et la relation

EA.EBr^EC ED,

prise a la limite, sera la suivante

Done, si, par un point exterieur & un cercle, on mene a ce

cercle une secante et une tangente, la tangente est moyenne

proportionnelle entre la secante entiere et sa partie exterieure.

On pent d ailleurs appliquer directement a ce cas parlicu-

lier la demonstration du cas general : les angles EBF, AFE

(Jig. i4?)&amp;gt;
1 un inscrit, Tautre forme par une tangenie et une

corde, ontTun et Tautre pour mesure la moitie de Tare AF;

Tegalite de ces angles prouve Tanti-parallelisme des droites AF
et BF par rapport a Tangle E, et r5ar suite (198) entraine la

relation

202. BECIPROQUEMENT, si trois points A, B, F, situes, les deux

premiers A et B sur un cdte de I angle E, et le troisiemeF sur

I autre cdte, sont tels, qu on ait la relation

EF ^EA.EB,
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la cii conference qui passe par ces trois points est tangente
en F au c6te EF.

En effet, d apres le n 198, la relation donnee prouve 1 anti-

parallclisme dcs droites AF et BF par rapport a Tangle E; les

angles AFE, EBF, sont done egaux; par suite, si Ton decrit

une circonference passant par A et F et tangente en F a la

droite EF, cette circonference, d apres la construction connue

du segment capable (174), passera par le point B.

III. - SIMILITUDE DBS POLYGONES.

DEFINITIONS.

203. Deux polygones d un meme nombre de totes sont dils

semblables lorsqu ils ont les angles egaux et les cotes homo-

logues proportionnels.

On enlend par cdtes homologues ceux qui sont adjacents a

des angles respectivement egaux, et Ton donne a ces angles

eux-memes le nom Wangles homologues; enfin, on appelle

rapport.de similitude des deux polygones le rapport de deux

cotes homologues quelconques.

Ainsi les deux pentagones ABCDE, A B C D E (Jig. 148),

sont semblables, s ils satisfont aux relations

AB BC CD DE EA
A B

~
B C

~&quot;

CD 7

&quot;

D E
&quot;&quot;

E A
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Dans les triangles semblables, lelsque ABC, A B C/f^g*. 149),

les cotes homologues sont opposes aux angles egaux.

Fig. 149.

LEMME.

204. En coupant un triangle ABC par une parallele DE a

I un des cdtes BC, on determine un nouveau triangle ADE
semblable au premier (Jig. i5o, i5i, i52).

Fig. i5o. Fig. i5i. Fig. i52.

En effet :

D abord les deux triangles ADE, ABC (fig. i5o), ont leurs

angles respectivement egaux; car Tangle A est commun et les

angles ADE, ABC, sont correspondants, ainsi que les angle?

AED, ACB.

En second lieu, les cotes homologues sont proportionnejs;

car, DE etant parallele a BC, on a (189)

AD AE
AB AC

puis, en menant EF parallele a AB, on a encore

AE BF
AC

~
BC

on, comme les paralleles DE, BF, comprises entre paralleles,

sont egales,
AE DE
AC- BG
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la reunion des proportions (i) et (2), qui ont un rapport com-

mun, donne la suite de rapports egaux

AD_ AE_DE
AB~AC~~BC

SCOLIE.

205. La proposition enoncee subsiste lorsquela parallele DE
est siluee au-dessous de BC (Jig. i5i), ou au-dessus de A

(fig. 162). La demonstration est absolumenj, la meme dans le

cas de \zfig. i5i; et, dans le cas de \zfig- i5i, toute la diffe

rence consisle en ce que les angles ABE, ABC, ainsi que les

angles AED, ACB, sont alternes-internes au lieu d etre corres-

pondants.
THEOREMS.

206. Deux triangles ABC, A B C/, sont semblables :

i Lorsquils ont deux angles egaux chacun a chacun ;

2 Lorsquils ont un angle egal compris entre deux cdtes

propo rtionnels;

3 Lorsqn ils ont les cdtes proportionnels.
i Supposons qu on ait (fig. i53)

Prenons sur le cote AB homologue de A B une longueur
AD egale a A B

, et menons DE parallele a BC. Le triangle ADE

Fig. i53.

est semblable a ABC (204), et il suffit de demontrer 1 egalite

des triangles ADE, A B C .

Or, les angles A et A sont egaux par hypothese; Tangle ADE
est correspondant de Tangle ABC, qui, par hypothese, esl egal

a B
; enfin, le cote AD esl egal a A B par construction. Done
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les deux triangles ADE, A B C , sont egaux, comme ayant un

cote egal adjacent a deux angles egaux.
2 Supposons qu on ait

prenons sur le cote AB homologue de A B une longueur AD

egale a A B
, et menons DE parallele a BC. Le triangle ADE

est semblable au triangle ABC (204), et il suffil de demontrer

1 egalite des triangles ADE, A B C .

Or, la similitude des triangles x\BC, ADE, donne la propor
tion

AB AC
AD
=

AE

qui a les memes numeraleurs que la proportion (i); les deno-

minateurs AD et A B des deux premiers rapports etant en

outre egaux par construction, il faut que AE = A C ; les deux

triangles ADE, A B C , sont done egaux comme ayant un angle

egal compris entre deux cotes egaux.
3 Supposons qu on ait

AB BC CA
(0 V B

~

B L C A

prenons sur le cote AB une longueur AD egale a A B , et menons
DE parallele a BC. Le triangle ADE est semblable a ABC (204),

et il suffit de demonlrer 1 egalite des triangles ADE, A B C .

Or, la similitude des triangles ADE, ABC, donne la serie de

rapports egaux

AB BC CA
AD ^DE^EA

qui presente les memes numerateurs que la serie (i). Par

suite, les denominateurs AD, A B , des deux premiers rap

ports elant egaux par construction, il faul qu on ait aussi

DE^B C , EA^C A
;

les deux triangles ADE, A B C , sont done egaux comme ayant

les trois cotes egaux chacun a chacun.
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COROLLAIRES.

207. Deux triangles sont semblables, lorsqu ils ont leurs

cdtes respectivement paralleled on respectivement perpendi-
culaires; car, dans Fun el 1 autre cas, ces triangles oni leurs

angles egaux chacun a chacun (80).

208. Deux triangles rectangles sont semblables, lorsqu ils

ont un angle aigu egal.

SCOLIES. .

209. II resulle du n 20G que, dans les triangles, I egalite
des angles enlratne la proportionnalite ties cdtes, et recipro-

quement. Cette propriele fondameniale, dont la decouverle

est aitribuee a Thales (689-548 av. J.-C.), ne suhsiste pas pour
des polygones quelconques. Par exemple, un carre^et un rec

tangle ont leurs angles egaux, et cependanl leurs cotes homo-

logues ne sont pas proportioimels. De meme, un carre el un

losange onl leurs coles proporiionnels, el cependanl leurs,

angles ne soni pas egaux.

210. Le lableau suivanl, dans lequel nous avons reuni les

cas d egalite et les cas de similitude de deux iriangles, en les

faisanl correspondre un a un, permel de comparer les deux

theories.

Deux triangles sont :

e&quot;gaux, |
semblables.

lorsqu ils ont :

Deux angles egaux comprenant
un cot

e&quot;gal ;

2 Un angle egalcomprisentre deux

cotes egaux ;

3 Les trois cotes e&quot;gaux.

i Deux angles gaux;

2 Un angle e&quot;gal comprisentre deux

c6tes proportionnels ;

3 Les trois cdte&quot;s proportionnels.

On voit que chaque cas de similitude ne renferme que deux

conditions, tandis que I egalite en exige toujours trois.

211. 11 imporle en outre de remarquer le mode uniforme

de demonstration que nous avons adople au n 206. Le pro-
cede consiste a prendre, sur un cote du premier triangle, a
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partir du sommet, une longueur egale au cote homologue du

second; puis a mener, par le point ainsi determine, une pa-
rallele a Tun des deux aulres cotes du premier triangle. On
construit ainsi un triangle auxiliaire qui, d apres le lemme du

n 204, est semblable au premier; et les conditions renfermees

dans 1 hypolhese permettcnt ensuite de demontrer aisement

que ce triangle auxiliaire est egal au second triangle, en vertu

du cas d egalite qui correspond au cas de similitude que Ton

etudie.

212. Enfin, il reste a montrer 1 usage de cetle theorie, c est-

a-dire a indiquer de quelle maniere les cas de similitude

interviennent dans la demonstration des theoremes. Deux

triangles semblables salisfont a cinq conditions, et chaque cas

de similitude comprend deux de ces conditions groupees de

telle sorte*que, lorsqu elles sonl satisfaites, les cinq soient

remplies. Par suite, quand, dans une certaine figure, on aura

reconnu la similitude de deux triangles par 1 applicalion de

Tun des irois cas, on devra en conclure immediatement que
les trois autres conditions sont remplies, et Ton aura acquis

de cetle maniere de nouvelles donnees qui permettront d aller

plus loin.

Cherchons, par exemple, dans quel rapport se coupent les

jnddianes d un triangle.

Les m&dianes d un triangle sont les droiles qui unissent

respectivement chaque sommet au milieu du cote oppose.

Etant donne un triangle ABC (fig. i54), tracons deux de ses

medianes AD et BE qui se coupent au point G.

Fig. i5^.

Si Ton mene la droite DE, cette droite est parallele au cote

AB (190), et les deux triangles AGB, DGE, sont semblables,
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aussi bien que les deux triangles ACB, ECD (204). On a done

la suite de rapports cgaux

DG
AG

EG
BG

DE
AB

CD
CB

Puisque^)G == el E(, , il en resulle

AD
3

I)G = ~ el
BE

Ainsi, deux medianes quelconques d un triangle se coupent
en un point situe au tiers de chacune d elles, a partir du c6te

qu elle divise en deux parties egales.
D apres cela, la seconde et la troisieme mediane rencontrent

la premiere au meme point. Done, les trois medianes d un

triangle concourent en un n\6me point, place sur chacune
d elles, comme on vient de le dire.

THEORfcME.

213. Deux polygones, composes d un m&me nombre de

triangles semblables chacun a cliacun et semblablement dis

poses, sont semblables (Jig- i55).

Soient ABF, FBI;, EBC, CED, et A B F , F B E
, E B C ,

u E D
, deux series de triangles respectivement semblables et

semblablement disposes; le polygone ABCDEF, forme par les

premiers triangles, est semblable au polygone A B C D E F

que forment les seconds.

En effel :

1 Les angles des deux polygones sonl egaux, soil comme
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angles homologues de deux triangles semblables, soil comme
sommes d angles homologues de plusieurs triangles sembla

bles. Ainsi, les angles A et A sont egaux comme angles ho

mologues des deux triangles semblables BAF, B A F
, landis

que Tangle B est egal a Tangle B comme etant la somme des

trois angles ABF, FBE, EBC, respectivement egaux atix trois

angles A B F , F B E , E B C , qui composent Tangle B .

2 Les cotes homologues sont proportionnels, car on a sue-

cessivement :

A cause des triangles semblables ABF, A B F
,

A^B A^F BJ^__
_^_

_____

A cause des triangles semblables BFE, B F E
,

BF FE E 8

BF FE EB

A cause des triangles semblables EBC, E B C ,

E B WC f C ;

E\
^B&quot; ~H(T &quot;CE~

A cause des triangles semblables CED, C E D
,

C/E C D D^F
&quot;CE~

:

&quot;cIT &quot;DE&quot;

d ou, en supprimant les rapporB communs,

A^B A^F E B^7 C^D D E
AB AF FE

&quot;

BC
&quot; :

CD DE

21k. RECIPROQUEMENT, deux polygones semblables peitvent
tre decomposes en un m&me nombre de triangles semblables

et semblablement disposes (Jig. i56).

Solent ABCDE, A B C D E
, deux polygones semblables.

Prenons a Tinlerieur du premier un point quelconque 0, et

joignons ce point aux extremiles du cote AB; puis, sur le

cote A B homologue de AB, et dans Tinlerieur du poly-

gone A B C D E
, construisons les angles B A O ,

A B O , res-
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pectivement egaux aux angles BA(3, ABO. Le point sera le

sommet d un triangle O A B semblable au triangle OAB (206),

Fig. 1 56.

et situe, par rapport au second polygone A B C D E , de la

meme maniere que le triangle OAB par rapport au polygone
ABODE.

Cela pose, joignons le point a tous les sommels du premier

polygone, et le point a lous les sommets du second ; les deux

polygones seront ainsi decomposes en un meme nombre de

triangles semblablement disposes, dont il s agit de demontrer

la similitude respective.

Or, les deux premiers triangles OAB, O A B
, semblables

par construction, donnent

O R A B

~OF ~AB~

la similitude des polygones proposes donne a son tour

A B B f/

HP :

~BlT

on a done

OMB;
B C

&quot;OB&quot; ~BG&quot;

D ailleurs, Tangle B C , difference des angles A B C f

,
A B ,

qui sont respectivement egaux aux angles ABC, ABO, est egal

a Tangle OBC, difference de ces deux derniers. Done les trian

gles OBC, O B C , sont semblables comme ayant un angle egal

compris entre cdtes proportionnels.

De la similitude des triangles O B C , OBC, on deduirait de

m erne celle des triangles suivants O C D
, OCD ; el ainsi de suite.

9
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SCOLIES.

215. Deux points et
,
situes dans le plan de deux poly-

gones semblables, sont dits homologues, lorsqu en joignant

1 un d eux aux extremites d un cole AB et 1 autre aux

extremites du cote homologue A B
, on obtient deux trian

gles OAB, O A B , semblables et semblablement disposes par

rapport aux deux polygones.
II resulte de la demonstration precedenle que deux points

homologues quelconques peuvent etre pris pour centres de

decomposition de deux polygones semblables en triangles

semblables et semblablement disposes.

Si le point etait exterieur au polygone ABCDE, son ho

mologue serait aussi exterieur au polygone A B C D E
;

il

faudrait alors considerer les deux polygones comme composes
de triangles additifs et de triangles soustractifs.

Si le point coincidait avec 1 un des sommels A, son homo

logue coinciderait avec le sommet A .

216. Deux droites situees dans le plan de deux polygones
semblables sont dites homologues, lorsque leurs extremites

sont deux a deux des points homologues; telles sont, par

exemple, les diagonales relatives a des sommets homologues.

Le rapport de deux droites homologues quelconques est

egal au rapport de similitude des deux polygones.

Fig. i5 7 .

Solent en effet ABGDE, A B C D E (fig.iSi), deux poly

gones semblables, et FH, F H , deux droites homologues

quelconques. La similitude (215) des triangles FAB, F A B ,

prouve 1 egalite des angles ABF, A B F
,
et celle des rapports

.
, ^51 . De meme, la similitude des triangles HAB, H A B ,
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entralne 1 egalite des angles HBA, H B A , et celle des rap-

H B A B .

ports -HIT &amp;gt;

-
-ft- On a par suite

11 1&amp;gt; Al&amp;gt;

F B Hr
~F HB

et

angleFBH ou HBA- FBA= angle F B H ou H B A -FB A .

Done, les triangles FBH, F B H
, sont semblables (206), et le

FH ,
,

, F B A B
rapport ^rrjy est egal a chacun des rapports egaux -pu- -rrr

r H r D A 15

c est-a-dire au rapport de similitude des deux polygones con-

sideres.
THfiOREME.

217. Le rapport des perimetres de deux polygones sem

blables est egal a leur rapport de similitude.

En effet, ABCDE, A B C D F (fig. i57 ), etant deux poly

gones semblables, les rapports

AB
JBC^

CD DE EA
A7]*7 B C CTF FE7 E7!7

sont tous egaux par definition (203) au rapport de similitude;

done, en vertu d une propriete connue, la somme de leurs

numerateurs et celle de leurs denominateurs, c est-a-dire les

perimetres des polygones ABCDE, A B C/D E , forment un

rapport egal a chacun des precedents, c est-a-dire au rapport
de similitude.

THfiORfcME.

218. Deux paralleles quelconques sont coupees en parties

proportionnelles par une serie de secantes issues d un mdme

point.

Soient AD, A D , deux paralleles, et une serie de seeantes

OAA , OBB , OCC , ODD , issues d un point place, soit entre

les deux paralleles, soit exterieurement (fig. i58); on a la

suite de rapports egaux

A B B^C C/W
AB BC

&quot;

CD
9-
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En effet, les triangles semblables OAB, OA B (204), donnent

A B (W
~AB

~~
OB&quot;

De meme, par les triangles semblables OBC, OB (7, on a

OIT B C 0(7

OB
~
TKT

= ~
oc*

Enfin, les triangles semblables OCD, OC D , donnent a leur

lour

OC C D
oc

~ :

&quot;CD&quot;

En supprimant les rapports communs, on a la serie de rapports

egaux (i) qu il fallait demontrer.

219. On voit, par la demonstration meme, que cette serie

de rapports est encore egale a la suite

OA OB OC __ OP
OA

~~
OB

&quot;~

OC
~&quot;

OD

En d autres termes, le rapport de deux parties correspon-
dantes quelconques des deux paralleles est le mme que celui

des distances du point aux deux points oil Vune quelconque
des secantes rencontre les deux paralleles.

Fig. 1 58.

D\C l !v&amp;gt;/V~

B /C

220. RECIPROQUEMENT, lorsque plusieurs secantes AA , BB
,

CC ,
DD , coupent deux paralleles en parties proportionnelles,

ces secantes concourent en un mgme point (fig. i58).

Appelons le rapport de deux parties corresporidantes quel-
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conques des deux paralleles, de sorle qu on ait

A B A/C FC_ _ _a
AB

:

AC BC
&quot;&quot;

b

i Si les deux series de points A, B, C, D, el A , B , C, D ,

presentenl une disposition inverse Tune de 1 autre (fig. i58),

deux secantes quelconques AA etCC se coupent en un point

interieur aux deux paralleles; de plus, les triangles semblables

OAC, OA C, donnent

OA
~

AC
~

b

Ainsi, Tune quelconque CC des secantes coupe la premiere
d entre elles AA , en un point silue entre A et A et lei que

OA a

OA
:

~J&quot;

Toutes les secantes concourent done en ce poinl (187).

2 Si les deux series de poinls A, B, C, D el A , B , C ,
I)

,

soni disposees de la meme maniere
(fig&amp;gt; i58), on verra de

meme qu une secanle quelconque CC coupe la premiere AA
en un poinl silue hors de AA el tel que

OA _ a

OA
=
~6

Toutes les secantes concourent done aussi en ce point ( 187).

Lorsque le rapport T est egal a 1 unite, les parties corres-

pondanies des deux paralleles soni egales entre elles, et les

secantes sont toules paralleles. Le iheorerne enonce subsisie

done, a la condilion de regarder deux paralleles comme deux

dfoitet qui concourent a I infini.

IV. - RELATIONS MfiTRIQUES ENTRE LES DIFFfiRENTES PARTIES
D UN TRIANGLE.

DEFINITIONS.

221. On appelle projection d un poinl A sur une droile in-

definie XY le pied a de la perpendiculaire abaissee de ce poinl
sur cetle droite (fig. i5g).
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Si Ton considers une droite limitee AB, la projection de cetle

droite sur XY est 1 intervalle ab qui separe les projections de

ses extremites A et B.

Fig. 169.

THEOREME.

222. Si du sommet A de I angle droit d un triangle rectan

gle ABC, on abaisse la perpendiculaire AD sur V hypotenuse,
i chaque c6te de Vangle droit est moyenne proportionnelle
entre Vhypotenuse et sa projection sur Vhypotenuse; 2 la

perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre les

deux segments BD et CD de Vhypotenuse (Jig. 160).

Fig. 1 60.

En effet :

1 Les droites AC et AD sont antiparalleles par rapport a

Tangle B (195), puisqu elles font un angle droit, 1 une avec le

cote BA, 1 autre avec le cote BC. On a done (198)

et Ton demontrerait de meme la relation CA = BC.CD.

2 Les droites AC et AD etant antiparalleles par rapport a

Tangle B, les angles BAD et C sont egaux (195); par suite, si

Ton amene le triangle ADB en ADB en le faisant lourner au-

tour de AD, Tangle B AD sera egal a Tangle C, et les deux

droites AB et AC seront antiparalleles par rapporta Tangle ADC.

On aura done

AD^B D.CD ou AD^BD.CD.
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COROLLAIRE.

223. En joignant un point quelconque A d une circonfe

rence aux extremites B et C d un diametre (Jig. 160), on forme

un triangle rectangle (143). De la, une nouvelle maniere d e-

noncer la proposition precedente :

i Toute corde AB d un cercle est moyenne proportionnelle
entre le diametre BC qui passe par Vune de ses extremites et

sa projection BD sur ce diametre;

2 La perpendiculaire AD, abaissee d un point quelconque A
d une circonference sur un diametre BC, est moyenne propor
tionnelle entre les deux segments BD et CD de ce diametre.

THfcORfcME.

224. Les trois c6tes d un triangle rectangle etant evalues

en nombres an rnoyen d une unite commune, le carre du
nombre qui mesure I hypotenuse est egal cl la somme des

carres des nombres qui mesurent les deux cdtes de I angle
droit; ou plus brievement, dans tout triangle rectangle, le

carre de / hypotenuse est egal a la somme des carres des deux
autres cdtes.

En effet, en ajoulant les deux relations (222, i) :

AB mBC.BD, AC - -BC.CD,

on obtient

COROLLAIRES.

225. Ce theoreme permet de calculer Tun des cotes d un

triangle rectangle quand on connall les deux autres.

Si Ton connalt les deux cotes b et c de Tangle droit, I hypo
tenuse a resulte de la formule

Ainsi, soient b = 3, c 4, on a a = v 9 &quot;+&quot;
! ^ ^ 2^ -- ^

Si Ton connatt Thypoienuse a et 1 un des cotes b de Tangle
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droit, on trouve 1 autre cote c par la formule

C2=a*b\ d ou c\la^ b\

Ainsi, pour a 5 el 6=3, on a c~ \/25 gr= y/i6 = 4-

II resulte encore de la proposition precedente que le rap

port de la diagonale d un carre au cdte de ce carre est egal

a \/2. La diagonale AC est en effet 1 hypotenuse d un triangle

rectangle et isocele ABC (fig. 161), dans lequel on a

AC =AB -f-BC r=2.AB ,

d ou

AC

AB
AC^ r-

AB V2&amp;lt;

Ainsi, la diagonale et le cote d un carre sont deux droites

incommensurables entre elles, puisque leur rapport est un

nombre incommensurable. C est ce que nous avons deja de-

montre par la Geometric pure (149).

THfiOREME.

226. Dans tout triangle, le carre d un cdte oppose a un

angle aigu est egal a la somme des carres des deux autres

cdtes, moins deux fois le produit de Vun de ces c6tes par la

projection du second sur le premier.

Fig. Fig. i63.

B D

Soient ABC le triangle propose, C un angle aigu et CD la
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projection du cote AC sur CB; il s agit de demontrer la rela

tion

AB = BC -4-AC
2

2BC.CD.

Deux cas peuvent se presenter, suivant que la perpendicu-
laire AD tombe a 1 interieur ou a 1 exlerieur du triangle ABC;
le premier cas a lieu lorsque Tangle ABC est aigu, et le second

lorsque cet angle est obtus (43).

Dans le premier cas (fig. 162), le triangle rectangle ABD
donne

(i) AB = BD +AD .

Or, puisque le point D est, par hypothese, situe entre C et B,

on a

BD = BC CD,

et, par suite, d apres un theoreme connu d Arithmetique ( ),

BD
2

=BC
2

+CD 2BC.CD.

En portant cetle valeur de BD dans la relation (i), on trouve

AB rrrBcVcDVAD
2

2BC.CD;

et, comrne le triangle rectangle ACD donne

CD
2

+- AD
2

=AC ,

on a finalement

AB
2= ~BC

2

4- AC 2BC.CD.

Dans le second cas (fig. i63), la demonstration est la meme.
II est vrai que, au lieu de

BD=:BC CD, on a BD = CD-BC;

mais comme, en vertu du theoreme d Arithmetique cite, le

carre de BD reste le meme, et que c est ce carre seul qui

( ) Le carre de la difference de deux nombres est egal au carre du premier
nombre, plus le carre du second, moins le double produit de ces deux norabres.
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figure dans la demonstration, on voit que tout le raisonnement

subsiste.

THOREME.

227. Si Vun des angles d un triangle est obtus, le carre du

c6te oppose a cet angle est egal a la somme des carres des deux
autres cdtes

, plus deux fois le produit de Vun de ces cdtes

par la projection du second sur le premier (fig. 164).

Fig. i6/,.

Soient ABC le triangle propose, C Tangle obtus, et CD la

projection de AC sur BC; il s agit de demontrer la relation

AB
2

BCV AC -i- 2BC.CD.

Le triangle rectangle ABD donne

Or, puisque Tangle ACB est obtus, la perpendiculaire AD
tombe hors du triangle (43), et le point D est exterieur a BC;
on a done

BD = BC H- CD,

et, par suite, en vertu d un theoreme connu d Arithmetique ( ),

BD BC~+ ClT+ 2BC.CD.

2

En substituant cette valeur de BD dans la relation (i), on

trouve

( ) Le carre de la somme de deux nombres est egal au carre du premier)

plus le carre du second, plus le double produit de ces deux nombres.
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el, comme le triangle rectangle ACD donne

CI)
2

-h AD = AC*,

on a finalement

AB ~BC &quot;V AC~-t-2BC.CD.

COROLLAIRES.

228. II resulte des trois theoremes precedents que, dans

un triangle, le carre d un c6te est inferieur, egal ou superieur
a la somme des carres des deux autres, suivant que I angle

oppose a ce c6te est aigu, droit ou obtus ; done, reciproque-
ment (40), un angle d un triangle est aigu, droit ou obtus,

suivant que le carre du cdte oppose a cet angle est inferieur,

egal ou superieur a la somme des Carres des deux autres cdtes.

Par exemple, si a= 5, b =
4&amp;gt;

c =
3&amp;gt; Tangle A est droit et

le triangle est rectangle, puisque z5 = i6 -+ 9. De meme, si

=:ii, 6 = 9, c=8, Tangle A est aigu, puisque ii 2 ou 121

est moindre que 9
2
-f- 8% c est-a-dire que 81 -f- 64 = i4^.

229. Comme application des theoremes qui precedent, nous aliens cal-

culer les hauteurs d un triangle en fonction des cotes. Nous designerons

par ABC le triangle considere, et par , b, c, les longueurs des cotes res-

pectivement opposes aux angles A, B, C.

Cherchons la hauteur AD = // issue du sommet A. Des deux angles B

et C, 1 un au moins est aigu; supposons que ce soit Tangle C (fig. i63).

On a d abord, dans le triangle rectangle ADC (225),

puis, dans le triangle ABC (226),

On deduit de la

id

et la premiere relation devient

h*= b2
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ou, en vertu d un theoreme d Arithm6tique ( )

, 2 _ (tab -f- &amp;lt;7

2
-f- b* r 2

) (tab a*

f ^ +&quot; ^ -*- c H ^ -^- ^ c
) f c -t- 6

) (
c a +- b)

4&quot;-

Or, si Ton designe par /? le demi-perimetre du triangle ABC, c est-a-dire

si Ton pose
a -\- b -t- c = ip,

on a

b -f- C &amp;lt;7
=

2/J 2rt = 2(/? rt),

a -{- c b ip 2 6 2 (p b},

a -+- b c = ip 2C = 2.(p c}.

En portant ces valeurs dans 1 expression de A 2

, simplifiant et extrayant
la racine carree, on obtient

Exemple. Pour les hauteurs h, hr

, //&quot;,
du triangle dont les c6tes sont

1 3, 9 et 6, on trouve, a i millieme pres,

7/ = 3,64i, /i =5,25), # = 7,886.

THtiORfiME.

230. Za somme des carrs de deux cdtes d un triangle est

egale & deux fois le carre de la mediane relative au troisieme

c6te, plus deux fois le carr& de la moitig de ce troisieme c6te

(fig. i65).
Fig. i65.

Solent ABC le triangle propose, AD la mediane relative au

cote BC, et AE la perpendiculaire abaissee du point A sur BC.

( )
La difference des carres de deux nombres est egale au produit de la somme

de ces deux nombres par leur difference.
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L angle ADB etant aigu, on a, dans le triangle ADB,

AB
&quot;= AD -h BD - iBD.DE.

L angle ADC elant obtus, on a, dans le triangle ACD,

AC r=AD -f-CD
2

-h2CD.DE.

En ajoutanl ces deux egalites et en observant que CD = BD,
on trouve

(i) AB -4- AC*=2AD -f-2BD\

COROLLAIRES.

231. Considerons un quadrilatere ABCD (fg. 166), et soient E et F les

Fig. 166.

milieux des deux diagonales AC et BD. En appliquant successivement le

theoreme qui precede aux triangles ABC et ADC, on a

AB + BC
2

=2AE
2

H-2BE
2

,

CD*-*-DA = 2AE
2

+
2DE&quot;;

d ou, en ajoutant et en de&quot;signant par S la somme des Carres des quatre

cotes du quadrilatere,

S = 4AE +2(BEVDE
2

).

Or, dans le triangle BED, on a

Done, enfm,

, Ainsi, dans tout quadrilatere, la somme des carres des quatre cdtes est

Ygale a la somme des carres des deux diagonales, plus quatre fois le carre

ie la droite qui unit les milieux de ces diagonales.

j Pour que le quadrilatere soil un parallelogramme, il faut et il suffit

que les points E et F coincident (85, 86). Done, dans tout parallelo-
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gramme, la somme des carres dcs cotes est egale a la somme des carres

des diagonales, et re&quot;ciproquement, si la somme des carres des cotes d un

quadrilatere est egale a la somme des carres des deux diagonales, ce

quadrilatere est un parallelogramme

232. Revenons au triangle ABC (fig. i65). Si, les points B et G res-

tant fixes, le sommet A se deplace de maniere que la somme des carr6s

des c6tes AB et AC reste constante, la relation (i) du n 230 montre que
la valeur de la mediane AD restera constante. Done, le lieu des points

dont la somme des carres des distances a deux points fixes est constante

est une circonference ayant pour centre le milieu dc la droite qui unit les

deux points fixes. D ailleurs, pour trouver le rayon AD de ce cercle, il

suffit de remplacer dans la relation (i) la somme AB -+- AC par la con

stante donne&quot;e K 2

;
on a ainsi successivement

K 2 -= 2AD&quot;-t-2BD

J

,
AD

2

^^-BD
2

, AD=i/^--BD\

On voit que le lieu n existe qu auta-nt que la condition

j^2 2 __

&amp;gt;
BD&quot; ou K

&amp;gt;
BD v/a

est satisfaite.

233. Enfin, comme derniere application du theoreme precedent, nous

calculerons les me&quot;dianes d un triangle en fonction des c6tes.

m e&quot;tant la mediane relative au cote BC =
,
on a, par la relation (i),

( -
J

j d ou m ~ -
\/2(b*-+- c

2

)
a 2

.

Exemple. Pour les medianes m, /w
, wi&quot;,

du triangle dont les cotes sont

1 3, 9 et 6, on obtient, a i millieme pres,

/?i = 4,o3i, //i =9,o6g, /w&quot;=io,770.

THfiOR^ME.

23i. La difference des carres de deux cdtes d un triangle
est egale au double produit du troisieme c6te par la projection
de la mediane correspondante sur ce meme c6te.

Soil ABC le triangle propose (fig. i65); reprenons les deux

egalites

AB = AD
2

-f- BD - 2BD.DE,

AC = AD 4- CD
2

+ 2CD.DE,
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considerees au n 230, et retranchons la premiere de la se-

conde, en observant que BD CD ; il viendra

AC&quot; AB -4BD.DE ou AC AB ^ 2BC.DE.

GOROLLAIRE.

235. Si, les points B et C restant fixes, le sommet A se d^place de

facon que la difference AC&quot; AB reste constante, la relation prec&lente

prouve que la projection DE de la mediane ne change pas, c est-a-dire

que la projection E du sommet mobile A sur la droite BC reste fixe. Done.

le lieu des points A, dont la difference AC
&quot;

AB dcs carres des distances

a deux points fixes C et B est constatite, est line droite perpendiculairc
a la droite BC f/ui unit les deux points fixes. D ailleurs, pour avoir la

valeur de DE, il suffit de remplacer dans la relation qui precede la dif

ference AC AB par la constante donnee K 2

;
on a ainsi successivement

K 2BC.DE, DE--

THfcOREME.

K 2

2BC

236. Le produit de deux cotes d un triangle est egal au carre de la

bissectrice de leur angle, augmcnte du produit des deux segments que
cette bissectrice determine sur le troisieme cote.

En effet, soient (fig. 167) ABC le triangle propose&quot;, ACEBE le cercle

circonscrit, et AD la bissectrice de Tangle BAG qui passe evidemment par

Fig. i6 7 . Fig. 168.

le milieu E de 1 arc BC; les triangles ABE, ADC, ont deux angles 6gaux
chacun a chacun, savoir : Tangle BAE egal a Tangle DAC, puisque la

droite AE est, par hypothese, bissectrice de Tangle BAG, et les angles

BEA, DCA, e&quot;gaux
entre eux comme inscrits dansle meme segment BECA.
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Ces triangles sont done semblables, et Ton a

AB AE
AD~ AC

ou (199)

AB.AC = AE.AD = (AD +- DE) AD = ADV DA.DE = IbV DB.DC.

237. En considerant la bissectrice AD de Tangle exterieur CAP
, qui

passe evidemment par le milieu E de Tare BAC, on deduirait de la simi

litude des triangles ACD ,
ABE

,
la relation

AB.AC = AE .AD
,

qu on transformerait ensuite dans la suivante :

AB.AC = D B.D C- AD~
2

.

Done, le produit de deux cotes d un triangle est egal au produit des

deux segments soustractifs que la bissectrice de leur angle exterieur de

termine sur le troisieme cote, diminue du carre de cette bissectrice.

238. Ces theoremes permettent de calculer les longueurs des bissec-

trices en fonction des c6t6s du triangle.

S agit-il, par exemple, de la bissectrice AD = a, il suffit de remplacer

dans la relation

be a2_u DB.DC,

les segments DB et DC par leurs valeurs que Ton deduit (191) des equa
tions

[ \

fl / - - DR &quot;+- DC _ a

\j / c
~ ~

b ~~\ b -+- c
~~

b -+- c

On trouve ainsi, reductions faites, et en designant par p le demi-perimetre

du triangle,

a =^^ \jbcp(p-a).

Un calcul analogue donnerait pour la bissectrice AD = a de Tangle

exterieur

Exemple. Pour les bissectrices interieures a, p, 7, et pour les bissec-

trices exterieures a
, p , 7 ,

du triangle dont les cdtes sont i3, 6 et 9, on

obtient a i millieme pres

a= 3,833, p = 7j778, 7^10,407,
a =3o, 983, p =7,i37, 7 =i2,o93.

-
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SCOLIE.

239. Voici une autre expression souvent utile du produit de deux cdts

d un triangle :

Lc produit de deux cdtes AB, AC, d un triangle cst egal au produit du

tHametre AD du cercle circonscrit par la liauteur AE relative au troisieme

c6te (fig. 168).

La relation a d6montrer

AB.AC = AD.AE ou ^5 = ^1AU AC

re&quot;sulte immdiatemenl de la similitude des deux triangles rectangles ADD,
AEC, dont les angles aigus D et C sont egaux comme inscrits dans le meme
segment.
Ce the&quot;oreme permet de calculer, en fonction des cdte&quot;s du triangle, le

rayon R du cercle circonscrit; il suffit pour cela de remplacer, dans 1 6-

galite

bc = aR.AE,

la hauteur AE par sa valeur donn^e au n 229
;
on trouve alors

nbc
R =

Pour a i3, b = 9, c 6, on a R 7,416.

&quot;&amp;gt;

** -to-.
_^&amp;lt;r

/

-7-
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La premiere proportion et Tegalit6 e&quot;videnle des angles ABI, DBG, prouvent

que les triangles ABI, DBG, sont semblables comme ayant un angle egal

compris entre c6t6s proportionnels ;
on a done

&amp;lt; SS
=
nc

ou AB.DC = BD.AI,

et, en ajoutant les egalite^s (i) et (2),

AB.DC + AD.BC = BD (AI -+- 1C).

Comme AC est moindre que AI H- 1C, on voit qu en general dans un

quadrilatere le produit des diagonales est moindre que la somme des pro-

duits des cotes opposes. Pour qu il y ait egalite entre les deux produits,

il faut que AC = Al-hIC, c est-a-dire que Tangle BCI, egal a Tangle BDA,
soit

e&quot;gal
a Tangle BCA, en d autres termes, que la circonference deter-

minee par les points A, B, C, passe par le point D.

COROLLAIHE.

241. Soit ABCD (fig. 170) un quadrilatere inscrit; en prenant 1 arc AD

egal a Tare CD, et Tare DA 6gal a Tare AB, on forme deux nouveaux

quadrilateres inscrits CBAD
,
BCDA

, qui donnent, en vertu du theoreme

precedent,

s
AC.BD = AB.CD -4- CB.AD

,
BD.CA = DC.BA + BC.DA .

En divisant membre a membre, et observant que

BD =CA
,

CD =BA :=AD, AD =CD, DA =AB,

puisque a des arcs egaux correspondent des cordes egales, on trouve

AC _AB.AD + CB.CD
BD~DC.DA -f-BC.BA*

Done, dans tout quadrilatere inscriptible, le rapport des diagonales est

egal au rapport de la somme des produits des cotes qui aboutissent aux

cxtrcmites de la premiere diagonale a la somme des produits des cotes

qui aboutissent aux extremites de la seconde. La reciproque est vraie.

SCOLIE.

242. Ce theoreme permet de calculer les diagonales AC = x, BD = j,
d un quadrilatere inscrit en fonction des cotes AB =

,
BC = b, CD = c,

DA = d. En effet, on a, d apres les deux propri6ts demontrees,

x ad -h he
xy=ac-- bd,

- -,
} ab + cd

d ou, en multipliant et divisant ces deux coalites membre a membre,

x* - (nc ~&quot;~ bd}(ad-+-bc] ^ 2 _ (ac + bd} (ab +- cd)

ab -r- cd -*
ad-^- be
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V. - PROBLfcMES RELAT1FS AUX LIGNES PROPORTIONNELLES.

243. Diviser line droite A en parties proportionnelles a des

droites donnees M, N, P, ou en un certain nombre de parties

egales.
Fig. 171. Fig. 172.

Apres avoir trace un angle CB1) de grandeur convenable

(fig. 171), prenez sur le cote BC une longueur BE egale a A,

el sur le cole BD des longueurs BF, FG, GH, respeclivemeni

egales a M, N, P. Tirez HE, el menez FL, GK, paralleles a HE.
La droile BE ou A sera ainsi divisee aux poinls L el K en par
lies proporlionnelles a M, N, P. On a en erfel (188)

BL
BF

LK
FG

KE
GH

BL
MOU ^~r- -_%-

LK
N&quot;

KE
P

244. Si Ton devail parlager A proporlionnellemeni a des

nombres donnes m, n, p, on represenlerail ces nombres par

des droites M, N, P, en adoptanl une cerlaine longueur comme
unile, el Ton relomberail sur la queslion precedenle.

245. Enfin, le precede graphique que nous venons d indi-

quer permel aussi de diviser une droile A en parlies egales;
il suffil evidemmenl de supposer M, N, P, quelconques, mais

egales enlre elles; ce qui revieni a porler sur BD des lon

gueurs BF, FG, GH, egales enlre elles, el a mener par F el G
des paralleles a HE.

246. Lorsqu on a plusieurs droiles a diviser en un meme
10.



1 48 GEOMETRIE PLANE.

nombre de parties egales, on prefere employer le trace sui-

vant :

5 etant, par exemple, le nombre des parties egales, tirez une

droite indefinie CD (Jig. 1
7-2) sur laquelle vous porterez cinq fois

une meme ouverture de compas GE = EF = FG = GH = HD.

Des extremites C et D comme centres, avec CD pour rayon,

decrivez successivementdeux arcs de cercle qui se couperonl
en un point 0, et menez OC, OE, OF, OG, OH, OD. Cela etant,

prenez OA et OB egales a 1 une des droites que vous voulez

diviser, et tirez AB; cette droite AB sera egale a la droite pro-

posee, puisque le triangle OCD etant equilateral, le triangle

OAB qui lui est semblable doit 1 etre aussi, et de plus AB sera

divisee (218), par les secantes issues du point 0, en cinq

parties proportionrielles aux parties de CD, c esl-a-dire egales

entre elles.

PROBLfcME.

247. Trouver la quatri&me proportionnelle a trois droites

donnees M, N, P.

Fig- i 7 3.

Apres avoir trace un angle BAG de grandeur convenable,

prenez (fig. 178) sur le cole AB des longueurs AB et AD res-

pectivement egales a M et a N, et sur le cote AC une longueur
AC egale a P; tirez BC et menez DE parallele a BC; AE sera la

quatrieme proportionnelle cherchee. On a, en effet (189),

ABAC M
_P_

AD~AE N~&quot;AE

SCOLIES.

248. Si les droites N et P etaient egales, AE serait la troi-

sieme proportionnelle a M et a N.

249. Si Ton avait a construire une droite x liee a plusieurs
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longueurs donnees , b, c, d, a! ,
b , c , par une expression de

la forme
abed

dans laquelle le numerateur contient un facteur de plus que
le denominateur; on poserait successivement

ab OLC

d oii Ton deduirait

_
~~

Alors, on conslruirait d abord la droite auxiliaire a qui est la

quatrieme proportionnelle a a
y a, b; puis la droite 6, qui est

la quatrieme proporlionnelle a b , a, c; et enfin oc, qui est la

quatrieme proportionnelle a c , 6, d.

PROBLEME.

250. Construire la moyenne proportionnelle entre deux

droites donnees A et B.

i Prenez, a la suite 1 une de 1 autre (fig. 174)* sur une

droite indefinie, deux longueurs CD et DE respectivement

Fig. 174. Fig. i 7 5.

C ODE E D

egales a A et a B. Sur CE, comme diametre, decrivez une cir-

conference, et par le point D elevez DF perpendiculaire a CE.

La droite DF sera (223) la moyenne proportionnelle entre CD
et DE, c est-a-dire entre A et B.

2 Lorsque les droites donnees A et B sont un peu grandes,

on prefere le precede suivant : prenez sur une droite inde

finie (Jig. i yS ), et a partir du meme point C, deux longueurs CD
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et CE respectivement egales a A et a B; sur CD, comme dia-

metre, decrivez une circonference, et elevez EF perpendicu-
laire a CD; enfin lirez FC. La corde FC sera (223) la moyenne
proportionnelle entre CD et CE, c est-a-dire entre A et B.

3 On pourrait aussi, apres avoir pris CD et CE egales a A et

a B (Jig. 175), decrire une circonference quelconque passant

par E et D, par exemple la circonference dont ED est le dia-

metre, puis mener la tangente CG a cette circonference. Cette

tangente (201) serait la moyenne proporlionnelle entre CD
et CE, c est-a-dire entre A et B. Toutefois, au point de vue

graphique, ce precede est inferieur au precedent, et il con-

vient de ne 1 employer que lorsqu on veut relier la construc

tion a une aulre figure qui contient deja plusieurs des lignes

dont ce procede exige le trace.

SCOLIES.

251. La moyenne proportionnelle entre deux longueurs

prend souvent le nom de moyenne geometrique, tandis qu on

appelle moyenne arithmetique de ces deux longueurs leur

demi-somme.
Les trois cotes du triangle rectangle CGO (fig. 17$) repre-

sentent respeclivement : CG la moyenne geometrique des deux

droites A et B, CO leur moyenne arithmetique et GO leur

demi-difference. Comme le cote CG est moindre que 1 hypo-
tenuse CO

,
on voit que la moyenne geometrique est moindre

que la moyenne arithmetique. Appelons d leur difference; le

triangle CG donne

O G =CO CG (CO H- CG)(CO CG);

or, les moyennes CO et CG sont toutes deux superieures a la

plus petite B des deux lignes proposees; on a done

.--- -tj MI , \s j \jt \j ^A vx
-^.^ (j _ .

Oi)

Ainsi, la difference entre la moyenne arithmetique et la

moyenne geometrique de deux longueurs A et B est moindre

que le carre de la difference de ces longueurs, divise par huit

fois la plus petite.
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PROBLfcME.

252. Mener line tangente commune a deux cercles (Jig. 1 76).

Solent les deux cercles C el C de rayons R et R , et sup-

posons, pour fixer les idees, R&amp;gt;R . AA etant une tangente

Fig. 176.

\

commune exterieure qui coupe la ligne des centres en 0, au

dela de CC , les rayons CA, C A , sont paralleles et de meme
sens, et Ton a

PC CA ]R

OC
~~

C A
~~

R 7

Or, toute droite MM qui unit les extremiles de deux rayons

paralleles et de meme sens CM et C M coupe egalement la

ligne des centres en un point 0, situe au dela de CC , et tel, que

O.C CM R

0,C
~~

C M
~~

R
&quot;

Les deux points et 0, se confondent done (187).

De meme, RR etant une tangente commune inlerieure qui

coupe la ligne des centres en entre C et C , les rayons CR,

C R
, sont paralleles et de sens contraires, et Ton a

O C _ CR R
O C ~C B ~~K

&quot;

Or, toute droite MN qui unit les extremites de deux rayons

paralleles et de sens contraires CM, C N , coupe egalement la

ligne des centres en un point ,
situe entre C etC , ettel, que

O .C CM R
O .C

~
CM

&quot;&quot;

R
*

Les deux points et
,
se confondent done (187).
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De la resulte la construction suivante : Menez dans le pre

mier cercle un rayon quelconque CM, et dans le second le

diametre M N parallele a CM; tirez MM et MN ,
et des

points et , ou ces droites coupent la ligne des centres,

menez des tangentes a Tun des cercles; elles toucheront ega-

lement 1 autre cercle.

11 y aura deux tangentes communes exterieures, tant que le

point sera situe hors du cercle C. La relation (i), mise sous

la forme
OC R _ CC _

OC - OC
=
R^li7

U R-R

montre que, pour que OC soit plus grand que R, il faut et il

suffit que la distance CC des centres soit plus grande que la

difference R R des rayons, c est-a-dire que les deux cercles

ne soient ni interieurs 1 un a 1 autre, ni tangents interieure

ment. Quand les deux cercles sont tangents interieurement,

on a CC = R R
, par suite OC = R, et le point n est autre

que le point de contact des deux cercles; il n y a alors qu une

tangente commune exterieure.

De meme, pour qu il y ait deu x tangentes communes inte-

rieures, il faut que le point soit exterieur au cercle C. La

relation (2), mise sous la forme

rv r1 R CT
ou C=:

~

C + C ~~R-i-R R4-R

montre que, pour que O C soit plus grand que R, il faut et il

suffit que la distance CC des centres soit plus grande que la

somme R -+- R des rayons, c est-a-dire que les deux cercles

soient exterieurs 1 un a 1 autre. Quand les deux cercles sont

tangents exterieurement, on a CC = R 4- R , par suite O C= R,

et le point n est autre que le point de contact des deux cer

cles; il n y a dans ce cas qu une tangente commune interieure.

En risumt :

Deux cercles exterieurs (Jig. 124) ont quatre tangentes

communes, deux exterieures, deux interieures.

Deux cercles tangents exterieurement (Jig. 126) ont trois

tangentes communes, deux exterieures, une interieure.
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Deux cercles secants (Jig. 126) ont deux tangentes com
munes qui sont exterieures.

Deux cercles tangents interieurement (fig. 127) ont une

seule tangente commune, qui est exterieure. Deux cercles

interieurs Tun a 1 autre n ont point de tangente commune.
Nous avons suppose les deux cercles inegaux. Si Ton avail

R = R
, les formules precedentes deviendraient

re 1 cc f

OC = R = co, (yc== -

O 2

Le point s eloignant indefmiment sur la ligne des centres,

les tangentes communes exterieures seraient paralleles a cette

ligne; et quant aux tangentes communes interieures, elles se

couperaient au milieu de la ligne des centres.

PROBLfcME.

253. Constmire sur une droite donnee : i un triangle sem-

blable a un triangle donne ; 2 un polygons semblable d. un

polygons donne (fig. 177 ).

i Pour construire, sur la droite A R consideree comme
1 homologue de AB, un triangle semblable au triangle ABC,
faites un angle B A C egal a Tangle BAG, et un angle A B C

egal a Tangle ABC. Le triangle A B C ainsi obtenu et le triangle

donne ABC seront semblables comme ayant deux angles egaux
chacun a chacun (206).

2 Pour construire, sur la droite A B consideree comme
Thomologuede AB,unpoIygonesemblableaupolygoneABCDE,
decomposez ce dernier polygone en triangles, en menant par
Tun des sommets A les diagonales AC, AD. Construisez alors

sur A B un triangle A B C semblable au triangle ABC, puis
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sur A C un triangle A C D semblable au triangle ACD, entin

sur A D un triangle A D E semblable au triangle ADE. Le

polygone A B C D E ainsi obtenu et le polygone donne ABODE
seront semblables comme composes d un meme nombre de

triangles semblables et sembiablement disposes.

254. Si, au lieu de donner un cote A B du polygone de-

mande, on donnait le rapport de similitude
&amp;gt;
on pourrait en

core appliquer la solution precedente, en construisant preala-

blementune droite A B dont le rapport a AB fut egal a (247).

Bans ce cas, on prefere souvenl operer de la maniere suivante :

On joint (fig. 178) les divers sommets du polygone donne

Fig. 178.

ABCDE a un point choisi arbitrairemenl dans le plan de ce

polygone; on prend sur OA une longueur OA dont le rapport

a OA soil egal a
; puis on mene dans Tangle AOB la paral-

lele A B a AB, dans Tangle BOG la parallele B C a BC,. . ., et

ainsi de suite. Les polygones A B C D E , ABCDE, sont sem

blables, car (213) les triangles additifs OB A , OA E , OE D ,

et les triangles soustractifs OB C , OC D
,
dont la reunion con-

stitue le polygone A B C D E , sont respectivement semblables

aux triangles OBA, OAE, OED, et aux triangles OBC, OCD, qui

forment par leur assemblage le polygone ABGDE.

PROBLfcME.

255. Construire deux droites, connaissant leur somme et

leur produit (fig. 179)*

Soieni BC la somme donnee et A une droite dont le carre



LIVRE III. LES FIGURES SEMBLABLES, 1 55

est egal an produit donne. Supposons le probleme resolu, el

soient BF et FC les deux droites demandees; si sur BC comme

i) F u r c

diamelre on decril un demi-cercle, la perpendiculaire FE sera

moyenne proportionnelle enlre BF el FC (223), el par suile

egale a A
;
la parallele menee par E a CB inlerceptera done une

longueur BD egale a A sur la langenle en B. De celte analyse,

resulte la construction suivante :

Sur BCcomme diamelre, decrivez un demi-cercle; au poinlB,

elevez BD perpendiculaire sur BC el egale a A, menez DEE

parallele a BC, el projetez en F et en F sur BC les points E
el oil celie parallele renconlre le cercle. Les deux droites

cherchees seront $E et FC, ou, ce qui revienl au meme, BF

elFC.

Ainsi, le probleme, quand il est possible, n a qu une solu

tion. Pour qu il soit possible, il faut et il suffit que la paral

lele DEE rencontre la demi-circonference, c est-a-dire que la

droite BD ou A ne surpasse pas le rayon OE ou la moitie de BC.

Lorsque la quantite A atteint sa valeur maximum |BC, la pa

rallele DEE est tangente au demi-cercle, etles deux segments
de BC sont OB et OC. On voit par la que le produit de deux

droites dont la somme est constante est maximum, lorsque ces

droites sont egales entre elles.

SCOLIE.

250. En representani par p et q la somme el le produil

donnes, on a

EO = BO = CO =
; FE = BD = fa

OF =
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et, par suite,

BF = BO - OF = - t -
q,2 v 4

CF = CO -h OF = 4- 4 -
q.

PROBLfcME.

257. Construire deux droites, connaissant leur difference
et leur produit (Jig. 180).

Solent EF la difference donnee, et A la droite dont le carre

est egal au produit donne. Supposons le probleme resolu et

soient DE et DF les deux droites demandees. La tangente DB,
menee du point C au cercle decrit sur EF comme diametre,

sera moyenne proportionnelle entre DE et DF (201), et par

suite egale a A. Et, comme cette tangente est perpendiculaire
sur le diametre BC qui est egal a la difference donnee EF, on

est conduit a la construction suivante :

Sur les cotes d un angle droit, prenez une longueur BD

egale a A et une longueur BO egale a la moitie de la diffe

rence donnee; du point comme centre avec OB pour rayon,
decrivez un cercle; puis menez DO qui coupe la circonfe-

rence aux points E et F ; DE et DF seront les droites demandees.

Le probleme est toujours possible et n a qu une solution.

SCOLIE.

258. En representant par p et q la difference et le produit

donnes, on a
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et, par suite,

DE = OD - OE = l + q-
4 2

DF -: OD -f- OFrrr 4/- + g -f. -- .

V 4 2

SCOLIE.

239. Les deux problemes precedents permettent de con

struire les racines de toute equation du second degre a une

inconnue, c est-a-dire de toute equation de la forme

p et q etant des nombres positifs quelconques.
En effet, des quatre types

x* - - px q r o,

x&quot;

1
-\- px q o,

x 1 px q = o,

le premier se ramene au second, et le troisienie au dernier,

par le seul changement de x en x. II suffit done de con

struire les racines des equations

En metlant ces equations sous la forme

q = x(p
-

x}, q = x(x p} y

on voil que, construire les racines de la premiere, c est con

struire deux droites dont la somme est p et le produit q. De

meme, construire les racines de la seconde, c est construire

deux droiles dont la difference est p et le produit q. D apres

cela, toutes les fois qu une question de Geometric, traitee par

I Algebre, conduira a une equation du second degre, on saura

immediatement construire la solution.

PROBLEMS.

260. Diviser une droite en moyenne et extreme raison

(fig. 181).
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On dit qu un point divise une droite AB en moyenne et

extreme raison, lorsque sa distance a Tune des extremites A

Fig. 181.

de cetie droite est moyenne.proportionnelle entre sa distance

a 1 autre extremile B et la droile AB.

On voit a priori :

i Que, entre A et B, il existe un point X, et un seul, jouis-

sant de la propriete enoncee. Car, de A en B, le rapport
X̂.A

decroit d une maniere continue de Tinfini a i, landis que le

&quot;\&quot; A

rapport ^^ crolt de zero a 1 infini; ainsi, quand le point X se
xu

meut de A en B, le premier rapport diminue, le second aug-

mente, et comme le premier, d abord superieur au second,

finit par devenir moindre, il y a entre A et B une position

de X, et une seule, pour laquelle on a

(
A = ou XA^AB.XB.

2 Que, sur le prolongement de AB a gauche du point A,

il existe un point X , et un seul, jouissant de la propriete

enoncee. Car, dans cetie region, le rapport ^y croit d une
.\. A.

X A
maniere continue de zero a 1 infini, tandis que le rapport ^75

decroil de i a zero; il y a done a gauche de A une position

de X , et une seule, pour laquelle on a

U

3 Que sur le prolongement de AB a droite du point B, il ne

peut exister aucun point jouissant de la propriete enoncee.

Car la distance d un point de celte region au point A, etant
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a la fois plus grande que la distance du point considere aii

point B et que la ligne AB, ne saurait etre moyenne propor-
tionnelle entre ces deux longueurs.

Ainsi, sur la droite indcfinie qui unit les points A et B, il

existe deux points X el X , el rien que deux, qui divisent la

droile AB en moyenne el extreme raison : Tun X int&rieur, el

les deux segmenls correspondanls XA, XB, sont alors addi-

tifs; 1 aulre X extrieur, el les deux segmenls correspon
danls X A, X B, sonl alors soustractifs.

Pour deierminer ces deux poinls X el X , il suffu de trou-

ver AX el AX . Or, d une parl, si Ton relranche la relalion (i)

de la relalion (2), on a

X A -XA ^AB(X B XB),
ou

(X A-hXA)(X A XA) = AB(X B XB),

c esl-a-dire

XX
(
X A XA

)
AB . XX

,

el, par suite,
X A-XA-:-.AB.

D aulre parl, la relalion (i) donne

AB + XA XA -+- XB X A AB
AB XA ~AB~&quot;XA

c esl-a-dire

X A.XA=AB
2

.

Done, la recherche des droiles AX el AX revienl a con-

slruire deux lignes donl la difference esl egale a AB el donl le

produit esl egal a AB ;
c esl le probleme du n 257 dans un

cas pariiculier. De la celle conslruclion :

Elevez sur AB, a son exlremiie B, une perpendiculaire BC

egale a la moilie de AB. Du poinl C comme cenlre, avec CB

pour rayon, decrivez une circonference; menez AC qui coupe
celle circonference en D el en D

;
la droile AD sera 1 incon-

nue AX, el la droile AD sera 1 inconnue AX . Deux arcs de

cercle decrils de A comme cenlre, avec AD el AD pour
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rayons, couperonl la droile indefmie AB aux poinls cherches

X el X .

SCOUE.

261. En designanl par a la droile AB, el remplacanl dans la

formule du n 258 p par a el q par % on Irouve

AX=-(v/5 i), AX =-( v/54-i).2 2

II esl bon de remarquer qu on a, d apres cela,

PROBLEMS.

262. Decrire une circonference passant par deux points
donnes et tangente soil a une droite donnee, soil a un cercle

donne.
Fig. 182. Fig. i83.

Soienl A et B (fig. 182), les deux points donnes et KL la

droite donnee. Prolongeons AB jusqu au point C ou elle ren

contre KL. Si T est le point ou le cercle inconnu louche

cetle droite KL, CT sera la moyenne proportionnelle (201)

enlre les deux droiles connues CB el CA. De la celle construc

tion :

Menez AB qui coupe KL en C; determinez la moyenne pro

portionnelle entre CB el CA, el porlez-Ia en CT sur la droile

CL. Elevez la perpendiculaire TO sur KL el la perpendicu-
laire GO sur le milieu de AB

;
le poinl commun a ces deux

perpendiculaires sera le centre du cercle cherche.
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En portant la moyenne proporlionnelle en CT a gauclio

de C, on a une seconde solution.

Si AB etail parallele a KL, le point de contact serait sur la

perpendiculaire elevee sur le milieu de AB, et il n y auraii

qu une solution.

Enfin, il est evident que le probleme n esl possible que sr&amp;gt;

les points A et B sont silues d un meme cole de la droite KL,
2 Soient B et C les deux points donnes et la circonfe-

rence donnee (Jig. i83). Supposons le probleme resolu, ct

designons par A le point ou le cercle demande louche le

cercle 0; loul revient a trouver le point M ou la langenie AM
renconire la droile BC prolongee. Or, si Ton mene par B et C

une circonference auxiliaire quelconque qui coupe la circon

ference en deux points D et E, la corde DE prolongee pas-

sera par M. En effet, designons un momeni par e le point ou

la droile MD coupe la circonference 0; on aura

Done (200) le point e est sur le cercle determine par les trois

points C, B, D, c est-a-dire sur la circonference auxiliaire; il

ne differe done pas de 1 intersection E du cercle el de ceile

circonference auxiliaire. On deduil de celle analyse la con-

slruclion suivante :

Par les deux points B et C, menez une circonference quel

conque qui coupe la circonference donnee en deux points D
et E; et du point M, interseciion de BC et de ED, menez une

tangente MA au cercle 0. Le point A sera le point de contact

du cercle et du cercle inconnu, dont le cenire se trou-

vera d ailleurs a 1 inlerseclion de OA prolongee el de la per

pendiculaire elevee sur le milieu de BC.

La seconde langenie menee de M au cercle donne don-

nera une seconde solution.

Si les poinis B et C elaienl equidislanis du cenire 0, les

droiies BC et DE seraient paralleles; il suftiraii alors de mener
au cercle une langenie parallele a BC; il y auraii encore

deux solulions.

Enfin, il est evident que le probleme n est possible qu au-
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tant que les points B et C sont tous les deux exterieurs ou tous

les deux interieurs au cercle 0.

VI. - POLYGONES RfiGULIERS.

DEFINITIONS.

263. Un polygone est dit rggulier, lorsqu il a tous ses coles

egaux et tous ses angles egaux. Tels sont, par exemple, le

triangle equilateral et le carre.

264. On nomme ligne brise rgulire toute ligne brisee

convexe qui a ses cotes egaux et ses angles egaux.

265. On pent toujours inscrire ou circonscrire a une circon-

ference donn&e un polygone regulier d un nombre donn& de

Supposons la circonference divisee en n parties egales,

7z etant le nombre de cotes que doit avoir le polygone.
1 En menant (Jig. i8/{) les cordes AB, BC, . . . qui unis-

sent les points de division, on aura un polygone regulier in-

scrit de n cotes. En effet, les cotes de ce polygone sont egaux
comme cordes d arcs egaux, et ses angles sont egaux comme
inscrits dans des segments egaux; car tout angle ABC du po

lygone est inscrit dans un segment correspondant a deux divi

sions consecutives de la circonference.

2 En menanl des langentes (Jig. 184 ) par les points de di

vision A, B, C,.. ., on aura un polygone regulier circonscril

de n cotes. En effet, dans les triangles GAB, HBC,..., les
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coles AB, BC, ... sont egaux, et les angles en A, B, C, ...,

formes par une langente el une corde, sonl aussi egaux comme

ayanl lous pour mesure la moilie d une division de la circon-

ference; des lors les Iriangles GAB, HBC, ... sonl isoceles

el egaux, el Ton a d une parl G = H K = . . .
, el de 1 aulre

AG=GB=BH HC^CK,..., d oul on deduilGH-^HK^....
Ainsi le polygone GHK... a ses angles egaux el ses coles

egaux.
D apres celle demonslralion, pour avoir le polygone regu-

lier de n coles circonscril a un cercle, il suffil de diviser la

circonference en n parlies egales el de mener des langenies

par les poinls de division. Or, les milieux M, N, P, . . . des

arcs AB, BC, CD,..., qui sous-lendenl les coles du polygone

regulier inscril (fig. i85), divisenl evidemmcnl la circonfe

rence en ;i parlies egales. On aura done un polygone regulier

circonscril de n coles en menanl des langenies par ces poinls.

On prefere souvenl celle seconde maniere d operer, parce que
le polygone A B C D ,. . ., ainsi oblenu, a ses coles paralleles

a ceux du polygone inscril ABCD, . . .
, el ses sommels A , B ,

C , . . ., sur les memes rayons OAA , OBB ,. . ., que les som
mels du polygone ABCD. ... En effet, d une parl deux coles

lels que BC, B C , sonl paralleles comme perpendiculaires sur

la meme droile ON, el d aulre parl deux langenies lelles que
MB , NB , doivent se couper (170) sur la bisseclrice OB de

Tangle MON.

266. RECIPROQUEMEM, on pent toujours inscrire et circon-

scrire une circonference fi un polrgone rggulier &amp;lt;lonne.

Soil ABCDEF le polygone regulier donne (fig. 186).

i Pour demonlrer qu on peul circonscrire une circonle-

1 1.
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rence a ce polygone, il suffit de prouver que la circonference

qui passe par trois sommets consecutifs quelconques A, B, C,

passe par le sommet suivant D . Or, soil le centre du cercle

determine par les trois points A, B, C; menons OA, OD, et la

perpendiculaire OH sur BC. Replions le quadrilatere ABHO
autour de OH; les angles en H etant droits, BH prendra la di

rection HG, et le point B tombera en C, puisque BH = I1C.

Mais, le polygone etant regulier, Tangle ABH esl egal a Tan

gle HCD, comme le cote BA au cote CD; par suite, le cote BA

prendra la direction CD, et le point A tombera en D. Done OD
est egal au rayon OA, et la circonference consideree passe par

le point D.

2 Les cotes AB, BC,. . ., etant des cordes egales du cercle

circonscrit, les perpendiculaires OH, OG,..., abaissees du

centre sur ces cordes, seront egales (104); done, si du

point comme centre, avec OH pour rayon, oa decrit une

circonference, chacun des cotes du polygone^sera louche en

son milieu par cette circonference, alors inscrite au polygone.

COROLLAIRES.

267. On nomine centre d un polygone regulier le centre

commun de la circonference inscrite et de la circonference

circonscrite. Ce point, etant a egale distance de tous les cotes

et de lous les sommets, est a la fois le point de concours des

bissectrices de tous les angles et des perpendiculaires elevees

sur les milieux des divers c6tes.

On appelle rayon d un polygone regulier le rayon du cercle

circonscrit, et apotheme de ce polygone le rayon du cercle

inscrit.

On nomme angle au centre d un polygone regulier Tangle
AOB de deux rayons consecutifs; cet angle est evidemment

egal a Tangle GOH de deux apothemes consecutifs, et par con

sequent est le supplement de Tangle GBH du polygone regu
lier. D apres cela, si n est le nombre des cotes du polygone,
et si Ton prend Tangle droit pour unite, Tangle au centre

vaudra - et Tangle du polygone 2 - . On voit ainsi que,

sauf le triangle equilateral dont les angles sonl de 60 degres,
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et le carre dont les angles soni droits, tous les polygones

reguliers ont leurs angles obtus.

268. On prouverait, par des raisonnements ideniiques aux

precedents, que loute ligne brisee reguliere est inscriplible

et circonscriptible, et par suite qu elle a un centre, un apo-
iheme et un rayon, qui sont le centre et les rayons des cir-

conferences inscrite et circonscrite. Une ligne brisee roguliere

ne differe d une portion de polygone regulier qu en ce que
son angle au centre n est pas forccment une parlie aliquoic

de quatre angles droits.

269. i Deux polygones reguliers d un me*me nombre de

cotes sont semblables.

2 Leur rapport de similitude est egal & celui de leurs rayons
ou de leurs apotliemes.

Fi
ff

. .87.

En effet :

1 Ces polygones ont les angles egaux, puisque la valeur de

Tangle d un polygone regulier ne depend que du nombre des

cotes (267), et que le nombre des cotes est le meme dans les

deux figures; de plus, les cotes sont evidemment proportion-

nels, puisque, dans 1 une et 1 autre figure, ils soni egaux. Done,
les polygones considered sont semblables.

2 Soient (fig. 187) AB le cole du premier polygone, son

centre, OB son rayon, OF son apotheme ; soient de meme A B
le cote du second polygone, son centre, O B son rayon,
et O F son apoiheme. Les triangles rectangles BFO, B F O ,

sont semblables (208), puisque les angles FBO, F B O , sont

egaux comme moitie des angles egaux ABC, A B C (267). On
a done

BF OB OF
B F &quot;(Tb

7
&quot;&quot;

O F&quot;



I 66 GEOMETRIE PLANE.

mais, les polygones proposes etant semblables, leur rapport
de similitude est egal au rapport des cotes AB, A B , ou des

demi-cotes BF, B F
;

il est done aussi egal au rapport des

rayons OB, B , ou au rapport des apothemes OF, O F .

SCOLIE.

270. Supposons la circonference divisee en m parties egales;

designons par a la longueur de Tune des parties, etjoignons
les points de division de p en p, a partir de Tun d eux.

Si p est premier avec m, la circonference ma et Tare pa
sous-tendu par chacune des cordes successives auront pour

plus petit multiple commun pma, et Ton reviendra au point

de depart apres avoir parcouru p fois la circonference ou

m fois 1 arc pa. On aura done forme ainsi un polygone regulier

de m cotes. Par exemple, dans \ajig. 190 ou la circonference

est divisee en 10 parties egales, on obiient, en joignant les

points de division de i en i, le decagone convexe, et en joK

gnant ces points de 3 en 3 un decagone regulier etoile.

Si p et m, au lieu d etre premiers entre eux, ont un plus

grand commun diviseur 0, le plus petit multiple commun de

1 arc pa et de la circonference ma sera -- a. On reviendra

alors au point de depart apres avoir parcouru ~ fois la cir

conference ou - fois 1 arc pa; en d autres termes, on aura

forme ainsi un polygone regulier de -% cotes, et non plus de

m coles.

Au premier abord, il semble resulter de la qu il existe au-

tant de polygones reguliers (convexes ou etoiles) de m cotes

qu il y a de nombres premiers a m dans la suite ?, 2,...,

m i. Mais, si Ton remarque qu en joignant les points de

division de p en p, p etant premier a m, on obtient le meme

polygone qu en les joignant de mp en mp, on voit qu en

realite le nombre des polfgones reguliers de m cdtds est egal

au nombre des entiers premiers a m contenus dans la suite
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D apres ccla, il n y a ql un hexagone regulier; il y a deux

pentagones reguliers, deux dccagones, quatre pentedeca-

gones, etc.

VII. - PROBLfcMES SUR LES POLYGONES RfiGULIERS.

PRORLfcME.

271. Inscrire un carre dans un cercle donne (Jig- 188).

Fig. i 88.

II suffit evidemment de mener deux diametres AC el BD

perpendiculaires entre eux, et de joindre leurs exiremites,

pour avoir le carre demande ABCD.

Le triangle AOB, rectangle en 0, donne

AB
2

r= OA
2

-f-OB =r20A
2

,
d ou AB = OA.y/2.

Ainsi, le c6te du carre inscrit dans le cercle de rayon R est

egal A R.v/2.

II convient de remarquer que I apotheme du carre inscrit

est egal a la moitie de son cole, et que le cote du carre cir-

conscrit est egal au diametre du cercle considere.

COROLLAIRE.

272. Du carre, on passe a 1 octogone regulier inscrit en

divisant (Jig. 188) chacun des arcs AB, BC, CD, DA, en deux

parties egales. On deduirait de meme de 1 octogone le poly-

gone regulier de 16 cotes,. . ., et ainsi de suile. On peut done,

avec la regie et le compas, inscrire les polygones reguliers

de
4&amp;gt; 8, 16, 82, . . . .

, et, en general, de 2&quot; cotes.

PROBLfcME.

273. Inscrire un liexagone regulier dans un cercle (Jig. 189).

Supposons le probleme resolu, et soil ABCDEF 1 hexagone
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demande. En menanl deux rayorft consecutifs OA, OB, on

obtient un triangle GAB qui est isocele, et, par suite, dont

Fig. 189.

les angles A et B sont egaux. Mais, si Ton remarque que le

rayon BO prolonge passe par le sommet E de 1 hexagone, on

voit que Tangle inscrit ABE a pour mesure la moitie de Tare

AFE, c est-a-dire une division de la circonference; et comme
1 angle au centre AOB a aussi pour mesure une de ces divi

sions AB, les deux angles ABO et AOB sont egaux, el le trian

gle OAB est equilateral. Done, le c6te de Vhexagone inscrit

dans un cercle est egal au rayon B de ce cercle.

Pour inscrire un hexagone regulier dans un cercle, il suffit,

d apres cela, de porter six fois sur la circonference une ou-

verture de compas egale au rayon, et de joindre les points de

division consecutifs ainsi obtenus.

COROLLAIRES.

274. En joignant de deux en deux les sommets de 1 hexa

gone, on obtient le triangle equilateral inscrit ACE. Le triangle

rectangle ACD donne

AC
2= AD

2

CD = 411 B 2 =
d ou

AC = B v/3.

Ainsi, le cdte du triangle equilateral inscrit dans le cercle de

rayon R est egal a B \/3; son apotheme OG est d ailleurs egal

a la moitie du rayon, car la figure ABCO est un losange.
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275. En menanl des tangentes par les points B, D, F, on

forme le triangle equilateral circonscrit A C E
, dont les coles

sont paralleles a ceux du triangle equilateral inscrit ACE. Le

rapport de similitude de ces deux triangles est egal (269) a
/\T

-r-v&amp;gt; c est-a-dire a 2. Ainsi, deux lignes homologues quelcon-

ques dans le triangle equilateral circonscrit et dans le triangle

equilateral inscrit sont doubles Tune de 1 autre.

276. De I hexagone, on passe au dodecagone regulier inscrit

en divisant en deux parties egales les arcs sous-tendus par les

cotes de I hexagone; on deduirait de meme du dodecagone le

polygone regulier de 2.4 coles,. . ., et ainsi de suite. On peut
done, avec la regie et le compas, inscrire les polygones regu-
liers de 3, 6, 12, 24,. . ., et, en general, de 3.2&quot; cotes.

PROBLEMS.

277. Inscrire un decagone regulier dans un cercle donne

Supposons le probleme resolu, c est-a-dire la circonference

divisee en dix parties egales par les points A, B, C, I), E, F,

G, H, K, I.

En joignant les points de division consecutifs, on obtienl

le decagone regulier couvexe ABCDEFGHKI; en joignanl les

points de division de trois en trois, on obtient le decagone
regulier etoile ADG1CFKBEH (270). 11 s agit de conslruire les

cotes AB et AD de ces deux decagones.

Or, en remarquant (Jig. 191) que le rayon BO prolonge passe
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par le sommet G, on voit que Tangle AMB, dont le sommet est

a Tinterieur du cercle, a pour mesure la moitie de Tare AB,

plus la moitie de 1 arc GD, c est-a-dire deux divisions de la

circonference. D ailleurs, Tangle inscrit ABG a pour mesure

la moitie de Tare AG, c est-a-dire encore deux divisions;

Tangle au centre BOD a aussi cette meme mesure. Les deux

triangles AMB, DM0, sont done isoceles, et Ton a

AM = AB, MD=:OD ou AD-AM=OD.

D un autre cote, les angles OMA, DOA, etant egaux comme

ayant Tun et Tautre pour mesure trois divisions, les droites OM
et OD sont anliparalleles par rapport a Tangle OAD, et Ton

a (198)

Les deux relations precedenles montrent que la recherche

des cotes AD et AB =. AM revient a celle de deux lignes dont

la difference est egale au rayon et dont le produit est egal au

carre du rayon; on obtiendra done ces deux c6tes (260) en

divisant le rayon en moyenne et extreme raison; le plus grand

segment additif sera le c6te du decagone regulier convexe,
et le plus petit segment soustractif sera le cdte du decagone

regulier etoile.

Si R est le rayon du cercle, on aura (261)

COROLLAIRES.

278. La circonference etant divisee en dix parties egales,

en joignant les points de division de deux en deux, on ob-

tient \Qpentagone regulier convexe ACEGK; en les joignant de

qualre en quatre, on trace le penlagone regulier etoile AEKCG

Pour calculer les cotes FD et FB (fig. 198) du pentagone

regulier convexe et du pentagone etoile, il suffit de remarquer

que, si Ton mene le diametre FA, les cordes AD el AB sont

les cotes du decagone etoile et du decagone convexe. Or les
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iangles rectangles FAD, FAB, donnent

FD = V/4R -AD , FB = V/4 R
a - A

171

Fig. 192. Fig. 193.

ou, en remplacant AD et AB par leurs valeurs (277) et re-

uisant,
T&amp;gt; T&amp;gt;

FD= v/io 2 v/5, FB = y/io -j- 2i/5.
2 2

279. Du decagone convexe, on passe au polygone regulier

3 20 cotes, puis a celui de
4&amp;gt;- &amp;gt;

et ainsi de suite, en pre-
ant chaque fois les milieux des arcs sous-tendus par les cotes

j polygone precedent. On pent done, avec la regie et le

tmpas, inscrire les polygones reguliers de 5, 10, 20, 4&amp;lt;&amp;gt;,

. . .,

;, en general, de 5.2&quot; cotes.

PROBLfcME.

280. Inscrire un pentedecagone regulier dans un cercle

onne (Jig. i 94).

Supposons le probleme resolu, c est-a-dire la circonference

ivisee en quinze parties egales par les points A, B, C, D, E,

, G, H, I, K, L, M, N, 0, P.

En joignant les points de division de i en i, de 2 en 2, de

en
4&amp;gt;

de 7 en 7, on obtient les cotes AB, AO, AE, AI, du

2ntedecagone convexe et des trois pentedecagones etoiles.

Considerons les cotes AB et AE; Q etant le milieu de Tare

D, on a

arcAQ= 1 2 -4- -
)

--
^ ,

\ 27 i5 b

\ 2/ l5
~

IO
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Done, pour construire AB et AE, il suffit de porter, a partii

du point A, une corde AQ ogale au cote de 1 hexagone, puis $

partir de Q, et de part et d aulre de ce point, une cord&amp;lt;

QB = QE egale au cote du decagone convexe.

Pour calculer AB et AE, abaissons du point Q les perpendi

culaires QS et QT sur ces cotes; Tegalite des triangles rectan

gles QAS et QAT, qui ont 1 hypotenuse commune et un angli

aigu egal QAS = QAT, donne

puis, de 1 egalite des triangles rectangles BQS, TQE, qui on

1 hypotenuse egale et un cote egal, on deduit

On a done

AB = AS BS

ET = BS.

el AE = AT + TE = AS + BS.

Mais QS n est autre que la moitie du cote du decagone con

vexe, puisque AQ est egal au rayon et que, 1 arc BQ etanl I

dixieme de la circonference, Tangle inscrit BAQ est la moitii

de Tangle au centre du decagone convexe; on a done

par

BS =
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)n aura done, d apres les relalions ci-dessus,

i 7 3

\\

AE =: v 10 4- 2 V 5 - y3 -h s/
S.

On verra de meme que, X elani le milieu de ML, AX est le

die du decagone eloile el XO XI le cole de 1 hexagone, ce

ui permcttra de conslruire el de calculer d une maniere ana-

&amp;gt;gue
les coles AO el AI des deux aulres penledecagones

loiles. En remarquani que XY esi la moilie du cole du deca-

3ne eloile, on irouve

AO = -
\ 10 2 v-5 j,

281. Du peniedecagone convexe, on passe au polygone de

ji coles, puis a celui de 60,. . ., el ainsi de suile, en prenanl

aaque fois les milieux des arcs sous-lendus par les coles du

iplygone precedenl. On peul done, avec la r&gle et le compas,
iscrireles polygones reguliers de i5, 3o, 60, 120,..., el en

j;neral de 3.5.2n coles.

PROBLEME.

282. Connaissant le cdted un polygone regulier inscrit dans

i; cercle donne, calculer le c6te du polygone regulier inscrit

tun nombre de cdtes double (Jig igS).

&amp;gt;ienl AB = a le cole donne el R le rayon du cercle;
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CD etant le diametre perpendiculaire
a AB, AC sera le cote

cherche, que nous designerons par a .

La corde AC est moyenne proportionnelle
entre le

dj
metre CD et sa projection CE = OC - OE sur ce diametre;

on a done
fl&quot;= 2 R(R - OE) = R(2R - 20E).

Mais le triangle rectangle AEO donne

f ou OE^

On a done fmalement

En particulier, lorsqu on prendle rayon pour unite, on a

(2)
a ^v/a-v/f13 &quot;&quot; -

On peut donner a cette relation une aulre forme plus com

mode pour le calcul numerique. Lejrodult
de .a somm

a + J^&amp;gt;, par la difference^-- y/4
- !

-
&*^ h la dl(

rence des carres de 2 et de # - c est-a-dire a

283. En partant d un polygons donl on conna.t le co e

pourra, par 1 applicalion repelee de la formula (3), calcul

EPLA. cotes, et par suite le. penmetres
des p

nones reguliers inscrits de a,4, 8 - l6n &quot;
coleS&amp;gt;

&quot;

,

fe nonobre des coles du premier polygons. Voici les result

que 1 on obtient en partant,
soil du carre dont le cote
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dans le cercle de rayon i, soil de 1 hexagone dont le c6te

est i :

Nombre des cdtes. Deuii-perim^tres.

4 2,82842
8 3, 06146

16 3,12144
32 3,i3654

64 3,i4o33

128 3,14127

Nombre des cfitSs. Demi-perlui^tres.

6 3,ooooo

12..* 3,10582

24 3, 1 3-262

48 3,i3935

96 3,i4io3

Ces valeurs sont obtenues par defaut a moins d une unite du

cinquieme ordre decimal.

PROBLEME.

284. Connaissant le cdte d un polfgone regulier inscrit,

calculer le cdte du polfgone regulier circonscrit semblable

Soient AB = a le cote donne et R le rayon du cercle; me-
nons la tangente CD au milieu F de Tare AB et prolongeons-la

jusqu aux points C et D, ou elle rencontre les rayons OA et OB
rprolonges. CD sera le cote cherche (265); designons-le par a.

Les triangles semblables AOE, COF, donnent

CF
AE

OF
OE

ou - = R
OE

mais on a (282)

il en resulte

&amp;lt;x
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En parliculier, lorsqu on prend le rayon pour unite, on a

a =

SCOLIE.

285. Connaissant les cotes des polygones reguliers de n, in,

4/i, 8/t, ... cotes, inscrits dans le cercle de rayon i, on aura

par la formule (2) les cotes, et, par suite, les perimetres des

polygones reguliers circonscrits semblables. Voici les resul-

tats que Ton obtient pour les series qui derivent du carre et

de 1 hexagone :

Noinbre des c6ti-s. Demi-perimeti es.

4 4&amp;gt;
000

8 3
;
3i37 i

16 3,18260

32 :

64

128..

Noinbre des c6(es. Demi-pe&quot;i imetres.

6 3, 46411

12 3
; 2i54o

24 3,15967

48 3,14609

96 3, 14^72

19* 3,i4i88

Ces valeurssont obtenues par exces a moins d une unite du

cinquieme ordre decimal.

PROBLfcME.

286. Etant donnes le rayon r et Vapotheme a d un poly-

gone regulier, calculer le rayon r et Vapotheme a du poly-

gone regulier qui aurait le m&me perimetre et un nombre de

c6ts double (fig. 197 ).

Fig. 197.

Solent AB le cote et le centre du polygone donne; en

mennnt le rayon OGC perpendiculaire sur AB, on aura

OC fi r, OG = a.
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Tirons CA et CB, et joignons les milieux D et E de ces deux

cordes. La droite DE, parallele a AB et egale a sa moitie, sera

le cote du polygone regulier qui a meme perimetre et deux

fois plusde cotes que le premier. D ailleurs, Tangle DOE etani

la moitie de Tangle au centre AOB du polygone primitif, le

point sera encore le centre du nouveau polygone, et Ton
aura

OD = r
,

= a .

Or, le point F esl le milieu de CG ; done

(1) OF = -(OG + OC) ou a =-(a + r).2 2

De plus, le triangle rectangle ODC donne (222)

(2) OD
:= OC.OF ou r = ^a7

.

Les relations (i) el (2) resolvent le probleme propose; la

premiere permel de calculer a
; puis, a etant connu, la se-

conde donne r .

SCOLIE.

287. On voit sur la figure que OF est plus grand que OG et

que OD est moindre que OC. Done, quand on passe d un po
lygone regulier au polygone regulier isoperimetre d un nom-
bre de cdtes double, I apotheme augmente et le rayon dimi-

nue t de sorte que la difference entre le rayon et Tapotheme
va en decroissant. Le triangle AOG montre que celle difference

OA OG esl moindre que AG, c est-a-dire que la moitie du

cote du polygone correspondant. Or, le perimetre du polygone
reslanl conslanl, la valeur de chacun des coles lend vers zero

lorsqu on double leur nombre indefiniment. Done, Vexces du

rayon sur I apotheme pent devenir aussi prtit qu on veut.

On peut voir que la difference r a est moindre que le

quart de la difference precedente r a.

En effel, si du point comme centre, avec OD pour rayon,
on trace Tare DIE, on a

r a IF et r-a = CG = zC



178 GEOMfiTRIE PLANE.

il s agit done de prouver que IF est inferieur a la moitie de CF,

c est-a-dire que IF est moindre que CI. Or Tangle inscrit IDE

et Tangle IDG forme par une tangente et une corde ont pour

mesure, le premier la moitie de Tare IE, le second la moitie

de Tare DI; ces angles sont done egaux, et DI est la bissectrice

de Tangle CDF. Done enfin le rapport de IF a 1C est egal (191)

a celui de la perpendiculaire I)F a Toblique DC, et, par suite,

moindre que i.

COROLLAIRE.

288. Soient p et P les perimetres de deux polygones reguliers sem-

blables, Tun inscrit et 1 autre circonscrit, et p et P les perimetres de

deux polygones re&quot;guliers inscrit et circonscrit d un nombre de cotes

double. Le rapport de similitude ou celui des perimetres e&quot;tant egal au

rapport des apothemes (269), on a (fig. 197)

- 25 . _ 9D _ 9E
p~oc P ~~OC~OD

d ou

95 = 95 et -ii ii
P $ 7 F

D ailleurs, les triangles semblables ODC, ACG, donnent

OC _ AC _ // OCOD
OD

~
AG

&quot;&quot;

p L L
P l&amp;gt;

On a done
OC OG OD OF

i

~

i i i

P p J1 F
mais (286)

OF =.-
7 (OC + OG) et

done enfin

Etant donnes les perimetres p ct P de deux polygones reguliers sem

blables inscrit et circonscrit a un meme cercle, ces deux formules permet-

tront de calculer les perimetres p et P des polygones reguliers inscrit et

circonscrit fl un iiombrc de cotes double.
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VIII. - MESURE DE LA CIRCONFfiRENCE.

DEFINITIONS.

289. L idee generale de longueur estune de celles qu on ne

peut ramener a aucune aulre. Aussi bien, comme nous 1 avons

deja dit, il n est pas necessaire de savoir definir une grandeur

pour pouvoir la mesurer, c esl-a-dire pour pouvoir la compa
rer a une autre grandeur de meme espece; il suffit de posseder
la notion des grandeurs de cette espece el d avoir defini leur

egalite et leur addition. C est ainsi qu apres avoir defini 1 ega-

lile et 1 addition des lignes droites (3), on concoit nettement

ce que c est qu une ligne droite ou brisee double, triple,. . .,

d une autre, et, en general, ayant un rapport quelconque avec

une autre ligne droite ou brisee. On peut en dire auiant de

deux arcs de cercle de meme rayon (93).

II n en est plus de meme lorsqu il s agit de comparer un arc

de cercle ou, plus generalement, un arc de courbe quelconque
a la ligne droite. Puisque la decomposition en parlies respec-
tivement superposables est ici impossible, el qu en Geomeirie

Vegalite resulle de la possibilile de la coincidence, on voit

qu a propremenl parler un arc de courbe el une poriion de

ligne droile ne peuvenl elre egaux, mais seulemenl Equiva
lents. Pour ramener la notion de la longueur d un arc de courbe

a celle de la longueur d une ligne droile, on adople alors la

definition suivante :

La longueur d un arc de courbe est la lirnite vers laquelle
tend le perimetre d une ligne brisee inscrite dans eel arc et

dont les c6tes tendent vers zero.

290. Toutefois, pour justifier cette definition, il faut prouver que cctte

limite existe et qiCellc est unique, c est-a-dire independante de la loi sui-

vant laquelle on fait tendro vers zero les c6te&quot;s de la ligne brise&quot;e.

On peut supposer que Tare de courbe consider^ AB (fig. 198) est con-

vexe dans toute son e&quot;tendue; sans quoi, on le decomposerait en plusieurs

arcs, les uns convexes, les autres concaves, et la proposition une fois e&quot;ta-

blie pour les arcs partiels s etendrait a Tare total.

A cette remarque, nous joindrons les deux definitions suivantes :

Une ligne brisee quelconque ACD...B etant inscrite dans Tare de

12.
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courbe AB, nous appellerons ligne bris6e circonscrite correspondante la

ligne AM N ...T B formee en menant a 1 arc AB des tangentes par les

divers sommets de la ligne inscrite.

Si Ton inscrit dans 1 arc AB des lignes brisees se succedant d apres une

loi de&quot;terminee, et si Ton n impose aux lignes brisees de la serie que la

condition d avoir leurs cotes tendant vers
ze&amp;gt;o,

nous dirons que la loi

d inscription est quelconque; mais, si les lignes brisees successives sont,

en outre, telles que les sommets de chacune d elles fassent partie des som

mets de la suivante, nous dirons que la loi d inscription est simple. II est

clair qu il existe une infinite&quot; de lois simples d inscription.

Ceci
pose&quot;,

nous diviserons noire demonstration en trois parties.

i Le rapport des perimetres d une Ligne brisee inscrite et de la ligne

brisee circonscrite correspondante tend vers Vunite, quellc que soil la loi

suivant laquelle les cotes de la ligne inscrite tendent vers zero.

En effet, soient M, N
;

. .., T, les projections des sommets de la ligne

circonscrite sur les cotes de la ligne inscrite; la valeur du rapport

AM H-M C-hCN 4-...-hT B

AM -+- MC -+- CN -+- . . . -+- TB

etant comprise entre les valeurs de deux des rapports

AM;
AM

M C

MC
CN

TB

il suffit de prouver que chacun de ces rapports tend vers l uhit. Consi-

CN
derons, par exemple, le rapport -^- et, sur une droite a[3 invariable de

L*N

grandeur et de position, construisons un triangle apy, rectangle en 6 et

Fig. ,98.

dont 1 angle aigu y. soit
e&quot;gal

a Tangle N CN. Les triangles semblables N CN,

apy, donr.ent

CN _ 07^
CN

~
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mais, quand le cdte CD tend vers
ze&quot;ro,

il en est de meme de 1 ungle N CN
ou de son6gal a; par suite, la longueur fmie et variable ay tend vers af,

et le rapport propose a pour limite 1 unite.

2 Le perimetre (Cum- ligi.e hrisee insertte d*apres unc loi SIMPLE tend

rers unr limite delerminee, et eette limite est la menu: quelle fine soit la

loi
.\i/n/&amp;gt;/e (ju on eonsidere.

11 est evident d abord que, si des lignes brise&quot;es inscrites dans 1 arc AB

se suceedent d apres une loi simple determinee, leiirs pe&quot;rimetres
tendent

vers une limite determined L; car ces p^rimetres croifsenl sans cesse en

restant toujours moindres que le perimetre d une ligne br:se&quot;e quelconque
circonscrite a Tare AB. D ailleurs, d apres ralinea pre&quot;cdent,

les lignes

brisees circonscrites correspondanles tendent aussi vers la mme limite L.

Considerons maintenant deux lignes brisees inscrites appartenant a deux

lois simples differentes; soient p et // leurs perimetres, P et P les peri-

metres des lignes circonscrites correspondantes, L la limite commune a p
et a P, L la limite commune a p eta P . Toute ligne brisee inscrite e&quot;tant

moindre qu une ligne brisee circonscrite quelconque, on a p &amp;lt;P ;
la li

mite L de p ne peut done pas surpasser la limite L de P . On verrait de

mome que L ne peut surpasser L. Par consequent, L et L sont egales.

3 Le perimetre d unc ligne brisec inscrite d apres une loi QUELCONQUE
tend vers une limite determinee, et cette limite est independantc dc In loi

(Vinscription adoptee.
En effet, considerons une serie de lignes brise&quot;es inscrites dans 1 arc AB

suivant une loi quekonque; soient p le
pe&quot;rimetre d une ligne de cette se-

rie et P le perimetre de la ligne brisee circonscrite correspondante. Puis-

que le rapport de p a P tend vers 1 unite, on peut prendre les c6tes de la

ligne brise&quot;e inscrite assez petits pour que la difference P p soit moin

dre qu une quantile fixe & aussi petite qu on veut. Soit L la limite des

perimetres des lignes brisees inscrites dans 1 arc AB suivant une loi simple

quelconque. P, etant plus grand qu une ligne brisee quelconque inscrite

suivant une loi simple, sera supe&amp;gt;ieur
ou au moins

e&quot;gal
a la limite L. On

aura done a fortiori

p -+- 1
&amp;gt;

L ou p &amp;gt;
L 2.

D aulre part, p e&quot;tant moindre qu une quelconque des lignes brise&quot;es

circonscrites correspondantes aux lignes brisees inscrites suivant une loi

simple, sera inferieur a leur limile L, et Ton aura

par suite, p tant compris entre L et une quantit^ L
, qui differe de L

aussi peu qu on veut, aura L pour limite.

Nous devons a M. 0. Bonnet le principe de cetle demonstration qui ne

repose, comme on le voit, que sur des idees elemenlaires.
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291. On deduit de ce qui precede plusieurs consequences importantes.
i Tout arc convexe A cst moindre qu une ligne cjuclconcjue B qui Ven-

veloppe en partant des memes extremites. II suffit, en effet, de conce-

voir une ligne brisee A inscrite dans 1 arc A, et une ligne brisee B in-

scrite dans 1 arc B, de maniere a n avoir aucun point commun avec Fare A.

On aura alors (74) A
&amp;lt;

B et, par suite, en passant a la limite, A
&amp;lt;

B.

On verrait de meme que le perimetre cVune ligne convexe fermee cst

moindre que le perimetre de toute ligne qui I enveloppe.
2 Le rapport d un arc de courbe AC a so, corde (fig. 198) a pour li

mite I unite, lorsque Pare tend vers zero. Car, en menant les tan-

gentes AM et CM
,
on a (i)

corde AC
&amp;lt;

arc AC
&amp;lt;
AM -h M C,

d ou

arc AC AM +M G
C

corde AC
&amp;lt; AM -+- MC~

Or on a
prouve&quot; (290, i) que ce dernier rapport a pour limite 1 unite&quot;

lorsque 1 arc AC tend vers ze&amp;gt;o. La proposition est done demontre&quot;e.

292. Le rapport de deux circonferences quelconques est

egal au rapport de leurs rayons.

Soient R et R les rayons, el C et C les longueurs de deux

circonferences; inscrivons dans la premiere un polygone re-

gulier quelconque et, dans la seconde, un polygone regulier
d un meme nombre de coles. P et P etanl les perimetres de

ces polygones, on aura (269)

_P __ R.

F &quot;&quot;R

7
*

Cetle proporlion, ayantlieu quel que soil le nombre des cotes

des deux polygones, subsistera quand on fera croitre ce nom
bre indefmimenl; mais alors les perimelres P el P tendront

vers leurs limites respeclives C et C (290, 291) et leur rapport

^
tendra vers- On aura done, a la limite,
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COROLLAIRE.

293. La proposition preccdente donne

C C C C

R
=

IV
U

*K
=

Tl

Done, le rapport d une circonference a son diametre est le

meme pour toutes les circonferences; en d aulres lermes :

Le rapport de la circonference au diametre est un ?iombre

constant.

Ce nombre, qu on represente ordinairement par TT, est in

commensurable (*); on ne peut done pas 1 avoir exactement;
mais on peut le calculer, comme nous le montrerons bientot,

avec telle approximation qu on veut. Voici sa valeur en deci-

males, ainsi que celle de son inverse et de son logarithme :

TT = 3, i4i59 26535 89793 23846. . .
,

- = 0,3183098861 8379067153. ..,

log?: = o,497i4 98726 94 33 85435. . . .

294. En donnant a la formule rr IT les deux formes2K

C^27:R, R = ~ ,

27T

on voit : i que, pour calculer la longueur d une circonfe

rence, il faut multiplier par le nombre T: le double de la lon

gueur du rayon; 2 que, pour calculer le rayon d une circon

ference, il faut diviser par T. ou multiplier par
- la moitie de

la longueur de la circonference.

Exemples :

i Quelle est la circonference d une roue de voiture dont

le rayon est de om,65?

(
!

) C est Lambert qui a demontre pour la premiere fois (Memoires de Ber

lin, 1761) que TT est incommensurable. Legendre a prouve plus tard qu il en

est de meme du carre de TT,
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En multipliant le rayon om ,65 par 6m , 28 qui est la valeur de

27: a moins d un centieme, on trouve pour la circonference

cherchee 4
m,8a moins d un centimetre.

2 Quel est le rayon du meridien de Paris ?

On sail que la demi-circonference de ce meridien est de

20000000 metres; en multipliant ce nombre par 0,3188099,

qui est la valeur de - a moins de j dix-millionieme, on trouve
7T

pour le rayon cherche 6366 197 metres a moins de i metre.

295. La longueur de 1 arc de 180 degres dans le cercle de

rayon R, c est-a-dire de la demi-circonference, etant Till, la

TR
longueur de Tare de i degre sera

-^-j et, par suite, la lon

gueur I de I arc de n degres dans le cercle de rayon R a pour

expression

Cetle formule et les deux suivantes

i8o/ i8o/
n = -j K = ?

qu on en deduit, servent a calculer Tune quelconque des trois

quantites /, nf R, lorsqu on connait les deux aulres.

Exemples :

i Sur une circonference donl le rayon a om ,9O, quelle est

la longueur de I arc de 25 45 ?

On a ici

K 45 K 3 io3
n = 2.5 -+- J- = 25 -4- 7 = -7-1

bo 44
et, par suite,

io3

/ 5 ^-^
10 . ^ T 4_. on,^100 ooo 800

a Quel est I arc donl la longueur est egale au rayon?
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La seconde des formulas qui precedent donne pour le nom-

bre de degres de cet arc

i8o r

n = 1 80 x 0,81830988. . . 57i7 44
//

,8o
K

3 Quel est le rayon du cercle dans leqnel I arc de 3o degres
vaut i metre?

La troisieme formule donne

180 6 r ooH=---7Sto

= -=G-.3 83 = ln

.9 -

%

THfcOREME.

296. Deux arcs semblables, c esl-a-dire deux arcs qui re-

pondent a des angles au centre egaux dans des cercles diffe-

rents, sont proportionnels a leurs rayons.
En eftet, soient / el / les longueurs des deuf arcs, R el R

leurs rayons, et les angles au centre egaux qui corres-

pondenl a ces arcs; on a

_/_ 0_ /

27iK
~

4 Broils 27. IV
~~

4 drolls

d ou, en divisant membre a membre el observanl que =
,

l_
R.

/

=~
k

SCOLIE.

297. Dans la pratique, on lvalue les angles en parties aliquotes de la

circonferonce, c est-a-dire en degres, minutes et secondes. II n en est plus

de meme en theorie, lorsqu on veut introduire un angle dans une formule.

Soient VOX un angle et w le nombre qui le mesure, c est-a-dire le rap-

port de cet angle a Tangle unite UOX (fig. 199). Decrivons du sommet

commun comme centre une circonfe&amp;gt;ence, et designons respectivement
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par r, /,
/

,
les nombres d unites line&quot;aires contenues dansle rayon et dans

les arcs AM, AN, intercepts entre les c6te&quot;s des deux angles VOX, UOX.
La proportionnalite des angles au centre aux arcs interceptes (134)

donne
VOX I

UOX
U

Done

i Si on laisse arbitrairc Vunite lineaire et Vunite angulaire, un angle

quelconcjue a pour mesure le rapport des nombres cVunites lineaires con

tenues dans les arcs que Vangle considere ct Vangle unite interccptent

sur une circonference quelconque, decrite de leur sommet commun comme

centre.

2 Si, sans fixer aucune des deux unites, on les fait correspondre 1 une

a Taut re, c est-a-dire si Von prend pour unite darc Varc intcrcepte par
runite d angle, on a / = i, et w = /.

Dans ce cas, un angle quclconque a meme mesure que Varc compris
entre ses cotes at decrit de son sommet comme centre* aoec un rayon

quelconque i c est le the&quot;oreme du n 136.

3 Souvent, au lieu d etablir la correspondance entre Tunite&quot; lineaireet

I unit6 angulaire, on laisse inde&quot;terminee 1 unite de longueur, et Ton fixe

Tumle&quot; d angle; on prend pour unite angulaire Vangle qui interc.epte sur

une circonference quelconque un arc egal au rayon. On a alors l = r, et

par suite

w =: - ou / = &&amp;gt;/*.

r

Dans ce cas, un angle quelconque a pour mcsurc le rapport de Varc

quil intcrcepte sur une circonference quelconque decrite de son sommet

comme cent? e, au 7ayon de cette circonference, et inversement, Varc est

egal a Vangle multiplie par le rayon.

Pour rendre facile la comparaison entre ce mode de mesure et 1 eva-

luation en degres, minutes et secondes, il suffit de rappeler (295, 2) que

Tangle unite&quot; est alors de 57i7 44&quot;,8o.. . .

Ajoutons enfin que si, apres avoir fixe&quot; de la sorte 1 unite d angle, on

prend de plus le rayon r pour unite&quot; de longueur, on etablit ainsi la cor

respondance des unites lineaire et angulaire, et 1 on retombe sur la for-

mule w = /. L angle droit est alors mesure par
-

i ,6707. . .
, Tangle

de 45 degrees par -j
&amp;gt;

etc.
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PROBLfcME.

298. Calculer le rapport de la circonference an diametre.

La formule

montre que, pour avoir TT, on peut :

Soil se donner le rayon R et calculer la longueur de la cir-

conference C : c est la methode des perimetres;
Soil se donner la circonference C et calculer le rayon R :

c esl la methode des isoperimetres.

299. Methode des perimetres. Pour R = i, la formule (i)

donne TT = yC; le nombre TT est done egal a la demi-circonfe-

rence de rayon i. Par suite, le demi-perimetre de tout poly-

gone inscrit dans cette circonference est une valeur de T.

approchee par defaut, et le demi-perimetre de tout polygone
circonscrit est une valeur de TT approchee par exces. Done, si

on calcule, comme au n 283, en partant du carre inscrit, les

demi-perimelres des polygones reguliers inscrits de 8, 16,

32,. . ., cotes, les nombres obtenus seront des valeurs par de

faut de plus en plus voisines de TT; el de meme, si, en parlant

du carre circonscrit, on calcule, comme au n 285, les demi-

perimelres des polygones reguliers circonscrils de 8, 16, 82,...,

cotes, on aura des valeurs par exces de plus en plus voisines

de TT. Par exemple, on trouve (283, 285) pour les demi-pe-
rimetres des polygones reguliers inscrit el circonscrit de

128 cotes. . . 3, 14127 el 3, 14223 ;
on conclut de la que rr est

compris entre ces deux nombres et que 3, 142 est sa valeur a

moins d un millieme.

On peut aussi partir de 1 hexagone el calculer, comme aux

nos 283 el 285, les demi-perimelres des polygones reguliers

inscrils el circonscrils de 12, 2.4. 48&amp;gt;- , coles.

Ainsi presenlee, la melhode des perimelres est tres-labo-

rieuse; rnais en revanche elle esl tres-simple en principe;

c esl d ailleurs la melhode suivie par Archimede, 1 illuslre geo-

meire qui vivait a Syracuse 260 ans avant J.-C, et auquel appar-

tient la gloire d avoir trouve le premier le rapport de la circon-
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ference au diametre. Archimede, en parlant de 1 hexagone el

en s arretant aux polygones inscrit et circonscrit de 96 cotes,

a prouve que TT etait compris entre 3 -h - et 3 -h Ce der-
71 70

nicr nombre 3 -f- ou -i qui surpasse TT de moinsd un demi-
7 7

centieme, suffii dans beaucoup d applications.
355

II convient de signaler encore la valeur par exces ,? qui

est due a Adrien Metius, et dont Terreur n atleint pas un demi-

millionieme.

Nous allons voir que la methode des isoporimetres, publiee
en i8i3, a Nancy, par le geometre Schwab, conduit a des calculs

beaucoup plus simples; nous reviendrons ensuite sur la me-

thode des perimelres, pour monlrer qu on peut la presenter
de lelle sorte qu elle conduise identiquement aux memes cal

culs que celle des isoperimetres,

300. Mgtkode des isoporimetres. Prenons la circonfe-

(^

rence C egale a 2; la formule TT = donne alors

T: ou - H.
n T:

Le nombre - est done la valeur du rayon de la circonference

egale a 2. Par suite, 1 apotheme a et le rayon r de tout poly-

gone regulier ayani un perimetre egal a 2 sont deux valeurs

approchees de -&amp;gt; Tune par defaut, 1 autre par exces; car la
71

circonference inscrite et la circonference circonscrite a un tel

polygone etant Tune moindre, 1 autre plus grande que 2, leurs

rayons a et r doivent comprendre le rayon R de la circonfe

rence egale a 2 (292), c est-a-dire le nombre -
71

Ceci pose, considerons le carre dont le cole est ; son peri-

metre est 2, son apotheme ,
=

j
et son rayon r\= -7 V^

2
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Puis, a 1 aide des formules (286),

(
i

) *-+..
-

(
a\t -4- rk ), /v+i = y rt*+ l *

calculons successivement les rayons et lesapothemes 2 et ra ,

#3 et r3 , &amp;lt;74 et r4 ,
. . . des polygones reguliers isoperimetres de 8,

16, 82, . . .
,
cotes. Dans la serie

dont chaque terme a partir du iroisieme est alternativement

moyen arithmetique et moyen geometrique entre les deux qui

precedent, les termes de rangs impairs a lt a&amp;gt;, a^,..., ,...,

vont en croissant et restent inferieurs a -? tandis que les
71

termes de rangs pairs r,, r2 ,
r3 , ..,. r,..., vont en decrois-

sant (287), et restent superieurs a - D ailleurs, on sait (287)

que la difference r,t an peut etre rendue moindre que toute

quantite donnee en prenanl n assez grand ;
done les termes de

la suite

&amp;lt;7|, T|, flj, Tj, # 3 , r3 , . . .
,

allernativement inferieurs et superieurs au nombre -&amp;gt; ont ce

nombre pour limite.

Si Ton remarque en cutre que ,

- est la moyenne arith

metique entre o et -&amp;gt; et que r, = j v/2 est la moyenne geo

metrique entre - et
^&amp;gt;

on arrive a cette proposition :

Le nombre - est la limite vers laquelle tend la suite des nom-

*bres obtenus en partant de o et -? et prena:it alternativement

\la moyenne arithmetique et la moyenne geometrique entre

les deux qui precedent.

En prolongeant le calcul de ces moyennes jusqu a ce que
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deux termes consecutifs aient m -+- 1 decimales communes,

on aura - a moins d une unite decimale de 1 ordre m -4- i, et
TT

par suite, en divisant i par le nombre ainsi trouve, on aura n

a moins d une unite du miim* ordre decimal. Car, si Ton designe

respectivement par e et e les erreurs correspondantes de rr et

de -&amp;gt; on a, en negligeant le produit Tree ,

TT

e ;7r
2 d ou

Voici le tableau des calculs jusqu au polygone de 128 cotes :

On trouve ainsi pour- la valeur o,3i8 a moins d un mil-
TT

lieme, et meme o,3i83 a moins d un dix-millieme; par suite,

en divisant 1 unite par ce dernier nombre, on obtient pour n

la valeur 3,142 a moins d un millieme.

301. Voici quelques developpements nouveaux qui permet
tent d abreger beaucoup les calculs.

Si Ton designe par e* 1 erreur commise, en substituant \i

moyenne arithmetique des deux quantites a*+i et n a leui

moyenne geometrique, la seconde des deux formules (i

devient

n+l = -
(an+i -+- n) -4- ek .

Par suite, on peut ecrire comme il suit ces deux formules :

at+i n= -(at n),

n +l / +l
-

( a *+i )
+ e*.
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On a de meme

01+2 r*+, = -
(flx-t-i

-
( rj+, a.k+ i } -f-

En continuant ainsi jusqu a

et, en ajoutant membre a membre toutes les egalites posees,
on obtient

*
.

#*-i- A fk (Qk rt+ini I -*- [C*-T- 4.1-1 -I- . . . -f-
2

Laissons ^ fixe et faisons crollre
/y. indefiniment; &amp;lt;7|+(A el

n+s*-, aur

deviendra

+s*-, auront pourlimite commune -? et la relation precedente

Or, d apres le n 251, c* est moindre que~ -
(rk ak+l )

2
. On

a done a fortiori.

Par suite, *+, est moindre que -^ ^L_, et i on a a for ,
*

tiori (287)
(rA

-T6

De meme; on peut poser

. i (r* atf
*&amp;lt;*&amp;lt;

~
3 elc
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i fii -4- 2 r/.

L erreur commise en prenant 5 est done moindre
7T 6

que

3 Sak V 16 i6
&quot;/ 45 a*

Supposons /f assez grand pour que cette derniere quantite

soil moindre que -? el designons par a et p des valeurs

approchees de * et de r* a moins de ;
- differant de

2 . 1 Om 71

-
(at-t- 2 a) de moins de ? et cette derniere quantite dif

ferant a son tour de = (a,+ 2p) de moins de -) on a, a
3 2.IO IU

. i

moms de -&amp;gt;

I0m

,;
I =

|(
+ 2 p).

De la ce theoreme :

Si I on prend k assez grand pour que la quantite

45. ak

soit moindre que &amp;gt;

et si a et p sont des valeurs approchees
2.IOm

de ak et de r* a moins de 1 I expression
2 . i om r

valeur approchee de- a moins de -
7T 1O 1

Par exemple, en s arretant au polygone de 64 cotes, on a,

d apres le tableau precedent (300),

Gtr. fi,.}* i a = o,3i8o542,

45.rts

^
2.IO 7

p rzr O,3l84377,
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On en deduit

a moins de
,? et, par suite,

a moins de
io 6

302. Retonr a la mcthodc ties perimetres. Nous avons dit (299) quo
la meHhode des peYimetres convenablement dirig^e conduisait a des cal-

culs identiques aux precedents.

En effet, p et P etant les pe&quot;rimetres de deux polygones re&amp;gt;uliers sem-

blables, Tun inscrit, 1 autre circonscrit, et// et P e&quot;tant les perimetres des

deux polygones re&quot;guliers
inscrit et circonscrit d un nombre de c6te&quot;s

double, on a (288)

i _ i=
2

Les nombres

sont done, a partir du troisieme, alternativement moyens arithm^tiques

et moyens geome&quot;triques entre les deux qui precedent. D ailleurs, si Ton

prend le rayon du cercle
e&quot;gal

a -, on a

i i

TT G ou -

et, par suite,
- est la limite de la suite forme&quot;e par les inverses des pri-

metres des polygones r^guliers inscrits et circonscrits dont le nombre des

cotes va en doublant. Enfm, si Ton part des carrels circonscrit et inscrit,

les deux premiers termes de la se&quot;rie sont

et Ton retombe sur le theoreme de Schwab e&quot;nonce&quot; au n 300.

i3
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IX. - APPENDIGE.

303. Nous nous proposons, dans cet Appendice, de completer quelques-
unes des theories pre&quot;cedentes, et surtout d exposer plusieurs theories nou-

velles qui constituent de puissantes melhodes d investigation.

II convient d indiquer d abord 1 usage des signes -h et pour exprimer
le sens des segments.

PRINCIPE DES SIGNES.

304. Deux points A et B 6tant situes sur une droite inde&quot;finie X X
(fig. 200), on peut parcourir 1 intervalle qui les separe en allant dans le

sens de la fleche ou dans le sens contraire
;
de la deux segments AB et BA

Fig. 200.

de meme longueur, d origines differentes A et B, et de sens opposes. Pour

determiner un segment, il faut donner sa longueur, son origine et le seas

dans lequel il faut porter sa longueur a partir de 1 origine. On indique ce

sens en affectant du signe -+- les nombres qui mesurent les longueurs des

segments comptes dans un sens convenu, et du signe les nombres qui

mesurent les longueurs des segments comptes dans le sens oppose. Ainsi,

en supposant qu on ait choisi le sens de la fleche pour le sens positifde la

droite X X, et que la longueur comprise entre A et B soit egale a 5 unites,

on aura

AB = -H 5, BA i= - 5,

et par suite

AB== BA ou AB-hBA^o.

305. II resulte immediatement de cette convention que, quelles que soient

les positions des trois points 0, A, B, sur la droite indejinie X X, on a tou-

jours, en grandeur et en signe, la relation

(i) AB = OB OA.

En effet, si le point est situe entre A et B, on a

AB = AO-f-OB, d ou AB = OB-OA;

si le point laisse A et B d un m6me cot6, il peut 6tre plus voisin ou plus
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e&quot;loigne
de A que de B. On a, dans le premier cas,

OB = OA -f- AB, d ou AB ^ OB - OA,

et, dans le second,

OA = OB+BA, d ou AB-OB-OA.

De la formule (i), qui est d un usage continuel en Ge&quot;om&amp;lt;Hrie segmentaire,

on deduit les deux relations suivantes :

(2) OA-hOB = 20I, OA.OB = oT-Ai
2

,

dans lesquelles I
de&quot;signe

le milieu de Tintervalle AB. Ces formules, tres-

souvent employees, s obtiennent en ajoutant et en multipliant les deux re

lations

OA = IA 10= 01 Al,

OB --IB -10 = 01 + AT,

qui re*sullent elles-memes de 1 application de la formule (i) aux deux sys-

temes de trois points 0, A, I et 0, B, I.

306. On voit, par ce qui precede, comment, a 1 aide des signes, on peut

re&quot;duire a une formule unique les formules qui re&quot;pondent
aux divers cas

d une meme question.

Tout theoreme rclatif a des segments, sitnes d une maniere quelconquc
dans un plan, comporte la regie des signes, s il est completcmcnt cnonce.

L emploi des signes permet de raisonner d une maniere generate, en se de-

barrassant de certaines conditions de situation qui rendent les demonstra

tions
pe&quot;nibles

et les e&quot;nonce&quot;s obscurs.

Par exemple, nous avons prouv^ au n 187 que, A et B e*tant deux points

pris sur une droite ind^finie X X (fg. 201), il existait sur cette droite

Fig. 201.

deux points C et D
situe&quot;s,

Tun sur AB, 1 autre en dehors, et tels que les

rapports
p^&amp;gt;

rr=i fussent ^gaux. Cette conclusion n estexacte que relative -

ment aux valeurs absolues des segments. En
realite&quot;, les deux rapports sont

e*gaux et de signes contraires
;
le premier est negatif, le second positif, et

Ton a

CA_ _DA CA
.
DA

CB
~

DB CB
:

DB
~

Telle est la forme correcte de la relation trouve&quot;e au n 187, et qu on ap-

pelle proportion harmonique.
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Par suite, lorsqu on a egard a la fois aux valeurs absolues et aux signes

des segments, il n existe sur la droite indefinie X X qiiun scul point qui
divise AB dans un rapport donne; ce point est situe entre A et B on sur le

pj olongement de AB suwant que le rapport donne est negatij on positif.

Le lecteur verra sans peine combien le lemme ainsi 6nonce permet de

simplifier les demonstrations des nos 190 et 220.

TRANSVERSALES.

307. Lorsqu une transversale abc (fig. 202 et 208) rencontre les trois

cotes d un triangle ABC, regardes comme indeTmis, chacun des points d in-

tersection a, b, c, est 1 origine commune de deux segments ayant pour extre&quot;-

mites les extr^mites du cote que Ton considere. Ainsi, sur AB, sont les

Fig. 202. Fig. 2o3.

deux segments cA et cB, sur BG les segments B et C, et sur GA les

segments &C et A. Les deux segments relatifs a un meme cote sont de

signes contraires ou de meme signe (306), suivant que la transversale

coupe le cote lui-meme ou son prolongement.

THfiOREME.

308. Quand un triangle ABC est coupe par une transversale abc (fig. 202

et 2o3
) ,

il existe, entre les segments que cette droite determine sur les cotes,

la relation

B bC fA

En effet, en menant CD parallele a AB, on a, dans les triangles sem-

blables^CD,

et, dans les triangles semblables CD
;
&r A,

bC DC
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il suffit done do multiplier ces deux proportions membre a membre pour

avoir la relation (i), qui se trouve ainsi demontree en valeur absolue.

II reste a prouver que, eu egard aux signes des segments, c est le

signe + qui convient au second mombre de cette egalite . Or il ne peut

se presenter que deux cas : la transversale coupe deux cdte&quot;s et le pro-

longement du troisieme (fig. 202), ou elle coupe les prolongements des

trois cotes (fig. 2o3). Dans le premier cas, deux des rapports qui figurent

dans le premier membre sont n^gatifs, et le troisieme positif; dans le

second cas, les trois rapports sont positifs. Le produit des trois rapports

a done toujours le signe H-.

309. Reciproquement, si, sur les trois cotes d un triangle ABC consi-

deres comme indefinis, on prcnd trois points a, b, c, ttls que la relation (i )

soit satisfaite, ccs trois points seront en ligne droitc.

En effet, en designant par c le point ou la droite ab rencontre AB, on a,

d apr&s ce qui precede,

par suite, en comparant cette relation a la relation (i), qui est satisfaite

par hvpothese, on a

c^_c_k
c B cB

Done (306) c cofncide avec c, et les trois points , 6, c, sont en ligne

droite.

Observons que la relation (i), qu on prend ici pour hypothese, exige

que le nombre des rapports n6gatifs du premier membre soit pair, c est-

a-dire que, parmi les trois points a, b,c, il y en ait un nombre pair situs

sur les cotes et, par suite, un nombre impair sur les prolongements.
On peut encore remarquer que les numerateurs des trois rapports sont

trois segments sans extremit6s communes; il en est de m6me pour les

de*nominateurs.

SCOLIE.

310. Le theoreme qui precede, atlribue a Mene&quot;laiis, ge&quot;ometre grec

ant3rieur de pres d un siecle a Ptol^m^e, sert a prouver que trois points

d une figure sont en ligne droite; outre cet usage special, il intervient

souvent d une maniere utile comme interm6diaire dans certaines demons

trations.

Dans ce the&quot;oreme les seuls signes qui interviennent sont ceux des trois

rapports formes par les couples de segments relatifs a chaque cot6 du

triangle; il n est done pas ne&quot;cessaire de fixer les signes des segments eux-

m&nes. II suffit, par exemple, dans la figure 202, de donner a bC eta A
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des signes opposes, que le sens positif des segments comptes sur AC soil AG
ou CA.

Toutefois, il est souvent commode dans les applications de fixer le sens

positif pour chaque cote&quot; du triangle ABC. Supposons, par exemple, qu on

adopte pour sens positif de chaque cote&quot; le sens dans lequel ce cote&quot; est par-

couru quand on de&quot;crit le contour du triangle dans 1 ordre alphabetique ABC ;

alors, dans la figure 202, les segments cB et &A seront seuls positifs, les

autres seront
ne&quot;gatifs;

dans la figure 2o3, tous les segments serorit ne*-

gatifs; dans les deux cas, le nombre des segments negatifs etant pair, le

premier membre de la relation (i) aura le signe -+-, comme cela doit 6tre.

Comme application de cette maniere de voir, cherchons a de&quot;duire du

the&quot;oreme de Me&quot;nelaiis la proposition du n 191
,
relative au cas ou la trans-

versale est la bissectrice de 1 un des angles du triangle.

Si la transversale considered (fig- 202) est parallele a la bissectrice in-

terieure de Tangle C, le triangle Cba est isocele, et les cot6s C et bC
sont

e&quot;gaux
en valeur absolue; d ailleurs, ils ont le meme signe d apres nos

conventions; la relation (i) devient done

cA _ bA cA _ CA
dB~^B ^fi-CB

si Ton suppose que la transversale soit la bissectrice elle-meme.

Un raisonnement analogue donne

rA CA
^B

=
~CB

lorsque la transversale se confond avec la bissectrice exterieure de

Tangle C (fig. 208).

Nous retrouvons la double proposition du n 191. Seulement ici les

segments c A, cB, CA, CB, ont des signes. Ainsi, CA designe la longueur

du cot6 CA prise avec le signe -h, et CB la longueur du cote CB prise avec

le signe ;
de sorte que le second membre de la relation (a) est negatif,

tandis que le second membre de la relation (P) est positif, conformement

a ce qui a lieu pour les premiers membres.

THfcORfcME.

311. Les droites mcnees (Tun meme point (fig. 204 et 2o5) mix

trois sommcts d un triangle ABC, rencontrent les cotes opposes, consideres

comme indefinis, en trois points , , b, c, qui satisfont a la relation

B ^C rA
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En effet, Ic triangle AO, coupe* par la transversale Kb, donne

Brt OA bC

Le triangle AB&amp;lt;7, coup6 par la transversale O, donne a son tour

CB Ort cA_
Ca OA cB

~

En multipliant membre a membre ces deux egalite&quot;s,
on obtient la

relation

B &C A CB

qui ne diflere pas de la relation (2), puisque ^ = - - 1.

312. Re&quot;ciproquement, si, par les sommets d un triangle ABC, on mcne

trois droites A, B/&amp;gt;, Cr, tellcs que la relation (2) soil verifier., ces trois

droifes passcnt par un meme point.

En effet, en de&quot;signant par le point de concours de Art et de B&, et

par c le point oil CO rencontre le c6te&quot; AB, on a, d apres ce qui precede,

^B bC c A _
aC*yiVB&quot;&quot;

d ou, en comparant avec la relation (2) qui est satisfaite par hypothese,

rA^c^
cB&quot; c B*

Les points c et c coincident done (306) ;
en d autres termes, la droite Cc

passe par 1 intersection de A et de B.

SCOLIE.

313. Le thoreme qui precede, du a Jean deCe*va, g6ometre italien du

xvie

siecle, sert a prouver que trois droites d une figure sont concou-
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rantes; il peut aussi intervenir comme auxiliaire utile dans certaines de&quot;-

monstrations.

Voici quelques exemples :

i Dans tout triangle ABC, les trois medicines
A&amp;lt;7, B&, Ce, passent par

un meme point ; car chacun des rapports qui figurent dans le premier

membre de la relation (a) est alors
e&quot;gal

a i.

2 Dans tout triangle ABC, les bissectrices
A&amp;lt;v, B6, O, des trois angles

passent par un meme point.

En effet, en vertu du n 310, les rapports qui figurent dans le premier

membre de la relation
(
2

)
sont respectivement 6gaux aux rapports

AB BC AC
AC AB BC

dont le produit est 6gal a i.

On verrait de mSme que les bissectrices des supplements de deux angles

ct la bissectrice du troisieme angle passent par un meme point.

3 Dans tout triangle ABC, les trois hauteurs Afl, B&, Cc, passent par
un meme point.

En effet, les triangles semblables BA&, CAc donnent

A = AC
A~ AB

et Ton a de meme

&quot;B_
AB 6C_BC

cB ~BC C&quot;&quot;AC
J

d ou Ton voit, en multipliant membre a membre, que le produit

~~n T~\ ~5 es *; n valeur absolue, egal a i. D ailleurs, chacun de ces

trois rapports est negatif ;
done leur produit est 6gal a i.

QUADRILATERE COMPLEX.

314. On appelle quadrilatere complet la figure forme&quot;e par le systeme
de quatre droiles ou, en d autres termes, la figure formee en prolongeant

jusqu a leurs points de rencontre E et F les c6t6s opposes d un quadri

latere ordinaire ABCD. Un quadrilatere complet ABCDEF (fg. 206) a

six sommets et trois diagonales : les sommets sont les points d intersec-

tion A, B, C, D, E, F, des quatre droites considered, et les diagonales

sont les droites AC, BD, EF, qui joignent les trois couples de sommets

opposes.
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Nous aliens demontrer, comme application de la the&quot;orie des transver

sals, deux propriety fondamentales du quadrilatere complet.

THfcORfcME.

31 5. Dans tout quadrilatere complet, chaquc (Ungonalc cst dwisee har-

moniquement par les deux autrcs (PAPPUS, Math, coll., lib. Ill, propo-

sitio 129).

Fig. 206.

Soil, par exemple, la diagonale EF qui est couple en P et en Q par les

diagoaales AC et BD (fg. 206) ;
il s agit de prouver la relation (306)

(0 ?E.QE_
PF QF

~

II suffit, pour cela, de diviser membre a membre les deux
e&quot;galite&quot;s

OEDFBA EJ55E5A-
QF DA BE

~
PF DA BE

&quot;

dont la premiere s obtient en appliquant le the&quot;oreme de Mene&quot;laus au

triangle AEF coupe par la transversale BD, et dont la seconde re&quot;sulte de

1 application du theoreme de Ce&quot;va au meme triangle AEF et aux trois

droites CA, CE, CF.

COROLLAIRE.

316. Ce the&quot;oreme fournit un moyen tres-simple pour construire, avec

la regie seule, le conjugue&quot; harmonique Q d un point P par rapport a une

droite EF. On mene par P une droite quelconque PGA
;
en joignant

deux points A et C pris a volonte sur cette droite aux points E et F.

on obtient un quadrilatere complet dont la diagonale BD va couper EF au

point demande Q.

317. Dans tout qiiadrdaterc complet, les milieujc des trois diagnnales
sont en ligne droite.

En effet, soient (fg. 207) ABCDEF un quadrilatere complet, et L, M,
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N, les milieux des diagonals AC, BD, EF. Les milieux G-, H, K, des cotes

du triangle BCE sont les sommets d un nouveau triangle dont les cotes

Fig. 207.

passent respectivement par L, M, N, et tout revient a demontrer (309]
I egalite

MG LK NH_
MK LH

*

NG
~ l

Or 1 exactitude de cette relation resulte de ce que les six longueurs qu

composent son premier membre sont respectivement les moitie&quot;s des seg
ments que la transversale ADF determine sur les cotes du triangle BCE.

RAPPORT ANHARMONIQUE.

318. On appelle rapport anharmonique de quatre points A, B, C, D
situes en ligne droite, le quotient des rapports des distances de deux quel-

conques de ces points aux deux autres. Tels sont, par exemple (fig. 201)

les quotients

CA.DA DA .BA
CB DB DC BC

&quot;

que nous d^signerons respectivement par (ABCD), (ACDB), ----

II importe de se familiariser avec cette notation. En appelant premiet

point celui qui repond a la premiere lettre a gauche dans la parenthese
deuxieme point celui qui repond a la seconde lettre a gauche, etc., or

prend toujours le rapport des distances du troisieme point au premier el

au deuxieme, et on le divise par le rapport des distances du quatriemt

point au premier et au deuxieme.

319. Trois points A, B, C, e~tant donnes d une maniere quelconque sui

une droite indeTmie, on peut d6terminer sur cette droite un quatrierm

point D tel, que le rapport anharmonique des qualre points A, B, C, D,

ait une valeur donnee \ en grandeur et en signe. Car la relation

CA.DA
CB

*

DB
~ ou -

DB
~

)/ CB
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dont lo second membre est entierement connu, determine (30G) lo point D.

Toutefois, pour que ce point D soil distinct des trois premiers, il faut quo /

n ait aucune des trois valeurs 0,00 ou H- i . En effet, si ^ etait mil, on aurait,

en vertu de la relation precedente, DB = o, et D co inciderait avec B; si A

e&quot;tait infini, on aurait DA = o, et D coYnciderait avec A; enfin, si )&amp;gt; &amp;lt;Hait

e&quot;gal
a -+- 1. on aurait =-^ = -=, et D co inciderait avec C. Ainsi, Ic rap-

\jo LD

port anharmonique dc quatre points distincts pent avoir utic valcur qucl-

j positive ou negative, cxceple les valeurs o, oo et -hi.

320. Le rapport anharmonique de quatre points ABCD n est pas altere

lorsqu on ^change entre eux deux de ces points, pourvu qu en meme

temps on echange entre eux les deux autres. Ainsi Ton a

CA.DA CA.DB
= --

--,
AD BD~AD.BC

et par suite

(ABCD) = (CDAB).

Avec les quatre m6mes points A, B, C, D, on pent former vingt-quatre

rapports anharmoniques, dont six seulement sont distincts. Lorsque, dans

un theoreme, nous parlerons du rapport anharmonique-de quatre points,

sans indiquer specialement 1 un de ces rapports, il faudra entendre que le

theoreme s applique indifferemment a 1 un quelconque d entre eux.

321. On donne le nom A&fiiitceau a un systeme quelconque (jig. 208)
de droites OM, ON, OP, OQ, issues d un meme point 0. Le point est

dit le centre du faisceau, dont les droites OM, ON, OP, OQ, sont appelees

les raons.

322. Lorsqu iin faisceau de quatre droites OM, ON, OP, OQ, est coupe

par deux transvcrsales L et L
,

le rapport anharmonique des quatre,

points A, B, C, D, determines sur la premiere transvcrsale , est egal au

rapport anharmonique des quatre points A ,
B

,
C

,
D

,
determines sur la

seconde (fg. 208).

Nous aliens de&quot;montrer, par exemple, 1 egalite (ABCD) = (A B C D
).

Les rapports ^, ^7^75 ayant le meme signe ainsi que les rapports

DA D A .

DB iyB&quot;
1

en sera n* Pour es quotients ou rapports anharmo-
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CA DA C A D A
niqueS CB

:

DB
5

(7F
:W etl1

absolues de ces derniers rapports.

CA DA C A D V
niques ^ : &amp;gt; 7^TW/ : --^, et il reste a de&quot;montrer 1 egalite des valeurs

LD \JD L. D I) D

Or, en menant par le point B la parallele 67^ a OA, on a, par les

triangles semblables CAO et CB7, DAO et DB, les proportions

CA_OA DA_OA
CB &quot;76 DB

~~
B

7

qui, divisees membre a membre, donnent

En menant par B la parallele B /^ a OA, on obliendrait de meme

$/ p/

(A B C D
)
=
i^.

L egalit6 manifeste des seconds membres des deux relations qui precedent

prouve l
e&quot;galite

de leurs premiers membres.

On peut considerer la figure rectiligne A B C D comme la perspective ou

]&amp;gt;rojection
cojicourcuite de la figure rectiligne ABCD, cette projection 6tant

faite du centre et suivant les rayons projetants OA, OB, OC, OD. De la,

cet autre enonce fort commode du theoreme qui nous occupe : le rapport

anharmoni(jue de quatre points en ligiic droite est projcctij . Si le centre

est a 1 infmi, les rayons OA, OB
; OC, OD, sont paralleles, et le theoreme

subsiste.

SCOLIES.

323. On nomme rapparts anharmoniqucs cViinfaisccau de quatre droites

les rapports anharmoniques des quatre points determines par ce faisceau

sur une transversale quelconque. Ainsi, (ABCD), (ACDB),... (318) sont

des rapports anharmoniques du faisceau forme par les droites OM, ON,
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OP, OQ (fig* 208). On
de&quot;signe

ces rapports anharmoniques du faisceau

par la notation (O.ABGD), (O.ACDB),
II re&quot;sulte d ailleurs du n 320 que le rapport anharmonique d un fais

ceau ne change pas de valeur lorsqu on exchange deux rayons quelconques,

pourvu qu on echange en meme temps les deux autres; de sorte qu on a,

par exemple, (O.ABCD) = (O.CDAB).
On entend par angles d un faisceau les six angles formers par ses quatre

rayons considered deux a deux. En se reportant a la demonstration du

n 322, on voit que le rapport anharmontyuc d un faisceau nest pas rno-

dific, qua/id qticlqucs-uns de ses angles sc trouvent remplaces par leurs

supplements.

32 i. II est evident que deux faisceaux qui ont respectivement les memes

angles ont les memes rapports anharmoniques. Voici deux exemples im-

porlants de faisceaux de cette nature :

1 Si I on Joint un point (fuclconquc d unc circonfercncc a quatre

paints fixes A, B, C, D, de cctte circonferencef le rapport anharmonique
du faisceau ainsi obtcnu cst constant, quelle que soil la position du point
sur la circonference. II r6sulte, en effet, des propriet^s des angles inscrits

que le point se deplacant, et les points A, B, C, D, restant fixes sur la

circonference, le faisceau conserve les m6mes angles. Ce rapport constant

est ce qu on appelle le rapport antiannonique des quatre points A, B, C, D,
du ccrclc.

2 Si Conjoint le centre d un ccrcle aux points oil quatre tangentesfixes

sont coupees par line cinquieme tangente, le rapport anharmonique du

faisceau ainsi obtcnu est constant, quelle que soit la cinquieme tangente.

En effet. Tangle sous lequel on voit du centre la portion d une tangente

mobile comprise entre deux tangentes fixes est e\idemment egal a la

moitiede Tangle des deux rayons qui aboutissent aux points de contact de

ees tangentes fixes. Get angte est done constant, et par suite le faisceau

consider^ conserve les memes angles, quelle que soit la position de la

cinquieme tangente.

On voit par la que le rapport anharmonique des points sui\&amp;gt;ant lesqucls

unc tangente mobile est coupec par quatre tangentes fixes cst constant.

Ce rapport est ce qu on appelle le rapport anharmonique des quatre tan

gentes fixes.

Lc rapport anharmonique de quatre tangentes a un ccrclc est egal
an rapport anharmo/nque des quatre points de contact ; car le faisceau

partant du centre du cercle, et aboutissant aux points dMntersection de

ces quatre tangentes avec une cinquieme, a ses rayons respectivement

perpendiculaires a ceux du faisceau partant du point de contact de la

cinquieme tangente et aboutissant aux points de contact des quatre tan

gentes conside&quot;re&quot;es (323).
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THEOREMS.

325. Quand deux faisceaux de

quatre droites OA, OB, OC, OD,
et OA

,
OB

,
OC

,
OD

,
out un rap

port anharmonique egal et un rayon

homologue conimun 00
,

les ti ois

points 6, 7, ,
d intcrsection des au-

tres rayons homologues pris deux a

deux, sont en ligne droite (fig. 209) .

Fig. 209.

En effet, designons respective-

ment par a, , ,
les points ou la

droite (fy rencontre 00
, OD, O D

;

on aura, d apres 1 hypothese (323),

Done $ et $ coincident (319), et

les trois points (3, 7, #, sont en ligne

droite.

COROLLAIRE.

326. Lorsque deux faisceaux de

quatre droites correspondantes unt

un rapport anfmrmonique egal , les

autres rapports anharmoniques sont

egaux de part et d autre.

En effet, en placant les deux fais

ceaux de facon que deux rayons ho

mologues soient surla meme droite,

I ^galite de 1 un des rapports anhar-

moniques exigera que les autres

rayons homologues se coupent sur

THfcOREME.

327. Quand deux figures recti-

lignes dc quatre points A, B, C, D,

et A
,
B

,
C

,
D

,
ont un rapport an

harmonique egal et un point homo

logue commun A
,

les trois droites

BB
,
CC

,
DD

, qui joignent les au

tres points homologues pris deux a

deux, concourent en un memepoint
(7/^.210).

Fig. 210.

A

En effet, soit le point de con-

cours de BB et de CC
,
et designons

par S le point ou OD rencontre la

droite ABC; on aura (322)

Mais on a, par hypothese,

(A B C D /

)
= (ABCD);

done

(ABC)=:(ABCD).

Par suite (319) S comcide avec D,

et la droite DD passe par le point 0.

COROLLAIRE.

328. Lorsque deux figures recti-

ligjics de quatre points correspon-
dants ont un rapport anharmonique

egal , les autres rapports anharmo-

niqucssont egauxdepart etd autre.

En effet, en plac,ant les deux

droites qui portent les deux figures

de maniere que deux points homo

logues co mcident
,

1 egalite de 1 un

des rapports harmoniques exigera

que les deux figures soient la per-
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une meme droite, et alors les deux

faisceaux auront bien tons lours rap

ports anharmoniques egaux, puis-

que cos rapports ne sont autres (323)

que coux dcs qualrc points determi-

ne&quot;s par los doux faisceaux sur une

transversale commune.

spectivo Tune de 1 aulre, et, des

lors (322), tout rapport anharmo-

nique de 1 une sera egal an rapport

anharmonique analogue de l autre.

APPLICATIONS.

329. Le Traitc de Geometric superieurc de M. Chasles montre tout lo

parti qu on peut tirer de la theorie si simple du rapport anharmonique.
L emploi des theoremes qui precedent (322, 325, 327) a une grande im

portance, comme on le verra surtout lorsque nous traiterons de 1 homo-

graphie et de 1 involution. Nous nous bornerons ici a quelques exemples;
nous rencontrorons d ailleurs d autres applications dans le courant mejno

de cet appendice.

330. Q iiand deux triangles ABC,

A B C
,

ont Icurs sommcts situes

deux a deux sur trois droitcs OA A
,

OB B, OC C, concourant en nti

meme point ,
leurs cdtes se rcn-

contrent deux a deux (BC et B C
,

\C et A C
,
AB ct A B

)
en trois

points a, ^, 7, sitlies en ligne

droite (fig. 21 1).

331. Quand deux triangles ABC,
A B C

,
-yow/ te/jr, que Icurs cotes sc

coupent deux a deux (BC et B C
,

AC et A C
,
AB et A B

)
e?/z /AW

points a, p, 7, situcs en ligne droite,

leurs sommets sont situes deux a

deux sur trois droitcs OA A, OB B,

OC C, concourant en un meme

point (fig. 21 1).

Fig. an.

D

En effet, designons par D et D
les points oil la droite OC C ren

contre respectivement les cotes AB
et A B . Le faisceau des quatre

En effet, soit I 1 intersection de la

droite 3^7 et de CC
;
on aura (323)
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droites 07, OB, 04, OC, etant coupe

par les deux transversales AB et

A B
,
on a (322)

( 7 BAD) - ( 7 B A D
),

et par suite (323)

(C. 7 BAD) = (C . 7 B A D ).

Or, ces deux faisceaux ont un rayon

homologue commun DD
;
done les

points de concours 7, a, (3,
des trois

autres couples de rayons homolo-

gues (325) sont en ligne droite.

Done, en coupant le premier fais-

ceau par AB et le second par A B
,

et en appelant D et D les points ou

ces droites coupent CC
,
on aura

(322, 326)

(B 7 DA) = (B 7 D A ).

Or, ces deux figures rectilignes ont

un point homologue commun 7;

done les droites BB
,
DD

,
AA

, qui

joignent les autres points homolo-

gues deux a deux, concourent (327)

I

en un meme point 0.

Ces deux theoremes, attribues a Desargues, geometre du xvne

siecle,

ont ete repris par Poncelet (Traite des Proprietes projectiles], qui en

a fait la base de sa Theorie des figures homologiques . Les deux triangles

ABC, A B C
, qui satisfont aux conditions precedentes, sont dits homolo-

giqties; le pointO et la droite apy sont appeles le centre et t cuccd homologie.

332. Dans tout hcxngoneABCDEF
inscrit a une circonfcrcnce , les

points de concours L, M, N, dcs trois

couples de cotes opposes AB et DE,

BC et EF, CD et AF, sont en ligne

droite (fig. 212).

Fig. 212.

En effet, on a (324, i)

(A.BFED)^C.BFED).

333. Dans tout hejcagoneABCDEF
circonscrit a un ce?*cle, les trois dia-

gonales AD, BE, CF, qui unissent

les sommets opposes, se coupent en

un meme point (fig* 2 1 3
)

.

Fig. 2i3.

En effet, soient I et M les points ou

le cote&quot; AB rencontre FE et DE, ct L

etN les points ou CD rencontre AF et



III. - LES F1GURES

Par suite (322), en coupant le

premier faisceau par la droite DE
le second par la droite FE, et nom-
mant G 1 intersection de AF et de
DE, 1 1 intersection de EF et de CD
on aura

(LGED) = (MFEI).

Or, ces deux figures rectilignes ont
un point homologue commun E;
done (327) les droites LM, GF, DI,
qui joignent les autres points homo-
Jogues deux a deux, se coupent en
un meme point N. Les trois points
L, M, N, sont done en ligne dr oile.
Ce theoreme, du a Pascal, et la

demonstration si simple que nous
venons d

exposer, subsistent quand
meme 1 hexagone cesse d etre con-
vexe.

FE; on aura (321, a
), On considd-

rant les deux cotes non
contigus AB

et CD coupes par les quatre autres,

Par suite,

(E.BAIM) = (
F .CLND).

Or, ces deux faisceaux ont un rayon
homologue commun IN; done (325)
les points de concours 0, A, D, des
trois autres couples EB et FC E\
et FL, EM et FD, de rayons ho-
mologues, sont en ligne droite. Les
trois droites AD, BE, CF, passcnt

ic par un mme point 0.
Ce theoreme est du a Brianchon

33*. Si Ton considere les ttieoremes des n os 3^
les th remes des n os 3*7 oo,

r

qui 1 a deduit du Iheoremede Pascal
par la consideration dcs polaires
comme nous le verrons bientot.

,k
antormonique estde se pr6ter
posilions correlatives, et d en fonpni,

8 nreS de
I)r

-

r^lalives a leur tour On ,eut vT
deS^monstrations &quot;irectes et cor-

que nous avonsA^S^^f^^ ^^^^
et de la demonstration de 1 une a renonce et a lad

&quot; P8SSe &quot;&quot; ^^
en substiluant certains b ,

^monstrat.on de I autre,

de

335. Le th^oreme fondamental du n 3-^9 4t fl ii

trouve dans les CoUccOon, &quot;,,^4-d So
&quot;&quot;

-*-
a &quot;

CiCnS; &quot; S

dne a la fm du iv siecle &amp;lt; Auc HP
PP |U1 Vlva &quot; d Alexa &quot;-

&quot; Ctasldans la preface du Tmile ,

.prop a servirde lien entre les d v rses
veut &amp;lt;lec&amp;lt;iu,rir ou

** para &quot; aussi

4
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triangles semblables ;
mais ces triangles n existent pas en general dans les

donnees de la question, et il faut chercher a les former par des lignes

auxiliaires, tandis que les rapports anharmoniques s apereoivent presque

toujours dans la figure mfime ou peuvent s y former aise*ment.

On se convaincra de la v6rit6 de ces assertions en comparant la de

monstration que nous venons de donner (332) du theoreme de Pascal a

celle qui resulterait, par exemple, de 1 emploi de la theorie dcs trans-

&amp;lt;&amp;gt;crsales.

Pour demontrer par les transversales le theoreme de Pascal, on con-

sidere le triangle forme par trois cotes non consecutifs de 1 hexag-one

inscrit. Ce triangle est coupe par chacun des trois autres cotes, et, en

appliquant successivement a chacune de ces transversales le theoreme du

11 308, on obtient trois relations dont le produit, membre a membre, se

reduit a une nouvelle egalite de meme forme entre les segments que de&quot;-

terminent, sur les cotes du meme triangle, les points de concours des

cotes opposes de 1 hexagone. La re&quot;ciproque etablie au n 309 prouve alors

que ces trois points de concours sont en ligne droite. On voit combien

cette demonstration, que le lecteur retablira sans peine d apres cette

analyse, le cede pour la simplicite a celle du n 332.

PROPORTION HARMONIQUE.

336. On dit que quatre points en ligne droite A, B, C, D (fig. 201),

forment uri systeme harmonique lorsque leur rapport anharmonique (ABCD)

est egal a i, c est-a-dire lorsqu on a (306)

m CA.DA
1 CB DB

On dit en outre que les points G et D sont conjugues harmoniqucs par rap

port aux points A et B, ou qu ils divisent harmoniquement le segment AB;

et, de meme, que les points A et B sont conjugues harmoniqucs par rap

port aux points C et D ou qu ils divisent harmoniqucment le segment CD.

Enfm la relation (i) porte le nom de proportion harmonique. Cette qua

lification &harmoniquc, due aux geometres grecs, provient de ce que la

proportion precedente jouait un certain role dans leur th&orie des tons

musicaux. L 6pithete anharmonique est due a M. Chasles.

II resulte des raisonnements fails au n 187 : i que les points conjugues

C ct D sont toujours situes du meme c6te par rapport an milieu I du

segment AB; 2 que si C sc confond avec I, son conjugue D est a rinfini,

ct inversemcnt que le conjugue de / oo est le point I. On tirerait d ailleurs

ces memes consequences de la relation (i), laquelle montre en outre :
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i que si A ct B coincident e.n an point M d((ft
-rent de C, D coincide

ai&amp;gt;ec M
;
car on a alors

DM

d ou

DM
&quot;

DM = DM, 2DM =-o, DM = o
;

2 que .v/ A ct B etant distinrts
}
C coincide avcc run d cux , il en est dc

/iirinc de D; car si CA = o, on a DA = o
;
et si CB = o

,
on a DB = o.

La proportion harmonique determine done toujours le quatrieme point

quand on connait les trois autres, a moins que ces trois points ne se con-

fondent en un seul, auquel cas le quatrieme point reste indetermine.

THfiOREME.

337. Lorsqiiiin segment AB est divise harmoniqucmcnt par dcnx

points C ct D, la moitie dc ce segment est mnyenne proportionnelle cntrc

les distances dc son milieu I aitx points conjugiies C et D
;
ct reciproque-

ment (fig. 214).

Fig. 214.

En d autres termes, les relations

CA DA
CB

:

DB

(2) IT = 1C. ID,

sont ^quivalentes. On passe, en effet, de 1 une a 1 autre a 1 aide des egalites

CA = IA-h 1C, DA = DI -4- IA,

CB = IA 1C, DB = DI-IA.

COROLLAIRES.

338. Tout ccrcle passant par C ct D coupe orthogonalcmcnt le cerclc

decrit sur AB comme diamctre (fig. 21 4). Car, E etant 1 un des deux

points communs aux deux circonfe&quot;rences
,
la relation 1C. ID = IA = IE

,

qu on suppose ici satisfaite, prouve que le cercle est tangent en E au

rayon IE, c est-a-dire que Tangle IEO est droit.

,4.
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Inversement, qiiand deux cercles I et se coupcnt orthogonalement , Us

divisent harmoniquemcnt toute droitc passant pa?&quot;
le centre fie Vim d eux;

car Tangle IEO etant droit par hypothese, le rayon IE est tangent au

cercle 0, et 1 on a IE ou IA
2

= 1C. ID.

339. La relation (2) montre que 1C augmente lorsque ID diminue; de

sorte que, si G et D sont deux nouveaux points conjugues harmoniques

par rapport a A et a B, et situes comme C et D a droite de I, les segments
CD et C D seront compris Tun dans 1 autre. Us seraient exterieurs 1 un

a 1 autre si C et D etaient a gauche de I. Done, quanddeux segments CD,
C D

,
sont co?uugues harmoniques par rapport a mi troisieme AB, Us sont

compris I lindans l autre,ouils ti ont aucune partie commune . Et, parsuite,

lorsque deux segments cinpietent en partie Vun sur I autre, on nc pcut pas
determiner deux points qui les divisent Pun ct Vautrc harmoniqucmcnt .

En rapprochant ces proprietes de celles du numero precedent, on voit

que, lorsque deux cercles n ont aucun point commun, il existe unc circon-

ference qui les coupe Vun et Vautre orthogonalement et qui a son centre

sur la ligne des centres des deux cercles; cette circonference tiexiste plus

lorsque les deux cercles se coupcnt.

THfiOREME.

3iO. Lorsqrfun segment AB est divise harmoniquenient par deux points

C et D, la valeur inverse de cc segment est moyenne. arithmetiquc entre

les distances de son origine A aux deux points conjugues C et D
;
et red-

proquement.

En d autres termes, les relations

CA DA;= -
1

AB~ AC AD

sont equivalentes. On passe, en effet, de Tune a 1 autre a 1 aide des ^ga-

lites

CB = AB - AC
,

DB = AB AD.

SCOLIE.

341. Quand on a n points A,, A
2 ,..., A

rt ,
en ligne droite, si, apres

avoir choisi arbitrairement un point de cette droite pour origine, on

determine sur la meme ligne un point M tel qu on ait, en grandeur et en

signe,
n i i r

ou
~
OA

&quot;*&quot; oT + t

.TA 1
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le segment OM recoil, d apres le gdometre anglais Maclaurin (Dc
rum curva/um proprieUBibtu, etc., 17^0), le nom de moycnnc har

des segments OA,, OA
2 ,

. . .
,
OA

;/
.

Poncelet a, depuis, appele&quot;
le point,M centre des moycnncs harmoniques

des points A,, A.,,. . ., An , par rapport a 1 origine (Journal de Crclle,

t. III).

D apres cola, on peut encore enoncer le thoreme
pre&quot;ce&quot;dent

des deux

manieres suivantes :

Dana tout systemc kormonique fie quatre jxrints , la distance dc Vun

des points a son conjugue est la moycnne harmoniquc de la distance du

meme point mix deux autres.

Dans tout systemc harmoniquc dc qua tre ])oints, un point est
, par

rapport a son conjugue, le centre des moyennes harmoniques des deux

autres points.

FAISCEAUX IIARMONIQUES.

3i2. On appelle/rt/.vrow harmoniquc tout faisceau do quatre droitcs OA,

OB, OC, OD, dont le rapport anharmonique (O.ABCD) est egal a i,

c esl-a-dire (323) tout faisceau qui determine sur une transversale quel-

conque un systeme de quatre points harmoniques (Jig. ai5). On dit

alors que les rayons OC et OD sont conjugues harmoniques par rapport

aux rayons OA et OB ou qu ils diciscnt harmomqiicmcnt I anglc AOB; et,

de meme, que les rayons OA et OB sont conjngues harmoniques par rap

port aux rayons OC et OD, ou qu ils diviscnt liarmoniqucmcnt I angle

COD.

II est clair, d apres ce qui precede, que si, par un point C pris d une

manicrc quclconquc dans la plun (Cun angle AOB, on menc diverscs se-

cantcs tclles que ACB, en prcnant sur chaque secante le point D conjugue

harmoniquc du point C par rapport au segment AB intcrccpte cntrc lex

cdtes dc I*angle, le licudu point D sera le rayon OD conjugue harmoniquc
de OC par rapport a Iangle AOB. Ainsi, pendant que la secante tournc

autour du point C, le
conjugue&quot;

D de ce point fixe decrit une droite fixe OD.

On donne a la droite OD le nom de polairc du point C par rapport a

Vanglc AOB, et au point C le nom de p6le de la droite OD par rapport
au m6me angle AOB.

Steiner a dduit de ce principe une demonstration tres-eMegante de la

proprieto! fondamentale (315) du quadrilatere complet. Reportons-nous a

. 206. Soient P le conjugue harmonique de P par rapport a EF, et

\ R le conjugu6 harmonique de R par rapport a BD
;
P et R devront appar-

tenir 1 un et 1 autrea la droite conjuguee harmonique de AC par rapport

!
a Tangle EAF et, aussi, a la droite conjuguee harmonique de AC par rap

port a Tangle ECF. Les deux points P et R coincident done et ne diffe-
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rent pas de 1 intersection Q de BD et de EF; les systemes EPFQ, BRDQ,
sont par suite harmoniques ;

et 1 on demontrerait d une maniere analogue

qu il en est de mSme du systeme ARCP.

On voit en outre que, si par un paint Q, pris dans le plan cVun angle

EAF, 0/2 mene deux transversalcs QDB, QFE, le lieu du point d inter

section C des droites BF, ED, est la polaire du point Q par rapport a

I angle EAF
;
de la resulte un fnoyen fort simple de construire, avec la

regie seule, la polaire d un point par rapport a un angle.

THfiOREME.

343. Dans un faisccau harmonique OA, OB, OC, OD, toute transversale

A B C D
, parallele a Pun des rayons OD, est coupee par les trois autres

rayons en deux parties egales (fig. 21 5).

Fig. 2 1 5.

En effet, dans le systeme harmonique A B C D
,
le point D etant a 1 in-

fini, puisque A D est parallele a OD, son conjugue C doit^tre au milieu

du segment A B (336).

344. Reciproquement, un faisceau de quatre droites OA, OB, OC, OD,
est ha? inonique si unc parallele A B C D a I un des rayons est divisee en

deux parties egales par les trois autres.

En effet, le point C etant le milieu du segment A B
,
ce segment est

divise&quot; harmoniquement par le point C et par le point D situe a 1 infini

sur A B
,
c est-a-dire par le point C et parle point d intersection de A B

et de OD. Le faisceau divisant harmoniquement la transversale particu-

liere A B C D divise harmoniquement toute autre transversale ACBD

(322), et par suite est un faisceau harmonique.

COROLLAIRES.

345. Lorsque, dans un faisccau harmoniquef deux rayons conjugues

OC et,. OD sont rcctangulaires, ccs rayons sont les bisscctrices des deux

angles supplementaircs, formes par les deux autres rayons OA et OB
;
car

une transversale A C B
, perpendiculaire a OC, e&quot;tantalors parallele a OD,
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on a A C =:C B
; par suite, les triangles rectangles OC A

,
OC B

,
sent

e&quot;gaux,
ct OC est la bissectrice de Tangle AOB.

La proposition re&quot;ciproque : Un angle qm-lconquc AOB est elh ixe har

moniquement par sa bissectrice OG ct ccllc OD dc son supplement, r6sul-

terait pareillementdu n 344. Elle a d ailleurs e&quot;te demontre&quot;e directement

au n 193.

POLE ET POLAIRE DANS LE CERCLE.

THfcORfcME.

3i6. Sly par un point pris dam le plan d un cercle C, on mcnc line

secante quelcoiKjue OFE ,
ct quon determine le conjitgiie hcirnioniqiie I du

point par rapport a EF, le lieu geometrique flu point I, lorsfjuc la se-

cantc tonrne autour du point 0, est uric Hgne droite pcrpendiculaire an

dlainelrc AB qui passe par le point (fig. 216 et 217).

Fig. 217.

En effet, determinons le point du lieu qui est sur le diametre AB,
c est-k-dire le point H conjugue harmonique de par rapport a AB. II

suffit pour cela (193) de joindre le point E au symetrique F de F par

rapport a AB. Mais alors la droite HO est evidemment bissectrice de

Tangle FHF , et, par suite, la perpendiculaire HZ est bissectrice de Tangle

supptementaire FHL. Or, dans tout triangle HEF, la base EF est divisde

harmoniquement (193) paries bissectrices HZet HO de Tangle au sommet
et de son supplement. Done, le point I est situ sur la

perpendiculai^re
HZ

au diametre AB.

COROLLAIRES.

347. On dit que le point est le pdle de la droite HZ, et que la droite

HZ est \dipolairc du point par rapport au cercle C.

Le diametre AB qui passe par le p6leetant divise harmoniquement par
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le pdle et lo pied H de la polaire, on a (337) en grandeur et en signe

la relation

CH.CO = R2

,

dans laquelle R d^signe le rayon du cercle C. Done IK rayon da cercle

est moyen proportiu?incl entre Ics distances du, centre au pole et a la

polaire.

De celte relation, ou bien de ce qui a ete&quot; dit au n 336 sur les posi

tions relatives des deux points qui divisent harmoniquement un segment

donne, resultent les proprietes suivantcs :

i Le pole et la polaire sont situe^s d un m6me c6te du centre C; la

polaire est exterieure au cercle si le pole est interieur; elle coupe le

cercle si le p61e est exterieur. Dans ce dernier cas, la polaire coincide

&amp;lt;7&amp;lt;&amp;gt;ec la corde de contact MN des tangentes issues du pole (fig. 216);

car, lorsque E et F se confondent en M, le point I, qui est toujours com-

pris entre eux, vient aussi en M, de sorte que ce point de contact appar-

tient au lieu des points I, c est-a-dire a la polaire du point 0.

2 La polaire du centre est a rinfini, et la polaire d un point qui s est

cloigne inde/inimcnt dans une direction donnec est le diametre perpcndi-

cul dre a cctte direction. Inversement, le p61e d une droite situee a

rinfini est au centre, et le pole d un diametre est a 1 infmi sur la perpen-
diculaire a ce diametre.

3 La polaire d un point du cercle est la tangentc en ce point; et,

inversement, le pole d une tangente est son point de contact.

THfiORfeME.

348. Les polaires de tons les points d unc droite passent par le pole de

cctte dj oite ; et, inversement, les poles de tonics lesdroites qui passent par
un point sont situes sur la polaire de ce point (fig. 218).

En effet, soient XY une droite quelconque, I son pole par rapport au

cercle C, et Tun quelconque de ses points. Si Ton abaisse du point I la
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perpendiculaire III sur CO. on aura (196), a cause des droites antipanil-

leles IH, 00 ,

CH.CO = CI.CO
,

ct par suite

C1I.CO= R 2
.

Done la droite IH est la polairc du pint 0. II requite de la : ique la

polaire III d un point quelconque de la droite XY passe par le p61e I

de cette droile; 2 que le pole I d une droite quelconque XY passant par
un point est situe&quot;e sur la polaire IH de ce point.

COROLLAIRE.

349. Toute droite a pour pole Vintersection des polaircs dc deux de

ses points. Tout point a pourpolaire la droite qui jnint les poles de deux

droites menees par cc point.

THfiORfcME.

Ian d^un ccrcle, on mene deux350. Si, par un point pris dans le pi

lairc du point (fg. 219 et 220).

219. Fig. 2 J

En effet, si Ton tire MN et si Ton nomme I et I les points ou cette

droite coupe AB et A B
,
on voit, en considerant le quadrilatere complet
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MB NA BA, que les systemes OA 1 B
, OAIB, sont harmoniques (342),

et par suite les points M et N sont sur la polaire II du point 0.

COROLLAIRES.

3.51 . Ce the&quot;oreme offre un moyen simple de construire avec la regie

seule la polaire MN d un point par rapport au cercle.

352. Dans le triangle MNO, chaque cot6 est e~videmment la polaire du

sommet
oppose&quot;. Done, dans tout quadrilatere inscrit a un cercle, le

point d intersection dcs diagonales et les points de concours des cotes

opposes forment un triangle dont chaque sommet est le pole du cote

oppose.

353. Si la transversale OAB tend vers OA B
,
les droites AA

,
BB

,
de-

viennent les tangentes au cercle en A et en B . Done, si, par un point

pris dans le plan d un cercle, on mene unc secante QA B ct les tan-

gentcs A T, B T, aux points A et B oil elle coupe le cercle
,

le lieu geo-
metrique du point dc concours T de ces tangentes, lorsquc la transversale

tourne aittour du point 0, est la polaire du point 0.

Par suite, si Ton mene des tangentes au cercle par lessommets du qua
drilatere inscrit ABB A

,
on forme un quadrilatere circonscrit qui, apres

avoir ete complete, a pour diagonales les trois cotes indefinis du triangle

MNO. Done, dans tout quadrilatere circonscrit a un cercle, les trois

diagonales forment un tria?igle dont chaque sommet est le pole da cote

oppose. Enfm, en reunissant cette derniere propriete a celle du n 352

et en ayant egard au theoreme du n 3i2, on arrive a cet enonce gene-

ral : Si Ton inscrit a un cercle un quadrilatere quclconquc et qu on lui

en circonscrive un autre dont les cotes toucJient le cercle aux sommets

du premier : 1 les diagonales interieures des deux quadrilateres se cou-

pcnt en uti meme point et forment un faisceau harmoniquc ;
fj? les troi-

siemes diagonales sont situees sur la meme droite, et leurs extremites

jormcnt line serie de quatre points harmoniques ; 3 r intersection de

deux diagonales quelconques est le pole de Vune dcs trois autres.

PROBLEME.

354. Etant donnes deux points A et B sur une circonferencc dc

centre 0, trouver sur cette circonference un point P tcl, quc les droites

PA et PB determinant sur un diametre fixe DD les segments OM, ON,

egaux entre eux (Jig. 221).

Soit FIE la polaire du point T commun aux droites AB et DD
, par rap

port au^ cercle donn6. Les quatre points T, B, I, A, etant harmoniques,

le faisceau E.TBFA est harmonique ; par suite, il en est de meme (324, i)

du faisceau P.EBFA qui a pour centre I extremit6 P du diametre FO.
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Mais Tangle inscrit FEP 6tant droit, la droitc DD ost parallele au rayon PE

do iv faisceau
;
cette droite ost done divis^c en deux parties 6gales OM

et ON par les trois autres rayons.

Fig. 321.

On voit qu il y a deux points qui satisfont a la question; ce sont les

points diametralemont opposes aux points communs a la circonfe&amp;gt;ence et

a la polaire du point T.

METHODE DES POLAIRES RECIPROQUES.

3iJo. Un polygone quelconquc ABODE e&quot;tant donne, si Ton prend, par

rapport a un cercle quelconque de son plan, les polaires A B
,
B C

,

C D
,
D E

,
E A

,
de ses divers sommets, on obtient un second polygone

A B C D E dont les sommets A
,
B

,
C

,
D

,
E

,
sont les p61es des cdte&quot;s EA,

AB, BC, CD, DE, du premier. En effet, le sommet de Tangle C
, par

exemple, a pour polaire (349) la droite BC qui joint les poles B et C dos

deux cotes C B
,
C D

,
de cet angle. Ainsi, on peut considerer le second

polygone A B C D E comme obtenu, soit en prenant les polaires des som

mets du premier polygone, soit en prenant les p61es de ses cotes. Et in-

versement, si Ton cherchait les pdles des cotes ou les polaires des som

mets de la seconde figure, on retomberait sur la premiere.

Ces deux polygones sont tils polaires reciproques par rapport au cercle
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qui regoit le nom de cercle directeur. Tels sont, par exemple, un poly-

gone quelconque inscrit dans un cercle et le polygone circonscrit forme

en menant des tangentes par les sommets du polygone inscrit (fig. 222).

356. Considerons en second lieu une courbe quelconque ABC (fig. 223).
En prenant, par rapport a un cercle quelconque situe dans son plan,

Fig. 223.

les poles A ,
B

,
. . .

,
des diverses tangentes MA, MB, . . .

,
on obtient une

nouvelle courbe A B C dont les tangentes N A
,
N B ,. . . sont les polaires

des points A, B, . . .
,
de la premiere. En effet, le point d intersection des

tangentes MA et MB a pour polaire (3-49) la corde A B
;
et lorsque B

tend vers A, la corde A B et le point M, qui sont toujours polaire et pole,

tendent respectivement vers la tangente A N et vers le point A. Ainsi, on

peut considerer la seconde courbe A B C comme obtenue, soil en pre

nant les p61es des tangentes, soit en prenant les polaires des points de la

premiere courbe ABC. Dans la seconde maniere d operer, la courbe A B C

est definie par ses tangentes successives dont on dit qu elle est Venve-

loppe. Inversement, si Ton cherchait les p61es des tangentes ou les polaires

des points de la seconde figure, on retomberait sur la premiere.

Ces deux courbes sont dites polaires reciproques par rapport au cercle

directeur 0. Le rayon du cercle directeur est d ailleurs (3i7) moyen

proportionnel entre les distances de son centre a un point quelconque de

I une des courbes ct a, la tangente corrcspondante de Vautrc courbe. Ainsi,

la polaire re&quot;ciproque
d un cercle concentrique an cercle directeur est un

autre cercle concentrique, et le rayon du cercle directeur est moyen

proportionnel entre les rayons des deux autres cercles. En particulier, le

cercle directeur est a lui-meme sa polaire reciproque. Lorsque le cercle

conside&amp;gt;e n est pas concentrique au cercle directeur, sa polaire reciproque

n est plus un cercle, comme nous le montrerons plus tard.
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357. Cola
pose&quot;,

voici en quoi con^iste la methode des polaires r6ci-

proques :

Une figure quelconque e&quot;t;:ntdonnee, si Ton forme sa polaire reciproque

par rapport a un cercle dirccteur, on obtiendra une nouvelle figure cor

relative de la premiere, c est-a-dire telle que ses points et ses droites se-

ront respectivement remplucvs par des droites et des points. Ainsi, a une

se&quot;rie rectiligne de points dans 1 une des figures re&quot;pondra dans 1 autre

un faisceau de droites, et redproquement; a des points en ligne droite

sur une courbe, repondront autant de tangenfes issues d un meme point

et menses a la courbe correspondante ;
le point d intersection de plusieurs

courbes sera remplace par une tangente commune aux courbes correspon-

dantes, etc.... Toute propriete descriptive, c est-a-dire n ayant rapport

qu a la situation des lignes, independamment de toule condition de gran

deur, conduirati une autre propriete de la figure polaire re&quot;ciproque que
Ton pourra e&quot;noncer imme&quot;diatement d apres ce qui precede, et qui sera

par la meme demontree. 11 n est pas m6me neeessaire de construire la

figure ;
il suflit, pour passer d un enonce a 1 autre, de changer les mots

points et lignes en lignes et points.

C est ainsi que 1 un des deux the&quot;oremes (330, 331) sur les triangles

homologiques resulte de 1 autre, que la propriete de 1 hexagone circon-

scrit, due a Brianchon, resulte du the&quot;oreme de Pascal sur 1 hexagone in-

scrit (332, 333), etc. Toute consequence de 1 un de ces deux derniers

theoremcs doit aussi conduire a une consequence correlative de 1 autre;

voici quelques exemples :

Dans tout pentagone insertf dans

u/i cercle, le point de concours de

Id tangente menee par un sommet

et du cote oppose, et les points de

concours des autres cotes non con-

secutifs, sent trois points en ligne

droite.

Dans tout quadrilatere inscrit

da/is un cercle, si Con menedes tan-

gcntcs par deux sonunets adjdcents,

le point tic concours de cltacunc

d clles fn&amp;gt;cc le cole passant par le

int dc contact de I autre, et le

point de concours des deux autres

coles, sont trois points en ligne

droite.

Dans tout quadrildterc inscrit

dans un cercle, les points de con-

Dans tout pentagone circonscrit

a un cercle, la droite qui joint un

sommet au point de contact du cote

oppose et les diagondles joignant
les autres sonunets non consecutifs

sont trois droites qui se coupent au

meme point.

Dans tout (/Kadnlatere circon

scrit a un cercle, si I on prend les

points de contact de deux cotes ad-

jacents et que I on foigne le point
de contact de chaque cote avcc le

sommet de I autre c6te, et les deux

autres sommets opposes, on aura

trois droites se coupant au meme

point.

Dans tout quadrilat.ere circon

scrit a un cercle, les dcuxdiagonalcs
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c-f /r.v i/mitt .*
i/uij\&amp;gt;igHt

Ht A-.v
/

.

t/ittitrt
(tnntc.o se coujwnt tut tnc/nc

r//v. &amp;gt;//\&amp;lt; v/V

ftes (nxgentes N

sow/net. &amp;lt; ( yy i&amp;gt;.v&amp;lt; \, et les
]&amp;gt;oints

(, //(&amp;gt;/&amp;lt; /&amp;gt; ties cotes o/y &amp;gt;
-

.

(/mitre fMtints en tignr &amp;lt;in&amp;gt;itc.

Dons tout tritingle inherit

tin ccrcl&amp;lt;\ l(\&amp;lt; points t/e eo/n &amp;lt;&amp;gt;///&amp;gt; t/e itn cerclt y les droitcs
&amp;lt;/ui

ehatfne cole ticcc Li tdngente me- le poit

nee par le son;met
o/&amp;gt;/&amp;gt;

&amp;gt;*e sont tn&amp;gt;i.\ wee le sotnmet
&amp;lt;yy

.-v

en //// i//v//c
%

. tut rnenie /W///.

l.os theoremes do la rolonno do gauche sont dos corollairos du Ihoo-

i&amp;gt; Pascal; co theoreme, olant on etVet indopendant do la longueur &amp;gt;

dos cotes do I hexagone inscrit. subsisto lorsquo Ton remplace quolquos-

uns do oes cotes par dos tangontos a la oil-conference, l.os thooronus do*

la colonno do droito resultent do ceux do la colonno do gauche, d apres

la thcorio dos polairos rcciproquos.

On pout aussi considcror Us theoremes do la colonno do droito comme
des corollaircs du theoremo do r&amp;gt;rianehon. dans lequel on suppose certains

angles tfgaux a deux droits, et les theoremes do la colonne do gauche

comme resultant alors de ceux do la colonne de droite, d apres la thoorie

vies polaires rociproquos.

(Vest surtout a propos des coniquos qu on pourra \oir toute la tocondit4

do cot to belle methode dos polairos reciproqnes, duo an general Toncelot.

Toutefois. il laut romarquer quo cot to thoorio, si utile commo methode

d invention, puisqu olle pormet. suuant la piipianto expression do (icr-

gonno. tit- Jdire en t/ue/tnie sorte &amp;lt;/e Id Geonietrie en ytirtie double, a,

cinnme tons les precedes do transformation, I lnconvenient de laisser

ignorer comment la proposition quo Ton decoiiMV so rattacho a line theo-

rie. et conmuMit on pourrait s \ preiulre pour la ilemontrer directoment.

rt Kn general, commo le romarque M.
(&quot;.haslos,

il no sntVit JMS qu unc

proposition soit vraie pour qu on puisso on fa ire un usage utile en Matlic-

matiqius, il taut encore connaitre toutes sos dopondances avec les di verses

propositions qui so rattachon t au mdme sujet.

;&amp;gt;5S. Nous terminerons cot aporeu par quolqucs mots sur la transfor

mation des proprietos nietrKjiics, e est-a-dire des proprietis dans los-

iiuelles on a 6gard non-sonloment a la situation dos lignes, mais eiu-i&amp;gt;iv

a certaines relations nimieriquos entre les angles oil los segments des di-

verses lignes de la figure.

l&amp;gt; abord, lesy/\ ^rietcs metritntes tingu/tiircs so transformeut simploinenl

par la theorio dos polairos rociproquos, au moyen du principe suivant :

ISti/ig/e ile licii.v ilroitcs est egdl ti l\ingle ties droites
ijiti joignent lent *

p6lcs tin centre tin C(vr/r tlirccfcur, car I es deux angles out los coles res

pect ivemcnt porpendiculaires.
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(&quot;online exomple, Iransformons cello proposition si eonnue : D(tns tout

triangle AIU ,
Irs Iniutciirs \a, \\/&amp;gt;, (V, \r eonpent an ineine point 1.

Soionl O le ccnl re du cerele direeleur, ot A HT/ lo (.nimble polaire re-

eiproque de ABC, A riant le pole de BC, B colui de CA el ( / relui de AB.

I.es Irois hauteurs A//, HA, Cr, so eoupant an memo point 1, leurs polos

a, 6, 7, doivonl6l.ro Slir uno inline droilo, polaire de 1. Or, le pole ./ de \&amp;lt;i

doit so trouvor d nne part sur B C polairo do A, el de Tan I re sur la per-

pendieulaire inenee par () a la dioile OA
, puisque, en verlu du prinei|)e

( nonce plus haul, I an^lo a()A doit elro droit connne I .in^le \n\\ des

polaires A^/, BC, dos points a et A . On a done ee theoreme :

Si l&quot;on joint nu
i&amp;gt;i/it fi.vr jtris arbitrinrcinent ilans Ir

j&amp;gt;lan
(Tn/i

fritirtg/c A B (V ait. i train somnirts A ,
H

, (V, Irs ^crpcndiculdires nn-ncc*

jxir cc
i&amp;gt;int

() tiit.r tniis ilmitcs OA , Ol&amp;gt;
, ()(V, tti/isi oltcnitcs, ro/tf

coii/&amp;gt;r/-

rrsiK-ctii cnirnt Irs rotrs
o/&amp;gt;/)&amp;lt;&amp;gt;.\&amp;lt;

:\ H C
,
(VA

7

,
A B

7

,
/ // //v*/.v j)oints a, 6, 7,

.\ifitr.\- rn lignc droitr.

\\W. Onant au\ relations scgnicntiiircs, on en transforme un assex

^rand nonihre a I aide di vs deux principes snivanls :

1 Lr
ni]&amp;gt;i&amp;gt;art (iri/i&amp;lt;rr/no/ii(/itr

dr
f/i/(tf/-&amp;lt;- /&amp;gt;&amp;lt;&amp;gt;///(.&amp;lt;;

siturs rn lignc droitr

dans ttnc figure rst rgal an nr/&amp;gt;/&amp;gt;/7 anliarin&amp;lt;&amp;gt;ni&amp;lt;iiic
du fnisrrtin drs t/i/atrr

droitrs
corrcsi&amp;gt;on&amp;lt;l&amp;lt;tntrs

dr la figure poldirr r( :

ri/&amp;gt;r&amp;lt;/itc,
ear ee laiscoau

ot colni qu on obtient en joi^nant les
&amp;lt;|iiatre points an centre du corolo

directour out nv-pecliveiniMil 1 CM irs angles 6ganx, d apr6s le prineipo du

n 3K8.

AO
1 Lr

ra/&amp;gt;/&amp;gt;ort
drs distances de t/rit.r jxunts (jiicleotKincs A rt B fill

centre dn eere/e dirccteur rst t gal an rapport -^- drs distances dr

efiaeun de res points a la polaire de l\attre (fig. 2^4). Car A N Ctanl la

polaire do A ct IV M ct^lle dc B, mcnons AC ])orpcndiculairc sur OB ot BD

perpondiculairo snr OA
;
nous aurons, on d6signant par R lo rayon du

cerele dirccteur,

H = OA .OA 7 = OB . OB
,

d ou ^ -~
OD UA
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Mais BD et AC etant antiparalleles par rapport a Tangle 0, on a

OA or
OA.OD = OC.OB, d ou ^g-^;

par suite,
OA _ OB -hOC

CIV_
AM

OB
~
OA -f- OD

~
DA

~
BN

360. On de&quot;duit, par exemple, bien simplement du premier principe

que le rapport anharmonique de quatre tangentes d un cercle est egal an

rapport anharmonique des quatre points de contact. Nous nous borne-

rons a cette application ;
mais on sentira aise&quot;ment la portee de ce pre-

GA
mier principe en remarquant qu il sert a transformer le rapport ^ des

Ld3

deux segments formes par trois points quelconques A, B, C, en ligne

droite. En effet, Introduction du point silue a 1 infmi sur cette droite

permet de considerer ce rapport comme egal au rapport anharmonique

(A, B, C, oo
); si done on designe par A ,

B
,
C

,
les polaires des points A,

B, C, par D la polaire du point a 1 infmi, et par a, 6, 7, #, les points

ou une transversale choisie a volonte rencontre le faisceau de ces quatre

droites, on aura

361. Le second principe est du a M. Salmon. En voici une application :

ABCD etant un quadrilatere inscrit dans un cercle de centre et de

rayon R, et M etant un point quelconque de ce cercle, on a 1 identite

(MA.MB)(MC.MD) = (MA.MD)(MB.MC).

D ailleurs, si ME, MF, MG, MH, sont les perpendiculaires abaissees de M
sur les cotes AB, BC, CD, DA, du quadrilatere, les produits renferme&quot;s

wntre parentheses sont respectivement (239) proportionnels a ME, MG,

MH, MF; on a done

(i) ME.MG = MH.MF,

c est-a-dire que, dans tout quadrilatere inscrit dans un cercley le pro-
didt des distances tl im point quelconque de la circonfercnce a deux cotes

opposes est egal au produit des distances du me/tie point aux deiix

autres cotes. Transformons ce th6oreme par la methode des polaires reci-

proques ;
le cercle etant pris pour cercle directeur, au quadrilatere

inscrit ABCD repondra le quadrilatere circonscrit A B G D et, au point M,

la tangente MT en ce point. Soient A L, B N, G P, D Q, les distances des

sommets A
,
B

,
C

,
D

,
a la tangenle MT. Puisque A est le pole de AB et
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M le pole de MT, on aura, par le principe de M. Salmon,

225

ME MO
A7!

~&quot;

A O
d ou

Ainsi, les lignes ME, MG, MH, MF, sont respectivement proportionnelles

aux distances A L, C P, D Q, B N, et la relation (i) devient

r. est-a-dire que, dans tout quadrilatere circonscrit a un cercle, le produit

des distances de deux sommets opposes a line tangente quelconque est

dans un rapport constant avec le produit des distances des deux autres

sommets a la meme tangente.

Le theoreme sur le quadrilatere inscrit peut s etendre a un polygone
inscrit quelconque d un nombre pair de cotes. En effet, si P est un poly-

gone inscrit de aw cotes, et P le polygone inscrit de 2/z 2 cotes qu on

obtient en detachant de P un quadrilatere au moyen d une diagonale, on

voit tout de suite que, si le theoreme a lieu pour le polygone P de 2/2 2

cotes, il subsiste pour le polygone P de 2/z cotes.

On peut m6me appliquer le theoreme a un polygone quelconque, en

remarquant qu on peut considerer tout polygone inscrit comme ayant un

cdte&quot; infmiment petit dirige suivant la tangente en Tun des sommets.

De la r^sultent les deux propositions suivantes, en regard desquelles

nous avons place les deux propositions correlatives qui en decoulent

d apres la methode des polaires re&quot;ciproques.

Quand un polygone d un nombre

pair de cotes est inscrit dans un

cercle, le produit des distances

d un point quelconque de la cir-

conference aux cotes de rangs

pairs est egal au produit des dis

tances du meme point aux cotes de

rangs impairs.

Quand un polygone est inscrit

dans un cercle, le produit des dis

tances d un point quelconque de la

circonference aux divers c6tes est

egal au produit des distances du

meme point aux tangentes menees

par les sommets du polygone.

Quand un polygone d un nombre

pair de cdtes est circonscrit a un

cercle, le produit des distances des

sommets de rangs pairs a une tan

gente quelconque est dans un rap

port constant avec le produit des

distances des sommets de rangs im

pairs a la meme tangente.

Quand un polygone est circon

scrit a un cercle, le produit des

distances de ses sommets a une

tangente quelconque est dans un

rapport constant avcc le produit des

distances des points de contact des

cotes a la meme tangente.

i5
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FIGURES IIOMOTHETIQUES.

362. fitant donne un systeme quelconque A, B, C, . .., de points situes

dans un plan (fig. 225 et 226), si, sur les rayons SA, SB, SC, . . ., issus

Fig. 22J. Fig. 226.

d un point S choisi arbitralrement dans le plan, on prend a partir de ce

point des segments SA
,
SB

,
SC ,. . ., tels, qu on ait

SA _SB;_SC;
SA

~~
SB

~
sc

=

K etant un nombre quelconque, on dit que le nouveau systeme de points

A
,
B

,
C

,
. . .

,
est homothetique au systeme primitif ABC, ....

Le point S est dit le centre, et le nombre K, le rapport (Vhomothetic.

Si K est positif, les deux segments SA et SA sont de m6me sens, et les

points A et A sont d un meme c6t6 du point S (fig. 226). Si K est ne-

gatif, les segments SA et SA sont de sens contraires, et les points A
et A sont de part et d autre du point S (fig. 226) ;

dans le premier cas

(fig. 226
)
les deux systemes sont dits homothetiques directs; dans le se

cond (fig. 226), ils sont homothetiques inverses. Quand deux systemes
sont homothe&quot; tiques inverses, il suffit e&quot;videmment, pour les rendre homo-

the&quot;tiques directs, de faire tourner 1 un d eux de 180 degres autour du

centre S. On obtient done tous les systemes homothetiques a un systeme
donne en faisant varier la position du centre S et en donnant a K toutes

les valeurs positives de o a .

363. Suivant que les points du premier systeme ABC... sont isoles

ou forment des lignes continues, les points du systeme homothetique

A B C . . . sont a leur tour Isolds ou forment des lignes continues.

Supposons, par exemple, que la figure primitive soitune circonference

OA dont le centre est (fig. 227), et cherchons la figure homothetique,
01 I

c est-a-dire le lieu des points A , tels, que &amp;lt;^r-

= K. Si Ton prend sur SO
bA

SO
une longueur SO telle, que

~ = K, les deux triangles semblables (206)oU
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O A
SOA, SO A

,
donnent -r- = K

; par suite O A est constant comme OA

Fig. 227.

et le lieu est une circonference dont le point est le centre. Ainsi la

figure homothetiquc (rune circonference est line circonference.

THfiORfcME.

36 i. Dans deux systemes homothetiqucs, la droite AB qui joint deux

points quclconqiies du premier systems et la droite A B qui joint les

points homologues du second systeme sont paralleled et dans le rapport K

(fig. 226 et 226).

En effet, les droites AB et A B
,
divisant les rayons SA et SB dans le

meme rapport K, sont paralleles, et Ton a en outre (204)

A B

AB
SA

&quot;SA

COROLLAIRES.

365. Si trois points du premier sysleme sont en ligne droite, il en est

de meme des trois points homologues du second systeme; en d autres

termes, la figure homothetique d yune ligne droite est une ligne droite

parallele a la premiere; ces deux droites sont dites homologues. Si une

droite passe par le centre d homothetie, son homologue y passe egale-

ment, et par suite co incide avec elle. Reciproquement, si deux droites

homologues coTncident, elles passent par le centre d Romothe&quot;tie.

366. Uangle de deux droites est egal a celui de leurs droites homo

logues. Par suite, la figure homotJietique d un polygone est un polygonc
semblable an premier. Les c6t&amp;lt;s du nouveau polygone sont paralleles aux

c6tes homologues du premier, et leur rapport de similitude est egal a K.

367. Les tangentes en deux points homologues de deux courbes homo-

thetiques sont paralleles comme limites de secantes paralleles.

THfiORfcME.

368. Deux systemes sont homothctiques s il existe dans leur plan deux

points ct tehj quc les droites qui joignent le point aux divers
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points du premier systeme, ct les droitcs qui joignent le point aux di

vers points da second systeme, soient paralleles et dans un menie rap

port K (fig. 227).

En effet, si les droites OA et O A sont paralleles et de meme sens, la

droite AA ira couper le prolongement de 00 en un point S tel, que

SO _ (TA = SA

SO &quot;&quot;&quot;tat&quot;

~~

SA*

Le point S est done le meme, quel que soit le couple de points homo-

logues A et A conside&quot;re&quot;
; et, par suite, les deux systemes sont homothe&quot;-

tiques directs, et ont le point S pour centre et le nombre K pour rap

port d homothetie.

Si les droites OAet O A, sont paralleles et de sens contraire, la droite AA,

coupe 00 en un point S, tel, que

S^O _ CVA, _ K _ S
tJ
A,

s,o
~~

OA
~

S,A

et les deux systemes, alors homothe&quot;tiques inverses, ont le point S, pour

centre et le nombre K pour rapport d homothetie.

COROLLAIRES.

369. Deux polygones scmblables ABODE, A jB C D E
, qui ont leurs

cotes paralleles, sont homothetiqiies. En effet (214), si Ton prend dans le

plan du premier polygone un point quelconque et si Ton determine

dans le second polygone le point homologue de 0, les droites OAet O A
,

OB et O B, OG et O C
,

. . .
,
seront paralleles et dans le rapport K. Done

les polygones seront homothtiques.

L homothetie est directe (fig- 226) ou inverse (fig. 226), suivant que

les deux polygones ont leurs cotes paralleles de m6me sens ou de sens

contra ires.

370. Deux circonferences quelconques sont homothetiqiies directes et

homothetiqiies inverses (Jig. 227).

O A
En effet, le rapport -TTT- de deux rayons paralleles et de meTne sens

\JA.

etant constant, les deux circonferences sont homothetiqiies directes, et

elles ont un centre d homothetie directe S situ6 au dela de la ligne des

centres, de telle sorte qu on ait

SO _ R
SO

-
R

R et R etant les rayons des deux cercles.
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O A
De m6me, le rapport -r-1 de deux rayons paralleles et de sens con-

traire e&quot;tant constant, les deux circonferences sont aussi homoth6tiques

inverses, et elles ont un centre tVhomothetie inverse S, situe&quot; sur la ligne

des centres, de telle sorte qu on ait

S,0

S,0

La comparaison des deux relations
pre&quot;ce&quot;dentes

donne

SO
. S,0 _

SO
:

S^O&quot;

~

Done les deux centres d homothetie divisent harmoniqucment la ligne des

centres 00 des deux cercles.

Les tangentes communes exte&quot;rieures passent par le centre d homo-

th^tie directe, et les tangentes communes interieures par le centre d ho-

mothdtie inverse. C est sur cette proprit6 qu est fondle la construction

du n 252.

Lorsque les deux cercles sont tangents, leur point de contact est un

centre d homothetie, directe si le contact est interieur, inverse si le con

tact est extericur.

THfcORfcME.

371 . Deux systemes P et
P&quot;, homothetiqucs a un troisieme P, sont ho-

mothetiques entre eux (fig. 228 et 229).

Fig. 228. Fig. 229.

Soient A un premier point du systeme P, et A et A* ses points homo-

logues dans les systemes P et P&quot;. Joignons le point A a un point quel-
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conque M du systeme P, et joignons A et A&quot; aux points M et M&quot; homo-

logues de M dans les systemes P et P&quot;. Les systemes P et P etant

homothetiques, les droites A M et AM seront paralleles et dans un certain

rapport K&quot;;
de meme, les droites A&quot;M&quot; et AM seront paralleles et dans le

rapport K d homothe&quot;tie des systemes P&quot; et P. Done, les droites A M et

K&quot;

A&quot;M&quot; sont paralleles, et dans le rapport constant ^y Done (368), les
K

systemes P et P&quot; sont homothetiques.

COROLLAIRES.

372. Si K&quot; = K
,
les systemes P et P&quot; ont un rapport d homothetie

egal a 1 unite
;
ils sont done superposables. II resulte de la que, pour avoir

tous les systemes homothetiques a un systeme donne, il n est pas ne&quot;ces-

saire de faire varier le centre (362) : il suffit, en conservant le meme

centre, de faire varier K de zero a 1 infini.

373. Si P est homothtique direct avec chacun des systemes P et
P&quot;,

AM et A M sont de meme sens, comme AM et
A&quot;M&quot;,

et par suite

aussi A M et
A&quot;M&quot;;

de sorte que P et P&quot; sont homothetiques directs

(fig. 228).

On verra de m&me que, si P&quot; est homothetique inverse avec chacun

des systemes P et P
,
P et P sont homothe tiques directs (Jig. 229).

Si P est homothetique direct avec 1 un des systemes P et
P&quot;,

et ho

mothetique inverse avec 1 autre, P et P&quot; sont homothetiques inverses

(fig- ^29).

Parmi les trois systemes homothetiques ainsi formes, il y en a done

toujours un nombre impair (i ou 3) dont 1 homothe tie est directe.

Dans tous les cas, les trois centres d homothetie S, S
, S&quot;,

sont en ligne

droite (fig. 228 et 229).

En effet, la droite S
S&quot;,

conside&amp;gt;ee comme appartenant au systeme P, a

pour homologue dans le systeme P cette droite elle-meme, puisque (365)

elle passe par le centre d homothetie S de P et de P . Cette droite, consi-

de&quot;ree comme appartenant au systeme P, est aussi a elle-meme son ho

mologue dans le systeme P&quot;, puisqu elle passe par S
,
centre d homothetie

de P et de P&quot;. Done, cette droite S S&quot; (365) passe par le centre S d ho-

mothe&quot;tie des systemes P et P&quot;.

374. Trois cercles considered deux a deux ont trois centres d homothetie

directe et trois centres d homothe&quot;tie inverse (370). Les trois centres

d homothetie directe sont sur une meme droite (373), qu on nomme axe

d homothetie directe. De meme deux centres d homothetie inverse et le

centre direct qui repond au troisieme centre inverse sont sur une meme
droite qu on nomme axe d homothetic inverse; il y a, d apres cela, trois

axes d homothetie inverse.



L1VRE III. LKS FIGURES SEMBLABLES. 23l

DEFINITION GENEBALE DE LA SIMILITUDE. METHODE DES FIGURES

SEMBLABLES.

373. Pour etendre aux figures curvilignes la notion do la similitude,

il faut prendre pour point de depart une propri6t6 csscntiellc des poly-

gones semblables qui soit immediatement applicable aux courbes. Void

comment on parvient a faire cette generalisation :

i Deux polygoncs scmblables P et P etant donnes dans un plan, on

pent toujours amcncr le polygone P a avoir scs c6tes paralleles aux cotes

liomologues de P.

En effet, soit ABCDE le polygone P. Supposons qu un mobile partant

du point A decrive le contour ABCDE, en suivant 1 ordre alphabetique.

Un observateur place a I interieur du polygone, les pieds appuy6s sur son

plan, verra le mobile marcher de sa droite a sa gauche ou de sa gauche a

sa droite; supposons, pour fixer les
ide&quot;es, que 1 observateur voie le mo

bile marcher de gauche a droite (fig. 280).

Fig. 280.

Cela 4tant, le polygone P
,
semblable au polygone P et situe&quot; dans son

plan, pourra offrir deux dispositions diff^rentes; il pourra tre, comme
A B C D E

, lei, qu un observateur place dans son interieur voie marcher

de gauche a droite un mobile qui, partant de A
,

de&quot;crirait son contour

dans 1 ordre alphabe&quot;tique, ou bien etre, comme A^C^E,, lei, quel ob-

servateur place dans son interieur voie marcher de droite a gauche un

mobile qui decrirait, dans 1 ordre alphabetique, le contour A^C^E,.
Dans le premier cas, on voit sans aucune difficulte que deux cdtes

homologues quelconques des deux polygones ABCDE, A B C D E
,
font

toujours le m6me angle a, de sorte qu en faisant tourner le polygone
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A B C D E autour de A de cet angle a, on amenera ce polygone a avoir

ses cdtes paralleles aux cdtes homologues du polygone ABODE, et de

meme sens. Une rotation de 180 a amenerait le polygone A B G D E a

avoir ses c6tes paralleles aux cdtes homologues de ABODE, mais de sens

contraire.

Dans le second cas, en prenant le symetrique de A, 6,0,0^, par rapport

a un axe quelconque XY, c est-a-dire en rabattant ce polygone A, 6,0,0^,
autour de cet axe, on obtiendra evidemment un second polygoneA B C D E

,

qui pre&quot;sentera, relativement au polygone ABODE, la meme disposition

que dans le premier cas. Un rabattement suivi d une rotation amenera

done alors le polygone A, 6,0,0^, a avoir ses cotes paralleles a ceux

de ABODE.

2 On a vu que deux polygones semblables qui ont les c6tes paralleles

sont homothetiques (369). Deux polygones semblables peuvent done,

d apres cela, etre rendus homothetiques; et re&quot;ciproquement, la figure ho-

moth^tique d un polygone est un polygone semblable au premier (366).

Par suite, pour qu un polygone P soit semblable a un autre poly

gone P, il faut et il suffit que ce polygone P soit egal a Fun des homo

thetiques de P.

Voila done une
propriete&quot; caracteristique des polygones semblables.

D ailleurs, la definition de 1 homothetie est imm6diatement applicable aux

figures curvilignes (362). On est ainsi conduit a cette definition generate :

On dit qu une figure est semblable a une autre lortqdelle est egale a

I une des figures homothetiques de cette autre.

On comprend d apres cela pourquoi on donne, en general, les noms de

centres de similitude, d axes de similitude et de rapport de similitude aux

centres, aux axes et au rapport d homothe tie.

376. Nous avons deja prouve par de nombreux exemples (IIIet
suiv.) combien la the*orie des figures semblables offrait de ressources.

Le the&quot;oreme de Thales sur la proportionnalite des c6tes homologues des

triangles equiangles, le the&quot;oreme de Pythagore sur le carre&quot; de 1 hypo-

tenuse, sont, en Geometric, deux propositions fondamentales qui inter-

viennent sans cesse dans les demonstrations; mais, independamment de

ces applications gene&quot;rales de la theorie de la similitude, elle fournit un

proced^ special de resolution des problemes, connu sous le nom de me-

thode des figures semblables, et qui consiste a construire, a 1 aide des

donnees, une figure semblable a celle que Ton cherche. On passe ensuite

aisement de la figure ainsi construite a la figure demandee, en comparant
certains elements des deux figures.

Voici deux exemples :

i Construire un triangle ABC, connaissant ses trois hauteurs a, 6, 7

(A- a3i).
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a, b, r, etant les c6tes du triangle inconnu, et BD et AE etant les hau

teurs 6 et a, les triangles semblables CBD, CAE, donnent

a b

On aurait de meme

On peut done e&quot;crire

Si Ton construit alors un triangle A BC dont les trois c6tes soient

ce triangle sera semblable au triangle ABC, et pour avoir ce dernier

triangle, il suffira de prendre sur la hauteur issue du sommet B une lon

gueur BD = 6, et de mener par le point D une parallele AC a A C .

Fig. 23 1. Fig. 282.

A f F

2 Inscrire dans un triangle donne ABC un triangle dont les cdtes

soient paralleles a ceux d j

un triangle donne def (fig. 282).

Si Ton trace dans le triangle ABC une parallele d f a
&amp;lt;-(/&quot;, puis par

les points d et/ des paralleles d e
, f e

,
a de et

&amp;lt;?/,

on formera un

triangle tl f ef

1 homoth^tique au triangle cherch4 DFE, et le point A sera

pour ces triangles un centre de similitude directe (369). La droite Ac

coupera done BC en un point E qui sera 1 undes somraets du triangle de-

mande, et il ne restera plus qu a mener par ce point E des paralleles ED
et EF, a ed et ef, et a joindre les points D et F.

377. A ce
precede&quot; s en rattache un autre ou Ton opere par renverse-

menty c est-a-dire qu on renverse la question en prenant les donn^es pour

inconnues, et r^ciproquement. En traitant ce nouveau probleme, on obtient

une figure egale ou semblable a la figure cherch^e, et, pour avoir la figure ,
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demandee dans la position voulue, il suffit alors d en connaitre une seule

ligne.

Void un exemple de cette methode indirecte :

Inscrire dans un quadrilatere donne ABCD un quadrilatere a b c d

scmblable a un autre quadrilatere donne A B C D (Jig- 233).

La methode inverse sera ici 6videmment preferable a la methode directe,

parce que, s il s agit de circonscrire une figure semblable au lieu de 1 in-

scrire, les segments capables, decrits sur les cotes du polygone donne,

fournissent immediatement des lieux geometriques des sommets du poly-

gone a construire.

Renversons done la question, et proposons-nous de circonscrire a un

quadrilatere donne A B C D un quadrilatere abed semblable a un autre

quadrilatere donne ABCD.

Fig. 233.

Les angles du quadrilatere abed etant donnes, les sommets
, /;, d, ap-

partiennent aux segments capables de ces angles, decrits sur les cotes A B
,

B C
,
A D .

De plus, le quadrilatere abed etant semblable au quadrilatere ABCD, le

triangle abd est lui-me&quot;me semblable au triangle ABD, et Ton connait les

angles abd, adb. Comme ces angles ont pour mesures, le premier la moitie&quot;

de Tare B7/, le second la moitie&quot; de Tare AV/
,
on pourra marquer sur les

arcs B C et A D les points & et d : la droite b d sera done determine,
et ses seconds points d intersection avec les segments decrits sur B C et

sur A D seront les points b et d. Ayant ainsi deux sommets opposes du

quadrilatere abed, le probleme inverse se trouvera resolu.

Pour revenir au probleme direct, on n aura plus qu a diviser les cots

du quadrilatere ABCD dans des rapports egaux a ceux des segments que

les points A ,
B

,
C

,
D

,
determinent sur les cotes du quadrilatere abcdt

et a joindre les points de division.

Le probleme propose&quot;
a huit solutions dans le cas general. En effet, en
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considerant le probleme inverse, on voit d abord que Tangle a pent s ap-

puyer indifTiTemment sur chacun des cdtes du quadrilatere A B C D : ce

qui donne quatre solutions. De plus, chacune de ses solutions doit &amp;lt;Hre

double : car Tangle a s appuyant sur le cote&quot; A B par exemple, les angles b

et d peuvent s appuyer respectivement, soil sur les c6te&quot;s B G et A D
,

soit au contraire sur les cotes A D et B C . Cette double solution se re*-

duirait a une seule, si les angles b et d etaient
e&quot;gaux

en mfime temps que

les cotes B C et A D .

AXES RADICAUX.

378. Nous avons vu (199) que, si, par un point M (fg. 234) situe

comme on voudra dans le plan d un cercle 0, on mene a ce cercle une

secante arbitraire MAB, le produit MA.MB des distances de ce point aux

deux intersections A et B de la secante et de la circonfe&quot;rence est une quan-
tite&quot; constante, c est-a-dire independante de la direction de la secante. Ce

produit constant MA . MB, qui est e&quot;videmment positif lorsque le point M est

exterieur au cercle, et n^gatif lorsque le point M est interieur, porte, d apres

Steiner (Journal de Crelle, 1. 1), le nom de puissance du point M par rap

port au ccrcle 0.

Considerons en particulier celle des secantes issues du point M qui

passe par le centre 0, et designons par d la distance MO et par r le rayon
du cercle. Si le point M est exterieur au cercle, les deux segments MA
et MB, compte&quot;s sur cette secante, sont de meme signe, et comme leurs

valeurs absolues sont d r et d-- r, la puissance du point M a pour

expression ( /+-/) (d r} ou tP r 2
. Si le point M est inte&quot;rieur, les deux

segments MA et MB, compte&quot;ssurla secante qui passe au centre, ont respec

tivement pour valeurs absolues rdctr-i-d; mais, comme ils sont de sens

opposes, la puissance a pour expression (rd)(r-*-d} = (r
2

r/
2

),

c est-a-dire encore d1
r*. Ainsi, dans tous les cas, la puissance d un

point par rapport a un ccrcle est rgale, en grandeur et en signe, a I*execs

du carre dc la distance de cc point au centre sur le carre du rayon.

Lorsfjue le point M est exterieur au cercle, sa puissance est egale au

carre de la tangcntc MT mcnee au cercle par ce point.
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commune aux cercles et 0&quot; et la corde commune aux cercles O etO&quot; se

couperont au centre radical C des trois cercles 0, , 0&quot;,
et il restera a

abaisser de ce point G une perpendiculaire sur la ligne 00 (fig. 235 et 236) .

Fig. 235. Fig. a36.

385. Lorsque le centre radical de trois cercles est inte&quot;rieur a 1 un

d eux, il Test aussi aux deux autres. De meme, lorsqu il est exte&quot;rieur a

Tun d eux, il est exterieur aux deux autres; c est alors le seul point du

plan d ou Ton puisse mener aux trois cercles des tangentes egales, et c est

aussi le centre du seul cercle qui puisse les couper tous les trois ortho-

gonalement.

386. Des qu il existe dans le plan de trois cercles plusieurs points dis-

tincts ayant meme puissance par rapport a chacun des trois cercles, on

pent affirmer que oes points sont sur une meme droite qui est 1 axe

radical commun aux trois cercles.

On peut fonder sur cette remarque une nouvelle demonstration tres-

simple de la propriete du quadrilatere complet qui fait 1 objet du n 317.

Soil ABCDEF (fig. 237) un quadrilatere complet. Considerons 1 un des

Fig. -237.

triangles BGE forme&quot; par trois cdtes du quadrilatere ;
soient BP, CR, EQ,

les trois hauteurs de ce triangle, et leur point de concours. Les circon-
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f6rences de&quot;crites sur les diagonalos BD, AC. EF, comme diametres, pas-

sent respectivementpar les points P, R, 0- Les puissances du point par

rapport a ces trois cercles sont done

OB. OP, OR.OC, OQ.OE,

ct les quadrilateres inscriptibles BRCP, BQEP, montrent que ces puis

sances sont
e&quot;gales.

Le point a done meme puissance par rapport aux trois

cercles, et il en est de meme des trois autres points analogues 0,, 2 , 3 ,

relatifs aux trois autres triangles que Ton peut former en prenant chaque
fois trois des cdte&quot;s du quadrilatere. Par suite, d apres la remarque ci-dessus,

les trois cercles considers ont un meme axe radical qui contient les

points 0, On 2 , 3 ,
et les centres des trois cercles, c est-a-dire les milieux

des trois diagonales, sont sur une meme droite perpendiculaire a 1 axe

radical commun.

On voit par cette demonstration, non-seulement que les milieux des

diagonales d un quadrilatere complct sont en ligne droite, mais encore que
les circonfercnces decritcs sur les trois diagonales commc diametres ont

meme axe radical, que cet axe radical est perpendiculaire a la droite qui

passe par les milieux des diagonales, et quil contient les points de con

curs des hauteurs des quatre triangles formes par les cotes du quadrila-

ere combines trois a trois.

387. i Le produit des distances de run quclconque des deux centres

le similitude de deux cercles a deux points anli-homologues est constant ;

2 deux couples de points anti-homologues sont sur une meme circonfc-

rence ; 3 deux cordcs anti-homologucs se coupent sur I axe radical.

Fig. 2 38.

Soient deux cercles et (fig. a38), S un de leurs centres de simili-

ude,par exemple le centre de similitude externe. Une se&quot;cante SM, issue de S,

^oupe les cercles et en quatre points M, N, M ,
N . Les points M et

sont homologues par rapport au centre S, car les rayons correspon-

lantsOM, O M
,
sont paralleles; de meme, N et N sont homologues. Les
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points M et N sont dits anti-homologucs, ainsi que les points N et M .

Une corde quelconque M/z du premier cercle, et la corde N m du second

cercle qui joint les points anti-homologues des extremits de la premiere,

prennent le nom de cordes anti-homologues. Ces definitions etablies, voici

la demonstration du theoreme 6nonc :

i En designant par r et r les rayons des deux cercles et par p la

puissance du point S par rapport au cercle 0, on a

SM.SN = /, et = .

En divisant la premiere egalite par la seconde, il vient

et Ton trouverait de meme
r &amp;lt;

r

2 D apres cela, si Sm est une autre se*cante issue du point S, on

aura

SM.SN =S/i.S/w
;

done (200 )
les pointsM etN

,
n et m sont sur une meme circonference 0&quot;.

3 Enfin, la ccrde M/z etant 1 axe radical des cercles et
0&quot;,

et la

corde N /w 1 axe radical des cercles et
0&quot;,

le point d intersection C des

deux cordes est le centre radical (383) des trois cercles 0, , 0&quot;,
c est-a-

dire un point de 1 axe radical des cercles et . Cette derniere proprie&quot;te,

prise a sa limite, prouve encore que les tange?ites en deux points anti-

homologues de deux cercles se coupent sur Vaxe radical.

SCOLIE.

388. L axe radical de deux cercles est a egale distance des deux po
laires de Vun quelconque des centres de similitude.

Ce th6oreme est evident lorsque 1 on peut mener par le centre de simi

litude que Ton considere une tangente commune aux deux cercles; car

1 axe radical, qui est d ailleurs parallele aux deux polaires, passe par le

milieu de la tangente commune dont les points de contact sont sur les

deux polaires.

Dans tous les cas, la proportion re&quot;sulterait aisement des formules qui

donnent les positions du centre de similitude, des polaires etde 1 axe radi

cal (370, 347, 380). Nous laissons au lecteur le soin de faire ce calcul,

qui est sans difficulte.
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CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNES

389. Designons par A, B, C, les centres des trois cercles auxquels on

demande de mener un cercle tangent.

On peut avoir : i un cercle w enveloppant A, B, C, et un cercle w en-

veloppe par A, B, C; 2 un cercle a qui louche exterieuremenl le cercle A
ct inteYieurement les cercles B et C, et un cercle a qui louche inte&quot;rieure-

nient le cercle A et exl6rieuremenl les cercles B et C; 3 un cercle
ft

tou-

chant le cercle B exterieurement et les deux autres A el C inle&quot;rieuremenl,

el un cercle
(s
louchanlB inlerieuremenletAetCexlerieuremenl

; 4enfin,

un cercle 7 qui louche C exte&quot;rieurement et A etB inte&quot;rieurement, et un

cercle 7 touchant C inte&quot;rieureinenl el A et B exterieurement. Ainsi, il peut

exister dans le cas general huie solutions qui se parlagenl, comme nous

venons de 1 indiquer, en quatre groupes de deux.

Cela pose, cherchoris a determiner les deux circonferences d un meme

groupe, w et w
, par exemple (fig. 289).

Fig. 23g.

Supposons le prob!eme r^solu : soient a et a les points de conlact des

cercles w et w avec le cercle A, de meme b et b leurs points de conlact

avec le cercle B, c et c leurs points de contacl avec le cercle C. Tout

revient evidemment a trouver les cordes aa\ bb
,
cc . Or ces cordes sont

determinees par les deux propriet^s suivantes :

1 Chacane r/t-.v cordes aa
,
bb

,
cc

, passe par le centre radical des trois

16
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circonferences donnees A, B, C. En effet, a etant le centre de simili

tude directe des cercles w et A, et a le centre de similitude inverse des

cercles w et A, la corde aa doit passer par le centre de similitude inverse S

des cercles w etw (374). On verrait de meme que ce point S appartient

aussi a bb
1

et a cc
[

. Un raisonnement analogue montre que ab et a b

concourent au centre de similitude directe C des cercles A et B
;
done les

cordes &amp;lt;70 et6// des cercles A etBsont anti-homolosjues (387),etleur point

d intersection S appartient a 1 axe radical des cercles A et B. On verrait de

meme que ce point de concours S de aa
,
bb

,
cc

1

, appartient a 1 axe radical

des cercles B et C : il est done le centre radical des trois cercles A, B, C.

2 Chacunc des cordes aa
,
bb

,
cc

,
contient le pole, pa? rapport a son

cercle, de Vaxe de similitude directe A B C des trois circon/erences don

nees A, B, G. En effet, puisque S est un centre de similitude des

cercles w et w
,

les deux cordes ab, a b
,
sont anti-homologues, et leur

point de concours G doit appartenir a 1 axe radical des deux cercles w

et w . On verrait de meme que cet axe radical passe par le centre de

similitude directe A des cercles B et C et par le centre de similitude di

recte B des cercles&quot; A et C. Done, 1 axe radical des cercles w et w coincide

avec 1 axe A B C de similitude directe des trois cercles A, B,C. D apres

cela, la droite A B C doit contenir 1 intersection A, des deux tangentes

anti-homologues A,, A, (387, 3), c est-a-direle pole de la corde aa par

rapport au cercle A; done, reciproquement (349), la corde aa doit ren-

fermer le pole p de la droite A B C par rapport au cercle A.

On conclut de la la regie suivante : Determinez le centre radical S et

Vaxe de similitude directe des trois cercles donnes A, B, C; prenez, par

rapport a chacun d eux, les poles p, q, r, de cet axe, ct menez les

droites S/?, S(/, Sr, qui rencontreront respectivement les cercles A, B, C,

aux points de contact a et a
,
b et b

,
c et c ; il ne restera plus alorsqiCa

faire passer un cercle w par les points a, b,c,et un cercle &&amp;gt; par les points

\&amp;gt;,V,c .

En remplacant 1 axe de similitude directe par chacun des trois autres

axes de similitude et en operant d une maniere analogue, on obtiendrait

les trois autres couples de cercles tangents.

Cette belle solution, due a Gergonne (
Annalesde Mathematiques, t. IV),

est remarquable par sa simplicit6, et surtout par la facilite avec laquelle

elle s applique aux cas particuliers qu on obtient, en supposant qu un ou

plusieurs des cercles A, B, C, se r^duisent a des points ou a des droites.

CAS PARTICULIERS DU PROBLEME PRECEDENT.

390. Pour pouvoir appliquer la solution qui precede aux cas particu

liers que 1 enonce du probleme comporte, il faut savoirce que deviennent

les elements que nous avons appeles p61e, polaire, axe radical, centre de
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similitude, lorsque, dans une figure qui renferme des cercles, tin ou plu-

sieurs de ces cercles se reduisent a des points ou a des droites parce que

leurs rayons deviennent nuls ou infmis. La connaissance de ces re&quot;sultats
3

que nous allons exposer tres-rapidement, est d ailleurs indispensable pour
la discussion d un grand nombre de problemes.

1 La ^olairc L d un point P par rapport a un point (cercle de

rayon nul) est la perpendiculaire a OP menee par 0.

2 Le pole P a&quot;une droile Lpar rapport a un point est le point lui

meme.

Ces deux principes resultent de ceque le produit des distances du point

an pdle P et a la polaire L doit etre nul (347).

3 La polaire d un point P par rapport a une droite w (cercle de rayon

infini
)
est la parallelc a w menee par le symetrifjue du point P par rap

port a la droite w.

Car le cercle degnere en realil6 en deux droites paralleles qui sont la

droite et une droite rejetee a 1 infini. Or, si Ton mene par P une se-

cante quelconque qui rencontre en o et en / les droites w et L, le systeme

P, o, /,
oo

,
sera harmonique, ce qui exige que o soil le milieu de /P; done,

la polaire L est le lieu des points obtenus en prolongeant les secantes

menees de P a w de longueurs egales a elles-memes.

4 Le pole P d unc droite L par rapport a une droite w est le point a

n/ijini sur w.

Car les polaires de tous les points de L sont (3) paralleles a w; leur

point de concours, c est-a-dire le pole de L, est done a 1 infini sur w.

5 Les centres dc similitude et d un cercle C et d un point C se

confondent avec le point C .

Cela resulte des formules du n 252, dans lesquelles on fait R = o; on

trouve ainsi

CO = CO = CC .

G Les centres de similitude et de deux points C ct C iiont des

positions dcterminees (ju autant que Von donne la loi suivant laquclle les

rayons R et R des deux cercles corrcspondants tcndent vcrs zero. Par

exemple, si, lorsque R et R tendent vers zero, le rapport de R a R reste

egal a un nombre donne in, les formules du n 232 donnent

rr ; rr
C0= et C0 = -i^-.

7 Les centres de similitude d un cercle et d une droite sont les extre-

mites du diametrc perpendiculaire a la droite.

En effet, supposons, dans la figure 176, que le point d intersection de

gauche E de la circonference C avec CC reste fixe, et que le centre C
de cette circonference s eloigne indefiniment dans la direction CC

,
de

16.
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maniere que cette circonference devienne la perpendiculaire e&quot;leve&quot;e a CE

par E . Les formules

et

donneront, pour R = oo
,

CO = -R et CO =R.

Le centre de similitude externe devient done 1 extremite de gauche du

diametre du cercle C perpendiculaire a la droite donnee, et le centre de

similitude interne devient 1 extrermte de droite de ce diametre.

8 Les centres de similitude d un point et d une droite se confondent
avec ce point.

Car, si dans les formules ci-dessus on fait R = o en meme temps

que R = oo
,
on trouve

CO = o et C0 =o.

9 Les centres de similitude de deux droites D et D so/it les points a

I itifini situes sur les bissectriccs de rangle des deux droites et de son

supplement.
Ce fait resulte de cette propriete* evidente et caracte&quot;ristique des centres

de similitude de deux cercles : Toute droite menee par un centre de

similitude coupe les deux cercles sous le meme angle.

10 Laxe radical d un cercle et d un point est equidistant de ce point

et de sa polaire par rapport au cercle.

Ce fait resulte du n 388 et des remarques prece&quot;dentes (1 et 5).
11 L axe radical de deux points est la perpendiculaire elevee sur le

milieu dc la droite qui les joint.

12 L axe radical d un cercle et d une droite est la droite elle-meme.

C est une consequence immediate du n 388 et des remarques prece&quot;-

dentes (3et 7).
1 3 L axe radical d un point et d une droite est la droite elle-meme.

1 4 L axc radical de deux droites est indetermine.

391 . Le probleme du cercle tangent a trois cercles donnes comprend
dix cas, y compris le cas general. En representant un cercle par C, une

droite par D, un point par P, on peut indiquer ces dix problemes par les

symboles PPP, PPD, PPC, PDD, PDC, PCC, DDD, DDC, DCC, CCC.

Les quatre cas PPP, PPD, PDD, DDD, ou il ne figure aucun cercle

parmi les donnees, e&quot;chappent
a la methode; mais leur solution directe

n offre aucune difficulte, comme nous 1 avons vu, pour trois d entre eux,

aux nos

165, 172 et 2G2. Tous les autres cas se deduisent sans peine de la
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solution generate, a 1 aide des resultats indique&quot;s dans le numdro prece
-

dent. Ncus nous bornerons aux indications suivantes.

DCC. II y a 6 centres de similitude, par suite, 4 axes de similitude

et 8 solutions.

DDC. II y a encore 4 axes de similitude et 8 solutions.

PCC. II n y a que 2 axes de similitude et, par suite, 4 solutions.

PDC. II n y a que 2 axes de similitude et 4 solutions.

PPG. II n y a que i axe de similitude et, par suite, 2 solutions.

Nous avons d ailleurs traits ce probleme directement au n 202.

FIGURES INVERSES.

392. fitant donne&quot;
,
dans un plan, un systeme quelconque de points A,

B, C,. . ., isotes ou formant des lignes continues, si, sur les rayons vec-

teurs SA, SB, SC,..., issus d un point S choisi arbitrairement dans le

plan, on prend, a partir de ce point S, des segments SA
,
SB

,
SC ,. . .,

tels, que
SA.SA = SB.SB = SC.SC =... =

4u,

p etant une quantite constante positive ou negative, on dit que le sys

teme A B C . .. est inverse du systeme ABC Le point fixe S^prend le

nom d origi/ic, et la constante p le nom de puissance. Si cette puissamce
est positive, les rayons vecteurs correspondanls SA et SA sont de mme
sens, et les points correspondants A et A sont situss d un meme cots par

rapport a 1 origine S; si p est
ne&quot;gatif, les rayons vecteurs SA et SA sont

de sens contraires, et les points correspondants A et A sont situss de

part et d autre de 1 origine S.

THORME.
393. Deux figures F et

F&quot;,
inverses (rune meme figure F par rapport

a unc meme origine S et a deux valeurs differcntcs p et
p.&quot;

de la con

stante u, sont homothetiqucs Meur centre de similitude est le point S et

leur rapport de similitude est
e&quot;gal

a ^V
En effet, si Ton

de&quot;signe par M un point quelconque de la figure primi
tive F, et par M

f

et M&quot; les points correspondants des figures F et
F&quot;,

points qui sont d ailleurs situes sur la droite inde&quot;finie SM, on a

SM.SM =u
, SM.SM&quot;-^&quot;;

d ou
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THORE:ME.

394. M ct N etant deux points quelcotiques d unc figure ct M
,
N

,
les

points correspondents d une figure inverse par rapport a une origine S

et a une puissance j*,
la distance M N s obtient en multipliant la dis

tance MN par le rapport de la puissance p au produit SM.SN des deux

7 ayons vecteurs de la figure primitive.

En effet, la relation (fig. 240)

SM.SM =SN.SN = pt

prouve que les droites MN, M N
,
sont antiparalleles par rapport a I anglc

MSN, et par suite que les triangles SMN, SM N
,
sont semblables. On a

done
BTN _ SN^ _ p
&quot;MN

~
SM

~~
SM.SN

cl ou

M N --

395. L angle de deux lignes quelconques qui se coupent est egal a

Vangle des deux lignes inverses.

vW^
[rlr ^^

Conside&quot;rons d abord (fig. 240) une seule ligne quelconque MN et son

inverse M N
;

il est ais6 de voir que les angles TMM ,
TM M, que leurs

langentes MT, M T, font avec le rayon vecteur SMM
,
sont egaux; car,

si Ton considere un rayon vecteur voisin SNN
,
les cordes MN et M N

sont, comme nous 1 avons deja fait observer, antiparalleles par rapport a

Tangle MSN; done, les angles SM N
, SNM, sont egaux ; or, a la limite, le

premier devient Tangle SM T, et Tautre, Tangle SMT, , oppose par le

sommet a Tangle TMM
; done, MM T = TMM . Pour e\iter toute ambi-

guit4 dans la maniere de compter les angles, on peut remarquer que les

deux tangentes correspondantes forment les deux cotes d un triangle iso-

cele TMM dont la base est la partie MM du rayon vecteur comprise entre

les deux points de contact.

Soient actuellement (fig. 241) deux courbes M&amp;lt;7 et MA qui se coupent

en M, et les courbes inverses MV et M A
;

il faut prouver que Tangle des
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deux premieres, c est-a dire Tangle /MT de leurs tangentes, est r^iil ii

Tangle /M T des deux autres. Or, on a, d apres Taline&quot;a precedent,

/MM /MM, TMM =TM M,

d ou, en retranchant,

/MM -TiMM ou /MT ^ fM M - TM M ou *M T.

Gette
proprie&quot;te

de conserver les angles dont jouit ce mode de transfor

mation des figures est tres-importante : elle entraine la similitude des

triangles infiniment petils correspondants, de sorte que deux figures in

verses Tune ou Tautre sont deux figures semblables dont le rapport de

similitude vane d un lieu a un autre.

Les trois theoremes
pre&quot;ce&quot;dents

sont gene&quot;raux, c est-a-dire relatifs a

des figures quelconques; les trois suivants sont particuliers et relatifs a

la droite et au cercle.

THfiOREME.

396. Lafigure inverse d une ligne droite est line circonfererice passant

par I origine.

Nous laissons de c6t6 le cas ou la droite donnee passe par Torigine.

Dans cette hypothese, cette droite elle-meme est e&quot;videmment son in

verse.

iff.
2 ,2. Fig. a/,3.

Consid^rons done une droite AB ne passant pas par Torigine S (fg. 2^2,

243). Menons du point S sur AB deux droites, Tune SP perpendiculaire,

Tautre SM oblique a AB, et prenons respectivement sur ces lignes les

inverses P et M des points P et M. Les droites MF et M P 6tant anti-

paralleles (394), Tangle SM P doit Stre droit comme Tangle SPM. L&amp;lt;&amp;gt;

lieu du point M est done la circonference de&quot;crite sur SP comme dia-

metre.
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Reciproquement, la figure inverse d une circonference passant par
I origine est une droite perpendiculaire an diametre qui about it a 1 origine.

En effet, soient (/. 242, 243) P 1 inverse de 1 extremite P du dia

metre SP et M 1 inverse d un point quelcom;ue M de la circonference.

Les droites MP et M F etant antiparalleles, Tangle SPM doit elre droit

comme son 6gal SM P . Le lieu du point M est done la perpendiculaire

elevee par P sur SP .

SCOLIE.

397. Les distances SP et SO de 1 origine a la droite et au centre du

cercle sont lie&quot;es par la formule

2SO.SP = j*,

ou p est la puissance donne&quot;e. Cette relation a lieu en grandeur et en

signe.

On voit par la qu ctne droite AB et un cercle situes d ufie maniere

quelconque dans un plan (Jig. 242, 243) peuvent toujours etre consideres

comme des figures inverses Vune de Vautre. II suffit de choisir pour ori-

gine S 1 une des extremites du diametre perpendiculaire a la droite, c est-

a-dire (390) Tun des centres de similitude du systeme form6 par la droite et

le cercle, et pour puissance ^ la valeur en grandeur et en signe du double

produit des distances de 1 origine a la droite et au centre clu cercle.

398. La figure inverse d une circonference, lorsque Vorigins est inte-

rieure ou exterieure a, la courbe, est une circonference.

Soient S et p 1 origine et la puissance donne&quot;es, et p la puissance de

1 origine S par rapport au cercle propose (fig. 244)-

Fig. 2.
,. ,.

La figure inverse du cercle par rapport a 1 origine S et a la puis

sance/? est e&quot;videmment le cercle lui-meme; car, puisque Ton a
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lout point M de ce cercle a pour inverse le point N ou le rayon vecteur

correspondant rencontre le cercle une seconde fois.

Par suite (393), la figure inverse du cercle par rapport a 1 origine S

et a la puissance /x
est encore un cercle

, puisque cette figure doit tHre

homothetique a la
pre&quot;ce&quot;dente

ou au cercle lui-meme, S etant le centre

de similitude et - le rapport de similitude.

SCOLIES.

399. et R e&quot;tant le centre et le rayon du cercle donne, et R le

centre et le rayon de son inverse, on aura done

SO p
&quot;

R

Le signe -+- se rapporte au cas ou, y.
et p e&quot;tant de meme signe, 1 ho-

mothetie est directe, et le signe au cas ou, p et p etant de signes op-

poses, 1 homolhetie est inverse.

D ailleurs, si // est la puissance de 1 origine S par rapport au cercle ,

on a, d apres les relations ci-dessus,

SO 2 R
~

*

d oii

On voit, par ces formules, que deux cerclcs et
,
situes d une ma-

niere quelconque dans un plan, peuvcnt toujours etre regardes commc

inverses Vun de I autre. II suffit de prendre pour origine S 1 un quel

conque des deux centres de similitude et, pour puissance, la moyenne

ge&quot;omtrique entre les puissances /?et p du point S par rapport aux deux

cercles, en donnant a cette moyenne le signe de p ou le signe oppose^

suivant que S est un centre de similitude exlerne ou interne.

On aurait pu deduire tous ces requitals du n 387. Les points inverses

1 un de 1 autre ne sont autres que ceux que nous avons
appele&quot;s

anti-

homologues. On peut done dire que les tangcntes aux points correspondants

de deux cercles inverses se conpent sur I ajce radical des deux cercles.

400. Les centres et de deux cercles inverses ne sont pas des

points correspondants. II y a done lieu de se demander quels sont !es

inverses de ces centres.

Designons (fg. 244) par I 1 inverse du centre et par A, B, A
,
B

,

|

les points ou la ligne des centres SOO rencontre les deux cercles. Nous

aurons

SO.SI = u
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d ou

_i_ _ so _ /?.so _ so; _ j(SA -hSB )

SI p p
2

~

p v SA .SB
~~

c est-a-dire 21 i

ST &quot;SA^SB
7

Le point I est done (340) le conjugue&quot; harmonique de S par rapport au

diametre du cercle . Ainsi
,

I*inverse du centre de Vun quelconcjue des

deux cercles est le pied de la polaire de I origine par rapport a I autre

cercle.

On voit par la que, pour que deux cercles aicnt pour inverses deux

cercles concentriques , il faut et il suffit que I origine ait meme polaire

par rapport a ces deux cercles.

THfiORfiME.

401 . Si I
9on considers deux cercles quelconques et leurs inverses, en

designant par d, r, r
,
la distance des centres et les rayons des deux pre

miers cercles, et par , p, p ,
les elements analogues pour les deux autres

cercles, on a

ff

II faut prendre le signe H- ou le signe suivant que les puissances

de I origine par rapport aux deux cercles primitifs sont de meme signe

ou de signes opposes.

En effet, soient S I origine, et les centres des premiers cercles,

w et &&amp;gt; les centres des cercles inverses, A et a les projections de et

de w sur la droite SO w (fig. a45). Designons par ^ la constante d in-

version, et par /?, p , w, cr
,
les puissances de I origine S par rapport

aux cercles 0, , w, w .

245.

Le triangle SOO donne

d*= SOV SO
&quot; - aSA.SO

,

ou (378)
f aSA .SO

,
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et 1 on aurait de meme

D ail!eurs(398, 399),

Par suite,

; est-a-dire

u 2
u.

2 &quot;
2

7
+
p PP

Sa

__ 2 --,SA.SO = -H (/&amp;gt;

*
/&amp;gt;

- aSA.SO 1

),

PP

Or cette relation ne differe pas de (i), puisqu on a (399)

ou

^= ^

signe +- convenant au cas ou p et/? sont de meme signe, et le signe

lu cas ou p et p sont de signes contraires.

SCOLIES.

402. Supposons qu on prenne pour origine un point dont les puissances

3ar rapport aux deux cercles primitifs soient de meme signe, c est-a-dire

in point qui soit a la fois exte&amp;gt;ieur ou int^ricur aux deux cercles. Alors,

signe +- conviendra seul, et si 1 on augmente ou si Ton diminue de 2

deux membres de la relation (i), on aura

et

p?

L expression r/
2

(r r
)

2

repr^sente le carr^de*la longueur de la

;ente commune exterieure aux deux cercles et . II est vrai que cette

ikangente commune n existe plus lorsque ces deux cercles sont inte&quot;rieurs;

tnais il est toujours permis, pour la commodite&quot; du langage, d appeler lon

gueur dc la tangcnte commune exterieure la racine carr4e de la valeur

iabsolue de d* (r r
)

2
. Si Ton appelle de meme longueur de la tan-

\%ente commune intcrieure la racine carree de la valeur absolue dc

[Y
2

(r +- r
)

2

,
on pourra ^noncer le th^oreme suivant :
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Si I on considere deux cerclcs qiiclconques et leurs inverses, le rapport

tie la tangente commune a la moycnne geomctrique des rayons est le

meme pour les deux couples.

II est sous-enlendu d ailleurs que 1 origine est a la fois inte&quot;rieure ou

exte&quot;rieure aux deux cercles primitifs, et que Ton doit prendre alors des

tangentes communes de meme cspece dans 1 un et 1 autre couple.

On verrait de meme que, si I origine est inte&amp;gt;ieure a 1 un des cercles

primitifs et exte&quot;rieure a 1 autre, le theoreme subsiste a la condition de

prendre des tangentes communes d especes differcntes dans Tun et 1 autre

couple.

METHODE DE TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RECIPROQUES.

403. La figure inverse d une figure donne&quot;e prend aussi le nom de trans-

formee par rayons vecteurs reciproqu.es. Ce mode de transformation est

un des moyens d investigation les plus puissants dans l e&quot;tat actnel de la

Geometric. En construisant la figure inverse de celle qui re&quot;pond
a un

theoreme connu, on obtient des propositions nouvelles qui sont plus ou

moms inte&quot;ressantes, suivant le choix que Ton a fait de I origine, et la

nature de la figure primitive.

Voici quelques exemples :

i Dans tout triangle rectiligne, la somme des angles est egale a deux

angles droits. En formant la figure inverse (392), on obtient un triangle

forme par trois arcs de cercle qui se coupent tous a 1 origine ;
et comme la

transformation n altere pas les angles, on a ce theoreme : La somme des

angles d un triangle curviligne, dofit les cotes sont des arcs de cercle qui

se croisent en un meme point, est egale a deux angles droits. On aurait

un theoreme analogue en transformant la proposition relative (85) a la

somme des angles d un polygone.

2 II est evident que si, dans un angle fixe, on inscrit deux cercles

tangents entre eux, le lieu de leur point de contact est la bissectrice

de Tangle. Done, en formant la figure inverse, si, dans Pespace compris

entre deux cercles qui se coupc?it, on inscrit deux circonfercnces tan

gentes entre elles, le lieu de leur point de contact est une autre circon-

jerenee.

404. Au lieu de chercher des propositions nouvelles en partant d un

theoreme dont la demonstration est connue, comme nous 1 avons fait dans

les deux exemples precedents, on peut avoir a de&quot;montrer directementun

th^oreme enonce&quot;. On construit alors la figure inverse de celle qui re&quot;pond

au the&quot;oreme propose^, en choisissant I origine de facon que la nouvelle

figure soit plus simple que la premiere, et que la propriete correspon-

dante soit, sinon intuitive, au moins plus facile a prouver.
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Par cxemple, on veut 6tablir que Ics cercles jMistant par nn point fixe S,

t coupant un ccrcle donne sous un angle donne a, tonehent tons un

?/nc cerclc.

Soil C Tun des cercles qui passent par S et qui coupent le cercle

s Tangle a. Determinons la figure inverse, en prenant pour origine le

int S, et, pour puissance, la puissance de S par rapport au cercle 0.

cercle co i ncidera avec son inverse, le cercle C deviendra une droile

nipant le cercle sous Tangle a. Or toutes les droites qui coupent un

rcle sous un angle donne&quot; a enveloppent e&quot;videmment un cercle a

ant m6me centre w que le cercle 0. Done, dans la figure primitive, tous

cercles C touchent un meme cercle A qui est Tinverse de a.

Conslruisons ce cercle A (Jig. 246). Le point S a m&ne polaire L par

pport aux deux cercles A et 0, puisque ces deux cercles ont pour in-

deux cercles concentriques, et Ton peut construire cette polaire

[ue le point S et le cercle sont donncs. D ailleurs, le centre inconnu I

|

cercle A est sur Sw. Enfin, le cercle A doit etre tangent a la droite SG
du point S et coupant le cercle sous Tangle a. II suffit done de

idre Intersection G des droites L et SG, et d elever par le point G
SG la perpendiculaire GI. Le point I ou cette perpendiculaire coupe Sw
le centre du cercle demande A, dont le rayon est IG.

larquons que, si Tangle a etait droit. le cercle A se reduirait au

P, pied de la polaire L.

the&quot;oreme qui precede, resulte immediatement la solution de ce

leme :

?ner, par un point donne S, un cercle coupant respectivcmcnt deux

is donnes et sous des angles dunnes a ct a .

&amp;gt;ut cercle passant par S et coupant le cercle sous Tangle a louche

tain cercle A que nous savons construire
;
de meme, tout cercle

it par S et coupant le cercle sous Tangle a louche un certain

A que nous savons construire. On aura done le cercle demande en
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menant par S un cercle tangent aux cercles A et A (391 ) ;
le probleme

cornporte done quatre solutions.

405. Les exemples que nous venons de traiter se rapportent a des pro-

prie&quot;
tes descriptives ou a des proprietes metriques angulaires. La me&quot;thod{

se pr*He egalement a la transformation des proprietes metriques de seg

ments. On emploie a cet effet la formule du n 394, dans laquelle on peul

d ailleurs faire
f/.

= i. II suffit, d apres cela, pour transformer une relatioi

entre diverses distances AB, BC,. . .
,
de la figure primitive, de remplacei

chaque distance telle que AB par g ^ g &amp;gt;
S Slant le point pris pour origine,&A . Ol)

Voici un exemple :

fitant donne&quot;e sur une droite une serie de points se succedant dans 1 ordrt

A, B, C, . . .
, H, K, on a evidemment

AK = AB -f- BC H- . . . H- HK.

La figure inverse offre une se&quot;rie de points se succedant dans 1 ordn

S, A, B, C, . . .
, H, K, sur un cercle passant par 1 origine S, et Ton a entrt

les distances de ces points la relation

BC HK
SA.SB SB.SC SH.SK

Si les points ne sont qu au nombre de trois, A, B, C, on a

AC AB BG

SA.SC
~

SA.SB
+

SB.SC

ou
AC.SB = AB.SC + BC.SA,

et Ton retombe sur le theoreme de Ptolemee (240) relatif au produit des

diagonales du quadrilatere inscrit .

La methode de transformation par rayons vecteurs reciproques, propos&

par M. Stubbs (Philosophical Magazine, i843), applique&quot;e
ensuite p^ii

M. William Thomson sous le nom de principe des images, a ete 1 obje

d un M^moire de M. Liouville, qui en a donn6 une theorie analytiqui

complete (Journal de Mathematiques, i
re

serie, t. XII).

CERCLE DES NEUF POINTS.

406. Si, dans le plan d un triangle quelconque ABC (fig. 247), on deer,

le cercle
(
M ), qui a pour rayon la moitie du rayon du cercle circonscr

et pour centre le milieu M de la droite qui joint le centre du cercle d
consent au point de concours H de* hauteurs, ce cercle (M) passe par I
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niilieu.r a, I), r, ties cotes, par les pieds a, [3, y, des hauteurs, ct par leu

milieux
/P, &amp;lt;/,

r, des distances da point dc concours II des hauteurs au.r

tntis sommets A, B, C. (EuLER.)

En effet :

i La droite M/J, joignant les milieux M et p des cotes HO et HA du

triangle OHA, est parallele a la base OA et egale a la moitie* de cette base,

c est-a-dire a la moiti du rayon du cercle circonscrit. Le cercle (M) passe

done par p, et Ton verrait de m6me qu il passe par q et r.

2 On a vu (117) que les hauteurs du triangle ABC e&quot;taient les perpen-

diculaires e&quot;leve&quot;es sur les milieux des c6tes d un second triangle A B C
,

obtenu en menant par chaque sommet du premier la parallele au cote op-

!pos. Les triangles A B C et ABC e&quot;tant semblables et ayant 2 pour rap-

iport de similitude, la droite AH conside&quot;re&quot;e comme li^e au triangle A B C

[est double de la droite Oaqui est son homologue par rapport au triangle

[ABC. Les droites Oa et A/? sont done 4gales et, comme elles sont pa-

ralleles,y&amp;gt;&amp;gt;fl
est egale et parallele a OA. Par suite, pa n est done autre chose

[que/&amp;gt;M prolongee d une
quantite&quot;

M&amp;lt;7 6gale a
/&amp;gt;M,

et le cercle (M) passe

[par a. On verrait de meme qu il passe par b et c.

3 Enfin, puisque pa est un diametre du cercle (M) et que Tangle pxa
jest droit, le cercle (M) passe par z. On verrait de mme qu il passe par

|3et 7.

SCOLIE.

407. Le cercle (M) a re^u le norn de cercle des neuf points. La tan-

!gente&amp;lt;?E
au point a est perpendiculaire au rayon M a ou a sa parallele OA :

Bile est done parallele a la tangente AT au cercle circonscrit; mais cette

sr.angente est antiparallele & BC par rapport a Tangle BAG, puisque les
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angles TAB, AGB, ont la m6me mesure. Par consequent, la tangente aE
an cercle des neufpoints an point a est antiparallele a BG par rapport

a Vangle BAG.

AU point p, la tangente est parallele a aE et, au point a, la tangente

fait avec la direction GB un angle EaB egal a Tangle EG que la tangente

en a forme avec la direction BG. On connait ainsi les droites qui touchent

le cercle (M) aux neuf points a, &, c, /^, &amp;lt;/, /*, a, p, -y.

408. Le cercle des neufpoints est tangent au cercle inscrit et a chacun

des cercles ex-inscrits au triangle ABC. (FEUEREACH. )

En effet, soit I le centre du cercle inscrit (fig. 248) et I le centre de

Fig. 248.

1 un des cercles ex-inscrits, par exemple de celui qui est compris
I angle CAB.

Le cote BG est une tangente commune interieure aux deux cercles I

et I
,
et son milieu a est aussi le milieu de 1 intervalle FF compris entre

ses deux points de contact; car, en designant par , 6, c, les cotes du

triangle ABC et par p son demi-perimetre, on a (173)

et, par suite,

BF =p b
y

(BF 4- BF
)
=

( 27?
- -

c)
= - =

La seconde tangente commune interieure KK passe par le point A ou

la premiere rencontre la bissectrice AH de Tangle BAG
;
elle est d ailleurs

syme&quot;trique
de BC par rapport a cette bissectrice, c est-a-dire antiparallele

a BG par rapport a Tangle BAG.

Remarquons enfm que les quatre points I, I
, A, A

,
6tant harmoniques,
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leurs projections sur BC forment aussi un syslemc harmonique FF aA
,

de sorte qu on a

(i) f/F = aV =az.a\ .

Ceci pos6, formons la figure inverse des cercles I, I
,
et du cercle des

neuf points, en prenant pourorigine le points el pour conslante d inver-

sion la quantite a . Cetle quantite etant 6gale a la puissance du point

par rapport a 1 un ou 1 autre des cercles I ell
,
chacun de ces cercles

co mcidera avec son inverse. Quanl au cercle des neuf points, puisqu il

passe par Torigine &amp;lt;?,

il aura pour inverse une droite. Celte droite passera

par A , puisqu en vertu de regalite (i) le point A est 1 inverse de a; elle

devra en oulre faire avec la direclion BC un angle e&quot;gal
a celui que la

tangente en a au cercle des neuf points fait avec cette meme direction. En

d autres lermes (407), la droite inverse du cercle des neuf points sera la

droite men6e par A
, anti-parallelemenl a BC par rapport a Tangle BAG,

c est-a-dire la seconde tangente commune inle&amp;gt;ieure KK aux deux cercles

I et I . Dans la figure primitive, le cercle des neuf points louche done les

cercles I et I
;
et Ton verrail de meme que ce cercle louche les deux autres

cercles ex-inscrils.

CONDITION POUR QUE QUATRE CERCLES SOIENT TANGENTS

A UN CINQUIEME CERCLE.

109. Un gometre anglais, M. Casey, a obtenu sous une forme Elegante

la relation qui exprime que quatre cercles sont tangents a un cinquieme.

A et B eiant deux cercles quelconques, convenons de designer par (AB)
la longueur de leur tangente commune. Ce sera, suivant les circonstances,

la tangente ext^rieure ou la tangente interieure; mais, dans lous lescas,

il faudra attribuer a cette locution le sens
indique&quot;

au n 402. Cecientendu.

le theoreme de M. Casey s enonce de cette maniere :

Lorsffiie (juatre cercles A, B, C, D, sont tangents a un cinquieme cercle E,

les longueurs dc leurs tangentcs communes satisfont a la relation

(i) (AB) (CD)(AC)(BD)(AD)(BC) = o.

Pour demontrer cetle proposilion, supposons, par exemple, que, des

(juatre cercles A, B, C, D, louches par le cercle E, le premier A soil con-

tenu dans E, et que les trois autres soient exlerieurs a ce cercle. Conve

nons, en oulre, de compleler la notation
( AB), en aftectant la parenthese

de Tindice o GUI, suivant qu on voudra d6signer la tangente commune
exterieure ou interieure. Ainsi, (AB) sera la tangente commune exte-

rieure aux cercles A et B, et
( AB), sera la tangente commune interieure.

7
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Construisons la figure inverse du systeme, enprenant pour origineS un

point quelconque du cercleE (Jig. 249). Le cercleE deviendraunedroites

qui touchera les cercles a, p, 7, ,
inverses des cercles A, B, C, D, et qui

laissera d un cote le cercle a, et, de 1 autre, les cercles
(J, 7, $. Or, en desi-

gnant par a, (3, 7, ,
les points de contact de la droite s avec ces memes

cercles, on a, entre les segments comprisentre ces quatre points, la rela

tion suivante, facile a verifier :

En la divisant par le produit pp p&quot;p&quot;

des rayons des quatre cercles a, 8.

7, o, et en adoptant la notation indiqu^e precedemment, on en dt3duit

(a7 ), = o.

PP PP PP PP PP PP

Cette relation, en vertu du principe etabli au n 402, revient a

(AB), (CD) n (AC), (BD) (AD), (BC) n

RR R&quot;R RR&quot; R R RIV&quot; RR
= o,

R, R , R&quot;,
R

&quot;,

6tant les rayons des cercles A, B, C, D.

La suppression du facteur commun RR R&quot;R
&quot;

donne finalement 1 egalite

(AB), (CD)
-

(AC), (BD) + (AD), (BC) - o.

qui rentre bien dans le type (i).
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COROLLAIRES.

410. Le the&quot;oreme do M. Casey a, on le conceit, un grand nombre de

consequences. Nous n en citerons quo quelques-unes.
i En supposant que les cercles A,B, C,D, se rexluisent a des points,

onretrouvele theoreme de Ptolemee(240) sur le quadrilatere inscriptible.

2 En supposant que le cercle Dse reduise a son point de contact, et en

designant par /,
/

, /&quot;,
!es longueurs des tangentes menses de ce point aux

trois cercles A, B, C, on voit que, si un cercle E louche trois cercles don-

nes, A, B, C, les tangentes mcnecs (run point quclcoiKjue dc ce cercle aux
trois cercles (tonnes tatisfont a la relation

3 Enfin, si Ton se reporte a la figure formee par un triangle quel-

conque, le cercle inscrit D et les trois cercles ex-inscrits A, B, C, et si

Ton applique le theoreme de M. Casey a ces quatre cercles consideres

successivement comme tangents aux trois cotes du triangle, on obtient

les trois relations

-
(AB), (CD)

-
(AC), (BD) -

(AD), (BC). = o,

(AB), (CD), -f- (AC) (BD),
-

(AD) (BC), = o,

-
(AB) (CD),

-
(AC), (BD) H-

( AD) (BC), = o,

qui, ajout^es membre a membre, donnent

(AB) (CD) t -(AC) (BD),-i-(AD) l (BC) -o.

Le cercle inscrit ct les trois cercles ex-inscrits a un triangle quclconnuc
sont done tangents a un cinquieme cercle, qui laisse le cercle inscrit d un
c6te et les trois cercles ex-inscrits dc Vautrc cote. C est le theoreme de
Feuerbach relatif au cercle des neuf points (408), et Ton voit sans peine

quele mme precede conduirait a ce theoreme plus general :

Les cercles tangents a trois cercles donnes sont, quatre a quatre, tan

gents a un cinquivme cercle.
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LIVRE IV.

LES AIRES.

I. - MESURE DBS AIRES DES POLYGONES.

DEFINITIONS.

411. On appelle aire 1 etendue d une portion limitee de sur

face. II y a entre \aire el la surface une difference analogue a

celle qui existe entre la longueur et la ligne. Les mots ligne

el surface sont relatifs a \zforme, tandis que les mots longueur
et aire sont relalifs a Yetendue.

Quand deux figures peuvent coi ncider, elles sont egales.

Quand deux figures non superposables ont des aires egales,

on dit qu elles sont equivalentes.

412. Un cote quelconque d un triangle etant pris pour base,

la hauteur du triangle est la perpendiculaire abaissce du som-

met oppose sur la base.

Un cote quelconque d un parallelogramme etant pris pour

base, la hauteur du parallelogramme est la distance constante

(69) qui existe entre sa base et le cote oppose.
D apres cela, les deux cotes adjacents d un rectangle consti

tuent indifferemment sa base et sa hauteurt et recoivent le

nom de dimensions de la figure.

Les bases d un trapeze sont ses deux cotes paralleles, et sa

hauteur est la distance constante de ces deux cotes.

413. On dit qu une grandeur M est a la fois proporiionnelle

a plusieurs autres grandeurs A, B, C, lorsque ces dernieres

grandeurs, sauf une, restant conslantes, la grandeur M est pro-

portionnelle a celle qui varie (131).

414. Lorsquune grandeur M est proporiionnelle a plusieurs

autres grandeurs A, B, C, le rapport de deux valeurs quel-
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conques de la grandeur M est egal au produit des rapports
des valeurs correspondantes des autres grandeurs.

Ainsi, soient

m, a, /&amp;gt;, c,

m , a
j //, c,

deux series de valeurs correspondantes des grandeurs M, A,

B, C, obtenues en rapportant chaque grandeur a une unite de

son espece. On aura
/?? a b c

En elfet, soient m, la valeur de M qui correspond aux valeurs

a t by c, de A, B, C, e-t m 2 celle qui repond a a
,
6

, c; on aura,

d apres la definition du n 413,

m, a ~m
f

En multipliant ces trois egalites membre a membre et sim-

plifiant, on trouve
m __ a b c

in
=

a
* V

415. i Si deux rectangles de meme base ont des hauteurs

egales, ces deux rectangles sonl egaux.
2 Si trois rectangles de menie base sont tels, que la hau

teur du premier soit egale a la somme des hauteurs des deux

autres, le premier rectangle est egal a la somme des deux

autres.

Fig. 2JO.

__ ;;
ti V

En effet :

i Soient (fig. 25o) les deux rectangles ABCD, A B C D
,
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dont les bases AB et A B sont egales ainsi que les hauteurs

AD et A D . Ces deux rectangles sont evidemment superpo-
sables.

2 Solent (fig. 25o) les trois rectangles ABGH, A B C D ,

E F G H , dont les bases AB, A B
,
E F , sont egales, et donl

les hauteurs AH, A D
, E H , satisfont a la condition

AH^A D 4-E H
;

le rectangle AGBH est egal a la somme des deux autres; car,

si Ton prend sur AH une longueur AD egale a A D
, et qu on

mene la parallele DC a AB, DH sera egale a E H 7

, en vertu de

1 hypothese. Par suite, des deux rectangles ABCD, DCGH, qui

composent le rectangle ABGH, le premier sera egal au rec

tangle A B C D , et le second au rectangle E F G H (1).

COROLLAIRES.

416. Le rapport de deux rectangles de mme base est egal
au rapport de leurs hauteurs; en d autres termes, 1 aire d un

rectangle de base constante est proportionnelle a sa hauteur.

Car le theoreme precedent prouve qu un rectangle de base

constante et sa hauteur satisfont aux conditions necessaires et

suffisantes (135) pour qu il y ait proportionnalite enlre ces

grandeurs.

417. Comme on peut echanger la base et la hauteur d un

rectangle (412), on peut dire aussi que le rapport de deux

rectangles de meme hauteur est egal au rapport de leurs

bases.

418. En rapprochant les deux derniers enonces et en vertu

de la definition donnee au n 413, on peut dire que Vaire

d un rectangle est a la fois proportionnelle a sa base et ci sa

hauteur.

Done (414), le rapport des aires de deux rectangles quel-

conques est egal au produit des rapports de leurs bases et de

leurs hauteurs; en d autres termes, deux rectangles quel-

conques sont entre eux comme les produits respectifs de leur

base par leur hauteur.
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419. L aire d un rectangle a pour mesure le produit du

nombre qui mesure sa base par le nombre qui mesure sa Jiau-

teur, lorsque I on prend pour unite d aire le carre constmil

sur r unite de longueur.

En effet, soieni (fig. 25o) ABGII le rectangle a mesurer, et

A B C D le carre dont le cole A B = A D represente 1 unitc

de longueur. On aura (418)

ABGH AB AH
A B C D

=
&quot;

A B A B
*

Or, le premier membre de celte relation est egal au nombre

qui mesure 1 aire ABGH (128), et les rapports qui composent
le second membre sont respectivement egaux aux nombres

qui mesurent la base et la hauteur du rectangle propose. Done,
dans le sysleme d unites adopte, le nombre qui mesure 1 aire

du rectangle est egal au produit des nombres qui mesurenl

sa base et sa hauteur. Ainsi, en designant ces trois nombres

par S, B, H, on a la formule

S:=B.H.

Comme ce theoreme est d un usage Ires-frequent, on prefere

1 enoncer d une maniere plus rapide, quoique incorrecle, en

disant simplement : L aire du rectangle est egale au produit
de sa base par sa hauteur.

SCOLIE.

420. L aire d un rectangle est encore egale au produit de sa

base par sa hauteur, lorsqu on prend pour unite d aire le rec

tangle ayant pour base la longueur prise pour unite de base,

et pour hauteur la longueur prise pour unite de hauteur.

421. L aire d un carre est egale au carre de son cote; de la,

le nom de carre donne a la seconde puissance d un nombre.

422. EXEMPLES :

i Quelle est la surface d un rectangle dont la base est egale
a 2m ,34, et la hauteur a 3m ,i9?
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On a pour 1 aire demandee :

ou 7 metres carres, 46 decimetres carres, 46 centimetres

carres.

2 Ilafallu 1 5 rouleaux de papier, de 10 metres de longueur
chacun sur om ,6o de largeur, pour tapisser une paroi reclan-

gulaire de i8m,25 de largeur; quelle est la hauteur de cette

paroi?

La surface du rectangle considere est

S = i o x o .60 X 1 5 = go
1110

!.

Sa base etant i8m
, 25, on aura pour sa hauteur

a moins de i centimetre.

423. L aire d un parallelogramme a pour mesure le produit
de sa base par sa hauteur.

Soil (Jig. a5i) le parallelogramme ABCD. On obtient le

rectangle de meme base et de meme hauteur en menant des

extremites de la base AB sur le cote oppose les perpendicu-
laires AF et BE. Pour demontrer le theoreme enonce, il suffit

alors (4-19) de prouver I equivalence du parallelogramme ABCD
et du rectangle ABEF. Le trapeze ABED est une partie com
mune a ces deux figures; il reste done a comparer les parties

non communes BEG, AFD. Or ces parties non communes
sont des triangles rectangles egaux, comme ayant 1 hypotenuse

egale et un cote de Tangle droit egal, savoir : BC AD comme
cotes opposes d un parallelogramme, et BE AF pour la meme
raison.
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COROLLAIRES.

424. En designant par S, B, II les trois nombres qui me-

surent respectivement 1 aire d un parallelogramme, sa base et

sa hauteur, on a la formula

S = B.H.

Done :

Deux parallelogrammes de meme base et de meme hau

teur sont equivalents; deux parallelogramm.es sont entre eux

comme les produits respect ifs
de leur base par leur hauteur;

deux parallelogrammes de meme base sont entre eux comme
leurs hauteurs ; deux parallelogrammes de meme hauteur sont

entre eux comme leurs bases.

THfcOREME.

425. L aire d un triangle a pour mesure la moitie du pro-

duit de sa base par sa kauteur.

II suffit, pour demontrer ce theoreme, de prouver que tout

triangle est la moitie du parallelogramme de meme base et de

meme hauteur.

Soil le triangle ABC (Jig. 252). On oblient un parallelo

gramme de meme base BC et de meme hauteur AE, en me-

nant, par les sommets A et C du triangle, des paralleles AD
et CD aux cotes opposes. Le triangle ABC est la moitie de ce

parallelogramme ABCD, car tout parallelogramme est partage

par une de ses diagonales en deux triangles egaux. Done, 1 aire

du parallelogramme ABCD etantegaleau produitde sa baseBC

par sa hauteur AE (423), 1 aire du triangle ABC sera egale a la

moitie du produit de sa base BC par sa hauteur AE.

COROLLAIRES.

426. En designant par S, B, H, les trois nombres qui me-

surent respectivement 1 aire du triangle, sa base et sa hauteur,
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on a la foj*mule

B.H B H
3 n=: r=: 11 ~: . D22 2

Done :

Deux triangles de m&me base et de meme hauteur sonl

equivalents; deux triangles sont entre eux comme les produits

respectifs de leur base par leur hauteur; deux triangles de

meme base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux trian

gles de meme hauteur sont entre eux comme leurs bases.

427. Quand le triangle est equilateral, son aire s exprime
en fonction de son cote a.

La hauteur du triangle tombant alors au milieu de sa base,

on a en effet

et la formule

2

devient

(? v 3

~4~

EXEMPLE. Quelle est la surface du triangle equilateral de

i metre de cdteP

On a

.
,

S =
7

= ~ = 6 m&amp;lt;

i,433b
4 4

a i centimetre carre pres.

428. Consid^rons un triangle ABC et appelons :

, b, c, les cotes respectivement opposes aux sommets A, B, C;

p, le demi-parametre ;

S, 1 aire;

A, la hauteur relative au cote a
;

R, le rayon du cercle circonscrit;

r, le rayon du cercle inscrit;

/, /&quot;, r&quot;\
les rayons des cercles ex-inscrits qui sont respectivement si-

tu6s dans les angles A, B, C.
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1 La proposition du n 239 donne

be - 2R//, d ou abc = 2lW/ p 4R-S,

et, par suite,

267

=
ubr

Ainsi, Vairc tVun triangle est egalc au produit tics trois cotes dime

par quatre fois le rayon du ccrcle circonscrit.

2 En joignant aux trois sommets A, B, C, le centre du cercle inscrit,

on voit (fg. 253
) que

ABC = OBC -i- OCA + OAB.

Et
,
comme les triangles indique&quot;s dans le second membre ont respecli-

Fig. 2 53.

C. Q

yement pour bases
, 6, c, et pour hauteur commune le rayon r du cercle

inscrit, on a

fir br cr a -+- b -*- c
S = ! H = /

2 2 2 2

OU

3 En joignant aux trois sommets le centre du cercle ex-inscru

situe dans Tangle A, on voit que

ABC = O C A + O AB - O BC
ou

c br
1

cr ar b -h c a
, ip 2&amp;lt;7

,222 2 2

c est-a-dire

(3) S=(r -)r .

On trouverait de meme

(4) & = (!*-&,
(5) S^(r ~c)r &quot;.
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Les formules (2), (3), (4), (5), donnent de nouvelles expressions de

1 aire d un triangle.

4 Les formules (i), (2), (3), (4), (5), permettraient inversement de

calculer R, /, /
, r&quot;,

r
&quot;,

en fonction des trois cot6s, si Ton connaissait

1 expression de 1 aire S en fonction de ces cotes.

Or, cette expression re&quot;sulte immediatement du calcul fait au n 229.

On a trouve, en effet,

h = -
Vt&amp;gt;(P

~ a )(P~ b
) (P c

)-&amp;gt;

fl

d ou, en remarquant que S -
//,

(6) S=VP (P-&quot;} (P
~

b) (p ~c).

On peut d ailleurs etablir cette formule ge&quot;ome&quot;triquement
de la ma-

niere suivante.

En multipliant les relations (2) et (3) membre a membre, on obtient

Les bissectrices OC et O C des deux angles adjacerits et
supple&quot;

men-

taires EGA, BCQ ,
etant rectangulaires ,

les triangles OPC, O QC ,
sont

semblables comme ayant les cotes perpendiculaires ,
et Ton a

OP pr

g =
j5%

ou OP.O Q = PC.CO.

Mais OP et O Q sont respectivement egaux a r et a r
, et, d apres le

n 173, les longueurs PC et PQ sont respectivement e&quot;gales
a p b et

a p c. On a done

et, par suite, la -elation qui represente le produit des Equations (2) et (3)

devient

5 Enfin, en multipliant membre a membre les relations (2), (3), (4)

et (5), on obtient

d ou resulte,eu 4gard a la formule (6), 1 expression plus curieuse qu utile

(7) S^i/r.r .r .r*.

APPLICATION NUMERIQUE. Calculer 1 aire S et les rayons R, r, r
, r&quot;,

r&quot;
j
des cereles circnnscrit, inscrit et ex-inscrits, rclatifs au triangle qui a

pour cotes

a = 3
m

, b = 4
m

;
c = 5m .
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On a d abord

2/&amp;gt;

= rt-i-&-f-r= 3 -h 4 -i- 5 = I2
&amp;gt;

d ou

p 6, p a 3, /?
b = i, p ci.

Les formules (6), (i), (2), (3), (4), (5), donnent ensuite successi-

vement

S = v/6.3.2.1 = 6&quot;&quot;*,
R = =

2&quot;,
5

;

4.0

r =
|
= l-, r =f=-, r =|=3- r&quot;=$=6-.

Le triangle conside&amp;gt;6 etant rectangle, puisque c*= *-f-
2

,
il est facile

de trouver directement les valeurs numeriqiies que nous venons de de-

duire des formules e&quot;ne&amp;gt;ales.

429. Pour evaluer 1 aire d uri polygcne, il suffit de decom

poser ce polygone en triangles, de calculer les aires de ces

triangles et de faire la somme des nombres ainsi obtenus.

Pour operer cette decomposition, on peut choisir un point

quelconque dans le plan du polygone et le joindre a tous ses

sommets. Les bases des diflerents triangles formes seront les

cotes du polygone, leurs hauteurs seront les perpendiculaires
abaissees du point choisi sur ces cotes. L aire du polygone
sera la somme arithmelique ou algebrique des aires des trian

gles oblenus, suivant que leur sommet commun sera interieur

ou exterieur au polygone.

Souvent, on fait la decomposition en prenant pour centre

Tun des sommets du polygone, c est-a-dire en menant toutes

les diagonales qui partenl d un meme sommet.

430. Si Ton peut trouver dans I interieur du polygone un

point a egale distance de tous ses cotes, c est-a-dire si le po

lygone est circonscriptible, les triangles qui le composentont

pour hauteur commune le rayon du cercle inscril, et son aire

a pour mesure la moitie du produit de son perimetre par le

rayon du cercle inscrit.

431. L aire d un trapeze a pour mesure le produit de la

demi-somme de ses bases par sa hauteur.
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Soil le trapeze ABCD (fig. 254). En menant la diagonale BC
on le partage en deux triangles z\BC, BCD, qui ont pour hau

teur commune la hauteur EF du trapeze, et pour bases res

pectives les bases meme du trapeze. L aire du premier es
4

T&amp;gt; C*T\

egale a - EF, celle du second a EF. En ajoutant ce

deux expressions, on trouve, pour 1 aire du trapeze,

AB + CD
Ep

2

SCOLIES.

432. En designant parS, B, 6, H, les nombres quimesuren

respectivement 1 aire d un trapeze, ses deux bases et sa hau

teur, on a la formule

8=*.H.

433. Menons par le point G (fig. 254), milieu du cote AC
une parallele GH aux deux bases du trapeze. Cette parallel*

coupera le cote BD et la diagonale BC en leurs milieux F

et L (188). On aura done

AB CD ABn-CD
GL =

&amp;gt;
LH=: , cest-a-dire GH = -22 2

La droite qui joint les milieux des coles non paralleles d ur

trapeze est done egale a la demi-somme de ses bases, et Tor

peut dire par suite que I aire d un trapeze est egale au pro-

duit de sa hauteur par la droite qui joint les milieux de set

cdtes non paralleles.

EXEMPLE. L une des bases d un trapeze egale 10 metres,

sa hauteur est de 4 metres, sa surface de 32 metres carres. On
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demande de calculer la longueur de la parallels anx deux

bases, menee a i metre de distance de la base donnee.

En divisanl la surface du trapeze par sa hauteur, on ob-

tient 8 metres pour la longueur de la droite qui joint les mi

lieux de ses coles non paralleles. Si Ton remarque maintenant

que celte droite divise le trapeze propose en deux autres tra

pezes de hauteur egale a 2 metres, on voit que, dans Tun de

ces trapezes, la droile dont on cherche la longueur est aussi

celle qui joint les milieux des cotes non paralleles. Elle est

I0m _u
8&quot;

done egale a -
&amp;gt;
ou a 9 metres.

2

434. Nous avons dit au n429 que, pour evaluer 1 aire d un

polygone, on decomposait ce polygone en triangles. Plus ge-

neralement, il suffit de le decomposer en parties que Ton
sache mesurer, et de faire ensuite la somme des aires par-
lielles. Voici un precede de decomposition tres-usile, princi-

palement sur le terrain.

Fig. 255.

c D

J

On mene la plus grande diagonale AF (fig. 255) du poly

gone propose; puis, a 1 aide des perpendiculaires BN, CP,

l)Q, ER, HO, GQ, abaissees des sommets extcrieurs sur cette

diagonale, on decompose le polygone en triangles et en tra

pezes rectangles. En mesurant avec soin ces diverses perpen
diculaires et les distances mutuelles de leurs pieds sur AF,
Ion a lous les elements necessaires pour calculer les aires par-

tielles dont le polygone considere esl la somme.

II. - COMPARAISON DES AIRES.

THfiOREME.

433. Le rapport des aires de deux polygones semblables est

6gal au carre de leur rapport, de similitude, ou deux polygones
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semblables sont entre eux cornme les carr&s des c6t&s liomo-

logues.

Solent d abord deux triangles semblables ABC, A B C

(fig. 256), ayant pour bases les cotes AB, A B
, et pour hau

teurs les droites CD, C D .

Fig. 256.

On aura (425)

d ou

ABC = - AB.CD, A B C == - A B .C D
,

2 2

AB COABC AB.CD
A B C

~~
A B .C D

&quot;&quot;

A7^7 X (7F

D ailleurs, les deux triangles rectangles ACD, A C D , etant

CD
semblables (208), on peut remplacer le rapport ^-^7 par son

AC AB
ou el ecrire

ABC
A B C&quot;

7

AB
v

AR
A B

X
A B

AB

Soient maintenant deux polygones semblables S et S . Leur

rapport de similitude, egal acelui de deux cotes homologues

quelconques AB et A B , sera represente par
AB

Ces deux

polygones seront decomposables en un merne nombre de

triangles semblables et semblablement disposes (214), et le

rapport de similitude de deux triangles homologues sera egal

au rapport de similitude des deux polygones. Si le polygoneS
est compose des triangles T, T,, T2 , et le polygone S , des
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triangles homologues T, T,, T2 , on aura done, d apres ce qui

precede,

T XI T, J\H T, AB
TV -^ qv~ i rp~ imrr^ &quot;&amp;gt;

A B * A B J A B

et, par suite, en appliquant un theoreme connu,

T 4- T. i- T, AB
2

S AB
T ,

r

|&quot; f7
&quot; -~ =: OU c7 a %

I.&quot;
1 2 A / B / A , B ,

SCOLIE.

436. De la relation demontree, on deduit reciproquement

A B

Done, lorsqu on veut amplifier ou rduire\ia polygone dans
un rapport donne, Y6chelle a adopter pour amplifier ou re-
duire les cotes de ce polygone est egale a la racine carree du
rapport donne. Par exemple, si 1 aire du nouveau polygone
doit etre la centieme partie du polygone donne, il faudra faire

ses cotes dix fois plus petits que les cdtes homologues du po
lygone donne.

THfiORfcME.

437. Deux triangles qui ont an angle egal ou supplemental so/if

cntrc cux comme les produits des cotes qui comprennent cet angle.

Solent deux triangles ayant un angle e*gal. On pourra les placer Pun

par rapport a 1 autre comme le sont les triangles ADE, ABC (Jig. 257),
c est-a-dire les disposer de telle sorte qu ils aient un angle commun.
Menons alors la droite BE, et comparons successivement le triangle ABE

aux deux triangles donnes. Les deux triangles ABC et ABE ont m6me
18
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hauteur, puisque leurs bases AC, AE, opposees au sommet commun B,

sont en ligne droite; on aura done (426)

ABC
ABE

AC
AE

De m6me, les deux triangles ABE et ADE ont m6me hauteur, puisque
leurs bases AB et AD, opposees au sommet commun E, sont en ligne

droite; on aura done 6galement

ABE
ADE

AB

AD

En multipliant membre a membre les egalites (i) et (2) et en suppri-

mant le facteur commun ABE, il viendra

ABC
ADE

AC.AB
AE.AD

La demonstration subsiste pour deux triangles ABC, AD E, qui ont un

angle supplementaire ;
il suffit de remplacer partout la lettre D par la

lettre D .

THfcOREME.

438. Le carre construit sur V hypotenuse d un triangle rec

tangle est equivalent a la somme des carres construits sur les

cdtes de Iangle droit (Jig. 258).

Fig. 258.

Soil le triangle ABC rectangle en A; soient les carres ABDE,

ACFG,. BCHK, construits sur ses trois cotes. L angle en A etant

droit, le cole AE du carre ABDE sera le prolongemenl du c6te

CA du triangle, et le cote AG du carre ACFG sera le prolon-

gement du cote BA.
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Ceci pose, abaissons sur ( hypotenuse BG la pcrpendicu-
laire AL,et prolongeons-lajusqu en lou elle coupe le coieKH;
menons les droites AK et DC. Le triangle ABK a memo base BK

que le rectangle BKIL, et il a aussi meme hauteur, puisque
son sommet A se trouv-e sur la

droi^e
IL : le triangle ABK

equivaut done (425) a la moitie du rectangle BKIL. De meme,
le triangle BCD equivaut a la moilie du carre ABDE, car il a

meme base BD et meme hauteur, puisque son sommet C se

trouve sur la droite EA. D ailleurs, les deux triangles ABK
el BDC sont egaux comme ayant un angle egal compris enlre

deux cotes egaux chacun a chacun, savoir : Tangle ABK egal

a Tangle CBD, comme formes tous deux d un angle droit et de

Tangle ABC du triangle donne; le c6te BK egal au cole BC
comme coles d un meme carre; le cote AB egal au cole BD

pour la meme raison. De Tegalite des deux triangles ABK
et BDC, on conclut Tequivalence du rectangle BKIL et du

carre ABDE.
On demontrerait d une maniere analogue, en menant les

droites AH et BF, Tequivalence du rectangle CHIL et du

carre ACFG.
Le carre BCHK, somme des deux rectangles BKIL et CHIL,

est done equivalent a la somme des deux carres ABDE et

ACFG.

COROLLAIRES.

439. Deux rectangles de meme hauteur etant entre eu\

comme leurs bases, on a

BKIL BL CHIL CL,

BCHK *~ BC BCHK
~

B(J

d ou, en remplagant les rectangles par les carres equivalents,

ABDE ACFG BCHK
BL CL BC

Les carres construits sur les cdtes de I angle droit et sui

I hypotenuse d un triangle rectangle sont done respective-
ment proportionnels aux projections de ces cdtes sur I hypo
tenuse et a I hypotenuse elle-meme.

18.
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440. Si Ton conslruit sur les cotes de Tangle droit et sur

{ hypotenuse d un triangle rectangle ABC trois polygones sem-

blables P, Q, R, on aura (435)

AB

c esl-a-dire

Q~^
AC

R P^-0 R
---

-r &amp;gt; d OU ----- - = -
BC AB -f- AC BC

SCOLIE .

4 VI. On peul donner du theoreme qui precede (438) une

autre demonstration qui montre commenl on peul dtcom-

poser effectivement le carre conslruit sur Thypolenuse en par

lies capables de recouvrir les carres construils sur les coles.

Soil (Jiff 2^9) le iriangle ABC reclangle en A. Sur Thypole
nuse BC, conslruisons le carre BCHK. Des sommeis H el K,

abaissons sur le cote AB et sur son prolongement les perpen-

diculaires HG el KI; des sommets C el K, menons a ce meme
cole, jusqu a la renconlre de HG, les paralleles CF el KL.

Les qualre triangles rectangles ABC, CFH, HLK, KIB, sonl

egaux, comme ayanl 1 hypolenuse egale el un angle aigu egal.

GIKL et ACFG sonl done les carres conslruits sur les coles AB

el AC du Iriangle donne. La figure monlre alors immediale-

menl que, si 1 ori enleve les deux iriangles IICF, IILK, qui,

avec le penlagone irregulier CFLKB, conslilueni le carre con

slruit sur 1 hypolenuse, pour les placer en CAB el BKI, on

forme, avec les irois memes parlies disposees de celle nou-

velle facon, la figure ACFLKI, qui esl precisemenl la somme
des deux carres conslruits sur les deux cotes de Tangle droit.
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14-2. Enfin, on pent encore deduire le meme iheoreme

de celui du n *2*24. Car. puisque 1 aire du carre conslruil sur

une droite a pour mesure le oarre du nombre abslrail qul

mesure la longueur de celle droite, on voit que le theoreme

du n 2 2 j- exprime que la mesure du carre conslruil sur 1 hy-

potenuse esl egale a la somme des mesures des carres con-

struils sur les cotes de Tangle droit, el, par suile, que le

premier carre equivaut a la somme des deux aulres. Inverse-

meni, on passerail du point de vue concret au poinl de vue

abstraity c esl-a-dire du n 438 au n 224, en remplaeant les

aires des carres par leurs mesures respeclives.

La meme remarques applique aux diverses relations nume-

riques que nous avons demonirees dans le IV du Livre III,

entre les divers elements d un triangle rapportes a une unite

commune. De ces relations, resultenl immediatement autanl

de iheoremes sur les aires, el Ton pourrail inversemenl don-

ner des demonstrations directes de ces derniers iheoremes el

en deduire ensuite les relations numeriques correspondanles.

III. - AIRES DU POLYGONS RfcGULIER ET DU CERCLE.

%

DEFINITIONS.

443. Un secteur circulaire esl la portion de cercle comprise
entre un arc ACDB el les rayons OA, OB, mem -s aux e\nv-

mites de eel arc (fig. 260).

Un secteur polygonal rtgulier esl la portion de plan com

prise entre une ligne brisee reguliere ACDB el les rayons OA,

OB, menes du centre de cetle ligne (2C8) a ses exiremites.

En divisanl en un nombre quolconque do parlies ovules Tare
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II importe de remarquer que ces deux ^nonces sont de veritables theo-

remes, tandis que Ics e&quot;nonces analogues (289) sur !a longueur de 1 arcet

de la circonfe&quot;rence ne sont que des definitions.

THORME.

448. L aire d un cercle a pour mesure le produit de sa cir-

conference par la moiti du rayon.

L aire du cercle est la limite des aires des polygones regu-

liers inscrits dont le nombre des cotes croit indefiniment.

D apres cela, soientS, C, li, 1 aire, la circonference, le rayon
du cercle considere, et s, p, d, 1 aire, le perimetre el 1 apo-

theme d un polygone regulier inscrit dans ce cercle. On a
(
444

)

i

s = p - a.r 2

Lorsqu on fait croitre indefiniment le nombre des cotes du

polygone regulier inscrit, s tend vers S, p vers C et a vers R.

On a done, a la limite,

COROLLAIRES.

449. En remplacant dans la relation precedente la circonfe

rence C par sa valeur

on obtient la nouvelle formule

(3) SrrzTTR 2

,

qui montre :

i Que, pour calculer Vaire d un cercle de rayon donne, il

faut multiplier par n le carre du rayon;
26

Que, pour calculer le rayon d un cercle d aire donnee, il

faut multiplier par- ou diviser par TT le nombre qui exprime

cette aire, et extraire la racine carree du resultat.
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50. Si, au lieu d eliminer C entre les relations (i) ct (2),

on elimine R, on trouve la formule

f*l
F

(4) S .-,
4 7T

qui permet de calculer direclemeni la surface, connaissant la

circonference, ou lacirconference, connaissantlasurface. Cette

formule est beaucoup moins usuelle que les precedentes.

451. EXEMPLES :

i Quelle est la surface d un bassin circulaire dont le rayon
est 2

On a

et, en prenant pour r. la valeur 3, 142 approchee a moins d un

millieme, on trouveS i6m(i,63 a moins d un decimetre carre\

2 Quel est le rayon du cercle dont la surface est de 20 me
tres carres?

La formule
rR 2= 20

donne

R I/ 20-^
- = 2m,52,

a moins d un centimetre.

3 Quelle est la surface d un cercle dont la circonference
est egal a 10 metres?

On a

a moins d un centimetre.

452. Le rapport des aires de deux cercles est egal au rap

port des carres de leurs rayons.

Car, en designant par S et R 1 aire et le rayon du premier
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II importe de remarquer que ces deux ^nonces sont de veritables theo-

remcs, tandis que Ics ^nonces analogues (289) sur !a longueur de 1 arcet

de la circonfe&quot;rence ne sont que des definitions.

448. L aire d un cercle a pour mesure le produit de sa cir-

conference par la moitie du rayon.

L aire du cercle est la limite des aires des polygones regu-

liers inscrits dont le nombre des cotes croit indefmiment.

D apres cela, soientS, C, R, 1 aire, la circonference, le rayon
du cercle considere, et s, p, d, 1 aire, le perimetre el 1 apo-

theme d unpolygoneregulier inscritdans ce cercle. On a (444)

i

s = /?- a.^ 2

Lorsqu on fait croitre indefmiment le nombre des cotes du

polygone regulier inscrit, s tend vers S, p vers C et a vers R.

On a done, a la limite,

(i) S =
C-jR.

COROLLAIRES.

449. En remplacant dans la relation precedente la circonfe

rence C par sa valeur

(2) C

on obtient la nouvelle formule

(3) SrzrTlR 2

,

qui montre :

i Que, pour calculer Vaire d un cercle de rayon donne, il

faut multiplier par in le carre du rayon;
26

Que, pour calculer le rayon d un cercle d aire dojinee, il

faut multiplier par- ou diviser par TT le nombre qui exprime

cette aire, et extraire la racine carree du resultat.
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. Si, au lieu d eliminer C entre les relations (i) ct (2),

on elimine R, on trouve la formule

(4) 8=4.1.
4 7T

qui permetde calculer directement la surface, connaissant la

circonference, ou lacirconference, connaissant la surface. Cette

formule est beaucoup moins usuelle que les precedentes.

451. EXEMPLES :

i Quelle est la surface d un bassin circulaire dont le rayon
est 2m,?5?

On a

et, en prenant pour ?r la valeur 3, 142 approchee a moins d un

millieme, on trouve S = i6 m&amp;lt;

i,63 a moins d un decimetre carre.

2 Quel est le rayon du cercle dont la surface est de 20 me
tres carres?

La formule
7:R 2

. 20

donne

R:=l/20--

a moins d un centimetre.

3 Quelle est la surface d un cercle dont la circonference
est egal a 10 metres?

On a

S=^;

i
=

|-
3
V
83= ^96,

a moins d un centimetre.

452. Le rapport des aires de deux cercles est egal au rap

port des carres de leurs rayons.

Car, en designant par S et R 1 aire et le rayon du premier
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cercle, et par S et R 1 aire et le rayon du second, on a

d ou =

THfiOR&ME.

453. L aire d un secteur circulaire a pour mesure le produit
de son arc par la moiti du rayon.

L aire du secteur circulaire est la limite des aires des sec-

teurs polygonaux reguliers inscrits (447) dont on fait croitre

indefinimentle nombre des cotes. D apres cela, soient S 1 aire

du secteur considere, / la longueur de 1 arc qui le termine, et

R le rayon de cet arc; soient de meme s 1 aire d un secteur

polygonal regulier inscrit, p le perimetre de la ligne brisee

reguliere qui le termine, et a 1 apotheme de cette ligne brisee.

On a (446)

Mais lorsqu on fait croitre indefmiment le nombre des cotes

de la ligne brisee reguliere inscrite, s tend vers S, p vers /, et

a vers R. On a done, a la limite,

(5) S =
/-^R.

COROLLAIRES.

454. En comparant les formules (i) et (5), on voit que le

secteur est au cercle entier comme son arc est a la circonfe-

rence.

Si n est le nombre de degres de Tare, le rapport de cet arc

a la circonference sera -^-5 et par suite 1 aire S du secteur
36o

s obtiendra en multipliant par ce rapport 1 aire TrR 2 du cercle,

de sorte qu on aura

S=:7rR 2

^-.36o

Cette formule permet de calculer 1 une quelconque des

quantites S, R, n, lorsqu on connait les deux aulres.
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455. EXEMPLES.

i Quelle est I aire clu secteur de 60 degres dans le cercle

dont le rayon est de 10 metres?

&quot;L arc de 60 degres etant le sixieme de la circonference, le

secleur correspondant est le sixieme du cercle, c est-a-dire

moins d un centimetre carre.

2 L aire d un secteur est egale ti I aire du carre construit

&amp;gt;ur le rayon. Quel est le nombre de degres de I arc qui le ter

mine?

La formule

donne

~ = R
3bo

n- -
1 1 4 35

29&quot;,
6.

3 Quel est le rayon du cercle dans lequel le secteur de

}5 degres renferme om(i, i25o?

La formule

&amp;gt;rR

J

^r^ = 0,1260 ou 7rR 2 =: 0,1259.8^

ionne

456. Le rapport des aires de deux secteurs semblables, c est-

;-dire termines par des arcs semblables, est egal au rapport
ies carres de leurs rayons.
En effet, S, /, R, etant I aire, la longueur de Tare etle rayon

fdu premier secleur, et, S ,
/

, R
, I aire, la longueur de Tare

;3t le rayon du second secteur, on a
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or, les deux arcs / et / etant semblables, leur rapport est ega
a celui de leurs rayons (296) : on a done

S R

457. L aire d un segment circulaire a pour mesure le pro
duit de la moitie du rayon par I exces de son arc sur la moiti

de la corde de I arc double (Jig. 262 ).

Fig. 262.

En effet, le segment AMB, c est-a-dire la portion du cercl

comprise entre Tare AMB et sa corde AB, est. egal a 1 exces d

1 aire du secteur OAMB sur 1 aire du triangle GAB. Or, 1 air

du secteur a pour mesure arcAB-- OA; 1 aire du triangle

pour mesure BP - OA, BP etant la perpendiculaire abaissee di
2

point B sur le rayon OA, c est-a-dire la moitie de la corde BB

de Tare BAB qui (102) est le double de 1 arc AB. On a done

en designant par S 1 aire du segment,

S = arcAB - OA - - BB . - OA,
2 22

OU
OA/= an
2 \

arcAB- - BB
2

Lorsque la corde BB est le cote de Tun des polygones re-

guliers que Ton sail inscrire (Liv. Ill, VII), on peut calculei

directement cette corde, par suite 1 aire du segment; sinon,i

faut recourir aux Tables trigonometriques.
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4-58. EXEMPLE :

Quelle est I aire du segment de Go degres dans le cercle don I

le rayon est 2 metres ?

L arc AB est ici le sixieme de la circonference; il est done

egal a

4?r _ 2T:

~6~
: : T

La corde BB est le cote du triangle equilateral inscrit, egal

a 2 v/3; on a done

S^:-^ -V^ ;
0&quot;&quot;I,362344,

a moins d un millimetre carre.

COROLLAIRE.

459. Le rftpport des aires de deux segments semblables,

est-a-dire lermines par des arcs semblables, est egal au rap-

wrt des carres de leurs rayons.

En etYet, soient S et T les aires du secteur et du triangle

ont le premier segment est la difference, et S et T les aires

u secteur et du triangle dont le second segment est la diffe-

ence; les secleurs S et S sont semblables, ainsi que les trian-

les T et T ; done, si Ton designe par R et R les deux rayons,

m aura

5. J*: Z_ ]*: _ 1 ^!.
S

7
~&quot;

R7
&quot;

2 T
~

R^ S
&quot;~

T ~
R 2

;

t, par suite, en vertu d une proposition connue sur les rap-

&amp;gt;orls egaux,
S T R 2

IV. - PROBLEMES SUR LES AIRES.

PROBLEME.

460. Construire un triangle Equivalent a un polygone donne

fig. 263, 264).

Soil, par exemple, le pentagone convexe ABCDE (fig- 263).



286 GEOMETRIE PLANE.

En menant la diagonale EC, on detache de ce pentagone 1

triangle ECD. Si par le sommet D on mene alors une paral

lele DF a la diagonale EC, tous les triangles qui auront E

Fig. 268. Fig. 264.

pour base et leurs sommets sur DF seront equivalents a

triangle ECD (426), et formeront avec le quadrilalere ECB.

un polygone equivalent au pentagone propose. Or, pour qu
le nouveau polygone ABCFE ait un sommet de moins, il suff

de choisir parmi tous ces triangles celui dont le sommet e&amp;lt;

en F, a la rencontre de la parallele DF et du cote BC prolong*

La construction indiquee permettant de transformer un po

Ifgone quelconque en un polygone equivalent, mais ayant u

c6te de moins, on arrivera toujours, en la repetant, a u

triangle equivalent au polygone propose.
Dans la fig. 268, en menant par le sommet A, jusqu a 1

rencontre de FB prolonge, la parallele AG a la diagonale El

on passe du quadrilatere EABF au triangle equivalent FEG

Ce triangle est done equivalent au pentagone primitif.

461. Lorsque le polygone considere n est pas convex

(Jig. 264), la construction reste la meme. Le pentagone con

cave ABCDE, augmente du triangle EDC, equivaut au quadri

latere ABCE; et ce quadrilalere, diminue du triangle EFC, qu

esl equivalent au triangle EDC, donne le quadrilatere ABFJ

equivalent au pentagone propose.

SCOLIE.

462. Le probleme precedent fournit un nouveau moyei

pour evaluer 1 aire d un polygone; on peut, en effet, transfer

mer le polygone considere en un triangle equivalent, pui

calculer 1 aire de ce triangle.
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Appliquons ce precede a la recherche de 1 aire du trapeze.

Soil (fig. 266) un trapeze quelconque ABCD. Menons la dia-

gonale DB et la parallele CE a cette diagonale jusqu a la ren

contre de la base AB prolongee.

Le triangle ADE sera equivalent au trapeze ABCD. 11 a

d ailleurs meme hauteur DF, et sa base AE est la somme des

deux bases du trapeze. On relombe ainsi sur la mesure con-

nue (431).
PROBLfcME.

463. Construire un carre Equivalent a un polygone donne.

Supposons d abord qu on veuille construire un carre equi
valent a un triangle donne. Soient X le cote de ce carre,

B et H la base et la hauteur du triangle propose. On devra

avoir (421, 425)

Le cote du carre cherche sera done une moyenne propor-
tionnelle a la moitie de la base du triangle et a sa hauteur.

S il s agit d un parallelogramme, d un trapeze, d un polygone

r^gulier et, en general, d un polygone dont 1 aire soil exprimee

par le produit de deux lignes, il suffira de chercher la moyenne
proportionnelle a ces deux lignes. On obliendra ainsi le cote

du carre equivalent.

Dans tout autre cas, on transformera le polygone donne en

un triangle equivalent (460), et on cherchera le carre equiva
lent a ce triangle, comme on vienl de le dire.

PROBLfcME.

464. Trouyer deux droites proportionnelles & deux poly-

gones donnes.

On pourra toujours remplacer les polygones consideres par
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les carres equivalents (463). Solent a et a les cotes de ces

carres, x et jles droites cherchees. On devra avoir

r 2

On peut choisir arbitrairement Tune des deux droites cher

chees, y par exemple, et posery=. a . II vient alors

x a? a 2

~ ou x
a a * a

jpsera done, dans cette hypothese, une troisieme proportion

nelie (248) aux cotes a et ; et le rapport de cette troisieme

proportionnelie a a sera le meme que celui des polygones
donnes.

PROBLEME.

465. Construire un polygone equivalent a un polygone P

et semblable a un polrgone Q.

II s agit ici de transformer un polygone donne P en un autre

polygone X equivalent au polygone P, mais semblable a un

second polygone donne Q.

Soient q un cote quelconque du polygone Q, et x le cote

homologue du polygone X. On devra avoir (435)

Q_
&quot;V T -

ou, puisque le polygone X doit etre equivalent au polygone P,

Remplagons les polygones Q et P par les carres equivalents a 1

et 6 2

(463). II viendra

n* a 2

, , a a

T?-^ dou
y |.

Le cote x est done une quatrieme proportionnelie aux

trois droites , 6, q (247), et il restera a construire sur ce

cote, homologue du cote q, un polygone semblable au poly

gone Q (253).
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PROBLfcME.

460. Deuxfigures semblables etant donnees, construire une

figure semblable egale & leur sornme ou a leur difference.

S il s agit de deux Carres donl les coles soient a et 6(&amp;gt;6),

le cote x du carre egal a leur somme sera Thypolenuse du

triangle rectangle ayanl pour cotes de Tangle droit a et 6; le

cote jdu carre egal a leur difference sera le second cote de

Tangle droit d un triangle rectangle ayant a pour hypotenuse
el b pour premier cote de Tangle droit (438).

S il s agit de deux polygones semblables A et B (A&amp;gt;B), dont

deux cotes homologues quelconques soient a el b, le cote

homologue x du polygone semblable X= A-f- B sera Thypo
lenuse du triangle rectangle consiruil sur a et b comme cotes

de Tangle droit; le cote homologue y du polygone semblable

Y A B sera le second cote de Tangle droit du triangle

rectangle ayant a pour hypotenuse et b pour premier cote de

Tangle droit (440).

Dans le cas de deux cercles ayant R et R pour rayons, il

suffit de remplacer dans Talinea precedent a el b par R el R
,

pour trouver les rayons x el y des cercles egaux respeclive-

ment a la somme ou a la difference des deux cercles donnes.

SCOLIE.

467. Soil a conslruire une droile x liee a plusieurs lon

gueurs donnees a, 6, c, d, e, par une expression de la forme

x = Vi 2
-f- b- c ;

-h d 2 e 2
.

On cherchera d abord a= \d--$- b* a Taide d un iriangle rec

tangle ayanl a el b pour coles de Tangle droil: a sera Thypo-

lenuse de ce triangle ; puis (3 y/a
7 c2

, a Taide d un triangle

rectangle ayant a pour hypotenuse et c pour cote de Tangle

droit; (3
sera le second cote de ce triangle. De meme, on cher

chera y = y^
2
-t- d 2 el x = v/y

2 c , par deux aulres iriangles

reclangles ayanl, le premier (3
el d pour coles de Tangle droit,

le second y el e pour hypoienuse el cole de Tangle droit .

x sera le second cole de ce dernier iriangle.
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SCOLIE.

468. II resulte du dernier alinea du n 466 que si, sur les

trois cotes d un triangle rectangle ABC (Jig- 266) comme dia-

metres, on decril des demi-cercles, le demi-cercle decrit sur

Fiff. 266.

1 hypotenuse sera equivalent a la somme des demi-cercles

decrits sur les cotes de Tangle droit. En enlevant de part et

d autre les parties communes A/?B, A&amp;lt;/C, qui sont ombrees
sur la figure, on voit que la somme des deux lunules AmB/?A,
ArcC&amp;lt;/A,

est equivalente a 1 aire du triangle rectangle ABC.

Cette proposition est attribute a Hippocrate.

PRQBLEME.

469. Construire un polygons semblablect unpolrgone doting,

et dont I aire soit CL celle de ce polygone dans le rapport de

deux droites donnees M et N (fig. 267).

Supposons d abord que le polygone donne soit un carre, et

soit A son cote. Si X est le cote du carre cherche, on devra

avoir (435)

A^
=

N

La question est done de construire un triangle rectangle tel,
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que le rapport des segments determines sur Thypotenuse par

la perpendiculaire abaissee du sommet de Tangle droil soit

\f

egal a
^- (439), et que le cote adjacent au segment qui cor

respond a N soit egal a A.

Or, en portant sur une droite indefinie BG = M, CD = N, en

decrivant une demi-circonference sur BD comme diametre,

et en menant a BI) la perpendiculaire CE jusqu a la rencontre

de cette demi-circonference, on obtiendra un triangle rec

tangle BED dans lequel les segments de 1 hypotenuse presen-

teront le rapport demande. 11 en sera de meme (218) pour
lous les triangles rectangles semblables qu on formera en me
nant entre les cotes de Tangle droitBED, prolonges ou non,

une parallele a Thypotenuse BD. Parmi tous ces triangles,

celui dont le cote, dirige suivant ED, est egal a A, repond a la

question.

On portera done sur ED la longueur EG =A; parle point G,

on menera a BD la parallele GF jusqu a la rencontre de EB,

et FE representera le cote du carre cherche. On a, en effet,

EF FH BC EF
2

M
_

- _ ___ Oil _____ &quot;~i _
j^p

~
HG

~~
CD A a N

470. Soit maintenant un polygone quelconque P, soient p
Tun de ses cotes et x le cote homologue du polygone cher

che X. On devra avoir, d apres Tenonce,

X M

d oii

_
P&quot;N P&quot;&quot;

M
N

Le probleme se trouve done ramene a trouver le cole d un

carre qui soit a un carre donne dans le rapport de deux droites

donnees, question que nous venons de resoudre. Quand on

aura obtenu le cote x homologue de p, il restera a conslruire

sur ce cote un polygone semblable au polygone P.

iq.
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471. Dans le cas de deux cercles, en designant par x et r

leurs rayons, on devra avoir

7r.r
2

__ M x* _ M
&quot;&quot; ! ~

C est encore le meme probleme.

SCOLIE.

472. Si le rapport -^
etait donne numeriquement et egal,

par exemple, a-&amp;gt; on choisirait une certaine longueur pour

unite, et Ton rentrerait dans le cas precedent en prenant les

droites BG et CD egales a cinq fois et a sept fois cette lon

gueur.

473. On peut aussi, dans ce cas, operer de la maniere suivante. Soit

-. Sur KH, cote du carre donne, comme diarnetre (fig. 268), decri-

vez une demi-circonference. Divisez KH au point I dans le rapport de

Fig. 268. Fig. 269.

K H 1

5 a 2 7 5, et menez a KH la perpendiculaire IL. La droite KL sera

le cdte du carre cherch6 (439).

Si le rapport
- est plus grand que i et egal a

|, par exemple, divisez

le c6te~ donne KH (fig. 269), au point I, dans le rapport de 7 a 2 =76.
Decrivez sur KI comme diametre une demi-circonference, et menez an

point H a KI la perpendiculaire HL. La droite KL sera le cote du carre

cherche (439).

V. - APPENDICE.

AIRE APPROCHEE D UNE FIGURE PLANE TERMINEE PAR UNE COURSE

QUELCONQUE.

474. For/mile dc Simpson. B et B designant les bases d un trapeze,

B&quot; la parallele equidistante de ces bases et h la demi-hauteur, on peut
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exprimer 1 aire du trapeze par la formule

(i) (B + B
-f-4B&quot;),

qui se reduit en effet a la formule connue // (B -h B
), lorsqu on y rem-

place B&quot; par sa valeur -
(
B -+- B

).

Cela
pose&quot;,

soit a ^valuer approximativement 1 aire comprise entre un

arc de courbe quelconque AB, une droite fixe XY et les perpendiculaires
AA

,
BB

,
abaisse*es sur cette droite par les extremes de 1 arc AB (fig. 270) .

Supposons d abord que 1 arc AB soit, dans toute son etendue, concave

vers la droite XY. Divisons la base A B en un nombre pair de parties

e&quot;gales,
en dix par exemple, et par les points de division C , D ,

E
,
F

,
G

,

H
,

I
,
K

,
L

,
elevens des perpendiculaires a XY. Designons respective-

ment par r
l} j,, j3 ,.

. ., jn ,
les perpendiculaires ou ordonne&quot;es AA

,
CC

,

DD
,

. . .
,
BB

,
et par // la distance constante de deux ordonnees conse&quot;cu-

tives. C, 4tant le point oil la corde AD coupe CC
,
on aura, pour 1 aire du

trapeze rectiligne ADD A
,

|(AA
+DD -i-4C l

C );

mais ce trapeze est moindre quo le trapeze curviligne ACDD A
,
et il con-

vient de 1 augmenter; on est ainsi conduit a remplacer C,C par CC ,
et a

prendre pour valeur approchde de 1 aire du trapeze curviligne ACDD A
1 expression

En prenant de m^me

,
+ 4 r
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pour expressions des aires des trapezes curvilignes DFF D
,
FHH F

,

HKK H
,
KBB K

,
et faisant la somme, on obtient pour valeur approche&quot;e

de 1 aire demandee

On retient aisement cette formule, attribute a Simpson, en la mettant

sous la forme

dans laquelle E designe la somme des deux ordonnees extremes, 1 la

somme des autres ordonnees de rang impair, et P la somme de toutes les

ordonnees de rang pair.

Formule de Poncelet. La base A B doit ici encore etre partagee en

un nombre pair de parties 6gales, dix par exemple (fig. 271). Nous desi-

gnerons les onze ordonnees correspondantes par 7,, j2 ,
r

3J
. .-.

, jr, , 7,,.

Fig. 271.

Par les extremites de toutes les ordonnees de rang pair jr2 , j4)
. . .

, j, ,

menons des tangentes a la courbe AB, et terminons ces tangentes aux

deux ordonnees voisines. Nous formerons ainsi une serie de trapezes dont

la somme, e&quot;videmment superieure a 1 aire cherch^e dans le cas de la

figure, sera une limite superieure du resultat demande.

En appelant h 1 intervalle constant entre deux ordonn^es cons^cutives,

on a

trapeze AD = a//.j2 ,

trapeze DF = 2 h .r
k ,

trapeze KB = zh.y{9
.

En d^signant par S la somme de ces trapezes, il vient
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la parenthese renferme toutes les ordonne&quot;es de rang pair. En d&signant

leur somme par P, on aura done

S = 2//.P.

Menons les cordes AC et BL, qui correspondent aux divisions extremes;

puis, dans 1 intervalle, les cordes CE, EG, GI, IL, qui correspondent cha-

cune a deux divisions. Nous formerons une nouvelle se&quot;rie de trapezes

dont la somme sera une limite infe&quot;rieure du re&quot;sultat demande&quot;. On a

trapeze AC = h ~

trapeze CE -=

trapeze IL =

trapeze LB = h
(

r
^M

En designant par s la somme de ces trapezes, il vient

= h J J &quot;

y i y
ou bien, en ajoutant et en retranchant dans la parenthese

&* &quot;

-+-. 2P

A etant 1 aire cherch^e, on a

Mais la moyenne tombe aussi entre s et S. On peut done, sauf une

erreur que nous estimerons, prendro

S + .v
, / , E - E

dans cette formule, P designe, comme nous 1 avons dit, la somme de

toutes les ordonne&quot;es de rang pair, E est la somme des deux ordonnees

extremes, E est la somme des deux ordonnees voisines des deux extremes.

L avantage de cette formule, quand le nombre des divisions est grand,

c est qu il n y entre que les ordonnees de rang pair et les deux ordonnees
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extremes, ce qui dispense de calculer les ordonne&quot;es interraediaires de

rang impair.

II reste a indiquer une limite superieure de 1 erreur commise en em-

plovant la formule. Comme A tombe entre S et ou entre et s,
2 2

1 erreur que Ton fait en substituant a A est moindre que S -

ou que .9, c est-a-dire que

LzJ!
4

_ h /E _ IT\

2 \2 2 /

Menons sur la figure les droites AB et CL; ces deux droites coupent
1 ordonnee du milieu GG en deux points M et N, et Ton a

LI* = MG , ^L = NG
,

c est-a-dire

La limite superieure de 1 erreur commise s exprime done geometriquement

par le produit

On peut done, apres avoir trace&quot; la courbe, mener provisoirement les

deux premieres, et les deux dernieres ordonnes, ainsi que celle du milieu,

en donnant a h une certaine valeur
; puis, avant tout calcul

, verifier, en

mesurant MN, si 1 approximation demanded est bien obtenue, c est-a-dire

si la valeur choisie pour h est convenable.

Remarque. Si 1 arc AB etait convexe vers la droite XY dans toute

son etendue, une marche analogue conduirait a la meme formule. Si cet

arc etait en partie concave et en partie convexe, en menant une perpen-
diculaire a XY par le point d inflexion, on mesurerait, d apres les regies

prece&quot;dentes, les aires situees de part et d autre de cetle perpendiculaire

et Ton en ferait la somme. .

Application. Pour le quart de cercle de rayon i, on trouve, en divi-

sant le rayon en dix parties e&quot;gales
:

/3
= 0,980, y, = 0,995,

J5 =&amp;gt;9i7, }\ = 0,9^4,

j, = 0,800, r
6

.
= 0,866,

y9
= o

,
600

,
r

s
o

, 7 1 4 ,

jIO
= o,436.
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La vraie valeur est - = omq ,7854. La formule de Simpson donne
4

o^^SiS., celle de Poncelet donne omq ,7822, avecune erreur liraite
e&quot;gale

a omq ,oio8. Cette erreur n est en realite&quot; que de o nq
,oo32.

SUR LA DIFFERENCE ENTRE LA LONGUEUR D UN ARC DE CERCLE

ET CELLE DE SA CORDE.

LEMME.

475. L aire d un triangle isocelc PNQ, inscrit dans an segment circu-

laire moindrc qiCun demi-cercle, est plus petite que le cube de Varc a

qui limite cc segment, divise par 16 fois le rayon R (fig. 272).

Car cette aire, ayanl pour expression (428, 1)

PQ.PN.QN

&quot;pr

est moindre que
a a

a
2 2

4K i6R

THfiOREME.

476. La difference cntre un arc de ccrcle ABA moindrc quune demi-

circonference et sa corde AA est plus petite que le cube dc Varc dicise

par 24 fois le carre du rayon (fig. 272).

Fig. 272.

Designons par a 1 arc ABA
, par c sa corde AA et par R le rayon du

cercle.

B etant le milieu de 1 arc ABA
,

1 aire du segment ADB a pour me-

sure (457)

ou -(a-c).
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D autre part, si Ton prend le milieu D de 1 arc AB, puis les milieux I

et E, des arcs AD et DB, et ainsi de suite
,
et si Ton designe respective

ment par t
{

. t^ . . ., les aires des triangles ADB, AED,. . .
,

1 aire du seg

ment sera la limite de la somme

?,
H- 2 ?, -+- a

2
(
3

+- . . . -+- a&quot;&quot;

1

t
n -t-

Done, comme, d apres le lemme precedent (475), on a

f
n&amp;lt;

on aura aussi

R, i

ou

c est-a-dire

ou enfin

Pour presenter une application de cette formule, cherchons, par exemple

quel doit etre le rayon R d un cercle pour que la difference entre un ar

de 60 metres et sa corde n atteigne pas i millimetre.

II suffit, d apres la formule (i), que R satisfasse a 1 i

6o
3

&amp;lt;

i

24 R
a = 1000

d ou

. ou R
-&amp;gt;

3ooo.

Le rayon du cercle devra done 6tre au moins egal a 3 kilometres.

Remarque. La formule (i) repond a la formule trigonometriqu-

connue

/ A
X &quot;

(2) x sin^c
&amp;lt;

En effet, si Ton suppose R i et a = 2jr, on a

c =.- 2 sinjr,
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puisque, dans Ic cerclc dc rayon I, Ic sinus d nn arc cst la moitie dc l&amp;lt;i

cordc dc I arc double; et
,
si Ton substitue ces valeurs dans la relation (i),

on obtient la relation (2).

SUR LES MAXIMUMS ET LES MIMMUMS DES FIGURES PLANES.

477. On attribue a 1 Ecole de Pythagore les premieres recherches, par

voie synthetique, sur les maximums et les minimum? des figures. En 1782,

Lhuilier (Dc rclationc inutud capacitalis ct terminnrum Jigitrarurn) a

resum6 toutes les decouvertes faites sur ce sujet depuis les Grecs jusqu a

R. Simpson; il a corrige avec une admirable sagacite les erreurs de ses

! devanciers et accru considerablement par ses propres decouvertes le do-

:j maine de cette theorie. Enfin, en 1842, Steiner, dans deux Me&quot;moires (Jour-

ji
nal de Crellc, t. XXIV), v6rilables chefs-d osuvre de Geometric synthe-

l tique, a fait connaitre, pour la recherche des maximums des figures planes,

I cinq methodes, dont les deux premieres s appliquent a la sphere. Nous

hexposerons ici la premiere de ces methodes, qui surpasse d ailleurs les

i autres en elegance et en geneValite&quot;.

THfiOREME.

478. Entre tons les triangles isoperimetres et de meme base AB
,
Ic

triangle isocelc ACB cst un maximum (Jig. 273).

Fig. 2 ;3.

En effet, soit ADBun triangle non isocele construit sur la base AB, au-

dessus d elje et tel que AD -t- DB = AC -h CB. Les triangles ACB, ADB, ayant
une partie commune AEB, il s agit de prouver que le triangle BED est

moindre que le triangle AEG. Or si Ton prend sur EA et sur EC, EF = EB
EG = ED, les triangles PEG, BED, seront egaux, et il suffira de faire

r que le triangle PEG est compris dans AEG, c est-a-dire que le point F

tombe entre E et A, et le point G entre E et C.

D abord F tombe entre E et A; car Tangle p, gal a a, est superieur

7; done EA est plus grand que EB on EF.

En second lieu, G tombe entre E et C; il suffit pour le prouver d eta-

blir I inegalit6
FG + GE &amp;lt; FC -t- CE
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ou, en ajoutant AF -+ FE de part et d autre,

AF -+- FG + GE H- FE
&amp;lt;

AF 4- FC * GE -+- EF
;

mais on a

EG = ED, FG = BD, EF-EB;
I inegalit6 pr6cedente ne differe done pas de

AD + DB ou AC -H CB
&amp;lt;

AF + FC -t- CB,

c est-a-dire de 1 inegalite

AC&amp;lt;AF + FC,

qui est evidente.

479. Reciproquement, cntre tons les triangles de meme base et dc

meme aire, le triangle isocele G a le perimetre minimum.

En effet
,
soil U un triangle non isocele ayant la mme base et la meme

aire que G, et G, un triangle isocele ayant la meme base et le m6me pe*-

rimetre que U; d apres le theoreme precedent, G, sera plus grand que U,

c est-a-dire que G ; or, de deux triangles isoceles construits sur la meme

base, celui qui a 1 aire la plus grande a le perimetre le plus grand; done

le perimetre de G,, c est-a-dire le perimetre de U, est plus grand que

celui de G.

Nous supprimerons dans ce qui suit les demonstrations des reciproques;

ces demonstrations seraient toutes analogues a la precedente.

COROLLAIRE.

480. Entre tons les triangles de memeperimetre, le triangle equilateral

est un maximum; car le triangle maximum correspondant au perimetre

donne doit etre isocele
, quel que soit celui de ses cotes que Ton prenne

pour base.

Reciproquement, entre tons les triangles equivalents, le triangle equi

lateral a le plus petit perimetre.

481. Entre tons les triangles construits avec deux cotes , celui dans

lequel ces deux cotes sont a angle droit est un maximum.

En effet, si Ton prend Tun des cdtes donnes pour base, la hauteur est

moindre que 1 autre cote donne, a moins que ce second cote&quot; ne soit per-

pendiculaire au premier; dans cette position, la hauteur est maximum,

et par suite 1 aire Test aussi.

COROLLAIUE.

482. Entre tons les triangles dont la somme de deux cotes est donneey

celui dans lequel ces deux cotes sont a la fois egaux et a angle droit est

un maximum.
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En efTet, que Ton repartisse commc on voudra la somme donn^e sur les

deux c6te&quot;s, le triangle maximum sera toujours celui dans lequel ces deux

cotes seront perpendiculaires entre eux; il no restc done plus qu a com

parer les triangles rectangles dont la somme dcs cotes cle Tangle droit

est constante. Considerons done un de ces triangles rectangles P et sur

son hypotenuse conslruisons un triangle isocele Q dont les cotes gaux
aient la meme somme que les cot^s de Tangle droit deP; enfin, d&ignons

par R le triangle isocele dont les cotes egaux auraient la memo longueur

que ceux de ot seraient do plus a angle droit; on aura, par ce qui pre&quot;-

cede, P
&amp;lt;

o t Q &amp;lt;
R

;
il en resulte done R

&amp;gt;
P.

THfiOREME.

483. Efitre toutcs lea figures planes isoperim&ref f le ccrclc est un

maximum (fig. 274).

: L aire d une figure de perimetre donne pent evidemment devenir aussi

MJtito qu on veut; mais elle ne peut grandir indefiniment, puisque cette

igure reste forcement comprise dans Tinterieur du cercle decrit d un

ihoint de son contour comme centre avec un rayon ^gal a la moitie du

i
rimetre donne. Entre toutes les figures planes isoperimetres, il y a

: :onc une figure maximum, ou plusieurs figures maximums de difierentes

3rmes etde meme aire.

Fig. 27 ,.

i

D ailleurs, toute figure maximum de perimetre donne est convexc, sans

)i on pourrait agrandir son aire sans changer la longueur de son con-

;la pose, soit EFGH une figure maximum ayant le perimetre donne.

tout point A pris a volonte sur son contour repond un autre point B

re contour, tel que la droite AB divise le pdrimetre en deux parties

les. Les aires AEFB, AHGB, devront elre egales, sans quoi, en rempla-

la plus petite d entre elles par la figure symelrique par rapport a

on obtiendrait une figure totale de meme perimetre que la premiere
d aire plus grande, de sorte que la premiere figure ne serait pas un

cimum comme on Ta suppose&quot;.

resulte de la que, si dans une figure maximum EFGH de perimetre

on remplace la partie au-dessous de AB par une partie syme&quot;trique
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de celle qui est au-dessus de cette droite, la nouvelle figure totale sera

encore une des figures maximums.
v

Raisonnons actuellement sur cette nouvelle figure; en d autres termes

admettons que la partie AHGB soit syme&quot;trique de AEFB par rapport a

AB. Soit G un point quelconque du contour AEFB; prenons son
syme&quot;-

trique D par rapport a AB et menons CA, AD, DB, BC. L angle ACB sera

droit; car si les angles AGB, ADB, n etaient pas droits, on pourrait con-

struire avec les memes c6te&quot;s CA, AD, DB, BC, un quadrilatere ayptf dans

lequel les angles 7 et seraient droits
;
ce nouveau quadrilatere serait plus

grand que Tancien (481 ), et en plac.ant respectivement sur les c6t6s ay,

7(3, (3, a, les segments AEG, CFB, BGD, DHA, qui sont actuellement

sur CA, BC, DB, AD, on aurait une figure totale ayant le meme peri-

metre que AECFBGDHA et une aire plus grande, de sorte que cette figure

AECFBGDHA ne serait pas un maximum comrne on 1 a
suppose&quot;. Done, de

tout point C du contour AECFB, on voit la droite AB sous un angle droit;

par suite, ce contour est le demi-cercle demerit sur AB comme diametre.

Ainsi, si une figure de perimetre donne est maximum, sa moiti6 ACB,

prise apartird un point quelconque A de son contour, est un demi-cercle.

La figure totale est done un cercle.

Done, enfin, il n y a qu une seule figure maximum de perimetre donne,

et cette figure est un cercle.

Steiner donne a ce theoreme le nom de theoreme principal, parce que

sa demonstration renferme les principes les plus ess.entiels relatifs a la

plupart des questions de maximums dans les figures planes (ou sphe&quot;-

riques).

TH&OREME.

484. 1 Si le perimetre d une figure se compose d une droite de lon

gueur arbitraire I et d une ligne de forme arbitraire L, et si en meme

temps la longueur de la ligne L ou I aire de lafigure est donnee, celle-d

est un maximum ou la ligne L est un minimum, quand cette figure est

un demi-cercle.

Toute figure comprise dans ce theoreme peut etre conside&quot;ree comme
la moiti6 d une figure syme&quot;trique, dont la droite / est 1 axe de symetrie,

et dont le perimetre, egal a aL, est donne; mais 1 aire de la moitie est

necessairement un maximum, des que la figure entiere en est un. L e&quot;-

nonce est done une consequence du theoreme principal. II s ensuit en

particulier : Centre tons les segments de cercle a arcs egaux ou aairesi

egales, c est le demi-cercle qui a I aire la plus grande ou I arc le plus petit.

2 Entre toutes les figures dont le perimetre est compose d une droite

donnee a ct d une ligne prise a volonte L, le segment de cercle a la plus

grande aire pour des longueurs egales de la ligne L, ct la plus petite

ligne L quand les aires sont egales.



LIVRE IV. LES AIRES. 3o3

Supposons la ligne L do forme quelconque, et qu elle compose avec la

droite a le perimetre do la figure L; on peut toujours construire sur a

un segment de cercle dont Tare a soil egal a L, a et L 6lant situ^s du

meme cote de a. Coinpl(Hons le cercle, et designons 1 autre arc par $ ;

alors le cercle de perimetre a -+- p est plas grand que la figure limiteo

par L -4- p ;
ainsi act. -+- a&

&amp;gt;
aL -h a$ ;

done a.&amp;gt; aL.

On deduit de ce th^oreme cette regie generate :

Dans toutefigure dont I aire doit etrc un maximum sous dcs conditions

quclconqueSy cltaqiie partie du perimetre, f/ui est librc d avoir line jorme

quelconque cntrc deux points donnes, doit etre un arc de cercle.

THfiORfcME.

485. i Un polygone de cotes donnes est maximum lorsqu il est inscrip-

tible an cercle.

Observons d abord qu on peut toujours, avec des cot6s donnes
&amp;lt;?, b,

c, . . .
, /, dont le plus grand a est moindre que la somme de tous les

autres, former un polygone convexe inscriptible, et un seul. En effet,

decrivons un premier cercle assez grand pour que, en portant les unes

a la suite des autres, a partir de 1 un des points A de la circonference, des

cordes AB
,
BC = ^, . . ., LM = /, 1 extremite M de la derniere corde

n atteigne pas le point A. Le centre 6tant d abord situe dans le seg
ment BCMA au-dessus de AB, supposons que ce centre s abaisse d une

maniere continue en decrivant la droite OZ perpendiculaire sur le milieu

de AB. L arc BCMA de la circonference variable qui a pour centre et

qui passe par A et B decroitra, et comme nl a pour limite la droite AB,
c est-a-dire une longueur moindre que 6-t-c-h. . .-t- /, on voit que 1 ex-

tr&nite M de la ligne brisee inscrite BC. . .M s approchera du point A, et

I atteindra pour le depasser ensuite. II y aura done une position du centre

et une seule, pour laquelle la ligne brisee ABC. . . M formera un polygone

inscrit, comme nous 1 avons annonce.

Cela pose, soient S un cercle et P un polygone inscrit de c6tes donnes

, b, c,. . ., /; P etant un polygone quelconque forme avec les memes
cdtes. ajoutons a ce polygone P

,
sur chacun des cotes, les segments cir-

culaires qui surmontent les cotes correspondants du polygone inscrit P.

On obtient ainsi une figure S terminee par des arcs circulates, et dont

le perimetre est egal a la circonference du cercle S. On aura done (483)

S&amp;gt; S ,
d ou, en retranchant de part et d autre les segments circulates

qui surmontent les cdtes, P
&amp;gt;

P .

2 Entre tous les polygones isoperimetres d un meme nombrc de cotes,

le polygone regulicr est un maximum; et rciproquement, cntre les peri-

metres de tous les polygones equivalents d un tnetne nombrc dc cotes, celiti

du polygone regulicr est un minimum.
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En effet, le maximum parmi les polygones isoperimetres de /* cdtes

doit d abord avoir tous ses cdtes egaux entre eux; car si deux cotes con-

secutifs AB et BC (Haient inegaux, en remplacant le triangle ABC par un

triangle isocele AB C construit sur la m6me base et de mme pe&quot;rimetre,

on aurait (478) une figure isoperimetre de n cdtes et d aire plus grande.

Par suite, les cdtes du.polygone sont donnas et
e&quot;gaux chacun a la n fe &quot; e

partie du
pe&amp;gt;imetre;

de plus, en vertu de la premiere partie du theoreme

qui nous occupe, le polygone maximum doit 6tre inscriptible au cercle.

Done, enfin, le polygone maximum, devant etre a la fois Equilateral et

inscriptible, est regulier.

COROLLAIRE.

486. D apres cela, quand on cherchera quel polygone a 1 aire maximum

pour un perimetre constant, ou le perimetre minimum pour une aire con-

stante, le nombre des cotes etant variable, on n aura qu a s occuper des

polygones reguliers, et Ton trouvera la loi suivante :

Les aires des polygones reguliers isoperimetres forment une serie crois

santc, qui commence par le triangle et sc termine par le cercle ; et les

perimetres des polygones equivalents forment une serie decroissante , a

partir du triangle jusqu au cercle.

En effet, deux polygones reguliers isoperimetres d un nombre de cotes

differents etant donnes, par exemple un pentagone ABODE et un quadri-

latere abed, on peut considerer ce dernier commeun pentagone dont 1 un

des cdtes serait nul, ou bien, en prenant arbitrairement un point c sur un

des c6te&quot;s de ce quadrilatere,,par exemple sur ad, le cc-nside&quot;rer comme

un pentagone abcde, dont 1 un des angles e serait egal a deux angles

droits; le quadrilatere regulier peut done 6tre regarde comme un pen

tagone irregulier : done son aire est plus petite que celle du pentagone

regulier ABCDE.
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LIVHH PREMIER.

LA LIGNE UROITE.

:: I II III. Des angles. Des triangles. Des perpendiculaires

et des obliques.

1. lant donnees quatrc droites OA, OB, OC, OD, issues d un meme

point 0, si les angles DOA, BOC, sont egaux entre era, ainsi que les an

gles AOB. COD, les cotes OA et OC sont en ligne droite, ainsi que les

cots OB et OD.

2. Le perimetre dun triangle est plus grand qne la somme des droites

qui joignent un point interieur quelconque aui trois sommets, et moindre

que le double de cette somme.

3. Une m&flane quelconque d un triangle est moindre que la demi-

somme des deux cotes issus du meme sommet, et plus grande que la

moitie de 1 exces de cette somme sur le troisieme cotd.

4. Le perimetre d un triangle est plus grand que la somme de ses trois

raedianes et moindre que le double de cette somme.

3. ABC etant un triangle quelconque. on prend sur AB. prolongesil le

faut. une longueur AC egale a AC: on prend de meme sur AC une lon

gueur AB egale a AB; on tire B C qui coupe BC en I : d&amp;lt;montrer que la

droite AI est la bissectrice de Tangle BAC.

6. Demontrer le troisieme cas d egalile des triangles (34) en s appuyant
sur les propnetes du triangle isocele (37).

7. On dit que deux points A et A sont frmetriques par rapport a one

droite indefinie XY, lorsque cette droite XY est perpendiculaire sor le

milieu de AA . Demontrer d apres cette deBnition : i* que, si A et B sont

les s\Tnetriques par rapport a XY de deux points quelconques A et B, les

deux droites symetriques AB et A B sont egale* entre elles; 2 qoe Tangle

20
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CAB de deux droites AB et AC est egal a Tangle C A B de leurs syme&quot;tn-

ques A B et A C .

8. Par le sommet A d un triangle ABC, on mene la droite indefinie XY
perpendiculaire sur la bissectrice de Tangle A. Demontrer que, si M est

un point quelconque de XY, le pe&quot;rimetre du triangle BMC est plus grand

que celui du triangle donne&quot; ABC.

9. Les perpendiculaires elevees sur les milieux des c6te&quot;s d un triangle

concourent en un meme point.

10. Les bissectrices des trois angles d un triangle concourent en un

meme point. La bissectrice de Tun des angles et les bissectrices des

supplements des deux autres angles concourent aussi en un meme point.

IV. Des paralleles.

11. Si deux droites e*gales AB et CD, comprises entre deux paralleles

AC et BD se coupent en un point 0, on a AO = OC et OB = OD.

12. Si par le milieu D du cote AB d un triangle ABC on mene une pa
rallele DE au cote BC, la droite DE passera par le milieu E de AC et sera

egale a la moiti6 de BC. Reciproquement, la droite qui joint les mi

lieux de deux cotes d un triangle est parallele au troisieme c6te et egale

a sa moitie.

13. Trouver le lieu des milieux des portions de droites qui vont d un

point donne a une droite donnee.

14. fitant donne un point a 1 interieur ou a Texterieur d un angle, mener

entre les cotes de Tangle une droite qui soit divisee par ce point ou par

Tun des cotes de Tangle en deux parties e&quot;gales.

ID. Un triangle quelconque est le quart de celui qu on obtient en me-

nant par chacun de ses sommets une parallele au cote oppose. Chaque
cote du nouveau triangle est le double du cdte correspondant du triangle

donne&quot;.

16. Les trois hauteurs d un triangle concourent en un m6me point.

17. Deduire du resultat precedent un precede pour mener par un point

donne&quot; une droite qui aille passer par le point de concours, suppose inac

cessible, de deux droites donne&quot;es.

18. Les trois medianes d un triangle concourent en un meme point,

situ6 au tiers de chacune d elles a partir du cdte correspondant.

19. Dans un triangle, la plus petite mediane correspond au plus grand

c6te. Consequence.
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20. Dans un triangle, le point de concours des perpendiculaires elevens

sur les milieux des c6tes, le point de concours des trois me&quot;dianes et celui

des trois hauteurs, sont en ligne droite, et la distance du premier point

au second est moitie de la distance du second point au troisieme.

21. Si, par le point d intersection I des bissectrices des angles B et C

d un triangle ABC, on mene entre les cdte&quot;s de Tangle A la parallele DIE

a BC, la droite DE sera egale a la somme de BD et de CE. Si, par le point

d intersection I de la bissectrice de Tangle B et de celle du supplement

de Tangle C, on mene entre les cotes de Tangle A ou de son
oppose&quot; par

lesommet la parallele DTE a BC, la droite D E sera egale a la diffe

rence de BD et de CE . Consequences.

22. Des extremities A et B et du milieu C d une droite AB, on mene

dans une direction quelconque des droites paralleles AA ,
BB

,
CC

, jusqu a

leur rencontre avec une droite indefmie XY. Demontrer que le point C

est le milieu de A B
,
et que la parallele CC est egale a la demi-somme

ou a la demi-di (Terence des paralleles AA et BB
,
suivant que les points

A et B sont situe&quot;s d un meme cote&quot; ou de part et d autre de XY.

23. La somme des distances d un point quelconque de la base d un

triangle isocele aux deux autres cdts est constante. Qu arrive-t-il

lorsque le point consider est pris sur le prolongement de la base?

24. Trouver le lieu ge&quot;ometrique des points dont la somme ou la diffe

rence des distances a deux droites fixes est constamment egale a une

longueur donnee.

25. La somme des distances d un point pris a I inlerieur d un triangle

Equilateral a ses trois cotes est constante. Qu arrive-t-il lorsque le point

considere est exterieur au triangle ?

26. AX etant une droite quelconque menee par le sommet A d un

triangle ABC, et BE, CF, etant les perpendiculaires abaissees des points B

et C sur cette droite AX, demontrer que le milieu D de BC est a egale

distance des points E et F.

27. Demontrer : i que si deux angles ont leurs c6tes respectivement

paralleles, leurs bissectrices sont paralleles ou perpendiculaires entre

elles; 2 que. si deux angles ont leurs cdtes respectivement perpendi

culaires, leurs bissectrices sont perpendiculaires ou paralleles entre elles.

28. Determiner sur Tun des cotes d un triangle un point tel, que les

longueurs interceptees par les deux autres cotes sur les paralleles menees

de ce point a ces memes c6tes soient egales entre elles.

29. tant donnes deux points A et B et une droite XY, trouver sur

cette droite un point M tel que la somme AM -+ BM soit un minimum.

20.
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30. fitant donnes deux points A et B et une droite XY. trouver sur

cette droite un point M tel que la difference BM AM soit un maximum.

31. Trouver sur un cote d un triangle un point tel que la somme de ses

distances aux deux autres cot6s soit un minimum.

32. Trouver dans le plan d un triangle un point tel que la somme de

ses distances aux trois cot6ssoitun minimum.

V. Somme des angles d un polygone.

33. fitant donnes un triangle ABC et un point pris dans son inte&quot;-

rieur, de&quot;montrer que Tangle BOG est toujours plus grand que Tangle BAG

du triangle.

34. Un angle d un triangle est droit, aigu ou obtus, suivant que la

mediane issue du sommet de cet angle est egale, superieure ou inferieure

a la moitie&quot; du cote&quot; oppose. Reknproques.

35. AD et BC e&quot;tant deux paralleles coupees obliquernent par AB et per-

pendiculairement par AC, on mene entre ces deux paralleles la droite BED

qui coupe AC en E, de maniere que ED 2AB : demontrer que Tangle

DBG est le tiers de Tangle ABC.

36. Si, d un point A pris hors d une droite XY, on mene sur cette

droite la perpendiculaire AB et les obliques AC, AD, AE, de maniere que
ces obliques soient situe&quot;es d un meme cdte de AB et que les angles BAG,

CAD, DAE, soient 6gaux, on a BC
&amp;lt;

CD
&amp;lt;

DE.

37. Soient un triangle ABC, et AO, BO, CO, les bissectrices de ses angles ;

AO prolongee cpupant le cote BC en D, et 01 etant la perpendiculaire

menee du point sur BC, demontrer que Tangle BOD est
e&quot;gal

a

Tangle COL

38. L angle forme&quot; par la bissectrice de Tangle A d un triangle ABC et

par la perpendiculaire mene&quot;e du sommet A sur le cote BC est egal a la

demi-difference des angles B et C.

39. La difference entre les deux angles aigus d un triangle rectangle

est
e&quot;gale

a Tangle forme par la hauteur et la mediane issues du sommet de

Tangle droit. Si Ton rapproche ce re&quot;sultat du precedent, quelle con

clusion peut-on en de&quot;duire?

40. Si Ton mene les bissectrices des angles exterieurs d un triangle ABC,
les trois triangles partiels et le triangle total qu elles determinent autour

du triangle donn6 sont e&quot;quiangles. Chaque angle du triangle ABC a pour

supplement le double de Tangle qui lui est oppose dans le triangle total.
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41. Dans un triangle ABC, on prend sur le cdte AB et sur son prolon-

gement AD AE = AC. puis on joint le sommet C aux points D et E.

Demontrer que Tangle E est la moiti6 de Tangle A du triangle ABC, etque

Tangle DCE est droit.

42. Dans un triangle ABC on mene, jusqu au cdte BC, une droite AD
faisant avec le c6t6 AB un angle 6gal a Tangle C et une droite AE faisant

avec le c6t6 AC un angle egal a Tangle B. Demontrer que le triangle DAE
est isocele.

43. Dans un triangle rectangle, si Tun des angles aigus est double de

Tautre, Thypotenuse est double du plus petit cote. Re&quot;ciproque.

44. Dans un triangle quelconque ABC ou Tangle B est double de Tangle C,

on mene AD perpendiculaire sur le cote BC; sur AB, prolonge ou non sui-

vant que Tangle B est aigu ou obtus, on prend BE egal a BD, puis on tire

la droite EDF qui coupe AC au point F. Demontrer : i que les longueurs

FD, FC, FA, sont egales et que les triangles ABC, AFE, sont equiangles;

2 que le c6t6 AB est egal a la difference des segments DC et DB de la

base BC si Tangle B est aigu, a leur somme si Tangle B est obtus.

45. L angle des bissectrices de deux angles cons^cutifs d un quadrila-

tere convexe est
e&quot;gal

a la demi-somme des deux autres angles du quadri-

lalere. L angle des bissectrices de deux angles opposes est egal a la demi-

difference des deux autres angles.

46. Les bissectrices des angles formes en prolongeant jusqu a leur ren

contre les cot6s opposes d un quadrilatere convexe se coupent sous un

angle e*gal a la demi-somme de deux angles opposes du quadrilatere.

VI. Du parallelogramme.

47. Deux quadrilateres convexes sont egaux lorsqu ils ont un angle egal,

et leurs quatre cotes gaux chacun a chacun et disposes de la meme ma-

niere. Enoncer le theoreme correspondent pour le cas de deux parallelo-

grammes, de deux rectangles, de deux losanges, de deux carrels.

48. Deux trapezes sont
e&quot;gaux lorsqu ils ont leurs quatre cotes egaux

chacun a chacun et disposes de la mfime maniere.

49. Toute droite comprise entre deux cot^s opposes d
?

un parallelo-

gramme et passant par le point d intersection de ses diagonales (ou par
le centre de ce parallelogramme) : 1 estdivise&quot;e par ce point en deux par
ties

e&quot;gales ;
2 divise le parallelogramme en deux quadrilateres egaux.

50. Tout quadrilatere est la moitte du paral!e&quot;logranimequeTon obtien

en menant par les extre&quot;mite&quot;s de chaque diagonale des paralleles a Tautre
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diagonale. Deduire de ce theoreme que deux quadrilateres ont meme
surface lorsque leurs diagonales sont respectivement 6gales else coupent

sous le meme angle.

51 . Si Ton mene la droite DE qui joint les milieux des cotes AB et AC

du triangle ABC et par les points D et E deux paralleles quelconques DF,

EG, jusqu a la rencontre du cote BC, le triangle ADE est le quart du

triangle ABC et le parallelogramme DEGF eri est la moitie.

52. Les droites qui joignent successivement les milieux des cotes d un

quadrilatere forment un parallelogramme, moitie de la figure primitive.

Consequence relative aux droites qui joignent les milieux des cotes du

quadrilatere.

53. En divisant arbitrairement, mais de la meme maniere, les cotes

d un
carre&quot;,

et en joignant successivement les points de division, on forme

un nouveau carre&quot; inscrit dans le.premier.

54. fitant donne&quot; un parallelogramme ABCD, on prend en sens inverse,

sur les cdtes opposes AB, CD, deux longueurs AE et CF, arbitraires, mais

egales; de m6me, sur les cotes opposes AD, BC, on prend en sens inverse

les longueurs arbitraires AH = CG. Demontrer : i que la figure EGFH
est un parallelogramme. inscrit dans le parallelogramme propose; 2 que
le centre du parallelogramme propose est en meme temps celui de tous

les parallelogrammes qu on peut y inscrire.

55. Le point de rencontre des droites qui joignent les milieux des cotes

opposes d un quadrilatere quelconque est le milieu de la droite qui unit

les milieux des diagonales de ce quadrilatere.

56. Les bissectrices des angles d un quadrilatere convexe forment un

second quadrilatere dont les angles opposes sont supple&quot;mentaires. Lorsque
le premier quadrilatere est un parallelogramme, le second est un rectangle

dont les diagonales sont paralleles aux cotes da parallelogramme et 6gales

a la difference de ses cotes adjacents. Lorsque le premier quadrilatere est

un rectangle, le second est un carr6.

57. Si, par un point quelconque de la base d un triangle isocele, on mene

des paralleles aux deux autres cotes, on forme un parallelogramme dont

le pe&quot;rimetre
est constant.

58. ABC 6tant un triangle rectangle et ABDM, ACEN, e&quot;tant les Carres

construits sur les c6ts AB et AC de Tangle droit, des sommets D et E,

opposes au sommet A, on abaisse des perpendiculaires DF, EG, sur 1 hypo-

te&quot;nuse BC prolonged. Demontrer : i que l hypote&quot;nuse
BC est

e&quot;gale
a la

somme des perpendiculaires DF et EG
;
2 que le triangle propose ABC

est la somme des triangles DFB, CEG.
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59. De*montrer que dans tout trapeze isocele les angles opposes sont

suppl&nentaires.

60. Dans tout trapeze, les quatre points, milieux des deux c6tes non

paralleles et des deux diagonales, sont sur une m6me droite parallele aux

deux bases du trapeze ;
la distance des points extremes est egale a la demi-

somme de ces bases; la distance des points intermediaires est e&quot;galea leur

demi-difference.

61. ABCD etant un parallelogramme, E-et F e&quot;tant les milieux des cotes

opposes AB et CD, les droites BF et DE divisent la diagonale AC en trois

parties e*gales.

62. Par le sommet A d un parallelogramme ABCD, on mene une droite

quelconque AX. Prouver que la distance du sommet C a la droite AX est

egale a la somme ou a la difference des distances des sommets B et D a

la meme droite, suivant que AX est exte&quot;rieure au parallelogramme ou le

traverse.

63. D, E, F, e&quot;tant respectivement les milieux des cotes AB, BC, CA, d un

triangle ABC, on mene DG pacallele a la mediane BF jusqu a la rencontre

de EF prolonged. De*montrer que les trois cotes du triangle DGC sont res

pectivement 6gaux aux trois medianes du triangle ABC.

64. De*montrer qu un polygone convexe, d un nombre impair de cote s,

est determine quand on donne les milieux de ses cotes.

65. Parmi tons les triangles qui ont un angle egal compris entre deux

cdtes variables dont la somme est constante, quel est celui dont le peri-

metre est minimum?

66. fitant donnees deux paralleles XY, X Y
,
et deux points A et B si-

tues hors de ces paralleles et de cdtes differents, trouver le plus court

chemin de A en B par une ligne brisee AMNB telle, que la portion MN
comprise entre les paralleles ait une direction donne&quot;e.

67. Surun billard rectangulaire, dans quelle direction faut-il lancer la

bille pour qu elle revienne au point de depart apres avoir frapp^ succes-

sivement les quatre cotes? Quelle est la longueur du chemin parcouru
alors par la bille? Comment g6neraliserait-on la question? (On admet

que, lorsque la bille frappe une bande, les deux droites qu elle suit, avant

et apres le choc, sont e&quot;galement inclinees sur la bande).
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LITRE II.

LA CIRCONF&RENCE DE CERCLE.

I. Des arcs et des cordes.

68. Etant donnees la base d un triangle et la difference des deux autres

cotes, trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissees des extre-

mites de la base sur la bissectrice de Tangle au sommet. Meme ques
tion en remplagant la difference des deux cotes par leur somme, et la

bissectrice de Tangle au sommet par celle de son supplement.

69. Si Ton divise la corde d un arc de -cercle en trois parties 6gales,

les rayons qui passent par les points de division partagent Tare en trois

parties, dont les deux extremes sont e~gales entre elles et moindres que
la partie intermediate.

70. Par un point A exterieur a une circonference 0, on mene une se-

cante ACD dont la partie exte&amp;gt;ieure AC est egale au rayon ;
on mene

en outre le diametre AOB : demontrer que Tangle COA est le tiers de

Tangle DOB.

71. tant donnes une circonference et un point dans son plan, quelle

est la plus petite corde qu on puisse mener par ce point dans la circonfe

rence ?

72. Si deux cordes
e&quot;gales

se coupent a Tinte&amp;gt;ieur ou a Texte&quot;rieur d une

circonference, les segments determines sur ces deux cordes par leur point

de rencontre sont respectivement 6gaux.

II. Tangente au cercle. Positions mutuelles de deux

circonferences.

73. La plus petite et la plus grande des droites qu on peut mener entre

deux circonferences passent par les centres de ces circonferences.

74. fitant donnas trois points non en ligne droite, faire passer par un

point donne&quot; ou de&quot;crire avec un rayon donne une circonference dont les

trois premiers points soient e&quot;galement distants.
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75. Si deux cordes AB et CD ?e coupent dans un cercle, la somme
AC -f- BD des arcs qu elles intcrceptent est egale a la somme des arcs

intercepted par les deux diametres paralleles a cos cordes.

76. Un cercle etant donne, combien faut-il de cercles de me&quot;me rayon

pour 1 entourer?

77. On donne un cercle de centre et de rayon R, et un point exte&quot;-

rieur A. Du point A comme centre, avec OA pour rayon, on demerit un

arc BOG, et du point comme centre avec 2R pour rayon, on decrit un

nouvel arc qui coupe le precedent en B et en C. On mene OB et OG qui

rencontrent respectivement en E et en D la circonference primitive. D6-

montrer que AE et AD sont tangentes a cette circonference.

78. AB etant un diametre fixe d un cercle, et CD une corde parallele a

ce diametre, on mene CB et DA qui se coupent en M, puis CA et DB qui

se coupent en N. Trouver le lieu des points M et N quand la corde CD se

deplace parallelement a elle-mme.

79. Quel est le lieu des centres des circonferences de m6me rayon qui

partagent une circonference donnee en deux parties egales?

80. Quel est le lieu des centres des circonferences de meme rayon qui

coupent sous un angle donne une circonference donne&quot;e*?

III. Mesure des angles.

81. A, B. C, etant trois points quelconques d une circonference, D le

milieu de Tare AB, et E le milieu de 1 arc AC, la droite DE coupe respec

tivement en F et en G les cordes AB et AC. De&quot;montrer que AF = AG.

82. A etant un point quelconque d un diametre, B 1 extremite du rayon

perpendiculaire a ce diametre, on mene BA qui coupe le cercle en P,

puis la tangente au point P qui coupe en C le diametre prolong^. De&quot;-

montrer que CA = CP.

83. A, B, C, A ,
B

,
C

,
etant six points pris sur une circonference, de

telle maniere que AB soit parallele a A B et AC a A C
,

de&quot;montrer que
BC et CB sont paralleles.

81. Les hauteurs AA
,
BB

,
CC

,
d un triangle quelconque ABC, sont les

bissectrices des angles du triangle A B C .

85. ABC etant un triangle inscrit dans un cercle, on joint le centre

au milieu D de 1 arc BC, et Ton mene AD. Demontrer que Tangle ABO est

la moitie de la difference des angles B et C.

86. Si par le point A, commun a deux circonferences qui se coupent,

on mene a volonte deux secantes ABC, ADE, les cordes BD et CE qui
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joignent leurs extremit6s se rencontrent sous un angle constant. Dan,

le cas ou les deux secantes se confondent, comment faut-il e&quot;noncer 1&amp;lt;

theoreme?

87. On donne deux circonferences et et un angle XAY situe dan,

leur plan. Le cdte&quot; AX coupe la circonference aux points B et C et li

circonference aux points B et C
;
le cote AY coupe la circonference (

en D et E, la circonference en D et E . Demontrer que les cordes BD

CE, B D
,
C E

,
indefmiment prolongees, forment un quadrilatere inscrip

tible.

88. Si par le point d intersection des diagonales d un quadrilater

inscrit ABCD, on mene la corde EOF qui a son milieu en 0, la partie d&amp;lt;

cette corde intercepted entre les c6te&quot;s opposes du quadrilatere sera auss

divise&quot;e par le point en deux parties e&quot;gales.

89. e&quot;tant le point de concours des hauteurs d un triangle ABC et (

le point ou la hauteur AD rencontre le cercle circonscrit au triangle, 01

a OD = DG.

90. fitant donnas un triangle ABC et le cercle circonscrit, si du miliei

de 1 un quelconque des deux arcs sous-tendus par le cote BC on abaiss-

des perpendiculaires sur AB et sur AC, la somme des distances des pied

de ces perpendiculaires aux sommets du triangle est egale a la demi

somme ou a la demi -difference des c6te&quot;s AB et AC.

91. Si par le point A, milieu d un arc BAG d une circonference, 01

mene deux cordes quelconques AD et AE qui coupent en F et en G li

corde BC, le quadrilatere DFGE est inscriptible.

92. ABCD e&quot;tant un quadrilatere inscriptible, on mene une circonferenc*

passant par A et B, une seconde par B et C, une troisieme par C et D, e

une quatrieme par D et A. Ces quatre circonferences se coupent succes

sivement en quatre points L, M, N, P, autres que les points A, B, C, D

Demontrer que le quadrilatere LMNP est inscriptible.

93. Si dans un quadrilatere ABCD on prolonge les cotes opposes Al

et CD jusqu a leur rencontre E, puis les cotes opposes AD et BC jusqu i

leur rencontre F, on forme une figure qu on nomme quadrilatere com-

plet, et qui renferme quatre triangles ABF, ADE, BCE, DCF. Demontrer

i que les cercles circonscrits a ces quatre triangles passent par unmemi

point; 2 que ce point et les centres des quatre cercles sont sur un&amp;lt;

mem circonference.

94. Sur les trois cdt6s d un triangle ABC, on construit exterieuremen

a ce triangle les triangles e&quot;quilateraux ABC ,
ACB

,
BCA . Demontrer

1 que les trois droites AA
,
BB

,
CC

,
sont egales; 2 qu elles concouren
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en un mme point 0; 3 quc, du point 0, on voit sous )c meme angle

les trois c6tes du triangle ABC.

95. Par un point fixe pris dans le plan d un cercle, on mene diverses

cordes : trouver le lieu des milieux de cos cordes.

96. Par 1 une des extre&quot;mites d un diametre AB d un cercle, on mene

une corde quelconque AC que Ton prolonge d une quantite CM egale a CB :

quel est le lieu des points M?

97. On donne un cercle et un point fixe A situe dans son plan. ABC
tant une corde quelconque issue du point A, on 61eve sur le milieu do

cette corde une perpendiculaire IM egale a IA. Qiiel est le lieu des

points M-/

98. ABC etant un triangle equilateral, quel est le lieu des points M,

tels que MA = MB -+- MC?

99. Trouver le lieu du point de concours des hauteurs des triangles qui

ont meme base et meme angle au sommet.

100. Une circonference roule dans Tinte&quot;rieur d un cercle de rayon

double : quel est le lieu decrit par un point de celte circonference?

101. Trouver le lieu des points tels, que si Ton abaisse de 1 un d eux

des perpendiculaires sur les trois cotes d un triangle fixe, les trois pieds

de ces perpendiculaires soient en ligne droite.

102. Dans un triangle, on donne : la somme ou la difference de deux

cotes et Tangle form6 par ces cotes en grandeur et en position. Trouver

le lieu du centre du cercle circonscrit.

103. Deux circonferences et etant tangentes interieurement au

point A, et BC etant une corde de la grande circonference tangente en D a

la petite circonference, la droite AD est la bissectrice de Tangle BAG.

104. La circonference touchant les deux circonferences et 0&quot; aux

points A et B, on prolonge la corde AB jusqu a son second point de ren

contre C avec la circonference 0&quot;. Demontrer que les deux rayons O A
et 0&quot;C sont paralleles. La droite O O&quot; rencontrant les circonferences

et 0&quot; aux points D et E, demontrer en second lieu que le quadrilatere

ABDE est inscriptible.

105. Le point C etant le milieu d un arc AB, et le point D un point

quelconque de cet arc, on a AC +- BC
&amp;gt;
AD -+ BD.

IV. Construction des angles et des triangles.

106. Construire un triangle, connaissant :

1 Deux cdtes et une mediane (deux cas);
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2 Un cote et deux me&quot;dianes (deux cas) ;

3 Les trois medianes
;

4 La base, la difference desdeux autres c6te&quot;s et la difference des angle

a la base;

5 La base, un angle a la base, et la somme ou la difference deS deu

autres cotes
;

6 La base, Tangle au sommet, et la somme ou la difference des deu

autres cotes.

107. Diviser un angle droit en trois parties egales.

108. Par un point donne 0, mener trois droites OA, OB, OC, de lor

gueurs donnees et telles, que leurs extremites A, B, C, soient en ligr

droite, et que les intervalles AB et BG soient 6gaux entre eux.

109. Soient ABC un triangle, et ABDE, ACFG, BCHK, les carres con

struits sur les trois cotes; connaissant les longueurs des trois droites EG

FH, KD, construire le triangle ABC.

V. Trace des paralleles et des perpendiculaires.

110. Decrire un cercle :

i Touchant deux droites donnees, et 1 une d elles en un point donne

2 Touchant une droite et une circonference donnees, et cette circor

ference en un point donne.

111. Construire un triangle, connaissant :

i Les pieds des trois hauteurs
;

2 Un angle, une hauteur et le perimetre (deux cas);

3 Un cote, 1 un des angles adjacents et la longueur de la bissectric

de cet angle ;

4 La somme de deux cotes et les angles;

5 Le perimetre et les angles ;

6 Un angle, la longueur de sa bissectrice et 1 une des hauteurs (deu

cas);

7 Les angles et une hauteur;
8 La base, la somme des deux autres cotes et la difference des angle

a la base.

H2. Construire un quadrilalere, connaissant les quatre cots et la droit

qui joint les milieux de deux cotes oppos6s.

113. Construire un pentagone, connaissant les milieux des cinq c6tes

114. Par Tun des points d intersection de deux cercles, mener une s6

cante commune qui ait son milieu en ce point.



QUESTIONS PROPOSERS. 817

\ lo. Par un point donne, mener une droite qui fasse des angles 6gaux

ivec deux droites donnees.

116. Tracer une droite de longueur donnee, dont les ex(rumits s ap-

mient sur deux droites donnees, et qui soit parallele a une droite donnee.

Meme probleme en remplagant les deux droites par deux circonferences.

\\1. On donne trois droites issues d un m6me point, et un point pris

ur Tune d elles; mener par ce point une secante qui soit divisee par les

rois droites en deux parties egales.

118. Par un point exterieur a un cercle, mener &quot;une se&quot;cante dont la Ion -

jueur totale soit double de sa partie ext^rieure.

119. Inscriredans un triangle un losange dont Tun des angles coincide

,vec un angle du triangle.

120. Tracer une circonference qui passe a
e&quot;gale

distance dequatre points

lonns, dont trois quelconques ne soient pas en ligne droite.

121. De&quot;crire une circonference de rayon donne, dont le centre soit sur

me droite donnee et telle, que la somme des distances, maximum et mi-

limum, d un point donne a cette circonference, soit
e&quot;gale

a une longueur
lonne&quot;e.

122. Par un point pris dans le plan d un parallelogramme, mener une

cante telle, que la partie comprise entre deux cotes opposes ( prolonges
, il le faut) soit egale a la partie comprise entre les deux autres cotes.

VI. Problemes sur les tangentes.

123. Mener a un cercle une tangente qui fasse un angle donne&quot; avec une

Iroite donnee.

12i. Deux cercles etant donnes, mener une s^cante telle, que les cordes

Qtercepte&quot;es sur elle par les deux cercles aient des longueurs donnees.

125. Des sommets d un triangle comme centres, decrire trois cercles

[ui se touchent deux a deux.

126. Decrire un cercle qui louche deux circonferences, et 1 une d elles

tn un point donne&quot;.

127. Construire un triangle rectangle, connaissant :

i L un des c6ts de Tangle droit et 1 exces de I hypot6nuse sur le troi-

ieme cot6;

2 Les angles et 1 exces de 1 hypotenuse sur un des cot^s de Tangle
roit.

128. tant donnes un cercle et un angle circonscrit, toute tangente a

arc qui tourne sa convexite vers le sommet determine avec les c6l&5 de
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Tangle un triangle dont le perimetre est constant et dont le troisieme c6te

est vu du centre du cercle sous un angle constant. Qu arrive-t-il lors-

que la tangente est menee par un point de Tare concave?

129. Construire un triangle, connaissant son
pe&quot;rimetre,

un angle en

grandeur et en position, et un point du troisieme cote.

130. Construire un triangle, connaissant :

1 Un angle, ainsi que la hauteur et la mediane issues de son sommet;
2 Un cote, un angle et une hauteur (cinq cas).

131. Construire un triangle ayant des angles donnas et tel, que ses

sommets appartiennent a deux circonfe&quot;rences concentriques donne&quot;es.

132. Construire un triangle, connaissant la base, la difference des

angles a la base, et sachant que le sommet doit etre situe&quot; sur une droite

donnee.

133. Dans tout triangle rectangle, le diametre du cercle inscrit est6gal

a Texces de la somme des deux cotes de Tangle droit sur Thypotenuse.

134. fitant donnes un triangle, le cercle inscrit et les trois cercles ex-

inscrits, demontrer : i que les quatre points de contact qui se trouvent

sur un meme cote&quot; (deux inte&amp;gt;ieurs et deux exterieurs) sont deux a deux

equidistants du milieu de ce cote&quot;
;
2 que la distance d un point de con

tact exte&quot;rieur au plus eloigne des deux sommets situes sur le m6me cot6

est egale au demi-p6rimetre du triangle ;
3 que la distance du point de

contact du cercle inscrit a Tun des sommets situes sur le m6me cote est

egale au demi-pe&quot;rimetre dinn mie&quot; du cote
oppose&quot;

a ce sommet; 4 que la

distance des deux points de contact interieurs situes sur le cote consi-

dere est egale a la difference des deux autres cot6s du triangle ;
5 que la

distance des deux points de contact exterieurs est egale a la somme des

deux autres cotes du triangle ;
6 que la distance du point de contact du

cercle inscrit a Tun des points de contact exterieurs est
e&quot;gale

a celui des

deux autres cotes du triangle qui aboutit au sommet situe&quot; entre ces deux

points de contact.

135. Soient ABC un triangle, D le centre du cercle circonscrit, celui

du cercle inscrit, et
, 0&quot;, &quot;,

les centres des cercles ex-inscrits respec-

tivement situes dans les angles A, B, C
;
demontrer : i que le cercle cir

conscrit passe par les milieux des droites 00
, 00&quot;, 00 &quot;;

2 que les

quatre points 0, B, C, ,
sont sur un meme cercle dont le centre est sur

la circonference D; 3 que les points 0&quot;, B, C, &quot;,

sont sur un m&ne

cercle dont le centre est sur la circonference D.

136. Si Tonde&quot;signe parRle rayon du cercle circonscrit au triangle ABC;

par / celui du cercle inscrit, par /
, /&quot;,

r
&quot;,

ceux des cercles ex-inscrits;
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par 8, o
, &amp;lt;T,

les perpendiculaircs abaisse&quot;es du centre du cercle circon-

scrit sur les c6tes; par u, a
, a&quot;,

les portions de ces perpendiculaires

comprises entre les cotes du triangle et la circonference circonscrite, on a

les relations

r -h ;&quot;-+- r
m

4R -f- /,

fi
-+- a 1

-f-
jx&quot;

= 2 R /
,

-f- -r- 5&quot; = R -+- r.

La derniere relation suppose que le centre D du cercle circonscrit est

situ6 a Tinte&amp;gt;ieur du triangle. Dans le cas oil le point D est exterieur,

comment faut-il modifier cette relation?

137. Construire un triangle, connaissant :

i Le rayon du cercle inscrit, un angle et la hauteur issue de son

sommet;
2 Un

cole&quot;,
la somme ou la difference des deux autres, et le rayon du

cercle inscrit ou de Tun des cercles ex-inscrits
;

3 Les centres des trois cercles ex-inscrits.

138. Construire trois cercles egaux qui se touchent deux a deux et qui

touchcnt interieurement un cercle donne.

139. fitant donnes la base et Tangle au sommet d un triangle, trouver

les lieux des centres du cercle inscrit et des cercles ex-inscrits.

140. Le trapeze isocele est le seul trapeze inscriptible.

VII. Appendice.

141. ABC etant un triangle quelconque, on construit sur les cots les

carres ABDE, ACFG, BCHK
;
on mene EG, DK, IIP, DC, BF, et 1 on abaisse

la hauteur AI; demontrer : i que les trois droites DC, BF, AI, concou-

rent en un meme point; 2 que les perpendiculaires abaissees respecti-

vement de A sur EG, de B sur DK, et dejC sur FH, concourent en un

meme point.

142. Partager un arc de cercle en deux parties telles, que la somme ou

la difference de leurs cordes soil
e&quot;gale

a une droite donnee.

143. Deux cercles et et une droite XY eHant donnes, trouver

sur XY un point tel, que les tangentes menses de ce point aux deux

cercles soient egalement inclinees sur la droite XY.

144. tant donne&quot;s une droite XY et deux points A et B situe&quot;s d un

meme cdte de cette droite, trouver sur XY un point M tel, que Tangle AMX
soit double de Tangle BMY.

145. On donne un cercle de centre et un diametre fixe AOB. Du
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point B, on mene une corde BC, que Ton prolonge d une quantite CD egale

a BC. On tire les droites CA et DO, qui se coupent en M. Quel est le lieu

du point M, lorsque la corde BC tourne autour du point B?

146. On donne un cercle et deux diametres rectangulaires AA ,
BB .

Du point A, on mene une secante ACI qui coupe le cercle en C et ledia-

metre BB prolonge en I. La tangente en C au cercle et la perpendieu-

laire en I au diametre BB se rencontrent en un point M dont on demande

le lieu.

147. Construire un triangle equilateral, sachant qu il doit s appuyer par

ses trois sommets sur trois circonferences concentriques donnees.

148. Construire un triangle dont on connait les angles, et qui ait ses

trois sommets sur trois droites paralleles donnees.

149. Trouver. dans le plan d un triangle, le point dont la somme des

distances aux trois sommets est un minimum.

150. Construire un quadrilatere, connaissant deux angles opposes, les

longueur des deux diagonales et Tangle qu elles forment.

151 . Dans le plan d un angle donne BAG, mener par un point donne D
une droite DBG telle, que le perimetre du triangle ABC ainsi forme ait une

longueur donnee.

152. D un point donne comme centre, decrire une circonference qui

coupe une droite donnee, de maniere que 1 un des segments determines par

la droite soit capable d un angle donn.

153. Couper un triangle donne par une droite telle, que les deux seg

ments intercepted sur cette droite par les trois cotes du triangle (pro-

longes s il est necessaire) aient des longueurs donnees.

154. Decrire un cercle qui touche une droite donnee en un point donne,

et qui coupe un cercle donn6 sous un angle donne.

155. On donne un triangle ABC rectangle en A; une perpendiculaire

quelconque DE a 1 hypotenuse coupe le cote BA en D, le cote CA en F;

on mene les droites DC et BF qui se rencontrent en M; trouver le lieu du

point M.
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LIVRE III.

LES FIGURES SEMBLABLES.

I. Lignes proportionnelles.

150. Demontrer que, si Ton m&ne entre les deux cotes (Tun triangle

une suite de paralleles a la base, la mediane qui correspond a cette base

est le lieu des points d intersection des diagonales des trapezes ainsi

obtenus.

157. Trouver le lieu ge&quot;ometrique des points d un plan e&quot;galement

eclaire&quot;s par deux foyers lumineux places dans ce plan, et dont les inten-

sites a Vunite de distance sont repre&quot;sentees par les nombres a et b.

138. Trouver dans le plan determine par trois foyers lumineux le point

egalementeclaire par chacun d eux.

Io9. Trouver le lieu des points qui partagent dans un rapport donne

toutes les droites comprises entre un point donne A et un cercle donne 0.

100. Trouver le lieu des points d ou Ton voit sous un meme angle donne

deux cercles donnes.

161, Trouver le point d ou Ton voit sous un meme angle donne trois

cercles donnas.

102. Soient deux droites quelconques AB et XY. Si AB est divisee au

point C dans le rapport , et si des points A, B, C, on mene jusqu a XY

les paralleles AA ,
BB

,
CC

,
a une direction quelconque, on a toujours

CC
(
m -i- n} = n . AA -+- in . BB .

II. Lignes proportionnelles dans le cercle.

163. fitant donnas un point A et un cercle 0, on mene a ce cercle par
le point A une secante ABC sur laquelle on prend un point M tel, qu on

ait AM.AC= X-
2

;
trouver le lieu de&quot;crit par le point M quand la secante

ABC tourne autour du point A.

21
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164. D un point donne hors d un cercle, lui mener une secante telle,

que la corde intercepted soit raoyenne proportionnelle entre la secante

entiere et sa partie exte&quot;rieure.

165. D un point donne hors d un cercle, lui mener une secante telle,

que le produit de la secante entiere par sa partie inte&quot;rieure soit 6gal a

un carre donne&quot; A-
2

.

166. fitant donne&quot; un triangle obtusangle, mener du sommet de Tangle

obtus au cote
oppose&quot;

une droite dont le carre soit
e&quot;gal

au produit des

segments qu elle determine sur ce cote&quot;.

167. AB est un diametre d un cercle, CD une corde perpendiculaire

a AB; par un point P pris sur CD, on mene une corde APQ : demontrer

que le produit AP.AQ esl constant.

168. Si Ton joint le centre d un cercle a un point d une corde, le carre&quot;

de la droite obtenue, plus le produit des segments que le point choisi

determine sur la corde, est egal au carre du rayon;

169. Les cordes communes a un cercle fixe et a tous les cercles que
Ton peut mener par deux points donnes, passent par un point fixe.

170. Dans tout triangle, la demi-difference de deux cotes est la moyenne

proportionnelle des distances du milieu du troisieme cote aux points ou

ce cot6 est coupe par la bissectrice et la hauteur issues du sommet de

Tangle oppose; de mme, la demi-somme de deux cotes est la moyenne

proportionnelle des distances du milieu du troisieme c6te&quot; aux points ou

ce cote est
coupe&quot; par la bissectrice du supplement de Tangle oppose&quot;

et

par la hauteur issue du sommet de cet angle.

171. fitant donnes un triangle ABC et le cercle circonscrit a ce triangle,

on mene la bissectrice AD de Tangle A qui coupe BC en D et le cercle

circonscrit en E, et la bissectrice AD du supplement de Tangle A qui

coupe BC prolonge en D et le cercle circonscrit en E : demontrer que BE
est la moyenne proportionnelle de EA et de ED, et que BE est la moyenne

proportionnelle de E A et de E D .

172. On donne Tangle au sommet d un triangle en grandeur et en po

sition, et la somme des inverses des c6tes qui comprennent cet angle :

demontrer que la base du triangle passe par un point fixe.

173. Deux droites se coupent a angle droit dans un cercle ou hors d un

cercle : demontrer que la somme des carres des deux droites opposees
determinees par leurs points d intersection avec la circonference est egale

au carre du diametre, ainsi que la somme des carres des quatre segments
des deux droites donne&quot;es.
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171. Si, dans le probleme pre&quot;ce&quot;dent,
AB et CD sont les cordes inter-

cept6es par la circonforence sur les deux droites donne*es qui se coupent

perpendiculairement en E, on a

AB -HCD -+-40E~ = 80A.
2

.

175. Soil un demi-ccrcle decrit sur AB; deux cordes quelconques AD

et BG se coupent en P : demontrer que AB = AD.AP -f- BC.BP.

176. Dans un triangle quelconque ABC, soient M le milieu de la base BC,

I son point de contact avec le cercle inscrit au triangle, H et K les points

de rencontre de la hauteur et de la bissectrice issues du sommet A avec

BC : demontrer la relation

MI.Hl = MH.KI.

177. R, fjp^p^p,, e&quot;tant les rayons du cercle circonscrit, du cercle

inscrit et des cercles ex-inscrits a un triangle quelconque, et d, ,, a} 3 ,

etant les distances du centre du cercle circonscrit aux centres des cercles

inscrit et ex-inscrits: demontrer les relations

178. Si ABCD est un parallelogramme, et si Ton decrit un cercle pas

sant par A et coupant respectivement en F, H, G, les cotes AB et AD et

la diagonale AC, demontrer la relation

AB.AF-hAD.AH = AC.AG.

179. Un cercle et un quadrilatere inscrit eHant donnas, demontrer que
si Ton complete le quadrilatere :

i Le carre&quot; de la troisieme diagonale est egal a la somme des Carres

des tangentes issues de ses extremes;
2 Cette diagonale est egale a la somme des deux tangentes issues de

son milieu;

3 Le cercle decrit sur cette diagonale comme diametre coupe ortho-

gonalement le cercle donne.

180. Deux cercles A et B se touchent en C; d un point D quelconque
exte&quot;rieur a ces cercles, on voit sous le m6me angle les rayons AC et BC.

Si du point D on mene aux deux cercles les tangentes DE et DF, on a

DE.DF=DC
2

.

181. Si, du sommet d un angle A d un triangle quelconque ABC, on

mene une droite AB anti-parallele a AC par rapport a Tangle C, puis une

21.
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droite AC anti-parallele a AC par rapport a Tangle B, on obtient sur le

troisieme cote BC trois segments B C
,
BC

,
CB

,
dont les deux extremes BC

et CB sont, 1 un BC adjacent au cot6 AB, 1 autre CB adjacent au cdteAC;
demontrer :

i Que chaque cote de Tangle A est moyen proportionnel entre le troi

sieme cots et le segment qui lui est adjacent;

2 Que les deux droites AC et AB sont egales entre elles, et que cha-

cune d elles est moyenne proportionnelle entre les deux segments ex

tremes BC et CB .

Deduire de la une demonstration directe des theoremes des nos 222

et 224.

182. Dans tout triangle, la somme des perpendiculaires abaissees du

centre du cercle circonscrit sur les trois cdtes est egale a la somme des

rayons des cercles inscrit et circonscrit.

183. Par deux points donnes, faire passer un cercle qui coupe en deux

parties egales une circonference donnee.

181. Si les bissectrices des angles a la base d un triangle sont egales,

ce triangle est isocele.

185. ABC etant un triangle cruelCOnque, D le milieu de la base, E le

pied de la hauteur abaisse&quot;e sur cette base, L le pied de la bissectrice de

Tangle oppose A, enfin H et K les points de contact de BC avec le cercle

inscrit au triangle et le cercle ex-inscrit dont le point de contact est entre B

et C, demontrer les relations

LH.LK = LD.LE, HD.HE = DE.HL.

186. Quatre points etant sur une m6me circonference, dans chacun des

triangles formes par ces quatre points pris trois a trois, existe un point

de rencontre des hauteurs : demontrer que ces quatre points de rencontre

sont sur une meme circonference egale a la premiere.

187. La somme des carrels des trois cotes d un triangle est egale :

i A deux fois la somme des produits de chaque hauteur par la portion

comprise sur elle entre le sommet correspondant et le point de concours

des trois hauteurs
;

2 A douze fois le carre du rayon du cercle circonscrit, moins la somme

des carres des trois droites qui unissent les sommets au point de concours

des trois hauteurs.

III. Similitude des polygones.

188. Si les trois cotes d un triangle font respectivement avec les trois cotes

d un autre triangle des angles 6gaux, ces deux triangles sont semblables.
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189. fitantdonne&quot; un triangle ABC, y inscrire un triangle semblable a

un triangle donn6, et qui ait l un de ses sommets en un point donne sur

1 un des cdtes du triangle ABC.

190. Un billard circulaire e&quot;tant donne&quot;, dans quelle direction faut-il

lancer la bille pour qu elle revienne au point de depart, apres avoir frappe

deux fois la bande ?

191. Si un triangle circonscrit a un triangle fixe se meut en restant

semblable a lui-mgrne, un point quelconque de son plan decrit une cir-

conference.

19:2. On donne une droite XY et un angle BAG dont le sommet est en

un point fixe A hors de cette droite. Le point B etant le point commun a

la droite XY et au cote BA, on prend sur 1 autre cote de Tangle BAG un

point C tel. qu on ait

AB. AC =/ .

Determiner le lieu de&quot;crit par le point C lorsque Tangle BAG tourne autour

de son sommet.

193. Mener a un cercle donne&quot;, par deux points donnes exterieurement,

deux secantes qui se coupent sur le cercle, et dont les deux autres points

d intersection avec lacirconference determinent unecorde paralleled une

direction donnee.

194. Inscrire dans un triangle donne&quot; un triangle semblable a un triangle

donne, et qui soit minimum.

195. Circonscrire au systeme de trois cercles donnas un triangle sem

blable a un triangle donne, et qui soit maximum.

196. Inscrire dans un triangle donne&quot; trois cercles dont les rayons et

les distances des centres soient clans un rapport donne, et qui ferment un

systeme minimum.

197. Trouver le lieu du troisieme sommet d un triangle semblable a

un triangle donne, et dont un sommet reste fixe, tandis que Tautre de&quot;crit

une droite ou une circonference donne&quot;e.

198. On donne un point A et une droite BC
;
trouver le lieu des points M

qui divisent les secantes AN mene&quot;es du point a la droite, de maniere

qu on ait

AM.AN = /^.

199. Les diagonales AC. BD d un quadrilalere inscrit ABCD se coupent
en E : demontrer qu on a

AB.BG _ BE

AD. DC
~~
ED
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200. Si un carre DEFG est inscrit dans un triangle rectangle ABC, de

maniere qu un c6te DE du carre coincide avec Thypotenuse BC, ce c6te

est moyen proportionnel entre les deux segments BD et EC de Thypo
tenuse.

201. La droite AB etant divisee aux points C et D de maniere qu on ait

AB_ AC
AC&quot;&quot; AD

si Ton mene par le point A une autre droite AE egale a AC, demontrer

que Tangle BED a EC pour bissectrice.

202. Si deux cordes se coupent dans un cercle, de maniere que les seg

ments de 1 une presentent le m6me rapport que les segments de 1 autre,

la bissectrice de Tangle forme par deux segments homologues passe par

le centre du cercle.

203. On donneun triangle ABC rectangle en A; une perpendiculaire DE
a Thypotenuse coupe le cote BA en D, le cote CA en F; on mene les

droites CD, BF, qui se coupent : lieu des points M d intersection.

204. Un triangle BAG etant inscrit dans une demi-circonference, une

perpendiculaire menee en D a Thypotenuse BC coupe les cotes BA et AC
du triangle et la demi-circonfe&quot;rence aux points E, G, F : demontrer la

relation

DF
2

=DE.DG.

205. Si, d un point A d une circonference, on mene les cordes AB,

AC, etc., qu on les coupe par une corde DE parallele a la tangente en A,

le produit de chaque corde issue du point A par le segment compris sur

elle entre le point A et la corde DE, est constant.

206. Etant donnes un parallelogramme ABCD et deux points P et Q
sur les cotes AD et CD, si Ton mene par ces points, dans une direction

quelconque, deux paralleles qui rencontrent respectivement en M et

en M les deux cotes AB et CB, le produit AM.CM est constant.

207. On donne trois droites paralleles et deux points P et Q ; si, autour

de ces points, on fait tourner deux droites qui se coupent sur Tune des

trois paralleles et qui rencontrent respectivement les deux autres en M
et en M

,
la droite MM passe par un point fixe.

208. Si, par le sommet d un angle donn6 et par un point exterieur a

cet angle, on fait passer une serie de cercles, ces cercles divisent les deux

cotes de Tangle en parties proportionnelles. Quel est le lieu du milieu

des cordes interceptees entre les c6te&quot;s de Tangle donne?
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209. Quand un losange ABCD est circonscril a un cercle, toute tan-

gente MM a ce cercle determine sur les cdtes AB et AD deux segments
BM et DM dont le produit est constant.

210. Deux cercles tangents exterieurement e&quot;tant donnes, la portion

de tangente commune exterieure comprise entre ces deux points de con

tact est la moyenne proporlionnelle des diametres des deux cercles.

211. Trouver dans le plan d un triangle ABC un point tel, que les

circonfe&quot;rences passant par ce point et deux des sommets du triangle soient

enlre elles comme trois droites donnees.

212. Si, sur les deux cotes AB et AC d un triangle ABC, on de&quot;crit des

cercles de maniere que leur second point d intersection se trouve sur la

base BC ou sur son prolongement, les diametres de ces cercles sont pro-

portionnels aux c6te&quot;ssur lesquels on les a respectivement de&quot;crits.

213. CDE etant la tangente commune a deux circonfe&quot;rences et rencon-

trant la ligne des centres AB au point E, si Ton mene aux deux circon-

feVences une secante FGHKE, demontrer la relation

EC.ED = EF.EK = EG. EH.

214. Si un cercle quelconque louche deux autres cercles donnas, la

droite qui unit les deux points de contact passe par un point fixe.

215. Lorsque deux triangles ont deux angles 6gaux et deux angles sup-

ple&quot;mentaires chacun a chacun, les cotes de ces triangles respectivement

opposes a ces angles sont proportionnels.

216. Soient dans un cercle le diametre AB et la perpendiculaire AC a

ce diametre; si, par un point C quelconque de cette perpendiculaire, on

mene au cercle une seconde tangente CD, la perpendiculaire DE, menee

par le point de contact D au diametre AB, est divisee en deux parties

egales par la droite CB.

217. On donne deux cercles dont Tun a pour centre un point de la

circonference de 1 autre; si Ton mene au cercle une tangente quel

conque qui rencontre 1 autre cercle en M et en M
,

le produit OM.OM
est constant.

218. Inscrire un carre dans un triangle. Discussion.

219. Inscrire dans un rectangle donne&quot; un rectangle semblable a un

autre rectangle donne. Discussion.

220. Un angle AOB, tournant autour de son sommet 0, intercepte sur

les cote^s d un angle fixe, supplementaire du premier, une corde AB :

trouver le lieu des points qui divisent cette corcle dans un rapport donne.
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221.
, b, r, designant les longueurs des

,
trois c6tes d un triangle;

p, 7, /-, celles des trois hauteurs; x, y, z, les cdtes des trois carres in-

scrits; #
, /, z

,
les cotes des trois Carres e,x-inscrits : demontrer les re

lations III I I I I I T

x p a y q b z r c

i ii i ii ill
x p a y (j

z r c

222. Sur la base BC d un triangle ABC, on decrit exterieurement au

triangle un carre* BCDE; on mene les droites AD et AE qui coupent BC

en P et Q : demontrer que PQ est 6gal au c6te du carre inscrit dans le

triangle ABC et reposant sur BC.

223. Dans tout triangle ABC, le produit des distances des points B etC

a la bissectrice de Tangle interieur A, est egal au produit de la bissec-

trice de Tangle extefieur supplementaire par la distance du milieu de BC

a la premiere bissectrice; de meme, le produit des distances des points B

et C a la bissectrice de Tangle exte&amp;gt;ieur A est
e&quot;gal

au produit de la bis

sectrice de Tangle interieur supplementaire par la distance du milieu

de BC a la premiere bissectrice.

224. La distance d un point M d une circonference a une corde quel-

conque est la moyenne proportionnelle des distances du meme point aux

tangentes menees par les extremites de la corde consideree.

225. Le produit des distances d un point quelconque d une circonfe

rence a deux cdtes opposes d un qtiadrilatere inscrit dans cette circonfe

rence, est
e&quot;gal

au produit des distances du meme point aux deux autres

cdtes.

226. Si des trois sommets d un triangle et du point de rencontre de

ses me&quot;dianes, on mene des paralleles dans une direction donnee jusqu a

un axe quelconque, la derniere parallele est la moyenne arithmetique des

trois premieres.

227. tant donne&quot;s deux triangles et un point, mener par ce point une

droite telle, que les sommes respectives des distances des sommets des

deux triangles a cette droite soient dans un rapport donne

IV. Relations metriques entre les differentes parties

d un triangle.

228. Si, du milieu d un des cotes d un triangle rectangle, on abaisse

une perpendiculaire sur Thypotenuse, la difference des carres des seg-



QUESTIONS PROPOSEES. 829

menls determines sur I hypotttause est 6gale au carr6 de 1 autre c6te&quot; du

triangle.

220. Soil Tangle droit AOB plac6 au centre de la circonference OA.

D un point quelconque C pris sur 1 arc AB, on abaisse sur OA ou sur OB

la perpendiculaire CD, qui rencontre en E le rayon, bissectrice de Tangle

AOB : demontrer la relation

230. Si, d un point pris dans le plan d un polygone, on abaisse des per-

pendiculaires sur tous ses cotes, les deux sommesdes Carres des segments

ainsi determines, pris alternativement, sont gales.

231. fitant donne&quot; un cercle 0, on de&quot;crit un demi-cercle sur Tun de

ses rayons OA, et Ton mene a ce rayon une perpendiculaire CDE qui

coupe le cercle en D et le demi-cercle OA en E : demontrer la relation

232. Dans tout quadrilatere, la somme des carres des diagonales est

le double de la somme des cartes des droites qui joignent les milieux des

c6te&quot;s opposes.

233. Soit G le point de rencontre des medianes d un triangle ABC; de&quot;-

montrer la relation

AB
2

-4- AC
2

-h BC
J

= 3 (AG
2

+ BG* + CG ).

En de&quot;duire le rapport de la somme des Carres des cotes d un triangle

a la somme des carrels de ses medianes.

234. Soient G le point de rencontre des medianes d un triangle ABC,

et M un point quelconque pris dans son plan : d^montrer la relation

:\IA

2

+ MB -T- MC~ = AG&quot; H- BG
2

4- CG
2

-+- s MG
S

.

235. Etant donn6 un triangle ABC, trouver le lieu des points dont la

somme des carres des distances aux trois sommets du triangle est con-

stante et egale a un carre&quot; donne X
2
.

236. La somme des carres de deux cot6s d un quadrilatere, plus la

somme des carres des diagonales, est egale a la somme des Carres des

deux autres cotes, plus quatre fois le carre de la ligne qui joint les mi

lieux de ces c6te&quot;s.

237. La somme des carres des diagonales d un trapeze est
e&quot;gale

a la
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somme des carres des cotes non paralleles, plus deux fois le produit des

bases.

238. Si Ton prend deux points a
e&quot;gale

distance du centre sur le dia-

metre d un cercle, la somme des carres des distances d un point de la cir-

confe&quot;rence a ces deux points est constarite.

239. Dans tout triangle ABC, le produit des distances des points B etC
a la bissectrice de Tangle interieur A est

e&quot;gal
au carre de la moitie de BC,

diminue du carre* de la demi-difference des cotes AB et AC; de mme, le

produit des distances des points B et C a la bissectrice de Tangle exte&quot;-

rieur A est egal au carre de la demi-somme des cotes AB et AC, diminue

du carre de la moitie de BC.

240. Le sommet A d un rectangle ABCD est fixe, les sommets B et D
se meuvent sur un meme cercle

; quel est le lieu du sommet C oppose au

sommet A?

241. Trouver le lieu des points qui partagent les diverses cordes d un

cercle donne&quot; en deux segments (additifs ou soustractifs) dont le produit

soit constant.

242. fitant donnes un cercle et un point P, trouver le lieu des

points M tels, que la distance MP soit egale a la tangente menee du

point M au cercle 0.

243. b et c etant les c6tes de Tangle droit d un triangle rectangle, et^

la hauteur qui correspond a Thypote&quot;nuse, de&quot;montrer la relation

244.
, b, c, etant les c6te&quot;s d un triangle rectangle en A, et h la hau

teur qui correspond a Thypotenuse ,
le triangle qui a pour cotes b -+- c,

h et a H- /z, est aussi rectangle.

245. Si un triangle Equilateral a ses sommets respectivement situes sur

trois droites paralleles, et si b et c sont les distances de la parallele inter-

mediaire aux deux autres, le cdte&quot; du triangle a pour expression

be
2.

246. Dans tout trapeze, la difference des Carres des diagonales est a la

difference des Carres des cotes non paralleles comme la somme des cotes

paralleles est a leur difference.

247. Calculer les diagonales d un trapeze, connaissant ses quatre cotes.
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248. ABCD est im quudrilatere, E le milieu de la droite qui unit les

milieux des diagonales; si du point E comme centre on decrit un cercle,

montrer que la somme des Carres des distances d un point P de ce cercle

aux quatre sommets A, B, C, D, est constante et
e&quot;gale

a la somme

des carres des distances du centre E aux monies sommets, plus quatre

foisEp .

249. line corde PAQ coupe en A le diametre d un cercle sous un angle

de 45 degres, demontrer que AP -+- AQ est 6gale a deux fois le carre du

rayon.

250. Si deux cordes se coupent dans un cercle, la difference de leurs

carres est 4gale a la difference des carres des differences de leurs seg

ments.

251. Si Ton prend un point dans I interieur d un rectangle, les sommes

des carres des distances de ce point a deux sommets opposes sent
e&quot;gales.

252. Si Ton mene une tangente a un cercle, la partie de cette tangente

interceptee par les tangentes menees aux extremites d un meme diametre

est divisee au point de contact en deux segments dont le produit est
e&quot;gal

au carre&quot; du rayon.

253. Si, autour de deux points A et B d une circonference, on fait tour-

ner les cdte&quot;s d un an-gle droit M, et que du point N ou le cote BM coupe
la circonference on abaisse la perpendiculaire KP sur le diametre AA

,
le

AM 2

rapport -^-
est constant.

254. Si Ton prend respectivement sur les trois c6tes BC, CA, AB, d un

triangle ABC, trois points a, &amp;lt;$, 7, tels, qu on ait

(B~*
- cT) + (^ - Ip

2

) -t- (A^/ - F/) - o,

les perpendiculaires ^levees par ces points sur les c6tes du triangle con-

courent en un meme point.

255. Deduire de la proposition precedente :

i Que les perpendiculaires elevees sur les milieux des cotes d un triangle

se coupent en un m6me point, qu il en est de meme des trois hauteurs

et des perpendiculaires menees aux cotes d un triangle par les points de

contact des trois cercles ex-inscrits;

2 Que si les perpendiculaires menses des sommets d un triangle ABC
sur les cotes d un triangle A B C se coupent en un meme point, re&quot;cipro-

quement les perpendiculaires menees des sommets du triangle A B C sur

les c6tes du triangle ABC sont aussi concourantes.
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256. Soil un triangle ABC rectangle en A, et
partage&quot;

en deux autres

triangles rectangles par la perpendiculaire AD abaissee du sommet A sur

Thypotenuse; si Ton designe par R, r, r
,
les rayons des cercles inscrits

dans les triangles ABC, ABD, AGO, on a

257. Dans un triangle quelconque, une perpendiculaire etant menee du

sommet sur la base, cette base est a la somme des deux autres cotes

comme leur difference est a la difference ou a la somme des segments de

la base, suivant que la hauteur consideree tombe en dedans ou en dehors

du triangle.

258. Si un cote de Tangle droit d un triangle rectangle est double de

Tautre, la perpendiculaire abaissee du sommet de Tangle droit sur Thypo
tenuse la divise en deux segments qui sont dans le rapport de i a 4-

259. Deux cercles dont les rayons sont dans le rapport de 2 a 3 se

touchent inte&quot;rieurernent, et par le centre du plus petit cercle on mene une

droite perpendiculaire a la ligne des centres; demontrer que les tangentes

menses au plus petit cercle par les points ou cette perpendiculaire ren

contre le plus grand sont a angle droit Tune sur Tautre.

2GO. Deux cercles sont tangents en
; par le point 0, on mene a angle

droit Tune sur Tautre les se~cantes communes POP
, QOQ ;

A et A e&quot;tant

les points ou la ligne des centres coupe les deux cercles, demontrer la

relation

261. AOB est un quadrant; si Ton tire la corde Qq parallele a la

corde AB, en la prolongeant jusqu a ses points de rencontre R et r avec

les rayons AO et OB, on a

QR
J

* Q~r = AB
2

.

V. Problemes relatifs aux lignes proportionnelles.

262. Mener par un point donne entre deux droites donnees une droite

telle, que le point donne la partage dans un rapport donne

263. fitant donnes deux points sur une circonference, determiner sur

cette circonference un troisieme point tel, que le rapport de ses distances

aux deux premiers soit egal a un rapport donne
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264. Determiner hors d n cercle un point tel, que la sommc des deux

(an.LTnte* mentks an cerclo par ce point soit egalo a la statute entiere

qui passe par ce point et le centre du cercle.

265. Inscrire dans un triangle un rectangle dont le rapport des colt-s

soit donne.

266. On donne sur deux paralleles deux points A et B, et un point C
exterieur a ces paralleles. Mener par le point C, a ces paralleles, une se-

cante dont les distances des points d intersection aux points A et B soient

dans un rapport donne*.

267. Determiner le point dont les distances a trois points donnes sont

dans des rapports donnes.

268. Etant donnas une circonfe&quot;rence et un point, mener par le point

iune secante qui soit divise*e par cette ciroonfe*rence dans un rapport
idonne

1

.

269. On donne deux cercles qui se coupent : mener par un de leurs

jpoints d intersection une secante telle, que le produit des deux cordes in-

[terceptees soit egal a un carre donne*.

270. Determiner sur la bissectrice de I angl6 A d un triangle ABC le

lint M pour lequel la difference des angles MBC et MCB est maximum.

271. Inscrire dans un triangle un parallelogramme semblable a un pa-

irallelogramme donne.

272. Decrire un cercle qui coupe en deux parties egales trois circon-

ferences donne&quot;es.

273. Construire un triangle, connaissant sa base, la somme ou la dif-

jrenc^des deux autres c6tes, et sachant que son troisieme sornmet est

itue sur une droite donnee.

27 i. Construire un triangle, connaissant un cot6, un angle et le rapport

les deux autres cdtes.

275. Construire un triangle, connaissant deux cotes et la longueur de

\i
bissectrice de Tangle qu ils comprennent.

276. Dans un cercle donne&quot;, inscrire un triangle :

1 Tel que sa base soit parallele a une droite donnee, ses deux autres

passant respectivement par deux points donnas sur cette droite;

2 Tel que sa base soit parallele a une droite donnee, ses deux autres

;es passant respectivement par deux points donnes d une maniere quel-

ique;

3 Tel que ses trois c6t6s passent respectivement par trois points den

es d une maniere quelconque.
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277. Construire un triangle, connaissant le produit de deux cotes, 1;

mediane relative au troisieme c6te&quot; et la difference des angles adjacents ;

ce cdte.

278. Construire un triangle, connaissant un angle, la hauteur relativ&amp;lt;

au cote oppose et la somme ou la difference des deux autres cdte&quot;s.

279. Par deux points donnes, mener a une circonference donne deuj

se&quot;cantes qui se coupent sur la circonference, et dont les deux autrei

points d intersection determinent une corde parallele a la droite qui join

les deux points donnes.

280. fitant donne&quot;es trois circonferences concentriques, construire ui

triangle semblable a un triangle donne et qui ait ses sommets respective

ment situes sur les trois circonferences donnees.

281 . Construire un carre, connaissant la somme ou la difference de s;

diagonale et de son c6te\

282. fitant donnees deux droites qu on ne peut prolonger, mener pa
un point donne une droite qui aille passer par le point de concours in

connu des deux premieres.

283. Mener par le point d intersection de deux circonferences une sd

cante telle, que les cordes interceptees sur elle par les deux circonference!

soient dans un rapport donne&quot;.

284. On donne deux droites et un point dans leur angle; determine:

sur Tune d elles un point qui soit a la meme distance du point donne&quot; e

de la seconde droite.

285. Partager, lorsque cela est possible, une droite donne&quot;e qn dew

parties telles, que la somme de leurs carres soit egale a un carre donn6

286. Diviser une droite donnee en deux parties telles, que la somme d&amp;lt;

leurs carrs soit minimum.

287. Partager une droite donn6e en trois parties telles, que la pre
miere et la seconde soient dans le rapport de deux droites donne&quot;es 1M

et N, et la seconde et la troisieme dans le rapport de deux autres droites

donnees P et Q.

288. Determiner le point dont les distances aux trois c6tes d un triangle

sont proportionnelles a trois droites donnees.

289. Construire un quadrilatere mscriptible, connaissant ses quatre

cotes. De&quot;duire de cette construction la re&quot;ciproque du theoreme du

n241.
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290. Construire un trapeze, connaissant les deux dragonales et les deux

cdtes non paralleles.

291. Par un point donne, faire passer une circonference qui louche

deux droites donne*es.

292. Par un point donne&quot;, faire passer une circonference tangente a

deux circonferences donne&quot;es.

293. Par un point donne, faire passer une circonfe&quot;rence tangente a une

droite et a une circonference donne&quot;es.

2 (,K. Construire une circonference tangente a deux droites donne&quot;es et

a une circonference donne&quot;e.

295. Construire une circonference tangente a une droite donne&quot;e et a

deux circonferences donnees.

VI. Polygones reguliers.

296. En joignant de deux en deux les sommets d un pentagone regulier

on en prolongeant ses col6s de deux en deux, les points d intersection

obtenus forraent interieurement on exterieurement un autre pentagone

regulier.

297. Si Ton prolonge deux cots AB et CD d un polygone regulier de

centre 0, separes par un seul cote&quot; BC, jusqu a leur rencontre en E, le

[uadrilatere AECO est inscriptible.

298. Prouver qu on peut exe&quot;cuter un pavage, soit avec des triangles

quilateraux, soit avec des Carres, soit avec des hexagones re&quot;guliers. On
ne peut le faire en employant des pentagones reguliers ou des polygones

reguliers de plus de six cotes.

299. On peut executer un pavage, soit en assemblant a la fois des Carres

et des octogones reguliers de mSme cote, soit en assemblant des triangles

Squilateraux et des dode&quot;cagones reguliers de meTne cote, soit en assemblant

des de&quot;cagones et des pentagones reguliers de m6me cote&quot;.

300. Un polygone equilateral inscrit dans un cercle est regulier. Un

polygone equilateral circohscrit a un cercle est
re&quot;gulier, si le nombre de

ses cotes est impair.

301. Un polygone equiangle inscrit dans un cercle est
re&quot;gulier, si le

nombre de ses cdte&quot;s est impair. Un polygone equiangle circonscrit a un

cercle est rgulier.

302. Si Ton rapporte un polygone regulier a deux axes coordonne&quot;s, les

coordonnees de son centre sont respectivement les moyennes arithm^tiques
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des coordonnees deses differents sommetspar rapport aux axes consideres.

Application au triangle equilateral.

303. Si des sommets d un triangle equilateral inscrit, on mene des per-

pendiculaires sur un diametre du cercle circonscrit, Tordonnee qui tombe

d un cote de ce diametre est egale a la somme des deux ordonnees qui

tombent de 1 autre cote
;
de m6me, 1 abscisse qui tombe d un cole du centre

est egale a la somme des deux abscisses qui tombent de 1 autre cote.

304. La somme des distances d un point pris a I int6rieur d un poly-

gone regulier aux m cotes de ce polygone est egale a m fois Tapotheme.
Considerer le cas ou le point choisi est exterieur.

305. Si d un point P du cercle circonscrit a un triangle equilateral ABC,

on mene des droites a ses sommets, la somme PA H- PB -h PC est con-

stante. Si ABCP, A B C P
,
sont deux cercles concentriques dans lesquels

soient inscrits les triangles equilateraux ABC, A B C
,
on a

APV BP
2

-t- CP
2

= A7? -*- BTV C/P&quot;.

306. AB et AC etant les cotes du pentagone et du decagone regulier

inscrils dans un cercle dont le centre est 0, on mene la bissectrice de

Tangle AOC qui coupe en D le cote AB : demontrer la similitude des trian

gles ACB et ACD
;
ainsi que celle des triangles AOB et DOB, et en deduire

la relation connue

307. Deux diagonales d un pentagone regulier qui n aboutissent pas au

meme sommet se coupent en moyenne et extreme raison.

308. Dans un polygone inscrit d un nombre de cote pair, la somme

des angles de rang impair est toujours egale a la somme des angles de

rang pair.

VII. Problemes sur les polygones reguliers.

309. Sur une droite donnee comme cote, decrire un octogone regulier.

310. Inscrire un carre dans 1 espace compris entre deux cercles secants

egaux.

311. Inscrire un triangle equilateral dans un carre donne, en placant
1 un de ses sommets soit en 1 un des sommets du carre donne, soit au

milieu d un de ses cotes.

312. Sur une droite donnee comme diagonale, decrire un parallelo-

gramme dont les angles soient doubles 1 un de 1 autre. Deduire de la

solution de ce probleme un moyen d operer la trisection de Tangle droit.
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313. Connaissant le cote d un polygone re&quot;gulier
inscrit dans un cercle,

calculer le cot6 du polygone rdgulier inscrit d un nombre de c6te&quot;s deux

fois moindre. Appliquer cette formule & la recherche du c6t6 du pen-

tagone rEgulier, connaissant le cot6 du decagone r6gulier.

314. Sur le diametre AB d un cercle 0, on construit un triangle e&quot;qui-

late&quot;ral ABC; on divise AB en n parties Egales, et Ton joint le sommet C

a 1 extreinitE D de la seconde division
;
CD prolonged coupe le cercle en F,

et Ton demande de calculer la corde AF. Examiner les cas particuliers

de n = 3, 4, 6.

315. Trouver le lieu des points dont la somme des Carres des distances

aux sommets d un polygone re&quot;gulier est constante et egale a un carre

donne.

316. Connaissant rapotheme du decagone rEgulier, calculer son cote&quot; et

le rayon du cercle circonscrit.

317. Dans une circonference 0, on trace les deux diametres perpen-
diculaires AB et CF; du point D milieu de OC comme centre, avec DA

pour rayon, on de&quot;crit un arc de cercle jusqu a sa rencontre au point E
avec le diametre CF : dEmontrer que OE repre&quot;sente

le cotE du decagone

regulier et AE celui du pentagone rEgulier inscrit.

318. Calculer les rayons des cercles inscrit et circonscrit au triangle

Equilateral, au carre, au pentagone, a 1 hexagone, au de&quot;cagone et au do-

decagone, en prenant pour unite le cot du polygone re&quot;gulier consid6r6.

319. Calculer rapotheme du pentagone, de 1 hexagone, du decagone et

du dodecagone re&quot;gulier, en prenant pour unite&quot; le rayon du cercle cir

conscrit.

320. Connaissant le rapport du perimetre d un polygone re&quot;gulier
inscrit

au perimetre du polygone rEgulier circonscrit semblable, calculer les
pe&quot;-

rimetres de ces deux polygones en prenant pour unite le diametre du

circle donne&quot;.

321. m etant le rapport des pe&quot;rimetres des polygones r^guliers inscrit

et circonscrit d un m6me nombre de cotes, et m le rapport des perimetres
des polygones re&quot;guliers inscrit et circonscrit d un nombre de cotes double,

demontrer la relation
*

322. Inscrire dans un triangle Equilateral donnE trois cercles Egaux

tangents entre eux, et determiner leur rayon en fonclion du cote du

triangle.

22
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323. Inscrire dans un carre donn6 quatre cercles
e&quot;gaux tangents entre

eux, et determiner leur rayon en fonction du cote du carre&quot;.

324. Inscrire dans un cercle donne /// cercles
e&quot;gaux tangents entre eux,

et determiner leur rayon en fonction du rayon du cercle donne et de la

corde qui sous-tend la mifme
partie de sa circonference.

VIII. Mesure de la circonference.

325. Dans deux circonferences de rayons differents, le rapport des

angles au centre qui interceptent des arcs de meme longueur est egal

au rapport inverse des rayons.

326. Si deux circonferences sont tangentes interieurement a une troi-

sieme circonference, et si la somme de leurs rayons est egale a celui de

cette troisieme circonference, 1 arc compris entre leurs points de contact

sur la grande circonference est egal a la somme des arcs respectivement

compris sur les circonferences interieures entre leur point de rencontre

le plus rapproche&quot; de la grande circonference et les memes points de

contact.

327. Demontrer que TT est compris entre 3 et 4? par la consideration

des perimetres de 1 hexagone regulier inscrit et du carre&quot; circonscrit.

328. Quelle erreur commet-on en remplagant la demi-circonference

d un cercle par la somme des cotes du triangle equilateral et du carre

inscrit dans ce cercle?

329. Soient dans un cercle le diametre AB et la corde AC egale au

rayon ;
menons le rayon OD perpendiculaire sur AC, et prolongeons-le

jusqu a son point de rencontre en E avec la tangente en A; portons a

partir du point E sur cette tangente, et dans le sens EA, une longueur EF

egale a trois fois le rayon OA
; puis menons la droite FB. Quelle erreur

commet-on en remplagant par cette droite la demi-circonference OA?

330. Si Ton decrit deux demi-cercles egaux sur le diametre d un demi-

ccrcle donne, si Ton inscrit un cercle dans Tespace compris entre les trois

demi-circonfer^ences,
le diametre de ce cercle est

a^
celui des cercles gaux

dans le rapport de 2 a 3.

331 . Connaissant les longueurs &amp;lt;7, , c, des cordes de trois arcs formant

ensemble la demi-circonference, chercher de quelle equation depend le

diametre x du cercle considere.

332. ^valuer le pe&quot;rimetre
du polygone regulier de vingt cotes forme

par les intersections successives des coles du decagone regulier e&quot;toile.
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333. D6montrer les formulcs

77 2 2
=; (indefmiment) ;

7T = lim.2m Y 2 y 2 -+- Y 2 -+-V

Dans la derniero formule, le nombre
/&amp;gt;/, qu il faut faire croitre indefmi

ment, est 6gal au nombre des radicaux places sous le premier radical.

334. Soient p et // les dcmi-pcrinwtrcs de deux polygones r6guliers

inscrits dans le cerele de rayon i, le second polygone ayant deux fois plus

de cotes que le premier. Demontrer que 1 expression

est une valeur de r&amp;gt; approch^e par d^faut, et que 1 erreur correspondante
est moindre que

IX. Appendice.

335. A, B, C, D, e&quot;tant quatre points en ligne droite, on a, en grandeur
et en signe, la relation

AB.CD-f- AC.DB-f- AD.BC = o.

336. Si Ton
de&quot;signe par p le premier des six rapports anharmoniques

distincts

(ABCD), (ACBD), (ADBC), (ABDC), (ACDB), (ADCB),

auxquels donnent lieu quatre points, A, B, C, D, en ligne droite, Jes cinq
autres ont respectivement pour valeurs

_, P

p i-p p-i*

337. Si les points P et P divisent harmoniquement la droite AB, dtant

le milieu de AB, I le milieu de PP
,

et M un point pris arbitrairement

sur AB, on a

338. La moyenne proportionnelle de deux droites est aussi la moyenne
proportionnelle de leur moyenne arithmetique et de leur moyenne har-

monique.

22.
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339. Si A, B, C, D et A
,
B

,
C

,
D

,
sont deux systemes de quatre points

correspondents, situes sur deux droites distinctes L et L et ayant meme

rapport anharmonique, les trois droites PB, PC, PD, issues d un point

quelconque P de AA
, coupent respectivement les trois droites P B

,
P C

,

P D
,
issues d un autre point quelconque P de AA

,
en trois points (3, 7, ,

situes en ligne droite.

340. A, B, C, D et A
,
B

,
C

,
D

,
6tant deux systemes de quatre points

correspondants, situes sur deux droites L et L qui se coupent en A, si

Ton prend dans leur plan deux points quelconques et
,
les droites OB,

OC, OD, coupent respectivement les droites correspondantes O B
,
O C

,

O D
,
en trois points p, 7, $, situes en ligne droite.

34* . A, B, C, 6tant trois points d une droite L, et A
,
B

,
C

,
trois points

correspondants d une autre droite L
, prouver que les trois couples de

droites AB et A B, AC et A C, BG et B C, se coupent en trois points \

p., v, situes en ligne droite.

342. Si les trois cotes d un triangle tournent autour de trois points fixes

situes en ligne droite, et si deux sommets glissent sur deux droites fixes,

le troisieme sommet decrit une ligne droite.

3i3. Si les cotes d un polygone tournent autour d autant de points fixes

situes en ligne droite, et si tous les sommets moins un glissent sur des

droites fixes, le dernier sommet decrit une ligne droite; et il en est de

meme du point de rencontre de deux cotes quelconques non contigus.

344. Si les trois sommets d un triangle glissent sur trois droites fixes

qui se coupent en un meme point, et si deux de ses cotes tournent autour

de deux points fixes, le troisieme cot passe par un point fixe en ligne droite

avec les deux premiers.

345. Si les sommets d un polygone glissent sur autant de droites fixes

qui concourent en un meme point, et si tous les cdtes moins un tournent

autour d autant de points fixes arbitrages, le dernier cote passe par un

point fixe; et il en est de meme d une diagonale quelconque.

346. Lorsque trois triangles homologiques deux a deux ont le mme axe

d homologie, les trois centres d homologie sont en ligne droite
;
et lorsque

trois triangles homologiques deux a deux ont le meme centre d homologie,

les trois axes d homologie cencourent en un meme point.

347. Lorsqu une corde d un cercle tourne autour d un point fixe 0, la

somme des deux quotients qu on obtient en divisant la distance de chaque
extremite de la corde a une droite donne&quot;e L, par la distance de cette corde

a la polaire du point 0, est constante.
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348. Lorsque le sommet d un angle circonscrit a un cercle decrit unc

droite L, la somme des deux quotients qu on obtient en divisant les dis

tances de chaque c6t6 de Tangle a un point Gxe et au pole de L est

constante.

349. Les polaires des diflerents points de 1 axe radical de deux cercles

se coupent sur cet axe; et reciproquement, si les polaires de chaque point

d une droite par rapport a deux cercles se coupent sur cette droite, elle

est 1 axe radical des deux cercles.

350. Les poles de 1 axe radical de deux cercles, pris par rapport a ces

cercles, divisent harmoniquement la droite qui joint leurs centres de si

militude.

351. Si du centre de similitude de deux circonferences on leur mene

deux secantes, les cordes qui joignent dans les deux circonferences les

points d intersection correspondants sont paralleles ;
et des huit points

d intersection obtenus, quatre quelconques (non situes sur la meme s-

cante) se trouvent sur une meme circonference, pourvu que parmi les

quatre points choisis il n y en ait pas deux homologues.

332. Un cercle inscrit dans un quadrilatere ABCD, touchant ses cotes

aux points E, F, G, H, si Ton joint le point d intersection K des droites

EH et FG au centre 0, la droite KO est perpendiculaire sur la diago-

nale AC.

353. Quand un quadrilatere est circonscrit a deux cercles, chaque dia-

gonale coupe la ligne des centres en un point qui a la m6me polaire par

rapport aux deux cercles.

35 i. Si Ton divise un quadrilatere en deux autres par une se&quot;cante quel-

conque, les points de rencontre des diagonales des trois quadrilateres sont

trois points en ligne droite.

355. Le rapport anharmonique de quatre points d un cercle est egal au

rapport des produits des c6te&quot;s opposes du quadrilatere inscrit determine

par ces quatre points.

356. Trois cercles 0, , 0&quot;,
e&quot;tant donnes, en de&quot;crivant un quatrieme

cercle quelconque w et en prenant les axes radicaux du cercle w et de cha-

cun des cercles donnas, on forme un triangle ABC
;
en decrivant un autre

cercle &&amp;gt;

,
on obtient d une maniere analogue un second triangle A B C :

de&quot;montrer que les triangles ABC, A B C
,
sont homologiques.

357. Lorsqu une serie de cercles ayant leurs centres sur une droite

donnee coupent orthogonalement un cercle donn6, leur axe radical com-

mun est la perpendiculaire abaiss^e du centre du cercle donne&quot; sur la

droite donnee.
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358. Les trois cercles decrits sur es trois diagonales d un quadrilatero

complet, comme diametres, ont deux a deux le meme axe radical et

coupent orthogonalement le cercle circonscrit au triangle forme&quot; par les

trois diagonales.

359. Lorsque deux triangles sont polaires reciproques par rapport a un

cercle situ dans leur plan, ils sont homologiques.

360. Si la base d un triangle est fixe, la somme ou la difference des

deux autres cotes restant constante, la polaire du sommet par rapport a

un cercle quelconque, ayant pour centre 1 une des extr^mites de la base

donnee, touche constamment un cercle fixe.

36J. ABC etant un triangle donne, et
&amp;lt;7, b, c, les projections des som-

mets A, B, C, sur les c6t6s opposes, les trois couples de droite ab et AB,
be et BC, at et CA, se coupent en trois points 7, a, (3,

situss sur 1 axe ra

dical des cercles circonscrits aux triangles ABC et obc.

362. Toute tangente commune a deux cercles donnes est divisee har-

moniquement par tout cercle dont les axes radicaux avec chacun des cercles

donnes se confondent.

363. Dans un cercle donne&quot;, inscrire un quadrilatere dont on connait les

trois diagonales.

364. Un triangle 6tant
donne&quot;, construire un cercle tel, que chaque som

met du triangle soit, par rapport a ce cercle, le pole du cote&quot; oppose*.

365. Decrire un cercle passant par un point donne* et coupant orthogo

nalement deux cercles donnes.

366. fitant donnes trois cercles, en decrire un quatrieme tel, que les

trois axes radicaux de ce cercle, compare successivement a chacun des

trois premiers, passent par trois points donnes.

367. tant donnes six points A, B, C, D, E, F, sur une circonference,

marquer sur cette ligne un septieme point X tel, que les rapports anhar-

moniques (XAEC), (XDBF), soient
e&quot;gaux.

M6me question en suppo-
sant les six points sur une droite donnee.

368. fitant donnes un polygone de n cotes et n points places arbitrai-

rement, inscrire dans ce polygone nn autre polygone dont les cotes

passent respectivement par les n points donne s.

369. fitant donne&quot; un triangle coupe* par une transversale, si sur chaque
cote on prend le conjugue harmonique du point de rencontre de la trans

versale par rapport aux extr^mites de ce cote, les droites qui joignent les

trois points ainsi obtenus aux sommets opposes passent par un memo
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point.
_ En de*duire Ic theoreme du n3

313, relatif aux me&quot;dianes d un

triangle.

370. fitant donne un triangle coupe par une transversale, si sur deux

cot6s on prend le conjugu6 harmonique du point de renconlre de la trans

versale par rapport aux extremites du cote* considere
,
les d&amp;lt;?ux points

ainsi obtenus et le point ou la transversale coupe le troisieme col6 sont

en ligne droite.

371. Un triangle ABC inscrit dans un cercle 0, eHant
coupe&quot;

aux points

rt, b, c, par une transversale, si 2, [i, 7, representent les longueurs des tan-

gentes menses des points , b, c, au cercle 0, de&quot;montrer la relation

372. Quatre droites dans un m^me plan, prises trois a trois, forment

quatre triangles, dans chacun desquels existe un point de rencontre des

hauteurs; demontrer que ces quatre points sont en ligne droite.



344 GEOMiTRIE PLANE,

LITRE IY.

LES AIRES.

I. Mesure des aires des polygones.

373. Chercher 1 expression de 1 aire d un trapeze, en le considerant

comme la difference des deux triangles obtenus en prolongeant jusqu a

leur point de rencontre ses deux cotes non paralleles.

374. fitant donne&quot;es les bases et la hauteur d un trapeze, calculer les

aires des deux triangles dont il est la difference.

375. L aire d un trapeze est egale au produit d un de ses cotes non pa
ralleles par la perpendiculaire abaissee du milieu de 1 autre cote&quot; sur le

premier.

376. Par un point pris sur la bissectrice d un angle, mener une droite

telle, que la partie interceptee par les cotes de Tangle so it minimum ou

qu il en soit de meme de 1 aire du triangle determine.

377. Dans un angle donne, mener une droite minimum qui intercepte

un triangle dont 1 aire soit e*quivalente a un carre&quot; donne.

O
378. Si, dans un triangle rectangle, 1 un des angles aigus est e*gal a

^

d angle droit, 1 aire du triangle Equilateral construit sur 1 hypotenuse est

egale a la somme des aires des triangles equilateraux respectivement con-

struits sur les cotes.

379. On donne un triangle ABC
;
aux points B et C, et d un meme cdte&quot;

de BC, on mene a cette droite des perpendiculaires BD et CE qu on prend

egales a^deux fois la hauteur du triangle ABC. Les points F et G etant les

milieux des c6ts AB et AC, demontrer que le triangle ABC est equiva

lent a la somme ou a la difference des triangles BDF, CEG, suivant que

ses angles en B et en C sont ou non tous les deux aigus.

380. Les deux triangles opposes, qu on forme en joignant un point quel-

conque pris dans 1 interieur d un paralieiogramme a ses quatre sommets,

equivalent ensemble a la moitie du paralieiogramme.
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381 . On donne un rectangle ABCD ;
on prend un point quelconque E

sur BC, un point quelconque F sur CD. DEmontrer quo le rectangle ABCD

Equivaut au double du triangle AEF, augment6 du rectangle ayant pour

dimensions Ics segments BE et DF.

382. Tout rectangle est moitie&quot; du rectangle qui a pour dimensions les

diagonales des Carres construits sur ses cotes adjacents.

383. Si, par le milieu E de la diagonale BD d un quadrilatere ABCD, on

mene la parallele PEG a la seconde diagonale AC, demontrer que la

droite AG divise le quadrilatere en deux parties Equivalentes.

38i. ABCD 6tant un rectangle, on inscrit dans le triangle ABC un cercle

qui louche AB en E et BC en F; on mene ensuite EH parallele a AD et

FK parallele a CD. Demontrer que le rectangle KH est la moitie&quot; du rec

tangle ABCD.

385. Dans un quadrilatere, les perpendiculaires abaisse&quot;es sur une diago-

snale des sommets opposes sont Egales : on demande de le diviser en quatre

[triangles equivalents par des droites menees d un point inte&quot;rieur aux quatre

&amp;gt;mmets.

380. Si, des sommets d un triangle jusqu aux cdtes opposes ou a leurs

)rolongements, on mene trois droites egalesa une longueur donne&quot;e et si,

Tun point interieur, des parallels sont menees a ces droites jusqu aux

jmes
c6te&quot;s,

la somme de ces paralleles est egale a la longueur donne&quot;e.

387. Si les diagonales d un quadrilatere inscrit se coupent a angle droit,

somme des produits des cotes opposes represente une aire double de

le du quadrilatere donne&quot;.

388. P etant un point quelconque pris dans le plan d un parallelo-

imme ABCD, demontrer que le triangle PBD est Equivalent a la somme

triangles PAB, PBC.

389. ABCD Etant un quadrilatere inscrit, dEmontrer par les proprietes

aires la relation connue

AC_BA.AD-f-BC.CD
BD~ AB.BCn-AD.DC

390. D un point pris dans 1 interieur d un triangle ABC, on mene

ju aux cotes BC, AC, AB, les droites 0#
, &, Oc ; puis, par les sommets

B
; C, jusqu aux me&quot;mes cotes, les paralleles A ,

B^&amp;gt;
,
Cc

,
aux premieres

)ites; demontrer la relation

Oc
Cc

I .
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391 . Demontrer par les proprieties des aires que, si Ton mene la paral-

lele cb a la base BG d un triangle ABC, les droites B, Cc. se croisent sui

la mediane qui correspond au sommet A.

392. Si Ton inscrit un cercle dans un triangle rectangle, ce triangle esi

equivalent au rectangle qui a pour dimensions les segments determine&quot;;

sur Fhypotenuse par le point de contact du cercle inscrit.

393. Demontrer que 1 aire d un triangle en fonction de ses medianes a

8. 7, est exprimee par la formule

S = -
y*
2 a ^ -+- -2 b

2

Y + 2 y
2 a - a

p/ / .

394. La droite qui contient les trois projections d un point A d une cir-

conference sur les cotes d un triangle equilateral insrrit passe par 1&amp;lt;

milieu du rayon OA.

39o. Dans tout quadrilatere circonscrit a un cercle, la droite qui joini

les milieux des diagonales passe par le centre du cercle.

396. fitant donnees les trois hauteurs //,
/*

, h&quot;,
d un triangle, trouvel

ses trois cotes et sa surface.

397. L aire d un triangle est
e&quot;gale

au rayon du cercle circonscrit, mui

tiplie par le demi-perimetre du triangle forme en joignant les pieds da

hauteurs.

398. Deux triangles ont un sommet commun : quel estle lieu decrit pal

ce sommet lorsque, les deux bases restant fixes, la somme ou la dilTerena

des aires des deux triangles demeure constante? Discussion. Deduirj

du re~sultat obtenu que les milieux des trois diagonales d un quadrilatert

complet sont en ligne droite.

399. Les cotes consecutifs d un quadrilatere quelconque etant represen

tes par , b, c, d, et ses diagonales par m et /z, 1 aire de ce quadrilaten

est exprimee par la formule

S = -
\/ (

2IH/1 H- (I
2

// -h C* d 1

} (
2111/1 fl

2
H- b

2
C- -+- (I

2

)
.

Si le quadrilatere est inscriptible et si /; designe son demi-perimetre

cette formule devient

Si le quadrilatere est un trapeze ayant a et c pour bases, on a

I fl-+-C
S = \/(b-}-d-{-a c} (b-^d-^ c a] (a c-i-b d] (a c-^-db]
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[00. Trouver 1 aire d un quadrilaterc quelconque en fonction des

leux diagonales ct des deux droites qui joignent les milieux des c6te*s

pposes.

i

401. DEmomrer que 1 airo d un quadrilatere, a la fois inscriptible ct

jirconscriptible,
est Egale a la racine carroe du produit dc ses quatre

otes.

II. Comparaison des aires.

)2. On donne un triangle rectangle sur les cotes duqucl on construit

s Carres; on joint les sommets consEcutifs de ces carres, et Ton de-

nde 1 expression de 1 aVe de la figure totale ainsi formEe.

03. Un triangle etant donnE, partager sa surface en moyenne et extreme

on par une parallele a sa base.

04. Sur les cotes AB, AC, d un triangle ABC, on construit des paralle-

rammes quelconques ABDE, ACFG, dont on prolonge les cotes DE et FG

qu a leur rencontre au roint H; demonlrer que la somme des aires de

deux parallElogrammes equivaut a 1 aire du parallelogramme qui a

r cotes adjacents BC et une droite Egale ct parallele a AH. Deduire

ce thEoreme celui du carre&quot; de I hypoti nuse.

05. On donne un quadrant AOB et un point P quelconque sur 1 arc AB
;

ce point P, on mene a cet arc la tangente STP : S est son point d in-

aection avec le rayon OA, T avec le rayon OB. On mene PM perpen-
ulaire sur OA, et Ton demande de prouver que le triangle AOB est la

yenne proportionnelle des triangles SOT et OMP.

00. Sur les cotes AB, AC, d un triangle ABC, on marque deux points M
f, et sur la droite MN un point P, tels qu on ait

BM _ AN_ PM
AM T CN. pN

nontrer que le triangle BPC Equivaut au double du triangle AMN.

t07. Soit un triangle quelconque ABC; on mene BD perpendiculaire et

le a AB, CE perpendiculaire et Egale a AC, et Ton lire DE. DEmontrer

la somme des Carres construits sur BC et sur DE Equivaut a deux

la somme des carres construits sur les cotes AB et AC.

08. Par le milieu de chacune des deux diagonales d un quadrilatere,

mene une parallele a 1 autre, et Ton joint le point d inlersection de ces

x paralleles aux milieux des quatre cotes; dEmontrer que le quadrila-
est ainsi partage en quatre parties equivalentes.

09. Deux polygones d un nombre pair de cotes sont Equivalents, lorsque
cotes ont les m6mes points milieux.
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410. L aire d un polygone d un nombre pair de cotes ne varie pa

lorsque tous les sommets de rangs pairs ou tous les sommets de rangs in

pairs dEcrivent des droites Egales, paralleles et de me&quot;me sens.

411. Si deux polygones semblables et intErieurs 1 un a 1 autre ont leu

cotes homologues paralleles, tout polygone a la fois inscrit dans 1 un

circonscrit a 1 autre a une aire moyenne proportionnelle entre les aires &amp;lt;

ces deux polygones.

412. DEmontrer que la surface du triangle forme&quot; avec les medianes d l

triangle donne est les trois quarts de la surface de ce triangle. En d

duire : i qu entre tous les triangles qui ont la^omme de leurs median

constante, le triangle EquilatEral est maximum; 2 que de tous les trial

gles Equivalents, le triangle Equilateral est celui dans lequel la somme d

medianes est minimum.

III. Aires du polygone regulier et du cercle.

413. Trouver en fonction du rayon du cercle circonscrit 1 aire du di

decagone rEgulier.

414. L aire de 1 octogone regulier inscrit dans un cercle Equivaut

celle du rectangle qui a pour cotes adjacents les cotes des carrEs insci

et circonscrit.

415. L aire de 1 hexagone rEgulier inscrit dans un cercle est les tro

quarts de celle de 1 hexagone rEgulier circonscrit.

416. L aire de 1 hexagone regulier inscrit est la moyenne proportioi

nelle de celles des triangles Equilateraux inscrit et circonscrit.

417. fitant donne un polygone rEgulier, on mene les diagonales qi

sous-tendent successivement deux cotes
;
ces diagonales determinent pi

leurs intersections un autre polygone dont on demande la nature, et Tail

en fonction de celle du premier polygone.

418. On prend les points B et D a egale distance des extremitEsc

1 arc d un quadrant AOC, et Ton mene sur OG les perpendiculaires BG
\

DH; dEmontrer que la figure mixtiligne BGHD est Equivalente au sei

teur ODD.

419. Si Ton prend un point G sur le diametre AB d un cercle, Tail

comprise entre ce cercle et les cercles decrits sur les segments AC et (

comme diametres Equivaut au cercle qui a pour diametre la moyeni

proportionnelle des segments AC et CB.

420. Dans des cercles differents, les secteurs dont les angles sont I

raison inverse des carres des rayons sont Equivalents.
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421. La difference de deux secteurs semblables a pour mesure de son

re le produit de la difference des rayons par Tare concenlrique mene a

;ale distance des arcs consideres.

422. Si des demi-cercles sont d^crits sur les trois c6tes d un triangle

ctanide comme diametres, et si Ton lourne vers Tinterieur du triangle

ux decrits sur les c6t6s de Tangle droit, la somme des segments exte&quot;-

jurs correspondant aux cdte*s de Tangle droit, moins la somme des

gments delermines par Thypot6nuse, e&quot;quivaut a Taire commune aux

i-cercles decrits sur les cotes.

23. Des demi-cercles OEDA, OFDB, &amp;lt;Hant decrits sur les rayons OA,

.1,
d un quadrant OACB, demontrer : 1 que les trois points A, B, D,

it en ligne droite; 2 que les aires ACBD, OEDF, sont equivalentes;

que les aires OFDA, OEDB, equivalent chacune au quart du carre&quot; con-

uit sur le rayon OA.

t24. Si AB et CD sont deux diametres perpendiculaires d un cercle 0,

Isi, du point D comme centre avec DA pour rayon, on decrit un arc de

cle AEB, demontrer que Taire de la lune AEB
e&quot;quivaut

a celle du

[ingle DAB.

L&amp;lt;2o. Dans un triangle rectangle ABC, ADetantla perpendiculaire abais-

du sommet sur Thypote&quot;nuse, demontrer que les cercles inscrits dans

[triangles ABD, ACD, sont proportionnels a ces triangles.

[26. On donne deux droites qui se coupent en A, et Ton decrit une

de cercles tous tangents a ces deux droites et successivement tan-

its entre eux; OA e&quot;tant la distance du centre du cercle le plus e&quot;loigne

(point A, et OB son rayon, la somme des aires de tous les cercles est a

du plus eUoigne&quot;
dans un rapport exprime par

- &quot;*&quot;

Si le diametre d un cercle est divise* en n parties 6gales aux

its P,, P
2 ,

. . .
,
et si Ton decrit des demi-cercles au-dessus de AB sur

liametres AP,, AP
i?

. . ., et au-dessous de AB sur les diametres BP,,

,
le contour de chaque figure telle que AP

/7?_, BPOT
est ^gal a la

inference du cercle donn6, et Taire de la meme figure a la n Ctme
par-

[.e celle du cercle donne&quot;.

A e&quot;tant Taire d un polygone re&quot;gulier inscrit et B Taire du poly-
circonscrit semblable, demontrer que la difference B A (^quivaut

fare du polygone regulier semblable inscrit dans la circonference qui
ifcur diametre le c6t6 du polygone B, ou encore a Taire du polygone

dflier semblable circonscrit a la circonference qui a pour diametre le

6du polygone A.

i;
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429. CBD etant un triangle rectangle en B dans lequel BD est le double

BC
de BC, on prolonge BD d une longueur Da = ---, puis encore d une lon

gueur ab =
;
on mene lesdroites C, C6, et Ton prolonge BC de tellc

sorte que BA =
C&amp;lt;7; enfin, par A, on mene a la droite Cb une parallele

qui coupe en E le prolongement de BD. De&quot;montrer que la longueur BE

differe tres-peu de la demi-circonference dont BC est le rayon, et que le

triangle BCE differe tres-peu du cercle correspondant; evaluer les deua

differences.

430. A et B designant les surfaces de deux polygones reguliers sem-

blables inscrit et circonscrit a un cercle, et A et B celles des deux p^l

lygones reguliers inscrit et circonscrit d un nombre de cotes double, de&quot;-

montrer les formules

JL_ t /I.I
A
~
V A B

1-1(1 + 1.
B
~

-2 V B A

prouver en outre que B A est
&amp;lt;

- Deduire des formules ob-

4

tenues une nouvelle demonstration du theoreme de Schwab (300).

431. r et a designant le rayon et Fapotheme d un polygone regulie^

; et a le rayon et Papotheme du polygone regulier de m6me aire etd un

nombre de cotes double, demontrer les formules

, I r
a = U-

Deduire de ces formules, en partant du carre&quot; dont 1 aire este&quot;gale aft,

un theoreme analogue a celui de Schwab, c est-a-dire le moyen d obtenii

une s^rie de nombres tendant vers i /-

IV. Problemes sur les aires.

432. Partager un triangle en parties proportionnelles a des droites don

n^es par des paralleles a sa base.

433. Partager un trapeze en parties proportionnelles a des droites don

ne&quot;es par des paralleles aux bases.

43i. Partager un polygone en parties proportionnelles a des nombre

donnes par une serie de droiles paralleles a une droite donne&quot;e.
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S;! i. Partager im triangle en trois triangles Equivalents par Irois droites

menees d un memo point intrieur a ses trois sommets.

430. Par un point pris dans le plan d un angle donn6, mener une

droite telle, que le triangle qu elle determine par sa rencontre avec les

col .- ili Tangle soil Equivalent a un carre donne&quot;.

437. Partager un quadrilatere quelconque en deux parties qui soient

dans le rapport de deux droites donnees, par une parallele ou une per-

pendiculaire a 1 iin de ses c6te&quot;s.

438. fitant donnEs trois points A, B, C, en trouver un quatrieme tel,

quo les surfaces AOC, AOB, BOG, prtsentent des rapports donnds.

439. Par un point pris sur Tun des cdtes d un polygone, mener une

serie de droites qui partagent sa surface en un nombre donne&quot; de parties

Equivalentes.

440. Inscrire dans un triangle donne un parallelogramme ayant une

aire donne&quot;e. Discussion.

411. Partager un polygone en n parties Equivalentes par une serie de

jroites issues d un point interieur.

412. Inscrire dans un cercle donne&quot; un trapeze, connaissant son aire et

a longueur commune des deux cotes non paralleles.

4 3. Inscrire dans un cercle donne&quot; un rectangle de surface donnEe.

4i. Construire un triangle, connaissant ses angles et sa surface.

4i5. Apres avoir inscrit un carrE dans un carre* donne, on en inscrit

un troisieme dans le second obtcnu, et ainsi de suite indefiniment, en

itdop.tant toujours la meme loi d inscription.

I
On demande : 1 la limile vers laquelle tend la somme des carres in-

licrits; 2 combien il faut construire de carres inscrits pour quo leur

-omme soit equivalente a une surface donnee.

.j

440. Etant donn6 un triangle, on en forme un second en joignant les

jnilieux de ses trois coles, un troisieme en joignant les milieux des trois

|6tes du second, et ainsi de suite indefiniment. On demande la limite de

pa
somme de tous les triangles inscrits de cette maniere.

U7. Construire un triangle equivalent a un triangle donne et lei, que
es sommets soient respectivement silues sur trois droites donne&quot;es.

I 448. Partager un trapeze en parties proportionnelles a des droiles

tonnees, par des se&quot;canles coupanl les deux bases.

&amp;lt; 419. Partager un cercle en parlies proportionnelles a des nombres

unnes, par des rayons.
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450. Partager un cercle en parties proportionnelles a des nombres

donnes, par des circonfErences concentriques.

451. Partager un triangle en deux parties proportionnelles a des droites

donnEes, par une perpendiculaire a Tun des cdtEs.

452. Partager un triangle en deux parties proportionnelles a des droites

donnEes, par une sEcante minimum.

453. Partager un triangle quelconque en quatre parties Equivalentes,

par deux droites perpendiculaires entre elles.

454. fitant donnE un cercle, trouver quatre autres cercles dont les

rayons soient proportionnels a des droites donnees et dont la somme des

aires soit Equivalente au cercle donnE.

455. On donne trois droites en grandeur et en position; trouver un

point tel, qu en le prenant pour sommet commun do trois triangles

ayant ces droites pour bases respectives, ces trois triangles soient equi

valents.

456. Inscrire dans un carre un rectangle d aire donnEe.

457. Trouver sur ThypotEnuse d un triangle rectangle un point tel,

que le carrE construit sur la perpendiculaire abaissEe de ce point sur

1 un des cdtes de Tangle droit, soit equivalent au rectangle qui a pour

dimensions les deux segments correspondants de ThypotEnuse.

458. DEcrire quatre circonfErences qui soient en proportion, dont la

plus grande soit Egale a la somme des trois autres, et telles, que leur

somme et la somme * des cercles correspondants soient respectivement

Egales a une circonference et a un cercle donnas.

459. Trouver sur la diagonale prolongee d un carre&quot; donne&quot; un point tel,

que si Ton mene de ce point une parallele a 1 un des c6tes du carrE jus-

qu a la rencontre du cots adjacent prolongE, on forme ainsi, avec la dia

gonale prolonged elle-mEme, un triangle Equivalent au carre donne&quot;.

460. Gonstruire un triangle isocele Equivalent a un triangle donnE.

461. D un point donne sur 1 un des cotes Egaux d un triangle isocele,

mener une droite jusqu a la rencontre de 1 autre cote prolongE, de ma-

niere a determiner un triangle Equivalent au triangle donne&quot;.

462. On donne un triangle ABC et un point D sur AB; construire un

triangle Equivalent au triangle ABC, qui ait 1 un de ses sommets en D et

Tangle A commun avec le triangle ABC.

463. Construire un triangle, connaissant son aire, un de ses angles et

la mEdiane qui correspond a 1 un des deux autres angles.
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ifii. Transformer un triangle quelconque en un triangle isocele qui ait

meme angle au sommet.

[(!.*&amp;gt;. Conslruire un parallclogramme Equivalent a un carre donn6 et

qui ait un angle donne&quot;. Gas du losange.

V. Appendice.

4G6. De tous les triangles qui ont m6me angle au sommet et mme
somme des cotes de cet angle, le triangle isocele est maximum et sa base

est minimum.

-467. De tous les triangles satisfaisant aux conditions de TEnonce

pre&quot;ce&quot;dent,
le triangle minimum est celui dans lequel la difference des

c6tes de Tangle donne est maximum, et sa base est maximum. Re&quot;ci-

proque.

-468. De tous les triangles Equivalents qui ont m6me angle au sommet,
c est le triangle isocele qui a le perimetre minimum.

469. De tous les triangles qui ont pour angle au sommet un angle donne

et dont la base est astreinte a passer par un point donne, le triangle mi

nimum est celui dont le point donne&quot; est le milieu de la base.

470. De tous les triangles ayant m6me base et m6me hauteur, le triangle

isocele a le plus grand angle au sommet.

471. De tous les triangles qui ont meme angle au sommet et meme pe-

&quot;imetre, le triangle isocele a 1 aire maximum et la base minimum. 11

est de m6me de tous les triangles qui ont meme angle au sommet et

;me difference entre la somme des cotEs de cet angle et la base.

2. De tousles triangles qui ont meme angle au sommet et des bases

des, le triangle isocele a Taire maximum et le pErimetre maximum.

473. De tous les triangles qui ont meme angle au sommet et meme

iuteur, le triangle isocele est minimum.

474. Etant donnes dans un quadrilatere un angle et les deux c6tes

)se&quot;s a cet angle, 1 aire du quadrilatere est maximum lorsque le som-

de Tangle donne est a
e&quot;gale

distance des trois autres sommets.

475. De tous les triangles dont deux cotes ont des grandeurs donnEes,

triangle maximum est celui dans lequel les trois sommets sont a
e&quot;gale

mce du milieu du troisieme cote&quot;.

476. L aire d un quadrilatere, dans lequel on donne un angle et la

23
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somme des deux cotes opposes, est maximum lorsque ces deux cdtesson

egaux.

477. fitant donnes un angle d un polygone et les cotes non adjacents ;

cet angle, 1 aire du polygone est maximum lorsque le sommet de Fanglt

donne est e&quot;galement distant de tous les autres sommets.

478. fitant donnes tous les cotes d un polygone a 1 exception d un seul

son aire est maximum lorsque tous ses sommets sont aegale distance di

milieu de ce dernier cote.

479. De tous les polygones d un meme nombre de cotes, circonscrit:

a un meme cercle, le polygone regulier a 1 aire minimum et le perimetri

minimum; el, de tous les polygones reguliers circonscrits a un memi

cercle, celui qui a le plus grand nombre de cotes a 1 aire minimum et 1&amp;lt;

pe&quot;rimetre
minimum.

480. tant donnes n points situes comme on voudra dans un plan, de

crire le plus petit cercle qui les contienne tous.

481. Les bases de deux triangles et la somme des quatre autres c6t&

etant donnees, trouver les conditions du maximum de la somme des aires

de ces deux triangles.
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QUESTIONS DIVERSES

DE GEOMfcTRIE PLANE.

482. tant donnas les milieux des cdtes d un polygone convexe d un

nombre impair de cdtes, determiner ses sommets en employant seule-

ment le compas.

483. Construire un triangle rectangle tel, qu un de ses cdtes soit la

moyenne proportionnelle de 1 hypotenuse et de 1 autre cdte&quot;.

484. Construire un triangle e&quot;gal
a un triangle donne et dont les trois

cdtes passent respectivement par trois points donnas.

485. On donne un demi-cercle de diametre AB; soit G un pornt quel-

conque de ce diametre. On decrit deux autres demi-cercles sur AC et CB

comme diametres, et Ton mene a AB une perpendiculaire par le point C.

Demontrer que les deux cercles inscrits de part et d autre de cette per

pendiculaire sont egaux entre eux.

486. Si deux cercles de rayons e*gaux se coupent en A et en B et si, par
le point A, on mene la droite AEG qui rencontre respectivement les deux

cercles en E et en C, le triangle EEC est equivalent a 1 aire comprise
entre les deux arcs BE et BC et le cdte&quot; EC.

487. Trouver, sur la droite qui joint les centres de deux triangles

equilateraux donnes, un point tel, que les sommes respectives des carres

de ses distances aux cdte&quot;s des deux triangles soient dans un rapport
donne.

488. Inscrire dans un cercle donne&quot; un triangle isocele dont la somme
de la base et de la hauteur soit

e&quot;gale
a une droite donnee.

489. tant donnes une circonference et un triangle, trouver sur la cir-

conference un point tel, que la somme des carrels de ses distances aux trois

sommets du triangle soit egale a un carre donne&quot;.

490. lant donnes un cercle et une tangente a ce cercle, trouver sur

sa circonference un point dont la somme des distances a la tangente et a

son point de contact soit
e&quot;gale

a une droite donn6e.
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491. On partage une droite donne&quot;e en moyenne et extreme raison;

puis le plus grand segment trouve en moyenne et extreme raison, et

ainsi de suite indefmiment. Vers quelle limite tend la somme des plus

grands segments ainsi obtenus?

492. fitant donnees la hauteur d un triangle et les differences de cha-

cun des segments qu elle determine sur la base avec le cote adjacent,

construire le triangle.

493. Si, du sommet de Tangle droit d un triangle rectangle, on mene

des droiles aux sommets opposes du carre&quot; construit sur 1 hypotenuse, la

difference des carres de ces droites est egale a la difference des Carres

des cdtes du triangle.

494. fitant donnes sur une droite trois segments AB =
,
BC = b,

DC = c, determiner le point P d ou ces trois segments sont vus sous le

mme angle; discussion. Application aux valeurs

a = i, b 2, c 3.

495. Soient six points pris dans un plan, les trois premiers A, C, E,

sur une meme droite, les trois autres, B, D, F, sur une autre droite. De&quot;-

montrer que les trois intersections de AB et de DE, de BC et de EF, de CD

et de AF sont en ligne droite.

496. fitant donne&quot;s deux cercles concentriques, mener au plus petit une

tangente telle, que si 1 ori joint respectivement les points A et B ou elle

coupe le second cercle avec deux points C et D donnes dans le plan des

deux cercles, les droites AC et BD soient paralleles.
*

497. Dans un triangle ABC, on mene la bissectrice AK de Tangle au

sommet et la hauteur AF correspondante ;
des extre&quot;mites B et C de la

base, on abaisse sur la bissectrice AK les perpendiculaires BD et CE;
demontrer que le cercle determine par les trois points F, D, E, passe par

le milieu G de la base BC, et que 1 aire du triangle e&quot;quivaut au rectangle

BD.AE ouCE.AD.

498. La courbe plane dont toutes les normales concourent en un m6me

point, est une circonference.

499. Demontrer que D e&quot;tant un point quelconque de la base BC d un

triangle ABC, et AD la droite qui le joint au sommet du triangle, on a

AB
2

.CD -i- AC
2

.BD = AE) .BC -+- BC.BD.CD.

500. On donne un point C quelconque sur une droite AB
;
trouver sur

CB et sur CB prolonged les points D et D tels, que CD soil la moyenne
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proportionnelle de AD etde BD, et CD la moyenne proportionnelle de AD
et de BD .

501. AB est divise&quot;e au point C en moyenne et extreme raison; sur le

plus grand segment CA prolong*
4

,
on prend AD = CA, et sur CA on prend

AE = BC
;
demontrer que les droites BD et BE sont aussi divise*es en

moyenne et extreme raison aux points A et C.

502. AB, AC, DE, DF, elant quatre droites qui, par leurs intersec

tions trois a trois, forment quatre triangles, demontrer que les cercles

circonscrits a ces triangles passent par un meme point.

503. Si Ton prolonge la base d un triangle de part et d autre, de ma-

niere que chaque prolongement soit
e&quot;gal

au c6t6 adjacent, et si Ton fait

passer un cercle par les extremites obtenues et lesommet du triangle, la

droite qui joindra ce sommet au centre du cercle sera la bissectrice de

Tangle au sommet.

504. Trouver le lieu des points dont les puissances par rapport a deux

cercles donnes sont 6gales et de signes contraires.

505. Si Ton partage un losange en losanges egaux par deux series de

paralleles aux c6t6s, la somme des cercles inscrils dans les losanges par-

tiels
e&quot;quivaut

au cercle inscrit dans le losange total.

506. Les c6tes d un triangle e&quot; tant en progression arithme&quot; tique, a et a

e&quot;tant le plus petit et le plus grand c6te, R et r les rayons des cercles

circonscrit et inscrit au triangle, on a

6Rr=: aa .

507. Construire un triangle rectangle, connaissant la somme des deux

cdte^s de Tangle droit et la somme forme*e par Tun d eux et Thypote&quot;nuse.

508. Du sommet A de Tangle droit d un triangle rectangle ABC, on

abaisse
A/&amp;gt; perpendiculaire sur Thypotenuse BC, pq perpendiculaire sur AB,

qr perpendiculaire sur BC, rs perpendiculaire sur AB, et ainsi de suite

indefmiment
;
demontrer que le rapport de la somme de ces perpendicu-

laires a AB est egal au rapport de AB -+- BC a AC.

509. On a dans un cercle une corde CD parallele a une droite de lon

gueur donne&quot;e AB; la droite AC coupant le cercle une seconde fois en E,

tet la droite BE une seconde fois en F, demontrer que la droite DF coupe
AB en un point fixe, quand la corde CD se deplace parallelement a elle-

510. Dans un triangle inscrit ABC. on mene par le sommet A jusqu a
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la base BC des paralleles AD et AE aux tangentes en C et en B; demon-

trer la relation

511. Lo c6t6 d un polygone est divise&quot; en n parlies; sur chacune de ces

parties, on construit par rapport au polygone donne&quot; un polygone sem-

blable et semblablement place; demontrer que la somme des perimetres

de tous ces polygories est egale au perimetre du polygone donne, et que
la somme de leurs aires (si le c6te&quot; du polygone donne&quot; a ete divis6 en

n parties e&quot;gales) est egale a la ri
eme

par tie de ce polygone.

512. Si Ton designe par , b, c
:
les trois cotes d un triangle ABC, et si

Art
,
B

,
Cc

j
sont les bissectrices de ses angles, on a la relation

A6 .Cfl .Bc =
(a-\- b}(b -+- c}(c-\-a]

513. Si A, B, Cc, sont les droites menees des sommetsd un triangle

aux points de contact des cotes opposes avec le cercle inscrit, on a

514. Si Ton prolonge lecote AB d un triangle ABC jusqu en D, etsi Ton

prend CF = BD sur le cote CA, la base BC divise la droite DF dans le

rapport des cot6s AC et AB
;
de meme, la droite DF divise BC dans le

rapport des segments AF et AD.

515. Soient deux cercles exterieurs 1 un a 1 autre dont les deux tan

gentes communes interieures, qui correspondent aux rayons AC et BD,

se rencontrent en et coupent aux points K et H Tune des
tangentes^

communes exterieures
;
demontrer la relation

OC.OD-f-AC.BD-OK.OH.

516. ABCD etant un quadrilatere quelconque et T le point de concours

des perpendiculaires mene&quot;es par les extremites du cote&quot; AB aux cotes ad-

jacents AD et BC, ddmontrer que la perpendiculaire mene&quot;e par le point T

sur la droite qui joint les milieux desdiagonales du quadrilatere, divise le

cote AB en deux segments proportionnels aux projections des cotes BC et

AD sur AB.

517. La somme alge&quot;brique des perpendiculaires abaissees des sommets

d un polygone regulier sur une droite menee par son centre, est nulle

quelle que soitla direction de cette droite.
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518. fitant donnes un triangle ABC ct des droites A, B6, Cc, qui allant

des sommets aux cotes opposes se rencontrent en un m6me point, on fait

passer un cercle par les trois points a, b, c, lequel coupe les mSmes cdtes

du triangle en trois autres points &amp;lt;?

,
V

,
r

; demontrerqueles droites A
,

B
, Cc\ se rencontrent aussi en un mCme point.

.&quot;S19. D un point pris dans I interieur d un triangle ABC, on mene des

sommets aux cotes opposes les droites AH, BE, CF, puis on joint deux

a deux les points H, E, F; demontrer que les droites AH, BE, CF, sont

alors divisees harmoniquement. Inversement, si une droite AH est divi-

see harmoniquement en G et D, et si F est un point d une autre droite AB,

les intersections E et C des droites FG et BD, FD et BH, sont en ligne

droite avec le point A.

520. Par le sommet A d un triangle ABC, mener une droite telle, que
les perpendiculaires BB

,
CC

,
abaisse&quot;es sur elle des extrEmitEs dela base,

forment des triangles rectangles ABB ,
ACC

, Equivalents.

521. L aire d un quadrilatere quelconque ABCD est egale a 1 aire du

triangle ayant pour base 1 un des cotes AB et pour sommet le point de

concours des deux diagonales, plus trois fois le triangle ayant pour base

le c6te CD et pour, sommet le point de concours des deux droites qui

joignent les centres de gravite des triangles ABC et CDA et des triangles

BCD et DAB.

522. Inscrire un carre dans un parallElogramme. Discussion.

523. Etant donne un quadrilatere ABCD, si Ton prend a volonte* un

point M sur AB et un point N sur CD, et que Ton mene les droites AN et

DM qui se coupent en P, puis les droites CM et BN qui se coupent en Q,
la droite PQ passe par un point fixe.

524. DEcrire un cercle tangent a deux cercles donnas et qui passe par
un point donne de leur axe radical.

525. tant donnas deux points A et B et deux circonferences passant,

Tune par A, 1 autre par B, trouver sur 1 axe radical de ces circonfe&quot;rences

un point C tel, que la droite qui unit les secondes extremitys des cordes

determinees par les s^cantes CA et CB soit perpendiculaire a cet axe

radical.

526. Un triangle PQR Etant circonscrit a un cercle 0, on forme un

second triangle ABC ayant pour sommets les milieux des cdte&quot;s du premier ;

des points A, B, C, on mene au cercle des tangentes qui rencontrent

en #, b, c, les cotes opposes du triangle ABC; de&quot;montrer que les points

a, b, c, sont en ligne droite.
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527. Deux triangles circonscrits ai un cercle donne de rayon R et ayant

leurs cotes paralleles deux a deux, determinent en s entrecoupant six

triangles partiels; demontrer que le produit des surfaces de ces six

triangles et des deux triangles donnas est egal a la seizieme puissance

du rayon R.

528. Les droites, qui joignent les milieux des diagonales de tous les

quadrilateres formes en prenant quatre cotes conse&quot;cutifs d un pentagone,

concourent en un meme point.

529. Inscrire dans un cercle un polygone regulier de 17 cotes; montrer

que le cote de ce polygone est sensiblement egal a la moitie de 1 exces du

cot6 du triangle equilateral inscrit sur le cote de 1 hexagone regulier

inscrit, et trouver une limite de 1 erreur que comporte cette valeur

approchee.

530. tant donnes deux triangles ARC, af-y, telsque les cots a(3. 67, ya,

du second passent respectivement par les sommets C, A, R
?
du premier.,

on demande d evaluer 1 aire du triangle a(2y en fonction de 1 aire du

triangle ABC et des rapports des segments que les cotes du triangle afy
determinent sur ceux du triangle ABC. Deduire, de la formule obtenue,

le theoremede Ceva (313).

FIN DE LA GEOMETRIC PLANE.

Paris. Imprimerie de GALTHIEU-VILLAKS, quai des Au^ustins,
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AVERTISSEMENT.

La Geometric dans 1 espace a recu, dans cette seconde edi

tion, des ameliorations et des additions importantes, que nous

allons indiquer brievement.

Dans la premiere edition de ce Traite, craignant de rompre

completement avec les habitudes de 1 enseignement, nous

avions ajourne une partie des changements qu il noussemblait

nlile de laire subir a la Theorie du Plan. Notre essai ayant ete

bien accueilli, nous 1 avons complete, en placant lous les pa-

ragraphes qui concernent les droites et les plans paralleles

avant celui de la perpendiculaire au plan. Nous croyons, et

nos collegu.es ont bien voulu le penseravec nous, que cette

maniere d exposer le cinquieme Livre est un progres reel.

Les idees plus generates qui en resultent rendront plus facile

I etude de la Geometric descriptive.

L Appcndice qui termine le huitieme Livre, et qui donne

sous une forme condensee toute la Theorie des Coniques, a

ete revu avec un soin particulier. Nous avons change la de

monstration relative a la determination des foyers, dont un

point special laissait a desirer; et nous avons introduit, apres

les pages consacrees a rinterseclion de deux coniques, les no

tions qui se rapportent aux poles et aux polaires doubles.

L addition la plus considerable que nous ayons a signaler est

la suivante.

II nous a semble que, pour que noire Traite fut reellement

complet, au point de vue auquel nous nous etions places,
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1 ensemble des proprietes des surfaces du second ordre ne de-

vait pas etre omis. Nous avons done ajoute a la fin de 1 Ouvrage

un resume consacre a ces surfaces, et analogue a celui pre-

sente pour les courbes du second degre. La Table des Matieres

en fait connaitre suffisamment les details. Nous nous sommes

etendus specialement sur les cones du second ordre et sur

les coniques spheriques, sur 1 hyperboloide a une nappe et

sur le paraboloide hyperbolique. De nouvelles figures om-

brees, inserees dans le texte, rendent parfaitement compte

de la forme des cinq surfaces du second ordre.

To us nos efforts ont tendu a rendre cette nouvelle edition

digne des encouragements accordes a la premiere.

Mai 1869.
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GEOMETRIE DANS L ESPACE.

LIVRE V,

LE PLAN.

I. - PREMIERES NOTIONS SUR LE PLAN.

DEFINITIONS.

479. On sail qu un plan est une surface lelle, qu une ligne

droite y est contenue tout entiere des qu elle y a deux

points (5). Cetle surface est illimitee; loutefois, pour la re-

presenter, on est oblige de lui assigner des limites : on repre-
sente un plan par une figure tracee dans ce plan, le plus sou-

vent par un parallelogramme.

480. On dit qu une droite CO et un plan P se aoupenl

(Jig. 267 ) lorsqu ils n ont qu un point commun D; ce point
divise la droite CC en deux parties DC et DC situees de part

et d autre du plan P.

Fig. 2G 7 . Fig. 268.

ft.\
.D

THEOREME.

481. Par une ligne droite AB et par un point C exlerieur a

cette droite, on peut faire passer un plan, et on ne pent en

faire passer quun; en d autres lermes, une droite et un point
exterieur a cette droite delermitient un plan (fig. 268).

II. i
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En effet, un plan assujelli a la seule condition de contenir

la droite AB peut tourner autour de celte droite, comme une

porte sur ses gonds, de maniere a venir passer par le point C;

puis, si la rotation continue, le plan ne contient plus le point C.

Done, de lous les plans en nombre infini qui passent par la

droite AB, il en est un, et un seul, qui renferme le point C.

On pent d ailleurs demontrer que, si les deux plans P et Q
contiennent chacun la droite AB et le point C, ces deux plans
coincident. En effet, par un point quelconque M du plan P

(fig. 269), menons dans ce plan une droite MN qui coupe la

Fig. 269.

droite AB, et joignons au point C un point pris sur AB, de

telle sorte que et C soient silues de part el d autre de MN;
les droites OC et MN du plan P se rencontreront necessaire-

ment en un certain point I. Mais les points N et I sont situes

dans le plan Q, car ce plan conlient la droite AB par hypothese
et la droite OC (479) dont il renferme deux points et C.

Done la droite MN tout entiere et, par suite, le point M appar-

tiennent au plan Q. Ainsi, tout point M du plan P appartient

au plan Q, et Ton verrait de meme que tout point du plan Q
est situe dans le plan P. Done les deux plans P et Q coinci

dent. *

COROLLAIRES.

482. Trois points A, B, C, non situes en ligne droite, deter-

minent un plan; car le plan P, determine par la droite AB et

le point C, renferme les trois points A, B, C; et, reciproque-

ment, tout plan qui contient ces trois points ne differe pas du

plan P, puisqu il passe par la droite AB et le point C.

483. Deux droites AB et AC qui se coupent determinent un

plan; car le plan P, determine par la droite AB et le point C,

renferme les droites AB et AC; el, reciproquemenl, loul plan
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t|ui conticnt ces deux droites ne differe pas du plan P, puis-

qu il passe par la droite AB el le point C.

4-84-. Deux droites paralleled determinent itn plan; car deux

paralleles sont toujours, par definition, siluees dans un meme
plan; et ce plan est le seul qui les contienne, puisqu on ne

peut mener qu un plan par la premiere droite et par un point
de la seconde.

485. II results de la que, par un point, on ne peut mener
dans Vespace quune parallele a une droite donnee ; car toute

parallele menee a cetle droite par ce point doit etre situee dans

le plan que cette droite et ce point determinent, et Ton sail

que, dans un plan, on ne peut mener par un point qu une pa
rallele a une droite.

SCOLIES.

486. Le lieu des positions successives d une droite assujettie
ci passer par un point fixe et a rencontrer une droite Jixe est

le plan determine par ce point fixe et cette droite fixe.

487. Le lieu des positions successives d une droite assujettie
h rester parallele a elle-me*me et A rencontrer une droite

fixe est un plan passant par cette droitefixe et une position

quelconque de la droite mobile.

THEOREME.

488. L intersection de deux plans est une ligne droite.

En effet, si sur la ligne commune aux deux plans on pou-
vait trouver trois points non en ligne droite, les deux plans
ne seraient pas distincts; ils coincidieraient (481) dans toute

leur etendue.

SCOLIE.

489. L intersection de trois plans est
y en general, un point.

C est le point ou la droite commune aux deux premiers plans
rencontre le troisieme.

II. - DROITES PARALLELES ET ANGLE DE DEUX DROITES.

DEFINITIONS.

490. Deux droites AB et CD elant donnees d une maniere

quelconque dans 1 espace, le plan P, mene par AB et par un

i .
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point quelconque D de CD, peut couper celte droite CD ou la

contenirtout entiere.

Dans le premier cas
(fig&amp;gt; 267), il n existe aucun plan qui

contienne a la fois les deux droites AB et CD; car un tel plan

ayant la droite AB et le point D communs avec le plan P, de-

vrait coincider avec lui (481), et par suite le plan P contien-

drait la droite CD, tandis qu il la coupe par hypothese. Les

deux droites AB et CD, netant pas sititles dans un meme plan,
ne peuvent ni se rencontrer (483) ni elre paralleles (484).

491. On voit par la que, pourprouver le parallelisme de deux

droites de I espace, ilne suffira plus, comme en Geometric plane,
d etablir quelles ne se rencontrent pas, si loin qu on les pro-

longe; ilfaudra, en outre, montrer quelles soni situees clans

un mme plan.

492. Observons encore que quand deux droites AB et CD
sont paralleles, tout plan P qui coupe Vune AB coupe
I autre CD (Jtg. 270).

*
Fig. 270.

D

En effet, puisque la droile AB coupe le plan P, le plan ABDC
des deux paralleles et le plan P se rencontrent suivant une

droile BX qui, coupant AB, coupe sa parallele CD (60). Par

suite, CD coupe le plan P.

THtiOREME.

493. Deux droites AA et BB , paralleles a une troisieme CC ,

sont paralleles entres elles (Jig. 271).

D abord, les deux droites AA et BB ne peuvent pas se ren

contrer; sans quoi, de leur point d intersection, on pourrait

mener deux paralleles a CC (485). 11 suffit done de prouver

qu elles soni dans un meme plan, c est-a-dire que le plan A AB
determine par AA et un point B de BB contient BB . Or, si

ce plan coupail la droite BB
,

il couperait sa parallele CC/ (492);
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et coupant C(7, il devrait couper sa parallele AA , tandis qu il la

roMlienl par hypothcse.

THfcORfciME.

i!)V. Deux angles qni out leurs cotes respeclivement panil-
le.les sont egaux on supplementalres.

Fig. 27!.

A A

Q

\

\\

\N

1 Deux angles BAG, B A C , dont les cotes AB et A-B , AC
et A C , sont deux a deux paralleles et de meme sens, sont

egaux (/g. 271).

En effet, prenons A B AB, A C = AC et menons AA
,

BB
, CC ; BC, B C . Les deux droites AB et A B etant egalcs

et paralleles, la figure ABB A est un parallelogramme, et par

suite BB est egale et parallele a AA . On verrait de meme que
CC est egale et parallele a AA . Done (493) BB et CC sont

egales et paralleles, la figure BB C C esl un parallelogramme
et BC = B C . Les triangles ABC, A B C , etant egaux comme

ayant leurs cotes egaux chacun a chacun , les angles BAC,
B A C , sont egaux.

2 Deux angles, dont les coles sont deux a deux paralleles

et de sens contraires, sont egaux.
3 Deux angles, qui ont deux cotes paralleles et de meme

sens et deux cotes paralleles et de sens contraire, sont sup-

plementaires.

Pour ces deux derniers cas, le raisonnement est le meme
qu en Geometric plane (70).

SCOLIE.

495. Sur une droite quelconque MN (fig- 271), il y a deux

sens a distinguer : le sens de MN, et le sens contraire, celui

de NM.
On appelle angle de deux droites, don I la position dans

1 espace et le sens sont donncs, Tangle que Ton forme en
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menant par un point quelconque de 1 espace, a chacune des

droites donnees, une droite parallele et de meme sens. Ainsi,

MN et PQ (fig. 271) etant les deux droiles donnees, par un

point quelconque A de 1 espace, menons AB parallele a MN et

de meme sens, AC parallele a PQ et de meme sens; Tangle
BAG sera, par definition, Tangle des deux droites MN et PQ.

Pour que cette definition n offre rien de conlradictoire, il

faul que la grandeur de Tangle ainsi obtenu soil independante
de la position qu occupe dans 1 espace le point par lequel on

mene des paralleles aux droites donnees. Or, soient BAG et

B A C les valeurs obtenues pour Tangle de MN et de PQ, en

menant a ces droites des paralleles par deux points different?

A et A . AC et A C ,
etant chacune paralleles a MN et de meme

sens que cetle droite, sont paralleles et de meme sens (493) ;
il

en est de meme pour AB et A B
; par suite, les deux angles

BAG, B A C , sont egaux ( 494, i).

496. On dit que deux droites nonsiluees dans le m^me plan
sont perpendiculaires Tune a Tautre, lorsque leur angle (495)

est droit.

On voit, par la definition meme de Tangle de deux droites,

que lorsque deux droites sont perpendiculaires entre elles,

toute parallele a Tune est perpendiculaire a Tautre.

III. - DROITE ET PLAN PARALLELES.

DEFINITION.

497. Une droite et un plan sont paralleles lorsqu ils ne peu-
vent avoir aucun point commun.

THOREME.

498. Quand deux droites D et D sont paralleles, tout plan P

qui contient la premiere D on qui lid est.parallele, contient la

seconde D ou lui est parallele.

Car si le plan P coupait la droite D , il couperait aussi sa

parallele D (492); ce qui est contre Thypothese.
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COROLLAIRE.

499. L intersection de deux plans paralleles &amp;lt;&quot;i une m4me
dioite est parallele a cette dioite; car si, par un point commun
nux deux plans, on mene la parallele a la droite considered,

cette parallele doit appartenir a chacun des deux plans.

En particulier, / intersection de deux plans conduits suivant

deux droites paralleles est parallele a ces droites.

THfiOREME.

500. Si, par une droite AB parallele a un plan P, on mene
un plan Q qui coupe le plan P, / intersection CD est parallele
n

\B(&amp;gt;V 272).

Fig. -272.

En effet, les droites AB et CD sont dans un meme plan Q;
et AB, qui est parallele au plan P, ne saurait rencontrer CD, qui

appartient tout entiere a ce plan P. Done les droites AB et CD
sont paralleles.

COROLLAIRE.

501. Les paralleles AC et BD comprises entre une droite AB
et un plan P paralleles sont egales (fig- 272).

*

En effet, le plan Q des deux paralleles AC et BD coupe le

plan P suivant une droite CD parallele a AB. Done AC et BD
sont egales cornme paralleles comprises entre paralleles (C8).

IV. - PLANS PARALLELES.

DEFINITION.

502. Deux plans sont paralleles lorsqu ils ne peuvent avoir

aucun point commun.
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THfiOREME.

503. Si deux plans P et Q sent paralleles, toute droite D

parallele au plan P on situee dans ce plan, est parallele au

plan Q on situee dans ce plan (Jig. 278 ).

En effet :

1 Si la droite D est situee dans le plan P, elle est evidem-

ment parallele au plan Q;
2 Si la droite D est parallele au plan P, un plan quelconque

mene par D coupera le plan P suivant une droite B qui sera a

la fois parallele au plan Q ( i) et a la droite D (500). La droite D
etant parallele a une droite B qui est parallele au plan Q, sera

done elle-meme parallele a ce plan ou situee dans ce plan (498).

COROLLAIRES.

504. Si deux plans sont paralleles, toute droite qui coupe
I un coupe Vautre.

505. Si deux plans P et Q sont paralleles, tout plan R qui

coupe run P coupe Vautre Q, et les droites d intersection A
et B sont paralleles (Jig. 278].

Fig. 9.73. Fig. 2-4.

\ / C c
Vn

En effet :

i&quot; Concevons dans le plan R une droite C son parallele a B.

Celte droite Ccoupantle plan P, coupera aussi le plan Q (504).

Done le plan R coupe le plan Q.

2 Les droites A et B sont dans un meme plan R, et elles ne

se rencontrent pas puisque les plans P et Q ne peuvent avoir

aucun point commun; done, ces droites sont paralleles.

506. Deux plans paralleles a un troisieme sont paralleles

entre eux ; car, si le premier coupail le second, il couperait

aussi le troisieme (505, i), contrairement a I hypothese.
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THfiOREME.

507. / (tr itn point exterieur ii tin plan, on petit toujonrs
nit ncr nn

jil&amp;lt;in parallele a ce plan, et on rien pent metier

(jit
nn seal (Jig. 274)-

En effet, soient A le point et B A C le plan donnes. Menons

par A deux droites AB et AC paralleles au plan B A C . Le

plan BAG sera parallele au plan B A C
; car, s il le rencontrail,

leur intersection serait a la fois parallele a AB el a AC
( 500), ce

qui est impossible (485). De plus, tout plan autre que le

plan BAG, mene par le point A, coupant le plan BAG, coupera
aussi le plan B A C (505) et ne pourra lui elre parallele.

COROLLAIRE.

508. Deux angles BAG, B A C , qui out les cdtes paralleles,
ont leurs plans paralleles ; car chacune des droites AB et AC
est parallele au plan B A C (500) et, par suite (507), le plan

BAG est parallele au plan B A C .

SCOLIE.

509. Si par un point A exterieur ct un plan Q, on mene des

droites paralleles a ce plan, le lieu de ces paralleles est le plan P

mene par A parallelement au plan Q.
Car deux quelconques de ces paralleles determinent un

plan P parallele au plan Q, et c est le seul qui puisse passer

par le point A (507).

THfiOREME.

510. Les paralleles AB et CD comprises entre deux plans pa
ralleles P et Q sont egales (fig. 276).
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En effet, le plan des deux paralleles AB, CD, coupe les

plans P et Q suivant deux droites AC et BD paralleles entre

elles (505); done AB et CD sont egales comme paralleles com

prises entre paralleles.

COROLLAIRE.

511. Deux droites quelconques AC, A C
(fig&amp;gt; 276), sont

coupees par trois plans paralleles P, Q, R, en parties propor-

tionnelles; en d autres termes, si A, B, C, sont les points oil les

plans P, Q, R, rencontrent la premiere droite AC, et A ,
B

,
C , les

points ou les memes plans coupent la seconde droite A C ,
on a

AB BC AC
A B B C A C

En effet, menons par A la parallele a A C , et designons

par D, E, les points ou elle coupe les plans Q et R. Les droites

BD et CE etant paralleles (505), on a

AB _BC __ AC
AD ~DE~ AE*

Mais les segments AD, DE, AE, sont respectivement egaux a

A B , B C , A C , comme paralleles comprises entre plans pa
ralleles (510). La relation (i) est done demontree.

Deux droites concourantes AC, AE, etant divisees en parties

proportionnelles par le point A et les plans paralleles Q et R,

il en sera de meme evidemment pour une serie de secantes

pa riant du point A.

V. - DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES.

DEFINITIONS.

512. On dit qu une droite et un plan sont perpendiculaires
run a I autre, lorsque cette droite est perpendiculaire (496) a

toutes les droites du plan.

513. II resulte de cette definition que deux droites paralleles

out leurs plans perpendiculaires communs. En d autres ter

mes, si une droite AB est perpendiculaire a un plan P, toute
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parallele CD a cette droite. est perpeudiculaire a ce plan

(fo*n)&amp;lt;

En cffet, loutc droite EF du plan P, etant pcrpendiculaire

a AB, estaussi perpendiculaire a sa paralleled), qui, par suite,

est perpendiculaire au plan P.

514. Une droite est diie oblique a un plan, lorsqu clle ren

contre cc plan sans lui elre perpendiculaire.

Fig. 277. Fig. 278.

THfcOREME.

515. Si une droite AB est perpendiculaire au plan P, toute

parallele CD an plan P est perpendiculaire a la droite AB
/ y^ f\ \

En effet, si par le point A, ou AB rencontre le plan P, on

mene AE parallele a CD, cette droite AE sera contenue dans

le plan P (498); par suite (512), Tangle BAE sera droit, et

comme cet angle est egal a Tangle des deux droites AB et CD

(496), on voit que ces deux droites sont perpendiculaires
Tune a 1 autre.

516. BECIPROQUEMEM, 5i une droite AB est perpendiculaire a

un plan P, toute perpendiculaire CD a la droite AB est paral
lele au plan P ou situee dans ce plan (fig- 278).

En effet, menons par le point A la parallele AE a CD : Tangle
BAE sera droit. Par suite, la droite AE sera conicnue dans le

plan P, car sans cela le plan BAE couperait le plan P suivant

une autre perpendiculaire a AB (512), et Ton aurait au point A,

dans le plan BAE, deux perpendiculaires sur BA, ce qui est im

possible. Des lors, la droite CD etant parallele a une droite AE
du plan P, est parallele a ce plan ou siluee dans ce plan (498).

COROLLAIRE.

517. Si deux plans P et Q sont paralleles, toute droite D

perpendiculaire a I un P esl perpendiculaire a rautre Q; ou
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plus brievement, deux plans paralleles ont leurs perpendicu-
laires communes.
En effet, toutes les droites du plan Q, etant paralleles au

plan P, sont perpendiculaires a la droite D (515), qui, par

suite, est perpendiculaire au plan Q (512).

THEOREMS.

518. Par un point donne A on pent toujours mener line

droite perpendiculaire a un plan donne P, et on ne peut en

mener quune.

i Supposons le point A exterieur au plan P (Jig. 279).
La distance du point A a un point quelconque M du plan P

varie avec la position du point M dans ce plan; car si le point M
se deplace, par exemple, sur une droite EF du plan P, la lon

gueur AM croit a mesure que le point M s ecarte du pied G

de la perpendiculaire AG, abaissee du point A sur la droite EF

dans le plan AEF. Cette distance variable du point Aaux divers

points du plan P ne peut evidemment devenir aussi petite que
Ton veut, puisque le point A est hors du plan P; done elle ne

descend pas au-dessous d une certaine limite : en d autres

termes, elle est susceptible d un minimum. D ailleurs, parmi
les droites qui unissent le point Aaux divers points du plan P,

il n en est qu une qui possede cetle longueur minimum, car

cette longueur minimum ne saurait appartenir a deux droites

egales, telles que AC et AD, puisque la mediane AI du triangle

isocele ACD est moindre que chacune d elles. Enfin, cetle

droite unique AB, de longueur minimum, dont nous venons

de prouver 1 existence, esl perpendiculaire a une droite

quelconque EF du plan. En effet, en menant par le point B,

ou AB perce le plan P, la parallele BH a EF, on forme un

angle ABU egal a celui des deux droites BA et EF (495); or,

cette parallele BH est situee dans le plan BEF, c cst-a-dire

dans le plan P; de plus, la droite AB, plus courte distance

du point A au plan P, est en particulier la plus courte distance

du point A a la droite KBH de ce plan; done AB est perpendi

culaire a BH, et, par suite, a EF. Ainsi, on peut mener du

point A une droite AB qui soil perpendiculaire a une droite
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quelconquc du plan P, c cst a-dire (512) qui soil perpemliru-

la ire a ee plan.

On nepeuten mcncr qu une. En effet, louto aulre droitc \M

issue du point A est oblique an plan P, puisque, lo triangle

AMB etant rectangle en B, Tangle AMB est aigu.

Fijj. oSo.

2 Supposons le point A situe dans le plan P (Jig. 280),

Soil Q un plan parallele au plan P. Les plans paralleles P et

Q ayant leurs perpendiculaires communes (513), dire que par le

i point A on peut clever une perpendiculaire au plan P et qu on

! ne peut en elever qu une, c est dire que du point A on peut
abaisser une perpendiculaire sur le plan Q, et qu on ne peut en

abaisser qu une
;
or c est ce que nous venons d etablir (

i
).

COROLLAIRE.

519. Deux droites AB et CD perpendiculaires a un me~me

plan . P sont paralleles (fig. 277); car, si Ton imagine par un point

quelconque C de CD la parallele a. AB, cette parallele sera per

pendiculaire au plan P (513); elle coincidera done avec CD,

puisque du point C on ne peut mener qu une perpendiculaire
au plan P.

SCOLIES.

520. En geometric, le mot distance est loujours synonyme
de plus courte distance. D apres cela, il resulte du raisonne-

menl fait au n 518 (i), que la distance, d un point A a un

plan P est la longueur de la perpendiculaire abaissee de ce point
sur ce plan.

II resulte de la, ainsi que des n os
501, 510 et 519, que :

1 une droite et un plan paralleles sont parlout Equidistantt :

2 deux plans paralleles sont parlout
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THfiORkME.

521. Par un point donne A, on peut toujours mener un
plat&amp;lt;

perpendiculaire sur line droite donnee XY, el on ne peut en

mener qu un.

1 Supposons le point A situe sur la droite XY (fig. 282
).

Considerons a part un plan Q (fig. 281), et la perpendicu
laire HO elevee sur ce plan par 1 un de ses points H pris a vo-

lonte; puis transportons cette figure tout d une piece, de

maniere que la droite OH s applique sur la droite XY de la

fig. 282, et que le point H tombe en A; le plan Q, dans sa nou-

velle position P, sera un plan perpendiculaire a XYau point A,

On ne peut en mener qu un. En ei fet, soient AB et AC

(fig. 282) deux droites menees par le point A a angle droil

sur XY; tout plan perpendiculaire a XY au point donne A

doit
( 516) contenir chacune des droites AB et AC; or, par ces

deux droites on ne peut conduire qu un seul plan (483).

2 Supposons le point A exterieur a la droite XY (fig. 288).

Soit UZ la parallele a XY menee par A. Les droites paral-

leles XY et UZ ayant leurs plans perpendiculaires communs

(513), dire que par le point A on peut abaisser un plan per

pendiculaire sur XY et qu on ne peut en abaisser qu un, c est

dire que par le point A on peut elever un plan perpendiculaire

sur UZ et qu on ne peut en elever qu un
;
or c est ce que nous

venons d etablir (i).

Fig. 281. Fig. 282

COROLLAIRE.

522. Deux plans perpendiculaires a une mme droite sont

paralleles; car, s ils se rencontraient, d un point de leur inter

section on pourrait mener deux plans perpendiculaires sur la

meme droite, ce qui est impossible.
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SCOI.IES.

5*23. Le lieu geometrique des perpendiculaires quc I on pcnl
mener & line droite AB par un point C est le plan P mene par
ce point perpendiculairement &amp;lt;\ la droite AB (fig. 284); car 1 iuie

quelconque CD de ces perpendiculaires doit ( 516 )
n avoir

aucun point commun avec le plan P ou y etre contenue tout

ontiere : c est ce dernier cas qui a lieu ici, puisque la droite CD
a deja un point C commun avec le plan P.

524. Le lieu des points de I espace equidistants des extre-

mitts d une droite XY esl le plan eleve perpendiculairement
sur le milieu de cette droite (fig. 2.82). En effet, dans un plan

quelconque XYB passant par XV, le lieu des points equidis

tants des extremites de cette droite est la perpendiculaire AB
elevee dans-ce plan sur le milieu A de XY; or, on vient de

voir que le lieu des diverses perpendiculaires elevees sur XY
par le point A est le plan mene par ce point perpendiculaire

ment a XY.
THtiOREME.

5*23. Pour qu une droite AB soit perpendiculaire a un plan P,

il sufjit qu elle soit perpendiculaire a deux droites non paral
leled entre elles, situees dans le plan P ou paralleles au plan P

(fig. 284).
Fig. ,8.1.

A

En effet, par un point quelconque C du plan P, menons les

paralleles CD et CE aux deux droites considerees. Les droites

CD et CE seront contenues, d une part dans le plan P (498), et

d aulre part (523) dans le plan mene par le point C perpendi
culairement a la droite AB. Le plan CDE, c est-a-dirc le plan P,

est done perpendiculaire a AB.

THfeOREME.

526. Si, d un point A pris hors d un plan P (Jig. ?85), on

mene a ce plan la perpendiculaire AB et diverses ohliques AC,

AD, AE :
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Deux obliques AC e/ AD, dont lei pieds C rt D

mei./ d p/rf B de la perpendiculaire,
sent egales ;

DeS deux obliques AC et AE, foblique AE,
&amp;lt;/&amp;lt;

*

rf pied de la perpendiculaire,
est la plus longut

triangles rectangles ABC et ABD etant egaux

comme ayant les deux cotes de Vangle droit .respectivement

eeaux leurs hypotenuses
AC et AD sonl egales.

8

J En prenant BD= BC, on a, en vertu de 1 alinea precedent

AC J H, et par la Geomelrie plane AE&amp;gt; AD; done AE esl

plus grand que AC.

527. Les reciproques de ces propositions
sent vrales. III en

resuke que te lieu des points
d un plan P titut* a igale d,s-

centre la projection
K de ce pomt tur te plan (fi

Fig. 285.

un moyen pratique pour abaisser une perpendicula

plan P par un point exterieur A : on fixe au point A

extremL d un fll dont 1 autre extremite est armee d un crayon

on marque trois points C, D, F, sur le plan en tenant le fil

tendu on cherche le centre du cercle qui passerait par ces

uofs pVmts, etl on a le pied de la perpendiculaire
demandee.

x VI PROIFCT10N D UNE DROITE SUR UN PLAN. - ANGLE
S

DUNE DUO ET D UN PLAN. - PLUS COURTE DISTANCE DE

DEUX DROITES.
DEFINITIONS.

528 On appelle projection d un point A sur un plan P k

pied a de la perpendiculaire
abaissee de ce point sur c

. f, f
Q/-&amp;gt;

\

La projection d une ligne quelconque ABC... .ir un plan 1



I.IVRK V. I.K 1 I.AN.
17.

est Ie lieu des projections a, b, c,... des divers points de rctte

ligne.
Fitf. -&amp;gt;8(i. Fi c .

-287.

-,E

THfcORfcME.

520. La projection d une ligne droite AB siir un plan P &amp;lt;?$/

//g7ie droite (fig. 287).

Car toutes les perpendiculaires A, Eb,. . . abaissees sur Ie

plan P par les divers points de la droite AB sont paralleles (519);
leur lieu est done un plan (487), et, par suite, Ie lieu de leurs

pieds est la droite ab suivant laquelle ce plan coupe Ie plan P.

ScOLIES.

530. Lorsque la droile est, comme EF, perpendiculaire au

plan P, sa projection sur ce plan se reduit evidemment 5 un
point e.

531. Lorsque la droite est, comme CD, parallele au plan P,
elle est parallele a sa projection cd sur ce plan (500).

COROLLAIRES.

532. Les projections ab et cd de deux droites paralleles \B
et CD, sur un m&amp;lt;*me plan P, sont paralleles (Jig. -288).

Fig. 288.

tear
la projetante \a d un point quelconque de AB et la pro-

lante Cc d un point quelconque de CD etant paralleles, les

angles BA&amp;lt;7, DCc, ont leurs plans paralleles (508); et, par suite,
les droites ab et cd, suivant lesquelles Ie plan P coupe ces
deux plans, sont paralleles.

II.
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THfcOREME.

533. Lorsque deux droites AB et CD de I espace sont per-

pendiculaires Vune a Vautre, leurs projections ab et cd sur un

plan? parallele
a I une d elles CD, sont aussi perpendiculaires

entre elles (fig. 289).

Fig. 289.

En effet, la droite cd est, comme sa parallele CD, a angle

droit sur AB; elle est d ailleurs a angle droit sur la pro-

jetante A a, droite perpendiculaire
au plan P qui contient cd.

Done, cd est perpendiculaire
au plan AB6 et, par suite,

a ab.

534. KECIPROQUEMENT, deux droites de I espace AB et CD,

sont perpendiculaires
I une a I autre si leurs projections

ab

et cdsur unplan P parallele
a I une d elles CD sont perpen

diculaires entre elles (fig. 289).

En effet, la droite cd etant a angle droit sur ab et sur Aa, est

perpendiculaire
au plan AB6. II en est done de meme de sa

parallele CD, qui, par suite, est perpendiculaire a AB.

Dans le cas tres-particulier
ou le plan P contient CD et ou

les droites AB et CD se coupent, cette reciproque revient au

Theoreme connu sous le nom de Tkeoreme des trois perpen

diculaires, et qu on enonce habiluellement sous la forme sui-

vante, d ailleurs assez incommode dans les applications :

Si du pied a d une perpendiculaire
\a a un plan P, on

mene la perpendiculaire
B sur une droite quelconque CD tra-

cee dans ce plan, la droite AB qui joint au point B un pom,

quelconque
de la perpendiculaire

Aa sera perpendicult

A CD (fig. 290).
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COROLLAIRE.

535. Considerons une droite quelconque AB et un plan Q
perpendiculairc a cette droite; *soienl ah la projection de AB
sur un plan quelconque P (fig- 291), et CD 1 inlersection des

plans P et Q, ou, comme on dit, la trace du .plan Q sur le

plan P. Les deux droites AB et CD etant perpendiculaires 1 une

a 1 autre, il doit en etre de meme de leurs projections ab et CD;
de la ce theoreme, fondamenlal en geometric descriptive :

Lorsquune droite est perpendiculaire & un plan Q, sa projec
tion sur un plan quelconque P est perpendiculaire a la trace

du plan Q sur le plan P.

Fig. 293

I

THEOREME.

536. Lorsquune droite AB est oblique a un plan P, Vangle

aigu BA6 que cette droite fait avec sa projection sur ce plan,
est moindre que / angle BAG quelle fortne avec toute autre

droite AC passant par son pied dans le plan (fig. 292).

En effet, b elant la projection d un point quelconque B de

la droite AB, prenons AC = A6, et menons BG. Les deux

triangles BA6, BAG ont deux cotes egaux; mais le troisieme

cote B6 du premier etanl moindre que le troisieme cote BC du

second, puisque la perpendiculaire est plus courte que Tobli-

que, il faul que Tangle BA6 soil moindre que Tangle BAG.

SCOLIE.

537. En faisant parcourir au point C le cercle decrit dans le

plan P, du point A comme centre avec A& pour rayon, on voit

que 1 oblique BC crolt d une maniere continue depuis le point b

jusqu au point b
, puis decroit en reprenant successivement

les memes valeurs depuis b jusqu en b. Par suite, Tangle BAG,
minimum lorsque le point C est en b, croit jusqu a ce que le

2.
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point C soil en 6 : il est alors maximum; puis il decroit en

reprenant successivement les memes valeurs depuis b jus-

qu en b.

538. On appelle angle d une droite et d un plan Tangle aigu

que cette droite forme avec sa projection sur ce plan.

On voit aisement que I angle d une droite D et d un plan P

est egal a I angle d une droite quelconque D parallele a D et

d un plan quelconque P parallele a P.

THEOREME.

839. Elant donnees deux droites AB et CD non situees dans

le mme plan: 1 // existe une droite, et une seule, qui les

rencontre I une et I autre a angle droit ; 2 cette perpendicu
laire commune est la plus courle distance des deux droites

Fig. 29/1 .

En effet :

i Par un point quelconque A de AB, menons la parallele AE
a CD; le plan BAE, que nous designerons par P, sera parallele

a CD; par suite nous aurons la projection de CD sur ce plan P

en menant une parallele dc a la droile DC par la projection d

d un point quelconque D de cette droite. Cela pose, pour

qu une droite rencontre a la fois AB et CD a angle droit, il faut

et il suffit qu elle soil perpendiculaire au plan P en un point

de AB, et qu elle ait son pied sur cd, lieu des pieds des per-

pendiculaires au plan P menees par les divers points de CD.

Or la perpendiculaire au plan P elevee par le point c commun
a AB et a cd remplit seule ces conditions. II existe done une

droite Cc, et une seule, qui rencontre a angle droit les deux

droites donnees AB et CD.

2 Cette perpendiculaire commune Cc est moindre que toute

autre droite BD joignant un point de AB a un point de CD.

Car, Drf etant la projetante du point D, on a evideminent

Cc = Vd, et D&amp;lt;/&amp;lt;DB.
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SCOLIES.

5iO. La demonstration qui precede perraet d obleiiir la plus
courte distance des deux droiies AB ct CD. Voici un second

precede tres-usuel (fig- 294)-
On projette Tune des droites CD sur un plan P perpcndicu-

laire a 1 autre droite AB. Du pied A dc AB sur le plan P, on

abaisse la perpendiculaire Ae sur la projection C d de CD; on
mene eE parallele a AB jusqu a sa rencontre E avec CD, et

enfin EF parallele a Ae. Le lecteur demontrera sans peine que
cette droite EF est en grandeur et en position la plus courte

distance des deux droiies donnees.

541. Souvent, dans la pratique, on n a besoin que de la lon

gueur de la plus courte distance; il suffit alors de mener par
Tune AB des deux droites un plan P parallele a 1 autre CD, et

de prendre la distance Dd d un point quelconque de CD au

plan ?(,/?-. 293 ).

VII. - ANGLES DIEDRES.

DEFINITIONS.

5i2. Lorsque deux plans P el Q se rencontrent (Jig. 295) et

sont lermines a leur interseclion commune BE, on dil qu ils

formenl un angle diedre. Les deux plans P el Q sont \esfaces,
el la droite BE est Varete de cet angle.
Pour designer un angle diedre isole, il suffit d indiquer son

arete; ainsi Ton dit (Jig. 2C)5) Tangle diedre BE. Mais lorsque

plusieurs angles diedres ont la meme arete, pour designer celui

d entre eux que Ton considere, il faul employer qualre leltres,

savoir : une letlre pour chaque face et deux pour 1 arete; on

place d ailleurs les deux Icllres relatives a 1 arete enlro les deux
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autres. Ainsi, dans lay?g\ 296, on distingue les trois diedres

CABD, DABE, CABE.
Deux angles, tels que CABD, DABE (Jig. 296), qui ont la

memo arete AB, une face commune ABD, el les deux autres

faces situees de part et d autre de la face commune, sont dits

adjacents.

543. Deux angles diedres sont egaux lorsqu on peut les faire

coi ncider. Pour ajouter deux angles diedres, on transporte le

second a la suite du premier de maniere a former deux angles

adjacents, tels que CABD, DABE (Jig. 296); Tangle CABE des

deux faces non communes ABC, ABE, est la somme des deux

angles diedres proposes.

544. On acquiert une idee nette de la grandeur de Tangle

diedre, en supposant que Tune des faces P d abord appliquee
sur Tautre face Q (Jig. 298), tourne autour de la droite AB;
dans cette rotation, le plan mobile P fait avec le plan fixe Q
un angle diedre qui croit d une maniere continue.

Fig. 297.

B. ,

Fig. 298. Fig- 299-

Un plan P 2 est dit perpendiculaire sur un plan QQ (Jig. 298),

lorsque les deux angles adjacents P 2 ABQ, P 2 ABQ , qu il forme

avec celui-ci, sont egaux. Un plan P, qui forme avec QQ des

angles adjacents PABQ, PABQ , inegaux, est dit oblique sur le

plan QQ .

On nomme angle dikdre droit lout diedre P 2 ABQ dont une

face esi perpendiculaire sur Tautre.

545. Deux angles diedres sont dits opposes par l arle lors

que les faces de Tun sont les prolongements des faces de

Tautre. Deux plans indefmis PP , QQ (Jig. 299) forment en se

coupant qualre angles diedres qui sont deux a deux opposes

par Tarete AB.
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On nomme plan bissecteur d un angle diedre le plan (jiii,

mene par Parole, divise cet angle diedre en deux autres cgaux
entre eu\.

. On appelle angle plan correspomlant a un angle diedre

Tangle rectiligne que Ton forme en elevant, par un memo
point de Parole, une perpendiculaire a cetle arete dans cha-

cune des faces. Ainsi, B elanl un point de Parete BE dc Tangle
diedre PEBQ (Jig. 297), si Pon eleve dans le plan P la perpen
diculaire BA sur Parole BE, et dans le plan Q la perpendicu
laire BC sur 1 arete BE, Pangle ABC sera \ angle plan du diedre

considered

Pour que cette definition ne soil pas contradictoire, il faut

que la grandeur de Pangle plan correspondant a un angle
diedre soil la meme, en quelque point de Parete qu on forme

cct angle plan. Or, soient les angles plans ABC, DEF, formes en

deux points A et E de Parete de Pangle diedre PBEQ (Jig. 297) :

les cotes BC et EF sont paralleles et de meme sens, comme
etant, dans un meme plan Q, perpendiculaires a la meme
droite BE; il en est de meme de BA et de ED par rapport au

plan P; les angles ABC, DEF, sont done egaux.
II est a remarquer que le plan ABC est perpendiculaire a

Parete BE; reciproquement, tout plan perpendiculaire a Parete

coupe les faces suivant des perpendiculaires a cette arete, et

par suite Pangle diedre suivant son angle plan.

THfiORfcME.

5V7. Par une droite AB, situee dans un plan QQ , on pent
tonjours elecer un plan P 2 perpendiculaire sur ce plan, et on
ne pent en elever qu un (Jig. 298).

COROLL.URES.

5i8. Tons les angles diedres droits sont egaux.

La demonstration de ce iheoreme et de son corollnire est

lout a fait semblable a celle qui a etc donnee aux n08 14 et 15

de la Geometric plane.
Un angle diedre est dit aigu ou obtus suivant qu il est infe-

rieur ou superieur a Pangle diedre droit. Deux angles diedres

sont complementaires lorsque leur somme est egale a un angle
diedre droit.
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549. Tout plan P qui en rencontre un aulre QQ fait avec

celui-ci deux angles diedres adjacents PABQ, PABQ , dont la

somme est egale a deux diedres drolls (fig. 298). Reciproque-
merit, si deux angles diedres adjacents PABQ, PABQ , sont

supplementalres, cesl-a-dire ont line somme egale a deux
diedres droits, leu rs faces non communes Q et Q sont dans le

prolongement I une de Vautre. (Foir les n 05
17, 18 et 19.)

550. Lorsque deux plans PP
, QQ , se coupent , les angles

diedres opposes par I ardte AB sont egaux (Jig- 299). (Fair le

n 22.)

THEOREMS.

551. Le rapport de deux angles diedres est egal au rapport
de leurs angles plans.

II suffit(135) de prouver :

i Que si deux angles diedres AIOB, A FO B sont egaux,
leurs angles plans AOB, A O B sont egaux (fig- 3oi);

2 Que si un angle diedre AIOC est la somme de deux antres

angles diedres A FO B , BIOC, son angle plan AOG est la

somme des angles plans A O B , BOC, qui correspondent aux

deux autres diedres (fig. 3oi ).

En effet :

i Transportons Tangle diedre A I O B
, de maniere que

Tangle droil TO A s applique sur Tangle droit IOA ; puisquc
les diedres AIOB, ATO B

,
sont egaux, le planFO B tombera

sur le plan IOB, et O B coincidera avec la perpendiculaire a 10

eleyee dans le plan IOB par le point 0, c est-a-dire avec OB ;

done les angles plans AOB, A O B , sont egaux.

Fig. 3oo. Fig. 3oi.

2 Puisque Tangle plan A O B est egal a AOB, pour prouver

que Tangle plan AOC est egal a la somtne de A O B el de BOC,
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il sndit do fa ire voir quc les trois droiles OC, OB, OA, sonl

dans un memo plan ; or ccla resullc du n 523.

COROLLAIRE.

552. Par suite, tout angle diedre a la ineme mesnre que
I angle plan, correspondant, pouivu que Von pretme pour unite

d angle diedre le diedre auquel correspond Tangle plan choisi

pour unite d angle plan; ou, d une rnaniere incorrecte, inais

plus rapide, tout angle diedre a pour mesnre son angle plan.
(Foir, pour plus de details, le n 136.)

SCOLIES.

553. L angle diedre droit a pour angle plan un angle droit,

et inversement, un angle diedre est droit si son angle plan
est droit. En effet, soienlPABQ, PABQ (fig. 3oo), deux angles
diedres adjacenls formes par la rencontre du plan P el du

plan QQ ; par un point de Tarete AB, menons un plan per-

pendiculaire a celte arete; ce plan determinera, par ses inter

sections avec les plans P et QQ , deux angles rectilignes adja-
cents EOC, EOD, qui seront les angles plans des deux diedres

proposes. Or, quand les deux diedres sont egaux, les deux

angles plans sont egaux, et reciproquement.

554. La proportionnalile des angles diedres et des angles

plans correspondanls permet de conclure un grand nombre de

proprietes des angles diedres, des proprieles analogues des

angles reclilignes demontrees en Geometric plane. Nous cite-

rons par cxemple les propositions suivantes, qui sont souvent

utiles :

Le plan bisseeteur d un angle diedre est le lieu des points

qui, situes dans I interieur de cet angle, sont equidistants de

ses faces; etc. (Foir les n os
51, 52, 53.)

Deux angles diedres qui otit leurs faces paralleles deux a

deux sont egaux ou supplementaires. (
Foir le n&quot; 70.)

THfcOREME.

555. Parmi toutes les droites que I on pent mener par tut

point A dans un plan P, celle qui fait le plus grand angle avec

nn aulre plan donne Q est la perpendiculuire AB abaissee du

point A snrl intersection LT des deux plans P et O (Jig. 3o2).
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Solent AC une droite quelconque menee par le point A dans

le plan P, et a la projection du point A sur le plan Q; &amp;lt;?B et

aC seront les projections de AB et de AC, et il s agit de de-

montrer (538) que Tangle ABa est plus grand que Tangle Ada.

Or, la droite aB elant perpendiculaire sur LT, en vertu du

theoreme des trois perpendiculaires la droite C est une

oblique, et Ton a B
&amp;lt;&amp;lt;

C. Si done on prend sur la droite B,

a partir du point a, une longueur D egale aC, le point D sera

situe au dela de B, et Tangle ABa exterieur au iriangle ABD

surpassera Tangle interieur AD; mais, les triangles A-aC et

AD elant egaux comme ayant un angle droit egal compris
entre deux cotes egaux, Tangle AI) est egal a Tangle AC&amp;lt;7;

done enfin Tangle AB est plus grand que Tangle AC.

SCOLIE.

556. Lorsque le plan Q est horizontal, la droite AB prcnd
le nom de ligne de plus grande pente du plan P. L angle de

cette ligne avec le plan Q est Tangle plan du diedre PLTQ.
Par chaque point d un plan passe une ligne de plus grande

pente de ce plan, et une seule.

VIII. PLANS PERPENDICULAIRES.

THtiOREME.

557. Lorsque deux plans P et Q sont perpendiculaires I un

a Tautre, toute droite AB, menee dans le premier plan P per-

pendiculairement a I intersection commune CD, est perpendi
culaire a Vautre plan Q (fig- 3o3).

En ef fet, les deux plans P et Q etant perpendiculaires Tun

a Tautre, Tangle plan correspondant a Tangle diedre PCDQ
doit etre droit; or on forme cet angle plan ABE en elevant,
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dans le plan Q et par le point B, la perpendiculaire HE a CD;

done In droite AB est perpendiculaire a BE, el comimi die lYsi

aussi par hypothese a CD, elle est perpendiculaire au plan O.

Fig. 3o^.

it

THEOREMS.

558. Si une droite AB est perpendiculaire & un plan O, lout

plan P passant par cette droite on parallels a cetle droite est

perpendiculaire an plan Q.

En effet :

i Si le plan P passe par AB (fig. 3o3), menons dans le

plan Q et par le point B la perpendiculaire BE a 1 interseclion

CD des deux plans P et Q. L angle ABE sera droit, puisque la

droite AB est par hypothese perpendiculaire an plan Q; d ail-

leurs cet angle ABE est Tangle plan du diedre PCDQ; done ce .

diedre est droit, et le plan P est perpendiculaire au plan Q.

a Si le plan P est parallele a AB (fig. 3o4), menons par tin

point quelconque Ede ce plan la parallele EF a AB; cette droite

EF sera a la fois perpendiculaire au plan Q et situee dans le

plan P (513, 498). Done le plan P, passant par une droite EF

perpendiculaire au plan Q, sera perpendiculaire a ce plan (i).

559. RficiPROQUEMEM, si deux plans Q et P sontperpendicu-
laires enlre eux, toute droite AB perpendiculaire au premier

plan Q est situee dans Vautre plan P ou lui est parallele.

En effet, si la droite AB n avait qu un seul point commun
avec le plan P, en menant de ce point une perpendiculaire sur

rintersection CD des plans P et Q (Jig. 3o4 ), cette perpendi

culaire serait perpendiculaire au plan Q, et Ton pourrait mener

d un meme point deux perpendiculaircs au plan O; ce qui est

impossible. La droite AB, ne pouvanl couper le plan P, est

done parallele a ce plan ou situee dans ce plan.
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COROLLAIRE.

560. Par line droite AB oblique a un plan P (fig. 3o5), on

pent abaisser un plan perpendiculaire
sur ce plan P, el on ne

pent en abaisser qii un.

En effet, le plan BAa, determine par la droite AB et par la

perpendiculaire A a au plan P abaissee d un point quelconque

de AB, est perpendiculaire au plan P. C est le seul, car tout

plan conduit par AB perpendiculairement au plan P doit con-

lenir la perpendiculaire A a.

Fig. 3o5.

THfiOREiME.

561. S/ &amp;lt;few#
;?/&amp;lt;s

P et Q so&amp;gt;^ perpendiculaires
a un troi

sieme R, feur intersection AB est perpendiculaire
a ce troisieme

plan (Jig. 3o6).

Car si, par un point quelconque de Intersection AB, on

&quot;mene la perpendiculaire au plan R, celte perpendiculaire
doit

se trouver a la fois dans le plan P et dans le plan Q (559); elle

ne differe done pas de AB.

COBOLLAIRES.

562. Un plan perpendiculaire a deux plans qui se coupent

est perpendiculaire a leur intersection.

563. Si les plans P et Q de \*fig. 3o6 forment un angle diedre

droit, les trois plans P, Q, R, seront perpendiculaires
entre

cux; 1 intersection de deux quelconques de ces plans sera per

pendiculaire au troisieme, et les trois intersections seront

perpendiculaires entre elles.

IX. - ANGLES POLYEDRES.

DEFINITIONS.

564. Lorsque plusieurs plans ASB, BSC, CSD,... (fig.
3o 7 )

se

coupent successivement suivani des droites SB, SC, SD,... qui
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concourent en un meme point S, on (lit qu ils formcnl itn

angle polyedre. Le point S est le sommet, les droilcs SA, SB,

SC,. . . sont les arttes, el les angles ASB, BSC, CSD,. . . sent

\esfaces de Tangle polyedre.

On designe un angle polyedre par la lettrc du sommet suivie

des letlres relatives aux diverses aretes. Ainsi, pour indiquer

Tangle polyedre de la Jig. 807, on dira Tangle SABCDE, ou

plus simplement Tangle S, car quand un angle polyedre est

isole,la lettre du sommet suflit.

II faut an moins trois plans pour former un angle polyedre.
L angle forme par trois plans prcnd le nom Wangle triedre.

Dans un angle triedre BAGS
(fig. 807), on distingue six ele

ments, savoir : les trois faces SBA, SBC, ABC, el les trois

diedres BA, BC, BS.

565. On dit qu un angle polyedre est convexe, lorsqu il est

situe loul enlier d un meme cole par rapporl au plan indcfini

de chacune de ses faces (fig. 807); il est concave dans le ras

con Ira i re (fig. 3o8). Toul angle iriedre est convexe.

Considerons un angle polyedre convexe SABCDE (fig. 809);
ses aretes seront, d apres la definition de la convexile, siluees

toutes d un meme cole du plan PQ d une face quelconque
SAB; dans la fig. 3og nous les avons placees, pour fixer les

idees, au-dessus de ce plan. Par le poinl S, dans le plan PO,
menons une droile MN siluee en dehors de Tangle ASB, et

concevons une serie de plans menes par la droite MN el

conlenani successivemenl chacune des areles SC, SD, SE.

Si DSM ou KMN esl celui de lous ces plans qui fail le plus

peiil angle avec la poriion PMN du plan PQ, Tangle polyedre

propose SABCDE sera silue loul enlier dans Tangle diedre
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RMNQ forme par la parlie anterieure Q et la partie supe-

rieure R des deux plans PQ, HT. Done, tout plan GH mene par

M\

MN et situe dans Tangle diedre PMNR et dans son oppose par

I arete QMNT, sera un plan mene par le sommel S et laissant

toutes les aretes d un meme cote. Par suite, tout plan parallele

a GHet situe, comme Tangle polyedre SABCDE, a droite de

GH coupera toutes les aretes de cet angle sans passer par le

sommet. La section sera done un polygone ABCDE ayant autant

de cotes que Tangle polyedre a de faces, et ce polygone sera

convexe; car Tangle polyedre etant tout entier d un me,

cote, par rapport au plan de chacune de ses faces, le polygone

setrouvera, par la meme, situe tout entier d un meme cote

par rapport a chacune des droites indefmies qui unissent (

sommets consecutifs quelconques.

500 Si Ton prolonge au dela du sommet S toutes les aretes

d un angle polyedre SABCDE (fig. 3.o), on obtient un autre

angle polyedre SA B C D E qui est dit le tjrmitnque du
pr&amp;lt;

eux angles polyedres symetriques SABCDE, SA B C D E,

ont tous leurs elements respectivement egaux : les faces AS

et A SB ,
BSC et B SC ,... sont egales deus a deux comrn

angles plans opposes par le sommet, et les angles diedres

;^
et 8V, SB et SB ,. . ., sont egaux comme opposes par la, etc

Mais 1 disposition
des parties egales n est pas la meme dan

les deux a, gles polyedres. En effet, un observateurcouche su,
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1 arete SA, ayant la tele en S, les pieds en A, et regardant Tinir-

de Tangle SABCDE, verrait les aretes sc presenter de

g.3n.

droite a gauche dans Pordre SB, SC, SD, SE; tandis qu un ob-

servateur place de la meme maniere dans 1 autre angle
SA B C D E

, c est-a-dire couche sur SA , ayant la tele en S,

les pieds en A et regardant Tinterieur de Tangle, verrait les

aretes se succeder de droite a gauche dans Tordre inverse SE ,

SD ,SC , SB .

A cause de cette difference de disposition, deux angles po-
lyedres symetriqites, bien quegaux dans toutes leurs parties,
ne sont pas superposables.
En effet, considerons, par exemple, deux triedres symetri-

ques SABC et SA B C (fig- 3n), et supposons, pour fixer les

idees, que Parele SC soil en avant du plan ASB, el, par suite,

que son prolongement SC soil en arriere du meme plan. II y
a deux manieres differentes d essayerla superposition desdeux
triedres.

1 Concevons (fig. 3n) la perpendiculaire elevee par le

point S sur le plan ASB, et faisons lourner le triedre SA B C

de 180 degresautour de cette droite dans le sens de la flechc/;
Parele SA , qui dans ce mouvement ne sort pas du plan ASB,
viendra surSA; de meme SB s appliquera sur SB; mais Tarete

SC restera toujours en arriere du plan ASB; par suite, dans

sa nouvelle position, le triedre SA B C ne coincidera pas
avec SABC.

2 Menons (fig. 3i2 , la bisseclrice ^Sj de Tangle BSA , et,

autour de celte droile, quiest situee dans le plan ASB, faisons

tourner le triedre SA B C de 180 degres dans le sens de la
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fleche o. L arete SA s appliquera sur SB, 1 arete SB sur SA, et,

par suite, la face A SB coincidera avecBSA; de plus, 1 arete SC

viendra cette fois en avant du plan ASB. Mais la nouvelle posi

tion SC, de cette arete differera en general de SC
;
car les diedres

suivant SA et SB etant en general inegaux, il en sera de meme

des diedres SB et SA , et, par suite, les plans CSB et C, SB, etant

inegalement inclines sur le plan ASB, ne coincideront pas.

On voit cependant que la coincidence aurait lieu si le triedre

SABC avail les deux angles diedres SA et SB egaux entre eux.

Car, dans cette hypothese, les plans C, SB et CSB seraient ega-

lement inclines surle plan ASB; ils tomberaienl done 1 un sur

1 autre; il en serait de meme des plans C, SA et CSA, et, par suite,

les aretes SC etSC, se confondraient. Observons d ailleurs que

la face C SA , qui est egale a ASC, s applique alors sur CSB, de

sorte que Tegalite des deux angles diedres SA et SB entraine

celle des faces CSB et CSA. Done, en resume, pour qu un

triedre soil superposable a son symetrique, ilfaut et il suffit

que ce triedre ait deux angles diedres egaux ; et dans un tel

triedre, les faces opposes aux diedres egaux sont egales.

TH^OREME.

567. Dans tout angle polyedre, une face quelconque est

moindre que la somme de toutes les autres.

11 n y a lieu a demontrer cette proposition que lorsque la

face consideree est plus grande que chacune des autres.

Cela pose, considerons d abord un angle triedre SABC
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(Jig. 3i3). Dans la face ASB que nous supposons plus grandc

que chacunc des deux aulres, formons un angle ASD egal a

ASC, et prenons, a partir de S, sur les droites SD et SC, des

longueurs SC et SI) egales enire clles. Par le point D, menons
unedroitc ADD qui rencontre les aretes SA el SB en A el en B;

Fig. 3.3.

enfin, joignons le point C aux points A et B. L egalile des

deux triangles ASD, ASC, qui-onl un angle egal compris entre

deux coles egaux, donne AD = AC; et comme on a

AB ou AD-f-DB&amp;lt;AC+CB,

on voit que le segment DB est moindre que CB. Des lors,

les deux triangles CSB, DSB, ayant SB commun, SC = SD, ot

DB &amp;lt;DC, il faut (4-0) que Tangle DSB soil moindre que CSB.

Done, en ajoutant d une part Tangle ASD et de Tauire son

egal ASC, on a

ASD -h DSB ou ASB
&amp;lt;

ASC -f- CSB.

Pour elendre le iheoreme au cas d un angle polyedre quel-

conque, il suffit de decomposer eel angle en triedres eh me-
nanl par Tune des areles SA et par les areles opposees SC, SI),

des plans diagonaux ASC, ASD (fig. 3io); la demonstration esl

evidenle.

COROLLAIRE.

508. Dans tout angle friedre, a nn plus grand angle diedre

est opposee une plus grandc face.

Soil (fig. 3i4) le triedre SABC dans lequel Tangle diedre SC

est plus grand que Tangle diedre SB. On pourra mener dans le

diedre SC el par Tarete SC un plan CSI) qui fasse, avec le plan

CSB, un angle diedre egal au diedre SB. Le Iriedre SBCD ayanl
II. 3



34- GEOMETR1E DANS I/ESPACE.

deux diedres egaux, les faces BSD, CSD, opposees a ces angles

seront egales. Or le triedre SACD donne

ASC&amp;lt;ASD + DSC;

on aura done, en remplacant la face DSC par son egale DSB,

ASC
&amp;lt;

ASD -f- DSB ou ASC&amp;lt;ASB.

En rappochant ce theoreme de celui qui a ete demontre au

dernier alinea du n 566, et en raisonnant comme au n 37,

on verra que : RECIPROQUEMENT,SZ un angle triedre a deux faces

egales, les diedres opposes a ces faces sont egaux, et si un

angle triedre a deux faces inegales, a la plus grande face est

oppose le plus grand diedre.

SCOLIE.

569. Si, par le sommet S d un angle triedre SABC, on menc unc droitc

SO a volonte dans Vinterieur de ce triedre, la somrne dcs angles OSB, OSC,

est moindre que la nomine dcs faces ASB, ASC.

Si les deux faces d un anyle triedre sont respectivcmcnt egales a deux

faces d un autrc angle triedre, et si I angle diedre compris entre les pre
mieres est plus grand (jiie

I angle diedre compris entre les deux autrcs,

a troisiemcface du pj cmicr triedre est plus grande que la troisiemc face

du second.

Ces propositions sont les analogues de celles des nos 31 et33; elles se

d6montrent absolumerit de meme. II est inutile de faire de nouvelles

figures; il suffit de regarder les figures 24, 20, 26 et 27 comme des sections

planes des trieclres que 1 on considere, les sommets de ces triedres 6tant

supposes en avant, par exemple, du plan des sections.

THfiOREME.

570. Dans lout angle polyedre convexe, la somme des faces
est moindre que quatre angles droits (Jig. 3i5).

En effet, soil ABODE un polygone convexe obtenu en cou-

pant Tangle polyedre par un plan qui rencontre toutes les

aretes (565). En ajoutant les inegalites

EAB&amp;lt;EAS-f-BAS,

ABC&amp;lt;ABS-f-CBS,

BCD
&amp;lt;

BCS + DSC,
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que fournissent les triedres A, B, C, . . (567), on voit que la

somme des angles interieurs du polygone ABCDE est moindrc

que la somme des angles a la base des triangles SAB, SBC,

SCI),..., qui onl S pour sommet. Or, la somme des angles
tant interieurs qu exterieurs du polygone convexe ABCDE est

egale a la somme de tons les angles des triangles dont S est

le sommet commun, Done, la somme des angles en S de ces

triangles, c est-a-dire la somme dps faces de Tangle polyedre,
est moindre que la somme des angles exterieurs du polygone,
c est-a-dire moindre que quatre angles droils.

Fig. 3 i 6.

SCOLIE.

571. II resulte des deux theoremes precedents (567, 570) que, pour

qu onpuisse former un angle triedre avec trois faces donnees, ilfaut que
la plus grande face soil inferieure a la somme des deux autres, et que la

somme des trois faces soit moindre que quatre angles droits. Nous aliens

prouverque ces deux conditions Mmistfffisantes.

Soient (fig. 3i6) ASB la plus grande face, et ASC, BSC
,
les deux autres

faces rabattues dans le plan de la premiere, de part et d autre de celle-ci
;

SC et SC sont les deux droites provenant du dedoublement de la troisieme

arete.

Decrivons du point S comme centre un arc de cercle CC de rayon ar-

bitraire; cet arc sera moindre qu une circonference, puisque la somme des

trois faces donnees est inferieure a quatre angles droits. Cc et CV etant

les cordes menees des points C et C perpendiculairement aux aretes SA
et SB, les arcs AC et Ac sont egaux entre eux, ainsi que les arcs BC
et Be

; par suite, la relation

arc AB
&amp;lt;

arc AC 4- arc BC
,

qui exprime que la plus grande face ASB est inferieure a la somme des

deux autres, peut s ecrire

arc AB
&amp;lt;

arc Ac -f- arc Be ;

die monlre que le point c tombe entre B et c
, que c tombe entre c et A

3.
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et par consequent que les deux cordesO etC r se croisent en un point

interieur au cercle CC .

filevons au point la perpendiculaire OM au plan ASB, et dans le

plan DOM decrivons du point D comme centre, avec un rayon egal a DC,

un arc de cercle qui coupera necessairement la perpendiculaire OM,

puisque OD est moindre que DC. M etant le point d intersection, menons

SM : le triedre SABM sera forme avec les trois faces donnees. Eneffet, si

Ton tire MD et ME, ces droites seront respectivement perpendiculaires sur

SA et sur SB, en vertu du theoreme des trois perpendiculaires; des lors

les deux triangles SDM, SDC, sont egaux comme ayant un angle droit

compris entre deux cotes egaux chacun a chacun; on en conclut d abord

que la face ASM est 6gale a la faredonnee ASC, et que 1 arete SM est egale

a SC. Les deux triangles rectangles SME, SC E, ont done Thypolenuse

egale et un cote commun, et leur egalite prouve que la face MSB est egale

a 1 autre face donnee BSC .

THtiOREME.

572. Si un angle triedre SA B C est le triedre supplementaire
d un angle triedre donne SABC, reciproquement SABC sera le

triedre supplementaire de SA B C .

Pour bien comprendre la definition du triedre supplemen
taire et Tobjet du present theoreme, il convient de faire une

remarque. Par un point d un plan P, menons une perpendi
culaire M a ce plan et une oblique ON. Si les deux droites OM
et ON sont d un mme cdte du plan P, Tangle MON qu elles

forment est aigu (fig* 317), car il est compris dans Tun des

angles droils MOT ou MOT que fait la perpendiculaire OM
avec la trace TOT du plan MON sur le plan P. Si les deux

droites OM et ON sont situees de part et d autre du plan P,

Fig. 3i8.

M

Tangle MON est obtus(fig. 3i8), car il contient Tun des an

gles MOT ou MOT . Done, reciproquement, suivant que Tan

gle MON est aigu ou obtus, on peut afflrmer que la perpendi
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culaire CM et 1 oblique ON sont d un me*me c6le cln plan P oil

de part et d autre de ce plan.

Cela pose, on nomme triedre supplemenlaire d un triedre

SABC (Jig. 3i(j) un nouveau triedre SA B C forme de la ma-
niere suivante :

Par le sommel S, on eleve une perpendiculaire SC a la

face ASB, du meme tote que SC par rapport au plan de celte

face
; on mene SB perpendiculaire a la face ASC, du meme cote

que SB par rapport au plan ASC, et Ton trace enfin SA perpen
diculaire a la face BSC, du meme cote que SA par rapport au

plan BSC.

II s agit maintenant de demontrer que le triedre SABC re-

suite du triedre SA B C , comme celui-ci du premier; ou, en

d autres termes, que 1 arete SC, par exemple, est perpendicu
laire a la face A 7 SB et du meme cote que SC par rapport au

plan de celte face. Or, par hypothese, SA est perpendiculaire
au plan CSB et par suite a SC; de meme, SB est perpendicu
laire a SC; done SC est perpendiculaire au plan A SB , De

plus, SC ayant ete mene perpendiculairement au plan ASB et

du cote de SC, Tangle CSC est aigu; par suite, la perpendicu
laire SC au plan A SB el Poblique SC formant un angle aigu,

ces deux droites sont situees d un meme cole par rapport a ce

plan A SB .

TBfcORfeME.

573. Si SABC et SA B C sont deux triedressupplemenlaires,

chaque angle diedre de Vun de ces triedres est le supplement
de la face opposee dans I autre.

La demonslralion est fondee sur la remarque suivante :

Lorsque, par un point pris sur Varte d une angle diedre 01,

on eleve sur laface \0\ une perpendiculaire OA du me*me c6te

du plan 10A que la face 10B, et sur la face 10B une perpen
diculaire OB du meme c6te du plan 10B que la face 1OA,
Vangle A OB est le supplement de iangle plan AOB qui mesure

le diedre (fig. 821, 3 ?. 2).

Les quatre droites OA, OB, OA , OB , sont dans le plan per

pendiculaire a 01 mene par 0; d ailleurs, OA perpendiculaire
au plan 10A doit etre perpendiculaire a OA, et de meme OB
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doit etre perpendiculaire sur OB; les angles AOB, A OB , sont

done deux angles situes dans un meme plan et ayant leurs

cotes perpendiculaires chacun a chacun; pour prouver qu ils

Fig. 820. Fig. 32i.

ci

sont supplementaires, il suffit de prouver qu ils sont toujours
d espece differente, c est-a-dire Fun aigu, 1 autre obtus. Or,

cela resulte de la direction que Tenonce impose aux perpendi
culaires OA et OB . Eneffet, si Tangle AOB est aigu (fig. 32 1),

Tangle A OB renferme Tangle droit AOA et, par suite, est

obtus; si Tangle AOB est obtus (Jig. 822), Tangle A OB est

contenu dans Tangle droit AOA et, par suite, est aigu.

Cela pose, revenons aux triedres supplementaires SABC,
SvV B C (fig. 820), et considerons, par exemple, le diedre SC.

La droite SB est une perpendiculaire a la face CSA de ce

diedre du cote de SB, et par suite du cote de Tautre face CSB;

de meme, SA^est une perpendiculaire a la face CSB du diedre,

du cote de la face CSA; done, Tangle A SB est le supplement
de Tangle qui mesure le diedre SC ou, plus brievement, le

supplement du diedre SC. On procederait de meme pour les

diedres SA et SB.

Puisque les deux triedres SABC, SA B C , se deduisent Tun

de Tautre par la meme construction ,
il est clair que la pro-

priete qui vient d etre etablie pour les diedres du premier
s etend aux diedres du second. D ailleurs la demonstration

serait la meme.
C est en raison de cette double propriete que les deux

triedres ont ete appeles supplementaires.

SCOLIE.

574. Designons par, b, r, les nombres qui mesurent les faces, etpar

A, B, C, les nombres qui mesurent les angles diedres d un angle tried re,

Tangle droit etant pris pour unite d angle. Les nombres fi
,
b

,
c

, qui mo-
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sureront les faces, et ccu\ A
,
B

,
C

, qui mesureront los angles diedres dn

triedre supplemontaire, seront (tonnes par les formules

tt = a A, A 1 = a /?,

b = i B, B =a b,

c = -i C, C =r2 r.

Si done on connait une propriete quelconque d un angle triedre, c est-

a-dire une relation entre les elements
&amp;lt;?, b,c, A, B, C, de cette figure, en

appliquant cette relation aux elements ft
,
b

,
r

,
A

,
B

,
C

,
du triedre sup-

ple&quot;mentaire, puis en remplacant ces elements parleurs valeurs tiroes des

formules prece&quot;dentes, on aura une relation nouvelle entre tf, b, c, A, B, C,

c est-a-dire une nouvelle propriete du triedre primitif.

Demme, toute propriete relative a plusieurs triedres corutuira, par la

consideration des triedres supplementaires des proposes, a une propriete

nouvelle de ce systeme de triedres.

On conceit par la 1 importance du theoreme precedent. Voici d ail-

leurs q*uelques applications de la melhodc g^nerale que nous venons

d indiquer.

575. Nous avons vu (570) que la somme des faces d un triedre etait

toujours comprise enlre ze&amp;gt;o et quatre angles droits. Cherchons le tb^o-

reme correspondant, ou, comme on dit, le theoreme correlntif. Conside-

rons a cet effet le triedre supplementaire du propose; a
, //, c

}
etant ses

faces, on a

o &amp;lt;a + b + c
&amp;lt; 4.

Par suite A, B, C, e&quot;tant les diedres du triedre propose, on a

Oil

Ainsi, la proposition demandee est la suivante : Dans tout triedre,, la

soinme dc\ angles diedres est comprise entre deux droits ct six droits.

Nous avons vu encore (567) que dans tout triedre la plus grande face

est moindre que la somme des deux autres. Quel est le theoreme cor-

relatif?

Soient
,
b

,
c

,
les faces du triedre supplementaire du triedre consider^.

etant la plus grande, on a

par suite, si A, B. C, sont les diedres du triecire propose, on aura

a A&amp;lt;(a-B) + (a C), ou A-f-2&amp;gt;B-f-C.

D ailleurs, le supplement d un angle diminuant quand cet angle augmente,
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Adoitetrele plus petit des diedres A, B,C, puisque r/estlaplus graride des

faces
, ,

c . Doncenfm la proposition demanded estla suivante : Dans

tout triedre, le plus petit angle diedre, augmente dc deux droits, est plus

grand que la sommc des deux autres.

576. En resume, pour qu on puisse former un angle triedre avec trois

diedres donnes A, B, C, it font que leur somme soit comprise entre deux

droits et six droits, et que le plus petit augmente de deux droits soit su-

perieur a la somme des deux aulres.

Ces conditions sont suffisantes; car, quand elles sont remplies, les sup

plements a
,
&

,
c

,
des angles donnes A, B, C satisfont aux deux condi

tions du n 571. On peut done, avec les trois faces a
,
b

, c\ construire

un triedre; par suite, en construisant le triedre supple&quot;mentaire de

celui-la, on aura un triedre dont les diedres seront les angles donnes

A, B, C.

THfiOREME.

577. Deux angles triedres sont egaux : *

i Lorsquils ont une face egale adjacente a deux angles
diedres egaux cliacun a chacun et semblablement disposes;

2 Lorsquils ont un angle diedre egal compris entre deux

faces egales chacune a chacune et semblablement disposees;

3 Lorsquils ont leurs faces egales cliacune a chacune et

semblablement disposees;

4 Lorsquils ont leurs angles diedres egaux chacun a chacun

et semblablement disposes.

i Solent les deux triedres SABC el S A B C (Jig, 323). Par

hypothese, la face ASB est egale a la face A S B
, les angles

. 3 2 3.

\ \C|

V
diedres SA el S A sont egaux entre eux, ainsi que les diedres

SB et S B . On suppose en outre que la disposition est la

ineme, c esl-a-dire que si un observaieur donl la leie esl en S,

le dos appuye sur la face ASB et le regard dirige vers SC, a

1 arete SA a sa gauche el 1 arete SB a sa droile, un autre observa-
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teur, dont la tele serait en S , le dos appuye sur la faro VS B

et le regard dirige vers S C ,
aurait Tarete S A 5 sa gauche &amp;lt;!

Tarete S B a sa droile.

Dans cos conditions, les deux Iriedres sonl egaux, c est-a-

dire superposables. En effet, si Ton place la face A S B sur son

egale ASB, de facon que S A coincide avec SA et S B avec SB,

1 arete S C tombe, par rapport au plan ASB, du meme cote

que SC, sans quoi la disposition des elements serait differente

dans les deux triedres. Alors, les diedres SA et S A etant

egaux, le plan A S C s applique sur le plan ASC; de meme, les

diedres SB et S B etant egaux, le plan B S C s applique sur le

plan BSC; done enfin les aretes S C et SC se corifondent et les

deux triedres coincident.

2 Le second cas resulte du precedent, dont il est le corri--

latif (575). En effet, les deux Iriedres supplemeniaires des

proposes ont une face egale adjacente a deux diedres respecii-

vement egaux et semblablement disposes ;
ils sont done super

posables, et par suite il en e^t de meme des triedres primitifs.

D ailleurs, la demonstration directe n offre aucune difficulte;

on voit, par un raisonnement analogue au precedent (i), que

la superposition est possible, si, conformement a Thypolhese,

la disposition des elements est la meme.
3 Pour le troisieme cas, on pourrait suivre une marche

identique a celle de la Geometric plane, c est-a-dire demontrer

ce theoreme comme celui du n 34 (3), en passant par les pro

positions qui sont les analogues de celle des nos 33 et 34- (2).

Voici une demonstration directe :

Soient SABC el S A B C les deux triedres; il sufn t evidem-

ment de demontrer J egalite de deux diedres homologues, des

diedres SA et S A , par exemple.

Supposons d abord que les deux faces ASB, ASC, qui com-

prennent le diedre SA, soienl deux angles aigus. En un point

quelconque de 1 arete SA, formons (Jig. 324) Tangle plan

correspondant a Tangle diedre SA; en d autres termes, elevens

par le point des perpendiculaires sur SA dans les plans ASB

et ASC; les angles ASB et ASC etant aigus, ces perpendiculaires

rencontrent les aretes SB et SC en deux points M et N que nous

joindrons par une ligne droite. Prenons S O SO et conslrui-

sons de meme en Tangle plan M O .V da diedre S A . II s agit
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de demontrer I egalite des deux angles plans MON et M O N .

Or les deux triangles rectangles SOM, S O M , sont egaux comme

Fig. 824.
,-

9

\

/- &amp;gt;

&amp;lt;:

f

ayant un cote egal adjacent a deux angles egaux : il en est de

meme des triangles SON et S O N
; par suite, les deux trian

gles SMN, S M N ont un angle egal compris entre deux cotes

egaux, et enfin les deux triangles OMN, O M N ont les trois

cotes egaux chacun a chacun. L egalite de ces derniers triangles

entraine celle des deux angles MON, M O N .

Supposons en second lieu que les deux angles ASB et ASC,

qui comprennent le diedre SA, soient quelconques, et prenons
six longueurs egales SA SB^SC S A :=S B S C , a partir

des sommets sur les aretes des deux triedres (Jig. 32.5).

Les triangles isoceles ASB et A S B ,
BSC et B S C , CSA et

C S A
, sont egaux deux a deux comme ayant un angle egal

compris entre deux coles egaux; par suite, les triangles ABC,
A B C , sont egaux comme ayant les trois cotes egaux chacun a

chacun. D apres cela, les deux triedres A et A ont leurs faces

respectivement egales; d ailleurs les angles SAB, SAC, qui

comprennent le diedre AS, sont aigus comme angles a la base

de triangles isoceles ; done, en vertu du raisonnement fait dans

1 alinea precedent, le diedre AS est egal au diedre A S .

4&quot;
Le dernier cas resulte du precedent dont il esl le corr-

lalif. En effet, les deux triedres supplementaires des proposes
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out leurs faces rcspeclivemeni egales et semblablement dispo-

sees; ils sont done superposables, et par suite il en esl de

meme des triedres primitifs.

SCOLIE.

578. Si, dans chacun des quatre cas examines, la disposi

tion des elements egaux etait differenle dans les deux iriedres,

il n y aurait plus galit, mais seulemenl sym6trie. En effet,

soienl T ct T les deux triedres proposes, et T, le symelrique

ide T, c esl-a-dire celui qu on deduit de T en prolongcanl ses

aretes au dela du sommet (fig. 3?.3). Les triedres T et T, out

leurs elements egaux et inversement disposes; par suite,

commeTetT remplissent par bypothese toutes les conditions

de 1 un des cas d egalite sauf celle relative a la disposition des

parties egales, les iriedres T 7

el T, satisferont a toutes les con

ditions de ce casd egalile; ils seroni done superposables; d ou

1 on voit que T est superposable au symetrique de T.

579. Nous avons suffisammenl signale dans le courant de ce

paragraphe 1 analogie enlre certoines proprietes des triedres et

des triangles rectilignes. II imporle loutefois d observer en ter-

minantque si, a toute propriete des triangles repond une pro-

ipriete des triedres, la reciproque n est pas vraie; par exemple,

tandis que 1 egalite des angles diedres de deux triedres entraine

1 egalite de leurs faces, 1 egalile des angles de deux triangles

n entraine que la proportionnalile des cotes.

X. - APPENDICE.

Qiifit Irildtcrc gauche .

580. On dit qu un quadrilat3re ABCD (Jig. 826) est gauche lorsque ses

quatre cdtes ne sont pas dans un mema plan. Pour obtenir une pareille

figure, il suflil d assembler deux triangles ABC, ADC, ayant un c6te com-

mun AC, de facon que leurs plans ne co incident pas.

THEOREMS.

581. Qitand un plan P rc/icoiiirc les f/itftfn cotes d n/t quadrilatere
ABCD en (jufttrc points &amp;lt;i

, b, c, d (Jig. 326), on d la reldtioit sc^-

,/A 6B rC &amp;lt;ll)

&quot;~
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En etfet, en appliquant le theoreme de Menelaiis (390) aux deux

triangles ABC et ADC coupes respectivement par les deux transversales ab

et cd, et remarquant que les deux droites ab. el cd se rencontrent au

point c ou la diagonale AC perce le plan P, on a les egalites

clont le produit est precisement la relation (i).

Fig. 326. Fig. 3 27 .

e *-

582. RECIPROQUEMENT, ^/ .vwr /f.y quatre cotes d un quadrilaterc gauche
ABCD on prend quatre points a, b c, &amp;lt;Y,

tcls qrfon ait la relation (i), ces

quatre points so/it dans un lueinc plan (fig. 827 ).

Car le plan P, determine par les trois points &, r, d, rencontre le cote AB
en un point ,

lei qu on ait (581)

_

^7&quot;B ZTC cD r/A

La comparaison de celte relation avec la relation (i), qui a lieu par

hypothese, donne
/7A A

et cette proportion entraine (30G) la coincidence des points a et a.

COROLLAIRES.

583. La relation (i) est satisfaite lorsqu on a

t)

De la ce theoreme : Si unc premiere droite ac divine proportionnellc-
mcnt deux cotes opposes AB ct DC d*un quadrilaterc gauche ABCD, at si

line scconde droite bd divise proportionnellenicnt les deux autrcs cotes BC

et AD, ccs deux droites sont dans un meme plan (Jig. 327).

584. Dans le cas particulier ou le plan transversal P est parallele aux

deux cotes opposes BC et AD, les deux points b et d passent a 1 infini. les
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deux rapports yy;
et

-j-r
se reduisent a I unild, et la relation (i) dr\it&amp;gt;ii!

u\j ftA

&amp;lt;?A rC &amp;lt;vA _ rD
~ ~

Done : Tout plan P, pnrallele a deux cotes opposes BC rt AD &amp;lt;/ ////

fuoflrilatere gaiiche ABCD, didse proportionnelleiuent les deux (nitres

cotes.

La demonstration directe dc cc th^oreme est d ailleurs tres-simple :

si par chacune des droites BC et AD on imagine un plan parallele au

plan P, on a deux droites AB et CD coupees par trois plans paralleled ;

i done (511 ), etc.

Reciproquement : Toutc droite ac, qui dicisc
prt&amp;gt;])ortionnclleit)cnt deux

cotes opposesAB et CD d un (fiKidrildterc gaitcka ABCD, est situee dans un

plan jxtnillclc anx deux autrcs cotes AD et BC. Car si on imagine le plan
nieiie parr parallelement aux droites AD etBC, ce plan doit, en verlu du

llii oreme direct, diviser le cote AB en parties proportionnellesarC el cD;
ce plan contient done le point a et, par suite, la droite ac.

i

Rapport anhannonunte. dc (jiuitrc plans.

585. II est aise de voir que, lorsquc quatre phms A, B, C, D passcnt

par une nieme droitc
y

le rapport anharmniuquc du faisccan de (juatre

droites determine par un plan transversal (jnelcorHjue est indepcndant de

la position de cc plan transversal. Car les quatre droites a. b, r, r/, de-

termin^es par un premier plan P, et les quatre droites /-/
,
b , r

,
&amp;lt;-/

,
de-

terminees par un second plan P
,
se coupent deux a deux en quutre points

a, f, 7,tf, situ^s sur I intersection des deux plans P et P
,
et le rapport

anharmonique des points a, ft, 7, ^, est gal (313) a celui des droites

, b, c, d, aussi bienqu a celui des droites
, //, r

,
d .

D aprescela, on donne le nom de rapport anharmonique d un faisccau
dc &amp;lt;ntatre plans passant par une meme droite, a tout rapport anharmo

nique du faisreau de quatre droites determine par un plan transversal

quelconque.

580. Lorsfjuc quatre plans passent par une meme droite, toute tJ ans-

versalc les rencontre en (juatre points do/it le rapport anhannoniquc est

f
gttl a celui des quatre plans. Car ces deux rapp;jrts ne sont autres que
celui du faisceau de quatre droites determine par un plan quelconque
contenant la trans versale (313, 385).

587. Un faisceau de quatre plans A, B, C, D, passant par une meme
droite, est dit harmonique lorsque le rapport anharmonique (A, B, C, D)
(le ces quatre plans est egal a i. Alors tout plan transversal on toute
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secante determine un systeme harmonique de quatre droites pu de quatn

points.

588. Le theoreme du n 529, relatif a la projection d une droite sur ui

plan, subsiste lorsque les projetantes des divers points de la droite son

obliques aii plan, pourvu qu elles soient paralleles entre elles on qu elle

divergent d un meme point de 1 espace ;
car les projetantes sont encore

dans Fun on 1 autre cas, situees toutes dans lo plan de 1 une d elles et di

la droite que Ton projette.

On est ainsi conduit a etendre le sens du mot projection .

La projection m d un point M sur un plan P est dite orthogonaM

oblique, ou ccntrale, suivant que la projetanle M/ estperpendiculaire ai

plan P, ou qu elle est parallele a une direction fixe oblique a ce plan, 01

enfin qu elle est issue du point fixe S de 1 espace.

La projection orthogonale, oblique ou centrale d une figure est le lie

des projections orthogonales, obliques ou centrales de ses divers points

en supposant, bien eritendu, dans les deux derniers cas, que la directio

oblique des projetantes, ou que le centre S de projection, ne change pa

quand on passe d un point a un autre de la figure que Ton projetle.

La perspective d une figure sur un tableau P n est autre chose que 1

projection centrale de cette figure sur le plan P, la position de 1 oeil etan

prise pour centre S de projection.

11ombre portee sur un plan P par une figure eclairee par un point lu

mineux S n est autre chose que la projection centrale de cette figure fait

du centre S sur le plan P.

D apres cela, le theoreme du n 586 pent encore etre enonce&quot; de la ma

niere suivante :

Lorsque quatre droites concourantcs sont situees clans un meme plan
si Von construit leur projection, leur ombre ou leur perspective sur u

plan quelconque, on obticnt quatre droites concourantcs dont le rappoi

anhannoniquc est egal a cclui des quatre premieres.

QUESTIONS PROPOSEES.

I, II, III. Premieres notions sur la plan. Droites paralleles t

angle de deux droites. Droite ct plan paralleles.

538. Mener par un point donne une droite qui rencontre deux droite

donnees non situees dans un meme plan.

539. Demontrer que deux droites qui rencontrent trois droites placee

d une maniere quelconque dans 1 espace, ne sont pas en general situee

dans un mSme plan.
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510. Mener par un point donnemne clroilc qui rencontre une dfyoile et

un cercle qui ne sont pas situss dans uri meme plan.

511. Dans tout quadrilatere gauche, c cst-a-dire dont les coles nc sont

pas situes dans un plan unique, les milieux des c6te\s sont les sommcts

(Tun parallelogramme.

542. Plusieurs droites etant donne&quot;es en grandeur, direction et sens, si

on les transporte parallelement a elles-memes, de telle sorte que Textre-

mite de chacunc d elles se eonfonde avecl origine de la suivanle, la droite

qui part de 1 origine de la premiere et aboutit a 1 extrdmite de la der-

niere prend le nom de resultante des droites proposees; celles-ci sont

dites a leur tour les composantes de la resultante. Composer des droites,

c est trouver leur resultante; decomposer une droite, c est trouver des

droites qui aient pour resultante la droite donne&quot;e. Ces definitions poshes,

il s agit de demontrer les propositions suivantes :

1 La r^sultante de plusieurs droites reste la meme, quel que soil 1 ordrc

dans lequel on compose ces droites.

2 La resultante de plusieurs droites n est pas changee quand on rem-

place un certain nombre d enlre elles par leur resultante.

3 Si, sans changer la direction et le sens des composantes, on altere

leur grandeur dans un certain rapport, la resultante conserve sa direction

et son sens, mais sa grandeur est alteree dans le meme rapport.

4 Si, sans alterer la grandeur et la direction des composantes, on

change leur sens, la resultante. conserve sa grandeur et sa direction, et

change de sens.

5 Pour decomposer une droite D en deux autres dont 1 une soit une

droite donnee
&amp;lt;7,

il suffit de composer D avecr/ prise en sens contraire.

543. Par une droile donne&quot;e, on peut mener un plan parallele a une

aulre droite donnee, et on n en peut mener qu un.

544. Par un point donne&quot;, on peut mener un plan parallele a deux

droites donnees, et on n en peut mener qu un.

IV, V, VI. Plans parallels. Droite ct plan perpendiculaircs.

Projection (rune droite sitr nn
pl&amp;lt;ui. Angle d une droite et d u/t

plan. Plus courte distance de deux droites.

545. Mener, dan? un plan donne et par un point de ce plan, une droite

perpendiculaire a une droite donnee d une maniere quelconque dans 1 es-

pace.

54G. Pour qu une droite soit perpendiculaire a un plan, il suffit qu elle

suit egalement inclinee sur trois droites passant par son pied dans ce plan.

547. Etant donnes un plan Pel deux points A et B situes d un meme
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cotede ce plan, trouver sur le plan P un point tel, quo la somme de ses

distances aux points A et B soil minimum.

548. Etant donnes un plan P et deux points A et B situes de part et

d aulre de ce plan, trouver sur le plan P un point tel, que la difference

de ses distances aux points A et B soit maximum.

549. litanl donnes une droite D et deux points A et B situes comme
on voudra clans 1 espace, trouver le point de la droite D qui est equidistant

des points A et B.

550. Etant donne&quot;s un triangle ABC et un plan quelconque P, trouver

le point du plan P qui est equidistant des trois sommets du triangle ABC.

551. Trouver le lieu des points d un plan dont la difference des Carres

des distances a deux points donnes hors de ce plan soit constante.

552. Trouver le lieu des points d un plan d ou Ton voit sous un angle

droit une droite situee hors de ce plan.

553. Trouver le lieu des points de 1 espace dont la difference des carres

des distances a deux points donnes soit constante.

55 i. Mener une droite qui soit parallele a une droite donnee, et qui

rencontre deux droites donnees non situ4es dans un mme plan.

555. Demontrer que deux droites qui sont paralleles a un plan donne,

et qui rencontrent deux autres droites placets d une maniere quelconque

dans 1 espace, ne sont pas en general dans un meme plan.

556. Quel est le lieu des points dont le rapport des distances a deux

plans paralleles est constant?

557. Une droite se deplace en restant parallele a un plan donne et en

s appuyant sur deux droites placees d une maniere quelconque dans 1 es

pace : quel est le lieu des points qui divisent la droite mobile dans un

rapport donne?

558. Si par 1 une des diagonales d un paralleMogramme on mene un plan

quelconque, les perpendiculaires, abaissees sur ce plan des extremals de

1 autre diagonale, sont egales.

559. Les angles aigus formes par deux droites paralleles avec un meme

plan sont egaux.-

560. tant donne un angle AOB, trouver le lieu des points M de 1 es

pace tels que, si on les joint au sommet de Tangle, la somme des pro

jections de la droite OM sur les deux cotes de Tangle soit constante.

561. Le plan mene parallelement a deux droites non situees dans un

memo plan, par le milieu de leur plus courte distance, passe par les mi-
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li(Mi\ de toutcs les droitcs qui joigncnt un point de la premiere droite a

un point de la seconde.

562. Lorsqu une droitc est parallels a un plan, la plus courle distance
do cetle droite a toutes les droitcs du plan qui ne lui sont pas paralleles
est constanto.

563. Entrc deux droites donne&quot;cs d une maniere quelconque dans 1 es-

pace, mener une droite parallelc a un plan donn6 et ayant uno longueur
donnee.

56i. Trouver le lieu demerit par le milieu d une droite de longueur con-

stante, dont les extremities s appuient sur deux droites rectangulaires et

non situe&quot;es dans un meme plan.

565. Un angle AOB tourne dans Tespace autour d une droite ZZ paral-
lele a sa bissectrice; demontrer que, si A O B est une seconde position
d ailleurs quelconque de cet angle : i les droites OA et O A ne sont pas
dans un mme plan, non plus que les droites OB et O B

;
2 OA et O B

sont dans un meme plan, et il en est de meme de O A etdeOB; 3 trois

quelconques des droites OA, OB, O A
,
O B

,
ne sont pas parallels a un

meme plan.

566. Soient une droite quelconque AB et un plan P. Si AB est divisec

an point C dans le rapport , et si des points A, B, C, on abaisse sur le

planP les perpendiculaires AA ,
BB

3
CC

,
on a

(
m + //

)
CC = n . AA -f- m . BB .

567. Si la sommc des perpendiculaires abaissees d un point A sur deux

plans donnes est
e&quot;gale

a la somme des perpendiculaires abaissees d un
autre point B sur les memes plans, cette somrne reste la memo pour tout

autre point C dela droite AB. tendrece the&quot;oremeau casd un nombre

quelconque de plans.

568. Soient trois points A, B, C, et deux plans P et Q. Si la somme des

deux perpendiculaires abaissees dechacun de ces points sur les deux plans
est la m6me pour les trois points, cetle somme restera encore la memo
pour tout ciutre point du plan ABC. fitendre ce theoreme au cas d un

nombre quelconque de plans.

VII, VIII, IX. Angles dief/res. Plans perpendiculaires. Angles

polyi drcs .

569. Si, par un point de 1 espace, on mene deux paralleles OA et OB
a un plan donne P, puis par le meme point deux plans respectivement

perpendiculaires a OA et a OB. Intersection de ces plans est perpendicu-
laire au plan P (celte proposition est utile dans les applications).

n. 4
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570. Si Ton projctte un meme point de 1 espacc sur deux plans qui se

coupent, les perpendiculaires abaissees des deux projections sur 1 inter-

section des deux plans la rencontrent an memo point. Reciproquement.
si cette condition est remplie pour deux points des deux plans, ces points

sont les projections d un me&quot;me point de 1 espace.

571. Deux droites egales, paralleles et de meme sens, ont leurs pro

jections sur un meme plan egales, paralleles et de meme sens. Reci-

proque de cette proposition.

572. Toute ligne qui se projette sur deux plans qui se coupent suivant

unelignedroite, est elle-meme un ligne droite.

573. La projection, sur un plan ou sur un axe, de la resultante de

plusieurs droites est la resultante des projections de ces droites. {Voir la

Question 542.
)

57i. Si une droite est egalement inclinee sur les deux faces d un angle

diedre, ses traces sur les deux faces sont egalement distantes de TartHe dc

Tangle diedre. Reeiproque.

575. Quel est ,le lieu des points equidistants de deux plans qui se

coupent?

576. Quel est le lieu des points de 1 espace equidistants de deux droites

qui se coupent?

577. Les perpendiculaires abaissees d un meme point sur des plans dont

les intersections sont paralleles, sont dans un seul et meme plan.

578. Deux angles diedres qui ont leurs aretes paralleles et leurs faces

perpendiculaires chacune a chactme, sont egaux on supplementaires.

579. Quel est le lieu des points equidistants de deux plans donnes et

de deux points on de deux droites donnees situees dans un meme plan?

580. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs distances

a deux plans donries soit egale a une droite donnee.

581. Quel est le lieu des points tels, que la somme de leurs distances

a trois plans donne&quot;s soit egale a une droite donneV? Etcndre ce pro-

bleme au cas d un nombre quelconque de plans.

582. Trouver sur une droite donnee un point tel, que la somme de ses

distances a deux plans qui se coupent soit un minimum.

583. Montrer que si, par un meme point de 1 arete d un angle diedre,

on mene dans chaque face une droite faisant un angle donne a avec cette

arete, Tangle rectiligne ainsi obtenu ne varie pas proportionnellement a

Tangle diedre, a moins que Tangle a ne soit droit.
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584. Dans tout angle triedre, les plans bissecleurs des angles diedres

se coupent suivant une meme droito. Quel est le lieu des points rqui-
distants des trois faces d un angle triedre indefiniment prolongees?

585. Dans tout angle triedre, les plans menes perpendiculairement aux

faces, par les bissectrices de ces faces, se coupent suivant une meme
droite. Quel est le lieu ge&quot;ometrique des points e&quot;quidistants des trois

aretes d un angle triedre indefmimcnt prolongees?

586. Dans tout angle triedre, les plans mene&quot;s par les aretes perpendi
culairement aux faces opposes se coupent suivant une meme droite.

587. Dans tout angle triedre, les plans menes par les aretes et les bis

sectrices des faces opposees se coupent suivant une meme droite.

Remarque, Les quatre theoremes precedents sont vrais lorsque le

sommet de Tangle triedre se transporte a 1 infini, c est-a-dire lorsqu il

s agit de trois plans dont les trois intersections deux a deux sont pa-
ralleles.

588. Couper un angle polyedre a quatre faces, de maniere que la sec

tion soit un paralle&quot;logramme.

589. Si, dansle plande chaque face d un angle triedre et par son sommet

on mene une perpendiculaire a 1 arete opposee, les trois perpendiculaires

obtenues sont dans un m6me plan.

590. Tout plan perpendiculaire a Tune des aretes d un angle triedre

rectangle, coupe cet angle triedre suivant un triangle rectangle.

591 . La somme des angles formes par les aretes d un angle triedre avec

les faces opposes, est comprise entre la somme des faces et la moitie de

cette somme.

592. Si, par un point pris dans I interieur d un angle polyedre, on

abaisse des perpendiculaires sur toutes ses faces, le nouvel angle polyedre

ainsi forme est supplementaire du premier. [Voir les n
os

572, 573.)

593. Dans tout angle polyedre convexe de n faces, la somme des angles

diedres est comprise entre 2/2 et -a// 4 angles droits.

594. A, B, C, etant trois points pris a volonte sur les aretes d un

angle triedre tri-rectangle et la projection du sommet S de cet angle

triedre sur le plan ABC, demomrer que le triangle ASB est moyen pro-

porlionnel entre les triangles ABC et OAB.

595. Une droite quelconque passant par un point donne A et coupant

deux plans donnes P et R en deux points C et D, trouver le lieu du point B,

conjueue&quot; harmonique du point A par rapport a CD.

4-
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596. filant donne le triangle suivant lequel la feuille de dessin est ren-

contree par un angle triedre tri-rectangle, trouver, par des constructions

graphiques executes sur le plan de cette feuille, lesinclinaisonsdcs trois

aretes de Tangle triedre sur ce plan.

597. Gouper un angle triedre tri-rectangle par un plan lei, que la sec

tion soit un triangle egal a un triangle donne.

X. Appendice.

598. Quand plusieurs droites sont paralleles, leurs perspectives sur un

plan forment un systeme de droites qui convergent en un meme point.

II y a exception lorsque les droites proposees sont de front, c est-a-dire

paralleles au tableau sur lequel on projette.

599. Quand plusieurs systemes de droites paralleles sont paralleles a

un meme plan, les points de concours des systemes rayonnants qui leur

correspondent en perspective sont distribue&quot;s sur une meme droile.

600. Demontrer que si, apres avoir mis une figure plane en perspec

tive sur un tableau plan, on fait tourner le tableau autour de son inter

section avec le plan de la figure primitive, les deux figures resteront tou-

jours en perspective; trouver le lieu decrit par 1 ceil.

601. On nomme figures fiomologiques des figures qui se correspondent

point par point, de telle sorte : 1 que deux points homologues quelcon-

ques soient en ligne droite avec un point fixe 0; 2 que la figure homo-

logue d une droite quelconque D soit une droite D rencontrant D sur un

axe fixe XY (voir les nos

320, 321 ). Cela pose, on demande de demon-

trer que les projections orthogonales sur un planQde deux figures planes

de 1 espace, dont 1 une est 1 ombre de 1 autre, sont deux figures homolo-

giques. Inversement, on pent toujours considerer deux figures homolo-

giques comme les projections de deux figures planes dont 1 une serait

1 ombre de 1 autre.

602. Quand deux figures sont en perspective, si Ton rabat le plan de

la premiere sur le plan de la seconde, on a dans ce dernier plan deux

figures homologiques.

603. Deux figures homothetiques (voir le n 352) etant donnees dans

un plan P, si, en prenant un point S quelconque de 1 espace pour centre

de projection, on projette ces deux figures sur un plan Q, on obtient

deux figures homologiques. Quel est dans le plan P le point qui se pro

jette sur le centre d homologie? Quel est, dans le plan P, le lieu des

points qui se projettent sur 1 axe XY d homologie?

604. On donne sur un plan une figure F, le centre et 1 axe XY d ho-
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mologie : construire la figure F homologique do F, connaissant en outre le

point a homologue d un premier point a de la figure F.

605. Conslruire la figure F sans connaitre le centre d homologie, et

en se servant seulement de 1 axe XY d homologie, et des deux points
a et b homologues de deux points a et b de la figure F.

606. Ccnstruire la figure F sans connaitre 1 axe XY, et en employant
seulement le centre d homologie et deux droites A el B homologues
de deux droites A et B de la figure F.

607. On donne dans un plan une figure F, un point fixe et une droite fixe

XY; /// etant un point quelconquede la figure F, on meneO///,qui coupe XY

en a, et Ton prend surO/// un point/// tel que-r-^- = X ^L, X etant une
0/n urn

constante: demontrer que le point m de&quot;crit la figure homologique de F.

608. Examiner ce que deviennent deux figures homologiques : 1 lors-

que 1 axe d homologie se transporte a 1 infini; 2 lorsque le centre d ho

mologie est a 1 infini.

600. Si deux figures sont homologiques, quatre points en ligne droite

ou quatre droites concouranles dans la premiere figure, ont leur rapport

anharmonique egal a celui des quatre points ou des quatre droites homo

logues de la seconde figure.

610. Dans deux figures homologiques, le rapport des distances de deux

points homologues quelconques /// et in
1

au centre d homologie est au rapport
des distances de ces deux points/// et m 1

a deux droites homologues D et D

quelconques, dans une raison constante. Que devient ce the&quot;oreme : ilors-

que 1 une des droites D et D est 1 axe d homologie; 2 lorsque la droite D
est a 1 infini; 3 lorsque, la droite D etant a 1 infini, la droite D se confond

avec la droite de la premiere figure qui correspond aux points de la se

conde situes a 1 infini.

611. Etant donnas un quadrilatere gauche et une droite qui divise

deux c6t6s opposesen parties proportionnelles, trouver une droite qui soil

perpendiculaire a la premiere et qui divise proportionnellement les deux

autres cdtes du quadrilatere.

612. Dans un quadrilatere gauche, les trois droites qui joignent les

milieux des cotes opposes et les milieux des diagonales se coupent mu-
tuellement en parties e&quot;gales.

613. Quand un plan transversal coupe les c6tes consecutifs d un poly-

gone gauche ABCD. . .
,
en des points a, b,c,.. ., on a, en grandeur eten

signe, la relation

&quot;A M* rC

7/B Kl* cD&quot;
*~ I-
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614. Si une droite ac glisse sur deux coles opposes AB el CD d unqua-
drilatere gauche, de telle sorte qu on ait

/etant une constante, cette droite rencontre toujours trois droites fixes.

615. Si Ton fait tourner deux plans rectangulaires autour de deux

droites fixes dans 1 espace, leur intersection rencontre toujours trois droites

fixes.
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LIVRE VI.

LES POLYEDRES.

I. - PROPRlfcTfcS GfcNfcRALES ET AIRE LATERALE DU PRISAIE.

DEFINITIONS.

589. On tppelle poty&dre tout corps termine de loules parts

par des plans.

Ces plans, en se limitant muluellement, determinent les

ardtes, les faces et les sommets du polyedre. Les angles die-

dres et polyedres formes par les faces sont les angles diedres

et polyedres de la figure. Le polyedre a pour diagonales les

droites qui unissenl deux sommets quelconques non situes

sur une meme face.

On a donne des noms particuliers a certains polyedres d a-

pres le nombre de leurs faces. Ainsi, lout polyedre ayant

quatre faces est un tetraedre. Les noms hexaedre, octaedre,

dod&caedre, icosa&dre, correspondent aux polyedres de six,

huit, douzc, vingi faces.

590. Un polyedre est convexe, lorsqu il resie lout entier

d un meme cole de chacune de ses faces prolongees indefini-

ment.

Line droite quelconque ne pent rencoutrer la surface d un

polyedre convexe en plus de deux points. Car lout plan mene
suivant celle droite rencontre necessairement la surface du po

lyedre suivant un polygone convexe (73), dont le contour a,

avec la droite donnce, les memes points d inierseciion que la

surface du polyedre.
Dans ce qui suit, il ne s agira que de polyedres convexes.

591. Parmi les polyedres, on distingue le prisme et la pyra-
micle.
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Le prisme est un polyedre compris sous plusieurs plans pa-

rallelogrammes reunis enlre eux par deux faces opposees

egales et paralleles.

On conslruit un prisme de la maniere suivante :

Soil (fig* 828) ABCDE un polygone plan quelconque. Par le

sommet A, menons exterieurement au plan de ce polygone
la droite AF et, par le point F, un plan parallele au plan

ABCDE; puis, par les sommets B, C, D, E, tracons jusqu a la

rencontre du plan mene par le point F, les droites Ctf, Dl, BG,

EK, paralleles a AF. Ces droiles sonttoutes egales a AF (510);

toules les faces ABGF, BCHG, CDIH, etc., sont done des pa-

rallelogrammes. De plus, les deux polygones paralleles ABCDE,
FGHIK, sont egaux comme ayant leurs cotes egaux et paral

leles. Le polyedre obtenu est done un prisme.

592. Si la droite AF est perpendiculaire au plan ABCDE, le

prisme est droit; sinon, il est oblique.
Les droites AF, BG, CH, etc., sont les ardtes latemles du

prisme, et la somme des faces parallelogrammes ABGE,
BCHG, etc., forme son aire laterale.

Le prisme a pour bases les deux polygones egaux et paral

leles ABCDE, FGHIK, et sa hauteur est la distance des plans

de ses deux bases.

593. Dans un prisme droit, chaque arete laterale est egale

a la hauteur. Les faces laterales d un prisme droit sont des

rectangles.

Dans un prisme oblique, la hauteur est moindre que 1 arele

laterale.

Un prisme regulier est un prisme droit qui a pour bases des

polygones reguliers.
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594. Suivant quc les bases d un prisme sont des triangles,

des quadrilateres, des pentagones, des bexagones, etc., le

prisme est dit triangulaire , qnadrangulaire , pentagonal,

hexagonal, etc.

595. Parmi les prismes quadrangulaires, on distingue celui

qui a pour bases des parallelogrammes, et on lui donne le nom
de parallelipipede. Toulcs les faces d un parallelipipede sont

des parallelogrammes (fig. 3-2C)).

Un parallelipipede peut etre droit ou oblique (592).

Parmi les parallelipipedes droits, an distingue le paralleli

pipede rectangle, dont les bases sont des rectangles. Toulcs

les faces d un parallelipipede rectangle sont des rectangles

On nomine cube le parallelipipede rectangle dont les bases

et les faces laterales sont des carres, necessairement egaux

(fig.&i).
On remarquera que la perspective deforrnant les angles, la

Jig. 33o represenle aussi bien un parallelipipede droit qu un

parallelipipede rectangle.

596. De meme qu on appelle dimensions d un rectangle les

longueurs de deux cotes adjacents, on appelle dimensions

d un parallelipipede rectangle les longueurs de trois aretes

conligues, c esl-a-dire parlant d un meme sommet. Le paralle

lipipede rectangle AG (Jig. 33o) a pour dimensions les lon

gueurs des aretes AB, AD, AE.

THfiOREME.

597. Les faces opposees d un parallelipipede sont egales et

pantlleles.
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Soil (fig. 332
)
le parallelipipede AG. Ses bases ABCD, EFGH,

sont, par definition, des parallelogrammes egaux et paralleles.

II faul done prouver seulement que deux faces laterales op

posees. ADHE et BCGF par exemple, remplissent la meme
condition. Or, AD et BC sont egaux et paralleles comme cotes

opposes du parallelogramme ABCD; AE etBF sont aussi egaux
et paralleles comme cotes opposes du parallelogramme ABFE.
Par suite (494, 508), les deux angles DAE et CBF sont egaux
et leurs plans sont paralleles. Les deux parallelogrammes

ADHE, BCGF, sonl done egaux ct paralleles.

COROLLAIRES.

598. Le parallelipipede elant un prisme compris sous six

faces parallelogrammes dont les opposees sont egales et pa

ralleles, on pent prendre pour bases d un parallelipipede deux

faces opposees quelconques (
591

).

599. Tout plan qui rencontre deux faces opposees d un

parallelipipede, le coupe suivant un parallelogramme. Soil le

plan IKLM (Jig. 33^) qui rencontre les deux faces oppo
sees ADHE et BCGF du parallelipipede AG. Les cotes opposes
de la section IKLM etant paralleles comme intersections de

deux plans paralleles coupes par un iroisieme, cette section

est un parallelogramme.

SCOLIE.

GOO. Pour construire un parallelipipede sur trois droiles

donnees AB, AD, AE, partant d un meme point A et non si-

tuees dans un meme plan (fig. 33?,), il suffit. de mener par

1 extremite non commune de chacune de ces droites un plan

parallele au plan des deux an ires. Ainsi, par le point E, on

conduira un plan parallele au plan BAD, par le point I) un plan
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parallcle an plan BAE, par le point B un plan parallele au

plan DAE. Le polyedre compris sous les six plans consideres

sera un parallelipipede.

THfcOREME.

001. Dans un parallelipipede, les qua tre diagonales se con-

pent mntiiellement en parties egales.

Fig. 333.

Soil (Jig. 333) le parallelipipede AG et ses qualre diagonales

AG, CE, BH, I)F. Les deux coles AE et CG elant egaux el pa-

ralleles, la figure ACGE est un parallelogramme dont les dia

gonales AG et CE se coupent muluellemenl au poinl en

parlies egales. La figure ABGII elant aussi un parallelogramme,
les diagonales AG et BH se coupenl muluellement en parlies

egales, c esl-a-dire au poinl milieu de AG. On prouveraii de

meme que la quatrieme diagonale I)F passe au poinl el y

esl divisee en parlies egales.

SCOLIES.

602. On appelle centre d un parallelipipede le poinl de ren-

conlre de ses qualre diagonales.

Toule droile KL passant par le poinl el limilee a la sur-

Ifacedu parallelipipede AG (fig. 333
)
esl divisee au poinl

en deux parlies egales. En effel, le plan determine par celle

droite el la diagonale AG coupe les deux faces opposecs ADHE
el BCGF suivani les paralleles AK elGL; les deux triangles

r AOIv, GOL sont done egaux.

G03. Si le parallelipipede propose est reclangle, tons les pa-

irallelogrammes de la figure deviennent des reciangles. Le

I parallelogramme ABGII, par example, esl alors un reclangle,

parce que 1 arele AB esl perpendiculoire a la face ADHE. Les
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diagonales d un rectangle etant egales, les quatre diagonales
d un parallelipipede rectangle sont egales.

604. Dans 1 hypothese precedente, les triangles HAB, HDA
etant rectangles, on a

H = Ai -f- AH , AH = AD -+- mr= AD+ AE .

Par suite,

BH
J = AB -f- AD

2

+ AE
a

Done, le carre de la diagonals d un parallelipipede rectan

gle est egal a la somme des carres de ses trois dimensions.

Un cube etant un parallelipipede rectangle dont les dimen

sions sont egales, le carre de la diagonale d un cube est egal
a trois fois le carre de son arle.

THfiOREME.

605. Les sections faites dans un prisme par deux plans pa-
ralleles sont deux polygones egaux-.

Fig. 33/j.

r/f ; \B

Soient (Jig. 334) le prisme AH et les sections LMNOP,
ORSTU, faites par deux plans paralleles. Les cotes de ces sec

tions sont deux a deux paralleles comme intersections de

deux plans paralleles coupes par un troisieme, et egaux comme

paralleles comprises enlre paralleles. Les deux polygones ob-

tenus ont done a la fois leurs angles egaux (494) et leurs coteji

egaux.

COROLLAIRES.

606. Lorsque le plan secant est parallele a la base du prisme,
la section oblenue est egale a cette base.
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En supposant les aretes laterales du prismc prolongees au

del des bases, la demonstration precedente s applique, que
les sections soient interieures ou exterieures au prisme, et

meme lorsqu elles sont en parlic interieures et en partie

exterieures. II suffit que les plans secants rencontrent toules

les aretes laterales.

SCOLIE.

607. On appelle section droite d un prisme la section deter-

minee dans ce prisme par un plan perpendiculaire a ses

aretes laterales.

THfcOREME.

608. Laire laterale d un prisme a pour mesure le prodnit
du perimetre de sa section droite par son ardte lalerale.

Fig. 335.

I

Soient (fig. 335) le prisme AH et sa section droile LMNOP.
Les coles de cette section droite sonl les hauteurs des pa-

rallelogrammes qui forment 1 aire lalerale du prisme, et ces

parallelogrammes ont pour bases egales les aretes laterales du

polyedre. La somme de leurs mesures sera done

AF. LM -h BG.MN -+-... 4- KE . PL
= AF. (LM H- MN +. . . 4- PL).

COROLLAIRE.

609. Si le prisme est droit, sa section droite est egale a sa

base et son arete lalerale a sa hauteur (606, 593). L aire late-

rale d un prisme droll a done pour mesure le produit du

perimetre de sa base par sa hauteur.

SCOLIE.

610. En ajoutanl a 1 aire laterale d un prisme deux fois 1 aire

de sa base, on obtient son aire lolale.
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ii. _ VOLUME DU PRISME.

DEFINITIONS.

Gil. On appelle volume d un polyedre 1 etendue du lieu

qu il occupe dans 1 espace indefini.

Quand deux polyedres peuvent coincider, ils sont egaux.

Quand deux polyedres ont des volumes egaux sans pouvoir

coincider, on dit qu ils sont Equivalents.

Pour demontrer que deux polyedres convexes coincident, il

suffit de prouver qu ils ont les memes sommets.

612. Si Ton detache une portion d un prisme par un plan

incline a sa base, le polyedre reslant est un prisme tronque.

La section obtenue est la base superieure du tronc de prisme.

THfiORfcME.

613. Deux prismes droits de meme base et de meme hau

teur sont egaux.

Car, si Ton fait coincider les bases inferieures de ces prismes,

teurs aretes laterales prendront deux a deux la meme direc

tion (518), et comme elles sont egales a la hauteur donnee,

les bases superieures des deux prismes coincideront aussi.

SCOLIE.

614. La demonstration precedente s applique au cas de deuN

prismes droits tronques de meme base, lorsque leurs arete;;

laterales sont egales deux a deux.

THtiORfcME.

615. Tout prisme oblique est equivalent au prisme droii

ayant pour base la section droite du prisme oblique et poui
hauteur son arete laterale.

Soil (Jig. 336) le prisme oblique ABCDEFGHIK ou AH. Par

un point G de 1 arete BG, menons la section droile F G H I K ,

Prolongeons 1 arete BG au-dessous de la base ABCDE d une

longueur BB = GG , et par le point B menons un plan paral-

lele au plan de la section droite. Les intersections de ce plan

avec les aretes laterales du prisme prolongees determineronl
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unpolygone A B C D E egal (606) au polygonc F G H l k .

La figure A B C D E F G HTK ou A H sera done un prisme
*

droit ayant pour base la section droite du prisme oblique AH
el, pour hauteur, son arete laterale BG; car on a B G = BG,

puisque, par construction, BB = GG .

Ceci pose, le volume compris entre la base inferieure du

prisme oblique AH et la base superieure du prisme droit

A H est commun aux deux prismes. Pour demontrer Tequi-
valence de ces deux prismes, il suffit done de demontrer I e-

galite des deux polyedres ou prismes droits tronques (612)

A B C D E ABODE ou A G et F G H I K FGHIK ou F H.

Cette egalite resulte immediatement de la remarque faite au

n614; carles deux bases A B C D E
,
F G HTK sont egales,

ainsi que les aretes correspondantes A A et F F, B B et

G G, etc. A A, parexemple, est 1 arete laterale ou la hauteur

du prisme droit A H
, diminuee de AF , et F F est 1 arete late-

rale du prisme oblique AH, diminuee de la meme quanthe.

THfcOREME.

616. Le plan mene par deux aretes lat&rales opposees d un

parall&lipipede le partake en deux prismes triangulaires equi
valents.

Soit (Jig. 337) le parallelipipede quelconque AG. Le plan

AEGC, mene par les aretes opposees AE et CG, partage ce pa

rallelipipede en deux prismes triangulaires ABCEFG, ACDEGH,
dont il s agit de demonlrer 1 equivalence.
Menons la section droile du parallelipipede AG. Celte section

OKLM est un parallelogramme (599); et les deux triangles
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egaux KLM, KMO, suivant lesquels la diagonale KM la divise,
sont respeciivement les sections droites des prismes ABCEFG,
ACDEGH.

Fig. 33 7 .

Or le prisme triangulaire ABCEFG est equivalent au prisme
droit ayant pour base KLM et pour hauteur AE (615); de

meme, le prisme triangulai.re ACDEGH est equivalent an

prisme droit ayant pour base KMO et pour hauteurAE. Les deux

prismes droits enonces elant egaux (613), les deux prismes

triangulaires ABCEFG, ACDEGH sont equivalents, et chacun

d eux est la moitie du parallelipipede AG.

THEOREMS.

617. i Si deux parallelipipedes rectangles de rneme base

ont des hauteurs gales, Us sont egaux ;

2 Si trois parallelipipedes rectangles de mme base sont

tels, que la hauteur du premier soil egale a la somme des hau

teurs des deux autres, le premier parallelipipede est egal a la

somme des deux autres.

Fig. 338.

En efl et :

i Soient (Jig. 3vS8) les deux parallelipipedes rectangles AG
et A G ,

dont les bases ABCD, A B C D , sont egales ainsi que
les hauteurs AE et A E

; ces deux parallelipipedes rectangles

seront egaux comme prismes droits ayant meme base el meme
hauteur (613).
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2 Solent (Jig. 338) les Irois parallelipipedes rectangles AN,
A G , E&quot;N , dont les bases ABCD, A B C D

, E F&quot;G&quot;H&quot;, soni

egales, et dont les hauteurs AL, A E , E&quot;L , satisfont a la con

dition

AL:=A E + E&quot;L ;

le parallelipipede rectangle AN est egal a la somme des deu\

autres. Car, si Ton prend sur AL une longueur AE egale a

A E , et qu on rnene par le point E une section EFGII paral-

lele a la base ABCD, EL sera egale aE&quot; IV, en vertu de 1 hy-

pothese enoncee. Par suite, des deux parallclipipedes rectan

gles AG, EN, qui composent le parallolipipede rectangle AN,
le premier sera egal au parallelipipede rectangle A G , el lo

second au parallelipipede rectangle E&quot;N (i).

(COROLLA I RES.

018. Le rapport de deux parallelipipedes rectangles de meme
base est egal au rapport de leiirs hauteurs; en d autres termes,

le volume d un parallelipipede rectangle de base constantc est

proportionnel a sa hauteur.

Car le theoreme precedent prouve qu un parallelipipede

rectangle de base conslante et sa hauteur satisfont aux con

ditions necessaires et suffisantes (135) pour qu il y ait propor-
tionnalite entre ces grandeurs.

Dire quo deux parallelipipedes rectangles out meme base,

r esl dire qu ils ont deux dimensions communes (596). La

conclusion precedente peut done etre enoncee de celte ma-
niere :

Deux parallelipipedes rectangles qui ont deux dimensions

communes, sont entre eux comme leurs trolsiemes dimensions.

II resulte de la et du theoreme general du n 4-04 que deux

parallelipipedes rectangles quelconques sonl entre eux comme
les produits de leurs trois dimensions.

619. L une des dimensions d un parallelipipede rectangle
etarit prise pour sa hauteur, le produit des deux aulres di

mensions mesure sa base (4-09). Done, deux parallelipipedes

rectangles quelconques sont entre eux comme les produits

respectifs de leur base par leur hauteur.

II. 5
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THfiOREME.

620. Le volume d un parallelipipede rectangle a pour me-
sure le produit du nombre qui mesure sa base par le nombre

qui mesure sa hauteur, lorsqu on prend pour unites d aire et

de volume le carre et le cube constraits sur I unite de lon

gueur.

En effet, soient (Jig. 338) AN le parallelipipede rectangle a

mesurer et A G le cube dont le cote A B A D r= A E re-

presenle 1 unite de longueur : on a (619)

AN ABCD AL
A G

~~
A B C D *A E

Or, dans le systeme d unites adopte, le premier membre de

cette relation est egal au nombre qui mesure le volume AN,
et les rapports qui composent le second membre sont respec-
tivement egaux aux nombres qui mesurent la base et la hauteur

du parallelipipede rectangle propose (128). Done le nombre

qui mesure le volume du parallelipipede rectangle est egal au

produit des nombres qui mesurent sa base et sa hauteur. Ainsi,

en designant ces trois nombres par V, B, H, on a, la formule

On prefere enoncer ce theoreme usuel d une maniere plus

rapide, quoique incorrecte, en disant : le volume d un paral

lelipipede rectangle est egal au produit de sa base par sa

hauteur.

SCOLIES.

621. En se reportant au n 618, le rapport du parallelipipede

rectangle AN au cube A G peut s ecrire

AN AB AD AE
A G

~~
A B A D A E

Les rapports qui composent le second membre etant respec-

tivement egaux aux nombres qui mesurent les aretes conti-

gues du parallelipipede rectangle, on voit que le nornbre qui
mesure le volume d un parallelipipede rectangle est egal au

produit des nombres qui mesurent ses trois dimensions. En
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d autres termes, le volume d un parallelipipede rectangle est

( gal an produit de ses Irois dimensions.

Ce second enonce n est applicable qu au parall&ipipede

rectangle; nous aliens prouver, en tcrminant ce paragraph6,

que le premier ( 620), ou entrent cxplicitement la base el

la hauteur du parallelipipede , est applicable a tous les

prismes.

6*22. Le volume d un cube est egal a la troisieme puissance
de son arete. De la, le nom de cwtadonne a la troisieme puis

sance d un nombre.

623. Le volume d un parallelipipede rectangle est encore

egal au produit de sa base par sa hauteur, lorsqu on prend

pour unite de volume le paralleliptpede rectangle ayant pour
base 1 unite d aire quelle qu elle soil et pour hauteur la lon

gueur prise pour unite de hauteur. .

THfeOREME.

62i. Le volume d un parallelipipede quelconque a pour
niesure le produit de sa base par sa hauteur.

Soil (fig. 339) le parallelipipede quelconque AG ayant pour
base ABCD ou EFGH et, pour hauteur, la perpendiculaire EP
abaissee du sommet E sur le plan ABCD. Menons par le

point E, dans le plan EFGH, la perpendiculaire EM a HG. Si

Ton prend la face AEHD pour base du parallelipipede pro

pose ( 598), son arete laterale sera EF, el sa section droite
(
607

)

sera le parallelogramme EMQR determine par le plan MEP.
Le parallelipipede AG sera done equivalent au parallelipipede
droit UK ayant pour base la section droite EMQR et pour hau-

leur 1 arele EF (615).
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Ceci pose, reproduisons a part, pour plus de clarle (fig. 339),.

ce parallelipipede droitRK, et construisons un parallclipipede

rectangle PK ayant pour dimensions EF, EM, EP. Le paralle

lipipede droit RK et le parallelipipede rectangle PK ainsi de

termine, presenlent seulement comme parlies non communes
les deux prismes droils qui ont pour hauteur EF et pour
bases les deux triangles egaux EPR, MVQ. Ces deux prismes
droits etant egaux (613), les deux parallelipipedes seront equi
valents et, par suite, il en sera de meme du parallelipipede

quelconque AG et du parallelipipede rectangle PK. Done, le

produit EF.EM.EP, qui exprime la mesure (621) du paral

lelipipede rectangle PK, mesure aussi le volume du paralleli

pipede quelconque AG. Or, EF.EM mesure la base EFGH de

ce parallelipipede, et EP est sa hauteur.

Done enfin, le volume du parallelipipede quelconque AG
est egal au produit de sa base par sa hauteur.

THEOREME.

6:25. Le volume d un prisme quelconque a pour mesure le

produit de sa base par sa hauteur.

i Soit (Jig. 34o) le prisme triangulaire ARCEFG. Par 1 ex-

tremite A de i arete AR, menons le plan ADHE parallele a la

lace RCGF, et par 1 exlremite C de 1 arete RC le plan CDHG
parallele a la face ARFE; prolongeons en meme temps les

deux bases du prisme jusqu a la rencontre de ces plans. On
obtiendra ainsi (600) le parallelipipede AG construit sur les

trois droites AR, RC, RF. La face ACGE du prisme triangulaire

corisidere elant un plan diagonal du parallelipipede AG, ce

prisme en sera la moitie (616). Done, le volume du paralleli

pipede AG ayant pour mesure le produit de sa base ARCD

par sa hauteur EP (624), le volume du prisme triangulaire

ARflEFG aura pour mesure la moitie de ce produit, c est-a-dire
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le produit de sa base ABC, moilic du parallelogramme ABCD,

par sa hauteur EP.

V Soil (Jig. 34i )
un prisme quelconque ABCDEFGH1K. On

le decompose en prismes triangulaires en faisant passer des

plans diagonaux par 1 arete AF et chacune des aretes CH, DJ.

Ces prismes triangulaires ont pour bases les triangles ABC,

ACI), ADE, qui composent la base du prisme donne, et leur

hauteur commune est celle H du prisme. La somme de lours

mesures (i)

ABC.H-t-ACQ.H + ADE.H

ou la mesure du prisme AI, sera done egale au produit de sa

base ABCDE par sa hauteur IT.

COROLLAIRES.

C26. En designant par V, B, H, les trois nombres qui me-
surent respectivement le volume d un prisme, sa base et sa

hauteur, on a la formule generate

V^B.H.

Doric, deux prismes de bases equivalentes et de meme haii-

teur sont equivalents ; deux prismes sont entre eux comme les

produits respect ifs de leur base par leur hauteur; deux prisniff
de mme base sont entre eux comme leurs hauteurs; deux

prismes de meme hauteur sont entre eux comme leurs bases.

627. APPLICATION. L n bassin a la forme d un prisme hexa

gonal regulierde o&quot;

l

,-5 de hauteur, le c6te de la base hexago-
nale est egal a i metre; calculer la capacite du bassin.

L aire de la base du prisrnc considere etant six fois 1 aire

du triangle equilateral de i metre de cote, esl egale a
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6 m&amp;lt;1 v/3 3mq 1/3

j- (417) ou a En appliquant la formule V= B.H,

on aura done pour le volume cherche

a un decimetre cube pres.

111. - PROPRlfiTES GENERALES ET AIRE LATERALS
DE LA PYRAMIDE.

DEFINITIONS.

628. La pyramide est un polyedre dont Funs des facef est

un polygons quelconque, et dont loutes les autres faces sont

des triangles ayant pour bases respectives les differents cotes

de la face polygonale, et pour sommet commun un point ex-

terieur a cslls face.

Ainsi, soient (Jig. 3q2) un polygons ABCDE et un point S

pris hors du plan de ce polygons. Le corps limits par la face

polygonale ABCDE et par les faces triangulaires SAB, SBC,

SCD, SDE, SEA, est une pyramide.

629. La pyramide SABCDE a pour base le polygons ABCDE
et pour sommet le point S. Sa hauteur est la distance du som-

met S a la base ABCDE, c ssl-a-dirs la longueur de la perpen-
diculaire abaissee de ce point sur ce plan.
Les droites SA, SB, SC, etc., sont les aretes laterales de ia

pyramide, et la somme des faces triangulaires SAB, SBC,

SCD, etc., constitue son aire laterale.

630. La pyramide est reguliere lorsqussa base est un poly-
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gone regulier dont le centre se confond avec le pied de ia hau

teur de la pyramide.
Les aretes laterales d une pyramide reguliere sont necessai-

rement egales comme obliques s ecartant egalement du pied
de la hauteur; ses faces laterales sont done des triangles iso-

celes tous egaux entre eux. La hauteur d un de ces triangles

esl Vapotlieme de la pyramide reguliere.

031. Suivant que la base de la pyramide cst un triangle, un

quadrilalerc, un pentagone, un hexagone, etc., la pyramide
est dite triangulaire, quadrangulaire, penlagonale, liexago-
nale, etc.

63:2. Toutc pyramide triangulaire ayant quatre faces, on lui

donne souvenl aussi le nom de tetraedre (589).

D apres la definition generale de la pyramide, on voit qu on

a le droitde prendre pour base d un tetraedre telle face qu on

veut; le sommet du tetraedre est alors le sommet oppose a la

base choisie.

Les letraedres sont dans la geometric de 1 espace ce que les

triangles sont dans la geometric plane. On fixe la position d un

point sur un plan en le rattachant par un triangle a deux points
donnes. On fixe la position d un point dans 1 espace en le

rattachant par un tetraedre a trois points donnes.

033. Si Ton coupe une pyramide par un plan qui rencontre

toutes ses faces laterales, Je polyedre compris cntre la section

obtcnue et la base de la pyramide, est une pyramide tronqu&e
ou un tronc de pyramide.

Si le plan secant est parallele an plan de la base de la pyra

mide, le tronc de pyramide est (lit a bases paralleles.

Fig. 343.

s

(/ & 34^J la pyramide SAiiCDE. Coupons celte pyra-
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mide par le plan abode parallele a la base ABCDE, et compris
entre cette base et le sommet S. La section abcde et la base

ABCDE sont les bases du tronc de pyramide a bases paralleles

ABCDE abcde. La hauteur du tronc est la distance constante

des plans de ses deux bases. Les segments A, B6, Ce-, etc.,

sont ses ardtes laterales, et son aire laterale est la somme des

trapezes Al&ab, ECbc, CVcd, etc.

634. Si la pyramide conside&amp;gt;ee est reguliere, le tronc de

pyramide a bases paralleles qui lui correspond est un tronc de

pyramide regulier.
THfiOREME.

635. Si une pyramide est coupee par un plan parallele a sa

base :

i Ses ar&tes laterales et sa hauteur sont divisees en parties

proportionnelles ;

2 La section est un polygone semblable a la base de la py
ramide.

Fig. 344-

i Soit (Jig. 344 )
a pyramide SABCDE coupee par le plan

abcde parallele a sa base. Ce plan rencontre les aretes late-

rales SA, SB, SC, etc., et la hauteur SH de la pyramide aux

points ,
b

y c,. . ., h. Deux plans paralleles coupant en parties

proportionnelles une serie de secantes issues (Tun meme

point (511), on pent ecrire immediatement

^ a _ S b __ S c _ S //

SA
&quot;~

SB
~

SC
=

Sfl
*

2 Les polygones ABCDE el abcde ont lours cotes deux a

deux paralleles (505) et diriges dans !e meme sens. Les angles
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honiologues de ces polygones sonl done egaux (494). DC plus,

le parallelisme de leurs coles enlralne la similitude des trian

gles SAB et Safc, SBC el Sfcc, etc. Par suite,

ab S& S &

ab_
be

AB~BC

On prouverait de la meme maniere qu on a

be cd de _ ea

BC^ CD ~~&quot;DE~~EA

Les polygones ABCDE et abcde, ayanl leurs angles egaux &amp;gt;t

leurs cotes proportionnels, sont semblables.

COROLLAIRE.

636. La similitude des triangles SAB etS6 donne

AB ^SA

on, d apres ce qui precede,

ab __ SA.

AB
^

SH

La similitude des polygones ABCDE et abcde donne a son

t ur
.__j

abcde ab

ABODE ^
On a done

abcde sh

ABCDE SH

r est-a-dire quo, dans tine pyramids, les sections tmralleles
it

la base et la base elle-meme sont proportionneUes
anx cam s

de leurs distances an sonunet de la pyramid-.

SCOLIE.

637. Si Ton coupe une pyramide reguliere par un plan pa-

rallele a la base, la section abcde elant semblablo a la base
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ABODE, est aussi un polygone regulier. Comme les aretes la-

terales (Tune pyramide reguliere sont egales, il en est de meme
des aretes laterales du tronc de pyramide regulier obtenu. I-.es

faces laterales d un tronc de pyramide regulier sont done des

trapezes isoceles tous egaux entre eux. La hauteur d un de ces

trapezes est Vapothetne du tronc de pyramide.

THfcOREME.

638. Lorsque deux pyramides ont des hauteurs egales, les

sections faites dans ces pyramides parallelement a leurs bases

et a la mdme distance de leurs sommets, sont proportionnelles
aux bases des deux pyramides.

Fig. 345.

Soient (fig. 345) les deux pyramides SABCD, S A B C , dont

les hauteurs SH et S H sont egales. Prenons Sh = S h el,

par les points h et A
,
menons la section abed parallele a la

base ABCD et la section a b c parallele a la base A B C . Nous

aurons (636)

abed SA a b c . S A

ABCD A B C s

c est-a-dire, en vertu de 1 hypothese el de la construction,

abed a b c

ABCD
^
K WC

SCOLIE.

639. Si les bases des deux pyramides sont equivalentes, les

sections obtenues sont equivalentes.
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THEOREM H.

640. L aire laterale d une pyramids reguliere a pour nn&amp;lt;-

ure la moitie du produit dn perimetre de sit base parson apo-

heme.
Fig. 346.

Soil (Jig. 346) la pyramide reguliere SABCDE. Les triangles

soceles et egaux qui composent sa surface laterale ayant res-

)ectivement pour bases les cotes AB, BC, . . .
, EA, de la base

le la pyramide, et, pour hauteur, son apotheme SH (030), la

iomme des aires de ces triangles, c est-a-dire 1 aire deman-

lee, a pour mesure la moitie du produit de la somme des

tfles AB, BC, . . .
, EA, par I apoiheme SH, c est-a-dire la moitie

lu produit du perimetre de la base de la pyramide par son

ipolheme.

SCOLIE.

Gil. L aire laterals d uti t rone de pyramide regnliera pour
nesure le produit de la demi-somme des perimetres de ses deux

?ases par son apotheme.

Soil (Jig. 346) le tronc de pyramide regulier ABODE abode.

Les trapezes isoceles et egaux qui composent son aire laUM-alc

ivant respectivement pour bases les cotes AB et a6, BC et

!&amp;gt;c,
. . ., EA et ea, des bases du tronc de pyramide, et, pour

iiauleur, son apotheme HA (637), la somme des aires de ces

irapezes, c est-a-dire 1 aire demandee, aura pour mesure le

produit de la demi-somme des cotes AB et 06, BC et 6c, . . .
,

EA ct ea, par 1 apolhemc II A, c est-a-dire le produit de la

demi-somme des perimetres des deux bases du tronc de pyra

mide par son apotheme.
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IV. - VOLUME DE LA PYRAMIDE.

THfiOREME.

. Deux pymmides triangulates debases equwalentesde hauteurs egales sont tquivalentes.

Solent
.(fig. 34,) SABC et S A B C les deux pyramid*, pro-

posees. Si leurs bases ABC, A B C , sont placees sur un meme
plan, leurs sommets S et g- seront a la meme distance du plan:ommun des deux bases, puisque ces pyramidos ont meme
nauteur.

Oivisons rarele SA en un certain nombre de parlies egalosaux points D, G, K, et par ces points menons des plans parallelesau plan comrnun des bases. Nous delerminerons ainsi dans la
premiere pyramide les sections DEF, GUI, KLM, et dans la
seconde pyramide les sections correspondantes D E F

, G tt l

Comme les bases des deux pyrnmides sont equivalentes, les
sections fanes dans ces pyramides par un meme plan paral-

e au plan commun des bases, sont equivalents (639). La
section BEFestequivalente-a la section D E F, la section GH1
a la section G JIT, etc.

Construisons maintenant un prisme sur la section DEF
romme base et sur la division DA comme arete. II suffit pour
cela (591 ) de mener, par les points E et F, jusqu a la rencontre
des aretes AB et AC, des paralleles EN et FO a DA ou SA et
do tracer la droite NO. En agissant de meme pour les autres
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sections Gill, KLM, el les aulres divisions GD, KG, on inscrira

dans la pyramide SABC un nombre de prismes cgal a celui des

sections primiiivement obienues, et lous ces prismes inscrits

aurorit pour hauteur la distance constants de deux plans sr-

cants conseculifs. .

En operani d une maniere idenlique , on inscrit dans

la seconde pyramide S A B C les prismes D E F A N CV,

G H l D P Q ,. . ., qui sont en in erne nombre quo ceux in-

crils dans la pyramide SABC.

Les prismes de meme rang dans les deux pyramides sont

equivalents comme ayant des bases equivalerit.es et des hau-

leurs egales (
G20 ). Le prisme GHIDPQ, par exemple, est equi

valent au prisme G H l D P Q , parce que les deux sections

correspondantes GHI, G HT, sont equivalents, et parce

que les hauteurs de ccs prismes represenlenl toutes deux la

niime
parlie de la hauteur commune des pyramides donnees, si

on a divise I arele SA en n parlies egales.

Done, la somme des prismes inscrils dans la pyramide
S\HC esl equivalente a la somme des prismes inscrils dans la

pyramide S A B C . Or, si Ton fail crotlre indefinimcnl le

nombre des divisions egales de I arele SA, la somme &amp;lt;lrs

smes inscrils dans la pyramide SABC a pour limile le vo-

ume de celie pyramide. En effet, les poinis K, B, P, N sont

en ligne droile, puisque les droiles SK, LR, IIP, EN, soni

Egales el paralleles, el la droile KN est parallele a SB. De

meme, les points K, T, Q, 0, sont sur une droitc KO parallele

a SC. Le plan KNO esl done parallele a la face SBC, et le po-

lyedre KNOSBC esl un Ironc de pyramide a bases paralleles

doni la hauieur, dislance des deux plans KNO, SBC, est au

plus egale a Slv= AD. Or la lirnile de AD, quand on fail crollre

indelinimenl le nombre des divisions egales de I arele SA, esl

zero. Done la hauieur du Ironc dc pyramide KNOSBC lend vers

zero, el il en est de meme par consequent du volume de ce

tronc. Mais ce volume esl evidemment superieur a la difference

qui exisle enlre la pyramide SABC el la somme des prismes

qui y sonl inscrils. Celle difference s annule done a la Hmite.

On prouverail de meme que la difference enlre la pyramide
S A B C et la somme des prismes qui y sont inscrils a //TO

pour limile.
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Les deux sommes de prismes etant constamment equiva
lentes, leurs limites, c est-a-dire les volumes des deux pyra
mides SABC, S A B C , sorit egaux.

THfiOREME.

643. Le volume d une pyramids a pour mesure le tiers d&amp;lt;

prodait de sa base par sa hauteur.

Fig- 348. Fig. 349.

1 Soil (Jig. 348) la pyramide triangulaire EABC. Par lei

sommets A et C, menons les droites AD et CF, paralleles i

1 arete BE, jusqu a leur rencontre J) et F avec un plan mem
par le sommet E parallelement a la base ABC de la pyramide
Le polyedre ABCDEF sera un prisme triangulaire ayant meme
base et meme hauteur que la pyramide proposee.
En faisant passer un plan par les trois sommets D, E, C, or

decompose le prisme triangulaire ABCDEF en trois pyramides

triangulaires EABC, EDCA, EDCF. La premiere est la pyramide
donnee. Les deux autres sont equivalentes (642), carellesont

meme hauteur et leurs bases sont equivalentes comme moi-

ties du parallelogramme ACFD. Or, si Ton prend la face DEF

pour base de la pyramide EDCF, son sommet est le point C.

Celte pyramide a done meme base et meme hauteur que le

prisme ABCDEF; elle est done equivalente a la pyramide EABC.

Les trois pyramides dont se compose le prisme ABCDEF
etant equivalentes, chacune d elles est le tiers de ce prisme.

Or, le volume du prisme a pour mesure le produit de sa base

par sa hauteur; le volume de la pyramide EABC a done pour
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauleur.

2 Soil (Jig. 34 9 )
la pyramide polygonale SABCDE. On la

decompose en pyramides triangulaires en faisant passer des

plans par 1 arete SA, el chacune des aretes SC, SD. Ces pyra-
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mides triangulaires out pour bases les triangles ABC, ACD,

ADE, qui composcnt la base de la pyramide donnee, et leur

hauteur commune est celle de celte pyramide. La somme de

lours mesurcs ou la mesurc de la pyramide SABCDE sera done

c-iilr au tiers du produit de sa base ABODE par sa hauteur SO.

COROLLAIRES.

644. En designant par V, B, 11, les trois nombres qui me-
surenl respectivement le volume d une pyramide, sa base et

sa hauteur, on a la formule generale

Done, toule pyramide est le tiers du prisme de meme base

et de meme hauteur. Deux pyramides quelconques de bases

equivalentes et de meme hauteur sont equivalentes. Deux py
ramides sont entre elles comme les products respectifs de leur

base par leur hauteur. Deux pyramides de meme base son I

entre elles comme leurs hauteurs. Deux pyramides de mdrne

hauteur sont entre elles comme leurs bases.

64-5. Quand un telraedre est regulier, son volume s exprimo
en fonclion de son arete a.

Un tetraedre regulier est compris sous quatre triangles equi-

lateraux egaux. Sa base a done pour expression (417)

Sa hauteur est le cote de Tangle droit d un triangle rectangle

ayant pour second cote de Tangle droit le rayon du cercle cir-

a
consent au triangle de base, c est-a-dire ~7F et pour hypote

nuse Tarele a du tetraedre. Cette hauteur est, par suite,

On a done, pour le volume du tetraedre regulier en fonction

de son arete,

i a? v/3 a v/2 a? \/2

3 4 i/3

~

**
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EXEMPLE.

Quel est le volume flu tetraedre regulier dont Varte est

i metre P

On a

v ^^ = .^4i4^36 85l
12 12

a
-j
centimetre cube pres.

SCOLIE.

046. Pour evaluer le volume d un polyedre, il suffit de de

composer ce polyedre en pyramides, de calculer les volumes

de ces pyramides et de faire la somme des nombres oblenus.

Plus generalement, il suffit de decomposer le -polyedre pro

pose en parties telles, que 1 expression de Icur volume soil

coniiue.

Pour operer la decomposition en pyramides, on peul choisir

un point quelconque dans Tespace et le joindre a tous les

sornrnets du polyedre. Les bases des differentes pyramides
formees sont les faces du polyedre, et leurs hauteurs sont

les pcrpendiculaires abaissees du point choisi sur ces faces.

Le volume du polyedre est la somme arithmetique ou alge-

brique des volumes des pyramides obtenues, suivant que leur

sommet commun est lui-meme interieur on exterieur au

polyedre.

Souvent, on fait la decomposition en prenant pour centre

I un des sommets du polyedre, c est-a-dire en menant toutes

les diagonales qui partent d un meme sommet.

Si Ton peut trouver dans 1 interieur du polyedre un point a

egale distance de toutes ses faces, les pyramides qui le com-

poseront auront pour hauteur commune la perpendiculaire

abaissce de ce point sur I une des faces, et le volume du

polyedre aura pour mesure le tiers du produit de son aire

par cette perpendiculaire.

6^7. Ln tronc de pyramide a bases paralleled est equiva
lent a la somme de trois pyramides ayant pour hauteur com

mune la hauteur du tronc, et pour-bases respective^ les deux
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bases da It-one cl l&amp;lt;i moraine proportionnelle entre ces deux
bases.

i Soil (/#. 35o) le tronc de pyramide Iriangulairo a bases

parallelcs ABCDEF!
Fig. 35o.

Les plans AEC, DEC, le partagent en trois pyramides trian-

gulaires EABC, EDCF, EDCA.
La premiere EABC a pour base la base inferieure ABC du

tronc de pyramide, et elle a meme hauteur que ce tronc,

puisque son sommel E est un sommet de la base superieure.
Si Ton prend le point C pour sommet, la seconde pyra

mide EDCF a pour base DEF, la base superieure du tronc, el

elle a meme hauteur que ce tronc, puisque son sommet C se

confond avec un sommet dc
1^

base inferieure.

Pour evaluer la troisieme pyramide EDCA, comparons-la a

la seconde EDCF.

Les deux pyramides EDCA, EDCF, ayant meme hauteur,
sont enire elles comme leurs bases CDA, CDF, c est-a-dire,

puisque ces deux triangles ont meme hauteur, comme les

bases AC et DF de ces triangles. D ailleurs, les bases du tronc

etantsemblables (635), on a

AC

Tel est le rapport cherche.

Mais la pyramide EDCF a pour mesure le tiers du produil
de la hauteur du tronc par sa base DEF. La pyramide EDCA
aura done pour mesure le tiers du pioduit de la hauteur du
tronc par 1 expression

II.
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La pyramide EDCA equivaut par suite a une pyramide ayaot

pour hauteur la hauteur du tronc, et pour base la moyenne

proportionnelle enlre ses deux bases.

* Soil (fig. 35 1
} le tronc de pyramide polygonaleGHIK LMNP.

Fig. 35i.

Ce tronc a ete obtenu en coupant la pyramide TGHIK par
un plan parallele a sa base. Prenons un point S a la meme hau

teur que le point Tau-dessus de la base GHIK, et conslruisons

dans le plan de cette base un ujiangle ABC qui lui soit equi
valent, La pyramide triangulaire SABC sera equivalente a la

pyramide polygonale TGHIK (642). Si Ton prolonge le plan
LMNP jusqu a la pyramide SABC, il determinera dans cette

pyramide une section DEF equivalente a la section LMNP (639);

les deux pyramides SDEF, TLMXP, seront done aussi equi-
valentes. Par suite, le tronc polygonal GHIKLMNP, difference

des pyramides TGHIR, TLMNP, sera equivalent au tronc trian

gulaire ABC0EF, difference des pyramides SABC, SDEF. K

comme le tronc de pyramide triangulaire est equivalent a la

somme de trois pyramides ayant pour hauteur commune la

hauteur du tronc et pour bases respectives les deux bases du

tronc et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases, il

en sera de meme du tronc de pyramide polygonale qui a

meme hauteur et des bases equivalentes.

C*8. En designant par V, B, b, h, les nombres qui mesurent

jrespeetivement le volume d un tronc de pyramide a bases
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paralleles, ses deux bases et sa hauteur, on a la formule

ou

(i) \ = --^ B-/&amp;gt;- N B* .

Souvent. an lieu de dormer les deu\ bases B el 6, on donne

I une d elles B et le rapport de deux cotes homologues de

ces deux bases; on a alors

ft a- ,, , a D-=-. dou =-B.

II en re sulto

.. B^ , a

^T^A +

Celte formule. ties commode dans les applications, setrouve

dans un Traile de Leonard de Pise, sur les centres de gmvile.

EXKMPLK.

Les bases paralleles d lut Ironc tie pyramid* sont deux

hexagones rguliers aivmt respectivement i metre et a metres

ife c6te, sa hauteur est tgale a 3 metres; calculer son volume.

On a dans oe eas

; , ,

et, en appliquant la formule (a),

o. 3. i i\

-^
V&amp;gt;t-a-dire

V= 3 v 3.3.5^iS-%i^

a i centimetre cube pus.

SC.OI.1ES.

6i9. On aurait rm employer, pour p.-ouver le volume vl un
troiu d^ pvramide poly^onale. la meihode de ^ composition
deja suixie dans d autres cas (62o. M : mais cello marchf

6.
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exigeant ici la verification d une formule algebrique, il etait

preferable d avoir recours a la methode de transformation en

figures equivalentes.

650. On peul donner au mot trnnc une extension utile.

De meme que les theoremes relatifs aux sections d un prisme s etendcnt

au cas ou elles sont exlerieures (606), les theoremes relatifs aux sections

d une pyramids (635, 636) s etendent aux cas ou ces sections deviennent

exterieures, qu elles soient faites au dela du somrnet ou au-de.-sous de

la base de la pyramide proposee. Les plans secants doivcnt seulernent

rester paralleles a la base de cette pyramide.

On peut distinguer les deux cas possibles en disant que les sections

faites au-dessous du sommet donnent des troncs de premiere espece, et

que les sections faites au-dessus du sommet donnent des troncs dc seconds

espece,

Pour evaluer le volume d un tronc de seconde espece ABCDEF (Jig. 35a
).

il suffit d effectuer la somme des pyramides SABC, SDEF. La hauteur // du

tronc est d ailleurs egale a la somme des hauteurs H et H des deux pyra

mides. On a ainsi, en conservant les notations du n 648,

Do la relation (648, 636) rA IP

il resulte

H = H. = H + H = h

A a A + a A -H a

d ou

U- A/
H =-^_-

A -}- &amp;lt;7 A -f- a

Par suite.

v =
B &quot;-If A3 + ^ _Kl^f _a (?_

=

3 A 2

(A-f-)~ 3 V
1 A^A 2



LIVRE VI. LES POLYEDRES. 85.

c( aussi

Pour un tronc de seconde especc, la formu e du volume est done la

mme que pour un tronc de premiere espece, sauf le signe de la moyenne
proportionnelle. On passe done de 1 une a 1 autre formule en changeani
le signe de cette moyenne ou en changeant a en a.

On aurait pu suivre une marche analogue pour calculer 1 expression
du volume d un tronc de pyramide de premiere espece; seulement, au

lieu d ajouler les pyramides SABC, SDEF, il aurait fallu les retrancher

U&.35J).

651. PROBLEME. On domic le volume V, la hauteur 1i et le cote A
de. la base inferieure d un tronc dc pyramide a bases para Ilelcs ; on sup
pose fine cette base est un lie.zagone regulier, et I on demande le c6te x
de r/iexagoni- regulier, base superieure du tronc.

L equation du probleme sera 1 equation (2) du n G48, dans laquelle on

remplacera a par 1 inconnue .r, c est-a-dirc

B//,.
T 4- T-, 1

d ou
x* X 3V

Les racines de cette equation restentimaginaires tant qu on a V
&amp;lt; ;

4

elles deviennent reelles et elles restent toutes deux negatives tant que V

est compris entre et
, enfm, elles sont 1 une positive et 1 autre ne

gative, lorsqu on a V
&amp;gt;

&amp;lt;J

Dans le premier cas, le probleme est impossible; dans le second cas,
deux troncs de seconde espece repondcnt a la question; dans le Iroisieme

cas, un tronc de premiere espece et un tronc de seconde espece y re-

pondent a la fois.

3&quot;

1 1 t/3
Supposons, par exemple, A= i

m
,

d ou B = , h = i
m

. y/3 et

V = 2mc . L equation a resoudre sera

.i:
2
-+- x + i

- = o ou .r
2

-j- x = o.
j 3

Elle donne

6

La racine positive est x ^0,26376 a ^ do millimetre pres; la ni-
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cine negative est x = i, 26376 avec la meme approximation. La pre
miere repond a un tronc de premiere espece ;

la seconde, prise positwc-

me/it, a un tronc de seconde espece. La hauteur de la pyramide qui cor

respond au tronc de premiere espece est (650)

,A .i 0,70624

a
.7
millimetre pres. Celle de la pyramide qui correspond au tronc do

seconde espece est (650)

A/i i
m
.v/3H = -T

-- -
77^-7.

= om
, 760A + .r 2,26876

a ~ millimetre pres.

THfiORfcME.

652. Un tronc de pristne triangulaire est equivalent a la

somme de trois pyramides ayant pour base commune la base

inferieure du tronc et, pour sommets, ceux de la base supe-
rieure.

Soil (Jig. 353 )le tronc de prisme triangulaire ABCDEF (612);

soient EH, DK, FL, les hauteurs des sommels de sa base su-

perieure par rapport au plan de sa base inferieure ABC.

Fig. 35/,.

D

Les plans AEC, DEC, partagent le tronc en irois pyramides

iriangulaires EABC, EDCF, EDCA.
La premiere EABC a pour base ABC la base inferieure du

tronc, et pour hauteur EH.

Pour evaluer la seconde pyramide EDCE, cherchons son

rapport a la pyramide EABC. Si Ton prend pour sommels des

pyramides EDCF, EABC, les points D et A, leurs bases sont

les triangles ECF, ECB, et leur hauteur est la meme, puisque
1 arete DA est parallele a la face EBCF. Ces pyramides sont

done entre clles comme les triangles ECF, ECB. D ailleurs

ces triangles, compris entre les paralleles EB, FC, ont mt3me
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hauteur et sont enirc cux commc leurs bases FC, EB. Done,

les pyramides EDCF, EABC, sont entre elles commc les

aretes FC et EB on comme les hauteurs FL et EH, r\i&amp;lt;l&amp;lt; in-

mcnt proportionnelles a ces aretes en vertu de la similitude

des triangles rectangles EBH, FCL.

Pour evaluer la troisieme pyramide EDCA, chcrchons son

rapport a la pyramide EDCF. Ces deux pyramides ayant memc
hauteur sont entre elles comme leurs bases DCA, DCF, ou

eomme les aretes DA et FC, puisque les triangles DCA, DCF,

compris entre les paralleles DA, FC, ont meme hauteur. Done,

les pyramides EDCA, EDCF, sont entre elles comme les hau

teurs DK et FL, proportionnelles aux aretes DA et FC.

Les trois pyramides EABC, EDCF, EDCA, etant proportion

nelles aux hauteurs EH, FL, DK, et le volume de la premiere

etant

ABC. EH
TT

les volumes des deuxautres sont respectivcment

ABC.FL el ABC.DK
~~3~ 3

SCOLIE.

C53. Si le tronc considere est un tronc de prisme droit, les

hauteurs EH, FL, DK, se confondent avec les aretes laterales

EB, FC, DA, et la base ABC avec la section droite du tronc.

Le volume du corps tronque a done alors pour mesure le pro-
duit de sa section droite par la moyenne arithmetiqiie de ses

aretes laterales.

On etend facilement cet enonce au cas du tronc de prisme

oblique. Soil (Jig. 354) lc tronc de prisme oblique ABCDEF.

Menons sa section droite MNP. Elle le partage en deux troncs

de prisme MNPABC, MNPDEF, qui sont droils relativement

a celle section ccnsideree comme base. Le premier a pour
mesure

/MA+NB +
\ 3

le second,
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Le tronc de prisme oblique AttCDEF, somme des deux trorics

de prismes droits MNPABC, MNPDEF, a done pour mesure la

somme de leurs mesures, c est-a-dire

COROLLAIRE.

65i. En designant par V, B, (3, h, h r

, h&quot;, a, a
, a&quot;,

les nom-
bres qui mesurent respectivement le volume d un Ironc de

prisme triangulaire, sa base el sa section droite, les hauteurs

des sommets de sa base superieure au-dessus du plan de sa

base inferieure et ses aretes laterales, on a les formules

APPLICATION.

655. La base B d un parallelipipede droit tronque est

cgale a 36 metres carres; ses aretes late&quot;rales sont egales a

5 metres, 3 met res
, 7 metres et 9 metres; on detnande de cal-

culer son volume.

(Jig. 355) ABCDEFGH le parallelipipede tronque pro

pose. Menons le plan diagonal ACGE qui le partage en deux

Fig. 355.

troncs de prismes triangulaires droits, dont (es bases sont

egales entre elles et a la moilie du parallelogramme ABCD.
Les volumes de ces deux troncs de prismes etant respective

ment, d apres les formules du numero precedent,

el



LIVRE VI. - LES FOLYEDRES. 89.

le volume cherche sera

3fiV= l8~ = -2l6.

THfiORfeME.

606. Le volume de tout polyedre ayant pour bases deux polvgones

quelcorifjues situes dans des plans parallelcs et pour faces laterales des

trapezes on des triangles, cst expriinr par la formule

dans
la&amp;lt;juelle.

H designc la distance des deux plans paralleled, B la base

infer/cure du polyedre, B la base superieurc, et B&quot; la section et/uidivtante
des deux bases.

En effet, soient L, M, N, P, Q, la section equidistante des bases (Jig. 356
)

Fig. 35G.

et S un point pris a volonte dans I intericur de cette section. Le

polyedre peut e&quot;tre decompose en pyramicles ayant pour bases ses di-

verses faces et pour sommet commun le point S. Les volumes des deux

pyramides qui reposent sur les bases B et B ont evidemment pour me-
RH R H

sures j

-^-,
et il reste a ^valuer les volumes des pyramides qui re

posent sur les faces laterales. Soit done LMM L une quelconque de ces

faces, par exemple celle qui r^pond au cot6 L, M, du polygone L, M,N, P,Q, ;

pour raisonner d une maniere generate, nous supposerons que cetle face

soil un trapeze (si c etait un triangle, Tun des cotes paralleles LM ouL M
seruit nul). Abaissons du point S la perpendiculaire SO sur le plan de la

face LMM L
;
dans ce plan, menons par le point la perpendiculaire I OI, a

L, M, ; la droite SI, sera perpendiculaire a L, M, ; enfin, menons I K, perpen
diculaire au plan de la section L.M.N.P.Q, :I K, sera la moitie de la dis

tance H des bases du polyedre. Cela pose, lapyramideSLMM L a pour mesure

L.M^I I,. ISO.

Or, le produit I Ir SO peut elre remplace par le produit 81,.1 K,, qui.
comme lui, cxprime le double de I aire du triangle I l.S; on a done, pour
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Ie volume de la pyramicle,

Par suite, pour avoir la somme des volumes des pyramides qui reposcnt

sur les faces laterales du polyedre, il faut multiplier par- quatre fois la

somme des triangles qui ont S pour sommet commun et pour bases les

Tl

cdtes de la section L, M, N, P, Q 1?
c est-a-dire multiplier par quatre fois

1 aireB&quot; de cette section.

APPLICATION.

657. Les amas de pierres, les fosses ou cuvettes etablies de distance en

distance le long des routes, les tombereaux, etc., sont termines haut et

bas par deux rectangles paralleles LMNP, L M N P
,

et lateralement par

quatre trapezes LMM L
,
MNN M

,
NPP N

,
PLL P . Exprimons le volume

d un pareil corps en fonction de la distance h des plans des deux rectangles

et des dimensions a et &, a et b
t
de ces rectangles (fig. 35y ).

Fig. 357.

La section L,M,P,Qi, equidistante des bases, est un rectangle dont les

dimensions, L,M,, L,P,, sont evidemment egales a - (+ )et
-

(b-\-b }.

Le volume du corps est done, en vertu du theoreme precedent, donnepar
la formule

que Ton peut ecrire de la maniere suivante :

bh, b h,
(2 +

)
+

-JT-
(* fl

Pour // = o, le volume se reduit u

et le corps a la forme qu on donne dans les pares d artillerie aux piles de

boulcts fectanguteires.
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$ V. - FIGURES SVMfiTKIQUES,

DEFINITIONS.

C58. Deux points A et A sont symetriques par rapport a

un centre (), lorque ce centre esl le milieu de la droite A A-

(fig. 358).

Deux points A et A sont symetriques par rapport a un axe

xy (fig. 359) ou a un plan P (Jig. 3(k&amp;gt;), lorsque cet axe on ce

plan cst perpendiculaire an milieu de la droile AA .

Fig. 358. . 33g.

x

Deux figures sont symetriques par rapport a un centre, a un

axe ou a un plan, lorsque leurs points sont deux a deux syme

triques par rapport a ce centre, a cet axe ou a ce plan. Les

points symetriques des deux figures sont dits Iwmologues.
Deux figures symetriques , par rapport a un axe, sont

egales. Car line rotation de 180 degres autour de I axe, impri-

mee a 1 une des deux figures, amene evidemment cetle figure

sur 1 aulre.

La symetrie, par rapport a un axe, n ofl re done rien de par-

ticulier. Aussi, dans la suite de ce paragraphs, nc sera-t-il

question que de la symetrie relative a un point ou a un plan.

THfiOREME.

659. Deux figures F et
F&quot;, tymttrigties d une meine figure F

par rapport a deux centres difjerents et
0&quot;, sont egales

Soient A un point quelconque de la figure F, A son homo-

logue dans la figure F et A&quot; son homologue dans la figure F&quot;.

\

(*) BRAVAIS, Journal de tfatMmatiyitest t. XIV.
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etantle milieu de AA et 0&quot; le milieu de AA&quot;. la droite A A&quot;

est parallele a O O&quot; et egale a tzO 0&quot;. La figure F&quot; n est done

Fig. 36i.

que la figure F transported parallelement a la direction O
O&quot;,

d une quantite egale a 2 O O&quot;.

COROLLAIRE.

660. La position du centre de symetrie n influe ni sur la

forme ni meme sur Vorientation de la figure symetrique d une

figure donnee.
THfcORfeME.

661. Si deux figures F et F&quot; sont symetriques par rapport
a un plan P, on pent toujours les placer de telle sorte quelles
soient symetriques par rapport a un centre pris a volonte

dans ce plan; et reciproquement, si deuxfigures F et F sont

symetriques par rapport a un centre , on peut toujours les

placer de telle sorte quelles soient symetriques par rapport a

un plan quelconque P passant par ce centre (fig. 36 1
) ( *).

II suffit de faire tourner la figure F&quot; dans le premier cas, la

figure F dans le second, de 180 degres autour de la perpendi-
culaire O CB elevee en an plan P.

En effet, considerons une figure F, un plan P et un point

quelconque de ce plan ; soient F la figure symetrique de Fpar

rapport au point , et F&quot; la figure symetrique de F par rapport
au plan P. Le theoreme direct et sa reciproque seront demon-

tres a la fois, si Ton fait voir que les figures F et F&quot; sont syme
triques par rapport a la perpendiculaire O B elevee en au

plan P
( 658). Or, soient A, A , A&quot;, trois points homologues des

figures F, F
, F&quot;, et 0&quot; le point ou la droite A A&quot; rencontre le

plan P.
; etant le milieu de AA et 0&quot; le milieu de A

A&quot;,
la

(*) BRAVAIS, Journal dc Matlieinatiqiies, t. XIV.
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droite A A&quot; est parallels ;i O
O&quot;, ct, par suite, perpendiculairo

sur O B. D ailleurs O B, eiant menee paral (element a A A&quot; par
le milieu dc AA , passe par le milieu C de A A&quot;. Done enfin,

pspoints A etA sontsymetriques par rapport a la droitc O JJ.

COROLLAIRES.

66*2. Deux figures symeiriques d uue meme figure F, par

rapport a deux plans differenis P et Q, no sont aulre chose,

quanl a \s\forme, que la figure symotrique de F par rapport a

un centre quclconque (659); ellesson! done superposables.
Mais lour orientation dans I espace n est pas la meme, a moius

que les plans P el O ne soient paralleles.

663. En rosum^, si Ton f.iit abstraction de 1 orientation pour
n avoiregard qu a la forme, on voit

&amp;lt;\\i

unefigure. F na qii nne
mule figure sym&triqiie. Toutes les figures obtenues en pre-
nant la figure symetrique de F, par rapport ii tel centre ou a

tel plan qu on veut, sont superposables.

SCOLIE.

664. Telle propriele de deux figures symetriques (658) est

3lus ou moins aisee a demontrer, suivant que Ton considere
a symetrie relative a un plan ou a un centre. Le llieoreme

jrecedent (061) permet de choisir le mode de symetrie qui
facilite le plus les raisonnements. C est generalement la syme-
Irie relative a un centre qui rend les demonstrations plus sim-

)les, parce qu en deplacant le centre de symetrie on n altere

)as meme rorientalion de la figure symetrique (660).

THfcORfcME.

665. La figure symetrique d une ligne droite est line ligne
droite.

Car, si Ton prend un point quelconque de la droite pour
centre de symetrie, ce qui ne peut rien changer au resultat

660), on relrouve evidemment la droite elle-jneme pour figure

symetrique.

COROLLAIRES.

666. La distance de deux points est egale fi celle de leurs

ymetriques.
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Car, si Ton prcnd pour centre de symetrie le milieu de la

droite qui joint les deux points, on voit que ces deux points
ne font que s echanger.

667. L angle de deux droites est-egal a rangle de leurs sy-

metriques.

Car, en prenant pour centre de symetrie le sommet de eel

angle, on voit que les droites symetriques forment Tangle qu
lui est oppose par le sommet.

SCOLIE.

668. II importe de se figurer nettement la situation de deu^

droites symetriques par rapport a un centre ou par rapport ;

un plan.
Fig. 36a. Fig. 363.

1 n R I*

Soil AB (Jig. 362) une droite dont on veut la droite syme-

trique par rapport a un centre donne , Prenons d abord k

droite symetrique de AB par rapport a son milieu : le point A

aura son symetrique en B, et le point B son symetrique en A

de sorte que la droite symetrique de AB, par rapport a sor

milieu pris pour centre, sera BA. Des lors, pour passer di

centre au centre ,
il suffira (659) de faire decrire au&amp;gt;

points A et B des droites BA et AB paralleles a 00 el dou

bles de 00 . On trouve ainsi, pour symetrique de AB, k

droite A B parallels a AB, de sens contmire, et situee a le

inline distance da centre de symetrie.
Soil OA (fig. 363) une droite donl on veut la droite syme

trique par rapport a un plan P qu elle rencontre en 0. En pre

nant d abord la droite symetrique de OA par rapport au point 0,

on trouve son prolongement OA , et il suffit (661) de faire

tourner OA de 180 degres autour de la perpendiculaire OB

au plan P pour avoir la droite OA&quot; demandee. On voit que
les deux droites OA et OA 7

, symetriquespar rapport au plati P,

sont egalement inclinees sur ce plan, qu elles rencontrent

d ailleurs au mme point 0.
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THfiORfcME.

669. La figure symetrique d un plan est un plan.

Car, si Ton prend un point du plan pour centre dc symelrie,
on retrouve evidemment le plan lui-meme pour figure syme-
trique.

COROLLAIRES.

670. Lafigure sym&trique d un polygone plan est un poly-

gone egal au premier.

D abord, c esl un polygone plan (669); il est ensuite egal

au premier, parce qu il a ses coles et ses angles egaux aux

coles homologues et aux angles homologues de ce polygone

(666, 667).

671. L angle de deux plans est egal a I angle de leurs sy

metriques. ^

Car, en prenant pour centre de symetrie un point de Tarele

de Tangle diedre donne, on volt que les plans symetriques
de ses faces formeni le diedre qui lui esl oppose par 1 arete.

SCOLIE.

672. Deux plans symetriques par rapport a un centre sont

paralleles et equidistanls de ce cenlre.

Deux plans symetriques par rapport a un plan sont egalc-
ment inclines sur ce plan, qu ils coupent d ailleurs suivant la

meme droite.

THfiORfiME.

673. Deux polyedres symetriques out : i leurs faces egales
cliacune a chacune ; 2 leurs angles diedres liomologues egaux ;

3 leurs angles polyedres homologues symetriques (566).

1 L egalile des faces homologues resulle du n 670.

2 L egalile des angles diedres homologues resulte du n 671 .

3 Pour montrer clairement la relation qui existe entre un

angle polyedre A de la premiere figure P et Tangle polyedre

homologue A de la seconde figure P
, il suffitde conslruire la

figure symetrique de P en prenant pour centre de symetrie le

sommet A du premier angle polyedre. On voit ainsi que Tangle
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polyedre A est Tangle polyedre oppose par le sommet a 1 angle

polyedrc A.

674. Deux polyedres symetriques P et P sont equivalents.

Si Ton decompose le polyedre P en letraedres, a chacun de

ces tetraedres repondra un tetraedre symetrique, et I ensemble
de ces tetraedres symetriques formera le polyedre P . Deux

polyedres symetriques P et P
,
etanl d apres cela composes

d un meme nombre de tetraedres symetriques deux a deux, il

suffit de demontrer que deux tetraedres symetriques sont equi
valents.

Or, soil (fig. 364) SABC un tetraedre quelconque. Formons
son symetrique SA B C par rapport au point S. Les triangles

ABC, A B C ,
sont egaux (670), et leurs plans sont equidis-

tants du point S (672). Par suite, les deux tetraedres SABC,
SA B C , ayant des bases et des hauteurs egales, sont equi
valents.

Fig. 864. FiS- 365.

La symetrie relative a un plan fournirait dans ce cas une

demonstration tout aussi simple ; car, comme la propriete dont

il s agit concerne la grandeur et non la situation, on peut

prendre a volonte le plan de symetrie (662). Or, en conslrui-

sant (Jig. 365) la figure S ABC symetrique de SABC par rap

port au plan ABC, on voit que les deux tetraedres SABC,

S ABC, ont meme base ABC el des hauleurs egales SO el S O;

d ou resulie leur equivalence.

SCOLIE.

675. Les deux prismes dans lesquels un parallelipipede esl
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decompose par un plan diagonal ( 616) soul ( videmmnil svme-

triques par rapport au centre (hi parallelipipede (Jig. 33^ ).

.C est pourquui ils ont meme volume (074), him qu ils no

soirni pas en gnu-nil superposables. On ne pent les super-

poser que quand ils sont drolls.

$ VI. - POLYEDRES SEMBLABLES.

DEFINITIONS.

676. On donne le noin de polyedres semblables aux po

lyedres ijui onl leurs angles polyedres egaux et qui soril com-

pris sous un mt ine nombre de faces semblables chacunc a

cbacune.

L egalile des angles polyedres enlraine evidemnient 1 ega-
lilc des angles diedres homologues.
On appelle homologues les elements (faces, aretes, die

dres, etc.) qui se correspondent dans deux polyedres sem
blables.

677. Les arJtes homologues de deux polyedres semblables

sont proportionnelles. Car les faces semblables de ces po
lyedres ayant le meme rapport de similitude (203), puisqu une
meme arete apparlient sur chaque polyedre a deux faces adja-

centes, le rapport de deux aretes homologues quelconques est

constant.

THEORfiME.

678. En coupant une pyramide par un plan parallele a la

base, on determine une seconde pyramide semblable a la pre
miere.

Fig. 3GG.

Soil (fig. 366) la pyramide SABCDE dans laquelle un plan
H. .
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parallele a Ja base a determine la section FGII1K. Les deux

pyramides SABCDE, SFG1IIK, ont leurs faces semblables, car

les polygones ABCDE, FGHIK, sont semblables (635), et les

faces laterales SAB etSFG, SBCelSGH, etc., le sont aussi (-204),

par suite du parallelisme des cotes de ces deux polygones.

Quant aux angles polyedres, Tangle polyedre S est commun,
el deux angles triedres homologues tels que A et F sont

egaux (577, 2) comme ayant un angle diedre commun com-

pris entre deux faces egales chacune a chacune et semblable-

ment disposees, savoir : Tangle diedre SA commun, la face SAB

egale a la face SFG et la face SAE egale a la face SFK.

THEOREME.

679. Deux pyramides triangulaires sont semblables, lors-

qu elles ont un angle diedre egal compris entre deux faces
semblables chacune a chacune et semblablemen I disposees.

Fig. 3G 7 .

Soient (fig. 867) les pyramides SABC, S A B C , dans les-

quelles Tangle diedre SA est egal a Tangle diedre S A
,
et les

faces SAB, SAC, semblables aux faces S A B , S A C , et sem

blablement placees.

Portons la seconde pyramide sur la premiere, de maniere

qu elles aient meme sommel et que les faces homologues de

leurs angles diedresegaux coincident. Le triangle S A B etant

semblable au triangle SAB et le poinl A tombant en D sur SA,

S B se confondra avec SB, et le point B viendra en un point E

tel, que DE soil parallele a AB. De meme, le triangle S A C

etanl semblable au triangle SAC, S C se confondra avec SC,
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et Ic point C vicndra en un point F tel, que DF soil parallels
a AC. La base A B C ocrupera done alors la position DBF, et
son plan sera parallel* nn plan do la base ARC (508). La pyramids SDEF eiant semblable a la pyramide SABC (678), il en
estde memo do la pyramitle S A B C qu cllc represente.

THfcOREME.

680. Deux polyedres, compost s (/ mi mtme nombre de te-

traedrfS semblables dtacitn a chacun et sembl&amp;lt;ibleme?it dis
poses, sont semblables.

Fig. 3(i8.

Solent
(Jig. 368) OABD, OBCD, OCDE, etc., O A B D

O B C D
, O C D E

, etc., deux series de tetraedres respecti-vement semblables et semblablement disposes; le polyedreforme par les premiers tetraedres est semblable au polyedrelorme par les seconds.
En effet,

i Les faces homologues des deux polyedres sont semblables
;omme composees d un rneme nombre de triangles semblables
el semblablement disposes. Considerons, parexemple, la face

du premier polyedre. Les triangles ABD, BCD, qui la
constituent, sont semblables aux triangles A B D

, B C D
comme faces homologues de tetraedres semblables l)e plus
les triangles ABD, BCD, etont dans un meme plan, les angles
d.edres OBDA, OBDC, des deux letraedres OABD OBCD sont
supplemental (549); il en est done de meme des angles
diedres homologues O B D A

, O B D C
, des tetraedres sem-

AD B CDD , B C D
, sont aussi dans un meme plan, et constituent

sur le second polyedre une face A B C D semblable a la faceA BCD.
2 Les angles polyedres des deux polyedres sont egaux

7-
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comme ayant lous leurs elements egaux et semblablement

disposes; car les faces homologues des deux polyedres etant

semblables et semblablemenl disposees , leurs angles po

lyedres ont d abord toutes leurs faces egales chacurie a cha-

cune et semblablement disposees. De plus, les angles diedres

homologues de ces angles polyedres sont egaux, soil comme
diedres homologues de deux letraedres semblables , soil

comme sommes d angles diedres egaux. L angle diedre BCOE,

par exemple, forme par les deux faces ABCI), CDE, du pre

mier polvedre, est la somme des deux angles diedres BGDO,
ECDO, qui appartiennent aux deux letraedres OBCD, OCDE;
et Tangle diedre B C D E

, forme par les deux faces A B C ])
,

C D E , du second polyedre, est la somme des deux angles

diedres homologues B C D O
,
E C D O , qui appartiennent

aux deux tetraedres semblables O B C D , O C D E .

G81, RECIPROQUEMENT, deux poly&dres semblables peuvent etre

decomposes en un meme nombre de tetraedres semblables et

semblablement disposes.

Fig. 36g.

Soil (fig. 869) un point pris dans Tinterieur du premier

polyedre; decomposons-le en tetraedres en prenant le point

pour centre de decomposition (646), et soil OABC Tun des

tetraedres obterius. Les points A, B, C, ayant pour homo

logues sur le second polyedre les points A , B ,
C ,

menons

un plan O A B faisant au-dessus de A B C un angle diedre

egal a celui que forme le plan AOB au-dessus de ABC, ctdans

ce plan O A B conslruisons le triangle O A B semblable au

triangle OAB. En prenant le point pour centre de decom

position, on decompose done le second polyedre en telraedres
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qui correspondent a ceux du premier polyedre, el il reste

sculemcnl a prouver que ccs lelraedres sonl semblablcs deux

a deux.

. Soil I) mi (juatrieme sommel dn premier polyedre, lei que
lesdeux triangles ABC, AIM), aient un cole commun, el soient

silues sur la meme face ou sur deux faces adjacenles. Com-

parons les deux letraedres OAB1), A B D . Les faces OAB,
O A B , sont semblables conime faces homologues des deux

lelraedres semblables OABC, A B C ; les faces ABD, A B D
,

le sonl aussi comme Iriangles bomologues de deux faces sem-

blables des polyedres donnes. De plus, si les deux Iriangles

ABC, ABD, sonl dans un meme plan, les deux diedres OABD,
O A B D , sonl egaux comme supplements des angles diedres

cgaux OABC, A B C ; si les deux Iriangles ABC, ABD, ne

sonl pas dans un meme plan, les deux angles diedres OABD,
O A B IV, sonl encore egaux comme differences des angles

diedres egaux, DABC el OABC d une parl, D A B C el A B C

d aulre parl. Dans les deux cas, les tetraedres OABD, A B D ,

sonl semblables
(
679 ).

La meme demonstration s appliquera de procbe en procbe.
La simililude des deux lelraedres consideres en dernier lieu

permellra loujours de verifier la simililude des deux lelraedres

suivanls.

SCOLIE.

G82. Deux points etO rapportesa deux polyedres sembla

bles sonl dils liomologues, lorsqu en joignanl Tun d eux aux

sommels conseculifs A, B, C, de Tun des polyedres, el 1 aulre

aux sommels bomologues A ,
B

, C , de 1 aulre polyedre, on

ohiienl deux letraedres OABC, A B C 7

, semblables el sem-
blablemcnl disposes par rapport aux deux polyedres.

II resulle de la demonsiralion precedenle que deux points

homologues quelconques peuvenl elre pris pour cenlres de

decomposilion de deux polyedres semblables, en lelraedres

semblables el semblablemenl disposes.
Si le poinl esl exlerieur au premier polyedre, son bomo-

logue O est aussi exlerieur au second polyedre; il faul alurs

considerer les deux polyedres comme composes de tctraedres

additifs el de letraedres souslraclifs.
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Si le point coincide avec Tun des sommets A du premier

polyedre, son homologue coincide avec le sommet A du

second polyedre, et les diagonals homologues des deux po

lyedres, relatives aux sommets A et A
,
se confondent avec les*

aretes laterales de leurs tetraedres homologues.

683. Deux droites rapportees a deux polyedres semblables

sont dilcs homologues, lorsque leurs extremites sont deux a

deux des points homologues. Telles soul, par exemple, les

diagonales relatives a des sommels homologues.

Le rapport de deux droites* homologues quelconques est

egal au rapport de similitude des faces liomologues des deux

polyedres.
3.

Soient (fig. 3 7 o) ABCDE, A B C D E
, deux faces homo

logues quelconques des polyedres donnes, et FH, F H ,
deux

droites homologues quelconques. Formons les tetraedres ho

mologues FABC, F A B C , HABC, H A B C . La similitude de

ces tetraedres entralne celle des letraedres FHAC, F H A C .

En effet, les faces FAC, HAG, sont respectivement semblables

aux faces FA C ,
H A C , et I angle diedre FACH, difference

des angles diedres FACB, HACB, est egal a Tangle diedre

F A C H
, difference des angles diedres egaux F A C B

,

H A C B . Les deux tetraedres FHAC, F H A C
,
ctani sem

blables, on a (677)
FH AB
FE7

~
A7

!*
7

THfiOREME.

684. Le rapport des volumes de deux polyedres semblables

est egal au cube du rapport de similitude de leurs faces ho

mologues, ou deux polyedres semblables sont entre eux comme
les cubes des aretes homologues.
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Soiont d abord (fig. 371) deux tetraedres semblables SABC,
SDEF, qu on pent toujours supposer places I un dans 1 autrc

comme I indique la figure (678), de maniere que leurs

VBC, DEF, soient paralleles.

Fig. 371.

Le premier telraedre SABC ayaut pour base ABC et pour
hauteur SII, son volume a pour expression

ABC.SH
3

%

Le second leiraedre ayant pour base DEF et pour hauteur SK,
son volume est egal a

Le rapport cherche est. par suite egal a

ABC.SH _ ABC SH
DEF.SK~IJEF SK

Mais le plan DEF etant parallele au plan ABC, on a (636, 635)

ABC _Slf SH _ SA _ AB
DEF

~&quot;sk

3 SK&quot;SD~DE*

Le rapport des volumes des deux letraedres est done ropr
-

sente par

ou
SK DE

Soient maintenant deux polyedrcs semblables P et P . Lo

rapport de similitude de leurs faces homologues sera ((177

celui de deux aretes homologues quelconques AB et A B . Ces
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deux polyedres sont decomposables en un meme nombre de

leiraedres semblables el semblablement disposes (681), et le

rapporl de simililude des faces homologues de deux leiraedres

homologues esl egal (683) au rapporl Si le polyedre PA Ij

esl compose des leiraedres T, T,, T 2 , el le polyedre P des

letraedres homologues T , T,, T ,, on aura done, d apres ce qui

precede,

Z- _^ Zi - ^ Tz AB
T7

A B * A B J
&amp;gt; A B

et, par suite, en appliquant un theoreme connu,

T-f-T.-f-T^ AB
3

P AB
i/

*
, ., OH f^f ,T +T

.

ScOLIES.

685. Les aires de deux polyedres semblables sont propor-
tionnelles aux carres de tears aretes homologues.o

686. De la relation demontree, on deduil reciproquemeni

A TJ / DJ\I) J / Jr^ = Vw
Done, lorsqu on veut amplifier ou reduire un polyedre dans

un rapporl donne, Yechelle a adopter pour amplifier ou reduire

les areies de ce polyedre esl egale a la racine cubique du rap

porl donne. Par exemple, si le volume du nouveau polyedre
doil elre la millieme parlie du polyedre donne, il faudra faire

ses areies dix fois plus peliles que les aretes homologues du

polyedre donne.

APPLICATION.

687. Etant donnee une pyramide dont I une des aretes SA

est egale a i metre, par quels points a et a de cette arete

faut-il mener des plans paralleles a la base de la pyramide,

pour parlager son volume en trois parties equivalentes?

Les pyramides partielles dont les aretes sont S et Sa re-

presentenl respeclivemenl le liers el les deux liers de la pyra-
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midc (Jounce. On aura done

Srt 3/1 Srt 3/2

d oii, en operant par togarithmes el en faisnnt SA -
i mriiv,

Srt = om ,693 et S 0^,874

a -1 millimetre pres.

VII. - APPENDICE.

Proptictes generales des
j&amp;gt;ohedres.

THfcORfcME.

liSS. Dfins tout polyedre concede, le nombre des aretes aitgnientc de -JL

est egal &amp;lt;ii( ii iinbre (tes faces auginente de cclni des sonunets.

Solent A le nombre des aretes, F celui des faces, et S celui des sommets

du polyedre propose; il faut demontrer Tegalite

(i)
A-4-2 = F-hS.

Consid^rons d abord une surface polyedrale convexe otivertc^ terminee

a une ligne brisee plane ou gauche. Si Ion conserve les notations prece-

dentes, les elements analogues de cette surface satisferont a la relation

En effet, cetle formule esl vraie dans le cas d une seule face; car pour

un polygone, le nombre des aretes est egal a celui des sommets. D apres

un mode de demonstration connu, il sufiit done de prouver que la for

mule etant verifiee dans le cas de F faces, elle Test encore dansle cas de

F -+- 1 faces.

Pour cela, modifions la ligne brisee qui termine la surface polyedrale en

ajoutant a cette surface un polygone ayant m cot^s et /// sommets. Cette

nou voile face laissant toujours la surface ouverte, son contour ne pourra

coYnrider enliereinent avec celui de la ligne lerminale primitive; et si elle

a avec celte ligne p aretes communes, oll&amp;lt;; aura avec elle
/&amp;gt;-+-

i sommets

communs. En designant par F
,
A

,
S

,
les nombres de faces, d aretcs el

de xjmmets de la nou\ elle surface polyedrale, on aura done

F = F-M, A = A + /;?-/v, S = S n- m - (p -4- i).

Ces valeurs satisfaisant encore a la relation A -+- 1 = F -+- S, la generalile

de cette relation est etablie.

Ceci pose, revenons au cas d un polyedre convexe ct a 1 egalite (i).

Pour passer de ce polyedre a une surface polyedrale ouverle, il suflil d en
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enlever une face. Les nombres d aretes et de sommels ne seront pas mo
difies et resteront A et S; mais le nombre des faces diminue d unc unite

deviendra F i. En appliquant la relation trouvee a cesvaleurs, on aura

done
A + i = (F-i) -f-S,

c est-a-dire

Le remarquable theoreme exprime par cette egalile a ete decouvert par
Euler. La demonstration qui precede appartient a Cauchy.

COROLLAlRES.

089. Soient, dans le polyedre propose, t le nombre des faces triangu-

laires, &amp;lt;/

le nombre des faces quadrangulaires, p celui des faces penla-

gonales, //, /*
, o, etc., ceux des faces hexagonales, heptagonales, octogo-

nales, etc. Chaque ar&amp;lt;He elant commune a deux faces, on aura evidem-

ment

(2) F = t -+- q -f- p -+- h H- // -4- O -t- . . .
,

(3) 2 A = 3;+ 47 -H 5/J + 6//H-7A -i-8o -H ----

Soient T, Q, P, H, H
, 0, etc., les nombres d angles triedres., tetraedres,

pentaedres, hexaedres, etc., du polyedre propose; chaque arete unissant

deux sommets, on aura de meme

(4) S=T + Q + H4-H +0 + .:.,

(5) 2A = 3T-f-4Q-i-5P + 6H + 7 H -f- 80 -h. . . .

D apres 1 egalite (3), le nonibrc des faces do/it le nombre des cotes cst

impair (c est-a-dire le nombre t -h/; -t-A -h. . .) est tmtjmirs pair; d a-

pres 1 egalite (5), le nombre de.s angles polycdres on des sommets dont le

nombre des aretes cst impair (c est-a-dire le nombre TH- P -h H -f-. . .)

est toujours pair.

690. On peut exprimer F en fonclion de T, Q, P, H, H
, 0, etc.; il

suffit d eliminer S et A entre les relations (i), (4) et (5). On trouve

(6) 2F= 4-+-T+-2Q+-3P-MH+-&amp;lt;5H + 60+-....

De meme, on pent exprimer S en fonction de *, &amp;lt;y, /;, //, h\ o, etc.
; i]

suffit d eliminer F et A entre les relations (i), (2) et (3). On trouve

(7) 2S = 4 + -
f-2 /-f-3/j-i-4^~f-5//. -!-6r&amp;gt;-h....

SCOLIE.

091. Si I
1on concoit la surface d un polyedre convene dccomposec en

plusieurs portions, cfiaque portion etant line face seide on !c systcine

de plusieurs faces voixines, le theorems d*Eider a encore lien entre le

nombre des portions dont il s agit, le nombre des aretes
fjiti

servcnt dc
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liniites (i ccs ineincs jjortions, ct If nontbft des .\otnincts corn/sri* cntrc ees

aretes.

En effel, que les droites qui lerminent chaque portion soient ou non

dans un meme plan, les nombros considers ne varient pas. Or, dans la

premiere liypothese, sans rien changer a ces memes nombros, on pourrait

\

former un nouvoau polyedre on subslituant a chaque portion une face

| plane terminee au meme conlour, et le Ihcorcmc d Eulcr serait appli-

cable a ce polyedre.

Toutes les formules que nous venons d etablir subsistent dans ce cas;

seulement, t est alors le nombre des portions de la surface terminees par

un conlour triangulaire, q,i&amp;gt;, etc., les nombresdes portions dont le con

tour est quadrangulaire, pentagonal, etc.

THEOREME.

09- . Dft/is tout polyedre coiwe.rc, le nombre des faces trinnguldircs,

c (/c cclni des angles triedres, est nil mcins egfil a Unit.

En effet, si dans la relation (i), qu on peut ecrire

4F-+- 48= 4A-h 8,

i on remplace F par la valeur (2), S par la valeur
( 4 ), et 4 A par la somme

uYs valeurs (3) et (5), on trouve

t -H T = 8 H- (p -+- P) -+- 2
(// -h H) 4- 3 (h

1

-+- H
)
-+- 4 (o -+- 0) -+- . . .

D apres cela, // riexiste auciin polyedre concede (jni nc renjernic ni

face triangulaire, ni angle triedre.

THORME.
093. i 11 iie,rista aacnn polyedre convcxe dont tonics lesfaces aient

plus de ciiKf cotes ; 2 // n e.riste durii/i polyedre convexc dont tons les

angles polyedres aient j)lns de
ciftfj

aretes.

En effet :

1 Si, dans 1 inegalite 2A&amp;gt; 3S, qui resulte de la comparaison des re

lations (4)et (5), on remplace A etS par les valeurs (3) et (7), on trouve

i la formule
3^ -h

a&amp;lt;yH-/ &amp;gt;
12 H- (// -h 20 -H. . .),

[ qui prouve que t, (j
et

/&amp;gt;&amp;gt;,

ne peuvent &(re mils a la fois.

2 Si, dans 1 inegalite 2 A
&amp;gt; 3F, qui resulte de la comparaison des re

lations (2) et (3), on remplace A et F paries valeurs (5) et (6), on trouve

i la formule
3T + 2Q-hP&amp;gt;i2-h(H -f-20-f-...),

qui prouve que T, Q et P, ne peuvent etre nuls a la fois.
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SCOLIE.

C9i. La symetriede la formule d Euler par rapport aux nombres F et S

et hi similitude des equations (2) et (4), (3) et (5), entrainent dans les

relations qu on pent en deduire une correlation que le lecteurasans doute

deja remarquee.

G95. 11 nc pent cxister que cin(j cspcces dc polyedres convexes clout

toutes Ics faces aicnt le meme Jiombre n de cotes et dont tons les angles

polyedres aient le meme noinbre in d aretes.

En effet, chaque arete appartenant a deux faces et joignant deux som-

mets, on a

2 A = nV = /&amp;gt;zS.

L elimination de A et de S entre ces equations et la formule d Euler

donne

F =
2 in H- n

)
inn

Pour n = 3, celte relation devient

et Ton ne peut donner alors a m que les valeurs 3, 4 et 5, auxquelles

repondent respectivement les valeurs F 4, F = 8, F = 20.

Pour n = 4 ou /? 5, on a

2m 4 m
F = --- ou F ==

4 m 10 3/

On ne peut donner dans les deux cas a m quo la valeur 3, et il en resulte

F= 6 ou F= 12.

Pour n = 6, on a

et Ton ne peut donner a m aucune valeur. II en est de meme a fortiori

pour/i&amp;gt;6; ce resultat etait d avanre inclique par le theoreme du n 693.

II n y a done que cinq especes de polyedres convexes dont toutes les

faces aient le meme nombre de cotes et tons les angles polyedres le meme
nombre d aretes : ce sont le tetraedre, 1 octaedre et I icosaedre a faces

triangles; 1 hexaedre a faces quadrilateres; le dodecaedre a faces penta-

gones.

G96. L angle droit ctant pris pour unite, la sotnmc des angles de toutes

les faces d an polyedrc convcxe est egale a (juatrc fois le nombre des

soinincts dimimic dc 2.
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L angle droit e&quot;tant Tunito d angle, on saitque, pour uno facoqueleonque

de // c6tes, la somme &amp;lt;les angles est a/t 4- En desi.^tumt par //,// ,

//&quot;. etc., les nombres do c6les des diflerentes faces, on aura done pour

tonics los faces

(a*
_ 4 )

H-
(
a -

4 )
-+-

(
a ,i- - 4 )

-+-. . . .

Crtle suite contiendra d aillours F tormcs. La somme eherc hee a done

pour expression
-2 (fi 4- n -+- n&quot; -h . . .) 4F-

Chaque cote apparlenant a deux (aces, la paienthese est egale a a A, et

1 on obtient la forinulp

4(A-F) ou 4(S-a),

d apres le theoreme d Euler.

Conditions d c^alitc et dc similitude dc deux j)olyetlirx context s.

LEMME.

097. Si, dans un tingle /joh t-drc conccxe dont toittcs lex faces maim

line settle deineurcnt eonsta/ites, tin on ijlusieurs (ingles diedrcs nnn adja

cent* it la face (jui ]&amp;gt;cut
wirier auginentent ou dinii/iue/it tons a la Jots,

cctte face elle-ineine augnic/itc ou diminue.

Fig. 872.

Soil (fg. 372) Tangle polyedre SABCDEF et, dans cet angle, la seule

face qui puisse varier SAB. Supposons d abord qu un seul angle diedre SD

augmente ou diminue. Menons les plans ASD, BSD. Les deux angles p&amp;lt;&amp;gt;-

lyedres SBCD, SADEF, ne changent ni de forme ni de grandeur, puisque

toutes leurs faces et les angles diedres qu elles comprennent restent con

stants. Par suite, si Tangle diedre ASDB augmente ou diminue, comme il

est compris dans Tangle triedre SABD entre deux faces invariables de

grandeur, la face opposed ASB augmente ou diminue (809).

Si plusieurs angles diedres non udjacents a la face ASB augmentent ou

diminuent a la fois, il en sera de meme de cctte face; car on pent faire

varier isolement, et 1 un apres Tautre, les angles diedres considers et,

d apres ce qui precede, chaque changement partiel en produira toujours

un de meme nature sur la face ASB.
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COROLLAIRE.

098. Si, toutes les faces demeurant constantes, certains diedres d un

angle polyedre viennent a changer, il est impossible que tous varientdans

le me&quot;me sens, c est-a-dire il est impossible que tous augmentent ou quo

tous diminuent.

LEMME.

(&amp;gt;99. Dans un angle polyedre C.mvexe ayant plus dc troisfaces, toutes

les faces demeurant constantcs ct I angle polyedre restant convcxc, on

suppose que plusicurs angles diedres ont, les uns auginefile, les mitres di-

minue ; si alors, en faisant le tour dc I angle polyedrc, on affectc flit

signe + rarete de chaque angle diedrc augmente, du signe Varete de

chaquc angle diedrc diminue, on troiwera toujours dans le tour entier

an mains qiifttre variations de signes.

Tl est impossible qu il n y ait que deux variations de signes, c est-a-

dire il esl impossible qu a une serie de signes H- succede une serie de si

gnes qui ramene au premier signe -h. En effet, si (Jig. 372), les aretes

SA, SF, SE, etant affectees du signe -+-, les aretes suivantes SD, SC, SB,

etaient affectees du signe ,
la face ASE qui separe les deux angles

polyedres SAFE, SEDCBA, augmenterait dans 1 un et diminuerait dans

1 autre (697).

Puisqu il y a plus de deux variations de signes et qu on doit fermer le

circuit en rejoignant le signe qui a servi de point de depart, il est impos
sible que le nombre des variations soit impair. Puisque ce nombre est

pair et plus grand que 2, il est au moins egal a 4-

THfiORfcME.

700. Dans un polyedre convexe donl tonles les faces so/it constantcs,

les angles diedres sont aussi constants.

En effet, supposons, contre 1 enonce ci-dessus, que Ton puisse faire

varier les inclinaisons des faces adjacentes, sans detruire le polyedre;
et pour simplifier encore la question, supposons d abordque Ton puisse

faire varier toutes les inclinaisons a la fois. Les inclinaisons surcerlairies

aretes varieront en plus, les inclinaisons sur d autres aretes varieront

en moins; et en comparant deux a deux, relativement aux signes de

leurs variations, les inclinaisons des aretes qui, dans chaque face, abou-

tissent aux memes sommets, on trouvera, en passant successivement

d une arete a 1 autre, plusieurs changernents de signes. C est le nombre

de ces changements que nous allons chercher a determiner (*).

II suit du lemmc prt3cedent que chaque angle polyedre presente surses

(*) CAUCHY, Journal dc I Ecole Polj technique, XVI e
Cahier, p. 96.
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aretes an moins quatre changements de signes. Le nombre dis ehange-

nuMils do signes obtenus en considerant tous les angles polyedres du

polyedre serait done au moins egal a 4$. ^ r i es ^ aise de voir que eela

est impossible.

Uemarquons qu en faisant letourde chaque sommet ou en faisant celui

du perimetre de cliaquc face, on doit trouver le meme nombre total de

variations de signes. En eflet, chaque variation de signes autour d un

sommet correspond a deux aretes de signes difierents qui se suivent sur

le perimelre d une memo face, et reciproquement.

Mais, sur un perimetre, le nombre des variations ne pout de&quot;passer le

nombre des cotes et ne peut etre impair; car, puisqu on doit revenir au

point de depart, cliaque variation en entraine necessairement une se-

conde. Cliaque face triangulaire ne peut done Iburnir plus de deux chan-

gements de signes; les quadrilateres et les pentagones ne pcuvent en

fournir plusde quatre; de meme, les hexagones et les heptagones plus de

six. et ainsi de suite. Toutes les faces ou tous les sommets du- polyedre

ne pourront done donner plus de changements de signes qu il n y a d uni-

tes dans la somme

-it -+-
4&amp;lt;y -i-4/&amp;gt;

-*- G// -+-6/* -h 8o-h. . . .

Or cette somme est inferieure a 4 S ;
car on a

(
090

),
d apres la formulc

(

-
}

,

4S = 8-f-2/H-4 7 -i- 6/? -f- 8// -f- \oh -f- 120 -+- ....

11 faut en conclurc qu il est impossible que les inclinaisons sur les aretes

changent loules a la fois.

Si Ton suppose, en second lieu, que, dans le polyedre donne, non-

seulement les faces, mais encore les inclinaisons sur plusieurs aretes

restent invariables, et que cependant on puisse, sans detruire le po-

lyedre, faire varier les inclinaisons sur les aretes restantes; alors, pour
demontrer 1 absurdil^ de Thypotliese, il suffira de concevoir la surface

du polyedre decomposed en autant de portions que les aretes sur les-

quelles les inclinaisons varient forment de contours diflerents, et d ap-

pliquer aux portions, aux aretes qui les terminent, et aux sommets

compris entre ces aretes, les memes raisonnements que nous avons ap-

pliques, dans Thypothese precedente, aux faces, aux aretes et aux som-

mets du polyedre (*). On y parviendra en s appuyant encore sur le

lemme precedent et sur le scolie du n (Jgl .

CoitOLLAIKES.

701. II suit du Iheoreme precedent que t/cit.r polyedres conve.xes, com

pris sous itn mema nombn: de fdces egtdes, sont ( gaux on
.syin&amp;lt; tri&amp;lt;ji(L s,

suivant que les faces e*gales sont ou non semblablement placees.

(*) CACCIIY, he. cit.



ii2. GEOMETRIE DANS L ESPACE.

702. II suit encore du theoreme precedent que, lorsque deux pnl) wires

convcxes sont compris sous un meme nombre tie faces semblables, le

second est semblable an premier on a un troisieme polyedre symetriqnc

dn premier, suivaht que les faces semblables sont ou non semblablement

placees.

PROBLfcME.

703. Cherchcr le nombre de conditions necessaires pour determiner un

polyedre couvexe.

i Le polyedre est d une nature determined, c est-a-dire qu on connait

pour ce polyedre les nombresA, F, S, t, q, /;&amp;gt;, h, h
,
etc.

Prenons pour base une des faces du polyedre. Si elle a n cotes, il

faut. 2/&amp;gt; 3 conditions pour la determiner. II y a bors de cette base

S n sommets. Pour determiner un point dans 1 espace, il faut 3 con

ditions. On aurait done en tout 2/&amp;gt; 3 -+- 3 (S n} ou 3S n 3 con

ditions. i\Iais les sommets qui repondent a une memo face sont dans un

meme plan, et trois points suffisent pour determiner un plan. Par con

sequent, pour tous les sommets d une m6me face, en sus des trois pre

miers, il ne faut reellement que deux conditions. On doit done diminuer

3(S n) de la somme (n 3) +-
(n&quot; 3) -+- (n

&quot;

3) -+-..., en desi-

gnant par /?
, n&quot;, &quot;,.

. ., les nombres de cotes des F i faces qui res-

tent en dehors de la base choisie. Le nombre de conditions demande est

done fmalement

3 (F-t-S 2) (/z-t-//H-&quot;-i-//&quot;H-. . .);

mais (688,689)

//&quot;-h/z&quot; -+-... = aA et S-hF a=A.

Le nombre cherche se reduit done a A. Ainsi, le nombre de donnees ne-

cessaires pour determiner un polyedre, dans les conditions indiquees, est

egal an nombre dc ses aretes.

(.(. Remarquez cependant que les donnees dont il s agit ne doivent pas
j&amp;gt; etre prises au hasard parmi les lignes et les angles qui constituent les

elements du polyedre; car, quoiqu pn eut autant d equations que d in-

connues, il pourrait se faire que certaines relations entre les quantites

connues rendissent le problemeindetermine. Ainsi il semblerait, d apres

le theoreme qu on vient dc trouver, que la connaissance des aretes

seules suffit en general pour determiner un polyedre; rnais il y a des

cas ou cette connaissance n
?

est pas suflisante. Par exemple, etant donne

un prisme non triangulaire quelconque, on pourra former une infinite

d aulres prismes qui auront des aretes egales etplacees de la meme ma-

niere. Car, des que la base a plus de trois c6tes, on peut, en conser-

vant les- coles, changer les angles et donner ainsi a cette base une infi-

nite de formes differentes; on pent aussi changer la position de 1 aretc
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longitudinale du prismo par ripport an plan do la base; enfm, on
]
nil

combiner ces deux changemenls Tun avec 1 aatre, et il en resultera

(oujours un prisme dont los aretes on cotes n auront pas change&quot;. D ou

Ton voit quo les artHes seules ne sudisont pas dans ce cas pour de&quot;ler-

minor le polyedro. Les donnees qu il convient de prendre sont cellos

qui ne laissent auciino indolermination (*).

2 La nature du polyedre n est pas determinee, et Ton ccnnait seulomonl

le nombre de ses sommets.

Prenons trois de ces sommets a volonto en construisant un triangle oil

il entre trois des elements donnas. Si Ton considere ce triangle commo
base, il y a S 3 sommets hors de cette base, et la determination do

chacun d eux exige trois conditions. Le nombre cherche est done ioi

3-f-3(S-3) on 3S-6.

SCOLIE.

704. Si un cote ct A i angles determinent un polyedre de nature

donnee, un autre cote&quot; pris a volonte et les memes angles determinent un

polyedre semblable an premier. Done, pour (pie deux polyedres de. nn-inc

nature soicnt senihUibh .v, il Jdnt A [ conditions.

Si les deux polyedres ne sont pas de nature de&quot;terminee, et s ils ont

seulement le me&quot;me nombre S d angles polyedres, il faut 3S 7 condi

tions pour qu ils soient semblables.

Relation entre I etendue d anc figure plane et celle de sa projection

ortkogonalc .

THfiOREME.

705. La projection d unc droite AB sur un axe XV cst t gale an pro-
duit de la longueur AB de eettc droite par le coyimis de Vangle ni^n ;.

(ju elle fait awe I axc.

Fig. 3 7 ^.

b \

Si la droite AB et 1 axe XY sont dans un meme plan ( fig. SyS), lo

theoreme resulte immedialement de la definition du cosinus; car, on
menant par le point A la parallclc AD a 1 axe XY, on a, dans le trianglo

rectangle ABD,
AD f,l&amp;gt;

AB
=

AJ3
= AB cosa

(*) LEGENDRB, Elements de Geometric, i/j
e
edition, Note \ III.

II.
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Supposons actuellement que la droite AB et 1 axe XY ne soient pas
dans un meme plan (fig. 3y4) ;

la projection ab est alors egale a la por
tion de Taxe XY comprise entre deux plans M et N menes par A et B

perpendirulairement a cet axe, ou bien encore a la portion AD de la pa-
rallele a 1 axe menee par le point A jusqu a la rencontre du plan N. Or le

triangle rectangle ABD donne

AD s= AB cos a ou ab = AB cos a.

THEORfeME.

706. L aire de la projection d un triangle stirun plan cstegalc hPaire
de ce triangle multipliee par le costmis de rangle aigu que forme le plan
da triangle ctvcc le plan de projection.

Fi. 3 7 5. Fig. 3 7 G.

A A

Supposons d abord que le triangle propose ABC ait un de ses cotes BG

situe dans le plan P de projection (Jig- 376). Si de la projection a du

sommet A on mene la perpendiculaire aD sur BC, la droite AD sera, en

vertu du theoreme des trois perpendiculaires, la hauteur du triangle ABC.

Or, le rapport des triangles BC, ABC, de meme base BC, est
e&quot;gal

au rap

port des hauteurs &amp;lt;?D et AD, c est-a-dire au cosinus de Tangle aigu AD a

qui mesure 1 inclinaison des deux plans.

Considerons actuellement un triangle ABC place d une maniere quel-

conque par rapport au plan de projection (fig. 3y6), et menons par le

sommet B le plus voisin de ce plan un plan P qui lui soit parallele. La

projection aBcdu triangle ABC sur le plan P est egale a celle qu on ob-

tiendrait en le projetant sur le plan primitif. Or, soient le point ou le

cote AC prolonge rencontr6*le plan P
,
et a Tangle du plan ABC et du

plan de projection ;
le triangle ABC etant la difference de deux triangles

ABO, CBO, qui ont un cote BO dans le plan P
,
on a

Bc = BO rBO = ABO cosa CBO cosa

= (ABO CBO) cosa == ABCcosa.

COROLLAIRE.

707. Lc theoreme s etend a la projection de Vaire fl un polygone. plan

et meme cVune courbc plane fermee.

II suffit de faire voir que la proposition a lieu pour un polygone, puis-

qu une courbe n est qu un polygone d un nombre infini de coles infini-

ment petits.
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Or, soient T, T, T&quot;,
. . . les jiiros dos triangles qui component It

4

poly-

gone plan.P et t, t
,

t&quot;.... les triangles corrospondanls du polygone p,
qui cst la projection do P; charun dos triangK s do. la douxiome srrio ost

evidemment la projection du triangle rorrospondanl do la premiere, et si

Ton appollo a 1 inclinaison du plan du polygone P sur le plan de projection,
on a

t = T cos*, / = T cos*, t&quot; = T&quot; cos a,

d ou, enajoutant,

ou
;v
=

Centre des distances
j)/r&amp;gt;jM&amp;gt;rfio/t/ic/lrs.

708. Soient A et B deux points donnes, y. un coefficient ou nombre fixe,
d aillours positif ou negatif, corrospondant au point A, et un coefficient

relatif au point B. On sait (306) quo, sur la droito indcfmie qui passe par

les points A et B, il cxistc un point unique M tel, que le rapport
~ soil-
.31 1)

ogal on grandeur et en signe a -
^- Projctons los trois points A, B, M,

sur un plan quelconque P, parallelemont a une direction donnee arbitrairo-

ment, et proposons-nous de determiner la longueur de la projotante MM
ou z du poinl M en fonction des coefficients a et o, et des projetantes

AA, = a et BB, = b des points A et B.

II y a deux cas a distinguer, suivant que les coefficients a ct
*
sont de

meme signe ou de signes contrairos.

Fi&- 377. Fig. 378.

Dans le premier cas (fg . 377 ),
le rapport -

^est negatif et, par suite

(306, 187), le point M est situe entre A et B. D aillours, en menant CMD

parallele au plan P, on voit que le rapport est egal ,
en valour ;:b-

Dans le second cas (Jig. 37 8), le rapport
- 2 cst posiiif et, par suite, le

8.
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point M esl situe sur 1 un des prolongements de AB (306, 187). On a

alors
6 MA a z z a= Am ~ J~ OU ~~fa MB b z z b

d ou

a-f-S

(Test la meme formule que dans le premier cas. a 4- 6 sera le coefficient

attribueau point M.

709. Nous avons suppose jusqu ici que les points A. B, M, etaient si-

lues d un meme cote du plan P; mais cette restriction n est pas neces-

saire, et la formule (r) subsiste pour toutes les dispositions possibles de

la figure, pourvu qu on regarde les nombres a, b, z, qui mesurent les pro

jetantes, comme positifs pour les points situes d un cote du plan P, et

comme
ne&quot;gatifs pour les points situes du cote oppose.

En effet, les points A, B, M, etant situes d une maniere quelconque par

rapport au plan P, menons un plan P parallele a. P et a une distance h

assez grande pour que les trois points A, B, M, soient au-dessus du plan P .

Alors, si
,
b

,
z

,
mesurent les projetantes relatives a ce plan P, on

aura (708)
(
a -+- o

)
z

! = a a -h /; p.

En retranchant de cette egalite 1 identite

on obtient la relation

(a-h6) (z h) = (a h}x-h(b -/i)e.

Mais, en ayant egardaux signes des projelantes, on a toujours

z h z, a h =
fi, b h = b.

n, b, z, etant les projetantes relatives auplan P. Done la formule

(
y. H- o

)
z a y, -t- b %

subsiste dans .tous les cas.

710. Cela pose, soient A, B, C, D, . . .,L, autantde points qu on voudra,

situes d une maniere quelconque dans 1 espaco; designons par a, 6, 7,

o
,

. . .
, A, les coefficients correspondants, et par , b, c,d, ...,/, les nombres

positifs ou negatifs qui mesurent les droites projetant obliquement on or-

thogonalement les points A, B, C, D,. . ., L, sur un plan quelconque P.

Sur la droite AB [fig. 379) prenons le point M, tel, que

M,4_ 6

M, B
~

a
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La projetante c,
&amp;lt;le ce point sera, en jjrandinir i t on signo,

/vy. H- b?t

Fig. 379.

B

M,^; c

V MN
^\

M,

Menons M,C et prenons sur cette droile le point M
2 tel, que

M
3 M, y

M,C a +6

La projetante 3, de ce point sera

s, (
a -4- 6) -i- r 7 _ fla -t- 66 -H 7

En menant de meme M
2
D et prenant sur cette droite un point M

tel, que
M

3
M

2 = 9

et continuant ainsi jusqu au dernier point L, on obliendra finalement un

point Mdont la projetante z aura pour expression

n y. -+- b % -+- c 7 -+- . . . -h / A

(2) Z= -
;

a -(- o -+- 7 -+- . . . -f- A

On dit que ce point M est le centre des distances proportionnettes des

points donnes (A, a), (B, 6), (C, 7),..., (L, A). On arrive d ailleurs au

meme point M dans quelque ordre que Ton joigne les points donnes; cela

resulte de ce que la furmule (2), qui exprime la distance du point iM a

un plan quelconque P, ne porte aucune trace de 1 ordre suivi.

Dans le cas ou tous les coefficients a, 6, 7, .... A, sont egaux entre eux,

le point M prend le nom de centre des more/tries distances ; sa distance a

un plan quelconque, complee parallelement a une droite arbilraire, es

donnee par la formule
a -\- b -+- c -+- ... -i- /

n

n etant le nombre des points consideres.

711. La formule (2), qifon peut ecrire

(3) s.2assiaa,
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en designant en general par la notation 2 a la somme de tous les coeffi

cients et par Ia la somme de tous les produits a, b%, . . .
; /)., exprime

que la somme dcs produits oblenuscnmultipliant la projetante de chaquc

point pa? son coefficient est egale an produit de la projetante flu centre

dcs distances proportionnelles par la somme des coefficients.

Pour que z soit nul, il faut et il suffit que 2r/a le soit, car on sup

pose expressement que la somme 2 a des coefficients donnes est diffe-

rente de zero. Done, pour quhin plan passe par le centre des distances

proportionnelles, il faut ct il suffit que la somme des produits obtenus

en multipliant chaque projetante relative a ce plan par le coefficient cor-

respondant, soit egale a zero. Cette condition se reduit a 2 = o, lors-

qu il s agit du centre des moyeimes distances.

712. Nous remarquerons enfm que, dans le cas ou tous les points don

nes A, B, G, . . .
, L, sont dans un meme plan Q, le centre M est aussi

dans ce plan. Si on prend alors pour direction des projetantes une paral-

lele au plan Q, tous les pieds des projetantes seront situes sur 1 intersec-

tion XY du plan Q et du plan P de projection ;
cela revient done a projeter

sur une droite quelconque XY du plan Q.

Centre de gravite.

713. On appelle centre dc gravite d une lignc droite AB le centre des

moyennes distances de ses extremites A et B, c est-a-dire par consequent

le milieu de cette droite.

Le centre de gravite d u/ie ligne brisec plane est le centre des distances

proportionnelles des centres de gravite des divers cotes de ce contour po

lygonal, ces centres ayant des coefficients proportionnels aux cotes cor-

respondants.

II est aise de voir, d apres cela, que le centre de gravite du perinwtre
(1*1111 triangle ABC est le centre du cercle inscrit au triangle A. JVC, forme
en joignant les milieux des cotes du triangle prirnitif (Jig. 38o). En effet,

si Ton mene les Irois hauteurs A
A&quot;,

B
B&quot;,

C
C&quot;,

du triangle A B C
,
et si

Ton applique la formule (3) en projetant successivement sur chacun des

cotes de ce triangle, on trouve

AB.CG&quot; EC.A^A&quot; CA.B^B&quot;

AB-t-BC + CA AB-^BG-f-CA AB + BC + GA

pour les distances du centre de gravite^ aux trois droites A B
,
B C

,
C A .

Or, comme les numerateurs de ces trois fractions represented chacun

1 aire du triangle ABG, on voit que le centre de gravite cherch6 est equi-

distant des trois cotes du triangle A B C .

714. On appelle centre de gravite de 1 aire d un triangle, ou plus ra-
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pidement centre tic granite (inn triangle, le centre des moyeniu s distances

des trois sommets.

Fig. 38o. Fig. 38 1.

II estaise* de voir (Jig. 38 1) que Ic centre de gravite G fl itn triangle

ABC est le point de concours des medicines de ce triangle ; car, pour avoir

ce centre, il faut, d apresla construction m5me du n710, prendre le mi

lieu I de BC, puis diviser IA de telle sorte que
~ = -- Done le point G
v_J*\ 2t

est sur la mediane AI, au tiers de sa longueur a partir de la base, etc.

715. Un polygone ABODE etant donne (Jig. 38a), si on le decompose
en triangles en joignant tous ses sommets a un point pris dans son plan,

etque Ton cherche le centre G des distances proportionnelles des centres

de
gravite&quot; G,, G 2 ,

G
3 ,
G

4 ,
G

5 ,
de ces triangles, en leur attribuant des coef

ficients proporlionnels aux aires des triangles cor respondants, on aura ce

qu on appelle le centre de gravite du polygone. Si le point est pris a

1 interieur du polygone, tous les triangles sont additifs, et Ton donne a

tous les coefficients le signe -+-
; si le point est pris a I exterieur du po

lygone, il y a des triangles additifs et des triangles soustractifs, et Ton

donne pour coefficients aux centres de
gravite&quot;

des triangles additifs les

aires de ces triangles precedees du signe -(-, et aux centres de gravite

des triangles soustractifs les aires de ces triangles precedees du signe .

Fig. 382.

Pour legitimer cette definition ,il faut prouvcr que la position du centre

de
gravite&quot;

G du polygone est ind6pendante de la position qu occupe le

point dans son plan. A cet effet, projetons la figure sur un plan quel-

conque P, en donnant aux projetantes une direction perpendiculaire au

plan ABODE. Soient ,,,&,&,&, &, les projotantes des points G, G,
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G,, G3 , G,, G
5 ,

et 7, 7,, 7,, 73 , 7 4 , 7 5 ,
les coefficients correspondants,

c est-a-dire les aires du polygone ABCDE et des triangles OAB, OBC, OCD,
ODE, OEA, prises avec les signes convenables.

La formule (3) donnant

7 .g repre&quot;sente le volume du tronc de prisme droit dont ABCDE est la base .

En effet
g-,, projetantc du point G,, est gale au tiers des projetantes des

points 0, A et B, puisque g {

est le centre des moyennes distances des trois

sommets du triangle OAB. Done 7,.^, represente (653) le volume du tronc

du prisme droit dont OAB est la base. Dememe, lesproduitS7.,.-2 , 73 -#3 ,...

representent les volumes des troncs de prisme construits sur OBC, OCD,....

D ailleurs, comme les facteurs 7,, y a , 7 3 ,..., sont positifs ou negatifs,

suivant que les triangles correspondants sont additifs ou soustractifs, on

voit que les produits 7, .g
1

,, 7 2 .^, . . . out naturellement le signe -t- ou le

signe ,
suivant que les troncs de prisme qu ils representent sonl addi-

tifs ou soustractifs. Done, enfin, le second mernbre de la relation prece-

dente exprime la mesure du volume du tronc de prisme construit sur le

polygone ABCDE; et, en designant ce volume par V, on a

- -i-s- l s- -

La distance du point G a un plan quelconque P, compile perpendicu-
lairement au plan ABCDE, est done independante de la position que le

point occupe dans le plan du polygone.

THtiOREME.

716. Vaire laterale d un tronc de prisme quelconque est egale au p?:o-

du.it du pe 7^1metre de la section droite par la portion de la parallelc

aux aretes du prisme, menee par le centre de gravite du contour de la

section droitc et comprise entre les deux bases du tronc (Jig. 383).

Soient A B C D E A&quot;B&quot;C&quot;D&quot;E&quot; le tronc de prisme, et ABCDE une sec

tion droite situ^e, par exemple, au-dessus des deux bases. Par les mi-
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lieux L, M, X, P, R, des cdte*s de la section droilo, et par le centre de

gravit6 G du contour de cette section, concevonsdes paralleles au\ aretes

du prisme, et appelons respectivemenl /
,

/;/
,
//

, / ,
/ ,# ,

les longueurs de

ces paralleles prolongees jusqu au plan de la base A B C D E . et
/&quot;, ///&quot;,

&quot;, // , /*&quot;, #&quot;,
les longueurs des memes paralleles prolongees jusqu au plan

de la base A&quot;B&quot;C&quot;D&quot;E&quot;. /, p, v, TT, p, etant les cdl6s AB, BC, CD, DE, EA,
de la section droite, on aura, par la formule (3),

(
). -+- p -h V H- 77 -+- p ) g = A/V u. Ill -t- V -f- 7T// H- p

/
,

(
). -I- U -h V -t- 77 -+-

p )

&quot;

A /&quot;-f- !Z /;/&quot;-(- V // -{- 7T//H- p
/

&quot;,

d ou, en retranchant,

Le second membre represente ^videmment la somme des aires des faces

late&quot;rales du tronc de prisme ;
il doit done en etre de meme du premier.

Or, ce premier membre est le produit du perimetre \ -+-
y.

-f- v -+- TT H- p de

la section droite, par la portion g&quot; g de la parallele aux aretes du prisme
menee par G et comprise entre les plans A B C D E et A&quot;B&quot;C&quot;D&quot;E&quot;.

717. Les centres de gravite des nircs de tonics les sections planes (Vnn

prisme so/it situes sur une Incine paniltrie aux aretes de cc prisme.

Le the&quot;oreme est evident pour le prisme triangulaire, car, lorsqu on

projetteobliquement ou orthogonalement un triangle surun plan, chaque
rnediane du triangle primitif a pour projection une mediane du nouveau

triangle.

Considerons actuellement un prisme quclconque; soit ABCDE (Jig. 882)
sa section droite, qu on a decomposee en triangles en joignantaux divers

sommets un point quelconque de son plan; soit P le plan d une section

quelconque incline d un angle a sur le plan de la section droite. Conser-

vons Unites los notations du n 715, et designons par A
,
B

,
C

,
D

,
E

, ,

G
,
G

, ,
G

2 ,
G 3 ,

G 4 ,
G 5 ,

les points ou les aretes du prisme et les paralleles

a ces aretes menees par les points 0, G, G,, G2 ,
G

3 ,
G

4 ,
G

5 ,
rencontrent le

plan P. G e&quot;tant le centre de gravit^ de la section droite, on a

et, par suite, en multipliant par cosa,

V COSa. =
7, COSa.-, H-

7;J cosa.^

H-73
COSa. -

3
-f-

-

/4 cosa.-, + 7. COS a. g.a .

Mais les points G ,, G 2 ,
G

3 ,
G

4 ,
G s , sont, d apres le premier alinea.
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centres de gravit des triangles O A B
,
O B C

,
O C D

,
O D E

,
O E A

,

dont se compose la section par le plan P, et 7, cosa, -y 2 cosa, 7 3 cosa,

74 cosa, 75
cosa sont (706) les aires de ces triangles prises avec le signe -+-

ou le signe ,
suivant que ces triangles sont additifs ou soustractifs.

Done la derniere relation exprime que le point G est le centre de graVite*

de la section oblique.

SCOLIB.

718. Le theoreme correspondant* sur les centres de
gravite&quot;

du peri-

metre des diverses sections planes d un prisme n est pas vrai. Les centres

des sections faites par une serie de plans paralleles sont bien situes sur

line meme droite parallele aux aretes, mais cette droite se deplace lors-

que 1 inclinaison de la serie des plans paralleles vient a changer.

719. Lc volume d un tronc de prisme quelconqiic cst egal an produit
de I fdrc de la section droite par la distance des centres de gravite des

deux bases.

Dans le cas ou la section droite est 1 une des deux bases du tronc, le

theoreme resulte immediatement de ce qui a ete dit aux nos 715 et 717.

En effet, on a vu au n 715 qu en designant par V le volume d un pareil

tronc, par 7 1 aire de la section droite, et par g la parallele aux aretes du

prisme mene&quot;e par le centre de gravite de cette section droite jusqu a

1 autre base, on avait V ==
g-.y, et Ton sail, d apres le n 717, que cette

droite g re&quot;unit les centres de gravite des deux bases.

Considerons actuellement un prisme dont les artHes soient obliques sur

les bases A B C D E et A&quot;B&quot;C&quot;D&quot;E&quot; (fig. 383). Designons par V son vo

lume, menonsune section droite ABODE au-dessus des deux bases, et ap-

pelons S, V, V&quot;,
1 aire de cette section et les volumes des deux troncs

compris entre cette section et chacune des deux bases primitives. Si Ton

observe que les centres de gravite G, G
, G&quot;,

de la section droite et des

deux bases sont sur une meme parallele aux aretes, on a

V&quot;=S.GG&quot;, V =S.GG

et, par soustraction,

V&quot; V =
S(GG&quot; GG ), ou V=S.G G&quot;.

SCOLIE.

720. Soit (Jig. 383) G&quot;K la perpendiculaire abaissee du centre de gra

vite de 1 une des bases sur 1 autre; a etant Tangle G&quot; du triangle rec

tangle KG&quot;G
,
on a

G&quot;K = G G&quot;cosa;

mais Tangle a est 6gal a 1 angle du plan de la section droite ABODE et
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clu plan do la base A B C D E
,
dont nous designerons 1 aire par B; on a

done (707)
S = Bcoss,

et, par suite.

V == S.G G&quot;= Bcosa = B.G&quot;K.

COS a

De la cet autre enonce&quot; :

I,c volume d un tr/&amp;gt;ne de prisme auclcotioue est ci^td fin produil de

rune des hases
j)(ir Id pcrpcndieulaire dlxiissee (In centre dc gwwitc tic

I antre hnse siir le plan de Id premiere.

721 . Nous terminerons en signalant al attention du lecteur le mode dc

demonstration employ^ au n 715. Cette methode, qui corisiste a faire in-

lervenir la Geometric de I espace dans la solution d un probleme de Geo-

metrie plane, est surtout remarquable par le caractere intuitif des de

monstrations qu elle fournit. Les travaux de Desargues, de Monge, el

surtout ceux de Poncelet, dont il^sera question dans la suite de cet ou-

vrage, ont montre que cette me thode e&quot;tait un puissant moyen d inves-

tigation.

I, II. Du prisine.

616. Le volume d un prisme triangulaire a pour mesure la moiti^ du

produit de 1 aire d une face laterale par la distance de cette face a Tare
1

tc

opposed.

617. Si, sur trois droites paralleles et non situees dans un meme plan,

on prend d une maniere quelconque des longueurs egales a une droite

donnee, le volume du prisme triangulaire ainsi forme&quot; est constant.

618. Couper un cube par un plan de maniere que la section soil un

hexagone regulier.

619. Deux prismes sont
e&quot;gaux

: i lorsqu ils ont un angle diedre
e&quot;gal

compris entre une base et une face egales chacune a chacune et sembla-

blement disposes; 2 lorsqu ils ont une base et deux faces adjacentes

Egales chacune a chacune et semblablement disposees.

(520. Deux prismes triangulaires sont
e&quot;gaux, lorsqu ils ont leurs faces

laterales egales chacune a chacune et semblablement disposees.

621. Verifier par la Ge&quot;ome&quot;trie la formule qui donne le cube d une

somme ou d une difference de deux parties.
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(522. On donne trois droiies deux a deux non situees dans un memo

plan, el Ton demande de construire un parallelipipede dont trois aretes

soient sur ces trois droites.

623. Dans tout prisme quadrangulaire. la somme de? carres dos aretes

surpasse la somme des carres des diagonals de huit fois le carre de la

droite qui joint les milieux communs de ces diagonales considerees deux

a deux. Application au parallelipipede quelconque.

624. Dans un hexaedre quelconque. la somme des carres des aretes

surpasse la somme des carres des diagonales de quatre fois la somme des

carres des quatre droites qui joignent les milieux des diagonales du

polyedre et les milieux des diagonales de deui faces opposees. Appli
cation au parallelipipede.

625. Mener par une droite donnee un plan qui partage un parallelipi

pede en deux parties equivalentes.

626. Dans tout prisme triangulaire, 1 aire de la plus grande face est

plus petite que la somme des deux autr- -

27. De tous les primes de // faces, c est le prisme regulier qui a :

i La plus petite aire laterale. les bases etant equivalentes et les hau

teurs egales :

2 La plus grande base et le plus grand volume, les aires laterales etant

equivalentes et les hauteurs egales :

3 La plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les

aires laterales etant respectivement equivalentes;

4 La plus petite base et la plus grande hauteur, les aires laterales et

les volumes etant respectivement equivalents.

628. De deux prismes reguliers. celui dont le nombre de faces est le

plus grand possede les quatre proprietes enoncees dans le numero pre

cedent.

629. De tous les prismes quadrangulaires. c est le cube qni. a egalite

d aire.
j
ossede le plus grand volume et qui, a galite de volume,

j
m

la plus petite aire.

^ III. IV. De fa pyramide.

630. Demontrer que deux tetraedres sont 6gaux : i lorsqu ils ont un

angle diedre egal compris entre deux faces egales chacune a chacune et

semblablement disposees; 2 lorsqu ils ont une face egale adjacente a trois

angles diedres egaux chacunachacun et semblablement disposes: 3 lors

qu ils ont trois faces egales chacune a chacune et semblablement dispo

sees : 4 lorsqu ils ont une arete egale et cinq angles diedres egaux chacun

a chacun et semblablement disposes.
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Les plans mones perpendieulairement sur les milieux des

d un tetraelrose renoontrent en un memo point.

Los plans bi-secteurs dos angles dii\ir?s dun tetredre so ren-

contrent en un memo
p.&amp;gt;int.

Los porpond ion la ires elovees sur chaque face d un tetraedre par
le oontre du cercle circonscrit a la face conside&quot;ree so rencontreni on un
memo point.

Los droitos qui joignent los sommets d un tetraedre aux points
d interseetion dos medianes des faces opposees so iviu\ntrent en un
memo point, situe an quart de chacune do cos dro:tes a partir do la face

correspondante.

Les trois droites qui joignent les milieux dos aretes cppeseesd un
tetiaelre so ooupent mutueliement en parties eg.des.

c - Trcuvor dans rintJ neur d un tetraeJre un point tel, qu en le

joignant aux quatro sommots, on decompose ce tetraeJre on qua t re

totrae Ires equivalents.

Si Ton prend un point dans I intsrieur d un tetraedre SABC, et

si Ton prolong? les droite.&amp;gt; &amp;gt;. Ao. IV . CO, jusqu a la rencontre des
faces

opp-&amp;gt;i
vs n &amp;gt;. d. b. r, on a la relation

.:&amp;gt;S. Si l\.n coupe un prismo on urn- pyrjmido par un plan non parallele
a la base, ot si 1 on prolong? les cotes uo la section jusqu a la rencontre
dos cotes corrospondants 1:0 la base, les points d intei section obtenus
sont on liirne droite.

i:0. Etant donnoos los faces d un tetraedre. troi\or. on no so servant

qu? du compas. la longueur d? la hauteur du tetrUvlre et le pied de cot to

hauteur sur le plan do la i
-

OiO. Doux totr;:?dros qui out un angle trio Ire eg.il. sont entre eux
commo los produits respect ifs des aretes tpu compronnein cot ancle.
En deduire la premiere partie du theoremo du n (58i.

r.il . IVux tetnioJros (jui ont un? arete egalo et les angles diMres

respondants a cot to arete og.iux cliacun a chacun. sont eittro eux comme
les produits des faivs qui comprennent le diedre egjl.

(ii-2. Lo plan bissectour d-&amp;gt; i angle di?ar?d an totraedre parUge Tared-

oppv-see on d. iix segments proportii.nnelsaux faces qui tompronnent Tangle
dieJro. C.onsiderer le plan biss?el?ur de Tangle diedro exteriour.

Soiont lo totraedro SAHC et le point ou la droito SO ogalomont
inclmee sur les trois faces latoralos

v
r.&amp;gt;//-l.i questu-n :&amp;gt;84 rencontre la
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base ABC; demontrer que les triangles OAB, OBC, OAC, sont proportion-

nels aux faces laterales correspondantes.

644. Le plan determine par une arete d un tetraedre et le milieu de

1 arete opposee partage ce telraedre en deux tetraedres equivalents.

645. Si par la droite DE, qui joint les milieux de deux aretes opposees

SA, BC, d un tetraedre SABC, on mene un plan quelconque qui coupe
1 arete SB en F et 1 arete AC en G, la droite FG est divisee par la droite

DE en deux parties egales.

646. Tout plan conduit par les milieux de deux aretes opposees d un

tetraedre le partage en deux volumes equivalents.

647. On donne une droite sur 1 une des faces d un tetraedre, et Ton

demande de mener par cette droite un plan qui determine avec les faces

de ce tetraedre un autre tetraedre qui soil au premier dans un rapport

donne.

648. On donne une droite sur 1 une des faces d un angle triedre,, et Ton

demande de mener par cette droite un plan qui ferme Tangle triedre en

determinant un tetraedre de volume determine.

649. Quelle estla difference des volumes d un troncdepyramide a bases

paralleles et d un prisme de meme hauteur ayant pour base la demi-somme

des baises du tronc de pyramide? Quelle erreur commet-on en rempla-

cant 1 un des volumes par 1 autre, pour une hauteur de 6 metres et pour
des bases du tronc de pyramide egales a 3mq

, 76 et a 2mq
,
85?

650. Mener, parallelement a une droite donnee oupar un point donne,

un plan qui partage un tetraedre donne en deux parties quivalentes.

651. Trouver 1 expression du volume d un, tronc de pyramide quel

conque a bases paralleles, en le decomposant en troncs de pyramide

triangulaires.

652. Demontrer que le volume d un tronc de parallelipipcde quel

conque a pour mesure le produit de sa section droite par la moyenne

arithmetique des quatre aretes laterales.

653. Les aretes laterales d une pyramide triangulaire SABC ont pour

longueurs L, M, N; on coupe cette pyramide par un plan abc non pa-

rallele a la base, qui rencontre les aretes late-rales a des distances du

sommet egales a /, /?/,
n : trouver le volume du tronc de pyramide ainsi

determine.

654. On donne deux tetraedres SABC, S A B C
, tels, que les droites

qui uriissent les sommets correspondants concourent en un meme point;

demontrer que, si les faces correspondantes des deux tetraedres se cou-

pent, les quatre droites d intersection sont dans un merne plan.
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j
.

( :;:;. Soil un uHracdre SABC; par un point pris dnns la face SBC,
on mene aux anHes SA, AB, AC, jusqu aux fares ABC, SAC, SAB. Irs

paralleles OD, OE, OF : ctemontrer la relation

OB OE OF
SA

^
AB

&quot;*&quot;

AC
~

056. Soit un tetraedre SABC coupe par un plan quelconque DEF : me-
nons les diagonales des quadrilateres ABDE, BCFE, ACFD; ces diagonales
se rencontrent deux a deux aux points G, H, K, et les droites SG, SH,
SK, coupent elles-memes les cotes de la base ABC aux points L, M, N;
demontrer : 1 qtie les transversales AM, BN, CL, se coupent en un
m6me point de la base ABC; 2 que les transversales SO, AH, BK, CG,
se coupent en un meme point Pde 1 espace. Examiner le cas ou la sec

tion DEF est parallels a la base ABC.

657. Dans un tronc de pyramids triangulaire a bases non paralleles,

les points d intersection des diagonales des trois faces laterales et les

points d intersection des cotes des bases prolonges deux a deux, sont dans

un meme plan.

658. La hauteur d un tetraedre regulier est egale a la somme des per-

pendiculaires abaissees d un point pris dans 1 interieur du polyedre sur

ses quatre faces. Examiner le cas ou le point est choisi exterieurement.

(
Voir 1 exercice 25.

)

659. Si, par un point quelconque pris dans Tespace, on fait passer

plusieurs droites paralleles et egales aux diflerents c6tes d un polygons
ou plusieurs polygones paralleles et

e&quot;gaux
aux differentes faces d un po

lyedre quelconque, la somme a/g&Hque des produits obtenus en multi-

pliant la longueur ou 1 aire de chacun des elements ainsi transports par
la perpendiculaire abaiss^e sur lui d un autre point constant de 1 espace,

est egale a zero. Application au theorems precedent (les produits con-

sider^s sont positifs ou negatifs suivanl que les faces transportecs laissent

ou non d un meme cote le centre commun des perpendiculaires).

660. Soit le letraedre SABC; menons une section quelconque DEF pa
rallele a la base ABC, et joignons les milieux des coteS de celte section

aux sommets opposes de la base : les trois droites obtenues se croisont.

en un meme point dont on demande le lieu.

OGJ. Par un point quelconque pris dans 1 interieur de la base dune

pyramide re&quot;guliere,
on mene a cette base une perpendiculaire qui ren

contre toutes les faces de la pyramide ou leurs prolongements ; demontrer

que la somme des distances des points de rencontre obtenus a la base de

la pyramide est constante. . Considerer le cas ou le pied de la perpen
diculaire elevee a la base est exterieur a cette base.
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062. fitant donnees les quatre hauteurs d un tetraedre et les distances

d un point a trois des faces, determiner la distance de ce point a la qua-

trieme face.

663. Quelle cst la difference des volumes d un tronc de pyramide a

bases paralleles et d un prisme de meme hauteur ayant pour base la

section faite dans le tronc de pyramide a egale distance de ses bases?

664. Quand, dans un tetraedre, sur les trois couples d aretes opposees,

deux sont formes d aretes perpendiculaires, la meme condition est rem-

plie par le troisieme couple.

665. Dans un tetraedre, on peut considerer les six angles diedres for

mes par les quatre faces prises deux a deux, et les douze angles formes

par les six aretes avec les deux faces auxquelles elles so terminent. Ceci

pose, dans tout tetraedre ou les aretes opposees sont perpendiculaires

entre elles :

i La somme des dix-huit angles indiques est constante et egale a

douze angles droits;

2 Les hauteurs se croisent en un meme point;

3 Les plus courtes distances des aretes opposees se croisent au point

de rencontre des hauteurs.

666. fitant donne un tetraedre SABC, on construit sur les faces SAB,

SBC, SAC, trois prismes triangulaires quelconques dont les bases supe-
rieures se rencontrent en 0; sur la base ABC du tetraedre, on construit

alors un quatrieme prisme triangulaire en prenant ses aretes laterales

egales et paralleles a la droite SO : demon trer que le volume de ce der

nier prisme est equivalent a la somme des volumes des trois premiers

prismes. (
Voir 1 exercice 416.)

667. La base d une pyramide reguliere etant un hexagone de 3 metres

de cdte, calculer la hauteur de cette pyramide, sachantque son aire late-

rale est dix fois 1 aire de sa base.

668. Mener un plan parallele a la base d un tetraedre donne, de ma-

niere que ce plan determine un autre tetraedre dont 1 aire totale suit la

moitie de celle du tetraedre donne.

C69. Construire un tetraedre, connaissant :

i Les trois droites qui joignent les milieux des aretes opposees et les

angles que font entre elles ces trois droites;

2 Uu point de chaque arete;

3&quot; La base et les longueurs des trois droites qui joignent les milieux des

aretes opposees;

4 La base et les droites qui joignent les somme ts dc la base aux points

d intersection des medianes des faces opposees.

670. Trouver le volume d une pyramide triangulaire, en regardant
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cette pyramide comme la limite de la sommo des prismes inscrits dans

rede pM-ainide, 1 inscription etant eflectuee comme au n&quot; Oi-2.

071. Soil une pyramide triangulaire SABC. Par le milieu E de VanHe

SB, on mene le plan DEF parallele a la base ABC, le plan ECU parallele
a la face ASC et le plan EDH; la pyramide SABC se trouve ainsi deeom-

pose&quot;e
en deux prismes iriangulaires equhalents et en deux pyramides

Uriangulaires 6quivalentes. On pent fairc subir la meme decomposition a

la pyramide SDEF, et continuer ainsi indefiniment : en deduire le volume
de la pyramide SABC.

072. fitant donnec une pyramide triangulaire SABC, a quelle distance

de la base ABC doit-on mener un plan parallele ale, pour que le rapport
des volumes de la pyramide Sabc et du tronc de pyramide ABCafo.- soit

egal a /;/?

073. Etant donne&quot;es trois droites paralleles non situe&quot;es dans un meme
plan, on porte sur 1 une d eltes une longueur AB donnee, et Ton prend
arbitrairement un point C sur la seconde droile, un point D sur la troi-

sieme; demontrer :

i Que le volume de la pyramide triangulaire ABCD est constant,

quelles que soient les positions des points C et D et la parallele sur

laquelle on porte la longueur AB; 2 que ce volume est proportionnel
a AB.

&amp;lt;71. On donne 1 arete A d un prisme triangulaire qnelconque; sur 1 une

des aretes, on prend a partir de la base une longueurs; sur la seconde

arete, on prend de meme une longueur &amp;lt;?,

et sur la troisieme une lon

gueur b. Par les trois points ainsi determines, on fait passer un plan qui
divise le prisme en deux parties. Pour quelle valeur de x ces parties
seront-elles equivalentes?

O7.
v

&amp;gt;. Trouver le volume du corps limite par quatre plans paralleles
deux a deux, une face parallelogramme et un quadrilatere gauche ayant

pour plan directeur celte face paralltlogramme.

070. tant donnes quatre polygones plans disposes d une maniere

quelconque dans Tespace, trouver.un point lei, qu en le donnant pour
sommet commun aux pyramides ayant pour bases ces polygones, les vo

lumes de ces pyramides soient entre eux comme quatre droites ou quatre
nombres donnes.

(&amp;gt;77. Couper un letraedrepar un plan parallele a deux aretes opposees,
de maniere que la section soit maximum.

r&amp;gt;78. Par la droile qui joint les milieux de deux anHes opposees d un

tetraedre. on peut faire passer une infinite de plans : quel est celui qui

determine la section minimum?

II. q
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679. Dans une pyramide SABCD dont la base ABCD est un trapeze,

on donne la face SAD en grandeur et en position, son inclinaison sur la

base ABCD, la direction des aretes paralleles AB et CD, les angles cle la

face SBC, et Ton demande de construirela pyramide. Meme probleme,

en supposant qu on donne la face SAD en grandeur et en position, son

inclinaison sur le plan donne de la face SBC et les angles de cette der-

niere face.

680. Etant donne un prisme triangulaire, le couper par un plan lei,

que la section soit semblable a un triangle donne.

681. Partager une pyramide quadrangulaire reguliere en deux parties

equivalentes, par un plan mene par 1 un des cotes de la base.

682. Construire le parallelipipede circonscrit a une pyramide trian

gulaire.

683. Le volume d un tetraedre est le tiers du volume du parallelipipede

circonscrit;

684. Trouver le volume du tetraedre regulier par la consideration du

parallelipipede circonscrit.

685. Tout tetraedre n a qu un seul parallelipipede circonscrit; mais

tout parallelipipede correspond a deux tetraedres inscrits, qu on peut

appeler conjugues et qui sont equivalents; 1 un de ces tetraedres etant

donne, construire le second.

686. Calculer le volume du noyau octaedre commun aux deux tetraedres

conjugues d un meme parallelipipede.

687. Si Ton prolonge indefmiment les armies de 1 un des tetraedres

conjugues d un parallelipipede, et si Ton considere quatre de ces aretes

opposees deux a deux, il existe toujours un plan, susceptible de deux

inclinaisons differentes, qui, en se mouvant parailelement a iui-meme,

coupe ces aretes en qualre points situes sur une meme circonference.

Dans quelle position du plan secant, le diametre variable de cette circon

ference est-il minimum?

688. Si Ton prolonge indefiniment les aretes des deux tetraedres con

jugues d un parallelipipede, et si 1 on considere huit de ces aretes situees

dans quatre faces du parallelipipede et paralleles entre elles deux a deux,
il existe toujours un plan, susceptible de deux inclinaisons differentes, qui,

en se mouvant parallelement a Iui-meme, coupe ces aretes en huit points

situes sur une circonference.

689. Par un point S pris sur le prolongement de 1 axe d un prisme

hexagonal regulier et par les cotes du triangle equilateral obtenu en

joignant de deux en deux les sommels de sa base superieure, on fail

passer des plans qui detachent du prisme trois tetraedres et les remplacent
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par un tetraedre unique reposant sur sa base supmeure; determiner la

position du point S qui rend minimum Faire du decaedre ainsi construil

(alveole des abeilles).

090. Sur une premiere droite AA
,
on donne deux points fixes n et b\

sur une seconde droile quelconque BB
,
deux points mobiles c et d ivslen!

a une distance conslantc : chercher pour quelle position du segment at

Faire de la pyramide abed est minimum.

V, VI. Figures sYtnctrn/Kcs. Polyedres sembiables.

691. Determiner les aretes d un parallelipipede rectangle, sachant

qu elles sont proportionnelles aux nombres
, b, f, et que le volume du

parallelipipede est V.

692. Chercher le rapport des volumes de deux tetraedres, dont Fun a

ete forme en menant par les sommets de Fautre des plans paralleles aux

faces opposees.

693. Deux tetraedres sont sembiables : 1 lorsqu ils out un angle

diedre egal compris entre deux faces sembiables chacune a chacune el

semblablement disposers; 2 lorsqu ils ont une face semblable adjacente

a tiois angles diedres 6gaux chacun a chacun et semblablement disposes:

3 lorsqu ils ont trois faces sembiables chacune a chacune et semblable

ment disposers; 4 lorsqu ils ont cinq angles diedres egaux chacun a cha

cun et semblablement disposes.

694. Les carres des volumes de deux polyedres sembiables sont pro-

portionnels aux cubes de deux faces homologues.

695. Une droite comprise entre deux faces d nn polyedre donne est

divisee en plusieurs segments; sur chaque segment, considere comme

Fhomologue de la droite donnee, on construit un polyedre semblable au

polyedre donne. Demontrer que Faire de ce polyedre est egale au carre

de la somme des racines carrees des aires des polyedres segmentaires, et

que son volume est gal au cube de la somme des racines cubiques des

volumes de ces memes polyedres.

696. Construire deux droites qui soient dans le meme rapport que deux

cubes donnes.

697. Demontrer que le tetraedre forme&quot; en joignant les points de ren

contre des medianes des faces d un tetraedre donne, est semblable au

symetrique de ce tetraedre: chercher le rapport des volumes de ces deux

tetraedres.

698. On nomme centre de .\vmetriefl\m systeme de points un point

tel, qu en le joignant a un point quelconque A du systeme et en prolon-

9-
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geant la droite AO d une quantite egale a elle-meme, le point A ainsi

obtcnu soil aussi un point du systeme propose. Demontrer d apres cela

que, d ms lout systeme de points limite&quot;,
il ne peut exister qu un centre

de symetrie.

699. On nomine axe de symetrie (Tun systeme de points une droite

tello, qu en faisant tourner le systeme d un certain angle aulour de cette

droite, la nouvelle position de chaque point du systeme soit 1 ancienne

position d un certain point du meme systeme. Demontrer que le plus

petit des angles capables de restituer ainsi le lieu des points du systeme,

dans la rotation de ce systeme autour d un axe de symetrie, est une par-

tie aliquote
- de 36o degres. Suivant que q est egal a 2, 3, 4, .,

,
l axe

de symetrie est binaire, ternaire, quatcrnairc ^
. . .

;
&amp;lt;/

est I ordre dc

symetrie.

700. On, nomme plan de symetrie d un systeme de points un plan tel,

qu en abaissant d un point quelconque du systeme une perpendiculaire

sur ce plan et en prolongeant cette perpendiculaire d une quantite egale

a elle-meme, 1 extremite ainsi obtenue soit encore un point du systeme.

Demontrer que, si un systeme possede divers axes el divers plans de

symetrie, tons ces axes et tous ces plans doivent se couper en un m6me

point.

701. Dans tout systeme possedant un plan et un centre de symetrie,

la droite menee par le centre normalement au plan est un axe de symetrie

d ordre pair.

702. Lorsqu un systeme possede deux plans de symetrie, 1 inlersection

de ces plans est un axe de symetrie.

703. Un systfcme depourvu d axe de symetrie ne peut posseder a la

fois uri centre el un plan de symetrie.

70i. Lorsqu un systeme possede deux plans de symetrie non rectangu-

laires, il en possede un troisieme.

705. Lorsqu un systeme possede un plan P de symetrie et un axe L de

symetrie oblique a ce plan, la droite L homologue de L par rapport au

plan P est un nouvel axe de symetrie.

706. Lorsqu ii existe dans un systeme deux axes de symetrie binaires,

la perpendiculaire menee au plan de ces axes par leur point d irrtersection

est un axe de symetrie.

707. Lorsqu un systeme possede trois axes quaternairgs rectangulaires

enlro eux, il possede en meme temps quatre axes ternaires.

708. fitudier les polyedres considers dans le livre
pre&quot;ce&quot;dent,

sous le

rapport de leurs centres, de leurs axes et de leurs plans de symelrie.
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VII. Appendice.

709. Soil un polyedredivis6 on Paul ITS poked res quelconques ;
snienlS

le nombrc des sommcts dc ces ditlerents polyedres y compris le premier.
F le nombre de leurs faces, A le nombre de lours aretes; on aura la fonnule

A-i-P-hi= F + S.

710. En se reporlant a 1 excrcice precedent, qucllo est la relation entre

les nombres d aretes, de faces et de sommets apparteiiant a la surface

exterieuredupolyedre propose&quot;,
etles nombres d elements analogues silues

a I interieur de ce polyedre?

711. tantdonne&quot;es autant dedroites qu on voudra passant par un m6me
point 0, trouver le lieu des poinls tels, qu en abaissant de ces points des

perpendiculaires sur les droites donnees, la somme des produits des dis

tances du point a ces perpendiculaires par des droites donnees suit e;j;ile

a un carre donne in
2
.

712. Etant donnes autant de plans qu on voudra passant par un m&ne
point, trouver lo lieu des poinls tels, que la somme des produits dc leurs

distances aux plans donnes par des droites donnees soit conslantc.

713. La somme des carres des cosinus des angles qu unc droite ou un

plan forme avec trois axes ou trois plans pepondiculaires entre eux est

egale a I unit6.

714. Le carre d une droile ou d une aire plane quelconque est eira! a

la somme des carres de ses projections sur trois axes ou sur trois plans

perpendiculaires entre eux.

715. Si A et A sont les aires de deux figures situees dans un meme plan,

P et P
, Q et Q ,

R et R
,

les projections de ces deux figures sur trois

plans perpendiculaires entre eux, on a

716. fitant donnes les angles que deux droites ou deux plans formcnt

respectivement aveo trois axes ou trois plans rectangulaires, trouver

Tangle de ces deux droites ou de ces deux plans.

717. fitant donnees les projections d une droite ou d une aire plane sur

trois axes ou sur trois plans rectangulaires, trouver sa projection sur un

quatrieme axe ou un qualrieme plan qui fait des angles connus a\ec les

trois premiers.

718. La somme des carres des projections d autant de droites ou d autant

d aires planes qu on voudra sur trois axes ou sur trois plans rectangulaiies

quelconques est constante.
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719. Trouver 1 axe ou le plan sur lequel la somme des projections de

droites on d aires planes donneesest un maximum. Cette meme somrne

est constante lorsqu on projette sur des axes ou des plans faisant le meme

angle avec 1 axe ou le plan de projection maximum.

720. Dans un polygone quelconque, la somme des projections de tous

les cotes sur un axe quelconque est egale a zero. Dans tout polygone

convexe, le carre d un c6te est egal a la somme des carres de lous les

autres, moins deux fois la somme des produits obtenus en multipliant cos

memes cotes deux a deux et par le cosinus de Tangle qu ils comprennent.

721. Dans un polyedre convexe quelconque : i la somme des projec

tions de toutes les faces sur un plan quelconque est egale a zero; 2 le

carre de 1 une des faces est egal a la somme des carres de toutes les au

tres, moins deux fois la somme des produits obtenus en multipliant ces

memes faces deux a deux et par le cosinus du diedre qu elles com

prennent.

722. Lorsque le volume d un tronc de prisme et 1 une des bases A
restent fixes, le plan de Pautre base B passe par un point fixe, et 1 aire

de cette base B est minimum lorsque son plan est perpendiculaire aux

aretes du tronc.

723. De toutes les pyramides de n faces laterales, qui ont meme hau

teur et des bases equivalentes, c est la pyramide reguliere qui a la plus

petite aire- laterale. De toutes les pyramides dont la base a n cotes et

dont les aires laterales sont equivalentes, c est la pyramide reguliere qui

a le plus grand volume.

724. De tous les tetraedres dont les aires sont equivalentes, le letraedre

regulier a le plus grand volume.

725. La base d un tetraedre est semblable a un triangle donne; la

somme de cette base et d une face late&quot;rale est constante; enfin, les deux

autres faces sont perpendiculaires a la base : de tous les tetraedres qui

remplissent ces conditions, celui dont la base est un quart de la somme

donne&amp;gt;, a le plus grand volume.

726. La base
(3
d une pyramide a n c6te&quot;s et est semblable a un polygone

donne
;
la somme

(3
H- a de cette base et d une face laterale a est constante :

le volume de la pyramide est maximum lorsque, a etant egale a 2(3, la face

laterale a est perpendiculaire a la base
(3.

727. Demon trer que, dans la recherche du centre des distances pro-

portionnelles d un systeme de points, on peut remplacer plusieurs de.ces

points par leur centre particulier, pourvu qu on donne a ce centre un

coefficient egal a la somme des coefficients des points correspondants.

Inversement, on peut remplacer un point par plusieurs autres dont il

est le centre, etdont la somme des coefficients est
e&quot;galea

son coefficient.
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728. Trouver le centre de gravite d un trapeze.

729. Trouver : i le centre de gravit d un arc de cercle
;
2 le centre

&amp;lt;!&amp;lt;&amp;gt; Lr ravil6 d un secteur circulaire (on nomme centre de grttvitc (Tune

lignc conrbc oil d unc &amp;lt;tirc tcrmim c jxtr line li^/ic conrbe, la limite des

positions du centre de gravite du contour ou de 1 aire d une ligne poly-

gonale inscrite ou d un secteur polygonal inscrit).

730. Trouver le centre de gravite d un tetraedre (on appelle ainsi le

centre des moyennes distances des sommets du tetraedre).

731. Pour trouver le centre de gravite d un
polyedre,

on le decompose
en tetraedres en joignant un point quelconquede 1 espace a tons ses som

mets; on prend les centres de gravite de ces tetraedres, puis on cherclie

le centre de tous ces centres partiels affectes cliacun d un coefficient pro-

portionnelau volume du tetraedre correspondant. Demontrerque la po
sition du centre de gravite ainsi defini est independante de la position du

point qu on a choisi pour sommet commun des tetraedres.

732. Trouver le centre de gravite d un tronc de pyramide a bases pa-

ralleles.

733. La somme de trois faces laterales d un tetraedre etant donnee, son

volume est maximum lorsque ces faces laterales sont des triangles rec-

limgles isoceles, perpendiculaires entre eux.

T . .i. Parmi toutes les pyramides limitees lateralement par les faces d un

angle polyedre S et dont la base est determine&quot;e par un plan qui passe par
un point fixe P situe dans 1 interieur de Tangle S, celle dont le volume est

maximum a le point P pour centre de gravite* de sa base.

73j. i Parmi toutes les pyramides equivalentes limitees lateralement

par les faces d un m6me angle polyedre, celle dont la hauteur passe par
le centre de

gravite&quot;
de la base, a la base minimum;

2 De toutes les pyramides limitees lateralement par le meme angle

polyedre et qui out des bases equivalentes, la pyrarnide de volume maxi

mum est celle dont le sommet se projette orthogonalement au centre de

gravite de la base;

3 Enfin, de toutes les pyramides de meme hauteur, limitees laterale

ment par le meme angle polyedre, la pyramide de volume minimum est

celle dont la hauteur passe par le centre de
gravite&quot;

de la base.
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LIVRE VII.

LES CORPS RONDS.

I. - CYLINDRE DE REVOLUTION.

DEFINITIONS.

722. On nomme surface cylindrique de revolution la sur

face engendree par une droite GG qui tourne autour d une

droite fixe XX .a laquelle elle est parallel e el invariablement

La droite fixe XX recoil le nom ftaxe de la surface, el la

droile mobile GG celui de g6n$ratrice ou d ardte.

723. Tout point A de la droile GG decrit une circonference

doni le plan esl perpendiculaire a 1 axe el donl le centre est

sur 1 axe; car, pendant la rotation, la perpendiculaire AO
abaissee du point A sur XX reste perpendiculaire a cet axe el

conserve loujours la meme longueur.

Fig. 38
,.

On appelle section droite louie seclion faite par un plan per

pendiculaire a 1 axe. II resulte des considerations precedenies

que les diverses sections droites d une meme surface cylin-

drique sont des circonferences egales : le rayon comnmn de

ces cercles, c esl-a-dire la dislance des deux paralleles XX
et GG , esl le rayon de la surface cylindrique, et Ton voil

que le lieu des points de I espace situes ci une distance donnee
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tl line droitefixe est la surface cylindrique de revolution qui
a cette droite pour cuee et la distance donnte pour rayon.

~rl\. Considerons une droite fixe XX , un plan P parailele a

(vile droite, et designons par R la distance de la droite au

plan, ou, ce qui revient an mf ine, la distance de la droite a sa

projection AA sur le plan (fig. 385). Le lieu dcs points du

plan P, silue a une distance donnee d de la droite XX , se

compose de deux droites BB .el CC paralleles a XX , placees
de part el d aulre de \A

, et a une distance de cette droite

egale au cote AB de Tangle droit d un triangle rectangle OAB,
dont Thypoienuse OB est egale a o, et 1 autre cole OA de

Tangle droit egal a R. II en esl ainsi tanl que esl plus grand

que R; lorsque o devient egal ou inferieur a R, le lieu se re-

duil a la droile AA ou cesse d exisler.

D apres cela (723), un plan parailele a Taxe d une surface

cylinclrique de revolulion renferme deux generatrices de celie

surface, ou une seule, ou n a aucun poinl commun avec la

surface, suivani que la dislance du plan a Taxe esl inferieure,

egale ou superieureau rayon de la surface.

725. Arrelons-nous un moment sur le cas ou le plan et la

surface n ont en commun qu une generatrice AC (fig. 386).
Un lei plan peul elre considere comme la posilion I i mile

d un plan variable qui, passanl par la generalrice fixe AC el

par une generalrice voisine A C , lourne aulour de AC jusqu a

ce que A C vienne, en restant sur la surface cylindrique, se

confondre avec AC. Cela elanl, soil BB une courbe quel-

conque Iracee sur la surface cylindrique; la secanle BB , qui
unii les poinls B el B ou la courbe renconire ies generalrices
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AC et A C , reste constamment dans le plan variable ACA C
;

d ailleurs cette secanie devient la tangente BN a la courbe BB
,

lorsque la generatrice mobile A C vien.t se confondre avec AC,
c est-a-dire lorsque le plan variable ACA C atteint sa position

limite; done ce plan limite contient la tangente BN. Ainsi, le

plan limite considere renferme les tangentes a toutes les

courbes que Ton peut tracer sur la surface, aux points ou ces

courbes rencontrent la generatrice AC; on lui donne le norn

de plan tangent suivant la generatrice AC.

La generatrice AC, et la tangente a une courbe quelconque
tracee sur la surface au point ou cette courbe rencontre AC,
suffisent pour determiner le plan tangent suivant cette genera-
trice. Si Ton choisit en particulier la langente AM a la section

droite AA , on voit que le plan tangent est perpendiculaire au

plan determine par Vaxe et par la generatrice de contact ; en

effet, le plan tangent renferme la droite AM qui, etanta angle
droitsur AO et sur AC, est perpendiculaire a leurplan CAOX.

726. On appelle cylindre de revolution le corps compris
entre une surface cylindrique et deux plans perpendiculaires
a 1 axe de cette surface, ou, en d autres termes, la figure en-

gendree par la rotation d un rectangle AA autour d un de

ses cotes 00 (fig. 38 7 ).

La surface cylindrique engendree par le cote AA est la

surface laterale du cylindre; les cercles decrits par les cotes

OA et O A en sont les bases, et la droite 00 en est la hau

teur.

Fig. 887. Fig. 388.

727. En construisant un prisme droit, de meme hauteur que
le cylindre, et ayant pour base un polygone inscrit ou circon-

scrit au cercle de base du cylindre, on obtient un prisme in-
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serif ou circonscrit au rylir.dro (Jig- 388). Lc plan de cbaquc
face laterale du prismc circonscrit est tangent an cvlindre

(725). Si le polygojie inscrit ou circonscrit au cerclc do base

est n gulicr, le prisme inscrit ou circonscrit au cvlindre est

regulier(593).

Consid6ron8 un cvlindre de revolution et un prisme regulier inscrit.

L airo lateralo du prismo s oblient on inultipliant le peri metre de sa base

par sa hauteur
(&amp;lt;&amp;gt;09). Or, quand on fait croitre indefiniment le nombre

Ics cotes du polygone de base, le perimetro de ce polygone tend vers

unc limite fixe et independante de la loi suivant laquellc ses cotes

tendent \ers /oro (290); d ailleurs, la hauteur du prisme reste constam-

ment o;ale a la hauteur du cvlindre. Done I aire laterale du prisme
in.-crit tend vers une limite fixe independante de la loi suivant laquelle

les cotes de sa base tendent vers zero : c cst ccttc limite que l\&amp;gt;n uppdlc
r (rirc Idterdle du rt iindre.

Considerons en second lieu un cylindre de revolution ct deux prismes
reiruliorsde bases semblables, Tun inscrit, I autre circonscrit au cylindre

[fig. 388). Le volume du cylindre est compris entre les volumes des deux

prismes. Or, ces deux prismes ont meme hauteur, et le rapport des aires

de leurs bases a pour limite Tunite (ill), lorsque le nombre commun de

leurs cotes croit indefiniment; par suite, le rapport des volumes des deux

prismes tend vers 1 unite, et il en est de meme a fortiori du rapport du

volume du cylindre au volume de Tun queiconque de ces prismes. Donc/e

volume fl un cylindre de revolution est Id limite commune des volumes

des prismes reguliers de bases sembldbles inscrit et circonscrit dont on

ftn t croitre indefiniment le nombre des {(ices.

,11 importe de remarquer que ce dernier enonce est un veritable tlieo-

reme, tandis que 1 enonce de 1 alinea
[&amp;gt;recedent

relatif a Taire n eslqu une

definition.

728. Deux cylindres de revolution sontdits semblables, \ors-

qu ils sont engendres par des rectangles semblables, c est-

a-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elles comme les

rayons de leurs bases.

THfcOREME.

729. L aire laterale d un cylindre de revolution a pour me-
sure le produit de la cii conference de sa base par sa hau

teur.

L aire lalerale du cylindre est la limile des aires laterales des

prismes reguliers inscrils donl le nombre des faces croit indefi

niment. D apres cela, soient S, C, H, I aire laterale, la circon-
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ference de base et la hauteur du cylindre considere; soient s

et p 1 aire laterale et le perimetre de la base d un prisme regu-
lier inscrit. On a (609)

s=p,E.

Lorsqu on fait croitre indefiniment le nombre des cotes de la

base du prisme, s tend vers S et p vers C; on a done, a la

limite,

S = C.H.

COROLLAIRES.

730. Si R est le rayon du cylindre, on a C 2?rR et, par

suite,

S= 27rRH.

En ajoutant a cette aire laterale les aires des deux bases ou
le double 27:R2 de 1 aire de 1 une d elles, on obtient, pour
1 aire totale T du cylindre,

T = 27TRH H- 27TR 2 = 27TR (R + H).

731. Soient S, S , les aires laterales; T, T 7

,
les aires totales;

R, R , les rayons et H, H , les bauteurs de deux cylindres de

revolution semblables. On aura (728)

Done, les aires laterales ou totales de deux cylindres de re

volution semblables sont entre elles comine les carres des

rayons ou comme les carres des hauteurs.

SCOLTE.

733. Considerons ua cylindre de revolution et un prisme regulier

inscrit ABCDEFA B C D E F (Jig. 889); par une rotation autour de

1 arete BB amenons la face ABB A dans le prolongement de la face

BCC B
; puis, par une rotation autour de CG

,
amenons les deux faces dej a

re&quot;unies dans le pFolongement de la face suivante CDD G
,
etainsi de suite
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jusqu a ce que toutcs les faces luteralcs du prisme soient numies sur It-

plan do la ilcrnuMV &amp;lt;lVnl;&amp;lt;&amp;gt; rlhs AKF A . Dans son niouvemcnl autour de

raivle BB
,
lo cote AB reste perpendiculaire a celle arele; il se place done

sur le prolongement de CB; de meme, la droite ABC, former par la reu-

c, I),

nion de AB et de BC, vient se placer sur le prolongement de DC, etc.

On obtient done fmalement sur le dernier plan un rectangle A^A^A ,

(fio- ^9) dont la hauteur est celle du prisme droit et dont la base est

egale au perimetre de la base du prisme. Ce rectangle est le (Ic^cloppcincnt

de 1 aire laterale du prisme.

Si le nombredes c6l6s du prisme regulierinscrit dans le cylindre croit

indefiniment, le rectangle A, A 2
A

2
A

,
conserve la meme hauteur, et la

longueur de sa base A, A, tend vers la cireonference de la base du cy

lindre. Le rectangle limite, qui a une hauteur egale a celle du cylindre et

une base egale a la cireonference de la base du cylindre, est dit le dcve-

/oj;/M&amp;gt;/}tc/&amp;lt;t
de.l aire lalerale de ce cylindre.

TIIEORLME.

733. Le volume d un cylindre de revolution a pour inesure

le produit de sa base par sa hauteur.

Le volume du cylindre est la limite des volumes des prismes

reguliers inscrits, dont le nombre des faces croft indefinimciit.

D apres cela, soienl V, B, H, le volume du cylindre, 1 aire de

sa base et sa hauteur ; soient v et b le volume et 1 aire de la base

d un prisme regulier inscrit au cylindre; on a (620)

Mais lorsque le nombre des faces du prisme croit indeCmi-

ment, v tend vers V et b vers B ; on a done, a la limite,

V = B.H.



1^2.. GEOMETRIE DANS I/ESPACE.

COROLLAIRES.

734. Si R est le rayon du cylindre considere, on a Rz=7rR 2

et, par suite,

735. Soient V, V, les volumes, R, R , les rayons, H, H , les

hauteurs de deux cylindres de revolution semblables; on

aura (728)
R II

et, par suite,

V^R77!!
7

\R~ J H7== R7
=
H7

&amp;gt;&quot;

Done, les volumes de deux cylindres de revolution sem

blables sont entre eux comme les cubes des rayons ou comme
les cubes des hauteurs.

7*36. EXEMPLE.

Pour mesurer les liquides, on emploie des vases ayant la

forme de cylindres de revolution dont la hauteur est double

du diametre: calculerd apres cela les dimensions du litre.

La capacite du cylindre dont on demande la hauteur H est

i decimetre cube; en prenant le decimetre pour unite de lon

gueur, et en remarquant que le rayon du cylindre esty?
on a la relation

H\ 2

4

on en deduit

-V-H = i ou

Le litre est done un cylindre dont la hauteur a 172 milli

metres, et dont le rayon a par suite 43 millimetres.

II. - CONE DE REVOLUTION.

DEFINITIONS.

737. On appelle surface conique de revolution la surface

engendree par une droite GSG tournant autour d une droite
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fixo XSX qu elle rencontre en un point S, et a laquelle elle

&amp;lt;&amp;gt;5t invariablcmenl liee (fig. 3iji).

La droile fixe XX recoil le nom &amp;lt;\ axe de la surface, et la

droite mobile GG celui de gn ratrice ou d ardte. Le point S,

qu on nomme sommet, separe la surface conique en deux par
ties indefinies qu on appelle nappes.
Le lieu geometrique des droites qui, passant par un point

donne S, font un angle donne a avec une droite donnee D, est

une surface conique de revolution ayant le point S pour som
met et pour axe la parallele menee a D par le point S.

Un point quelconque A de la droite GG decrit une circon-

ference dont le centre est surl axe, et dont le plan est perpen-
diculaire a 1 axe (723). Par suite, toutes les sections faitespar
des plans perpendiculaires a 1 axe sont des circonferences

dont le lieu des centres est 1 axe lui-meme. Quant aux rayons
OA, A , de ces cercles, la similitude des triangles SOA, SO A

,

prouve qu ils sont proportionnels aux distances SO, SO , de

leurs plans au sommet, ou encore aux portions correspon-
dantes SA, SA , de la generalrice SGG . Leurs aires sont done

proportionnelles aux carres des memes lignes.

738. Considerons une droite fixe XSX , un plan P passant

par un point S de cette droite, et designons par a Tangle de
la droile et du plan, ^ est-a-dire Tangle aigu de la droite SX
avec sa projection SA sur ce plan ( fig. 392). Par le point S, on

pent mener dans le plan P (537) deux droites SB, SC, faisant

avec SX un angle aigu donne co. Ces deux droites sont sy-
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metriques par rapport a AA . II en est ainsi tant que w est su-

perieur a a; lorsque w devient egal ou inferieur a a, les deux

droitessereduisent a la droite unique SA on cessent d exister.

D apres cela, un plan passant par le sommet d une surface

conique de revolution renferme deux generatrices de cette sur

face, ou une seule, ou enfin n a de commun avec la surface

que le soinmet, suivant que Finclinaison du plan sur 1 axe est

inferieure, egale ou superieure a Tangle aigu de la genera-
trice avec 1 axe, c est-a-dire au demi-angle au sommet de la

surface conique.

Dans le cas ou le plan donne n a de commun avec la sur

face qu une seule generatrice SA (fig. 398), on peut le consi-

derer comme la position limite d un plan variable qui, passant

par la generatrice fixe SA, el par une generatrice voisine SA ,

totirne autour de SA jusqu a ce que SA vienne se confondre

avec SA. On voit des lors, par un raisonnement identique a

celui qu on a fait pour le cylindre (725), que ce plan renferme

les tangentes AM, BN, . . . a toutes les courbes AA ,
BB ,. . .

que Ton peut tracer sur la surface, aux points A, B,. . .
,
ou la

generatrice SA rencontre ces courbes. On donne a ce plan le

nom de plan tangent suivant la generatrice SA.

La generatrice SA et la tangente a un* courbe quelconque
tracee sur la surface au point ou cette courbe rencontre SA,

suffisent pour determiner le plan tangent suivant cette gene
ratrice. Si Ton choisit en particulier la tangente AM a une sec-
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lion AA perpeodiculaire a I axe, on volt, rommc pour lc c\-

lindro (725), quo Ic plan tangent est perpendiculaire an plan
determine par I axe et la generatrice de contact.

739. On nomme c6ne de revolution le corps engendn- par

la rotation d un triangle rectangle SOA autour de Tun des

cotes SO de Tangle droit SOA (fig. 3()f).

La surface conique engendree par 1 hypolenuse SA est la

surface laterale du cone; Ic ccrcle decrit par le cole OA esl

la base, la droite SO est la hauteur, el 1 hypotenuse SA est le

cbte ou Yapotlieme de cc cone.

i{j.
3 9 ,. Fig. 395.

7^0. Si Ton coupe une surface conique de revolution

(fig. 894) par deux plans AB, A B , perpendiculaires a 1 axe et

situes d un meme cote du sommet S, on obtient tin volume
termine par une portion de la surface conique, etpar les deux

cercles AB, A B . Ce corps, que Ton nomme tronc de cdne de

revolution a bases paralleles, est la difference des deux cones

SAB, SA B . On peut encore le considerer comme engcndre

par la rotation du trapeze rectangle AOO A , autour du cole 00 .

La droite 00 est la hauteur da tronc; les cercles AB, A B
,

en sont les bases, et A A en esl le ctite ou Yapotheme.

En coupant une surface conique de revolution par deux plans AB,

A, B,, perpendiculaires a 1 axe, mais situs de part el d autre du sommet S

[fig. 394) on obtient un corps qui est la somme des deux c6nes SAB,

SA,B,. 11 convientds-donner encore a ce corps le nom de tronc de cone;

mais, pour le distinguer du tronc de cone proprement dit, que nous avons

defini dans 1 alinea precedent, nous 1 appellerons tronc dc cone &amp;lt;lc sccwttle

capccc (G50).

II. 10
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741. En construisant une pyramide de meme sommet quo
le cone, et ayant pour base un polygone inscrit ou circonscrit

au cercle de base du cone, on obtient une pyramide inscrite ou

circonscrite au cone (fig* 3Q5). Le plan dechaque face laterale

de la pyramide circonscrile est tangent au cone. Si le poly-

gone de base est regulier, la pyramide inscrile ou circonscrite

est reguiiere.

On appelle airc laterale d lui cone la limite de 1 aire laterale d unc

pyramide reguliere inscrite dont le nombre des faces croit indefiniment.

On legitime cette definition en montrant que la limite considered existe

et est independante de la loi suivarit laquelle les cotes de la base de la

pyramide tendent vers zero. Le raisonnement est analogue a celui qu on

a employe pour le cylindre (727); seulement, tandis que la hauleur du

prisme inscrit au cylindre reste fixe, 1 apotheme de la pyramide reguliere

inscrite au cone est variable et tend vers 1 apotheme du cone.

On demontre, absolument comme dans le cas du cylindre, que le volume

d un cone etc revolution est la limite commune des volumes despyramides

regulieres de bases semblables inscrite et circonscrite dont oji fait croitre

indefiniment Le nombre des faces.

742. Deux cones de revolution sont dits semblables lors-

qu ils sont engendres par des triangles rectangles semblables,

c est-a-dire lorsque leurs hauteurs sont entre elles comme les

rayons des bases.

THEOREMS.

743. L aire laterale d un c6ne de revolution a pour mesure

le produit de la circonference de sa base par la moitie de son

apotheme.

L aire laterale du cone est la limite des aires laterales des

pyramides regulieres inscrites dont le nombre des faces croit

indefiniment. D apres cela, soient S, C, A, 1 aire laterale, la

circonference de base et 1 apotheme du cone considere, et 5,

p, a, 1 aire laterale, le perimetre de la base et 1 apotheme d une

pyramide reguliere inscrite. On a (640)

s = p . -a.r 2

Lorsqu on fait croitre indefiniment le nombre des cotes de la
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base dc la pyramide, s tend vers S, p vers C, a Y.TS A; on a

done, a la limile,

COROLLAIRES.

744. Si R est le rayon de la base du cone, on a C srR
et, par suite,

Enajoutant la base -R 2

, on a, pour 1 aire totale,

T = :: RA -f- r.\\&amp;gt;= -R
(
A -f- R).

745. En raisonnant comme au n73l, on reconnait quo les

aires laterales ou {otales de deux cdnes de revolution sem~
blables sont entre elles comme les carves des rayons ou des

apothemes ou des hauteurs.

746, Considerons un cone de revolution et une pyramide re^uliere
inscrite SABCDEF (fig. 3g6) ; par unc rotation autour de Tarete SB. ame-

nonsla face SAB dans le prolongement de la face SBC; puis par une rota
tion autour de SC, amenons les deux faces deja reunies dans le prolonge
ment de la face suivante SCO; et ainsi de suite jusqu a ce que tonics les

faces laterales de la pyramide soient reunies dans le plan de la derniere
d entre elles FSA. On obtiendra ainsi un secleur polygonal regulier

S.A.B.C.D.E.F.A, (fig. 897), ayant pour ra\on Tarele de la pyramide
10.
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reguliere, c est-a-dire 1 apotheme du cone, et pour base une ligne brisee

reguliere A
1
B

1 C,D I E,F1
A

2 cgale au perimetre de la base de la pyramide.
Si le nombre des cotes de la pyramide reguliere inscrite dans le cone

croit indefmiment, le secteur S^B^D^EjFjAj conserve le memo rayon
et la base degenere en un arc de cercle, ayant une longueur egale a celle

de la circonference du rone. Le secteur circulaire S,A, A
2
obtenu est dil

le developpement de 1 aire laterale du cone. II est aise de calculer le

nombre n de degres contenus dans Tangle A,SA 2
de ce secteur eirculaire.

A etant 1 apotlieme du cone et R le rayon de sa base, on a

n arc A, A., 2-rrR R- - 1 - d ou n = 36o -
A

Pour A = aR, on a // = 180, de so/te que le developpement est un

demi-cercle. Le cone correspondant est dit equilateral; sa section par un

plan passant par 1 axe SO est un triangle equilateral SAD.-

THEOREMS.

747. L aire latvrale d un tronc de cdne de revolution a

bases paralleles a pour mesure le produit de la demi-somme
des circonferences de base par son apotlieme.

L aire lalerale du tronc de cone ADD A (Jig. 898) est la dif

ference des aires laterales des cones SAD, SA D . Cela pose, in-

scrivons dansle cone SAD une pyramide reguliere SABCDEF; le

plan A D de la base superieure du tronc de cone decomposera
cetie pyramide en deux parties qui seront, Tune, SA B C D E F

,

une pyramide reguliere inscrile dans le cone SA D
,

1 autre,

ABCDEFA B C D E F
,
un tronc de pyramide regulier inscrit

dans le tronc de cone ADD A . Or, les aires laterales des cones

SAD, SA D , etant les limites des aires laterales des pyramides

SABCDEF, SA B C D E F
, lorsque le nombre commun de

leurs faces croit indefinimenl, 1 aire laterale du tronc de cone

sera egale a la limile de 1 aire laterale du tronc de pyramide

regulier inscrit. Soient s, a, p, /&amp;gt;

, 1 aire lalerale, 1 apotheme,
et les perimetres des bases du tronc de pyramide; soient de

merne S, A, C, C , 1 aire laterale, 1 apolheme et les circonfe

rences des bases du tronc de cone; on aura (Gil )

s
L(p+p&amp;lt;)a.

Mais, a la limile, lorsque les cotes du polygone ABCDEF ten-
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&amp;lt;lent vers zero, s tend vcvrs S,/? vcrs C, // Y&amp;lt;TS (7, r* vcrs A, et

Ton a

S= -(C-f-C )A.

COROLLAIIBS.

748. Si R et U sont les rayons des bases du tronc, on a

C 2~K, C ?.-]{ et, par suite,

S=ic(R-i~ft jA.

Fig. 3.j8. FiC . 399.

749. Par le milieu A, du cote AA (fig. Scjtj), inenons un plaixv
parallele aux bases du tronc de cone; le rayon A,0, de la sec

tion circulaire determinee par ce plan est parallele (505) aux

rayons AO, A O , des bases, el par suite (427) egal a la demi-
somme de ces rayons. Done la circonference A, 1), est la

moyenne arithmelique des circonferences de base, ct Ton

pent dire que Yaire laltrale d un tronc de cdne de revolution
(t pour mesiire le produit de I apotlieme par la circonference
equidistante des deux bases.

Ce dernier enonce s applique aussi au cylindre et au cone,
car la circonference equidistante des bases est egale, dans le

cylindre, a celle de la base, et, dans le cone, a la moitic de
celle dc la base.

T11EOREME.

750. Le volume d un cdne de revolution a pour mesure le

produit de sa base par le tiers de sa liauleur.

Le volume du cone est la limite des volumes des pyramides
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regulieres inscrites dont le nombre des faces croit indefini-

ment. D apres cela, soient V, B, H, le volume du cone, 1 aire

de sa base et sa hauleur; soient v et b le volume et 1 oire de

la base d une pyramide reguliere inscrite dans ce cone. On

Mais lorsque le nombre des faces de la pyramide croit indefi-

niment, v tend vers V et b vers B; on a done, a la limite,

.

COROLIAIRES.

751. Si R est le rayon de la base du cone, on a B = rR 2

et,

par suite,

On voit, comme au n 735, que les volumes de deux cdnes

de revolution semblables sont dans le rapport des cubes des

hauteurs ou des rayons des bases.

752. Lorsqu un rectangle ABCD lourne autour de 1 un de

ses cotes AB (Jig. 4)&amp;gt;
^ e triangle ABC engendre un cone

Fig.

dont le volume est le tiers (n
os
733, 750) de celui du cylindre

engendre par le rectangle ABCD. Par suite, le volume engendre
en meme temps par le triangle ADC est les deux tiers du rnemc

cylindre. Cette remarque nous sera utile plus lard.

THfiOREME.

753. Le volume d lui tronc de cdne de revolution a bases

paralleled est egal a la somine des volumes de trois cdnes

arant pour hauteur commune la hauteur du tronc, el pour
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bases, le premier la base inft
- tieare, le second la base

ii&amp;lt; nre y et le troisieme la nwyenne proporlionnelle cntre les

deux bases du trojic.

Considerons, commc an n 747, un tronc do pyramide re-

gulier inscril dans le tronc de cone. Les volumes des deux

pyramides doni ce tronc de pyramidc est la difference oyant

respectivement pour limites les volumes des deux cones dont
le tronc de cone propose est la difference, on aura le volume
de ce tronc de cone en prenant la limite du volume du tronc

de pyramidc. D apres cela, soient V, b, B, II, le volume, les

bases et la hauteur du tronc de cone, c&amp;gt;,,
b

t , B,, le volume et les

bases du tronc de pyramidc inscrit; on aura (648)

Mais, lorsque le nombre des faces du tronc de pyramide croit

indefiniment, v, tend vers V, 6, vers b, B, vers B; et Ton a, a

la limite, la formule

dont 1 enonre ci-dessus n est que la traduction en langage
ordinaire.

COROLLAIRES.

754. Si K est le rayon de la base inferieure B, et He rayon
de la base superieure b, on a B = -R 2

,
b 77 r 2

et, par suite,

d) V==^(

7.*).*;. Lc raisonnement qui precede s applicjiie au tronc de scondc c\-

pecc; \\ faut seulement substituer le mot somnw au mat difference, et

remarquer que le tronc de pyramide inscrit correspondent 6tant de se-

conde espece, le radical qui figure dans [ expression de
c, doit avoir le

signe (6oO). On obtient ainsi puur lo volume du tronc de cone de
seconde esjiece la formule
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756. Parfois dans la pratique, notamment pour le cubage
des troncs d arbres non equarris, les bases different assez

peu pour qu on puisse assimiler sans inconvenient le cone

tronque a un cylindre ayant pour hauteur la hauteur du tronc

et pour base la section faite dans le tronc a egale distance des

deux bases. L erreur commise est d ailleurs facile a evaluer;

en retranchant le volume cylindiique

du cone ironque dont le volume est donne par la formule (i),

on trouve

L erreur commise est done egale au volume d un cone ayant

pour hauteur la hauteur du tronc et pour rayon de sa base la

demi-difference des rayons des bases du tronc.

Quand onveut appliquer la formule (a)au cubage d un tronc

d arbre, il convient de la preparer de la maniere suivante :

soit C la longueur de la circonference moyenne que Ton evalue

au moyen d un cordon metrique, le rayon de celte circonfe

rence sera et. par suite, le volume cherche
0,77

TrHC 3 HC 2

Ainsi, supposons qu on ait trouve i
n
,8o pour la circonfe

rence moyenne et 6m ,5o pour la hauteur, on aura pour le vo

lume
6,5x(i,8) _ 6,5x(o,9)

2

__
iinr 6

4~ 77

757. La question dujaugeagedes tonneaux se rattache a la

mesure du tronc de cone.

En considerant le tonneau (fig- 40 comme la somme de

deux troncs de cone identiques opposes par leur grande base,

on aurait la formule
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dnns la(jucllc II cst la hauteur tolale du double trone, / le r;mm

du fond A A
, el II le rayon de la grandc base BB a laquelle

on donne le nom de bouge. Mais cette formule donne un re-

sullat trop faible, car on neglige deux fois le volume engendre

par la rotation du segment AMB compris entre la droite AB

et Fare AMB. En remplacant dans la parenthese 11 r par K
7

, on

obtient une formule

qui donne au contraire un resultat trop fort. La formule qui

s adaple le mieux a la forme generale des tonneaux est la sui-

vanto (*) :

V = r. II
-= -

^ (R
-

r)J
.

Pour II = o n
,756, R = om ,345, r= om ,3o5, la premiere for

mule donne 260 litres, la seconde 261 el la troisieme ?.54

Enfin, nous signalerons la formule

qui permet de jauger les lonneaux ordinaires d une maniere

tres-rapide et suffisamment approchee, en mesurant seule-

ment la diagonale BA = 1) qui va du trou B on borule au point

le plus bas A de 1 un des fonds. .Les jauges diagonales sont

surtout employees dans les octrois. En calculant d avance, a

1 aide de la formule precedente, les valeursde Yqui repondent
aux diverses valeurs de I) et iriscrivani ces valeurs sur la lige

(*) Comptes rendus (let seduces tie VAcademic des Science*, t. XLVIU, p.
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de fer que Ton introduit dans ie tonneau, on obtient la capa-

cite du fut par une simple lecture.

Pour comparer cette derniere formule avec la precedente,
il suffit d observer que Ton a dans le triangle rectangle BA J,

BA7 =r A/l -hST ou D 2 = 1 H -f-(RH-rV;
4

on trouverait ainsi 257 litres pour la contenance du tonneau

deja considere.

III. - PREMIERES NOTIONS SUR LA SPHERE.

DEFINITIONS.

758. On appelle surface spkerique la surface engendree par
la rotation d une demi-circonference ABA autour du diametre

AA qui la lermine (Jig. 402).

Dans cemouvement, tout point de cette demi-circonference

decrit un cercle dont le centre est situe sur 1 axe de rotation

AA et dont le plan est perpendiculaire a cet axe.

La sphere e.sl Ie corps limile par une surface spherique. On
confond souvent dans le discours les mots sphere et surface

spherique, de meme qu en Geometric plane on dit parfois

cercle pour circonference de cercle.

759. Consideronsla sphere engendree par la rotation du demi-

cercle ABA autour du diametre AA , et un point quelconque
de 1 espace. Quand le demi-cercle generateur vient se placer

sui/aruACA dans le plan diHermina par AV ct par le point

considere, il peut se faire que ce point soil comme E a Fex-

terieur du cercle ACA
, ou comme I a 1 interieur, ou enfin

comme M sur la circonference de ce cercle. Dans le premier
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cas, Ic point E est exttrienr a la sphere, et sa distance an

centre du cercle ACB est plus grand c quc Ic rayon R de ce

cercle; dans le second cas,- le point 1 est interieur a la sphere
et la distance 01 est moindrc que R; enfin dans le troisieme

cas, le point M est sur la surface spherique et la distance OM
esl egale a R.

La surface spherique pent done etre encore definie le lieu

geometrique des poitits equidistant* d un point Jixe.
Ce point fixe est dit le centre de la sphere. On nomme

rayon toute droile, telle que OA ou OM, menee du centre

a la surface; tons les rayons d nne mtime sphere sont egaux.
On nomme diametre toute droite, telle que MN, passant par
le centre et limitee a la surface spherique; tons les diametres

d une m^me sphere sont egaux, car chacun d eux est la somme
de deux rayons.
Deux spheres de mme rayon sont egales.

760. La definition donnee au n 111 pour la tangente aux

courbes planes s etend aux courbes de 1 espace. II est aise de

voir d apres cela, que la tangente MT a une courbe quel-

conque AMB tracee sur la sphere est perpejidiculaire a I ex tie-

mite du rayon OM mcne au point de contact. En effet (Jig* 43)?

Fig.

prenons sur la courbe AMB un point M voisin du point M,
menons la secanle MM S et joignons le centre au milieu I

de la corde MM . Le triangle MOM etant isocele, la droile 01

est perpendiculaire sur MM . Or, lorsque la secante MM S

lourne autour du point M de maniere a devenir a la limite la

tangente MT, le point I milieu de MM se reunit au point M en

meme temps que le point M . L angle OMT, position limite de

Tangle droit OIS, est done lui-mAme un angle droit.

761. On appelle angle de deux courbes passant par un meme
point de 1 espace, Tangle de leurs tangentes en ce point.
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Done, / angle de deux courbes tracees sur la sphere est egal it

I angle des plans mentis respectivement par le centre de la

sphere et paries tangentes a ces courbes au point commun;
car ces langentes elarit perpendiculaires au rayon qui abotitit

au point commun (760), leur angle mesure precisement le

diedre des deux plans consideres.

THEOREME.

762. Toute section plane de la sphere est un cercle.

En effet, les points de la section sont, puisqu ils appartien-
nent a la sphere, situes a la meme distance du centre de cetle

sphere; or, on sait
( 92, 527) que le lieu des points d un plan

equidistants d uri point fixe est une circonference de cercle.

COROLLAIRES.

763. Si le point fixe 0, qui est ici le centre de la sphere

(fig. 4o4)&amp;gt;
est situe dans le plan secant, ce point est le centre

meme de la section ACB dont le rayon ne differe pas de celui

de la sphere.
Si le point fixe est exterieur au plan secant, le centre I

de la section DEF est la projection du centre de la sphere
sur le plan secant (527). Quant au rayon OE r de la section,

c est le cote de Tangle droit d un triangle rectangle OIE dont

Thypotenuse OE est le rayon R de la sphere et dont 1 autre

cote de Tangle droit 01 est la distance f/.du centre de la sphere
au plan secant. Ce rayon r resulte done de la formule

r* = R 2 d\

On est ainsi conduit a diviser les sections planes de la sphere
en deux classes : les grands cercles, dont les plans passonl

par le centre de la sphere et qui sont tous egaux entre eux,

puisqu ils out tous pour rayon le rayon de la sphere; et les

petits cercles, dont les plans ne contiennent pas le centre de

la sphere, et dont les rayons, inferieurs a celui de la sphere,

decroissenta mesure que leurs plans s eloignent du centre de

la sphere. Deux petits cercles egalement eloignesdu centre de

la sphere sont egaux, et, de deux petits cercles inegaletnent

eloi.gnes du centre de la sphere, le plus grand est celui qui est

le plus voisin de ce centre.
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Ajoulonsqu il faut trois points de la surface sphmque pour
determiner un petit cercle (JIG, 482), landis que deux points
suffisent pour determiner un grand cercle, aitendu que le

centre est connu (481); toutefois, dans ce dernier cas, les

deux points donnes nedoivent pas etre en ligne droitoavec le

centre de la sphere, sans quoi le plan du grand cercle, assu-

jelti settlement a passer par un diametre, pourrait occuperune
infinite de positions (481 }.

Fiff. /|0-i

7G4. Tout grand cercle divise la surface splitrique et la

sphere en deux parlies egales. Car si, apres avoir separe les

deux parties, on les applique sur la base commune en tour-

nant leur convexite dans le meme sens, les deux surfaces

coincideronl, sans quoi tous les points de la surface spherique
ne seraientpas a la meme distance du centre.

765. Deux grands cercles APBP
,
ABC (fig. 45), se divisent

mittitellement en deux parties egales; car le centre de la

sphere, apparlenant a la fois aux plans de ces deux cercles,

est situe sur leur intersection commune, qui des lors est un

diamelre.

76G. L ne droite ne pent couper la surface spJierique en

plus de deux points. Car cclle droite ne saurait avoir plus de

deux points communs avec la circonference de grand cercle,

situee dans le plan determine par cctle droile et le centre de

la sphere.

7G7. La sphere, est de revolution aulour d un diamelre

quelconque AB. Car la circonference ACB determinee par un

plan quelconque passant par AB, ayant meme centre el

meme rayon OA que la sphere, engendrera evidemment celle

surface en tournant aulour de AB (Jig. 4o5).
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7G8. On nomme pdles d un cercle de !a sphere les extre-

mites du diametre de la sphere qui est perpendiculaire au

plan du cercle.

Deux cercles DFE, ACB (fig. 4o6), dont les plans sont pa-

ralleles, ont les memes poles P et P .

Le centre I d un cercle quelconque DE, s,es poles P et P , et

le centre de la sphere sont sur une memo perpendiculaire

au plan de ce cercle.

Tout grand cercle PFCP passant par les poles P et P d un

cercle DFE a* son plan perpendiculaire au plan de ce cercle,

puisqu il contient la droite PP qui est perpendiculaire a ce

dernier plan.

THfiOREME.

769. Tons les points de la circonference d un cercle DFE de

la sphere sont a egale distance de chacun des pdles P et P de

ce cercle.

Fig. /joG.

P

En effet, la droite PI, qui joint le pole P au centre I du

cercle DFE, etant perpendiculaire au plan DFE, les droites

PD, PF, PE,..., sont des obliques qui s ecartent egalementdu

pied 1 de la perpendiculaire et qui, par suite, sont egales.

On voit encore que les arcs de grand cercle PD, PF, PE,...,

sont egauxcomme sous-tendus par des cordes egales.

Enfm, dans le cas ou le cercle considere DFE devient un

grand cercle ACB, la meme propriete subsiste; mais les angles

droits POA, POC, POB,..., ayant leurs sornmets au centre des

grands cercles PAP
, PCP , PBP ,. . ., les arcs PA, PC, PD,...,

sont tous egaux au quart d une circonference de grand cercle.

SCOLIE.

770. Des deux poles P et P d un petit cercle DFE, nous ne

considererons desormais, a moins d avertissement contraire,
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que le pole P qui cst Ic plus rapproche duplan de ce cercle.

Nous donnerons a la distance rectiligne PD, qui so pare le

pole P d uii point quelconque D du cercle 1)FE, le nom de

pittance polaire de ce cercle, eta la longueur de 1 arcde grand
cercle PD, qui va du pole a un point quelconque D du cercle

DFE, le nom de rayon spherique de ce cercle.

Le rayon spherique d un grand cercle est egal au quart de la

circonference de ce cercle ou a un quadrant, et sa distance

polaire est egale a la corde de cet arc, c est-a-dire au cote du

carre inscrit dans un grand cercle.

771. Le theoreme precedent permet de tracer des circonfe-

rences sur une sphere solide comme on les trace sur un plan.

On emploie a cet effet un compas a brandies courbes, afin de

ne pas etre gene par la convexite de la sphere. On donne au

compas une ouverture (distance des deux pointes) egale a la

distance polaire voulue, et Ton place la pointe seche au point
choisi pour pole ;

1 autre pointe decrit alors le cercle dcmande.

Pour decrire un grand cercle, il faut avoir sa distance po
laire, c est-a-dire la corde d un arc egal au quart d un grand

cercle; ce qui exige la connaissance du rayon de la sphere.

THfiOREME.

772. L angle APB de deux arcs de grand cercle PAP , PBP ,

a pour mesure, soil I arc de grand cercle AB decrit de son som-

met P comme pole et compris entre ses cdtes, soil le plus

petit arc de grand cercle ppi qui unit les poles de ses cdtes

(fl8- 4 7 )

En effet :

i Les arcs PA, PB, etant des quadrants, les angles POA,

POB, sont droits, et Tangle AOB est Tangle plan qui mesure

Tangle diedre forme par les plans des deux grands cercles.

Mais (761) cet angle diedre est egal a Tangle APB des deux

arcs de grands cercles, el Tangle au centre AOB a pour mesure

Tare AB ; done Tare AB est aussi la mesure de Tangle APB.
2 Prenons sur la circonference ABC, a partir des points A

et B, dans le meme sens, deux arcs A/? et B/?,, egaux a un

quadrant; Tare ppi est evidemment egal a Tare AB, et, pour
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jusiifier le second enonce du theoreme, il suffit de prouver

quo p et p {
sont les poles des cercles PAP

, PBP . Or, la droite

Op, perpendiculaire a OA, puisque 1 arc Ay? est un quadrant,

Fig. 407.

et perpendiculaire a OP, puisqu elle est dans le plan ABC, est

perpendiculaire au plan du grand cercle PAP
; p est done le

pole de ce grand cercle. De meme, /?,
est le pole du grand

cercle PBP .

Nous avons dit que nous portions les arcs Ay? et B/?, dans

le meme sens, a partir de leurs origines respectives A et B ; si

on les portait 1 un dans un sens et 1 autre en sens contraire,

1 arc pp {
serait le supplement de Tangle des deux grands

cercles. II y a done une precaution a prendre dans ( applica

tion du Second enonce. II faut considerer, pour 1 un des grands

cercles PAP 7

, le pole/? qui est du meme cote que le demi-

cercle PBP et, pour 1 aulre grand cercle PBP , le pole/?, qui

n esl pas du meme cote que le demi-cercle PAP .

COROLLAIRES.

773. Lelieu geomelrique des poles des grands cercles incli

nes d un angle donne sur un grand cercle donne, se compose
de deux cercles dont les poles se confondent avec ceux du

grand cercle donne. Le rayon splierique de ces cercles est

egal a Fare de grand cercle qui mesure Tangle donne.

774. Pour que deux grands cercles se coupent a angle

droil, il faut el il suffit que chacun d eux renferme le pole de

Tautre.

775. Deux grands cercles APC, BPD (fig. 407), formenl en

se coupant au point P qualre angles APB, BPC, CPD, DPA
;
les

angles adjacents APB, BPC, sont supplementaires, les angles

opposes par le sommet APB, CPD, sontegaux.
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THfcOREME.

7TG. Tout plan AB perpendiculaire a I exlremite d mi
w&amp;gt;

on

(}(] est tangent a la sphkre, et reciproquement tout plan AB

tangent a la sphere est perpendiculaire d, I extreniitt du rayon
OC men& an point de contact C (Jig. 48).

On dit qu un plan AB est tangent a la sphere lorsqu il n a

avec cetle surface qu un point commim C, qu on nomme point
de contact.

Cela pose, soil AB un plan perpendiculaire a 1 extremite

d un rayon OC. D etanl un point quelconque de ce plan, aulre

que C, 01) sera oblique a ce plan et Ton aura OD&amp;gt;OC, de

sorte que le point D sera exterieur a la sphere. Le plan AB
n ayant d apres cela que le point C commun avec la surface

spherique, sera tangent a cetle surface.

Inversement, si AB est un plan tangent a la sphere au

point C, tout point 1) de ce plan, autre que C, sera exterieur ;i

la sphere, et Ton aura OD&amp;gt;OC; doncOC elant la plus courte

distance du centre au plan AB, sera perpendiculaire sur ce

plan.

COROLLAIRES.

777. Par un point pris sur la surface spherique, on peut lou-

jours mener un plan tangent a cetle surface, el I on ne peut
en mener (ju iin (5:!1 ).

778. Le plan tangent a la sphere en un point C contient les

tangentes en ce point a loutes les courbes qu on peut tracer

par ce point sur la surface spherique (760, 523).

779. Considerons une sphere et un point exterieur S

(/& 49)- par a droite OS, menons un plan quelconque qui
deierminera dans la sphere un grand cercle PAP , el ineimns

11.
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par S une langenie SA a ce cercle. Pendant que le demi-
r.ercle PAP en lournanl aulour de 1 axe SO engendre la

sphere, la tangente SA engendre un cone de revolution quia
en commun avec la sphere le cercle AB decrit par le point A.
De plus, en tout point M de ce cercle, le cone et la sphere ont le

Fig.

meme plan tangent; car la generalrice SM et la langenie MT
an cercle AB, qui determinant le plan tangent au cone (738 ),

soni situees Tune et 1 autre (778) dans le plan tangenl a la

sphere. On dit d apres cela que le cdne est circonscrit a la

sphere et que la sphere est inscrite an cdne le long du cercle

commun AB.

II suit encore de la que par un point exterieur S, on pent
metier une infinite de plans tangents a une sphere 0, et que
toittes les tangentes SA, SM, SB,..., a la sphere, issues du
m^me point S, sont egales.

Si le point S s eloigne indefiniment sur la droite PIV
, le cone

degenere en un cylmdre cireonscrit, et le lieu des points de

contact de la sphere et de ce c.ylindre de revolution, devientle

grand cercle perpendiculaire a la direction PP des genera
trices du cylindre.

THliOREME.

780. L f

intersection de deux spheres ket B est une circon-

ference de cercle dont le plan est perpendicu laire a laligne des

centres AB des deux spheres et dont le centre est sur cette

ligne (fig. 410).

Car, cette intersection n est aulre que la circonference

engendree par la rotation autour de AB du point C commun
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aux deux circonferences suivant lesquclles les deux spheres
sont coupees par un plan quelconque passant par AB.

SCOLIE.

781. Lorsque deux spheres n ont qu un point commun, un
dit qu elles sont tangentes en ce point qu on nomrne point de
contact; le point de contact est situe sur la ligne des centres
et en ce point les spheres ont le meme plan tangent.
Les positions relatives de deux spheres sont au nombre de

cinq (120); D designant la distance des centres et R et r les
rayons, on a :

D
&amp;gt;

R 4-

si les deux spheres sont exterieures;

si les deux spheres se toucheni exierieuremeni;

R-f-
/&amp;gt;])&amp;gt;!{_ ry

si les deux spheres se coupent;

D = 11 - r,

si les deux spheres se touchcnt interieurement ;

D&amp;lt;K-/,

si 1 une des spheres est iniericure a I aulro.
Les reciproques sont vraies.

TlifiOREME.

782. Par quatre points A, B, C, D, non siluts clans mi
plan, on pent faire passer une surface sphtrinue, mais c
seute(fig. 4 1

1.).

II s agil de prouver qu il exisle un point, et un seul, situe a
la memo distance des qualre points A, B, C, D.

1 1
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Or, tout point equidistant de A, B, C, I), doit se trouver sur

la perpendiculaire FH elevee au plan ABC par le centre F du

cercle circonscrit nu triangle ABC, puisque celte perpendicu
laire est le lieu des points equidistanls de A, B, C, (5*27); il

doit aussi appartenir a la perpendiculaire EG elevee au plan ACD

par le centre E du cercle circonscrit au triangle ACD. Comme
deux droitcs FH, EG, ne peuvent avoir qu un point commun,
on voit d abord qu il ne saurait jamais exister qu un seul point

equidistant de A, B, C, D. En second lieu, un tel point existe

Fie- 4n.

loujours si, conformement a I hypothese, les points A, B, C, D,

ne sont pas situes dans un meme plan. En effet, le plan per

pendiculaire sur le milieu K de AC etant le lieu des points

equidislants de A et de C, doit contenir EG et FH; d ailleurs,

les deux droiles KF et KE, suivant lesquelles il rencontre les

plans ABC et ADC, se coupent, puisque les plans ABC et ADC
sont distincts; done les deux droites EG et FH, etant situees

dans un meme plan EKF, et etant, dans ce plan, perpendicu-
laires a deux droites KF et KE qui se coupent, ont un point

commun O.qui est le centre de la sphere demandee.

COROLLAIRES.

783. Deux spheres, qui ont quatre points communs non

situes dans un meme plan, coincident.

784. Les perpendiculaires elevees aux quatre faces d un

tetraedre par le centre du cercle circonscrit a chacune de ces

faces, se coupent en un meme point.

PKOBLEME.

785. Trouver le rayon cVune sphere solide (Jig. 4 1 2
)

II exisle plusieurs solutions de ce probleme; void la meil-

leure.
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D un point P de la surface spherique corninc pole*, avec unc
ou\eriiirc dc compas arbilrairc, on dcrrit un cercle ABC. On
releve avejC le compas Ics irois distances reetilignes AB, BC,

CA, cl Ton construit sur le papier un triangle abc nyant pour
cotes ces trois longueurs. On determine le centre / du cercle

circonscril au triangle abc, et la droite ai esl egale au rayon AI

du cercle ABC. Des lors, si du point a comme centre avec une

ouverture de compas egale a celle c;ui aservi a dccrire le cercle

ABC sur la sphere, on decrit un petit arc de cercle jusqu a la

rencontre/? dc la perpendiculaire pip elevee en / sur ai, on

forme un triangle api egal a API, et il ne reslc plus qu a elever

la perpendiculaire ap sur ap pour avoir en pp le diametre

PP 7

de la sphere.
Pour obtenir des resuliats precis lorsqu on n a a sa disposi

tion qu une portion de sphere, il faut : choisir le point P a peu

pres au milieu de la portion de surface dont on dispose;

prendre une distance polaire PA aussi grande que possible, et,

enfin, dans tous les cas, choisir les points A, B, C, sur le cercle

ABC, de telle sorte que le triangle ABC soil a peu pres equila

teral.

SCOLIE.

786. On emploie souvent pour determiner le rayon d une

sphere solidc un instrument special, qui est decrit dans les

Trait&sde Physique et qu on nomme Sphromblre. Cel instru

ment fait connaitre le rayon Al = r du cercle ABC, el la fleche

PI = h. La construction graphique plane rcste la meme; seu-

lement, au lieu de determiner le point p a I aide d un arc de

cercle decrit du point er, on prcnd ip h. Mais, dans ce cas,

on prefere le calcul a la construction graphique; R etant le
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rayon inconnu de la sphere, le triangle rectangle PAP donne

Al ^IP.IP ou i-
a = /i(2R /i),

d ou Ton deduit

PROBLEME.

787. Tracer sur la sphere un grand cercle passant par deux

points donnes A et B (Jig. 4 T 3).

L inconnue de la question est le pole du cercle demande.

Or, la distance de ce pole P a chacun des points A et B est

egale a la corde da quadrant (770); on 1 obtiendra done en

decrivant successivement deux arcs de cercle, des points A
et B comme poles, avec une distance polaire egale a la corde

du quadrant.
Fig./, ,3. Fig.

PROBLEME.

788. Mener par un point donne A sur la sphere, un arc de

grand cercle perpendiculaire a un grand cercle donne BP

Ufe-4 4)-

L inconnue de la question est le pole du cercle demande.

Or, ce pole P doit se trouver sur le cercle BP (774), et elre a

une distance du point A egale a la corde du quadrant. On 1 ob

tiendra done en decrivant, du point A comme pole, avec une

distance polaire egale a la corde du quadrant, un arc de cercle

qui rencontre en P le cercle donne BP.

IV. - AIRE DE LA SPHERE.

DEFINITIONS.

789. On appelle zone la portion de la surface spherique

comprise entre deux cercles dont les plans sont paralleles. Ces

cercles sont les bases de la zone et la distance de leurs plans
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estsa hauteur. Ainsi, tandis que la demi-circonference PABP
engendre une sphere en tournani iiulour du diametre PP

(fig. 4 ! 5), 1 arc AH decrit une zone dont les bases sent les

cercles AC et BD decrils par les points A et B, el dont la hau

teur est la projection (II) do 1 arc AB sur I axe PP .

Fig. 4 !.&quot;&amp;gt;.

Si 1 un des plans est tangent a la sphere, Fun des cercles
consideres se reduit a un point, et la zone, qui ri a plus alors

qu une base, recoil le nom de calotte spherique. Ainsi 1 arc PA,
en tournani autour de PP 7

, engendre une caloite spherique
donl le cercle AC esl la base et dont PC est la hauteur.

THEOREMS.

790. Lorsqu une droite AB tounie autour d un axe xy silite

dans son plan, I airequelle engendre a pourmesure leproduit
de la projection CD de cette droite sur Vaxe par la circonfc

-

rence clout le rayon est la perpendiculaire 10, elevtie an ,ui~

lieu I de la droite AB jusqu a la rencontre de Vaxe xy.

Fig. /,.8.

I

Nous supposerons que la droile AB est situee lout eulirre

d un nieme cote de l a\c xy. Des lors, quelles que soient les

positions relalives de AB el de xy, 1 aire engendree par AB a

pour mesure (74-9)

(0 277.IM.AB,

M etant la perpendiculaire abaissec du point I sur xy.
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Si la droilc AB est parallele a xy (fig. 4 8), le llieoreme

propose est tout demontre; sinon il faut transformer 1 expres-

sion (i). A cei effet, menons AE parallele a xy jusqu a la ren

contre de la projelante BD (Jig. 4 r ^); les triangles ABE, L\IO,

sont semblables comme ayant les cotes respectivement per-

pendiculaires, et Ton a.

TT3 ...
Ah. A r&amp;gt;

L expression (i) pent elre alors remplacee par

277.10.AE OU 277. 10. CD,

ce qui demontre la proposition enoncee.

Dans le cas ou le point A est silue sur 1 axe xy (Jig- 4 ] 7 )

le raisonnement subsiste; settlement la droite AE se confond

avec 1 axe.
THEOREME.

791. L aire engendree par line ligne brisee reguliere ABCD,
tournant autour d un diametrn xy qui ne la traverse pas, a

pour mesure le produit de la circonference inscrite dans la

ligne brisee par la projection A D de cette ligne sur I a.re xy

A #M N\U//
_J i^&quot;-^ I!

x A; A
1

B C O I) D\

SoientO le centre et 01 OKi^OL, I apolheme de la ligne

brisee reguliere ABCD; si Ton designe par aire AB 1 aire en-

gendree par la rotation de AB autour de xy, on a, d apres le

theoreme precedent,

aire AB ^ A B .circ. 01,

et de meme
aireBC = B C .circ.01,

aireCD^C D .circ.OI,

d ou, en ajoulant,

aire ABCD =
(
A B + B C + C D

J
.circ 01 = circ 01. A D .
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COROLLAIHK.

T!&amp;gt;2. Oonsiderons un arc do ccrole AD et une lignc brisee reguliere

inscrilc ABCD; t;mdis quo Tare AD tourne uutour du diamrtre .t-oy. la

lignc briseo engondre une aire qui tend vers une limite independanlc de

la loi suivant laquelle ses cotes tendent vers /(TO. F.n ell el, d.ms le pro-

duit A D . circ. 01 qui mesurc cello aire, le premier facteur A D est in

variable et le second circ. 01 a loujours pour limite circ. OA. C est cette

limile do Fairc engendreo par la ligne brisee reguliere inscrite qu on

appelle tare &amp;lt;/&amp;lt; Id zone decrite par Tare AD.

793. On voit sans peine quo la ligne brisee A, 8,0,0, circonscrite au

memo arc et semblable a la ligne inscrilo ABCD, cngendre uno aire qui

tend vers la memo limite. En effet, on a

aire_A, 0,0,0, _ A
,

D
,
.circ. A

~aire~ABCif~ A D .ciic.OI

. circ.OA OA
,

. ,

Or, le rapport ^-~
tend vers 1 unite lorsque le nonibre des

circ v/i v/i

cotes de la ligne brisee ABCD croit indefiiiiment, et i! en est de mme
A TY

du rapport qui, en vertu de la similitude des polygones A ABCOO
,A L)

A
, A, B, 0,0,0 ,, e,t aussi egal aA-

THfiOREMC.

794. L aire d tine zone tphtrique a pour mesure le pioduit
de sa hauteur par la circonference d un grand cercle.

Par d&amp;lt;Hinition, 1 aire dc la zone est la limite vers laquelle

tend Taire engendree par une lignc brisee reguliere inscrile

dans 1 arc generaleur de la zone, lorsque le nombre d&amp;lt;^s cotes

de cette ligne brisee croil indefiniment. D apres cela, soient S

1 aire de la zone, H sa hauteur, et R le rayon de 1 arc genera-

teur, c est-a-dire le rayon de la sphere a laquelle la zone ap-

partient; soient de meme s 1 aire engendree par une ligne bri

see reguliere inscrit 3 dans 1 arc generateur, et a I apotheme
de cetle ligne brisee. On a (791), puisque la projection de la

ligne brisee sur 1 axe est aussi egale a II,

Mais, lorsqu on fait croilre indefiniment le nombre des cotes
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de la ligne brisee, H reste invariable, s lend vers S, et# vers II.

On a done, a la limite,

COROLLAIRES.

795. Dans des spheres egales, deux zones sont entre elles

comme leurs hauteurs et, par suite, deux zones de meme hau

teur sont equivalences.

796. Considerons la calotte spherique engendree par Fare AB
lournant autour du diameire AD (fig. 4^o). En vertu du theo-

/ Fig. 4 20.

reme precedent, Faire de celle calotte a pourmesure

277. AO. AC = TT. AD. AC ou(223) rr.AB .

Done, line calotte spherique quelconque equivaut au cercle

dont le rayon est egal a la corde de rare generateur de la

calotte.

THEOREMS.

797. L aire de la sphere a pour mesure le produit de son

diametre par la circonference d un grand cercle.

Car cette aire pent etre consideree comme unezone dont la

hauteur est egale au diametre de la sphere. D ailleurs le raisori-

nement fait pour la zone s applique textuellement a ce cas

particulier.

COROLI.AIRES.

798. S etant 1 aire d une sphere de rayon R, on a

L aire de la sphere est done egale a quatre grands cercles.

On peut dire encore qu elle equivaut a Faire d un cercle dont

le rayon seruit dgal au diametre de la sphere.

799. Les aires de deux spheres sont entre elles comme les

carres des rayons ou des diametres.
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800. Voici deux applications numeriques :

i Trouver, a mains d tin myriamttre carre, la surface da

globe terrestre.

On sail, par la definition du metre, que la ciroonference

Tun grand cercle du globe renferme 4 millions de metres ou

, 4ooo
\ooo mynametres; son diametre est done egal a - -

et, par

suite (798), Faire du globe est

(4ooo\-

i (&amp;gt; ooo ooo
-

)
= - - z=

/ T-

un myriametre carre pres.

2 L aire d line sphere est \ metre carre : quel est son rayon?
form ul e

47:R
J = i donne

ji
tin millimetre pres.

R = - i/- = om j 282 ,

V. - VOLUME DE LA SPHERE.

DEFINITIONS.

801. Soient (fig. 42 #ABj le demi-cercle gcnerateur

Tune sphere et, dans ce demi-cercle, le secteur AOB dont la

irojection de la base AB sur xy est ah. Pendant que la demi-

irconference oc AB^- engendre la surface spherique, 1 arc AB

i^ngendre une zone (789), et les rayons OA etOBqui limiterit

secteur engendrent (739 )
les surfaces laterales de deux cones

revolution ayant pour bases les cercles AetB6. La por-
on du volume de la sphere comprise entre les surfaces late-

des de ces deux cones et la zone AB, est le secteur sphe-

\ique correspondant au secteur circulaire AOB.
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Un secteur spherique esi done le volume entendre par I

rotation d un secteur circulaire auiour d un diame\re exierieu
a sa surface; la zone engendree par Tare du secleurcirculair,
esl la base du secteur spherique.

802. On appelle segment spherique la portion du volume d.
la sphere comprise entre deux plans secants parallels. Le
cercles determines par ces plans paralleles sont les bases di

segment spherique, et leur distance en est la hauteur.
Lorsqu un des plans paralleles devicnt tangent a la sphere

le cercle correspondant se reduit a son pole, et Ton a un segment spherique a une base.

$\ 1 on ajoute (fig. 421) au secteur spherique AOB les dem
cones A0, B0, on obtient le segment spherique compris entri
les deux plans paralleles determines par la rotation des per,
pendiculaires Aa, B6, autour de xy. Ce segment spherique
correspond done a la rotation du trapeze mixliligne a\Ub an-
tour du in erne axe.

THEOREMS.

803. Lorsqu un
triangle tounie autour d un axe situe dam

son plan et passant par Vun de ses sommels sans traverser sa

surface, il engendre un volume qui a pour mesure le prodintde Vaire que decrh le cdte oppose au sommet fixe, par /&amp;lt;j

tiers de la hauteur relative a ce cdte.

Soil le triangle ABC ayanl son sommet A sur 1 axe .*y et AE
pour hauteur relative a ce sommet : nous distinguerons trois
cas.

Fi ^- 433- Fi
ff

. 4 2 3.

1 Supposons Fun des coles AB du triangle ABC confondii
avec 1 axe xy. Suivanl que la hauteur CD qui correspond
au cote AB tombe a 1 interieur (fig. fo-z) ou a 1 exterieur

.(fig- 4 23) du triangle ABC, le volume engendre par ce Irian-
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,le est la sommc on la difference des cones engendrcs par les

iliimlcs rectangles ACD, BCD.

En meme temps, le cylindre engendre par la rotation ilu

eclangle ABB A
, qui a meme bt.se el meme hauteur que le

riangle donne ABC, est la somme (fig. 4 2:)
)
ou la difference

Jig. -i
2^) des cylindres engendres par la rotation des rec-

angles ADCA , BDCB , doni le rectangle ABB A csl lui-meme

9 somme ou la difference. D ailleurs, le cone ACD est le tiers

du cylindre ADCA , et le cone BCD, le tiers du cylindre BDCB

752). Done, dans 1 un et 1 autre cas, le volume engendre par

e triangle ABC est le tiers du cylindre ABB A , et Ton a

vol. ABC = 7: 77 CD .AB:=-7:CD.BC.AE.
o o

En effet, CD.AB = BC.AE, ces produits representant tous

deux le double de Taire du triangle donne. Or, 7r.CD.BC ex-

)rime (74-4-) 1 aire laterale du cone BCD ou 1 aire de la surface

engendree par le cote BC dans la rotation du triangle ABC.

Par suite,

2 Supposons (fig- 424) Q ue e Cot(^ -^^ ^ u triangle n ayant

D!US que le sommet A sur 1 axe JT/, le cole BC prolonge vienne

rencontrer Taxe au point D.

Le triangle ABC etant la difference des triangles ACD, ABD,
le volume qu il engendre esl la difference des volumes engen-

dres par ces triangles. On aura done (i)

AE \E
vol.ABC = (aireDC aireDB) -y

:- a ireBC-- -

3 Supposons enfin que le cote AB du triangle n ayant plus

que le sommet A sur 1 axe .rj, le cote BC soil parallele a

eel axe.
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Le volume engendre par le triangle ABC, est la somm ,

g.^S)w la difference (Jig. 4,6) des volumes engendre.

Fig. 4 aO.

B

par les triangles ABE, ACE. Or, le volume engendre
triangle ABE esl les deux tiers du cylindre engendre
rectangle AB BE, et le volume engendre par le triangle Adeux tiers du cylindre engendre par le rectangle AC CE
Done, dans Pun et Pautre cas, le volume engendre
triangle ABC est les deux tiers du cylindre engendre
rectangle B C CB, somme (fig. 4*5) ou difference
des rectangles AB BE, AC CE; et 1 on a encore

par le

par le

le]

(752)

par le

vol ABC=
^ 7: AE

2

. BC = aire BC

27T.AE.BC exprime en effet Taire laterals du cylindre enen-dre par le rectangle B C CB ou I aire de la surface decrite

D

parle cote BC de ce rectangle.

THtOUfcME.
804. Le volume engendrt ,,ar un teeteurpolygonal fullertoumaM autour d un diametre exteneur a sa surface, a pourmesure leproduilde I aireque Merit la ligne brisee qui lui sert

de base, par le tiers de Vapotkeme de eette ligne brfsee.

Fig. 4-17.

Soil (Jig. 4?. 7 ) le secteur polygonal regulier (433) OABCD
tournant aulour du diametre xy. Decomposons ce secteur en
triangles, en joignanl an centre les sommels de sa base
ABCD, et appelons a I apotheme de cette base. Le volume
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engendre par le sectour sera In sonime des volumes engendres

par los triangles qui le constiluont. Or (803)

vol. AOB aire AB-,

vol.BOC=raireBC--,
\j

vol. COD = aire CD- !

En ajoulani ces egalites membr.e a membre, il vient

ou

vol . OABCD =
(
aire AB -4- aire BC -f- aire CD

)
. -

vol . OABCD = aire ABCI)

SCOLIE.

80o. Soient (fig. 427) AOD un secteur circulaire et OABCD, OA B C D ,

deux secteurs polygonaux reguliers semblables, 1 un inscrit, 1 aulrc cir-

conscrit au secteur circulaire. Si Ton de*signe par a et d les apothemes
des deux secteurs polygonaux, le rapport des volumes engendres par la

rotation de ces seclcurs autour d3 1 axe xy est (80i)

n_
a ire ABCD

{/ aire A B C D
i

Mais, lorsqu on fait tendre vers zero les cotes de la ligne brisee regu-
liere ABCD, suivant une loi d ailleurs quelconque, les deux facteurs du

produit qu on vient d ecrire tendent Tun et 1 autre vers l unite(290, 793).

Done, le rapport des volumes engendres par les deux secteurs polygo
naux a Punitd pour limite et, par suite, D en estde meme a fortiori du

rapport du volume du secteur splierique engendre par le secteur circu

laire AOD au volume decrit par chacun des secteurs polygonaux qui le

comprennent. Done enfin :

Lc volume d un secteur spherujuc, est Id limite commune des volumes

mngendrcs par des secteurs polygonaux reguliers semblables inscrit et

&quot;irconscrit du secteur ciraddire corrcsjwnddtit, hrsqu on fait crottre

indefinlment le nombre des cotes de leurs bases.

TIlfcORkME.

80G. Le volume d un secteur sphtrique a pour mesure le

trodult de Vaire de la zone qui lui sert de base par le tiers

in rayon de la spliere.
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Le volume d un secteur spherique est la limite des volumes

engendres par les secleurs polygonaux reguliers inscrils dans le

secteur circulaire correspondant, quand on fait croltre indefini-

ment le nombre des cotes de leurs bases. D apres cela, soient v

le volume engendre par un secteur polygonal regulier inscrit,

s 1 aire de la surface decrite par sa base, a son apotheme;
soient de meme V le volume du secleur spherique, S 1 aire

de la zone qui lui sert de base, R le rayon de la sphere.
On a ( 804 )

Mais lorsqu on fait crotlre indefiniment le nombre des cotes

de la base du secteur polygonal, v tend vers V, s vers S et a

vers 11. On a done, a la limile,

COUOLLAIRES.

807. Dans des spheres egales, deux secleurs spheriques
sont entre eux comme les zones qui leur servenl de bases, et,

par suite, deux secteurs spheriques dont les bases ont meme
hauteur sont equivalents.

THEORfcME.

808. Le volume de la sphere a pour mesure le produil de

son cure par le tiers du rayon.

Car ce volume pent elre considere comme celui d un sec

teur spherique ayant pour secteur circulaire correspondaril un

demi-cercle ou pour base 1 aire de la surface spherique elle-

meme. DViIleurs, le raisonnement fait pour le secteur sphe

rique s applique texluellement a ce cas particulier.

COROLLAIHES.

809. V etant le volume d une sphere de rayon H ou de dia-

metre 1), on a

810. Les volumes de deux spheres sont entre eux comme
les cubes des rayons ou des diametres.
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811. Voici deux applications numeriques :

i Trouver le volume du globe terrestre.

L aire du globe est(800), a moins d un myriametre ca re,

20000000&quot;

5&amp;lt;H)2c)58mynamelres carres. Son rayon estu ailleurs

on 636(&amp;gt; kilometres, a i kilometre pres. Le volume du globe

terrestre, egal an produit de son aire par le tiers dfl rayon, sera

done i 08 r oooooo rnyriamelres cubes, a un million de myria-
metres cubes pres.

Si Ton prend le rayon du globe terrestre pour unite, le rayon
du Soleil est represente par io8,5. L aire et le volume du So-

leil sont done environ u 800 fois et 1280000 fois 1 aire et le

volume de la Terre (799, 810).

2 Troitver le rayon de la sphere dont le. volume est un

metre cube.

La formule

T: R 3 = i donne R = ij- = o n
,62o

3 V 4^

a moins d un millimetre.

SCOLIE.

812. Les volumes de deux polyedres circonscrils a la meme

sphere ou a des spheres egales sont entre eux comrne les aires

de ces memes polyedres.

Si Ton decompose, en effet, les polyedres donnes en pyra-

mides, en prenant pour centre de decomposition le centre de

la sphere inscrile, la mesure du volume de chacun d eux s ob-

tiendra en multipliant 1 aire de sa surface par le tiers du rayon

de la sphere ( 6^6).

THfcOREME.

813. Le volume engendre par un segment circulaire tour-

nant autour d un diametre exlerieur a sa surface, equivaut
au sixieme du cylindrc qui a pour rayon la corde du segment
et pour hauteur la projection de cette corde surTaxe.

II. 12



iy8- GEOMETR1E DANS L ESPACE.

Le segment AwB (fig. 428) est la difference du secteur cir-

culaire AOB et du triangle isocele AOB; la portion du volume

Fig. /,
2 8.

*W _^B

x D OF

de la sphere engendree par la rotation de ce segment sera done

egale a la difference des volumes du secleur spherique AOB
et du triangle tournant AOB.
DF etant la projection de AB sur xy et OT la hauteur du

triangle AOB, on aura (790, 794, 803, 806)

sect. sph. AOB= zoneAB-^r=^ 7:OA .DF,

vol. AOB = aire AB~ = |TT OI* . DF.
o j

Par suite,

Le triangle rectangle OIA donnant

-
OA - 01 = AI =

,

4

il vient en reduisant

ce qui verifie 1 enonce.

THfiORJEME.

814. Le volume d un segment spherique equivaut an vo

lume a&quot;une sphere ayant pour diametre la hauteur du seg
ment, augment^ de la demi-somtne des volumes de deux cy-
lindres ayant pour hauteur commune celle du segme?it, et pour
bases respectives les bases du segment.

Le trapeze mixtiligne DAmBF (fig. 429) engendre un seg-
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spherique en tournant autour du diametre .r&amp;gt;-(802). Ce

segment osi done la somme des volumes engendres par le

Fig. |2i).

* D FO y
* D F F

segment ciroulaire AwB et le trapeze rectangulaire DABF.

On a d abord(813)

Le trapeze DABF engendrant un tronc de cone de revolution,

on a aussi (754-)

vol. DABF = i TrDF (fiF -I- AD* -f- BF.AD)

Par suite,

vol.DA/iiBF= ::DF (Afi 4- ?JBF + 2 AD -h aBF. AD)

D ailleurs, la corde AB est liee a la hauteur DF et aux rayons
BF et AD des bases du segment spherique par la relation

AB == AE H-BE
J

-_=DF
J

H-(BF AD)
2

ou

AB J= ]^F
2

-hBF
2

-h AD
2

2BF.AD.

- 2

En subslituant cette valeur de AB et en simplifiant, il vient

vol .DAmBF =
g
-DF (DF

2

+ 3BF
2

H- 3 AD
2

),

ce qu on peut ecrire

vol . DA in BF i
TrDF&quot; -h

l-
( -BF . DF -f- T.AD . DF ) ,

de maniere a verHier Tenonce (809, 734).

Si le segment considere n a qu une base, c est-a-dire si

(Jig. 43o) le point D vient occuper Tune des extremites du

12.
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diametre xy, on a simplement

vol .DmBF = ? TrCF -f- - TT BF\DF.
6 2

SCOLIE.

815. Quand le segment spherique n a qu une base (fig- 43o),

on peut exprimer son volume V en fonction de sa hauteur

DF h et du rayon R de la sphere. On a alors, d apres la for-

mule precedente,

D O

IVailleurs (223),

d ou

V = I TrA 3
-4-

- ^A faR //
)b 2

ou, en simplifiant,

On peut trouver directement cette formule, en regardant le

segment a une base comme la somme on la difference du

secteur spherique termine a la meme calotte spherique et du

cone de revolution qui, ayant la meme base que le segment,
a son sommet au centre de la sphere. Le segment spherique
est la somme ou la difference des deux volumes indiques, sui-

vant qu il est plus grand ou plus petit que la demi-sphere.
Dans le premier cas (Jig. 43o), on a

V = fwR
3
/* - - 7rBF

2

(R - A);

dans le second (meme figure),

V := TrR /* +

Ces deux formules soni identiques, puisque BF a to ujours

la meme expression ; et, en les simplifiant, on retrouve la for

mule (i).
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Voici une application numeriquQ :

Calculerle volume du segment spherique a une base de om
,

i

de hauteur dans la sphere^le i metre de rayon.

La form tile (i) donne

a i centimetre cube pres.

O mr,Ogi

VI. - PROPRIETES DES TRIANGLES SPHERIQUES.

DEFINITIONS.

810. On appelle polygone splierique la portion de surface

spherique ABCDE comprise entre plusieurs arcs de grand
cercle. Ces arcs AB, BC, CD, DE, EA, sont les cdtes du poly-
gone; les angles ABC, BCD,..., qu ils forment et les som-
mets B, C, . . .

, de ces angles sont les angles et les sommets du

polygone (fig. 43 1).

Fig. /,3i.

Un polygone spherique est dit convexe lorsque chaque
cote prolonge laisse tout le polygone dans le meme hemi
sphere.

Chaque c6te d un polygone spherique convexe est moindre

qu une demi-circonference de grand cercle. Car, si le cole AB,
par exemple, etait plus grand qu une demi-circonference, on
pourrait prendre sur AB, entre A et B, un point I, tel que Al
fut egal a une demi-circonference; des lors, le grand cercle

auquel apparlient le cole AE passerait par le poini I (765), el
le polygone ne seraii pas loul eniier dans Tun des deux hemi
spheres delermines par ce grand cercle AE.
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Un polygone spherique convexe ne peut etre rencontre en

plus de deux points par un arc de grand cercle (73).

817. Le polygone spherique le plus simple est le triangle

spherique ; c estla portion ABC de la surface de la sphere com

prise entre trois arcs de grand cercle AB, BC, CA, qui sont

ckacun moindres qu une demi-circonference. D apres cela, un

triangle spherique est toujours convexe ( fig- 4^2).

Fig. /,32 .

On pourrait admettre des cotes qui surpasseraient la demi-

eirconference, et appeler encore triangle spherique la figure

Iormee par des arcs tels que AB, AC, BDC, dorit le dernier est

superieur a une demi-circonference. Mais d abord cela serait

incommode, parce que ces nouvelles figures presenteraient

des angles tels que A qui surpasse deux angles droits; et en-

suite cela est inutile, car la connaissance des elements du

triangle spherique proprement dit ABC entraine celle de tous

les elements de la figure formee par les arcs AB, AC, BDC.

Un triangle spherique est isocele, equilateral, rectangle,

dans les memes circonstances qu un triangle rectiligne (27).

818. En joignant les sommets d un triangle spherique ABC

(Jig. 434) a u centre de la sphere, on forme un angle triedre

OABC, dont les faces OAB, BOC,..., ont la meme mesure (136)

que les cotes correspondants AB, BC, . . ., du triangle sphe

rique, et dont les angles diedres OA, OB,. . .
, ont la merne

mesure (761) que les angles A, B,. . .
, de ce triangle. La meme

remarque s etend a un polygone spherique ABCD (^g.433) et

a Tangle polyedre correspondant OABCD.
D apres cela, a chaque propriete des angles triedres ou po~

lyedres repond une propriete analogue des triangles ou poly-

gones spheriques; et, pour enoncer ceite propriete, il suffit
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de remplacer respeclivemenl les motsface el angle diedre par

les mots c6te el angle. C est meme cette marche que Ton suit

pour etablir les premieres proprieles des figures spheriques.

Mais plus lard, et pour des proprieles moins simples, il est

ordinairement preferable de faire Tinverse, c esl-a-dire d ela-

blir directement les proprietes des figures spheriques pour en

deduire les proprieles des angles polyedres correspondarits.

On raisonne en effel sur une surface, et en particulier sur la

sphere, presque aussi aisemenl que sur un plan, landis qu il

faul un cerlain efforl pour se bien represenier une figure de

1 espace un peu compliquce. L eiude de 1 asironomie ne laisse

a eel egard aucun doute, et la conception de la sphere celeste

est un des plus heureux artifices geomelriques qu on ail ima

gines.

819. Si Ton prolonge les areles de Tangle polyedre OABCD

(fg. 433) an dela du sommel 0, on forme un angle polyedre

symelrique OA B C/1) , qui delermine sur la surface de la

sphere un polygons A B C D . Les deux polygones ABCD,
A B (7D , donl les sommets soni ainsi diamelralemenl opposes
deux a deux, sonl appeles polygones spheriques symetriques.
Les considerations developpees au n 566 conduisenl aux pro

prieles suivanles :

i Deux polygones symetriques ont leurs angles et leurs

cdtes egaux deux a deux ; 2 ces polygones ne sont pas en ge
neral superposables, attendu que les parties respectivement

egales sont disposees dans un ordre inverse ; 3 pour quun
triangle splierique soil superposable a son symetrique, ilfaut
et il sufjit quil ait deux angles egaux, et dans un tel triangle
les cdtes opposes aux angles egaux sont egaux; en d aulres

lermes, ce iriangle esl isocele.
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THEOREME.

820. Dans tout polygone spherique, un c6te quelconque est

moindre que la somtne de tons les autres.

En effet, soil ABCD le polygone propose (fig. 433). Dans

Tangle polyedre correspondanl OABCD, on a (567)

AOB
&amp;lt;

BOG -4- COD 4- BOA .

Done (136)

arc AB
&amp;lt;

arcBC -h arcCD 4- arc DA.

SCOLIES.

821. Dans tout triangle spherique ABC (fig. 435), A un plus

grand angle est oppose un plus grand cdte.

Cela resulte de la propriete analogue de Tangle triedre
(
568 ).

On peul aussi le demontrer comme pour le triangle rectiligne

(36, 2). Soil Tangle ABC plus grand que Tangle C; on pourra
mener dans Tangle ABC un arc de grand cercle BD qui fasse

avec BC un angle DBC egal a Tangle C. Le triangle BDC ayant
deux angles egaux DBC, DCB, sera isocele (819), et Ton aura

BD DC. Or, le triangle ABD donne (820)

AB
&amp;lt;

AD -+- BD

et, en remplacant le cote BD par son egal DC,

AB
&amp;lt;

AD + DC ou AB
&amp;lt;

AC.

En rapprochant ce theoreme de celui qui a ete demontre au

n 819 (3), et en raisonnant comme au n 37, on voit que : re-

ciproquemenl, si un triangle spherique est isocele, les angles

opposes aux cdtes egaux sont egaux, et si un triangle sphe

rique a deux cdtes ifiegaux, au plus grand cdte est oppose le

plus grand angle.

822. De ce qu un triangle spherique isocele est superpo-
sable a son symetrique, il resulte, comme au n 38. .que dans

tout triangle spherique isocele I arc de grand cercle qui joint
le sommet au milieu de la base est perpendiculaire sur cette

base et dwise I angle au sommet en deux parties egales.

823. Enfin, les proprieles du triangle rectiligne demonlrees
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aux n* 31, 32 et 33, s appliquenl au triangle spherique et se

demonlrent dc meme; il suffit de remplacer le moldroite par

Ics mots arc dp grand cere If.

Fig. 430.

THfcORfeME.

824. Dans tout polygone spherique convexe, la nomine des

cdtes est moindre qu une circonference.

Car la somme des faces de Tangle polyedre correspondant
esl moindre que qualre angles droits (570).

La demonstration directe est d ailleurs facile. Considerons

d abord un triangle spherique ABC (Jig. 436 )
el prolongeons

les cotes AB et AC jusqu a leur rencontre A
; les deux arcs

ABA , ACA ,sonldes demi-circonferencesdegrand cercle(7C5),

el comme dans le triangle BCA le cole BC est moindre que
BA -4- CA , la somme AB -+- AC -f- BC des cotes du triangle ABC
est inferieure a ABA -h ACA , c esl-a-dire a une circonference

de grand cercle.

En operant d une maniere analogue sur un polygone, c est-

a-dire en remplacant un cote par les prolongements des deux

qui lui sont adjacents, on vpit que si la proposition est vraie

pour un polygone convexe, elle subsiste pour le polygone
ronvexe qui a un cole de plus; done elle est generale.

THfcOREME.

825. Si un tridtiglc spherique A B C est le trianglepolairctPun triangle

spfafrique donnc ABC, r^ciproquemerU ABC sera le triangle polaire dc

A B C .

Pour bien comprendro la definition du triangle polaire etl objet du pre
sent th^oreme, il convient de faire unc remarque.

Solent EIF un grand cercle (Jig. 437), P Tun de ses pdles, et M un

point quelconque de la sphere. Si P et M sont d un meme col6 du grand
cercle EF, le plus petit arcde grand cercle qui va de P en M est moindre

qu un quadrant PI. Si P et M sont de part et d autre du grand cercle EF,
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le plus petit arc de grand cerclo allant de P en M est superieur u un

quadrant.
Fic . /,3 7 . Fig. 438.

Cela pose, on nomine triangle polaire d un triangle spherique ABC un

nouveau triangle A B G (fig. 438) dont les sommets sont definis dc la

maniere suivante : A est celui des deux poles du grand cercle BC qui est

par rapport a pe grand cercle du meme cote que le sommet oppose A; de

meme B est le pole de AC qui est situe par rapport a AC du meme cote

que B, et C est le pole de AB qui est place par rapport a AB du meme
cdte que C.

II s agit de demontrer que, reciproquement, le triangle ABC est le

triangle polaire de A B C . A cet eflet, considerons 1 un quelconque deses

sommets. C par exemple; A etant le pole de BC, 1 arc de grand cercle

qui joindrait C et A est un quadrant; de meme 1 arc de grand cercle CB
est un quadrant, puisque B est le pole de AC. Done, le point C (787) est

le pole de A B . De plus, puisque C est le pole de AB, qui se trouve par

rapport a AB du meme cote que C, le plus petit arc de grand cercle allant

de C en C est moindre qu un quadrant; par suite, C est le pole de A B

qui se trouve par rapport a A B du meme cote&quot; que C .

SCOLIE.

826. D apres cela, le triangle polaire A B C d un triangle donne ABC

peut 6tre considere comme obtenu en decrivant des sommets A, B, C,

pris successivement pour poles, trois circonferences de grand cercle. Ces

trois circonferences divisent la surface de la sphere (fig. 438) en huit

triangles, dortt 1 un A B C est le triangle polaire de ABC. C est celui qui

est tel, que les sommets Act A soient d un meme cote par rapport a BC,

les sommets B et B d un meme cote par rapport a AC, et les sommets C

et C d un meme c6te par rapport a AB.

Les deux triedres OABC,OA B C
, qui repondenta deux triangles polaires

ABC, A B C
,
sont supplementaires (572). En effet, d apres la construction

du point C ,
on voit que 1 arete OC

, par exemple, est perpendiculaire ( 768)

au plan AOB et situee par rapport a ce plan du meme cote que OC : on

raisonnerait de m6me pour les autres aretes OB et OA . Chaque angle de

1 un des triangles ABC, A B C
,
doit done (573) etre le supplement du c6te

oppose dans 1 autre triangle. Mais cette propriete, en verlu de laqucllc
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deux triangles polaires sont aussi appeles triangles supplemetttaires, nu 1-

rile d etre demontree direclcment; c est la Tobjet du theorems qui suit.

THfcOREME.

827. Si ABC, A B C
,
sont dcu.r triangles pnlitires, c/iftf/itr angle dc fun

dc ccs triangles a pour incsurc nnc dcnii-circonjere/icc da grand cercle,

inoins Ic coir oppose dans iautrc
tri&amp;lt;i//glc (j(%. 4^9 )

Fig. /,39 . Fig. /,/,,

En effet, considerons, par exemple, Tangle A et prolongeons, s il le

faut, les cdtes AB et AC jusqu a la rqnconlre de Tare B C
; puisque A

est le pole de B C
, Tangle A a pour mesure Tare DE (772 ) ;

mais on a e vi-

demment
DE = B E + DC -B C .

D ailleurs B E et DC sont des quadrants, puisque B est le pole de AC et

C le pdle de AB. On a done

DE = - circ. de grand cercle B C .

On procederait de la meme maniere pour les angles B et C.

Les triangles ABC et A B C resultant Tun de Tautre par la meme con

struction (825), la propriete que nous venons de demontrer pour les an

gles A, B, C, du premier triangle convient aux angles A ,
B

,
C

,
du second.

On prouverait d ailleurs directement que Tangle A
, par exemple, a pour

mesure le supplement de BC, en prolongeant BC jusqu a la rencontre de

A B etde A C .

SCOLIE.

828. Les proprie&quot;les des triangles polaires s etendent aux polygones et

aux courbes spheriques.

Soit (7^.440) un polygone spherique convexe ABCDE; prenons, des

deux pdles de Tare de grand cercle EA, celui qui, par rapport a EA, est

dans le meme hemisphere que le polygone ABCDE ; prenons d une maniere

analogue les pdles B , C ,
D

,
E

,
des cdte&quot;s AB, BC, CD, DE. Le polygone

A B C D E sera le polygone /Mhiiredii propose, et Ton demonlrera, comme
aux n08 825 et 827 : 1 que, si nn polygone sjjhcrique A B C D E est le
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polygons polairc d u?i polygonc donne ABODE, rt ciproquement ABODE
est le pnlygone polaire dc A B O D E

;
2 que, dans deux polygones po-

laircs, tout angle de I un est le supplement da cote de rantre dont le

soinmet de I angle con,fidere est le pole.

829. On appelle arc de grand cercle tangent en un point M d nnc

courbe spherique AMN (Jig. 440 la limite des positions que prend le grand
cercle mene par le point M et un point voisin N, lorsque ce second

point N de la courbe tend vers le premier. Une courbe spherique est con

vexe si le grand cercle tangent en Tun quelconque de ses points laisse la

courbe tout entiere dans un seul hemisphere (816). Une courbe spherique
convexe ne saurait etre rencontr6e par un grand cercle en plus de deux

points; et, des deux arcs de grand cercle qui joignent deux points quel-

conques de la courbe, le plus petit, c est-a-dire celui qui est moindre

qu une demi-circonference, est a Vinterjcur&Q la courbe.

Cela pose, soit A M (./?#. 44 )
une courbe spherique convexe; en un point

quelconque M de cette courbe, menons le grand cercle tangent et prenons
le pole M de ce cercle qui est dans le meme hemisphere que la courbe A M

;

le lieu des points M est la courbe polaire AM de A M . Inversement, la

courbe A M est la courbe polaire de AM; en d autres termes, le point M
est le pole de 1 arc de grand cercle tangent en M a la courbe AM; car si

N est le, pdle de Tare de grand cercle N T tangent a la courbe A M en

un point N voisin de M
,
le point T sera le pole (787) de Tare secant MN,

et quand ce dernier arc deviendra tangent en M, le point T se confondra

avec M . Ainsi, les points M et M des deux courbes se correspondent
deux a deux, de telle sorte que le point M soit le p61e de Tare de grand
cercle tangent en M et que le point M soit le pole de Tare de grand

cercle tangent en M.

Deux figures spheriques polaires sont des figures correlatives; a tout

point de Tune repond un arc de grand cercle dans 1 autre, de telle sorie

que. si trois points de la premiere sont sur un meme grand cercle, les

trois arcs de grand cercle correspondants de la seconde passent par un

meme point, pole de ce grand cercle. Tout theoreme en engendre imme-

diatement un autre; et c est meme cette correlation des figures spheriques

qui a suggere 1 idee du principe general de dualite.

COROLLAIRE.

830. Dans tout tritingle spherique : 1 la sommc des angles est comprise
entre deux et six angles droits ; 2 le plus petit angle augments de deux

droits surpasse la soinme des deux autrcs.

La demonstration est la meme que pour les angles triedres (575), et

les proprietes enoncees peuvent etre elles-memes considerees comme une

consequence des proprietes conespondantes des triedres.

II resulte de la qu un triangle spherique peut etre rectangle, bi-rectangle,
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tri-rectangle; c est-a-dire qu il pent avoir un, deux ou trois angles droits:

ses trois angles peuvcnt meme (Mre a la fois oblus.

Dans tout triangle bi-rectangle, lo sommel de Tangle qui n est pas droit

est le p6le (787) du cote oppose, et les cdtes qui comprcnnent cet angle

sont des quadrants.

Dans le triangle tri-reclangle, tousles cotes sont des quadrants; sur la

meme sphere, tous les triangles tri-rectangles sont egaux; //// id triangle

e\t lc huiticmc de la sphere. C est ce qu on voit en menant trois grands

cercles perpendiculaires enlre eux deux a deux.

THEOREMS.

831 . Deux triangles SphdriqilCS traces sur la meme sphere OIL sur des

spheres cgales sont egaux dans toutcs leurs parties : i lorsqu ils out un

cote egal adjacent a deux angles egaux chacun a chacun; 2 lorxf/ii ils

out un angle egal compris entre deux cotes egaux chacun a chacun;
3 lorsqu ils out les cotes egaux cliacun a chacun; 4 lorsqu?it$ out les

angles egaux chacun a cliacun. Dans tous les cas, its sont egaux ou sy-

metriqucs, suivant que la disposition des elements donnes est la meme ou

est inverse.

Ce theoreme est une consequence des proprieties analogues (577, r&amp;gt;78)

des angles tiiedres. On peut aussi le demontrer directement.

Supposons d abord que la disposition des elements soit la meme dans

les deux triangles, on demontrei a Tegalite pour les trois premiers cas en

raisonnant comme au n 34 de la Geometric plane. Quant au quatrieme

cas, il resulte du troisieme par la consideration du triangle polaire (827).

Remarquons en outre que les deux premiers cas sont aussi corre&quot;lalils Tun

de 1 aulre.

Si la disposition des elements donnees est inverse, le premier triangle

et le symetrique du second presentcront la meme disposition : ils seront

done egaux en vertu des donnees; par suile, les triangles proposes seront

symetriques.

SCOLIE.

832. Un triedre, dont le sommet est place au centre de deux spheres

concentriques, determine ev.demment sur ces spheres deux triangles sphe-

riques dont les angles sont respeclivement egaux et les c6le&quot;s proportion-

nels. DJUX triangles spheriques de cetle nature sont dits scmbUibles.

THfiOREME.

833. Deux triangles spheriques symetriques ABC, A B C ,

sont equivalents (Jig. 442 )

Prenons le pole P du petit cercle qui passerait par les points

A, B, C, el menons les arcs de grand cercle PA, PB, PC, qui
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sont egaux entre eux (769). Tracons le diametre POP et les

arcsde grand cercle P A ,
P B

,
P C . L egalite des angles PDA,

P OA , entratne celle des arcs PA et P A
;
on voit de meme

que PB P B , et PC= P 7 C
; par suite, comme PA PB= PC,

il faut qu on ait P A = P B = P C . D apres cela, les triangles

PAB, P A B
, sont symetriques et isoceles; ils sont done su-

perposables. De meme les triangles PAC, P A C
, sont egaux

entre eux, ainsi que les triangles PBC, P B C/. Done enfm, le

triangle ABC, somme de PAB, PAC et PBC, est equivalent au

triangle A B C , somme de P A B , P A C et P B C .

Si le poleP tombail a Texterieur du triangle ABC, ce triangle

ne serait plus une somme mais une difference.

Fiff- 442- Fig. 443.

COROLLAIRE.

834. SI deux arcs de grand cercle AC A
, BC B

,
se coupent

dans un mme kemispkere C ABA B ,
la somme des triangles

opposes AC B,A C B 7

,
est egale au fuseau dont I angle est

On nomme fuseau la portion de surface spherique comprise

enlre deux demi-grands cercles CAC 7

, CBC , qui se terminent

a un diametre commun COG ; Tangle ACB ou AC 7 B de ces deux

arcs est dit Vangle du fuseau.
Cela etant, le fuseau compris entre CAC et CBC se com

pose du triangle ABC
7
et du triangle ABC ; et, comme le trian

gle A B C est evidemment le symetrique de ABC et que deux

triangles symetriques sonl equivalents, on voit que le fuseau

dont Tangle est C est egal a la somme des triangles opposes
AC B,A C B .

THEOREMS.

835. Si Von prend pour unite d angle V angle droit et pour
unite d aire I aire du triangle tri-rectangle, un fuseau a pour
mesure le double du nombre qui mesure son angle.
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On voil immedialemenl que, snr la wenie sphere on sar des

spheres egales : i deux fuseaux de inenif angle sont superpo-
sahles; 2 an fuseau est egal a la somme de deux mitres* si

son angle est egal a la xoninie des angles de ces deux autres.

II resulte de la (135) que deux fuseaux quelconques d ane

nit-nie sphere sont entre eux cowme leius angles.

Cela elanl, soienl A et A les nombres qui mesurent les an

gles de deux fuseaux d une meme sphere, Tangle droit elanl

pris pour unite; et soienl F el F les nombres qui mesurent

ces fuseaux, le triangle Iri-reciangle (830) etant pi is pour unite

d aire; on aura
A

F
&quot;&quot;

A
*

Prenons A = i
; le fuseau correspondent, ayani son angle droil,

sera egal au quart de la sphere, c est-a-dire au double du iriangle

Iri-reciangle : on aura done F =. 2 el, par suile,

i) d ou F=2A.
2 I

SCOLIE.

83G. Soienl a, R et 9, Tangle du fuseau evalue en degres,

e rayon de la sphere evalue en metres el Taire du fuseau eva-

uee en metres carres : Tangle droit renfermant 90 degres, el

e Iriangle iri-reclangle elanl egal au huilieme - de la sphere,

on aura

A, F =
90 w

et, par suite, en vertu de la relation (i),

-K 3
.

90

Evaluons, par exemple, le fuseau de 3o i5 dansla sphere dont

e rayon est i
m
,2. Nous aurons

= 0,484x7:= i
m
i,5?.o5

7 centimetre carre pres.
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THEORfcME.

837. iSi Von prend I angle droit pour unite d angle et le.

triangle tri- rectangle pour unit& d aire, I aire d un triangle,

splierique a pour mesure la somme des nombres qui mesurent

ses angles, diminuee de 2.

Fig. W\.

Soil ABC le triangle propose; achevons le grand cercle AB,

et prolongeons les cotes AC, BC, jusqu aux points A 7

et B ou

ils rencontrent ce grand cercle. On aura evidemment

ABC-f-BCA ^fus.A,

ABC 4- ACB = fus.B,

et
(
834

)

ABC-t-B CA ^fus.C.

La somme des premiers membresde ces trois egalites se com

pose de la demi-sphere et de deux fois I aire du triangle ABC.

Comme, dans le systeme d unites adopte, la demi-sphere est

mesuree par le nornbre
4&amp;gt;

s ^ n designe par S, A, B, C, les

nombres qui mesurent I aire et les angles du triangle, on

aura (835)
4H--2Sr=2A-f-2BH-2C,

d ou

(i) S = A-f-B-f-C 2.

SCOLIES.

838. Soient K le rayon de la sphere evalue en metres,

a I aire du triangle en metres carres, et a, 6, y, les angles de

ce triangle evalues en degres; on aura

9 9 9
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et, par suite, en vertu de la relation (i),

, a-t-6-hy 180
(2) &amp;lt;J=

-
g* 7TR2

.

I 80

Voici deux exemples :

i Quelle est, sar la sphere dont 1 aire est egale a i metre

carre, Vaire du triangle dont les angles sont de 61 degres,

109 degrgs, 127 degres?

Le rapport de ce triangle au triangle tri-rectangle est, d apres
la formule (i),

61 -t- 109+ i-&amp;gt;-7

1 80 _ 1 17
i o r

9 9

et comme le triangle tri-rectangle est ici le huitieme du metre
carre, 1 aire du triangle donne est

i X i,3 omi, 1625.
o

2 Quelle est, sur la sphere dont le rayon est am ,4, 1 aire an

triangle splierique dont les angles sont de 5i37 , 73 n
,

La formule (2) donne, en reduisant en minutes,

__ (5i -4- 73 + 87 180)60 -f- 37-+- 1 1 4- 43
180.60 -7r( 2

&amp;gt;4)

= i ,o4o533 X -
3&quot;&quot;i, 2689

a i centimetre carre pres.

839. En analyse, on evalue generalerrtent les angles en parties .du

rayon (297, 3); alors Tangle droit repond a f , ct si Ton designe par A
,

B ,C , les angles du triangle evalues en parties du rayon, on a

A 2A 2B 2C

et, par suite,

2,. *(A -hB -hC -}.

D ailleurs, le rayon de la sphere etant i, 1 aire du triangle tri-rectangle
H- .3
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est alors mesure&quot;e par -&amp;gt; de sorte qu on a

S 28
O =

5

7T 7T

S etant le nombfe qui mesure 1 aire du triangle dans ce nouveau systeme
d unites. On a done enfm (837), a cause de la formule (i),

S = A -J-B +C TT.

On donne a ce nombre abstrait A -f-B -hC K le nom ftexecs sphe

rique du triangle.

THEOREMS.

840. Si I&quot;on prcnd I angle droit pour unite d angle ct le triangle tri-

rectangle pour unite d aire, I aire dun polygone spherique de n cotes a

pour mesure la somme des nombres qui mesurent ses atiglcs, dimimiec de

*(-*).
On arrive a ce resultat en decomposant le polygone en triangles a 1 aide

d arcs de grand cercle diagonaux issus d un mfime sommet, et en appli-

quant la formule (i) du n 837 aux (n 2) triangles ainsi obtenus.

SCOLIE.

8ii . Soient, dans le systeme d unites adopte, S, A,, A
2

. . . .
,
An ,

les me-

sures de Taire et des angles d un polygone spherique convexe de n cotes:

on aura
S = (A, -+- A,H-...-f- AJ 2(72 2).

Designons par &amp;lt;7,,
&amp;lt;7,,

. . ., a
n ,

les nombres qui mesurent les cotes du po

lygone polaire (828), en prenant pour unite de longueur le quart de la

rirconference d un grand cercle; on aura

A, = 2,
&amp;lt;7,,

A
2

2
tfj,

. . . .
,

A
7l

2 rt
/7

et, par suite,

S = [ 2 n ( rt,
-i- a

^
-f- . . . -+- an )]

2
(
n 2

)
= 4 (

a
\

~+~ a
i
~+~ ~+- fl

H ) &amp;gt;

on enfin, en designant par p le perimetre du polygone polaire,

S = 4 p.

Ainsi, Vairc d un polygone spherique eonvcxe rst egale a 4 tnoins le pe
rimetre du polygone polaire ; cette relation merite d etre remarquee.

THfiOREME.

84^2. Le volume d ttne pyramide spherique a pour mesure le

produit de sa base par le tiers du rayon de la sphere.

Une pyramids spherique est la portion du volume de la
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sphere comprise entre les faces d un angle polyedre dont le

sommet est au centre de la sphere ; le polygone spherique cor-

respondant a cot angle polyedre est la base de la pyramids.
Deux pyramides spheriques sont dites symetriques lorsquYllcs
ont pour bases des polygones spheriques symelriques.
On appclle onglet la portion du volume de la sphere com

prise entre deux demi-grands cercles CAC , CBC (Jig. 443): lo

fuseau C ACBC est la base de 1 onglet, et son angle est Yangle
de 1 onglet.

On demontre que :

F Deux pyramides splieriques triangulaires symelriques
sont equivalentes (833);

2 Si Von prend pour unite d angle I angle droll, et pour
unite de volume la pyramide tri-rectangle. qui est le huitieme

du volume de la sphere, un ong/et a pour mesure le double

du nombre qui mesure son angle (835);

3 Dans lememesystemed unites, le volumed une pyramide
spherique triatigulaire a pour mesure le nombre A -4- B -f- C -*-

2,

A, B, C, etant les mesures des angles du triangle spherique qui
sert de base a la pyramide (837).

II resulte de la que le rapport du volume d une pyramide

spherique triangulaire a 1 aire de sa base est egal au rapport
de la pyramide spherique tri-rectangle au triangle tri-rectangle;

mais ce dernier rapport est egal a celui du volume de la sphere
a son aire, c est-a-dire au tiers du rayon. Done, le volume
de la pyramide spherique triangulaire est egal au produit de

sa base par le tiers du rayon. Et ce theoreme s etend a la

pyramide spherique polygonale, en decomposant sa base en

triangles.

THEORKME.

843. Le plCis
court chemin d un point a un antre sitr la

surface de la sphere est I arc de grand cercle, moindre qu une

demi-circonference, qui joint ces deux points.

1 II faut, avant tout, definir la longueur (Tun arc dc c&amp;lt;nirbe tniece sur

la sphere.

Concevons que, dans un arc dc courbe spherique AB (fig. 445), on

inscrive une suite de polygones sph6iiques se deduisant les uns dc&amp;gt; ;iu-

&amp;lt;) tres d apres une loi arbitraire mais bien determinee, et telle, que le

i plus grand cdt6 des polygones inserits aille continuelloment en decrois-
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sant jusqu a zero, ce qui exige que le nombre des cotes de ces polygones
croisse au dela de toute limite. Prenons seulement dans chaque poly-

gone la portion inscrite dans 1 arc AB, c est-a-dire la portion correspon-
dante aux sommets h, /-,. .., , compris entre A et B : la longueur de

1 arc AB est, par definition, la limite vers laquelle tendent les perime-
tres de ces portions de polygones.
Pour legitimer cette definition, il faut prouver que cette limite existe

et qu elle est independante de la loi suivant laquelle varient les polygones
inscrits.

D abord, on peut toujours supposer 1 arc AB convexe; sans quoi, on

le decomposerait en plusieurs arcs convexes, et la proposition une fois

)&amp;gt; demontr^e pour les arcs partiels s etendrait a 1 arc total.

Cela pose, soil M. . . la portion d un polygone spherique inscrite dans

1 arc AB; en joignant les sommets extremes h et u par un arcde grand
cercle hvu moindre qu une demi-circonference, nous formerons un po-

lygone spherique convexe /// . . . uvh que nous designerons par P. Construi-

sons le polygone spherique P polaire de P (8128) ;
la mesuredu perimetre

de P, valuee en prenant un quadrant pour unite, sera egale a 4 dimi-

nue de la mesure de 1 aire du polygone P 6valuee en prenant le triangle

tri-rectangle pour unite&quot; d aire (841 ). Mais le perimetre de P se compose
du perimetre de la portion hk. . .u de polygone inscrite dans Tare AB,

Fig. /,/j5.

plus 1 arc hvu qui, a la limite, devient 1 arc de grand cercle moindre

qu une demi-circonference joignant le point A au point B; il suffit done

de demontrer que 1 aire du polygone P tend vers une limite bien de-

terminee et independante de la loi suivant laquelle varierit les polygones

inscrits dans la courbe AB. Or, soient w le pole de 1 arc de grand cercle

AB et a le lieu des pdles des arcs de grand cercle tangents a la courbe

AB en tous les points compris entre A el B; le sommet de P corres-

pondant au cote hvu tend vers le point w (829), et tous les au tres som

mets de P tendent vers les differents points de a6, depuis a jusqu a 6;

done, 1 aire de P tend vers 1 aire de la figure limitee par aS et par les

arcs de grands cercles wa et w6 (*).

(*) Cette demonstration nous a etc communiquee par M. O. Bonnet.
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jf 11 est maintenant Ires-facile do trouver le plus court chemin cntre

deux points A et B sur la surface de la sphere (fig. 446).

Soienl AMB Tare de grand cercle, moindre qu une demi-

circonference, qui unit les points A ct B, et AEFGIB

Fig. 446.

F

courbe spherique quelconque tracee entre ces deux points.

AEFGIB etant une portion de polygone spherique inscrite

dans cette courbe, on aura (820)

AMB
&amp;lt; AE-f-EF + FG -f- GI -+- IB.

Or, si Ton fait tendre vers zero les cotes du polygone inscrii,

le second membre a pour limite(i) la longueur de Tare de

courbe AEFGIB. Done, 1 arc de grand cercle AMB est moindre

que toute autre courbe spherique allant de A en B; c est le

plus court chemin du point A au point B sur la sphere.

THfcORfcME.

H44. Si, (Cun point dc la sphere, on mene .sur un grand cercle AB
Varc de grand cercle 01 perpcndiculaire et moindre qu un quadrant^ ct

plusieurs arcs de grand cercle obliques OC, OD, OE (fig. 44/)
i L arc perpendiculairc 01 est moindre rjue tout arc oblique OC ;

2 Deux arcs obliques OC et OE, dont les picds C et E sont t-qnidistants

du pied I de rare perpendiculaire, sont egaux ;

3 De deux arcs obliques OC et OD, ou OC ct OE. celui dont le pied
s^-carte le pins du pied I de I arc perpcndicnlairc est le plus long.

Observons d abord que du point on peut mencr un grand cercle, et

un seul. qui soil perpendiculaire a AB; c est celui qui passe par le point
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et par le polo P du grand cercle AB (77i). Par suite, du point on peut

mener dansThemisphere OAB deux arcs de grands cerclesperpendiculaires

a AB : 1 un 01 moindre qu un quadrant, 1 autre OPI plus grand qu un

quadrant. C est de Fare 01 qu il est question dans le theoreme enonce. La

demonstration de ce theoreme est d ailleurs identique a celle du n 41 de

la Geometric plane; nous avons meme employe les memes lettres afin

que le texte de ce numero put servir; seulement, les triangles qui inter-

viennent dans la demonstration sont ici syme&quot;triques
au lieu d etre gaux.

COROLLAIRES.

845. L arc de grand cercle, 01, moindre quun quadrant, mene dm point
a angle droit sur un grand cercle AB, est la ligne la plus courte que I on

puisse tracer sur la sphere du point au grand cercle AB (843, 844);

nous donnerons, d apres cela, a cet arc 01 le nom de distance splierique

du point au grand cercle AB.

L arc OPI est le plus long de tous les arcs de grand cercle qui vont du

point au grand cercle AB, dans Themisphere OAB.

Les reciproques des propositions precedentes sont vraies (40).

Le lieu geometriquc des points de la sphere equidistants de deux points

de cette surface, est le grand cercle pcrpendicidaire sur le milieu de fare

de grand cercle qui unit les deux points (48).

Deux triangles spheriques rectangles sont egaax ou symetriqnes :

i fonqu ils ont I hypotenuse egalc et un angle oblique egal; 2 lors-

qu ils ont I*hypotenuse egale et un cote egal (50).

L arc de grand cercle hissectcur de I angle de deux grands cercles est

le lieu des points de la sphere equidistants des deux cotes de cet angle (
53 ).

846. Voici encore deux remarques importantes :

i Dans tout triangle spJicrique rectangle., le tiombre des cotes supc-

rieurs a un quadrant est pair. En effet, soient (fig. 448) trois grands

cercles APB, AIB, PIP
, perpendiculaires deux a deux

;
sur AP, prenons un

arc AC moindre qu un quadrant, et joignons par un arc de grand cercle CD

le point C a un point quelconque D de AIB. Dans le triangle rectangle CAD.

le cdt6 AC est aigu, et Ton voit que tant que AD reste aigu, c est-a-dire

moindre que le quadrant AI, CD reste inferieur a CI, c est-a-dire a un

quadrant; si AD devient obtus comme AD,, 1 arc CD, est superieur a CI,

c est-a-dire a un quadrant. Le triangle ACD a done ses trois cdt^s aigus,

ou un aigu et deux obtus. On prouverait pareillement que le triangle rec

tangle CDB, dont le c6te BPC est obtus, possedc toujours deux cotes

obtus et un aigu ;
car BD etant obtus, CD est aigu, et BD, e&quot;tant aigu, CD,

est obtus.

2 Dans tout triangle spheriquc rectangle, tout angle oblique est de

memc espece que le cote oppose. En effet, Tangle ACI extant droit, Tangle

ACD est aigu et Tangle ACD, est obtus; or AD est aigu et AD, est obtus.
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THfcORfcME.

847. L are de grand cercle MT. tangent a un petit carle, est perpcn-

diculaire a Vc.rtreniite du ravon SphSHque PM qni aboittit an point de

contact (fg. 449).

Fig. /,48. Fig. /,/j 9 .

v

En effet, par le point M et un point voisin M nienons I arc de grand

cercle MM S, et joignons par un arc de grand cercle le milieu I de MM
an pole P du petit cercle. Le point I venant en M en m6me temps que M ,

Tangle IMP est la limite de Tangle SIP; mais ce dernier angle est tou-

jours droit puisque le triangle sphe&amp;gt;ique
PMM est isocele (822); done,

Tangle IMP est droit.

SCOLIE.

848. Lorn/lie deux petit* carles d nnc sphere se coupcnt, rare dc

grfiHil ccrclc cjui passe par lenrs poles est perpcndicidairc sur le milieu

de Varc de grand cercle fjui passe par leurs deux points (Tintersection.

Lorsque deux petits cercles (rune .sphere sont tangents, leur point dc

rontact est situe \ur le grand cercle qni passe par leurs poles, ct rare dc

grand ccrclc jncnc par le point dc contact a angle droit sur celui qni
unit les poles, est tangent a chaeun des deux pctits cercles.

Dt signons par R et r les rayons spheriques des deux petils cercles, et

par D Tare de grand cercle moindre qu une demi-circonference qui passe

par leurs poles :

Si les cercles sont cjcf.crieurs / //// a I autre, on aura

D&amp;gt;R-f-/;

Si les cercles snnt tangents c.rteneitrcuient, on aura

D = R + r:

Si les cercles sc coupent, on a^ra

R-f-/-&amp;gt; D&amp;gt; R r-

Si les cercles sont tangents intericurcment, on aura

D = R-/-;

Si les deux cercles sont interieurs 1 itn a I aittrr, on aura

D
&amp;lt;

R - / .
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Les raisonnements sont identiques a ceux de la Geometric plane (118,

119, 120, 121, 122).

II y a cependant une condition de plus a laquelle les quantites D, R
et /, doivent satisfaire dans tous les cas. Quelle que soit la position rela

tive des deux cercles, on a toujours

D -+- R -h /
&amp;lt; 4 ,

en prenant le quart d un grand cercle pour unite de longueur; en effet,

D est toujours moindre que 2, et R et r sont Fun et 1 autre inferieurs a i .

Ainsi la distance spherique des deux poles ct les rayons spheriques des

deux ccrclcs ont une somme moindrc qu unc circonference de grand
cercle.

THEORfcME.

849. Le iieu geometrique des sommets C des triangles spheriques qui
ont une base commune DE ct dans lesqucls la difference entrc I anglc au

sommet C et la somme D -t- E des angles a la base est constantc, est un

arc dc petit cercle qui passe par les points D et E (Jig- 45o).

En effet, DEC e&quot;tant Tun des triangles satisfaisant a la question, et P le

pole du petit cercle circonscrit a ce triangle, les triangles PDC, PCE, PED,

sont isoceles; par suite, la difference (D -h E) G est egale a la somme
des angles PDE -h PED, c est-a-dire au double de 1 un des angles PDE 7

PED. Ces derniers angles sont done constants; il re&quot;sulte de la que le

triangle DPE est fixe ainsi que le point P, et que la distance PC = PD est

constante, d ou Ton conclut que le sommet C est toujours sur le cercle

decrit du point P comme pole avec un rayon spherique egal a PD.

Ce the&quot;oreme est 1 analogue de celui du n 143 de la Geometric plane.

En effet, lorsque dans un triangle rectiligne CDE on donne Tangle C, on

donne par cela meme la somme D -h E des deux autres et, par suite, la

difference D H- E C.

COROLLAIRE.

850. Le lieu geometric]ue des sommets C des triangles spheriques de

meme base AB et de meme airc, est un arc dc petit cercle passant par les

points E et D diametralement opposes aux cxtremites A et B de la base
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En effet, qiumd 1 expression A -t- B -+- C a est constanle, il en cst do

mme de C D E, puUqu on a evidemment A = 2 E, B 2 D.

Le lieu
propose&quot;

est done le m6me que celui des sommets des triangles CDE ,

dont la base DE est fixe et dont la difference entre Tangle au sommet et

la somme des angles a la base est constante. Par suite (849), c est un

arc de petit cercle passant par les points fixes D et E.

La proposition qu ort vient de demontrer est connue sous le nom de

theoremc de, Lexell.

PROBLEMS.

831 . Metier un arc de grand cercle perpendiculaire sur un arc de grand
cercle dofine AB, en son milieu ; on, diviser un arc da grand cercle AB en

deux parties egales (Jig. 45 1 ).

II suffit de d6crire des points A et B comme poles, avec la meme ou-

verture de compas, deux arcs qui se coupent en C et D
; puis, de faire

passer un grand cercle par C et D.

Remarquons que ce grand cercle CD divise aussi en deux parties egales

tous les arcs de petit cercle dont les extre&quot;mites sont A et B.

Fig. 45 1. Fig. 452.

w
PROBLEMS.

8,^. Trower le. pole ff u/i petit cercle passant par trois points donne\

A, B, C, sur la sphere (fig.

Ce pole P, etant equidistant de A, B, C, est a 1 inlersection des arcs di*

grand cercle (8S1) Sieves perpendiculairement sur les milieux des arcs

de grand cercle AB et BC.

Le pole P une fois connu, on tracera le petit cercle avec une ouverturc

de compas egale a PA.

PROBLEMS.

853. Par un point A pris sur un arc dc grand cercle AB, inener un arc

dc grand ccrrle incline d un angle donnc sur le premier (fig. 453).

Sur une feuille de papier, on trace un angle rectiligne MON e*gal a Tangle

donn6, et de son sommet comme centre, avec un rayon egal a celui de

la sphere, on decrit un arc de cercle UK; cet arc HK sera la longueur de
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1 arc de grand cercle qui mesure Tangle du grand cercle donne et du grand
cercle inconnu.

Fig. 453.

Cela fait, du point A comme pole, on decrira sur la sphere un grand
cercle DE; puis, en prenant pour pole le point B ou ce cercle coupe le

grand cercle donne AB et en donnant au compas une ouverlure egale a

la corde HK, on decrira un petit arc de cercle coupant DE en C; il ne

restera plus alors qu a merier un grand cercle par les points C et A.

PROBLEME.

854. Construire un trif/ngle spheriquc, connaissant trois quelconqnes de

sessix elements (angles ou cot6s).

Ce probleme offre six cas distincts; on pent donner : 1 les trois cotes

ou les trois angles; 2 deux cotes et Tangle compris, ou un cote et les

deux angles adjacents; 3 deux cotes et Tangle oppose a Tun d eux, ou

deux angles et le cote oppose a Tun d eux.

Danscette enumeration, nousavons re&quot;uni chaque fois les deux cas cor-

relatifs, c est-a-dire qui se ramenent Tun a Tautre par la consideration du

triangle polaire. 11 n y a done que trois cas a trailer directement.

i On donne les trois cotes a
, h, c.

Supposons, pour fixer les idees, &amp;gt;/;&amp;gt;
Tracons un grand cercle

sur la sphere, et prenons sur ce grand cercle un arc BC egal a n\ du point B

comme pole, avec une ouverture de compas egale a la corde de &, tracons

un arc de cercle, et du point G comme pole, avec une ouverture de compas

egale a la corde de c, decrivons un second arc de cercle
;
A eiant un

point commun a ces deux arcs, le triangle spherique ABC sera le triangle

demande&quot;.

Les deux arcs se coupent generalement en deux points A et A
,

situe&quot;s

de part et d autre du grand cercle BC
;
de la deux solutions, le triangle

ABC et le triangle A BC, symetrique du premier.

Pour que le probleme soit possible, il faut et il suffit que les deux cer-

cles se coupent, c est-a-dire qu onait (818), en supposantc/, , r, exprimes
en

degre&quot;s,

&amp;lt;/;4-r. /7&amp;gt;A f, a-i-h-i- c &amp;lt;3Go.
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La seconde condition est toujours remplie, puisque nous supposons

/&amp;gt;&amp;gt; r; les conditions de possibilite se reduisent done a

&amp;lt;7&amp;lt;/&amp;gt;-+-r et &amp;lt;7-h-i-f&amp;lt;36o .

Done, pour qifon jmisse construire un triangle. spheri(nie &amp;lt;n cc troiscotr*

donncsy il faut ct il suffit que le plus grand cote soit moindre (pie lasoinine

des deux autres, ct que la somme des trois cotes soit. moindre (ut une eir-

conferenee de grand cercle. Nous savions deja que ces conditions etaient

necessaires(820, 824).
Pour qu on puisse construire un triangle spherique avec trois angles

donne&quot;s A, B, C, il faut et il suffit que son triangle polaire, dont les c6tes

sent 180 A, 180 B, 180 C, soit possible. D apres I alin&i
pre&quot;ce-

dent, en supposant, pour fixer les idees,

A&amp;lt;B&amp;lt;C, d ou iHo A&amp;gt; 180 B&amp;gt;
180 C,

il taut done qu on ait

1 80&quot; A
&amp;lt;

180 - B -+- 180 C

et

180 A-f- 180 B-h 180 C&amp;lt;3Go,

ou

A-t-i8o&amp;gt;B-hC et A-h B-hC&amp;gt; 180.

Vous savions deja (830) que ces conditions etaient necessaires.

2 On donnc deux cotes a ct b ct rangle compris C.

Meme solution qu en Geometric plane (150).

3 On donne deux cotes a et b ct Vangle A opposedu cote a (fig. 454 ).

Construisons sur la sphere deux grands cercles formant un angle egal

a A (853). Prenons, a partir du sommet, sur Tun des cotes de cet angle,

un arc AC
e&quot;gal

a b, et du point C comme pole, avec une ouverture de

compas egale a la corde de a, decrivons un arc de cercle; Betant Tinter-

section de ce cercle avec le second cote de Tangle, le triangle ABC sera

le triangle demande&quot;.

Fig. , p/,.

La discussion de ce probleme exige quelque attention.

Achevons le fuseau A, et du point C abaissons 1 arc CD perpendicu-
laire sur 1 autre cote de Tangle. Dans le triangle spherique rectangle

ACD, Tare perpendiculaire CD sera aigu ou obtus suivant que Tangle
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donne A sera lui-meme aigu ou obtus (846, 2). Si 1 arc CD est aigu,

il sera le plus court de tous les arcs qu on pourrait mener du point C

dans le fuseau aux divers points de 1 arc ABA
,
et les arcs obliques aug-

menteront en s eloignant du pied de 1 arc perpendiculaire; si 1 arc CD
est obtus, il sera au contraire le plus grand des arcs menes du point C,

et les arcs obliques augmenteront en se rapprochant du pied de la per-

pendiculaire (844, 845).

Cela pose, pour que le trianglepropose soit possible, ilfaudra d abord

que le cote oppose a soil an mains egal a 1 arc perpendiculaire, si

I angle donne A est aigu; on plus petit, si I angle donne A est obtus.

Cette premiere condition de possibility est evidemment satisfaite lors-

que Tangle donne&quot; A et le cote oppose a aussi donne&quot; sont de nature

diffe&quot;rente.

Je dis maintenant que :

A ct a etant de nature difference, le probleme, s il est possible, n a

qiCune solution;

A. et a etant de meme nature, le probleme, s il est possible, a line ou

deux solutions.

En effet, soient A aigu et a obtus, par exemple. Si Ton peut tracer

clans le fuseau, par le point C, une oblique CB egale au c6te
,
elle ne

pourra se trouver evidemment que du cote de. celle des obliques ex-

tremes b ou 180 b qui sera de meme nature que a\ ainsi, le pro-

bleme ne peut avoir qu une solution. Cette solution existera pour
ft

&amp;lt; que celui des arcs b ou 180 b de meme nature; le triangle sera

impossible pour a au moins egal a celui des arcs b ou 180 b de memo
nature.

Si Ton supposait A obtus et a aigu, on arriverait aux m6mes conchi-

sions; seulement il faudrait renverser les signes, parce que 1 arc per-

pendiculaire CD serait obtus.

Soient A et a aigus. L arc perpendiculaire CD etant alors aussi aigu,

on voit qu il pourra exister dans le fuseau une oblique CB egale a a du

cote de celui des arcs b ou 180 b qui sera aigu, et, a fortiori, qu il en

existera alors une autre CB du cote de celui des deux arcs b ou 180 b

qui sera obtus. Ainsi le probleme pourra avoir deux solutions. Ces

deux solutions cxistcront pour a
&amp;lt;C que celui des arcs b ou 180 b de

meme nature
;
une de ccs deux solutions ne sera plus possible pour a au

moins egal a celui des arcs b ou 180 b de meme nature. Le triangle

sera impossible pour a
&amp;lt; que 1 arc perpendiculaire CD.

Si Ton supposait A et a obtus, on arriverait aux memes conclusions;

seulement il faudrait renverser les signes, parce que 1 arc perpendicu-

laire CD serait obtus (*.).

(*) LENTHERIC, Nouvelles Annales, t. II, i
re serie.
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PROBLME!

855. Par tin paint donne sur Id sphere, metier un arc de grand carle

tangent o tin petit eerele donne
( fig 455).

Fig. /j55.

~ c

Si le point donne est sur le cercle, il suffit cl elever par ce point un

arc de grand cercle perpendiculairc au rayon spherique correspondant.

Supposons en second lieu que le point donne&quot; A soit exterieur au petit

cercle donne, c est-a-dire soit situe dans la plus grande des deux calottes

spheriques separees par le petit cercle. Considerons le probleme comme
r&solu

;
nommons P le pole du petit cercle donne, B le point de contact

de 1 arcBA, et prolongeons le rayon spherique PB d une quantitu BC = PB.

Le point Cse trouve d abord sur un cercle decrit du point P comme pole

avec une ouverture de compas egale a la corde d un arc de grand cercle

double du rayon spherique r du petit cercle. II se trouve en oulre sur un

second cercle decrit du point A comme pole avec une ouverture de compas

egale a la corde de Tare PA = D; car BA etant perpendieulaire sur le mi

lieu de PBC, le point A est Equidistant de P et de C (845).

Le point C une fois obtenu a 1 aide de ces deux cercles auxiliaires, on

menera Tare de grand cercle PC qui coupera le petit cercle en B, et, en

joignant B et A par un arc de grand cercle, on aura 1 arc tangent de-

mande.

Pour que le probleme soit possible, il faut et il suffit que les deux cer

cles auxiliaires se coupent, c est-a-dire qu on ait (848)

D&amp;lt;D-+-2r, D&amp;gt;*/- D, D-+- D H-2/-&amp;lt; 4.

La premiere condition est toujours remplie, et les deux autros equiva
lent a

r&amp;lt;D&amp;lt;2 r;

elles expriment precisement que le point A doit 6tre situe hors de la

calotte spherique PB.

Les cercles auxiliaires se coupent en deux points C et C
;
de la deux

solutions, AB et AB .
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Observons que les triangles rectangles PAD, PAD
, qui ont 1 hypotenuse

egale et un cote egal, sont symetriques. Done, fas deux tangentcs sphe-

riques AB et AB sont egalcs, et I*arc PA dii ise en deux parties egales
chacun des angles BPB

,
BAB .

La construction que nous venons d indiquer s applique au probleme

analogue de Geometric plane (169) : celle que nous avons donnee est pre
ferable dans la pratique, parce qu elle exis;e moins de place.

PROBLEME.

85(). Mener un arc de grand cercle tangent a deux petits cercles

donnes.

Nous nous bornerons a indiquer la solution et les conditions de possi

bilite, laissant au lecteur le soin de faire la figure et de completer la dis

cussion.

Soient P et P les pdles des deux petits cercles, R et R leurs rayons

spheriques et D la distance spherique PP
; D, R et R

,
etant evalues en

prenant le quadrant pour unite. Soit d abord un grand cercle tangent

qui coupe 1 arc PP sur son prolongement ;
si A et A sont les points ou

il louche les cercles P et P
,
son pole sera a la fois sur les grands cercles

PA et P A
;

il sera done le troisierne sommet d un triangle dont les autres

sommets sont P et P , et dont on connait les trois c6tes D, i R, i R .

Les conditions de possibilite sont

D&amp;gt;R R et D-f R-+-R &amp;lt;2.

Considerons en second lieu un grand cercle tangent qui coupe Fare PP

entre P et P . On verra que son pole est le troisierne sommet d un triangle

dont les autres sommets sont P et P
,
etdont on connait les trois cotes D,

i R, i -+- R . Les conditions de possibilite sont

D&amp;gt;R-f-R ,
D-^R R &amp;lt;2.

VII. GENERALITIES SUR LES SURFACES.

DEFINITIONS.

857. line surface est le lieu des positions successives d une

ligne qui change de position et meme de forme, suivant une

loi determined et continue. Le plus souvent on regie, au moins

en partie, le mouvernent de cette ligne, qu on nomme gdn^-

ratrice, en 1 astreignant a ren^ontrer sans cesse cerlaines

lignes fixes qu on appelle directrices.
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Voici des examples :

i Une surface conique est le lieu des positions succcssivcs

d une droile A,SA (Jig- 4^7) Qui passe toujours par tin point
fixe S el qui s appuie sur une ligne fixe AMB plane on gauche.

Ici, la generatrice est constante de forme, c est une droite; et

Tune des directrices se reduit a un point S qu on nommc
somrnet. Une surface conique a deux nappes SA, B,, SAB, se-

parees par le sommet.

;. 456. Fig. 457.

2 Une surface cylindrique est le lieu des positions succes-

sives d une droite AA qui s appuie sur une ligne fixe ABC et

reste parallele a une direction donnee (Jig. 456). Une surface

cylindrique peut etre consideree comme la limite d une sur

face conique dont le sommet s est1

eloigne indefiniment dans

la direction donnee; ou, plus brievement, c est une surface

conique dont le sommet est a 1 infini dans une certaine di

rection,

3 Une surface de revolution est le lieu des positions suc-

cessives d une ligne MNP qui tournc autour d une droiie

fixe XY a laquelle elle est invariablement liee (Jig. 458). Dans
ce mouvement, tout point M de la generalrice MNP decrit

une circonference dont le plan est perpendiculaire a I axe XY,
et dont le centre O esl sur cet axe; d apres cela, toutes les

sections faites par des plans perpendiculaires a I axe sent

des cercles : ces ccrcles M,MM 2 , N,NN 2 , P.PP-,,. . ., soul les
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paralleles de la surface. On appelle meridiennes les sections

faites dans la surface par des plans passant par I axe XY; deux

meridiennes quelconques M.N.P., M 2 N 2 P a , sont des lignes

superposables : car, si Ton fait tourner le plan XOP, de Tangle

P, OP 2 de maniere a amener le point P, sur le point P 2 , les

points Mi, N,,..., arriveront respectivement sur M 2 , N 2 , ...,

attendu que les angles M, OM 2 , N, ON S ,
. . .

, P, OP 2 , sont egaux
comme angles plans d un meme diedre.

Fig. /,58.

Toute courbe tracee sur une surface de revolution peut
elre prise pour generatrice de cette surface; le plus souvent

on choisit pour generatrice la courbe meridienne. Nous avons

deja etudie trois surfaces de revolution : la surface conique
de revolution dont la meridienne est une droite qui rencontre

I axe, la surface cylindrique de revolution dont la meridienne

est une droite parallele a I axe, et h sphere dont la meri

dienne est une circonference ayant son centre sur I axe.

Les surfaces de revolution admettent un second mode de

generation fort remarquable : on peut les considerer comme
le lieu des positions d un cercle dont le centre parcourt I axe

fixe XY, dont le plan reste perpendiculaire a cet axe, et dont

le rayon varie suivant une loi telle, que le cercle rencontre

sans cesse une meridienne ou toute aulre courbe tracoe sur

la surface. C est ce cercle variable de grandeur et de position

qui est alors la g&n6ratrice, et la meridienne ou la courbe fixe

consideree sur la surface qui est la directrice.

THfiORfiME.

858. i Les sections d une surface cylindrique, par deux

plans paralleles, sont egales.
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2 Les sections d une surface conique* par deux plans pa
ralleles, sont semblables.

En effet :

i* Soient la surface c^lindriq;]- \A --i deux sections ABC.

\ \&amp;gt; C , faiies par deux plans parallel s fig. 456 . Prenons

qualre points A. B. C. M. sur la premier* section, et menons

les generatrices AA . BB . CC . MM , qui renoontrent la seconde

section en A . B , C . M . Les quadrilateres ABCM. A B C M .

soni superposables comrae bases opposees d un prisme qua-

drangulaire. Dapres cela, si Ton transporte le plan de la

seconde section sur celui de la premiere, des que les trois

points A . B . C . seront appliques sur leurs correspondants
A, B. C. tout point M ile la seconde section colncidera avec

son correspondant M de la premiere.
La section A \\

;
-ut etre consideree comme la projection

oblique (588) de ABC: on peut done encore enoncer ce theo-

reme de la maniere suivante : L ne courbe plane quelconque
est egale a sa projection oblique ou orthogonale

&quot; sur un plan

parallele an sien.

Soient la surface conique SAMB et deux sections AMB.
V M B . faites par deux plans paralleles Jig. -p: - Menons par
le sommet une droite quelconque SOCK qui rencontre les deux

plans en O et O , et projetons, parallelement a SO(y. la pre
miere section AMB sur le plan de la seconde : cette projection
amb etanl egale a AMB (i -, la proposition sera demontree si

nous prouvons que amb et AMB sont homothetiques. Or.

SMM etant une seneralrice quelconque de la surface, les

droites CM et &amp;lt; M - :it paralleles. et Ton a

CM n

ou, en observant que la projection m de M e&amp;gt;t situee su:

el que m = OM,
90

Le second membre de cetle egalite avant une valeur indepen-
dante de hi position du point M sur la courbe A M B , k-&amp;gt;

courbes amb tt \ \1 B --nt homothetiques.
II.
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SCOLIES.

859. On nomme section droite d une surface cylindrique
Ja section faite par un plan perpendiculaire aux generatrices.

Un cylindre est le corps compris entre une surface cylin

drique et deux sections planes paralleles. Ces secflons sont

les bases du cylindre, et la distance de leurs plans paralleles

est la hauteur de ce corps. Le cylindre e;st droil ou oblique,
stiivant que ses generatrices sont perpendiculaires ou obliques
au plan de la base. Le cylindre droit a base circulaire n est

autre que le cylindre de revolution etudie dans le I.

Laire laterale d un cylindre quelconque est egale au pro-
dull de son arte par le perimetre de sa section droite.

Le volume d un cylindre quelconqiie est egal au produit de

sa base par sa hauteur.

On arrive a ces theoremes en considerant le cylindre comme
la limite d un prisme inscrit, lorsque les cotes de la base poly-

gonale tendent vers zero.

Les theoremes relatifs au prisme tronque, demontres aux n os

716, 717,

719, 720, sont de meme applicables au cylindre tronque.

860. Un c6ne est le corps compris sous une surface conique
limitee d une part a son sommet et de 1 autre a une section

plane, qui prend le nom de base; la hauteur du cone est la

distance du sommet au plan de la base. Un cone a base circu

laire est droit ou oblique suivant que la projection orthogo-

nale du sommet sur le plan de la base coincide ou non avec le

centre du cercle. Le cone circulaire droit n est autre que le

cone de revolution etudie au II.

Le volume d un cdne quelconque est egal au tiers du pro
duit de sa base par sa hauteur.

On arrive a ce theoreme en considerant le cone comme la

limite d une pyramids inscrite, lorsque les coles de la base

polygonale tendent vers zero.

THfcOREME.

861. Dans un cdne ou dans un cylindre, le plan SNT, deter-

min par une generatrice SN et par la tangente NT menee a
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une courbe ANB situee sur la surface, an point N ou cette

courbe rencontre la generat rice, est le rne*me, quelle que soil

la courbe consideree (fig.

Fig. 45i,.

11 suffii de prendre une seconde courbe CMD sur la surface

coupant la generalrice SN au poinl M, et de prouver que le

plan SNT renferme la tangente MR menee pa r le point M a

cette courbe. Or, le plan NSN , mene par la generatrice SMN et

une generatrice voisine SM N , a pour limile SNT, puisque la

corde NN tend vers la langente NT. D ailleurs, quand N vient

en N, M vient en M, et les secanles NN ,
MM , deviennent en

meme temps les tangentes NT et MR; comme les secantes

MM , NN , sont sans cesse contenues dans le plan SNN , on voit

que le plan SNT renferme la tangente MR.

Ce plan SNT est dit le plan tangent an c6ne ou au cylindre

suivant la generatrice SN.

COROLLAIRE.

862. En supposanl que la courbe ANB soil plane, on arrive

a ce theoreme : La tangente NT a la projection ou a la per

spective ANB d une courbe CMD, est la projection ou la per

spective de la langenle MR a cette courbe (588).

Ce corollaire souffre toutefois une exception, lorsque la tan

gente dc 1 espace est elle-meme une des droites projelantes.

La projection ou la perspective de la langente se reduit alors

a un point, tandis que la langente de la projection ou de la

perspective est une droile bien determinee; c est la trace sur

le plan de projection du plan tangent au cylindre ou au cone

projetant, suivant la generatrice qui coTncide avec la tangente

de 1 espace.

,4.



212. GEOMETR1E DANS I/ESPACE.

THfiOREME.

863. Le lien dcs tangentes mcnecs par un point d une surface aux di

verses courbes que I on pent tracer par re point sur la surface, est un plan.

Fig. 460.

T

Soient M le point donne, AMA une section plane passant par ce point, et

BB
,
CC

,
. . .

,
des sections voisines faites par des plans paralleles au pre

mier (fig. 460). Si Ton prend sur ces courbes les points P, Q,. . ., ou la

tangente est parallele a MT, on obtiendra une courbe continue MPQ, . . .
,

situee sur la surface. Soit MU la tangente a cette courbe au point M; tout

se reduit a prouver que le plan TMU renferme la iangente MV a une

courbe quelconque MG trace&quot;e par M sur la surface.

Or, soit M le point ou la courbe MG rencontre la section BPB
;

menons les cordes MP, MM ,
et projetons, parallelement a MP, sur le plan

de la premiere section AMA ,
la section BPB

;
la courbe MM,B, ainsi

obtenue sera tangente en M a MT. En effet, la tangente a la projec

tion MM, B, doit etre la projection de la tangente PS a la courbe de 1 es-

pace BPB (862), et la projection de PS, parallelement a MP, est precise-

ment MT, puisque, par hypothese, PS et MT sont paralleles. Cela etant,

si M, est la projection de M
,

le plan M, MP des deux cordes MM, et MP
renferme sans cesse la corde MM

; par suite, la tangente MY sera conte-

nue dans le plan limite de M, MP; or ce plan n est autre que TMU,

puisque les cordes MM, et MP ont respectivement pour limiles les tan-

gentes MT et MU.
Ce plan, lieu des tangentes aux diverses courbes que Ton peut mener

par le point M sur la surface, prend le nom de plan tangent dc la surface
au point M.

SCOLIES.

861. La normale a une surface au point M est la perpendiculaire au

plan tangent en ce point.

865. Le plan tangent en un point d une surface est determine par les

tangentes a deux courbes quelconques menees par ce point sur la surface.
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866. Dans toute surface reglee, c est-a-dire engendree par une lignc

droite, le plan tangent en un point contient la generatrice qui passe par

ce point; il est alors determine par cette gene&quot;ratrice et par la tangente

a une courbe quelconque menee par ce point sur la surface. Ce plan

tnuriie en general autour de la generatrice. 11 est pourtant une classe de

surfaces
re&quot;glees, pour lesquelles le plan tangent est le meme tout le long

de la gene&amp;gt;atrice, comme cela arrive (861) pour les cones et les cylin-

dres. Ces surfaces sont dites developpables, tandis qu on appelle gauche*
les surfaces reglees qui nc jouissent pas de cette propriety. Les surfaces

de&quot;veloppables sont ainsi nommees parce qu on peut les etendre sur un

plan sans les dechirer ni les replier. Considerons, en effet, une surface

telle, que les plans tangents soient les memes le long de chaque genera-

trice, c est-a-dire ne changent qu eri passant d une generatrice a 1 autre :

Tensemble des plans tangents, suivant les diverses generatrices, formera

une surface polyedrique circonscrite, qui a pour limite la surface consi-

deree. Or cette surface polyedrique peut etre elendue sur un plan, en

faisant tourner chaque face plane autour d une arete, de maniere a la

rabattre sur le plan de la face precedente ;
et comme cette propriete a

lieu, quelque rapprochees que soient les generatrices, il en est de meme
a la limite pour la surface considered.

867. Le plan tangent a une surface peut laisser la surface tout entiere

d un seul cdte&quot;
;

il y a alors un point de contact unique ou une ligne de

contact; le premier cas se presente, par exemple, pour la sphere, le

second pour le cylindre et le cone a base circulaire. Le plan tangent peut
aussi couper la surface, et la section est alors une courbe a no3ud : c est

ce qui arrive, par exemple, en un point dela gorge d une poulie.

868. Enfin, nous devons observer que le theoreme precedent (863)
cesse parfois d etre vrai en certains points singuliers, tels que le sommet
d un c6ne; en ce point, le lieu des tangentes forme, non pas un plan,

mais la surface conique proposee. 11 en est de meme au point d une

surface de revolution situe sur 1 axe, lorsque la meridienne rencontre

cet axe sous un angle different de 90 degres. Ajoutons cependant que, si

un point decrit sur la surface d un c6ne une courbe bien de&quot;termimee et

aboutissant au sommet, le plan tangent au cone en chacune de positions

du mobile sur sa trajectoire est parfaitement determine, et il Test encore

au moment ou le mobile atteint le sommet du cone; c est le plan tangent

suivant la generatrice qui louche au sommet la courbe considered.

THEOREME.

869. Lc plan tangent en un point M d une surface de revolution e.\t

perpendiculaire au plan incridien ZOM f/ui passe par le pot fit de contact

(./% 4&amp;lt;ii).

En effet, le plan tangent en M contient la tangente MT au parallels
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OM, et cette tangente MT est perpendiculaire au plan ine&amp;gt;idien ZOM,
comme &anl a angle droit sur les deux droites OM et OZ de ce pfair.

Fi. 461.

! V
i v

COROLLAIRES.

870. La normale MS a la surface au point M est contenue dans le plan

meridien ZOM (864). Le point S, au elle rencontre Paxe ZZ,, est d ailleurs

le meme pour toutes les normales qui repondent aux divers points d un

meme parallele; d ou Ton conclut que les normales mcnees a une surface
de involution par les divers points d un parallele^ forment un cone de

revolution end a son sommet S sur I axe de la surface. Les tangentes aux

differents meridiem en des points situes sur un meme parallele, forment
aussi un cone de revolution qui est circonscrit a la surface et qui a son

sommet S, sur Vaxe. de cette surface. L angle S, MS, qui mesure Tangle
des plans tangents aux deux cones au point M, est droit : les deux cones

sont done orthogonaux .

THfiOREME.

871. Dans le cdne oblique a base circulaire, toute section

anti-parallele a la base est un cercle.

Soil (fig. 4^2 )
S le sommet d un cone oblique ayant pour

base le cercle 0. On nomme plan principal le plan SAB mene

par la droile qui joint le sommel S au centre de la base,

perpendiculairement au plan de cette base; on dit qu un plan
CMD est anti-parallele a la base, lorsqu il est perpendiculaire
sur le plan principal SAB et que sa trace CD sur ce plan prin

cipal est anti-parallele a AB par rapport a Tangle ASB (195). II

s agit de prouver que la section CMD est un cercle.

Par un point quelconque M de la section, menons un plan

parallele a la base; ce plan coupera le cone suivant un cercle

A MB (858) decrit sur A B comme diametre, et le plan CMD
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suivant une droite MP perpendiculaire au plan principal (5G1 ).

Or, dans le cercle A MB ,
on a (223)

MP = PA .PB .

D ailleurs, les triangles PGA , PDB/, sont semblables comme
ayant leurs angles egaux; ils donnent

PA PC*
PA .PB =PC.PD.

Done

MP = PC.PD

et, par suite (223), le point M appartienl a un cercle decrit s.ur

CD comme diamelre.

Fig. 463.

872. RECIPROQUEME.NT, iln y a que les sections paralleled ct les sections

anti-parallclcs a la base qui soient des cercles.

En effet,considerons une section circulaire CMD non paralleled la base,

et soil (fig. 462) RR la trace de son plan sur le plan de la base; du
centre 0, abaissons sur RR la perpendiculaire OQ qui rencontre la circon-

ference de base en A et B; rnenons les generatrices SA, SB, et les tangen-
tes AK et BL qui sont e&quot;videmment paralleles a QR. Les plans SAK, SBL,

tangents au c6ne, couperont le plan MHR suivant deux droites CG et DH,

tangentes au rercle CMD et paralleles a RR
; par suite, la droite DCQ sera

perpendiculaire a RR
,
et Ton conclut de la que les cercles AB et CD sont

perpendiculaires au memo plan SAB qui passe par leurs centres et par
le sommet du cone. D ailleurs, en menant la section B MA parallele a la

base, on a

MP
!

= PA .PB
,
MP ^PC.PD, d ou PA .PB = PC.PD.

Les triangles PA C, PDB
,
sont done semblables, et les angles DB A

,

DCA
, sont

e&quot;gaux,
de sorle que CD est anti-parallele a AB.
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COROLLAIRES.

873. La meme propriete subsiste pour le cylindre oblique a base cir-

culaire.

874. Deux sections, rune A, B, porallelc, Vautrc CD anti-parallele a la

base d un cone oblique a base.circulaire, so/it toujours situees sit?* une

meme sphere;.car les deux sections circulaires A, B, et CD (fig. 463 )
doivent

(871) etre perpendiculaires a un meme plan* SAB passant par leurs

centres, et le quadrilalere A, B, DC situe dans ce plan doit Stre inscrip-

tible; les cercles A, B, et CD sont done sur la sphere dont le grand cercle

passe par les quatre points A,, B,, C, D.

Inversement, par deux cercles A, B, et CD places sur la surface d tuie

sphere, on pent toujours fairc passer deux cones. En effet, soient

(fig. 463) A, B, DC une section passant par le centre de la sphere et par
les centres des deux cercles, et A, B,, CD, les diametres de ces cercles,

determines par la section A,B,CD; les plans de ces cercles seront per

pendiculaires au plan secant A, B t
CD. Or, si 1 on mene les droites

A, C et B, D, leur point de concours S sera le sommet d un cone ayant

pour base le cercle A, B, et passant par les points C et D. Mais Tangle

DCS est egal a Tangle A, B, S; done, la section CD faite dans le cone par
un plan perpendiculaire a A, B t

DC sera un cercle ayant CD pour diametre
;

done ce cercle se confond avec le cercle CD de la sphere. II y a un se

cond cone qui coupe la sphere suivant les memes cercles A, B, et CD
;

son sommet est a Tintersection S des deux diagonales B, C et A, D. Ces

deux cones peuvent, dans certains cas, degenerer en cylindres.

875. II resulte encore des considerations prece&quot;dentes que lorsqu uie

cone S penetre dans une sphere suivant un cercle A, B,, il en sort suivant

un second cercle CD.

876. Dans un cone oblique a base circulaire, les centres des sections

paralleles a la base sont distribues sur une meme droite passant par le

sommet; les centres des sections anti-paralleles a la base sont aussi places

sur une seconde droite passant par le sommet. II importe de connaitre la

situation respective de ces deux droites.

Soit SAB la section principale du cone dont la base est le cercle decrit

sur AB comme diametre. Le cercle circonscrit au triangle ASB (fig. 464)

est un grand cercle de la sphere qui contient le cercle AB et le sommet S

du cone. La tangente SG au cercle SAB est la trace sur SAB du plan

tangent a la sphere en S, et ce plan tangent est perpendiculaire au plan

SAB de la figure; d ailleurs, la droite SG est anti-parallele a AB, a cause

de Tegalite des angles BAS, BSG. Donc le plan tangent SG est parallele

aux plans des sections anti-paralleles a la base AB, et la question se re-

duit a trouver le centre d une section quelconque parallele a ce plan tan

gent. Nous choisirons celle qui passe par le point de concours T des tan-
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gentesen A et en B au cercle ASB, c est-a-dire par lo sommet T du c6ne qui

est circonscrita la sphere suivant le cercle AB. En mcnant par le point T

Fig. /,6 ,.

la parallele CTD a SG, on aura le diametre de cette section. Or, il est aise

de voir que le point T en est precisement le centre, c est-a-dire que le

point T est le milieu de CD. En effet, I angle TBD, egal a SBK, a pour
mesure la moilie&quot; de Tare SIB; Tangle TDB, alterne-interne de BSG, a la

meme mesure
;
done le triangle TBD est isocele et Ton a TD = TB. On voit

pareillement que TC = TA; par suite, comme TA = TB (170), on a

TC = TD. Ainsi, le lieu den centres des sections anti-paralleles a la base

AB est la droitc ST qui joint le sonimet S an sommet T d un cone auxi-

liaire circonscrit, suivant le cercle AB, a la sphere determines par ce

cercle et par le sominet S du cone primitif.

VIII. - APPENDICE.

Des polyedres reguliers conccxex.

877. Un jwlyedrc regulicr est un polyedre dont toutes les faces sont

des polygones reguljers egaux et dont tous les angles polyedres sont egaux
entre eux.

THEOREMS.

878. // tie pent cxistcr (juc cinq polyedres reguliers convenes.

Cette proposition n est qu un cas particulier de celle du n 69o. On

peut d ailleurs la demontrer directement en quelques mots.

La somme des faces d un angle polyedre convexe devantetre inferieure

a quatre angles droits (570), si les faces sont des triangles equilateraux,

on ne peut assembler autour d un meme point, pour former un angle po

lyedre, que troix ou quatre ou cinq de ces triangles. On construit ainsi :

le tetraedrc regulier cornpris sous quatre triangles equilateraux ;
\octaedre
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, eoropris sons knit triangles eqoibtenm; \tauaedre regulier,

Tingt triads equilateramu An deia, *r triangles eqaflate-

d un meme point donnent sis angles plans dont la

fomme cst egalc a qoatre angles droits : i) n y a plus d angle polyedre.

Its six triangles se trowent deVeloppes dyq* on roeme plan.

On ne pent employer les carres on les pentagones reguliers qa en les

a^semblant par frw, pulque Tan^e d tin carre e$t droit et que celui d un

peatagoae regufier est 6gaJ a | d angle droit. On a ainsi Vhexaedre regu-

Ker 00 cube, compris sons six carres ^anxt et le dodecaetlre regulier*

:-...-:-.

Aocun aolre polyedre regulier convexe n est possible, ptiisqoe, Tangle

tfnn hexagone regulier e^ant egal a f d angle droit, trois angles rfhexa-

gone regulier font ea sonane quaIre angles droits.

HOBS pionTcrons rexistenre des cinq polyedres reguliers emmces
;
en

montrant comment OB pent effectoer leor construction.

PROBLEME.

879. Constrain un palredre regulier, connauuutt son arete.

La eoMtractim da teiraedre regulier et celte du cube ne penvent offrir

Jjra^f Arnold, d apres ce qui a&amp;lt;^te dit aux n** M &amp;lt;* &amp;lt;\&. Nous ne nous

oeeaperoas que de 1 octaedre. du dodecaedre et de 1 icosaerlre.

Octaedre regulier.

(Jig. 465) un carre&quot; ABCD de c/^U . frevons en son centre O

one perpendieulaire ind^nnie, et portons de part et d autre du point sur

cetfe perpendknl^ire une longueur e*gale au rayon dn carr^ ABCD, c est-

1 \t *i.

a-dire a * En joignant les point* S et S aini obU;nus aux sommets

A, B, Cf D, on formera un oetaedre re^rulier SABCDS . En frffoL les huit

arr&amp;lt;Hi SA, SB, . . .. S D, sont elates entre elles et a

OA VT*T &quot;*
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Les huit fores du polyedre coostroit sont done des triangfes equibtttaux

egaux. He plus, ses six angles polyedfes sotot egaux entre eux ; car Its

igtefr
S et B, par iiuayU. soul les angles an sommet de deux

quadrangulaires re^ilier^ SABCD, BASCS . evidemment

comme ayant meme base et men* hauteur.

On pent resumer la construction de Toctaedre regular en

que irois droites e*ales el perpendiculaiffvs entre elles e

telles que AC. BD, SS\ ont pour exlreniles fes six sommers d un

Dodrcofttrr rrgitlifr.

Soil
(/&amp;lt;. 466) un pentagone regulier ABODE de cote a. Prcnons d au-

tres penUgones reguliers de cole a. Avec deux de ces peniagones joints

Kg. 4.
F

au pentagon* ABODE, fonnons en A on angle triedf? qui, ayant ses faces

Igaies, aura aussi ses angles diedres egaux. Les tro:s cotes BA, BC. BH.

diMorminent alors un angle iriedre B, egal a Tangle triedre A. comme

ayant un angle diedre egal compris entre deus. foces egales entre ettes et

chacune a chacune. On peut done former a tons les sommets du penta-

gone ABODE des angles IriWrvs ocaux a A, en employant des pentagones

n^uliers ccuix a ce pentagone et disposes comma Pindique la figure. Le

nt.^ono AW.OK e&amp;gt;t commnn a l,ni&amp;gt; :^&amp;gt; .Vii os tru\Vt-&amp;gt; :

:

e nOMt, .e

Uoisieme el le quatrieme triedre necessitent Vaddition d un nouveau pen

tagone; le dirnior angle triedre en E se trouve tout construit.

On obtient ainsi un assemblage de six pentagones riguliers e^aux et

egalement inclines, u s^emblage constilue une surface polyMrale ou-

\erte. moiiie du d^tV;u\1n- et les sommets du decagons g*mAe (*}

KiiHlKl MNPR qui latertninecorrx^spondent snccessi\vmenl a mt

pantagOMS. D aillcurs. ies angles de ce dac^ona sont egaux enlre

en etTel. ies deux angles tru\ire&amp;gt; en A el en K &amp;gt;en; ec.J.i:\

&quot;

I c^ iicv.\
t;oiu- MtfMdbtj i-Ar M h-s qu.il n ;VM;;:&amp;gt; K. V. i,. H.

l.in. r^ plan &amp;lt;s&amp;gt;ntonjini aus&i lo
\v&amp;gt;ini \, il n\

&amp;lt;MI V
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un diedre egal compris entre deux faces egales entre elles et chacuhe a

chacune. L anglo HFG est done egal a Tangle EAB et, par suite, a Tangle

FGH. On peut alors faire tourner le polygone FGHIKLMNPR sur lui-meme,

en faisant passer le sommet F en G, le sommet G en H, etc., sans qu il

cesse de comcider avec sa premiere position.

Si Ton construit de la meme maniere la seconde moitie du dodecaedre

et si on la retourne pour Topposer a la premiere moitie, on pourra, d a-

pres cela, rapprocher les deux calottes polyedrales et appliquer Tun sur

Tautre les polygones qui les terminent, en etablissant la coincidence des

sommets du premier ou il n y a qu im pentagone et des sommets du se

cond qui en reunissent deux. Comme les plans de ces pentagones ont

deja entre eux Tinclinaison necessaire pour composer un angle triedre

egal a Tangle A, Tensemble obtenu sera bien un dodecaedre regulier

compris sous douze pentagones reguliers egaux formant vingt angles

triedres egaux.

Icosaedre regulier.

Prenons (fig. 467) un pentagone regulier ABGDE de cote&quot; . filevonsen

son centre une perpendiculaire et, dansle plan determine&quot; par le rayon

Fig. 467.

OA et cette perpendiculaire, decrivons du point A comme centre, avec a

pour rayon, un arc de cercle qui coupera la perpendiculaire au point S;

car a est plus grand que OA = a Les aretes SA, SB,. . .,SE,

seront egales entre elles et a a. Par suite, la surface laterale de la pyra-

rnide pentagonale SABCDE sera formee de cinq triangles equilateraux

egaux entre eux et
e&quot;galement inclines, puisque les angles tried res isoceles

en A, B,...,, sont egaux entre eux comme ayant leurs trois faces

egales chacune a chacune.

Ceci pose, en chacun des sommets A et B du triangle SAB, placons

(comme Tindique la seconde figure) le sommet d une pyramide identique

a la premiere SABCDE, dc maniere que les deux nouvelles pyramides

ABSEFG, BASCHG, aient respectivement avec la premiere les faces com-
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nui ncs ASB et ASE, BAS et BSC, et entro elles les faces communes ASH

et ABG. Nous aurons ainsi un assemblage de dix triangles equilateraux

e&quot;gaux
et egalement inclines.

Get assemblage forme une surface polyedrale ouverte, moitie de Pico-

saedre, etles sommets de Thexagone gauche (*) CDEFGH qui la termine

re&quot;unissent successivement deux et trnis triangles. D ailleurs, les angles de

cet hexagone sont 6gaux : Tangle DEF, par exemple, est egal a Tangle

EFG, car tous deux sont 6videmment egaux a Tangle EAG. On pent done

faire tourner le polygone CDEFGH sur lui-meme, en faisant passer le

sommet C en H, le sommet H en G, etc., sans qu il cesse de coineider

fcvec sa premiere position.

Si Ton construit de la meme maniere la seconde moitie de Ticosaedre

et si on la retourne pour Topposer a la premiere moilie, on pourra done

rapprocher les deux calottes polyedrales et appliquer Tun sur Tautre les

polygones qui les limitent, en faisant corresponds les sommets de Tun

qui re&quot;unissent trois triangles aux sommets de Tautre qui en reunissent

deux. Comme les plans de ces triangles ont
de&quot;ja

entre eux Tinclinaison

ne&quot;cessaire pour constituer alors en chaque sommet un angle polyedreegal
a Tangle S, Tensemble obtenu sera bien un icosaedre regulier compris
sous vingt triangles equilateraux e&quot;gaux formant douze angles pentaedres

e&quot;gaux.

SCOLIE.

880. En avant recours aux formules S = et A = du n (59?&amp;gt;. onm 2

forme facilement le tableau suivant qui renferme les nombres des ele&quot;

ments des cinq polyedres reguliers convexes, dont nous connaissons les

nombres de faces : ^ J^ ,r

^fV

(*) Le contour CDEFGH est gauche; car si les quatre points C, D, E, F, etaient

dans un meme plan, les deux pentagones ABCDE, BSEFG, qui ont deja dans

le plan CDE les sommets B et E communs, seraicnt tons deux dans re meme

plan, qui contiendrait le point A en meme temps que les points B, E, F; ce

qui est impossible, d apres re qui precede.
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Le nombre des faces de I hexaedre et le nombre de cotes de ses facet

sont respectivement e&quot;gaux
au nombre des sommets de 1 oclaedre et ai

nombre d aretes de ses angles polyedres. II en est de meme re*ciproque-

ment pour 1 octaedre compare a 1 hexaedre; le nombre d aretes resle 1&amp;lt;

meme de part et d autre. Les memes conditions sont remplies par le do

decaedre et 1 icosaedre. Onpeutdonc regarderles polyedres reguliers con

vexes comme conjugues deux a deux
;

car le tetraedre regulier ayan
autant de faces que de sommets est conjugue a lui-meme.

THEOREME.

881 . Tout polyedre regulier convexe est inscriptible et circonscriptlbl

a la sphere.

Soient (fig. 468) dans le polyedre regulier considere deux faces adja

centes ABODE, ABG D E
,
dont et sont les centres.

Fig. 468.

Les perpendiculaires OK et O K au cote commun AB se couperont ei

un meme point K; les perpendiculaires OS et O S aux deux fares ABODE
ABC D E

,
lieux respectifs des points a egale distance de leurs sommets

se couperont en un point S, car el les sont situees dans le plan OKO per

pendiculaire a AB au point K. Les deux triangles rectangles KOS, KO S

seront d ailleurs egaux entre eux, puisqu ils ont I hypot^nuse KS com

mune et le c6t6 KO egal au cote KO comme apothemes de deux poly

gones reguliers egaux. L angle OKO mesurant 1 inclinaison constante di

deux faces adjacentes du polyedre, Tangle OKS egal a Tangle O KS ser;

la moitie de cette inclinaison, et le triangle KOS sera, par suite, constan

pour toutes les faces.

Si Ton considere une troisieme face
0&quot;, contigue a la face ABCDE pa

le co!,e CD dont le milieu est L, la perpendiculaire elevee a cette face pa

son centre 0&quot; coupera done la droile OS au point S, de maniere que 1&amp;lt;

triangle LO&quot;S soit idenlique au triangle KOS ou a son egal OLS.

En continuant de proche en proche, on voit que les perpendicu aire:

eMevees aux differentes faces du polyedre par leurs centres se coupen
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mutuellenu Mt en un meme point S, situe a la m6me distance de toules

IPS faces et a la meme distance de tous les sommets.

Done, la sphere de centre S et de rayon SA passe par tous les sommets

dii polyedre regulier ou lui est circonscrite; la sphere de memo Centre S

et de rayon SO est tangente a toutes les faces du polyedre en leurs centres

OU lui est inscrite.

Le point S est le centre du polyedre rgulier; SA est son rayon, SO son

tipothemc.

COROLLAIRES.

882. Si Ton decompose un polyedre regulier en pyramides en prcnant

pour centre de decomposition le centre meme du polyedre, les pyramides
obtenues sont r^gulieres : Tout polyedre regulier pent done etre partage
en auta/it de pyramides regulieres (fidl a de faces.

Les faces laterales de ces pyramides e&quot;t.mt prolongces, decomposent evi-

demment la sphere inscrite ou circonscrite en aulant de polygones sphe-

riques reguliers egaux que le polyedre considere a de faces.

Le volume d lt/i polyedre regulier a pour mesure le proditit (le tort

aire par le tiers du rayon dc la sphere inscrite
(

46
)

.

Deux polyedres reguliers de meme ordre etant necessairemenl semb)a-

bles, le rapport des cotes ou des volumes de ces polyedres est aussi eelui

des rajo/is ou des cubes des rayons des spheres inscrites ou circon-

scrites.

883. Les centres des faces d un polyedre regulier sont les sominels

(Van autre polyedre regulier conjugue du premier (fig, 469).

Fig. 469 .

Soient A 1 un des sommets du polyedre donne et S le centre commun
des spheres inscrite et circonscrite a ce polyedre. Designons par 0, ,

0&quot;, etc., les centres des faces reunies autourdu point A. Ces points, elant

egalement distants des points S et A, sont situ6s dans un meme plan per-

pendiculaire a SA en un point qui est le centre du cercle circonscrit au

polygone OO O&quot; De plus, L etant le milieu du cote&quot; AB, le triangle
OLO est constant, et le polygone inscrit OO O&quot;. . . ayant ses coles 6gaux
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est regulier. Le polyedre forme en joignant les centres des faces du po

lyedre propose a done deja pour faces des polygones reguliers egaux, et

le nombre de ces polygones est egal a celui des sommets du polyedre

donne. {I reste seulement a prouver que ces polygones sont egalement

inclines. Or, si 1 on considere les deux faces du nouveau polyedre qui

s appuient sur le cote 00
, Tangle diedre qu elles comprennent est le sup

plement de Tangle constant ASB des deux perpendiculaires SA et SB a

ces deux faces.

La re&quot;ciproque de ce theoreme est evidente.

On voit qu en appliquant la construction indiquee sous Tune ou sous

Tautre forme, le tetraedre regulier conduit a un nouveau tetraedre,

Thexaedre regulier a un octaedre regulier et reciproquement, le dode-

caedre regulier a un icosaedre regulier et reciproquement; ce qui justifie

la denomination de conjugues donnee a ces polyedres (880).

PROBLEME.

884. Un polyedre regulier convexe etant donne, trouoer : i I incli-

naison de deux faces adjaccntes ; 2 les rayons des spheres inscrite et

cArconscrite.

\&quot; Soient (fig. 470) S le centre de la sphere inscrite ou circonscrite.

Fig. 470.

AB le cote commun aux deux faces adjacentes dont les centres sont et

,
L son milieu : Tangle OLO mesure 1 inclinaison cherch6e I.

AB etant perpendiculaire au plan OLO ,
les plans OLO et ASB sont per

pendiculaires. Par suite, si du point S comme centre nous decrivons une

sphere, sa rencontre avec llangle triedre SAOL determinera un triangle

sph6rique alo, rectangle en /.

Soient, dans le polyedre considere, n le nombre de cotes de chaque

face, m le nombre d aretes de chaque angle polyedre. On aura evidem-

ment

ans;le aol angle AOL = = -?
2 It
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et

ari^le oal = angle OAL = =
2 /// m

Le triangle sphe&amp;gt;ique rectangle aol donne d ailleurs

cosofil = cosol.smnol.

Mais

cosol = cosOSL = sinOLS = sin - I.

2

On a done la formule generate
7T

COS
. I . ///

sin - I = -
2 . 7T

sm-
n

En 1 appliquant aux diflerents polyodres reguliers convexes, on trouve

pour Tinclinaison I les valeurs suivantes :

Tetraedre regulier 703i 43&quot;,G

Hexaedre regulier 90
Octaedre regulier 1 09 28 1

6&quot;, 4

Dodecaedre regulier 1 1635
54&quot;, 2

Icosaedre regulier 1 38 1 1
22&quot;, 76

Les valeurs indiquees sont exactes pour 1 hexaedre et Ticosaedre, appro-
chees pour les troisautrespolyedres. Les inclinaisons des faces du te&quot;traedre

et de 1 oclaedre regulier sont supplementaires Tune de Tautre.

2 Solents le cote du
polyg&amp;lt;me donn6, r son apotheme, R son rayon.

Le triangle OLA donne

OL = AL cotAOL = - a cot - -

^-~*-f
2 n

Le triangle rectangle SOlfdonne a son tour

SO = OL tangOLS,
c est-a-dire

(i) r= -rtcot- tanir-1.
2 // 2

Le triangle spherique aol donne enfin

cosoa = coldol.coloa/.

Or
SO

cos oa = cosOSA =
JT-T

On a done
SA
^ = tangrtfl/.tangw?/

II. i5
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OU
R 7T 7T= tang

-
tang

On en deduit

(a)
R = -

tang tang -I.

En appiiquant les formules (i) et (2) aux differents polyedres reguliers

convexes, on obtient les valeurs suivantes :

Tetraedre regulier r -Tr- j R = j-

Hexaedre regulier

Octaedre regulier r=
^

? R =

Dodecaedre regulier r = - 1 / 1 R =

T&amp;gt; ^4 A + /5R = - 1/- *
.

^ y 2
Icosaedre reguher ........

SCOLIE.

885. Pour deux polyedres conjtigues, les nombres /? et m ne fnisant

que s echanger (880), le rapport
- demeure constant. Done, si R est le

meme pour ces deux polyedres, r seraaussi le meme. En d autres termes.

si deux polyedres conjugu^s sont inscrits a une mfime sphere, ils seront

aussi circonscrits a une meme sphere, et reciproquement.

Polygones ct polyedres reguliers d cspece superieure.

886. Nous avons deja parle (270) des nouvcaux polyedres reguliers

decouverts par M. Poinsot, et nous savons qu /7j a autant dc pofygones

reguliers dijfercnts dc m cotes (juc dc nombres premiers a tn dcpuis i

jusqu a (m i
).

Pour preciser davantage ce resultat, soil la circonference divisee en in

parties e&quot;gciles
aux points A, R, C, etc.; representons 1 arc AB par a, et

joignons ces points de p en
/;&amp;gt;,

a partir de A.

Si p est premier avec ///, le plus petit multiple commun de 1 arc pa et

de la circonfY rence ma sera pnm; c est-a-dire qu on ne reviendra au point

de depart qu apres avoir decrit p Ibis la circonierence ou m fois 1 arc pa.
On aura done ainsi un polygone 6loile de m cotes.



LIVBE VII. LES CORPS BONDS. 29.7.

Si /// etyyont un plus grant! commun diviseur 0, lo plus petit multiple

commun do la circonference ma ct do Tare jm ost
j-

&amp;lt;i. On revient

alors au point do depart, apres avoir decrit fois hi circonference, ou

apres avoir comple fois 1 arc pa; c est-a-dire qu on Irouvc ainsi un

polygone etoile inferieur do cot&s.

D aillcurs, si /;, entier inferieur a in. est prcmior avec ///, in
j&amp;gt;

rem-

plira les memes conditions. Done, los nombres enliers inferieurs a m ct

premiers avec lui so divisent en deux series dont les termes correspon-
danls forment une somme egale a ///. Deux termes correspondants con-

duisent au memo polygono eloile do m cotes, car la corde do Tare /m est

aussi celle de 1 arc (/// /&amp;gt;)

a.

887. Les polygones etoiles qu on obtient en suivant la marchc indiqutV

(270) ont leurs /// cotes et leurs /// angles bien nets et bien distincts :

ce sont les angles qui ont lieu aux bouts reunis deux a deux des ///

dioiles dont la chaine continue acheve completement la figure. Les

aulres angles, formes par les cotes non contigus qui se traversenl, . . .

ne doivent pas etre comptes; pas plus quo, dans les polygones ordi-

naires, on ne compto les angles qni auraient lieu a la rencontre des

c6tes non contigus suflisamment prolong^s. Sous ce point de vue, la

p diflerence de ces polygones etoiles aux polygones ordinal res est quo,
dans ceux-ci, un cote quelconque aurait besoin d etre prolongo pour
etre rencontre par les c6tes non contigus aussi prolonges, au lieu que
dans les autres, les c6tes memes peuvent etre actuellement traverses

o par les autres cotes.... Mais toutes ces distinctions sont plus appa-
rentes que reelles, et disparaissent tout a fait dans 1 analyso cu ces

polygones se presentent d une maniere inseparable. Si Ton cherche, en

cffel, le c6te d un polygone regulier, on trouve une equation do degre

superieur, dont toutes les racines sont reelles, et qui donne a la fois les

difFerents cdtes de toutes les especes de polygones reguliers de Tordre

que 1 onconsidere. (POINSOT, Journal da I J&colePolpteclwique, t. IV,

p. 25.)

i

888. L ordrc m d un polygone ost marque par le nombre /// do ses

cotes ou deses sommets; son i spece varie en raison du nomhrc premier
a /// qui lui a donne naissance. Or, si ce nombre est /;,

il faut decrire

p fois la circonfe&amp;gt;ence (880) pour decrire le polygone lui-meme. LYsprcf
d un polygone eloile est done le nombre do circonforences parcourues en

sui\anl tous ses sommets, ou le nombro do fois quo les projections de sos

cdtes sur la circonference c!rconscrito rccouvrent cclto circonferenco.
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Si 1 espece d un polygone etoil^ est /?, la somme de ses angles au centre

vautp fois 4 angles droits.

889. L ordre d un angle polyedre est marque par le nombre de ses

faces. II est d ailleurs de m6me espece que le polygone qui resulte de

sa section par un plan. Si Ton considere une pyramide reguliere ayant

pour base un pentagone etoile ou de seconde espece, Tangle polyedre au

sommet est de seconde espece, et les angles plans qui le forment, projetes

sur la base de la pyramide, remplissent deux fois les quatre angles droits.

890. ... En conservant toujours la definition generate des polyedres

reguliers,. . . on voit la possibilite de construire de nouveaux polyedres

reguliers, non-seulement avec les nouveaux polygones (reguliers)...,

mais meme avec les polygones reguliers ordinaires : et pour bien en-

tendre ceci, il faut commencer par distinguer nettement dans un po-

lyedre ses faces, ses aretes et ses sommets.

Comme un meme polyedre peut paraitre egalement construit sous

lels ou tels polygones, on prend pour les faces les plans qui, en plus

petit nombre, achevent completement ce meme polyedre. . . .

Pour les aretes, ce sont les cOtes memes qui terminent les faces du

polyedre, et par lesquels ces faces se joignent deux a deux, de sorte

que chaque arete sert de c6te a deux faces adjacentes, et qu ainsi le

nombre des aretes est (toujours) egal a la moitie du nombre des cotes

de toutes les faces.

C est a ces seules droites, comme faJles, que se trouvent les angles

diedres du polyedre; les autres angles que pourraient former les faces

en se traversant n en font point partie : et de rneme, c est aux seuls

points ou se re&quot;unissent les extremites des aretes que sont les sommets

et les angles polyedres du polyedre.

Cela pose,. . . on peut construire de nouveaux polyedres parfaitement

reguliers. . . : ils ont toutes leurs faces egales et regulieres, Egalement
inclinees deux a deux, et assemblies en meme nombre autour de chaque
sommet. Ils peuvent etre inscrits et circonscrits a la sphere (*) La

difference essentielle de ces polyedres aux polyedres ( reguliers). ordi-

naires est que, dans ceux-ci, les faces etant projetees par des rayons
sur la sphere inscrite ou circonscrite, les polygones (sphe&quot;riques) cor-

respondants recouvrent une seule fois la sphere; au lieu que, dans les

autres, ces polygones la recouvrent exactement ou deux fois ou trois

fois, etc., et cela d une maniere uniforme, de sorte que la surface est

(*) Car la demonstration du n 881 est ibndee seulement sur 1 egale incli-

naison des faces egales et regulieres du polyedre et sur 1 identite de position
du centre de chacune d elles par rapport a ses intersections avec les faces ad

jacentes.
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partout on double* ou triple, etc. (POINSOT, Journal da rticole Po-

lytechnique, t. IV, p. 35.) On voit ici 1 analogie 6troite entre les po-

lygones etoiles (886) et les nouveaux polyedres.

891 . L ordre d un polyedre regulier est marqu6 par le nombre de ses

faces. Vespece du polyedre est le nombre de fois que sa projection, ef-

fectuee comme on vient de le dire (890) sur la sphere inscrile ou circon-

scrite, recouvre cette sphere.

Dans les polyedres reguliers ordinaires, les angles polyedres sont aussi

de premiere espece (889) ;
mais dans les nouveaux polyedres, 1 espece de

Tangle polyedre ne fait pas celle du polyedre. Le polyedre peut etre d une

espece, et Tangle polyedre d une autre.

892. II est facile de voir qu en prolongeant les cote^s d un polygons

regulier jusqu a leur rencontre, on forme un polygone etoile de meme

ordre, qui a pour noyau le polygone primitif. Les polyedres reguliers

d espece superieure derivcnt d une maniere analogue des polyedres re&quot;gu-

liers ordinaires, et en prolongeant les aretes ou les faces d un des po

lyedres reguliers deja connus, on obtient, sauf les cas d impossibilite ,
un

nouveau polyedre regulier qui a pour noyau le polyedre regulier ordi

naire qui a servi de point de depart. G est ce qu a 6tabli M. Cauchy (Jour
nal d&amp;lt;; I Ecole Polytechnique, t. IX, p. 68).

Plus tard, M. J. Bertrand (Comptcs rendus de VAcademic des Sciences,

t. XLVI) a rattache les nouveaux polyedres aux polyedres reguliers deja

connus, par une demonstration du meme genre, mais beaucoup plus sim

ple : c est celle que nous allons exposer.

893. Nous regarderons d abord comme evident que, des points quel-

conques etafit donnes dans I*espace, on peat toujotirs trouver un polyedre

CONVEXE, dont les sommets soient pris parmi les points donnes, et qui
contiennc tons les autres points dans son intericur, a moins qu il n ait

preciscmcnt pour sommets tons les points donnes eux-memes.

Nous savons d ailleurs (693) qu il ne peut exister de polyedre convexe

dont chaque sommet sort la reunion de plus de cinq faces.

THfcOREME.

894. Etant donne un polyedre regulier A, (fespece quclconque, il existe

toujours un polyedre regulier convexe X qui a les memcs sommets que le

polyedre A.

Les sommets du polyedre regulier quelconque A etant sur une meme

sphere (890), tout polyedre convexe dont les sommets sont pris parmi

ceux de A ne saurait conlenir les autres dans son interieur. 11 existe

done (893) un polyedre convexe X dont tous les sommets se confondent

avec ceux du polyedre A. II reste a prouver que ce polyedre convexe X
est regulier.
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Dosignons par P la figure formed par 1 ensemble des deux polyedres

considered, et par Q une autre figure identique a la premiere. Puisque le

polyedre A est regulier, la comeidence des deux figures pourra etre ob-

tenue en placant un sommet quelconque de Q sur un sommet determine

de P, ce qui entrame 1
egalite&quot;

de tous les angles polyedres du polyedre
convexe X.

De plus, deux sommets etant Tun sur 1 autre, la coincidence des deux

polyedres A qui font partie de P et de Q, et par suite celle des figures

totales, pourra etre obtenue au moins de trois manieres differenles; car

les sommets considered appartiennent a des angles au moins tried res et,

sur Tune des faces du premier angle, on pent placer une face quelconque
du second. Les angles polyedres correspondants des deux polyedres con-

vexes X sont done, a leur tour, non-seulement egaux, mais susceplibles

de co i ncider aussi de trois manieres diffe&quot;rentes au moins; et comme ces

angles sont triedres, telraedres ou pentaedres (095), its ont alors neces-

sairement toutes leurs faces
e&quot;gales

et egalement inclinees.

Les faces des deux polyedres X sont done des polygones equiangles et

e&quot;galement inclines, dont la comeidence peut etre elablie en placant un

sommet arbitraire de Q sur un sommet designe de P; en d autres termes,

ces faces sont des polygones re~guliers egaux. Le polyedre X, ayant pour
faces des polygones reguliers egaux et pour angles des angles polyedres

egaux, est regulier.

THEOREME.

895. // ri existe quc quatre polyedres reguliers d especes supericures.

En vertu du the&quot;oreme precedent, pour obtenir les polyedres regu-

Hers d especes superieures, il faut evidemment prendre les polyedres
)&amp;gt; reguliers convexes (878), et proceder de la maniere suivante : choisir

un sommet sur I .un de ces polyedres, et chercher s il ex^te d au-

tres sommets, qui, re&quot;unis a celui-la, puissent former un polygone re-

gulier. (J. BERTRAND, loc. cit.} Ce polygone est alors une face pos

sible d un polyedre d espece sup6rieure ayant memes sommets que le

polyedre convexe propose. Si le polyedre d espece superieure existe, le

nombre des po .ygones egaux partant ainsi d un meme sommet est le

nombrede faces de son angle polyedre; mais, pour qu il en soil ainsi, ces

polygones egaux doivent pouvoir former un angle polyedre.

II est clair que cette construction appliquee au tetraedre ne donne

rien.

Chaque sommet de 1 octaedre appartient a deux carres, lesquels ne

peuvent evidemment pas former les faces d un polyedre.

Chaque sommet du cube peut former, avec deux autres sommets

convenablement choisis, un triangle equilateral, et cela de trois ma-

nieres differentes; mais ces trois triangles appartiennent a un tetraedre

regulier.
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Chaquc sommet du dodecaedre regulier pent, de trois manieres dif-

fe&amp;gt;entes, former des triangles equilateraux avec des sommels apparle-

nant a deux des laces qui s y reimissent; mais ces triangles ne feront

pas un angle polyedre, deux d entre eux n ayant jamais d arete com-

mune.

Chaque sommet du dode&quot;caedre re&quot;gulier peut e&quot;galement 6tre consi-

dere&quot; comme le sommet de six triangles e&quot;quilateraux
dont les autres

sommets appartiennent a des faces contigues a celles qui contiennent

le sommet donne&quot;. Mais ces si\ triangles equilateraux sont les faces de

deux tetraedres regulicrs.

Chaque sommet du dodecaedre est enfin le sommet commun de trois

pentagones reguliers dont les quatre autres sommets appartiennent an

meme polyedre. Ces trois pentagones ne forment pas les faces d un

angle triedre, parce que deux d entre eux n ont pas d arfite commune;
mais les pentagones eloiles qui ont les memes sommets forment un

angle triedre, et leur ensemble, pour tout le polyedre, forme le dode-

caedre regulier (de septieme espece).

Chaque sommet de 1 icosaedre est le sommet commun de cinq trian-

gles ^quilal^raux ayant pour cotds les droites les plus courtes que Ton

puisse mener entre les sommets. apres celles qui forment les cotes des

faces. Ces triangles forment 1 icosaedre de septieme espere.

Chaque sommet de 1 icosaedre peut etre consid^re comme le sommet

commun de cinq pentagones reguliers de premiere espece, dont les

quatre autres sommets appartiennent egalementa 1 icosaedre; ces pen-

tagones sont les faces du dodecaedre de troisieme espece (a faces con-

vexes). Enfin, les memes sommets peuvent etre considered comme ap-

partenant a des pentagones eHoiles qui forment le dodecaedre (de

troisieme espece, a faces etoilees).

II n y a done en tout que quatre polyedres Voiles, qui sont
pre&quot;cise-

ment ceux que M. Poinsot a decouverts. (J. BERTRAND, he. cit.}

Avant d examiner chacun de ces nouveaux polyedres reguliers en par-

ticulier, cherchons une formule qui nous permello de determiner exactc-

ment 1 espece de chacun d eux.

PROBLfcME.

S&amp;lt;)6. Troiu-er Vespece d un
/w/&amp;gt;vW/r

rt gutter.

La formule d Euler, A H- a = F -t- S, d^montreeau n 688, n estpas ap

plicable a tous les polyedres reguliers. Elle ne subsiste que pour ceux,

d ailleurs quelconques, dont la projection (890), faile sur une sphere de

centre interieur au polyedre, recouv re exactement celte sphere sans aucune

duplicature.

Pour gejneraliser la formule d Euler et la rendre applicable aux nou

veaux polyedres reguliers, il faut tenir compte a la fois de 1 espece du po-
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lyedre consider^ (891), de Tespece de ses faces (888) supposees toutes

de meme espece, et de celle de ses angles polyedres (889) supposes tous

de meme espece. Ceci pose, projetons le polyedre donne sur la sphere
inscrite oa circonscrite, en prenant pour centre de projection le centre

de cette sphere (890).
Solent n le nombre de cotes de 1 une des faces du polyedre, &amp;lt;p

le nombre

qui en marque 1 espece, a Faire du polygone sphe&quot;rique correspondant,
s la somme des angles de ce polygone. Decomposons-le en triangles en

joignant a ses sommets, par des arcs de grands cercles, la projection du

centre de la face consideree. L aire de 1 un de ses triangles, ayant a. pour
somrne de ses angles, sera, en prenant pour unites Tangle droit et le

triangle tri-reclangle (837), a 2. L aire a du polygone spherique, qui

contient n de ces triangles, sera a 2 a 2/z. Or I a, c est la somme
des angles des n triangles ou la somme s des angles du polygone aug-

mentee de la somme des angles au sommet de ces m6mes triangles,

somme qui est egale a 4?, puisque 1 espece de la face projetee est ? (889).

II vient done
a = s -+-

4&amp;lt;p

2/z.

En d&signant par a
, &quot;,

. . ., /, s&quot;,.
. .

,
/?

, &quot;,

. . .
,

les quantites ana

logues a
&amp;lt;?,

.v et
,
on aura pour les autres faces

a = s -h 4 f 2//,

a&quot;= /-h 2&quot;

Soit E 1 espece du polyedre ou le nombre exact de fois que sa projec

tion recouvre la sphere dont 1 aire est ici representee par 8 (830); nous

aurons
a -ha -h a&quot; + .. .= 8E

ou, en supposant F faces,

8E
(s-

-+- A- -f- .v&quot;-4-. . .) + 4&amp;lt;p.F
2 (n -+- n

1

-+- n&quot; -^ . . .).

La somme n -+- n -+- n&quot;-+-. . . est evidemment egale a 2 A, A elant le

nombre des aretes du polyedre. Quant a la somme s -+- s -h /-+- . . .
,
elle

represente la somme des angles de tous les polygones spheriques obtenus.

Mais la somme des angles reunis aulour de chacun de leurs sommets,

projections de toutes les faces de Tangle polyedre correspondant, vaut

rr ibis 4 angles droits, a marquant Tespece des angles polyedres (889).

On aura done, s il y a S sommets,

s -+- s -+- x&quot; -+-... = 4 ff S.

II vient, par suite, en substituant et en simplifiant,

(I)
, A -h 2E = y.F-h ff.S.
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Si Ton fait dans cette formule E =
p
= o- = i, on retrouve la formule

d Euler.

M. Poinsot (Memoire cite) trouve A -+- 2E = F +- aS, parce qu il ne

tient pas compte de 1 espece de la face du polyedre : cette difference

explique les noms differents adoples pour deux des nouveaux polyedres.

La formule d Euler, completement ge&quot;neralisee pour les polyedres non

reguliers d especes superieures, est la suivante :

897. Dodecaedre regulier dc septieme cspece ( POINSOT, quatrieme

espece).

Fig. 47 i.

On Tobtient a 1 aide de pentagones eloiles ou de seconde espece, for-

mant des angles triedres de premiere espece autour de chaque sommet

d un dodecaedre regulier ordinaire (81)5). Ce nouveau polyedre (fig. 471)

a done vingt sommets (880). En designant par /// le nombre des aretes

d un de ses angles polyedres et par n le nombre des cotes d une de ses

faces, on a (695)
2A = mS et aA = F,

d oii Ton deduit (en faisant S = 20, m = 3, n 5)

A=3o et F = i2.
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La formule(I) donne ensuite, en y faisant r=r i, y = 2, A-- 3o,F- 12,

S = 20,

aE = 24 -H 20 3o ou E = y.

Ce nouveau dodecaedre est done de septieme espece.

898 . Icosaedre regulier de septieme especc.

On 1 obtient (895) a 1 aide de triangles equilateraux formantdes angles

pentaedres de seconde espece autour de chaque sommet d un icosaedre re

gulier ordinaire. Ce nouveau polyedre (fig. 472) a done 12 sommets (880).

Fig. 47 j.

En faisantS 12, m = 5. n 3, dans lesequalions2A== /Set 2A = F,

on trouve

A = 3o et F = 20.

La formule (I) donne ensuite, en y faisant y = i et a ~ 2,

2E=20H-24 30 OU E = 7.

Ge nouvel icosaedre est done de septieme espeee.

899. Dodecaedre regulier dc troisiemc especey a faces cnnvexes.

On 1 obtient (895) a 1 aide de pentagones reguliers ordinaires formant
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des angles pentaedres de seconde cspece autour do cheque somniet d un

icosaedre regulier ordinaire. Ce nouveau polyedre ayant 12 sommets, los

equations 2 A = /wS et sA = F donnent (pour /;/ = 5 et // = 5)

A = 3o et F = ia.

La formule (I) donne ensuite, pour p
= i et &amp;lt;r

= a,

aE = ia-f- a4 3o ou E=3.

Ce nouveau dodecaedre a faces convexes (fig. 473) est done de troisieme

espece.

Fig. 473.

900. Dodecaedre regulier dc troisieme espece9
a faces ctoilees (PoiNSOT

seconde espece )
.

On 1 obtient (895) a 1 aide de pentagones etoiles formant des angles

pentaedres de premiere espece autour de chaque sommet d un icosaedre

regulier ordinaire. Ce nouveau polyedre a done 12 sommets (880). Les

equations a A = /wS et 2 A = /iF donnent alors, pour m 5 et // = 5,

A=3o et F = ia.

La formule (1) donne ensuite, pour v = 2 et a = i
,

9,E = 24 -+ ia 3o ou E = 3.
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Ce nouveau dod^caedre a faces etoi!6es (fig. 474) est done aussi de troi

sieme espece.

Fig. 474.

901 . Voici le tableau des elements des quatre nouveaux polyedres re-

guliers.

On voit que les nouveaux polyedres sont conjugues deux a deux, comme

les polyedres reguliers ordinaires (880).

902. Pour familia riser davantage le lecteur avecles nouveaux polyedres,
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i nous terminerons en indiquanl aussi leur mode de construction d apres

Cauchy (892), parco qu il fait peut-elre mieux image que celui
adopte&quot;

plus haul (895).

En prolongeant dans le dode&quot;caedre ordinaire les aretes qui. forment

I les c6te&quot;s des douze pentagones, on obtient le dodecaedre etoile&quot; (de

troisieme espece).

Si, dans le dodecaedre ordinaire, on prolonge le plan qui contient

| chaque face jusqu a la simple rencontre des plans des cinq faces qui

entourent la face opposee, on obtiendra le dodecaedre de troisieme es-

; pece, compris comme le dodecaedre ordinaire sous des pentagones de

premiere espece.

Enfin, si Ton prolonge les aretes qui, dans ce dodecaedre de troisieme

espece, forment les cotes des douze pentagones, on obtiendra le dod-
caedre de septieme espece.

On obtiendra I icosaedre de septieme espece, en prolongeant chaque
face de 1 icosaedre ordinaire jusqu a la rencontre des plans des trois

triangles qui entourent la face opposed a celle que Ponconsidere.

Figures honiothetifjnes darts Vespace.

903. fitant donne&quot; un systeme de points A, B, C, . . .
,
situes d une ma-

niere quelconque dans 1 espace (fig. 220 et 221), si, sur les rayons SA,

SB, SC, . . .
,

issus d un point S pris a volonte, on prcnd a partir de ce

point des segments SA
,
SB

,
SC

,
. . .

,
tels que

SA _ SIV _ SC _
SA

~
SB

~
SC

~

X etant un nombre quelconque, on dit que le nouveau systeme de points

A
,
B , C ,..., est homothetiqitc au systeme primitif ABC. . . . Suivant

que le rapport X d homothetie est positif ou negalif, les points homologues
tels que A et A sont situes d un meme cote oude c6tes differents par rap

port au centre S tVliamothetie, et les deux systemes ABC. . .
,
A B C . . .

,

sont dits hamothetiques directs ou homothetiques iuverscs.

La dehnition de Thomothetie est done la meme pour les figures de 1 es

pace que pour les figures planes (352). Toutefois, il n est plus vrai de

dire ici, comme dans le plan, que 1 homolhelie inverse donne, abstraction

faite de la position, les memes figures que 1 homothetie directe; F e&quot;tant

une figure quelconque de 1 espace, si Ton construit, a 1 aide d un centre S

arbitraire, la figure homothelique directe F suivant le rapport X, et la

figure homothetique inverse F, suivant le rapport /, les deux figures

F et F, seront symetriffiics par rapport au point S (058). Or, on ne

peut plus faire coTncider deux pareilles figures (673), tandis que flans le
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plan une rotation de 180 degres aulour du point S entrainait la co inci-

dence (352).

1)01. La figure homothetique d une sphere est une sphere; la de^mons-

tration est la meme que celle du n 353. Par suite, comme un cercle pent

toujours etre considere comme 1 intersection de deux spheres, la figure

homothetique (Vune circonferencc par rapport a un point quelconque dc\
I espace est une circonference.

905. Le theoreme dun 354 et sa demonstration subsistent. Ltt figure

homothetique d^une droite est une droitc parallele a la premiere, ct I angle
de deux droites est egal a celui de leurs droites homologucs (355,350).

La figure hamothetiqiie d un plan est un plan parallele an premier, car

si 1 on considere dans le plan donne une droite qui tourne autour d un

point A, dans chacune de ses positions cette droite aura pour homotheti

que une droite parallele passant par un point fixe A homolhetiqne de A,

II resulte de la : 1 qu w// plan qui passe par le centre d homothetie est a

lui-meme son Jiomotlietique ; 2 que I angle de deuxplans est egal a I angle

de leurs ho/not/iettf/urs.

Lcs tangentes en deux points homologues de deux courbes homotheti

ques sent paralleles, comme limites de secantes paralleles. Par suite (865.

508
) ,

les plans tangents en deux points homologues de deux surface*

homothetiques sont paralleles.

906. Deux systernes sont homnthetiques, s il cxiste dans Vespace deux

points et lets, que les droites qui joignent le point Qaux divers points

du premier systeme, et les droites qui joignent le point aux diverspoints

du second systeme, soient paralleles et dans un memc rapport X
;

la de

monstration est la meme qu au n 358.

II resulle de la que deux spheres qitelconques sont a la fois homothe-

tiques dircetcs et homothetiqucs inverses
(
360

) ;
les deux centres d homo-

thetie divisent harmoniquement la ligne des centres des deux spheres;

ces centres sont en outre les sommets des deux cones qu on peut circon-

scrire aux deux spheres. Lorsque les deux spheres sont tangentes, leur

point de contact est un centre d homothetie,^/-^^^; si le contact est / /&amp;gt;/&amp;lt;&quot;

-

rieur, inverse si le contact est extericur.

907. Le theoreme du n 361 et sa demonstration subsistent. Ains !,

systemcs liomothetiqucs a un troisierne sont homothe liques etitrc cux, et

les trois centres d ^

homothetic sont sur une meme ligne droite , qu on

nomme axe d /iv/uothetic des trois systemes.
Trois spheres considerees deux a deux ont trois centres d homothetie

direcle et trois centres d homothetie inverse (906). Elles ont done

quatre axes d homothetie : un axe d homothetic dircctc qui contient les

trois. centres d homothetie directe, et trois axes d homotJictie inverse qui
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iferment chacnn deux centres d homothelie inverse et le centre direct

qui repond an troisieme centre inverse. Ces (fiiatrc axts d*kdtboth&icttnl

ceux des troiscercles (301) que Ton obtient en coupant les trois spheres

par le plan qui passe par leurs centres.

908. LorMfiif (flint
rr srstriiics P,P , P&quot;,

P
&quot;,

sont Itomotlu tiffncs deux a

dt K.r, leurs .w.f centres d lioinothetic so/it silues dans iifi nicnie plan.

En effet, soient respectivement 0,, 0,, 3 , les centres d homolhtHie du

P et P
,
de P et

P&quot;,
de P et P

&quot;;
le plan 0, 7 0. est a lui-meme son homo-

logue dans les systemes P et P
, puisqu il content leur centre 0, ;

il est

aussi a lui-meme son homologue dans les systemes P et
P&quot;, puisqu il con-

tient leur centre 0.,. Done, ce mme plan est encore a lui-mt
r-me son homo

logue cans les syslemesP et P&quot;(907); et par suite, il contient leur centre

d homolhetie. On prouverait de me1

me que ce plan passe par les centres

d homothetie de P et P
&quot;,

et de P&quot;et P &quot;.

Ces six centres d homothelie sont les sommets d nn quad rila tore com-

plet dont les cotes sont les quatre axes d homctlietie des quatre systemes

proposes pris trois a trois. Le plan de ce quadrilatere rec,oit le nom de

plan d liainothetie des quatre systemes P, P
, P&quot;,

P &quot;.

909. Considerons en partirulier le cas de rjuatre spheres. Comme deux

spheres sont a la fois homothetiques directes et homulheliques inverses,

on aura douze centres d honiotfu tie, dont sijc directs et .v/.r inverses. II est

aise de voir qu il y a hnit plans tl homothetie. En effel, imaginons le te-

traedre dont les sommelssont les centres des qnatre spheres; sur rhjique
face de ce tetraedie, il y a six centres d homothetie, trois directs et trois

inverses (907). Considerons Tun des six centres qui *ont sur 1 une des

faces; ce point apj artient a deux droiles A et B dont chacune passe

par deux autres centres de la meme face. D ailleurs, ce meme point est

commun a une autre face du tetraedre, et, par suite, il appartient egale-
ment a deux autres droitesC et Dsitueessur celte seconde fare. En com-
binant les deux droites A et B de la premiere face avec les deux droites C
et D de la seconde, on obtient quatre plans, AOC, ADD, BOG, BOD, dont

chacun passant par cinq centres d homolhetie renferme necessairemc nt le

sixieme centre correspondent. Ainsi, par cliaque centre de la premiere
face, passent quatre plans d hornothetie; mais chacun de ces plans est

commun a trois centres de cette meme face. Done le nombre total des

plans d homolhelie est egal a huit.

91 9. Deux figures de 1 espace sont seinblablcs lorsque, par un deplace-
ment convenable,on peut amener la seconde sur 1 une des homothetiques
directes de la premiere. Or, d npres le n 907, pour avoir tousles systemes

homolhetiques a un jysteme donne, il n est p;is necessaire de fa ire varier

le centre; il suflQt, en prenant un centre aibitraire, de fa ire varier k de
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o a co (362). Done, on obtiendra toutes les figures semblables a une

figure donnee, en construisant, avec un centre pris a volonte&quot;, les surfaces

homothetiques qui re~pondent a toutes les valeurs du rapport /, depuis
zero jusqu a 1 infini.

Ainsi deux spheres quclconques sont scmblables (904).
La seule figure semblable a une surface conique est cctte surface co

nique elle-meme ; car si 1 onprend le sommet pour centre d homoth&amp;lt;Hie,

1 homologue A d un point quelconque A de la surface conique proposee
est situ6 sur la generatrice OA (355).

Enfin, deux surfaces cylindriques sont homothetiques lorsque leurs

generatrices sont paralleled, et leurs directrices deux courbes homothe

tiques ; car la figure homothetique d une droite est une droite parallele.

Par suite, les section* par un meme plan de deux cylindres homothetiques
sont deux courbes homothetiques dont le centre est a la rencontre du plan

secant et de la parallele aux generatrices menee par le centre d homo-

t he&quot; tie des deux cylindres (359).

Pole et plan polairc par rapport a la sphere.

911. Un point et une sphere C etant situes d une maniere quel

conque dans I espace, si par le point on mene une secante quelconque
OFE (fig. 111 e/2i3, 337), ct qu on determine le conjugue liarmoniqtie I

du point par rapport a EF, le lieu geometrique du point I, lorsque
la secante tournc autour du point 0, est un plan P perpendiculaire au

diametrc AB qui passe par le point 0; car, dans chaque plan mene par

OC, le lieu est une droite (337) perpendiculaire au diametre AB et mene&quot;e

par le point H conjugue harmonique de par rapport a ce diametre.

On dit que le point est \Qpole du plan P et que le plan P est le plan

polaire du point par rapport a la sphere C.

Le plan polaire P d un point est e&quot;videmment le lieu des polaires
du point par ? apport a tons les ccrclcs de la sphere dont les plans pas-
sent par 0.

Lc rayon de la sphere est moyen proportionnel entre les distances du

centre au p6le ct au plan polaire. La discussion des positions du p61e et

du plan polaire par rapport a la sphere est la m6me qu au n 338. Nous

remarquerons seulement que, lorsque le pole est cxterieur a la sphere, le

plan polairc est le plan de la circonference de contact du cone qui est cir-

oonscrit a la sphere ct qui a le pole pour sommet.

912. Les plans polaires de tous lespoints d un plan passent parle pole

de cc plan; et inversement, les poles de tous les plans qui passen+ par
un meme point sont sur le plan polaire de ce point. La demonstration du

n 339 subsiste, seulement XY (fig. 214) represente alors la projection,

sur le plan considere, de la droite CO qui joint un point quelconque de

ce plan au centre C de la sphere.
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11 resulte de la quo, .v/ chacun des points d un plan P est pris pour
sommet (Vun cone circonscrit a lit sphere, Ics pinits dcs cercles de contact

passent tmts par un menu point p pole du plan P; invorscment, si, sui-

cfint chncun des cercles de hi sphere dont It s plans jxtsse/it j)nr un nieine

point p, on circo/iscrit un cone a Id sphere, Ics sonnnets de ces cones sont

fans ddtis un meme plan P, qui est le plan potaire du point p.

5H3. Solent une sphere dont le centre est et une droite quelconque
AB (fig. 4y5). Prenons le pdle A de AB par rapport au grand cercle

ECFD situe dans le plan AOB, et par le point A elevons la perpendicu-
laire A B a ce plan AOB; on volt quo re&quot;ciproquement la droite AB est la

perpendiculaire au plan OA B elevee par le p61e A de A B par rap

port au grand cercle EIFK situe dans le plan OA B . Les deux droites AB,
A B

,
ont reai, d apres cela, le nom do droites recipror/ues par rapport a

la sphere 0.

Fin.

Quand deux droites sont reciprofjues par rapport a une sphere., cha-

cunc d elles est le lien des poles da tons Ics plans passant par Vautrc

ou, ce qui revient au meme, chncunc d clles est { intersection commune
dcs plans pointres des divers points de Vantre. En effet, le plan polaire

d un point quelconque M de AB est perpendiculaire au plan FCE, et sa

trace sur ce plan est la polaire du pohit M par rapport au cercle FCE.

Cette trace passe done (339) par le point A qui est le pole de AB par

rapport au cercle FCE. Par suite, le plan polaire CID du point M ren-

ferme la droite A B .

II resulte de la que, lorsquc deux plans sont tangents a Id sphere, leur

intersection est redprrxnie de. la droite qui unit les deu.r points de contact,

car ces points de contact sontles p61es des plans tangents.

Remarquoris enfin que la droite AB est le, lieu dcs poles de sa reciproquc
A B par rapport a tons les cercles de la sphere dont Ics plans passent

par A B . En effet, A etant le pole de la droite AB par rapport au cercle

FCE, si N est le point ou la droite AE rencontre le diamelre CD d un

cercle quelconque CID conduit par A B
,

les points C, A
, D, N, forment

II. 16
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un systeme harmonique; done Nest le pole de A B par rapport au cercle

CID.

Plan radical de deux spheres.

914. Si, par un point M de 1 espace, on mene a une sphere une se-

cante arbitraire qui rencontre la sphere en A et B, le produit MA. MB a

une valeur independante de la direction de la seeante. Ce prociuit con

stant, qui est positif lorsque le point M est exterieur a la sphere, negatif

lorsque le point M est inlerieur, et nul lorsque le point M est sur la

surface spherique, prend le nom de puissance du point M par rapport a

la sphere 0.

La puiusance d un point par rapport a une sphere est egnle, en gran
deur et en signe, a I cxces du carre de la distance dc ce point au centre

sur le carre du rayon (368). Lorsque le point est cxteiieur a la sphere,

sa puissance est egale au carre dc la tangente menee a la splierc par ce

point.

Quand deux spheres se coupent ortJiogonalcmcnt, le carre du rayon de

chacune d cites est egala la puissance de son centre par rapport a t antre

sphere (369).

915. Lc lieu des points d egale puissance par rapport a deux spheres

est un plan perpendiculaire a la ligne des centres (370).

Ce plan a recu le nom de plan radical des deux spheres. Lorsque
deux spheres sc coupent, lenr plan radical est le plandu cercle connnun;

lorsque deux spheres se touchent, leur plan radical est le plan tangent au

point commun. Le plan radical de deux spheres concentriques dispa-

rait a rinfmi.

Lc plan radical dc deux spheres est le lieu des points d oit Von pent
leur mener des tangentcs egales (371). C est auvsi le lieu fies centres des

spheres qui coupent les deux premieres ortJiogonalement (
o72

)
.

916. Les plans radicaux de trois spliercs considerecs deux a deux

passcnt par une mente droite (373). Cette droite est la perpendiculaire au

plan des centres des trois spheres, elevee par Je centre radical des trois

grands cercles contenus dans ce plan ;
elle a recu le nom Saxc radical

des trois spheres.

Lorsque les centres des trois spheres sont en ligne droite, 1 axe radical

se transporte a 1 inflni : il peut cependant arriver que les trois plans ra

dicaux coincident, auquel cas les trois spheres ont un plan radical au lieu

d un axe radical.

917. Enfln, les six plans radicaux de quatre spheres considerees deux

a deux passent par un meme point. Car le point ou 1 axe radical des trois

premieres spheres rencontre le plan radical de 1 une de ces spheres et~d9

la quulrieme, est d egale puissance par rapport aux quatre spheres; il est
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done commun aux six plans radicaux des spheres considerecs deux a

deux, ct aussi aux qu.it re axes radicaux des split res considerees trois a

trois.

Co point est dit le centre radical des qualre spheres. II est unique, a

moins que les centres des quatre spheres ne soient dans im meme plan;

dans ce cas, il peul ai river que le centre radical disparaisse a Tinlini, ou

bien qu ilboit remplace par un axe radical, ou memo par un plan radical

si les centres des qualre spheres sont en ligne droite.

918. Les proprieties des n09

370, 377, 378, 379, subsistent aussi bien

que leurs demonstrations. Ainsi :

Les plans tangents en deux points a/iti-homologues de deux splicres se

consent sidvant utie droite siluce dans le plan radical des deux spheres
Le plan radical (rune sphere et (Tun plan est ce plan lui-iiieine., et ce

sont les e.Klreinites du diametre perpendiculaire an pl:tn qui joncnt alors

le role de, centres de similitude ;

Le plan radical dc deux spheres est a egalc distance ties deux plans

polaires de I tin guelconque des centres de similitude ;

Le plan radical d uae sphere et (Tun point est a egale distance de ce

point et de son plan polairc par rapport a la sphere .

Sphere tange/ite. fi
&amp;lt;ft((rtrc spheres dan/tec*.

919. Designons par A, B,C, D, les centres des quatre spheres donneeb,

et cherchons a determiner la sphere M qui enveloppe les spheres A, B, C, D.

et Ja sphere w qui estenveloppee par ces mmes spheres (387).

Supposons le probleme resolu : i-oient a et a les points de contact des

spheres w et w avec la sphere A, b et b leurs points de contact avec la

S[ihere B, c et c avec la sphere C, d et d avec la sphere D. Tout revient

a trouver les cordes aa
,
bb

, ,
&amp;lt;/&amp;lt;/ . Ces cordes sont delerminees par les

deux proprietes suivantes :

i Chncunc des cordes aa\ bb
, cc\ dd

, passe par le centre radical

des fjuatrc spheres donnees A, B, C, D. En eiFet, a etant le centre de

similitude directe des spheres o&amp;gt; et A, eU/ le centre de similitude inverse

des spheres w et A, la ccrde an
1

doit passer par le centre de similitude

inverse S des spheres w et &&amp;gt; (907). On verrait de meme que ce point S

appartient aussi aux cordes bb
,
cc ct dd . Un raisonnement analogue

montre que ab et a b concourent au centre de similitude directe C des

spheres A et B; done, les cordes an et bb des spheres A et B sont anti-

homolagues (37(5, 918), el leur point d intersection S apparlient au plan

radical des spheres A et B. On verrait de meme que ce point deconcours

Sde fin\ bb
,
cc

, dd\ appartient a chacun des plans radicaux des spheres
donndes considerees deux a deux

;
il est done le centre radical de ces

spheres (917).

16.
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2 Chacune des cordcs aa
,
bb

9
cc

,
dd

,
conticnt Ic pole, par rapport a

sa Sphere, du plan dc similitude directe dcs quatre spheres donnees.

En effet, puisque S est un centre de similitude des spheres w et &&amp;gt;

,
les

deux cordes ab et a b sont anti-homologues, etleur point de concours C
doit appartenir au plan radical des deux spheres w et &&amp;gt; . On verrait de

meme que ce plan radical passe par chacun des centres de similitude di

recte des quatre spheres donnees considerees deux a deux. Done, le plan

radical des spheres w et &&amp;gt; coincide avec le plande similitude directe (908,

909) des spheres A, B, C, D. D apres cela, ce plan doit contenir 1 inter-

section des deux plans tangents a la sphere A aux deux points anti-homo

logues a et (918), c esl-a-dire la droite reciproque de la corde aa par

rapport a la sphere A (913); done, inversement, la corde aa doit ren-

fermer le pole /&amp;gt;&amp;gt;, par rapport a la sphere A, du plan de similitude consi-

dere.

On conclut de la la regie suivante : Determinez le centre radical S et

le plan de similitude directa des quatre spheres donnees A, B, C, D;

prcnez par rapport a chacune d elles les poles p, q, r, 5, dc cc plan, et

menez les droites
S/&amp;gt;, S&amp;lt;/,

S/
, S.v, qui rencontrei^ont les spheres A, B, C, D,

aux points dc contact a ct
,

/; et b
1

,
c et c

,
d et d

,
il nc rcstcra plus

alors qu a faire passer line sphere w par les quatre points a, b, c, d, et

une sphere w par les quatre points a
, b\ c

,
d .

En remplacant le plan de similitude directe par chacun des sept autres

plans de similitude (909), on obtiendrait les sept aulres couples de

spheres tangentes. Le probleme admet done seize solutions.

La construction precedente s applique a tous les cas particuliers qu on

obtient en supposant qu une ou phisieurs des spheres A, B, C, D, se re-

duisent a des points oua des plans.

920. Supposons que les trois spheres A, B, C, restant fixes, la sphere D
varie. Le point S, centre radical des quatre spheres (919), decrira 1 axe ra

dical des trois spheres fixes A, B, C. Le plan de similitude directe des quatre

spheres tourne alors autour de 1 axe de similitude directe des trois sphe
res A, B, C; par suite, le point/; decrit la droite reciproque de cet axe

de similitude (913), droite qui est perpendiculaire au plan des centres

des spheres A, B, C. La droite S/? s appuie done constamment sur deux

droites perpendiculaires au plan des centres des spheres A, B, C, et le

point a ne sort pas du plan determine par ces perpendiculaires. Le lieu

du point a est done le cercle suivant lequel ce plan coupe la sphere A.

On obtient ainsi ce theoreme remarquable du a Dupuis :

Quand line sphere variable w touche constamment de la meme maitierc

trois spheresfaces A, B, C, chacun des trois points dc contact decrit un

petit cercle de la sjj/tere fixe corrcspondantc.

921. Les auteurs qui se sont occupes de la construction donn6e au

n 919 [GAULTIER (de Tours), Journal de I Ecolc Polytechnique^
t. IX;
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HEEGMANN, Memnircs tic I*Academic &amp;lt;!&amp;lt; Lille, 1828; J.-A. SERRET (*).

Jonrmil &amp;lt;lc Crelic, t. XXXVII; etc.] ont fonde leur demonstration sur lo

theoreme de Dupuis. An lieu de suivre cette marehe qui rompt ( analogic)

avec la solution du probleme eorrespondant de Geometric plane (387),

nous avons tenu a conserver completement cotte analogic et a trailer di-

rectement la question sans le secours du theoieme de Dupuis, qui n est

plus alors qu un corollaire immediat de la solution trouvee. Le raisonne-

ment y gagne d ailleurs en simplicity.

X/j/U /v tdtigentc it
&amp;lt;m&amp;lt;itrc plans don/ie.s.

92. Cette question n est qu un cas particulier de la precedente, mais

elleest assez importante pour qu il soit utile de la trailer directement.

Supposons que les quatrc plans proposes forment un telraedre ABCD

(fig. 47^), et cherchons combien il peut exister de spheres tangenlesaux

quatre faces de ce teHraedre indefiniment prolonged, c est-a-direde points

a egale distance de ces quatre faces.

Le lieu des points a egale distance des deux faces ABC, ABD, prolongees,

est I ensemble des deux plans bissecteurs a et a d#s angles dieJres DABC,

DABH, formes par ces faces. De meme, le lieu des points a egale distance

des deux faces ABC, ACD, esl I ensemble des deux plans bissecteurs &

et ^ des diedres qu elles forment. Les deux plans p et $ coupent les

deux plans a et y. suivant quatrc droites partant du point A. L une d elles

AO,, intersection des plans a et &, tombe dans Tinterieur du 16-

(*) Nous engageons Ic loctcur lainiliarise avec la (icoincti ie analytiquc, a

lire I analysn aussi elegante qu instructivc de M. .l.-A. SKRRF.T.
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traedre ABCD; les trois autrcs tombent en dehors. L intersection A0
2
des

plans a et perce Ie plan BCD dans la partie EDCF
;

1 interseclion A0
3

des plans a et
(3 perce le plan BCD d.ms la partie HBDK; enfin, 1 inter-

section A0
4
des plans a et perce le plan BCD dans la partie GBCP.

Les quatre droites AO,, AO.,, A03 ,
A0

4 ,
ainsi obtenues, etant le lieu des

points de 1 espace a egale distance des trois faces ABC, ABD, ACD, les

plans bissecteurs des diedres formes par les faces ABD, ACD, passeront

par ces droites. Les centres des spheres tangentes aux quatre plans

donnes ne peuvent done se trouver que sur les quatre droites deter-

minees. Mais ces centres doivent aussi appartenir aux deux plans bissec

teurs 7 et 7 des diedres formes par les faces ABC, BCD, prolongees; et

comme un plan et une droite ne peuvent avoir qtfun point commun, il

ne peuty avoir plus de huit points d intersection entre les quatre droites

considerees et les deux plans 7 et 7 . En outre, les points ainsi trouves

etant a egale distance des quatre faces du tetraedre ABCD, sont contenus

dans les, plans bissecteurs des autres diedres a la base. II ne peut done

exister plus de huit spheres tangenles aux quatre plans donnes. Voyons
comment elles sont placees.

La sphere tangente interieurement ou inscrite dans le tetraedre existe

toujours; car le plan 7 faisant un angle aigu avec le plan BCD, dans le

sens CD, rencontre necessairement la droite AO, dans l inte&quot;rieur du te

traedre.

Les quatre spheres tangentes exterieurement a 1 une des faces du te

traedre et aux prolongements des trois autres, ou spheres cx~inscrites,

existent egalement toujours. Car le plan 7 coupe necessairement la

droite AO, au-dessous du plan BCD, a 1 interieur de Fespece de tronc de

pyramide ouvert forme par ce plan et les prolongements des trois autres

faces du tetraedre. De meme, si S et $ sont les plans bissecteurs des

diedres suivant 1 arete CD, le plan exterieur coupe AO., en un point

situe&quot; entre A et 0.,, centre de la sphere ex-inscrite qui repose sur la

face ACD. Si s et & sont les plans bissecteurs des diedres suivant BD, le

plan e coupe A0
3
au centre de la sphere ex-inscrite qui repose sur la

face ABD. Enfin, le plan 7 coupe A04
au centre de la sphere ex-inscrite

qui s appuie sur la face ABC.

II reste a considerer les spheres tangentes aux seuls prolongements
des faces. Ces spheres ne peuvent etre contenues que dans les especes de

combles prismatiques ayant pour faites les aretes du l&raedre. Consi-

derons les deux combles MCFNDE, GBHD AC
, qui se terminent aux

deux arejtes opposees CD et AB. Le plan bissecteur $ coupera A0
2 ,

soit

au-dessous du plan BCD, soit au dela de A et au-dessous de D AC . Done,

s il existe une sphere tangente dans 1 im des deux combles repondant a

deux aretes opposees du tetraedre, elle ne pourra pas exister dans 1 autre.

Par suite, les six combles prismatiques ayant pour faites les six aretes du
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tetraedre ne pourront renfermer que trois spheres tangentes ;
ce qui

conduit bien au nombre total de huit spheres tangentes indique plus

haul.

Les trois dernieres n existeront pas toujours, car il pput arriver que le

plan $, par exemple, soit paralleled la droite AO, : le centre de la sphere

correspondante se transportant alors a 1 infini, elle cessera d exister.

Soient a. b, c, &amp;lt;7,

les aires des faces du tetraedre opposes aux som-

mets A, B, C, D, et V son volume; soient r,, r,, r,, /-
4 ,

/-
5 ,

le rayon de la

sphere inscrite et ceux des spheres ex-inscrites tangentes aux faces b, c,

&amp;lt;/,
a. Joignons le centre de chaeune d clles aux sommets du tetraedre, et

exprimons son volume en fonction de ceux des quatre uHraedres obtenus.

Os tetraeilres seront tons additifs pour la sphere inscrite; et pourchaque

sphere ex-inscrite, celui qui repose sur la face a laquelle elle est tangente

devient soustractif, tandis que les autres restent additifs. On aura done

successivement

V = lr
t (a+ b+ C+ d} :

V = r.,(a +- c -h d &),...,

d ou Ton deduira

3V 3V 3V
,5 r. =

a -f- b -+- c -+- d a H- c -t- d /;

3V 3V

Toutes ces valeurs positives et finies, puisque chaque face d un tetraedre

est plus petite que la somme des trois autres, prouvent de nouveau

1 existence certainedes cinq premieres spheres tangentes. On passe de la

valeur de
/-,

a Tune quelconque des autres, en changeant le signe de la

face sur luqueHe s appuie la sphere ex-inscrite dont on cherche le rayon.

parce que les centres fie cette sphere et de la sphere insrrite sont de

c6tes differents par rapport a cette face et du m6me cole par rapport aux

trois autres.

Soient maintenant o,, o,, p.,
les rayons des trois dernieres spheres.

Le centre de 1 une d elles, compare a celui de la sphere insrrite, se trouve

d un meme cdle par rapport a deux des faces du tetrae Ire et de c6tes

diff6rents par rapport aux deux aulres faces. Si la sphere consideree est

dans le cornble MCFNDE, on aura

si elleesl dans le comble oppose GBHD AC
,
on aura
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De meme, s il s agit de la sphere situe&quot;e dans le comble LBHNDK ou dans
son oppos^ PCFB AD

,
on aura

Enfin, pour la sphere situee dans le comble MCPLBG ou dans son op

pose EDKB AC ,
il viendra

II sera facile de decider entre ces valeurs; car si Ton suppose que les

quatre faces du tetraedre, rangees par ordre de grandeur, donnent la

serie
, , , &amp;lt;-/,

on aura

a -+- b
&amp;gt;

c H-
&amp;lt;-/,

a -+- c
&amp;gt;

& -h c/,

c est-a-dire que les rayons des deux premieres spheres auront les valeurs

finies et positives

- 3V _ 3V __
Pl
~

(a 4- b] (c -f- r/)
p2
~

(a -+- c)
-

(b ? r/)

&quot;

Les autres valeurs de
p,-

etde p,, etant negatives, devront etre rejetees.

Si la somme b-t- c n est pas egale a la somme a -+- r/, elle sera plus grande
ou plus petite, et Ton n

?

aura aussi pour p, qirune seule valeur fmie et

positive qui sera

3V

rl(*+?)^l -*-&amp;lt;*)]

On prendra en dehors de la parenthese le signe n- ou le signe ,
sui-

vant qu on aura b +- c
&amp;gt;

ou
&amp;lt;

-f- &amp;lt;/.

Si ^ -+- c = a -4- c?, p3
est infini, et 1 une des trois spheres settlement pos

sibles disparait.

Si Ton a a la fois a b et c = d, auquel cas la condition precedenteest

encore satisfaite, p 2
devient aussi infmi, et des trois spheres seulement pos

sibles deux disparaissent.

Enfin, si Ton a a la fois a b, c= d. et a -+- b --= c -f-
&amp;lt;-/,

c est-a-dire

a = b = c = d, p,
devient infini comme p 2

et p :i ,
et les trois spheres ser,-

lement possibles disparaissent toutes les trois.

En resume, les Iiuit spheres tatigentcs se rcduiscnt a sept, si la sominc

dc deux des faces du tetraedre cst egalc a la somme des deux autres

faces; cllcs se reduisent a six, si en outre cliaque face da premier groupe
est cfjiiicalente a line Jace du second groupe ; ellcs se reduisent a cinq, si

les quati C faces du tetraedre sont equicalentcs.

923. Les plans proposes peuvent avoir quelques-unes de leurs intersec

tions paralleles; ils peuvent etre paralleles entre eux en tout ou en partie :
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en s appuyant sur ce qui precede, il sera facile do trailer dircctement ces

cas particuliers.

Complement de la theorie des figures inverses et de Id inethode de

transformation par rayons veeteurs reciprotjucs.

92i. La definition du n 380 s applique a des points A, B, C
,
situes

d lnH 1 maniere quelconque dans 1 espace.

Le cerclc d 9
inversion devient alors une sphere, et lorsqu on fait varier

le rayon de cette sphere sans de&quot; placer son centre, les figures inverses de

la figure donnee ainsi obtenues sont homothetiques (903) entre elles.

925. Un plan L et une sphere quelcon&amp;lt;iue peuvcnt etre consideres

coinnte deu.f figures inverses I une de rantre. (381). La figure inverse

(Tun plan L est une sphere passant par I originc; ct la figure inverse

(Tune sphere 0, par rapport a run f/ueleo/tt/i/c
dc .vr-.v points pris pour

origine, est un plan L perpendiculaire an diainetre passant par I origine.

926. Deux spheres &amp;lt;juelconfnies
et peuvent etre considereesconnne

deux figures inverses I une dc I autre (382). La figure inverse d une

sphere par rapport a un point S e.rterieur on inteneur pris pour ori

gine, est une autre sphere .

927. Linverse d une eirconferencc C par rapport a un point (juelcon-

f/ue S de I espaec pris pour origine est une autre eirconferencc C . Car la

circonference C etant considered comme 1 intersection de deux spheres

et
,
son inverse est Intersection des deux spheres et

,
inverses des

spheres et 0,, c est-a-dire un cercle.

II resulte immediatement de la definition des figures inverses que trois

couples (juelcoiHfiies a ct a , b et b , c et c
,
de points correspondents de

deux figures inverses sont situes sur une meinc sphere. Done, une circon

ference quelconque Get son inverse C appartiennent a une mme sphere,

et par suite (874) elles sont des sections anti-paral!eles d un meme cone

oblique qui a I origine S pour sommet. De la le moyen de trouver le

centre de la circonference C inverse d une circonference C
;
ce centre

est (87G) sur la droite (fid joint Forigine S au sommet &amp;lt;Tun cone auxi-

liaire, circonscrit suivant le cercle C a la sphere detennince par la cir

conference C et le point S.

928. La furmule du n 383 et sa demonstration subsistent. Quant au

theoreme du n 384, il s applique aussi a deux lignes quelconques de

1 espace, rnais une nouvelle demonstration est necessaire.

Et d abord on demontre, absolument comme au n 384, en conside-

rant (fig. 284) une ligne quelconque plane ou gauche MN et son in

verse M N
, que leurs tangentes MT, M T, font des angles ^gaux TMM .

TM M, avec le rayon vecleur SMM . Cela etant, soient (fig- ^35) deux
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courbes g Aiirhes MA et Mr/ qui se coup9nt en M, et les courbes in

verses M A
, MV; il frtut prouverque Tangle des deux premieres, c est-a-

dire Tangle f MT de leurs tangentes, est egal a Tangle fM T des deux

autres. Or on a, d apres Tobservation precedente,

*MM = fM M, TMM = TM M;

done le triedre forme par les droitesMM
, MT, /&amp;gt;?/,

etletriedre forme par

ies droites M M, M T, M f, ont un angle diedre egal MM compris entre

deux faces e*gales chacune a chacune; res deux trie.lres sont done syme-

triques et, par suite, les troisiemes faces TM/, TM f, sont respectivement

egales.

929. L angle de deux surfaces Yet F,, en un point quclconquc m deleur

ligne d intersection amb, est fgfd a I angle sous lerjuel les surfaces in

verses F et F
,
se coupcnt au point correspondant in

1

.

En effet, menons par in sur les surfaces F el F,deux courbes nip et n?p i

a angle droit sur la ligne d intersection amb\ leurs inverses m p et /
//,

couperont (928) a angle droit la ligne a in b commune aux surfaces F

et F
,, et de plus Tangle des deux premieres courbes nip et mp {

sera egal

a celui de leurs inverses m p et m p\. Or, Tangle des courbes mp et mp {

mesure Tinclinaison mutuelle des deux surfaces F et F, au point /, et

Tangle de m p
1

et de /////, mesure Tinclinaison mutuelle des deux sur

faces F et F, au point correspondant m .

930. Les lignes etles surfaces inverses jouissent, relativementalacour-

bure, de proprieles tres-importantes que nous ne pouvons pas developper

ici. Nous renverrons sur ce sujet aux Memoires deja cites dans le n38l&amp;gt;,

et a un Memoire de M. HIRST {Annales de Tortolini, t. II, 1859).

931. Voici quelques applications des principes qui precedent.

On nomme projection stereograjriiique d urie figure spherique la per

spective de cetle figure faile en prenant pour point de vue S un point de

la sphere, et pour plan de projection on tableau le plan P du grand cercle

dont le pole est au point de vue S.

D apres les nos 925 et 381
,
on peut considerer le plan diametral P comme

Tinverse de la surface spherique, en prenant pour origine le point S et

pour puissance le double du carra du rayon de la sphere. La projection

stereographique n est done qu un cas pirticulier de la transformation par

rayons vecteurs reciproques, et Ton peut e&quot;noncer les propositions sui-

vanles qu on utilise dans la construction des mappemondes :

1 Les projections stereograpfuqucs de deux lignes tracees sur la sphere

se coupefit sous le meme angle (]ue ces lignes clles-niemes ;

2 La projection stereograpJiiyue d un cercle de la sphere est un cercle

dont le centre est la perspective du sonunet du cone circonscrit a In

spliere suivant le cercle propose.
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La projection sle&amp;gt;ographique a e&quot;t6 connue des Grecs: Ptolemee 1 a

decrile sous le nom AQ planisphere, et les auleurs du moyen age 1 appr-

laient astrolabe. La construction du centre est due a M. Chasles.

932. On pent tonjonrs transformer uti grouse &amp;lt;lc trois spht res donnees

en n/i gnnipe de trois autres spheres arant leurs centres en ligne droitc ;

le lien de rorigi/te on du j)6lc de transformation est la circonfercncc (/id

coupe a angle droit les grands eerelcs des spheres donnees sitnes dans le

plan des trois centres. En eflel. il est evident que les poles de transfor

mation doivent etre dans le plan des trois centres, et que tout revient

a transformer les grands cercles situe&quot;s dans ce plan en trois aulres ayant

leurs centres en ligne droite. Or, si Ton prend pour p61e un des points

de la circonference qui coupe orlhogonalement ces trois grands cercles,

cette circonference orthogonale se transforme en une droite qui coupe a

angle droit IPS transformers des circonferences donnees et qui, par suite,

contient les centres de ces transformees.

Cette remarque conduit immediatemcnt au the&quot;oreme de Dupuis (920).

En eflet, transformons la figure de telle sorte que les trois spheres fixes

deviennent trois spheres ayant leurs centres en ligne droite; la sphere

Variable deviendra une sphere tangente aux transformers des trois pre

mieres; et elle touchera e&quot;videmment chacune d elles en un point dont le

lieu sera un cercle perpendiculaire a la droite qui renferme les trois

centres. Done, en revenant a la figure primitive, et se rappelant que la

transformed d un cercle est un cercle, on voit que le point de contact de

la sphere variable clecrit un cercle sur chacune des spheres fixes (MANN

HEIM, Nnuvclles Annales de Matheniatiques, i
e

serie, t. XIX).

rigures tracees snr la sphere.

933. Rapport an/inrmo/n
(/ife.

On nomme rapports a/thar/no/iifjitcs de fjiiatre points A, B, C, D, sitncs

snr un grand cercle d une sphere w, les rapports anharmoniques du fais-

ceau forme par les qualre rayons wA, wB, wC, D, qui aboutissent a ces

points.

Lorsf/u itn faisceau dc (niatrc arcs de grand cercle OM, ON, OP, OQ,
issus d^nn meme point dc la surface s/j/teriyitc est coupe ]&amp;gt;ar

n/i an

de grand cercle L, le rapport anliarmoni(]iie des (jnatre pot/its A, B, C, D,

determines par le faisceau sur cct arc transversal a une valeur inde-

pendante de la position de cet arcL. Car ce rapport esl, par definition,

egal a celui du faisceau forme par les rayons &&amp;gt;A, wB, wC, wD, lequel

ne differe pas de celui du faisceau des quatre plans wOA, &&amp;gt;OB, wOC,
wOD (S83).

D apres cela, on nomme rapport arthar/nonii/ite d n/i faisceau dc

(juatre arcs de grand cercle le rapport anharmonique des quatre points
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determines par ce faisceau sur un arc de grand cercle transversal quel-

conque.

Les deux propositions fondamentales (315 et 317) splendent aux

figures spheriques; par suite, il en est de m6me de leurs corollaires (316
et 318), de la propriete des triangles homologiques (320 et 321

), et des

theoremes de Pascal et de Brianchon (322 et 323). Les demonstrations

que nous en avons donnees subsistent entierement; le lecteur devra seu-

lement remplacer dans les enonces et dans les raisonnements les mots

ligne droitc par les mots arc de grand cercle.

934. Rapport harmonique.

Quatre points A, B, C, D, situes sur un arc de grand cercle, forment

un systeme harmonique lorsque le rapport anharmonique (ABCD) est

egal a i .

Un faisceau de quatre arcs de grands cercles OA, OB, OC, OD, est

harmonique, lorsque le rapport anharmonique (O.ABCD) est egal a i,

c
?

est-a-dire lorsqu on peut trouver un arc de grand cercle qui coupe le

faisceau suivant un systeme de quatre points harmoniques; alors, tout

aulre arcde grand cercle transversal jouira de la meme propriete (933).

II resulte de la que si, par un point G de la surface spherique, on mene,
a travers un angle AOB forme par deux arcs de grands cercles, diverses

secantes telles que ACB, et que I on prenne sur chacune d elles le point D

conjugue harmonique de C par rapport au segment AB intercepts entre

les c6tes de Tangle, le lieu du point D sera Tare de grand cercle OD con

jugue harmonique de OC par rapport a Tangle AOB. Le point C et i arc

de grand cercle OD sont dits pole et pnlaire par rapport a Tangle AOB.

La proposition (334) relative au quadrilatere complet et la demonstra

tion que nous en avons donnee subsistent pour la sphere ;
il suffit de rem

placer les mots ligne droitc par arc de grand cc7 de . II en resulte un moyen

simple de tracer sur la sphere : 1 le quatrieme harmonique de Irois

points d un grand cercle
;
2 la polaire d un point par rapport a un angle

(338 et 336).

935. Pole ct polaire par rapport a un cercle de la sphere.

Un point ct un petit cercle AEFB- etant donnes sur la sphere ( fig. 477) ,

si par le point on menc un arc de grand cercle secant OFE et qiion

determine le conjugue harmonique I du point par rapport a EF, le

lieu geometrafue du point I, lorsque Varc OFE tournc antour du point 0,

est un arc de grand cercle perpendiculairc au grand cercle OG determine

par le point ct par le pole C du cercle donnc.

En effet, soit le point ou le rayon wO rencontre le plan du cercle

donne, les trois points E, F, , seront en ligne droite, et le faisceau

des quatre rayons wE, wl, wF, wO
,
sera par hypcthese harmonique;

done, si Test le point de rencontre de EF et de wl, le systeme rectiligne
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E, I , F, ,
sera aussi harmonique. Mais le lion du point Test une droile

KlI situee dans le plan AEB et perpendieulaire cu diame-lre O BA (337),

done Ic lieu du point I est I intersection dr la sphere par lo plan &&amp;gt;KH;

c est done un grand eerclo perpendiculaire an grand eercle OC.

Fig. 4 77 .

On dit que le point est le pole du grand cerele HGK, et que ce grand

eercle est la polaire du point par rapport au eercle AEB.

Lc mot pole a deja reeu (911 )
une aulre acceplion ;

mais il ne pourra

jamais y avoir d ambigu ite si Ton fait la convention suivunte: quand nous

emploierons le mot pole dans le nouvcau sens que lui attribue le

theoreme precedent, il sera toujours suivi des mots par rapport (in eercle

considers, tandis que lorsqu il sera pris dans le sens primitif (911), ce

mot ne sera suivi d aucune indication.

Nous avons etudie avec detail au n338 les positions relatives du point

et de la droite KH; le lecteur en deduira aisement les positions relatives

du point et du grand eercle KGH.

Quand le point decrit une droite dans le plan AEB, on sait (339)

que la droite KH tourne dans ce plan autour du poledeeetle droite; mais

alors le point decrit un grand eercle, et le plan wKH tourne autour du

diametre qui perce la sphere au p61e, par rapport a AEB, du grand cerele

decrit par 0. Done, les polaires de tons les points d it/i grand cerele

JMis\cnt par le pole de ce grand cerele par rapport an cerele dirccteur

AEB
;
et i es j)6lcs, par rapport an cerele directeur AEB, de tons les

grands cercles (/ui passcnt par un point de la sphere., so/it situes sur le

grand cerele polnire de ce point.

Le theoreme du n 341, sa demonstration et ses consequences (342,

343, 344) subsislent pour la sphere en romplacant les droites par dos

arcs de grand cerele; il en rdsulte le moyen de construire sur la sphere
la pohiire d un point par rapport a un cerele directeur donne.

Enfin, la melhode de transformation par les polaires rt ciproques (345
et suiv.) s etend aussi aux figures sphe&amp;gt;iques. Le mode de transformation

general par polaires reciproques dans 1 espace contient comme cas par-
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ticulier le mode de transformalion special quenous avons expose au n 825

pour les figures spheriques, et dans lequel on fail correspondre a un

triangle un triangle supplemenlaire. Soient, en effet, une sphere de

rayon R et un point A de 1 espace situe a une distance d du centre w de

la sphere; le plan polaire de ce point est un plan perpendiculaire a COA
R 2

et situe a une distance de w egale a-y-
Si le rayon R de la sphere tend

vers zero, tend aussi vers zero, et les plans polaires de tous les points

de la droite indefinie wA ont pour limite le plan unique mene par w per-

pendiculairement a o)A. On peut, d apres cela, donnerace plan le nom de

plan polaire de la droite wA par rapport a une sphere infiniment petite

ayant w pour centre. Cela pose, si Ton a une figure formee de droites et

de plans passant tous par un point w, on aura la figure correlative en

menant par w des plans et des droites perpendiculaires aux droites et

aux plans de la figure primitive. Sur la sphere, a un grand rercle re-

pondra son pole, et inversement, de sorte que Ton retombe sur les figures

supplemental res du n 828.

936. Axe radical.

On nomme axe radical de deux petits cercles P et Q traces sur la

sphere Tare de grand cercle UV dont le plan passe par 1 intersection XY
des plans des deux petits cercles P et Q. D apres cela, cet axe radical est

perpendiculaire a Tare de grand cercle PQ qui joint les poles des deux

petits cercles donnas (fig. 478).

Fig. 478.

u

Si Von coupe les deux cercles fixes P et Q par un cercle auxiliairc

variable &amp;lt;nii coupe le premier en A et B, ct le second en A ct B
,
le lieu

des points dc rencontre M des arcs de grand cercle AB ct A B est I*axe

radical des cercles P et Q. Car les droites AB, A B
,
se coupant evi-
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detriment en un point M de XY, le point M ou le rayon &&amp;gt;M perce la

sphere apjartienl a la (bis aux trois grands cercle* dont les plans passent

respcctivement par les droites AB, A B, XY. Cello propriety permet de

construire sur la sphere 1 axe radical de deux cerc!es.

Si le cercle secant ABA B devient un cercle CGD tangent en C et D

(fig- 479 )
les aics ^ grand cercle BAM, B A M, deviennent des arcs de

grand cercle tangents SIC et MD; ils sont d ailleurs egaux romme tan-

gentes spherques ir.enees d un meme point M au cercle auxiliaire CGD

(855). Done I axe radical\$V des deux cercles P et Q est le lieu des points

de la sphere, a&quot;ou / on pent lenr mcncr des tangentes spherules egalcs .

Le cercle CID, decrit du point M comme pole, coupe ortliogonalement

les deux cercles P et Q; car il est a angle droit sur les arcs de grand
cercle MC et MD. Hone I axe radical des deux cercles I* et Q est sur la

sphere le lieu des poles ou centres spliei itjucs des cercles &amp;lt;nd coupent

orthogoiialeinent les deux cercles P et Q.

Enfin, le plan du rercle CID est evidemment le plan polairedu point M

qui appariient a XY; et comme, quand le cercle orthogonal CID vane.

son p6le M decril la droile XY, le plan de ce cercle CID passe conslam-

ment par la droile reciproque (913) de XY.-Donc,/w.sry/^- deux systeines

de cercles se coupent orthngonalenient sur la sphere, les plans des cercles

de cliafjue systeine jxisscnt par une druite, et ces deux droites sont reci-

pro(iuesjmr rappnt t a la sphere. Inverscment, deux series de plans pas
sant par deux droites recijtrofjues par rapport a une sphere tracent sur

cctte sphere deux systemcs de cercles orthtgonaux (*). Ajoutons que la

(*) L otutle, du double systeme de cercles orthogonaux sur la sphere a des

consequences importanles relalivcmenl aux surfaces dont les lignes de cour-

buresont planes. (O. BONNET, Journal de I Ecole Polytecltnltjiie, X\\V C cahier.

PICART, Essai d unc theorie geometrifjiie des surfaces, i833.)
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droite reciproque de 1 intersection des deux cerclesPet Q est precisement
la droite qui joint les sommets des deux cdnes (874, 870) que Ton peut
faire passer par ces deux cercles. En effet, prenons pour plan de la figure

le grand cercle (fig. 21 5, p. 21 5) perpendiculaire aux deux cercles donnes

qui sont alors representes par les deux droites AA et BB
;
en joignant

AB et A B
,, puis AB et BA

,
on aura les sommets N et des deux cones

considered, et comme la droite NO est (343) la polaire de 1 intersection M
des deux droites AA et BB

,
la perpendiculaire au plan de la figure elevee

par le point M, c est-a-dire la droite commune aux deux plans des cercles

AA et BB
,
aura pour reciproque NO (913).

Les axes radicaux dc trois cercles d unc sphere consideres deux a deux

concourent en un meme point; car le rayon qui aboutit au sommet du

triedre forme par les plans des trois cercles perce la sphere en un point

commun aux trois axes radicaux. Ce point prend le nom de centre radical

des trois cercles.

937. Centres de similitude.

On nomme centres de similitude de deux cercles AB et CD situes sur

une sphere (fig. 48o) les points et ou la sphere est rencontree par

Fig. 480.

les rayons wS et wS qui vont aux sommets S et S des deux cones (874)

que Ton peut faire passer par les deux cercles. Le centre direct repond
au cone dont le sommet S est cxtericur a la sphere, et le centre inverse

au c6ne dont le sommet S est intericur. Les deux centres sont d ailleurs

sur le grand cercle qui passe par les poles P et Q des deux cercles

donnas.

Si par les points M et N, ou les cercles P et Q sont touches par un cercle

variable X, on nie/tc un arc de grand cerclc, ce grand cercle passe par
run des centres de similitude des cercles P et Q et coupe ces deux

cercles sous des angles cgaux (fig. 48 1). En effet, la tangente MT com
mune aux cercles P et X et la tangente NT commune aux cercles Q et X,
etant dans le plan du cercle X, ce plan est tangent au cone S, et la droite

MN passe par le sommet S de ce cone
;

le plan du grand cercle MN con-
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tient done la clroite wS et, par suite, 1 arc de grand cercle MN passe

par 0. D ailleurs les arcs de grand cercle PM et MXsont dans Ic prolon-

gement Tun de 1 autre, puisque les cercles X et P se touchent en M; il

en est de meme des arcs de grand cercle QN et XN; on a done

angle PMO, = XMN == XNM = angle QNO ;

le grand cercle MN est done egalemenj, incline sur les rayons spheriques

PM et QN et, par suite, sur les deux cercles AB et CD (*).

Fig. 48 1.

Les points M et N des deux cercles AB et CD, relatifs a une m6me ge-

neratrice du c6ne, sont dits anti-homologucs (376). Deux couples de

points anti-homologues appartiennent a une meme circonferenee car
1

,

e&quot;tant situfe sur deux generatrices du meme c6ne, ils sont dans un memo

plan. On conclut de la, en raisonnant comme au n 376-3, que I&quot;arc de

grand cercle qui joint deux points da cercle AB ct cclui quijoint les deux

points anti-homologucs du cercle CD, sc coupcnt sur I axe radical des

deux cercles AB et CD; en particulier, les tangentes spheriques en deux

points anti-homologucs de deux cercles se coupcnt sur I axe radical dc

ccs cercles.

Les six centres dc similitude de trois cercles d une meme sphere con-

sideres deux a deux sont silues trois a trois sur quatre grands cercles.

Cela resulte de re que les sommets des six cones determines par cos trois

cercles sont trois a trois sur quatre droites situees dans un meme plan.

Pour demonlrer cette proposition, considerons les cones S, S
, S&quot;,

dont

les sommets sont exterieurs a la sphere; d apres ce que nous venons de

voir, ces trois sommets sont dans le plan du cercle qui toucherait exte-

rieurement les trois proposes; ils appartiennent de meme au plan du

cercle qui toucherait interieurement les cercles donnes. Done les sommets

S, S
, S&quot;,

sont en ligne droite. En de&quot;signant par S,, S ,, S&quot;,
les sommeis

des trois autres cones, on verrait de meme que S, S ,, S
, ,

sont en ligno

(*) HEEGMANN, Mctnoires de VAcademic de Lille, 1826.

H. - 7
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droile, ainsi que S,, S
, S&quot;,

et que S,, S
, ,

S&quot;. D ailleurs, chaque sommet

appartenant a deux droites differentes, les quatre droites sont situees

dans un raeme plan.

Les quatre grands cercles,qui renferment chacun trois centres de simi

litude, prennent le nora Raxes de similitude des trois cereles. II y a an

axe de similitude dirccte et trois axes de similitude inverse.

938. Cerelc tangent a trois petits cercles doJtties sur la sphere.

Le raisonnement et la construction sont les memes qu au n 387, en

remplacant les droites par des arcs de grand cercle : il y a huit solutions.

La methode s applique d ailleurs a tous les cas particuliers qu on obtieut

en supposant que les cercles donnes se reduisent a des points ou a des

grands cercles.

Theorcme dc Guldin.

939. L importante proposition connue sous ce nom se trouve indiquee

dans Pappus (fin du iv
e

siecle). Elle a ete ensuite retrouvee par Guldin

(commencement du xive

siecle).

THftOREME.

Vaire engendree par une ligne brisce plane quelconquc, tournant au-

tour a&quot;an axe exterieur (juelconfjue situs dans son plan, a pour mesure

le produit de la longueur de la ligne brisce par la eirconferencc que de-

crit son centre de gravite.

Nous savons que le centre de gravite d une ligne brisee plane est le

centre des distances proportionnelles des centres de gravite de ses cotes

(713).

Si la ligne brisee se reduit a une droite AB, la proposition a deja ete

demontree (7-49), puisque le centre de gravite d une droile est en son

milieu (713).

Soit maintenant (fig- 482) la ligne brisee plane quelconque MNPQR

Fig. /,8 2 .

M.

toarnan t aulour de l axe.rj. Soient
, b, c, . . .

,
les longueurs des cotes

decette ligne; a, p, 7, . . .
,

les distances des milieux A, B,C, . . .
,
deses

cotes a 1 iTxe xy. L aire totaleS, engendree par la ligne brisee MNPQR,
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(Hani la somme cles aires engendrees par ses cotes MN, NP, . . .
,
on aura

(749).

S = ci .

r
&amp;gt;. -y. -+- b . -j&amp;gt; 77^ -+- c . 1 777 -+- ... = &amp;gt;. r.

(
a a -+- b p -+- c 7 -+- . . .

)
.

Si Ton designe par z la distance a Taxe .*;
du centre des distance.-. pro-

portionnelles des points A, B, C, . . . . on a (710)

a y. -+- h
r
j -+- c y H- . . . = z

(
(i -+- b -+- &amp;lt; -+- . . .

) ,

d oii

S =
(
(i -t- b -f- c -+- . . . } . -&amp;gt;.

~
3 ,

expression de 1 enonce.

COROLLAIRE.

940. Lc Iheoremo subsiste, quels que soient le nombre et la grandeur

des c6tes de la ligne brisec, c est-a-dire a la limite, quand il s agit d une

ligne courbe en tout ou en partiei Le centre dc gravite do la ligne oble-

nue est alorsla position limite du centre de gravite de la ligne polygonalc.

Par suite, I nirc cngcndrec par uric ligne conrhc plane iourna/it (tiitour

fi un axe extcricnr quelco/tque siti/e ((d/i.f son pldii, a pour nicsurc, la pro-
dtiit dc sa longueur ($89} par la circonfdrence f/ttc

(l&amp;lt;

:crit son centre, dc

gravitd.

APPLICATIONS.

941. i&quot; Quelle est I expre&itHt dc Calre engetidn -e j)ar nnc cireotife-

rencede rayon /, e/i tournant aittour (Tune droitc .r y dc son plan f/iii
nc

la coupe pas .
J

Soil d la distance du centre de cetle circonference a I axe XY
;
le centre

d une circonference est evidemment son centre de gravite; car, dans la

recherche du centre des moyennesdislanres, on pent remplacer plusieurs

points par leur centre particulier (voir 1 exercice 727), et le centre qui

correspond aux exlremites d un diametre quelconque est le centre de la

circonference. L aire de la surface engendree,qu oti jippelle*/Y?, sera done

2 Trotiver la position da centre dc gravite (Tu/ic deini-ch conJcrcrHC
de rnyon r.

Soil .r la distance du point cherche au diametre qui termine la demi-

circonference.Si on la fait tourner autourde ce diametre, elle engendreia
une surface spherique de rayon r. On devra done avoir (798)

77r.27r.r ou 2~ 2
/ .r 4 77/%2

&amp;gt;

d ou x

Le centre de gravite cherche etant d ailleurs, d apres une remarque pre-

c^dente, sit.ue.sur le rayon perpendiculaire a I axe, sa position est parfai-

tement determined.
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THEOREME.

942. Le volume c/igendre par un triangle tournaut antour d un axe

cxtcncur situc dans son plan, a poiir mesure la produit de I aire du

triangle par la circonferencc (juc decnt son centre de gravite.

Nous distinguerons trois cas.

\&quot; L un des cotes du triangle se confond avec 1 axe (_/%. 483).

Fig. 483.

A

B ~D G ^^ y.

Le volume engendre par le triangle ABC tournant autour de 1 axe xy a

pour expression (803-i)

c est-a-dire, en designant par S 1 aire du triangle dont le double est re

presente par AD.BC,

|TT.
AD. S.

Si G est le centre de gravite du triangle ABC, en a (714). pour la per-

j)endiculaire GG a 1 axe,

rr ,
ADGG^T .

l,o volume engendre a done finalement pour mesure

Le triangle n a qu un sommet situ6 sur Taxe (fig. 484).

Fig. 4*4.

A

~x B G g
1 9 1) y

Prolongeons le cdte AC jusqu a sa rencontre enD avec 1 axe xy. On aura

vol. ABC = vol. ABD vol. CBD.
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Si g et g {
sont les centres de gravite des triangles ABO et CBD, il viendra

done, d apres le premier cas,

vol. ABC = 27r(ABD.# CBD .,# , ).

Le triangle ABC etant la difference des deux triangles ABD etCBD, son

centre de
gravite&quot; G est le centre des distances proportionnelles des points

g, #,, si Ton attribue aux trois points considered des coefficients propor-
tionnels aux aires des trois triangles correspondants, en dormant a ces

coeflicients les signes convenables (715). On aura par suite

ABD.#- CBD. -,# ,

= ABC.GO
,

d oi i

vol. ABC:- ABC.27TGG .

3 L axe est complelement exterieur au triangle (fig. 485).

Fig. /,85.

f

j _- J

a D y
t
y G V

Les trois cotes du triangle ne pouvant e&quot;tre paralleles a 1 axe, prolon-

geons le cote AB, par exemple, jusqu a sa rencontre en D avec 1 axe XY,
et joignons CD. On aura

vol. ABC = vol. ACD - vol. BCD,

c est-a-dire, d apres le second cas, en designant par g et g t

les centres
de gravite des triangles ACD et BCD,

vol. ABC - 27r(ACp.^ -
BCD.tf.g , ).

Le triangle ABC dont le centre de gravite est G, etant la difference des

triangles ACD et BCD, on aura comme ci-dessus

.,# ,
-ABC.GG

,

d ou encore

vol. ABC ^ ABC. 2 77GG .

THEOREMS.

943. Le volume entendre par an polygone tonmant antour d un a.re

exterieur situe dans son plan, a pour mcmre le produit de son alrc pat
la cireonference que decrit son centre de gravite.
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Decomposons le polygone donne, dont 1 aire est S, en triangles ayant

pour aires t,
t

,t&quot;,
Solent

, &amp;lt;T, &amp;lt;T,
. . ., les distances des centres de

gravite de ces triangles a 1 axe, et d la distance du centre de gravite du

polygone (715) au memo axe. Le volume engendre par le polygone, somme
des volumes engendres par les triangles qui le composenl, est

27r(*# -+- ( $ -i- t&quot;o&quot; H-! . .).

Mais, d apres les proprietes du centre des distances proportionnclles,
la parenthese est

e&quot;gale
a S.r/. Par suite, le volume cherche a pour ex

pression
S.lTCft.

CORROLLAIRE.

944. Le theoreme subsiste, quels que soient le nombre et la grandeur
des cotes du polygone, c est-a-dire a la limite, quand le polygone ou une

partie du polygone devient une courbe. Dans ce cas, le centre de gravite

de la surface obtenue est la position limite du centre de gravite de la

surface polygonale. Par suite, le volume engendre par une surface plane

queleonque tournant autour d un axe exterieur situe dans son plan, a

pour mcsure le produit de son aire par la circonference que decrit son

centre de gravite.

APPLICATIONS.

945. 1 Qucl est le volume du tore ?

En conservant les notations du n 941
,
ce volume a pour expression

TT /- . a 77d = 1 7T
2 r 2

d.

2 Troiwer la position du centre dc gravite d un deiui-ccrelc de rayon r.

Le centre de gravite cherche appartient evidernment au rayon perpen-

diculaire au diametre qui termine le demi-cercle donne. De plus, si Ton

fait tourner le demi-cercle autour de ce diametre, il engendre une sphere

de rayon /. On a done, en appelant x la distance du centre de
gravite&quot;

a

1 axe,

27T07 = 77 7T/
&amp;gt;3

,
(J OU X -

2 3 3?r

La position du point demande est done completement determinee.

Sur le maximum et le minimum des figures.

946. Nous nous proposons ici de prouver que, de tous les corps de

meme aire, la sphere est celui qui a le plus grand volume.

LEMME.

Quand une figure plane possede deux axes de symetric OA et OB fai-

sant entrc cux un angle a incommensurable avcc K, cette figure est un

cercle.
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D abord, la droite OC (fg. 486), symetrique de OA par rapport a OB,

est un nouvel axe de symetrie; car, M otant un point quolconque de la

figure et N son symetrique par rapport a OA, si 1 on replie la figure au-

tour de OB, les deux points M et N
,
sur lesquels s appliquent M et N, lui

apparlicnnent encore a cause de la
syme&quot;trie par rapport a OB, et ils sont

symelriques par rapport a OC puisque OA s applique sur OC.

Par suite, en faisant tourner OB de Tangle a autour du point 0, on ob-

tient un troisieme axe de symetrie OC; une nouvelle rotation de memo

amplitude a en donnerait un quatrieme, etc. D ailleurs, aetant incom

mensurable avec TT, on ne saurait trouver des nombres entiers m et //

tels que my. = WTT; en d autres termes, en continuant la rotation on no

retombera jamais sur un axe precedemment oblenu. Done enfm la figure

possede une infinite d axcs de symetrie passant par le point 0; d ou 1 on

conclul qne c est un cercle.

Fig. 486. Fig. 487.

LEMME.

947. Si par les milieux a, b, c, des aretes laterals AA
,
BB

,
CC

,
d un

tronc dc prisme triangulaire, on fiicnc un plan : i les deux segments
du tronc scront equivalents; 2 la section abc sera en general moindre,

(me la demi-sommc des bases ABC, A B C .

La premiere partie est evidente d apres le n 653
; quant a la deuxieme,

elle resulte de ce que la section abc est, comme on le voit aisemcnt,egale

a la demi-somme des projections des bases ABC, A B C
,
sur le plan abc.

II resulte de cette proposition que si dans un corps tcrminc par une

surface convexc on rnene une scrie dc cordes paj alleles, la surface lieu

des milieux dc ces cordes divise le corps en deux parties d egal volume

et a clle-meme une etenduc moindre que la moitie de I aire totale du,

corps .

THEOREME.

948. Parmi tons les corps de meme surface, la sphere a le plus

grand volume
;
et parmi tons les corps d egal volume, elle a la plus

petite surface.
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Que Ton se represente un corps qui ait la propriele d avoir le plus

grand volume parmi les corps de meme surface, il existera evidemment

dans toutes les directions un plan qui clivise la surface en deux parties

egales.

Soit A un pareil plan (Jig. 487), et soient a et p les moities de la

surface. Si le corps n etaitpas divise par ce plan en deux parties equi-

valentes en volume, si, par exemple, on avait a A
&amp;gt; pA, il ne pourrait

pas avoir un volume maximum
;
car on pourrait remplacer p par une

partie symetrique de a, et le volume total aurait grand! sans que la

surface eut change. II faut done que 8A = a A. Si, dans celte sup-

position, p n e&quot;tait pas symetriquement egal a a, on n aurait qu a se

representer du meme cote de A que p une surface a, symetriquement

egale a a, et Ton aurait

a,A=aA= PA ;

et le corps aa,
=

ap. Que Ton mene dans les espaces compris entre

p et a, desdroites paralleles entre elles, limitees par ces surfaces, leurs

milieux se trouvent sur une troisieme surface 7, qui a la meme base

que p et a,, et Ton a

yA= .pA= fltjA,
OU ya = pa,

maisenmeme temps (947) 27 &amp;lt;p -t-a,,ou 7 &amp;lt;p puisque p
=

,;
lasur-

face 7 qui est plus petite que plimiterait done avec a unespace equivalent

en volume a celui qui se trouve entre p et a, ce qui est contraire a

1 hypothese; il faut done que p soit symetriquement egal a a, et le

corps suppose a la propriet6 d admettre pour plan de symetrie tout

plan qui divise sa surface en deux parties equivalentes (*).

Cela pose, considerons une droite quelconque D de 1 espace, et par

cette droite menonsdeux plans quelconques P, et Q, faisant entre eux un

angle a incommensurable avec 77. Le corps maximum admettra deux

plans de symetrie P et Q respectivement paralleles aP, eta Q, ; par suite,

toute section du corps faite perpendiculairement a 1 intersection des plans

P et Q, c est-a-dire perpendiculairement a la droite D
7
aura pour axes de

Byrne&quot;
trie les deux droites p et

&amp;lt;y

suivant lesquelles le plan de cette section

coupe les plans P et Q. Mais ces droites p et q font un angle a incom

mensurable avec 77; done cette section est un cercle
( 946), et comme la di

rection D est arbitraire, on voit que le corps maximum est coupe par un

plan quelconque suivant un cercle; d ou Ton conclut que c est une sphere.

(*) STEINER, Journal de Crelle, t. XXIV.



LIVRE VII. LES CORPS RONDS. 9..

QUESTIONS PROPOSERS.

$1, II. Cyiindrc ct cone dc revolution.

736. 1 Quel est le rapport des volumes de deux cylindrcs dont les

aires convexes sont 6quivalentes; 2 quel est le rapport des aires con-

vexes de deux cylindres qui ont le memo volume?

737. Les volumes engendres par un rectangle tournant success!vcment

autour de ses cotes adjacents sont de a metres cubes et de b metres

cubes; trouver la longueur de la diagonale de ce rectangle.

738. Calculer 1 aire convexe, 1 aire totale et le volume d un cone equi

lateral en fonction de son cote. Pour quelles valeurs de ce c6le 1 aire

totale du cone est-elle un metre carre, et son volume un metre cube?

739. Partager 1 aire laterale d un c6ne de revolution en n parties equi-

valentes par des plans paralleles a sa base.

740. La hauteur d un tronc de cone de revolution etant 3 metres et

ses bases ayant pour rayons 2 metres et i metre, partager son volume

en trois parties proportionnelles aux nombres 2, 3 et 7, par deux plans

paralleles aux bases.

741. Le volume d un tronc de cdne de revolution etant 4i
nc

&amp;gt;328,
sa

hauteur i
m

, 817, le rayon d une de ses bases 2, 698, on demande de cal-

culer a o
m
,ooi pres le rayon de sa seconde base.

742. Calculer a 0,00 1 pres le rapport que doivent presenter les rayons

des bases d un tronc de cone de revolution, pour que son volume soit la

moitie de celui du cylindre de meme hauteur eleve sur la base inferieure

du tronc.

743. Quel est le rapport des volumes engendres par un parallelogramme
tournant successivement autour de ses deux cotes adjacents?

744. Soit ABCDEF un hexagone regulier circonscrit a un cercle de

centre et de rayon R. On mene la diagonale FC et les droites AC et BF

qui se coupent en I sur le rayon Oil perpendiculaire a FC, et Ton demande

de calculer, en fonction de R, les volumes et les aires des cones engen
dres par les triangles IHA, IOF, en tournant autour de Oil pris pour axe.

745. Soit B C la projection du diametre BC d un cercle OA sur la tan-

gente TT au point A; chercher pour quelle position de BC le rapport du

cercle OA a 1 aire totale du tronc de cone engendre par la rotation du

trapeze BCB C autour de XT
,
est

e&quot;gal
a ///

;
discussion.

740. Calculer les rayons des bases d un tronc de cone de revolution,

connaissant sa hauteur, son cole et son aire ou son volume.



266. GEOMETRIE DANS L ESPACE.

747. Un tronc de cone de revolution d une substance dont le poids spe-

cifique estrA, esl plonge verticalement dans un liquide dont le poids spe-
cinque est &amp;lt;-/

;
les rayons de ses bases sont R et r, sa hauteur est //. On

demande de calculer la hauteur de la partie immergee et le rayon de la

section determined dans le tronc de c6ne par la surface de niveau du li

quide.

748. Quel est le volume maximum d un cone de revolution dont le cdte

est donne?

749. Parmi tous les cylindres ou tons les cones qui ont meme aire to-

tale, quel est le cylindre on le cone de volume maximum? Parmi tous

les cylindres ou tous les cdnes equivalents, quel est le cylindre ou le cone

d aire totale minimum?

750. Inscrire dans un cone donne un cylindre de volume donne; dis

cussion. Circonscrire a un cylindre donne un cone de volume donne;
discussion.

III, IV, V, VI. Premieres notions sur la sphere. Aire et volume

de la sphere. Praprietes des triangles .sphcrifjue.s.

751. Trouver le lieu des points qui sont a la distance a d un point A et

a la distance b d un point B.

752. Par une droite donnee, mener un plan tangent a une sphere
donnee.

753. Par une droite donnee, mener a une sphere donnee un plan se

cant qui determine une section de rayon donne.

754. Lorsque trois spheres se coupent deux a deux, les plans des trois

cercles d intersection se coupent suivant une meme droite perpendiculaire

au plan determine par les centres des trois spheres.

755. Trouver le lieu des centres des sections faites dans une sphere

donnee par tous les plans secants qui passent par une droite donnee ou

par un point dome.

756. Connaissant les rayons de deux sections paralleles faites dans une

sphere et la distance de ces sections, trouver le rayon de la sphere.

757. Trouver la plus courte et la plus grande distance d un point donne

a une surface spherique. Trouver le lieu des points qui sont a une

distance donnee d une sphere donnee.

758. Trouver la plus courte distance d une droite donnee ou d un plan

donne a une surface spherique.,

759. Si d un point de la surface spherique comme p61e on trace un

cercle avec un rayon spherique egal au cinquieme ou au tiers d un qua

drant, le rayon du cercle obtenu est la moitie du rayon de la sphere ou

le plus grand segment de ce rayon divise en moyenne et extreme raison.
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7IH). La somme des carrels des cordes interceptees par une sphere
lonmr sur trois droites rectangulaires partant d un point donne ost con-

[stante,
ainsi que la somme des carres des six segments determines sur ces

:r&amp;gt;is cordes par le point donne.

761. Trouver le diametre de la sphere circonscrite a une pyramide

triangulaire dont trois laces sont perpendiculaires entre elles.

76:2. Si, d un point de 1 espace, on mene des secantes a une sphere

donnee, le produit des distances de ce point aux deux points d interseclion

de chaque secante avec la sphere est constant.

7G3. Merier dans une sphere donnee trois cordes perpendiculaires entre

elles, qui passent par un point donn6 et qui soient proportionnelles a des

nombres donnes. Mener dans une sphere donnee trois plans perpendi
culaires entre eux, qui passent par un point donn6 et qui determinent

trois cercles dont les aires soient proportionnelles a des nombres donn&s.

704. Si deux cercles de lespace sont tels, que leurs centres soient

les projections d un meme point et que les tangentes menses a ces cercles

par un point de 1 intersection de leurs plans soient 6gales, ces deux cercles

sont situes sur une meme sphere.

765. La somme des Carres des projections des trois rayons d une sphere

perpendiculaires enlre eux sur un plan quelconque, est egale au double

du carre du rayon de la sphere.

766. Elant donnees deux spheres solides, trouver la distance de leurs

centres par une construction plane.

767. Trouver le lieu des points de 1 espacedont le rapport des distances

a deux points fixes est constant. Trouver le lieu des points de 1 espace

egalement eclaires par deux lumieres donnees.

768. Trouver le lieu des points dont la somme des carres des distances

a deux points donnes est constants. Trois points etant donnes, trouver

le lieu des points dont la somme des carres des distances est a la fois con-

stante par rapport au premier et au second point, par rapport au pre

mier et au troisieme.

769. Trouver le lieu des points d oii Ton voit une sphere donnee, deux

spheres donnees ou trois spheres donnees, sous un angle donne.

770. Indiquer le lieu des points d oii Ton voit une droite donnee sous

un angle donne, ou deux droites donnees issues d un meme point, sous

des angles respectivement donne&quot;s.

771. Trouver le lieu des centres des spheres qui coupent deux spheres
donnees ou trois spheres donnees suivant des grands cercles.
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772. Quelle est la condition pour que quatre points de la surface sphe-

rique appartiennent a un meme plan?

773. Construire une sphere :

i De rayon donne, qui passe par trois points donnes;

2 De rayon donne, passant par deux points donnes et tangente a un

plan ou a une sphere donnee;
3 De rayon donne, passant par un point donne et tangente a deux

plans ou a deux spheres donnees;

4 De rayon donne, tangente a trois plans ou a trois spheres donnees;:

5 De rayon donne, passant par un point donne et tangente a un plan

et a une sphere donnes
;

6 De rayon donne, tangente a deux plans et a une sphere donnes;

7 De rayon donne, tangente a un plan et a deux spheres donnes.

774. Calculer en myriametres carres 1 aire de 1 une des deux zones gla-1

ciales, sachant que le petit cercle qui lui sert de base est a 233o du pole.

775. Dans une sphere de rayon donne&quot;, mener un plan secant AIB tel,

que le rapport de la calotte spherique qu il determine a Taire late&quot;rale duj

cone qui a pour base le cercle AIB, et pour sommet le centre de la sphere,

soit egal a m
;
discussion.

776. Inscrire dans une sphere un cone dont 1 aire laterale soit equiva-

lente a^celle de la calotte spherique terminee au merae cercle.

777. Si Ton divise une demi-circonference. en trois parties egales et si

on la fait tourner autour de son diametre, la zone engendree par 1 arc

du milieu est equivalente a la somme des zones engendrees par les deux

arcs extremes.

778. Diviser une zone en moyenne et extreme raison par un plan pa-

rallele a ses bases.

779. La calotte interceptee par une sphere fixe sur une sphere secante

de rayon variable et qui passe toujours par son centre, a une aire con-

stante. La zone interceptee par deux spheres fixes concentriques sur

une sphere secante de rayon variable etqui passe toujours par leur centre

commun, a une aire constante.

780. Placer sur le cercle generateur d une sphere 1 arc genera leur

d une zone dont on connait 1 arc et la hauteur.

781. Placer sur une sphere donnee une calotte spherique dont 1 aire

soit double de celle engendree par la corde de Fare generateur de la

calotte.

782. Couper une sphere par un plan tel, que 1 aire de la section soit

cgale a la difference des deux zones que ce plan determine.
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7S;{. Un cylindre insorit clans une sphere d un metre de rayon a pour
lire laterale la moitit5

! de 1 aire d un grand cercle de la sphere : calruler

son volume.

784. L aire totale d une chaudiere cylindrique terrnine&quot;e par (Unix hemi

spheres est de fi* metres carrEs, toute section passant par 1 axe a un peri-

inetre de b metres : calculer la hauteur et le rayon de la partic cylindri

ue de la chaudiere; discussion.

785. Le poids d un decimetre cube de Contestant 7
kll

,a calculer avec

a plus grande approximation possible le diametre d un bouleten fontedu

wids de 24 kilogrammes.

780. Ayant mene la droite qui joint les milieux de deux c6tes d un

triangle, on le fait tourner autour de son troisieme c6te&quot; pris pour axe
;

^juel est le rapport des volumes engendrts par les deux parties du triangle?

787. Dans une sphere de rayon donne&quot;, mener un plan secant AIB tel,

que le rapport du segment, a une base qu il determine, au secteur spheri-

que ayant pour base la meme calotte sphe&amp;gt;ique.
soil egal a ///; discussion.

788. On prolonge 1 un des c6tes ft d un triangle equilateral d une lon

gueur egale a a et, par 1 exlremite obtenue, on eleve une perpendiculaire

a ce cot; calculer le volume engendre par le triangle Equilateral en tour-

nant autour de cette perpendiculaire.

780. Le volume engendre par un triangle tournant autour d une droite

deson plan qui lui est exterieure, a pour mesure le produit de son aire par
la circonference que de&quot;critdans lemouvement de rotation le point de ren

contre de ses trois me&quot;dianes.

790. fitant donnee une sdrie de cercles concentriques, on mene dans

ces cercles des cordes toutes
.e&quot;gales

entre elles et parallelesa un diametre

commun : les volumes engendrds par les segments correspondents en

tournant autour de ce diametre sont equivalents.

791. Etant donne sur une sphere de rayon R un cercle de rayon /,

mener un second cercle parallele au premier tel, que le rapport du seg

ment compris entre ces deux cercles au c6ne qui a pour base le second

cercle, et qui a pour sommet le centre du premier, soit egal a m\ dis

cussion.

792. Les volumes d un cdne de revolution, d une sphere et d un cylindre

de revolution, de meme hauteur, sont proportionnels aux nombres 1,2, 3,

lorsque le c6ne et le cylindre ont pour bases un grand cercle dela sphere.

793. L aire totale ou le volume du cylindre Equilateral inscrit on cir-

conscrit a une sphere est moyenne proportionnelle entre 1 aire ou le vo

lume de cette sphere et 1 aire totale ou le volume du cone equilateral in

scrit ou circonscrit.
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79i. Calculer en fonclion de leurs cotes les aires et les volumes er

gendres par les polygones reguliers les plus simples, depuis le
triangl&amp;lt;

juso^tni dodecagone, lorsqu ils tournent autour d un de leurs cotes pri!

pour axe. Meme question, en prenant pour axe de rotation une per

pjfendiculaire menee a 1 extremite d un des diametres du cercle circonscril

qui aboutit a un sommet du polygone considere.

795. On prend un point B sur le prolbngementdu rayon OA d un cercle

donne, et Ton mene par ce point au cercle la tangente BT; chercher pour

quelle position du point B les aires decrites par la droite BT et Tare AT,

lorsqu on fait tourner la figure autour de 1 axe OAB, sont dans un rapporl

donne; discussion.

796. fitant donne un triangle rectangle inscrit dans un demi-corcle,

trouver le rapport du volume ou de 1 aire qu ilengendre,lorsque la figure

tourne autour du diametre du demi-cercle, au volume ou a 1 aire de la

sphere engendree par ce demi-cercle. Gas ou le triangle rectangle

donne est isocele.

797. Inscrire ou circonscrire a une sphere donnee un cone ou un cy-

lindre dont 1 aire totale ou le volume soit a 1 aire ou au volume de Is

sphere dans un rapport donne; discussion.

798. La longueur de 1 axe d une chaudiere cylindrique terminee pai

deux hemispheres etant donnee, calculer les dimensions de la partie

cylindrique de maniere que la capacite de la chaudiere ait une valeui

donnee; discussion.

799. Etant donne le volume d un secteur spherique appartcnant a une

sphere de rayon R, chercher le maximum de son aire totale.

800. On donne les volumes engendres par un triangle en tournant sue

cessivement autour de chacun de ses cotes; calculer les trois cotes di

triangle.

801. Construire un triangle, connaissant deux cotes et sachant que Ic

volume engendre par ce triangle en tournant autour du troisieme c6tt

est egal a la somme des volumes qu il engendre en tournant successive-

ment autour des deux c6tes donnas.

802. D un point B exlerieur a une circonference 0, on lui mene deux

tangentes BA, BC, et Ton projetle le point de contact C sur le rayon 0^

en D; clemontrer que, si 1 on fait tourner la figure autour de Taxe AOD.

le volume engendre par le triangle mixtiligne ABC est equivalent au cone

engendre&quot; parle triangle rectangle BAD, etle segment spherique engendrt

par le, triangle mixtiligne DAC, equivalent au volume engendre par le

triangle BCD.

803. On donne un cone de revolution et deux spheres inscritesdans ce
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et langenles exierieurement I mu 1 a I aulre; le volume compris entrc

le cdneet les deux spheres proposees est la moitie du volume compris entre

ce m6me cone ct la sphere qui passe par ses deux cercles de contact a\rr

les spheres donnees.

80t. Connaissant les lati links el les longitudes de deux licux de la sur

face terrestre supposee parfaitemcnt spherique, trouver, a 1 aide d opera-

tions executees sur un globe, la distance de ces deux licux en degres.

80.
?

&amp;gt;. Construire un triangle spherique, connaissant :

i Un angle, un cot.e adjacent et la somme on la difference des deux

a u Ires cotes
;

2 Un cote, un angle adjacent el la somme ou la difference des de-.i\

tutres angles;

3&quot; Deux coles ct la hauteur correspondante a Tun d cux
;

4 Un angle, un cote et la hauteur qui lui correspond ;

5 Son aire, un angle et 1 un des coirs adjarenls.

806. Inscrire un cerclc dansun triangle spherique.

807. Transformer un polygone spherique en un triangle spherique equi

valent.

808. Trouver une aire plane equivalcnteacclled un triangle spherique

donne.
/

809. Si, dansun quadrilatere spherique, les cotes opposes sont egau\:

i les quatre angles du quadrilatere sont egaux, ses diagonalessontegales

et secoupent mutuellement en parties egales, ses sommels sont dans un

meme plan et les cordescorrespondantes forment un rectangle; 2 I aire

de ce quadrilatere a pour mcsure quatre fois 1 exces de son angle sur un

droit.

810. Dans un losange spherique, les diagonaies se coupcnt a angle

droit.

811. Deux triangles spheriques sont equivalents lorsque leurs triangles

polaires ont meme pe&quot;rimetre,
et recipro [uement.

812. L enveloppe sur une meme sphere des bases dc tous les triangles

spheriqurs qui ontun angle commun et meme perimetre est un cercle de

la sphere. Meme probleme sur le plan.

811). Sur une meme sphere, le lieu des sommcts des triangles spheri-

ques qui ont meme base, et dont Tangle oppose a cette base est egala ia

somme des deux autres, esl un cercle de la sphere.

814. Dans lout polyedre convexe, le nombre d anglcs diedres droils

conlcnus dans la somme des angles diedres, moins la moitie du nombre

d angles triedies trirectangles contenus dans la somme des angles po-
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lyedres, est egal a deux fois le nombre des faces du polyedre diminue de

deux.

815. Dans tout polyedre convexe, la somme des angles polyedres sup-

plementaires de ceux du polyedre propose est
e&quot;galea

huit angles triedres

trirectangles.

816. Si de chaque sommet d un parallelipipede comme centre on de-

crit des spheres egales, toutes ces spheres reunies interceptent une por

tion du volume du parallelipipede egale a 1 une d elles.

817. Si P est le p61e d un arc de grand cercle DE passant par les mi

lieux D et E des c6tes AB et AC d un triangle spherique BAG, Tangle BPG

est le double de Tangle DPE.

818. Si trois petits cercles sont inscrits dans un triangle spherique

dont chaque angle est egal a 120
degre&quot;s,

de maniere que chacun de ces

cercles louche a la fois les deux autres et deux cdtes du triangle, leur

rayon spherique est egal a 3o clegres et leurs centres sont les sommet s

du triangle polaire du triangle donne.

819. Par un point donne sur la surface de la sphere, mener un arc de

grand cercle qui rencontre un arc de grand cercle donne sous un angle

donne; discussion.

VII. Generalites sur les surfaces.

820. Indiquer le lieu des points qui sont : i a la distance a d une

droite A et a la distance b d une droite B; 2 a la distance a d une droile

A et a la distance p d un plan P; 3 a la distance a d une droite A et a la

distance b d un point B.

821. fitant donnes dans Tespace un point et une surface conique ou

cylindrique de revolution, trouver la plus courte distance du point a la

surface.

822. Trouver le lieu des points dont les distances a un point donne et

a une droite donnee passant par ce point sont dans un rapport donne&quot;.

823. Un point et deux droites passant par ce point etant donnes, trou

ver le lieu des points dont les distances respectives au point donne et

aux droites donndes sont proportionnelles a irois longueurs donnees.

824. Mener un plan tangent a une surface cylindrique ou a une surface

conique de revolution: i par un point donn6 de la surface; 2 par un

point exterieur donne&quot;
;
3 parallelement a une droite donnee.

825. Etant donnes un nombre quelconque de plans et deux points A

et B prissur deux d entre eux, trouver le plus court chemin qui conduit

du point A au point B, sans sortir des plans proposes. Application a
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la recherche du plus court chemin entre deux points sur une surface

cylindrique on coniqiu-.

820. Trouver le lieu de-s points lels, que les plans tangents menes do

chacun d eux a un cylindre ou a un cdne donne se coupent sous un

angle donne.

827. Deux cylindres de revolution dont les axes sont parallelcs ou

deux cones ayant memo sommet etant donnes, trouver le lieu dps points

tels, que les plans tangents mcnes de chacun d eux a Tune des surfaces

fassent le m6me angle que les plans tangents menes du meme point a

1 autre surface.

828. Construire un cone ou un cylindre de revolution, connaissant

trois generatrices.

829. Construire un cone do revolution, connaissant: 1 1 axe, le som-

met et le rapport des distances d un point de la surface au sommet et a

1 axe; 2 1 axe, le sommet et un plan tangent a la surface; 3 le sommet,

un plan dans lequel se trouve 1 axe et deux plans tangents a la surface
;

4 trois plans tangents a la surface.

830. La Lime et le Soleil etant supposes parfaitement spheriques et le

volume du Soleil etant environ G3oooooo de fois celui de la Lune, calcu-

ler le rapport des distances des centres de ces deux astres a la Terre,

lorsqu ils out le meme diametre apparent, c est-a-dire lorsqu ils sont vus ,

sous le meme angle.

831. Les rayons de la Lune, de la Terre et du Soleil etant proportion-

3
nels aux nombres ? i et io8,5, trouver le rapport des distances du

centre de la Terre aux centres des deux autres astres, lorsqu on suppose
les centres de ces trois globes sur 1 axe d un cone de revolution qui leur

est tangent; conside&amp;gt;er le cas oil les trois astres sont tangents a une

meme nappe, et celui ou la Terre e&quot;tant siluee dans une nappe, les deux

autres astres sont dans la nappe opposed.

VI11. Appeiidicc.

832. Partager la surface spherique en parlies egales par des polygones

egaux et re&quot;guliers.

833. Le volume d un cube est egal a six fois le volume de 1 oclaedro

regulier qui a ses sommets aux centres des faces du cube.

834. Les milieux des ardtes d un tdtraedre regulicr sont les sommets

d un octaedre regulier.

835. Trouver Taire et le volume d un polyedre regulier.

IT. 18
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830. Connaissant le rayon d une sphere, trouver 1 aire ct le volume

des polyedres reguliers inscrits.

837. Mener par un point donne un plan tangent a deux spheres don

nees.

838. Mener un plan tangent a trois spheres donnees.

839. Si Ton donne une sphere et deux points quelconques dans Tespace,

les distances de ces points an centre de la sphere font proportionnelles

aux distances respectives de chacun d eux au plan polaire de 1 autre.

840. Soient AA,A 2
un triangle spherique et un point de la sphere

correspondante. Si Ton eleve sur Tare de grand cercle OA un arc de

grand cercle perpendiculaire qui vient rencontrer le cote oppose A, A,

en B, et si Ton determine de la meme maniere B, sur AA
2
et B., sur AA P

les trois points B, B,, B,, gont sur une memo circonference de grand
cercle.

841. Construire une sphere:
i Respectivement tangente a trois droites donnees en un point donne

de chacune d elles;

2 Passant par trois points donnes et tangente a un plan on a une

sphere donnee;

3 Passant par deux points donnes et tangente a deux plans ou a deux

spheres donnees;

4 Passant par un point donne et tangente a trois plans on a trois

spheres donnees;

5 Tangente a trois plans donnes et a une sphere donnee
;

6 Tangente a un plan donne&quot; eta trois spheres donnees;

7 Tangente a deux plans donnes ct a deux spheres donnees.

8i2. Mener par une droite donnee un plan qui coupe deux spheres

donnees suivant descercles de rayons proportionnels a ceux des spheres.

843. Mener par un point donne un plan qui coupe trois spheres don

nees suivant des ccrcles de rayons proportionnels a ceux des spheres.

844. De tons les triangles spheriques formes avec deux cotes donnes.

le triangle d aire maximum est celui dans lequel Tangle compris entre

ces c6les est egal a la somme des deux autrcs angles.

845. De tous les triangles spheriques isope&quot;rimetres et de meme base,

le triangle isocele est un maximum.

8iU. Deux triangles et un point etanl donnes dans un plan, mener

par le point une droite telle, que les volumes engendres par les triangles

tournant autour de cette droite soient dans un rapport donne. Meme

probleme pour deux cercles donnes. -- Meme probleme pour trois

triangles ou trois cercles donnes.
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siT. fclant donnes un conic ct un point interieur, est-il possible de Ic

projclcr ccntralement suivant un cercle qui ait pour centre la project inn

du point donne?

Sis. Los trois arcs de grand cercle qui. passant par chaque sommct

d un triangle spherique, le divisent en deux parties equivalentes, se cou-

pent aux deux me~mes points.

Sii). On pent toujours transformer un groupc de Irois spheres donner*.

en un groupc de trois autres spheres de rayons egaux ; quel est le lieu

dcs p6les de transformation?

8aO. Trouver le lieu des points dont les puissances par rapport a trois

spheres donnees sont enlre elles comme les rayons de ces spheres.

851. Peut-on,par la methode des rayons vccteurs reciproques, ramener

le probleme de la sphere tangente a quatre spheres donnees au probleme
de la sphere tangente a une sphere et a trois plans? Quel point faut-il

choisir pour pole de transformation?

852. fctant donnees quatre spheres de rayons r,
-f- o, r

2 -f-p, /&quot;

3 -hp,

/, -h o, trouver le lieu que decrit leur centre radical quand on fait va-

rier
p. Quel est le probleme analogue de Geometric plane?

853. Par deux points A et B donnes sur la surface de la sphere, on

fait passer des cercles anxquels on mene onsuito des grands ccrclcs tan

gents par un point C pris sur Tare de grand cercle AB prolonge; quH
est le lieu des points de contact?

S. ii. fitant donnes un cercle et deux points de la sphere, mencr par
ces deux points un second cercle qui coupe le premier en deux points

distants d une longueur donnee.

855. Etant donnes sur unc sphere deux grands cercles et un pel it

cercle A, mener aux deux grands cercles un cercle tangent B tel, que si

Ton mene ensuite aux deux cercles A et B deux tangentes communes

spheriques, leur angle soit egal a un angle donne.

856. Etant donnes sur une sphere deux points et un grand cercle,

trouver sur ce cercle un point tel, que la somme de ses distances sphe

riques aux deux points donnes soit cgale a un arc donne.

857. Etant donnes sur une sphere un point et deux grands cercles,

mener par le point un cercle qui coupe les deux autres sous des angles

dont la somme soit donnre.

858. Construire un triangle spherique, connaissant son aire, un angle

et un point par lequel doit passer le cote oppose a cet angle.

850. Construire un triangle spherique, connaissant un angle, le r6te&quot;

oppose et le cercle inscrit au triangle.

18.
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800. Etant donnes sur un cercle de la sphere deux points A et B,

trouversur ce cercle un troisieme point C tel, que les deux grinds cer-

cles CA et CB se coupent sous un angle donne.

861. Le cercle variable qui, sur une sphere, coupe deux cercles fixes,

chacun sous un angle constant, louche constamment deux aulres cercles

fixes de la meme sphere.

802. Decrire sur une sphere donnee un cercle qui soit tangent a deux

cercles donnes et qui coupe en deux parties egales la circonference d un

troisieme cercle donne.

863. Decrire sur une sphere donnee un cercle qui coupe trois cercles

donnes A,, B, C, chacun en deux points diametralement opposes.

864. Decrire sur une sphere donnee un cercle qui coupe deux cercles

donnes sous des angles donnes etqui rencontre un troisieme cercle donne

en deux points diametralement opposes.

865. Decrire sur une sphere donnee un cercle qui coupe trois cercles

donnes sous des angles egalement donnes.

866. Par un point donne sur une sphere, mener un cercle qui coupe
trois cercles donnes sous des angles egaux.

867. Decrire sur une sphere donnee un cercle qui coupe quatrc cercles

donnes sous des angles egaux.

868. Une sphere variable, mais assujettie a passer par deux points

fixes, touche une sphere fixe en une suite de points formant une circon

ference de cercle.

869. Une sphere variable, mais assujettie a passer par trois points

fixes, coupe une sphere fixe suivant une serie de cercles dont les plans

passent par une meme droite.

870. Quel est, sur la sphere, { analogue du theoreme de Menelaiis en

Geometrie plane (390)?
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LIVRE VIII.

LES COURBES USUELLES.

I. PROPRlfcTES FONDAMENTALES DE L ELLIPSE.

DEFINITION ET TRACfi DE LA COURBE.

94-9. L ellipse est une courbe plane telle, que la somme des

distances de chacun de ses points a deux points fixes de son

plan est egale a une longueur constante. Ainsi (fg. 488), les

deux points fixes etant F et F et la longueur donnee etant re-

presentee par la droite AA , on a pour tout point M de 1 ellipse

MF-f-MF = AA .

D apres cela, pourdecrire une ellipse d un mouvetnent con-

tinu, on planle stir la feuille de dessin, en F et en F , deux

Fig. 488.

A V
1

.
,

epingles qu on entoure d un fil sans fin (c est-a-dire dont les

deux bouts sont reunis) auquel on donne la longueur totale

FF -f- AA . On tend conslamment ce fil a 1 aide d un crayon

que Ton fait mouvoir sur le papier jusqu a ce qu on soit ra-

mene au point de depart. La pointe du crayon trace evidcm-

ment 1 ellipse demandee ; car, pour une position quelconque M
de cetle pointe, on a

FF + MF -f- MF ?= FF -f- AA ou MF + MF = AA .

Le procede qu on vient d indiquer est surtout applicable
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sur le terrain : on remplace alors les epingles par des piquets,

le fil par une corde et le crayon par un jalon. Nous mention-

nerons plus loin d autres traces bien preferables au point dc

vue de Fexecution des epures.

950. Les points F et F sont les foyers de 1 ellipse, les

droites MF et MF sont les rayons vecteurs du point M. La

longueur constante A A/ est ordinairement representee par za,

la distance FF ou distance focale est representee par ic.

L existence du triangle MFF entraine alors la condition

26
&amp;lt;

2tf OU C
&amp;lt;\

a.

/*

Le raj)port est Vexcentncite de 1 eliipse. Ceite exccntri-

cite peut varier de o a i . Pour c = o, elle est nulle, les foyers

se confondent et Tellipse devient un cercle de rayon a. Pour

c = a, 1 excentricite est egale a i, et 1 ellipse se red nil a la

portion de droite FF 2. Entre ces deux limites, 1 ellipse

se rapproche d autant plus de la droite FF 7

que son excenlri-

cite est plus grande.

951. On peut aussi tracer 1 ellipse par points.

En effet, marquons (fig. 489) le milieu de la distance focale

Fig. /,89 .

V F K, F A

M

FF el, de part et d autre du point 0, prenons OA OA = a;

puis, un point quelconque K sur AA . Si des points F et F

co mine, centres, avec des rayons respeclivement egaux a AK
et A K, nous decrivons des arcs de cercle, leurs points d in-

lerseclion M et M appartiendront a 1 ellipse, puisqu on aura

MF -h MF r= M F -+ M F = AK -+- A K = 20..

La distance des centres FF elant toujours moindre que la

somine 2 des rayons, il suffil, pour 1 interseclion des deux
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circonferences, que celle dislance soil plus grande que la dif

ference des rayons, c est-a-dire qu on ail

FF &amp;gt;A
K-AK ou 2t-&amp;gt;2rt

^AK.

La condition cherchee est done AK &amp;gt;
a c ou AK&amp;gt;AF.

D ailleurs, on pent echanger les centres F el F sans modifier

les rayons employes, de maniere a oblenir pour chaque poinlK

quaire points M el M , N el N , de 1 ellipsc. Les limiles des

positions du poinl K sonl alors 1 un des foyers F el le poinl 0.

Toul ceci resulte immediatemenl de la symelrie dc 1 equalion

de condilion MFH-MF :=2tf par rapporl aux deux rayons

vecteurs d un meme point.

Si le point K est en 0, les points correspondants de 1 ellipsc

sonl en B el en B sur la perpendiculaire elevee a la droile

FF par son milieu. Si le poinl K est en F, les deux points

correspondants de 1 ellipse sont en A et en A . Le rayon vec-

teur minimum est AF ou a c, le rayon vecteur maximum

esl A F ou a -h c.

THEOREME.

952. L ellipse a : i pour axes, la droile AA qui passe par

ses deux foyers, et ladroite BB perpendiculaire au milieu de

la premiere; 2 pour centre, I intersection de ces deux droites.

On appelle axe d une courbe toule droile par rapporl a la-

quelle les divers poinls de celte courbe sont symetriques deux

a deux; on appelle centre d une courbe toul poinl par rapporl

auquel les divers poinls de cette courbe sonl symelrir^ues

deux a deux (658).

i Soil M uri poinl de 1 ellipse (fig. 49); on

Supposons alors que le plan de la figure fasse une demi-revo-

lution autour de AA . Dans ce mouvemcnt, les foyers resleni

fixes, le poinl M vienl dans la position symelrique M, el,

eomme le triangle MFF ne se deforme pas, on a

M,F-f-M l
F =2,

c est-a-dire que le point M, appartienl a 1 ellipse. Done, a toul

point M de 1 ellipse correspond uri point M,, symetrique de M
par rapport a A A .
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Si le plan de la figure fait de meme une demi-revolution au-

tour de BB , les foyers ne font que s echanger, le point M vient

dans la position symetrique M, et, comme le triangle MFF ne

se deforme pas, on a encore

M a F + M 2 F = 2a;

ce qui montre qu a tout point M de 1 ellipse correspond un

aulre point M 2 de la courbe, symetrique de M par rapport
a BB .

Fig. ^90. Fig. .jgi. Fig. ^92.

F A

ri

2 L autre partie de la proposition n est qu un cas particu-
lier de ce theoreme plus general : Ouand une courbe possede
deux axes rectangulaires xx et yy -,

leur intersection est

un centre de la courbe (Jig. 49 0-
Soienl M un point de la courbe, M son symetrique par rap

port au point 0, et N 1 intersection des paralleles menees res-

pectivement aux deux axes par les points M et M . L egalite

des triangles rectangles MOP, OM P , donne

;&amp;lt;

MP = OP =PN et M P = OP = P N.

Le point N est done a la fois symetrique de M par rapport
a xx et symelrique de M par rapport a yy . Or, le point N
etant sur la courbe comme symetrique de M, le point M en

fait aussi partie comme symetrique de N. Done, a tout point M
de la courbe, correspond un point M 7

symetrique de M par

rapport a 0.

II resulte de la que le milieu de la distance focale FF est

un centre de Tellipse.

On pent d ailleurs le demonlrer directement comme il suit

&amp;lt;-7 *J

Soient M un point de 1 ellipse et M son symelrique par rap

port a 0; menons les rayons vecleurs de ces poinls. Les dia-
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gonalcs MM et FF se coupanl muluellcment en parties egales,

le quadrilatere MFM F esl un parallelogramme, el le point \\

ippartient a 1 ellipse en verlu de I egalite des deux contours

FMF etFM F .

COROLLAIRES.

953. On appelle longueurs des axes de 1 ellipse les longueurs

\A el BB inlercepiecs sur ces axes par la courbe (Jig. 4&))-

La longueur du premier axe AA esl done (951) egale a 2/7,

a longueur du second BB esl represented par 26.

La perpendiculaire BO (Jig. 489) etanl moindre que 1 obliquc

BF a, on a

b&amp;lt;a.

AA esl dil alors le grand axe et BB le petit axe de 1 ellipse.

Les exiremiles A el A ,
B el B ,

des deux axes sonl appeices

les sommets de la courbe.

Le iriangle reclangle BOF (/g. 489) donne a?= & -+- r 7
, re

lation qui permet de delerminer 1 une des Irois quanliles a,

b, c, lorsqu on connait les deux autres.

954. Quand on donne les longueurs a et b, il est facile de

Jelerminer graphiquemenl les foyers. On n a qu a decrire de

I exiremile B du pelil axe comme cenlre (Jig. 4%), avec un

rayon egal a a, un arc de cercle qui coupe le grand axe aux

[leux foyers F el F .

THfcOKEME.

955. Suivant quun point est interieur on exterieur a I el

lipse, la sonime de ses distances aux deux foyers est plus petite

ou plus grande que ia.

Fig. /|93.

v

_ M

Soil d abord (fig. 49^) un point N interieur a 1 ellipse. Joi-
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gnons ce point aux deux foyers, prolongeons F N jusqu a la

rencontre de la courbe en M, et menons MF. Un theoreme
connu donne immediatement

NF -+- NF
&amp;lt;
MF + MF ou NF + NF

&amp;lt;
2 a.

Soil de meme un point N exterieur a 1 ellipse. Joignons ce

point aux deux foyers; N F coupant la courbe au point M,
menons MF. En s appuyanl sur le meme theoreme, on aura ici

N F -h N F
&amp;gt;
MF -f- MF ou N F -f- N F

&amp;gt;
2.

COROLLAIRE.

956. Le theoreme precedent, rapproche de la definition de

1 ellipse, fournit un criterium pour juger de la position d un

point quelconque du plan de la courbe par rapport a cette

courbe supposee non tracee. Suivant que la somme des dis

tances d un point aux deux foyers est superieure, egale ou

infeneure a ^a, ce point est Jiors de la courbe, sur la courbe

ou dans son interieur.

THEOREME.

957. La tangente a I ellipse fait des angles egaux avec les

rayons vecteurs du point de contact, exterieurement a leur

angle.

Prenons sur 1 ellipse (Jig. 494) deux points voisins M et M ;

menons la secante MM S et les rayons vecteurs des deux points
M et M .Portons sur F M une longueur F D = F M et sur FM
une longueur FC= FM . Le segment MD represente alorsl aug-

menlalion que subit le rayon vecteur mene du foyer F quand
on passe du point M an point M ,

et MC la diminution que subil

le rayon vecteur mene du foyer F quand on passe du meme

point M au meme point M ; comme la somme des rayons vec

teurs d un point de 1 ellipse reste constante, MD est egal a MC.

Cela pose, d un point quelconque G de la secante MM S,

menons aux droites M D et M C des paralleles GI et GH jus

qu a la rencontre des rayons vecteurs du point M. Le quadri-

latere GHMI etant semblable au quadrilatere M CMD (*213),

1 egalite de MD et de MC entralne celle de MI et de MH.
Les droites GH et GI, ctanl paralleles aux bases M C et M D

des triangles isoceles CFM ,
DF M , sont perpendiculaires aux
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bissecirices de Icurs angles au sommet. Mais a IIK-MII &amp;lt; que le

point mobile M s&amp;lt;&amp;gt; rapprochedu point li\r M, la secanteMM&amp;gt;

sc rapproche de la langente au point M. Les bissecirices des

angles CFM , DF M , ayani alors pour limites les rayons vec-

teurs FM, F M, du point M, les droites GH el GI ont elles-

memes pourliniiles les perpendiculaires abaissees du poinl G

sur ces rayons vecleurs. D ailleurs, pendant cc inouvement,

Mil varie en reslant loujours egal a Ml.

Fig. 49 ,.
FiC . IIP-

T
..

I&quot; F

La langente MT au poinl M (fig. 4y5) doil done etre lelle,

que si, d un poinl quelconque G de celte droite, on abaisse

des perpendiculaires GH el GI sur les rayons vecleurs MF ct

MF du poinl M, on ail MH = MI. Les triangles rectangles

MGH, MGI, sont alors egaux, el il en esl de mt&amp;gt;me des angles

GMH. GMI. La tangente a Vellipse esl done Sissectrice de

I*angle forme par I un des rayons vecleurs du point de con-

ttict et le prolongement de Vautre rayon.
L angle F MT, elant 1 oppose par le sommel de Tangle GMI,

les deux angles GMH ou FMT el F MT, sont egaux, ce qui ve-

rifie le premier enonce du iheorenic.

COPOLLAIRES.

958. La tangente a i ellipse n d (jn ttn point commnn &amp;lt;H CC

la courbe.

Abaissons du foyer F (fig.fab) sur la langente MT au

point M, une perpendiculaire FK qui vienl renconlrer en 9

le prolongemeni de F M. La langenle etant bissectrice dc

Tangle FM.. IVjaliie des iriangles rectangles FMK, yMK,
donne FK oK, c est-a-dire que le point j est le symetrique
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du foyer F par rapport a la tangente MT. L egalite des memes
triangles donne MF Ma, et, par suite,

F 9:nrMF-hMF ^2rt.

Cela pose, la tangente etant perpendiculaire sur le milieu

Fig. /, 96.

de Fcp, un point quelconque T, de cette droite est equidistant

de F et de
&amp;lt;^

On a done, d apres le triangle F T,
&amp;lt;p,

T, F -f T, F = T, Q - T, F ou T, F -h T, F &amp;gt;
F 9 = 2 a.

Tous les points de la langente MT, sauf le point M, sont done

exterieurs a 1 ellipse (956).

959. La tangente en un point d une courbe peut couper la

courbe en d autres points; mais elle a necessairement (111)

avec la courbe, au moins un point commun de moins que les

droites qui en ont le plus. De ce qu on vient de demonlrer,

il resulte done qu une droite ne peut rencontrer 1 ellipse en

plus de deux points, c est-a-dire que 1 ellipse est une courbe

convene.

9CO. Si Ton mene au point M (Jig. 49$) une perpendicu
laire MN a la tangenle MT, les deux angles FMN, F MN, sont

egaux comme complements d angles egaux. Done, la nonnale
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(i I ellipse est bissectrice tie rangle forme par les rayons vec-

leiii s dti point de contact.

La normale en un sonimet de 1 ellipse se confond avec 1 axe

correspondant et la tangenie est pcrpendiculaire a cet axe,

de sorte que la courbe est inscrite dans le rectangle conslruil

sur ses axes.

Les rayons vccleurs d un point de 1 ellipse, la normale et

la tangente en ce point, deicrmincnt sur une sccanlc quel-

ronque quatre points conjugues deux a deux (193).

SCOLIE.

961. Les propri&amp;lt;Hes precedentes juslifient la denomination

de foyer. L angle d incidence ct Tangle de reflexion etant

egaux d apres une loi physique, les rayons lumineux, sonores

ou calorifiques, qui parlcnt de Tun des foyers F d une ellipse,

vicnnent, apres lour reflexion sur la courbe, converger a 1 autre

foyer F .

THfcOREME.

962. Le lien des points symelriques
fj de run des foyers F

de r ellipse, par rapport aux tangentes, est un cercle decrit de

I antre foyer F comine centre, avec la longueur ?.a da grand
axe pour rayon (fig- 4!)^)-

Le premier alinca du n 958 renferme la demonstration de

ce llieoreme.

On donne au cercle F o le nom de cercle directeur relatif

ait foyer F . L ellipse a deux cercles direcleurs correspondani
a ses deux foyers.

SCOLIE.

963. Le lieu des points equidistatils d un cercle de centre F

et d un point F inlerieur a ce cercle, est une ellipse donl les

points F et F sont les foyers et qui a pour cercle directeur

relatif au foyer F le cercle donne (fig. 49^)*

En effet, soil M un point du lieu. En le joignant aux deux

points F et F el en prolongeant F M jusqu a sa rencontre 9

avec la circonfercnce donnec, on a par hypothese

Mo -.-: MF, d ou MF H- MF == F 9-

Pour construirc le lieu, il suffit evidemmenl de joindre le
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point F a un point quelconque 9 de la circonference donnee,
et d elever une perpendiculaire TT, sur le milieu K de la

droite F9; cette perpendiculaire coupe le rayon F
cp

en un

point M du lieu, et ellc est la langente en ce point (957).

Le cercle directeur d une ellipse peut done servir a tracer

la courbe par points, lorsqu on connait ses foyers et son grand
axe. Ce nouveau procede est plus long que celui indique au

n 951 ;
mais il a le grand avantage de donner en meme temps

la tangente en chaque point determine. On peut resumercelte

construction comme il suit : Sid un point F pris a I interieur

d un cercle F ^, on mene des droites aux divers points de sa

circonference, les perpendiculaires elevees a ces droites par
leurs milieux louchent on enveloppent une ellipse, qui a pour
foyers les points F et F et pour grand axe le rayon F

cp.

964. Le lieu des projections des foyers d une ellipse sur ses

tangentes est la circonference de cercle decrite sur le grand
axe comme diametre.

Fig. 497-

Ti

-A*

Soient (Jig. 497 )
F et F les deux foyers, K la projection du

foyer F sur une tangente quelconque TT,, et 9 le symetrique
de F par rapport a cette tangente. Le cote F 9 du triangle

FF 7

9 etant egal a s (962), la droile OK qui joint les milieux

des deux autres cotes est egale a a. Le point K apparlient

done a la circonference decrite sur le grand axe comme dia-

inelre.

Keciproquement, tout point K de cette circonference est la

projection de 1 un des foyers F sur une tangente. Car, si Ton

prolonge FK d une quantite K9 Fli, on aura eyidemment

Par suite, le point 9 appartient au cercle directeur relatif au
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foyer F
, ot la perpendiculaire elevee surFo par son milieu k

est (963) une langente a I cllipse.

Le cercle OK est dit le cercle principal de I cllipse.

SCOLIE.

965. Si le sommet d nne eqaerre decrit le cercle pi hidpal
d nne ellipse, pendant que inn de ses edits passe constam-
ment par un foyer de la courbe, I autre cote de I equerre lid

reste loujoars tangent. C est la un nouveau moyen (963) d ob-

tenir 1 ellipse comme enveloppe de scs langentes.

PROBLEMS.

966. Metier une langente a I ellipse par an point donne.

1 Si le point donne M est sur la coarbe, on le joint aux
&amp;lt;leux foyers (Jig. 495 )

et Ton mene la bissectrice de Tangle
FMI forme par 1 un des rayons vecteurs MF et le prolonge-
ment MI de I autre rayon MF (957).

?. Si le point donne P est exterieur a r ellipse (fig. 498),
on remarque que la question scrait resolue, si Ton connaissail

le symelrique o de 1 un des foyers F par rapport a la tangente
cherchee; car on aurait des lors cette tangente en abaissant

de P une perpendiculaire TT, sur F9 : la droite TT, couperait
d ailleurs F o au point de contact M (963). Or, le point 9 se

F e- 498 -

Fig. /, 99.

trouve a la fois sur le cercle directeur relatif au foyer F .(9G2)
et sur le cercle de centre P et de rayon PF.
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Ces deux cercles se coupent loujours quand le point P est

exlerieur a 1 ellipse. En effet, PF etant la distance des centres,
PF et 2.a les deux rayons, le triangle PFF donne

PF &amp;lt;PF-f-FF et, a fortiori, PF
&amp;lt;

PF -+- za.

Le point P etant exterieur a la courbe, on peut avoir PF
&amp;gt;

ou
&amp;lt;C
2. Si PF est moindre que 2, on a

PF + PF&amp;gt;2fl, d oii PF &amp;gt;2 PF.

Si PF est plus grand que m, le triangle PFF permet de poser

PF
&amp;gt;

PF FF ct, a fortiori , PF
&amp;gt;

PF 2 a .

Ainsi, la construction precedente reussit toujours quand le

point P est exterieur a la courbe; et comme les circonferences

iracees se coupent en deux points 9 et 9,, il y a deux solu

tions.

COROLLAIRES.

967. Cherchons la condition pour que les deux langentes
menees du point P a 1 ellipse soient a angle droit.

Si les deux tangentes XT,, T T ,, menees du point P, sont a

angle droit (fig. 499 ), comme elles sont respectivement per-

pendiculaires sur le milieu des droiles F(p, F&amp;lt;p,, Tangle &amp;lt;pF9,

de ces deux droites doit etre lui-meme un angle droit. Get

angle etant inscrit dans la circonference PF dont le centre

est P, la droite 99, est un diametre de celle circonference, ct

P est le milieu de ce diametre.

Le lieu des points P est done le lieu decrit par le milieu de

la corde interceptee dans le cercle directeur relatifau foyer F ,

par un angle droit tournant autour de son sommet fixe F. Or

si Ton joint le point P aux foyers F et F , on a PQ = PF, et le

triangle rectangle F Po donne alors

FF7V^= PF7
-h PF

2= F7^^ /j
a\

La somme des carres des distances du point P aux points F

el F elant conslante, le lieu cherche est une circonference

de cercle concentrique a Tellipsc et qui a pour rayon la me-

diane OP du triangle PFF (232). Comme les sommets du rec-
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tangle construit sur les axes et circonscrii a 1 ellipse (960)
font necessairement partie du lieu, le rayon OP est egal a la

demi-diagonale de ce rectangle, c est-a-dire a ^a
2
-+- 6 2

.

968. Les tangentes PM, PM , menses a Vellipse par un point

exterieur\*,font des angles egaux avec les droites qui vont

du point P aux deux foyers; la droite qui va du point P a

I un desfoyers est bissectrice de I angle forme par les rayons
vecteurs qui vont de ce foyer aux deux points de contact M
etW (Jig.Soo).

Fig. 5oo.

Menons les deux cercles direcleurs de I ellipse. 9 elant le

symetrique de F par rapport a la tangente PM el o le syme-
trique de F par rapport a la tangente PM , les deux triangles

PF? et PF 9 sont egaux comme ayant leurs trois cotes egaux
chacun a chacun. Les angles FP9 et F ?9 sont done egaux.
Si Ton enleve la partie commune FPF , les restes FPcp, F P9 ,

sont egaux, ainsi que leurs moilies MPF, M PF .

En second lieu, Tegalite des triangles PF9 ,PF 9, entralne

celle des angles PF9 , PoF . Mais les deux triangles PM9,
PMF, etant egaux, Tangle Py est aussi egal a Tangle PFM,
et la droite PF est la bissectrice de Tangle MFM .

PROBLEME.

969. Mener a I ellipse line tatigente parallels a une droite

donnee.

Tout revient encore a trouver le point symetrique 9 de Tun
des foyers F par rapport a la tangente cherchee. Or, ce point
est a Tintersection du cercle directeur relatit* au foyer F

(
962

)

et de la perpendiculaire menee du foyer F sur la droite dcui-

ii. , 9
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nee DD (Jig. 5oi). Celte perpendiculaire coupe toujours le

cercle F en deux points 9 et 9,, puisque le point F est inte-

rieur a ce cercle. Les perpendiculaires TT, et T T, elevees

aux droites Ty et F9, par leurs milieux sont les tangentes de-

mandees, et leurs points de contact M et M sont a leurs ren

contres respectives avec les rayons F
cp

et F ?, (963).

Fig. 5oi. Fig. 5o2.

COROLLAIRES.

970. Les deux points de contact M et W des deux tangentes

paralleles TT,, T T
X ,

sont symetriques par rapport au centre

de V ellipse.

En effet, les triangles FM9, FM
cpi, 9 F cp,,

sont des triangles

isoceles ayant tous un angle egal a la base; ils sont des lors

semblables et ont leurs cotes paralleles. La figure MFM F etant

un parallelogramme, la diagonale MM passe par le milieu

de la diagonale FF r
et y est divisee en deux parties egales.

Inversement, les tangentes menees a I ellipse en deux points

symetriques par rapport au centre sont paralleles. Car le qua-
drilatere MFM F etant dans ce cas un parallelogramme, puis

que ses diagonales se coupent en parties egales, les angles FM&amp;lt;p,

FM 9, ont leurs cotes paralleles et sont egaux. 11 en est done

de meme de leurs moities (957 ) FMT, 9, M T , ce qui entraine

le parallelteme des tangentes MT, M T , aux points M et M .
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971. La propriete precedente appartient d aillcurs a toutos

les courbes a centre. Dans toute courbe ft centre, les tan-

gentes en deux points M et M , symetriques par rapport au

centre 0, sont paralleles et&amp;gt; par suite, equidistantes du centre.

En effet, si N (fig- 5o2) est un point de la courbe voisin

de M, et N son symetrique par rapport a 0, 1 egalite des

triangles MON, M ON , prouve le parallelisme des cordes ou

secantes MN, M N , et leur egale distance au centre. Quand N
tend vers M, N tend vers W , Les deux secantes tournent

done a la fois autour des points M et M , de maniere a devenir

ensemble tangentes, en restant toujours paralleles et equi-
distantes du centre.

972. Les points K et K (fig. 5oi
) appartiennent au cercle

principal de 1 eIIipse (964). Les deux segments FK, FK
, elant

alors ceux d une corde quelconque de ce cercle passant par le

foyer F, leur produit est constant. On peut done dire que le

produit des distances d un foyer a deux tangentes paralleles
est constant. Si Ton mene par le foyer F la corde LL du cercle

principal qui est parallele a KK
,
on a evidemment FK = F L.

On peul done dire aussi que le produit des distances des deux

foyers a une mdme tangente est constant. Si Ton veut con-

naitre cetle constante, il suffit de considerer la tangente a

1 une des extremites du petit axe, et Ton obiient immediate-

ment le carre du demi-pelit axe ou b 2

pour sa valeur.

SCOLIE.

973. Les constructions des nos 966 et 969 n exigent pas que
la courbe soit tracee; il faut seulement qu elle soil definie par
ses deux foyers et la longueur du grand axe.

PROBLfcME.

974. Etant donnes les foyers F et F et le grand axe AA
d une ellipse, determiner ses points de rencontre avec une

droiteDW (fig. 5o3).

Supposons le probleme resolu, et determinons le symetri-

que 9 du foyer F par rapport a DD .M etant 1 un des points de

rencontre de la droite DD avec 1 ellipse, on aura
M&amp;lt;p

= MF.

Prolongeons F M d une longueur MG MF; F G sera egal

9-
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a AA , et le point G appartiendra an cercle directeur relatif au

foyer F . Le cercle decrit du point M comme centre avec MF
pour rayon passe done par les deux points F et 9 et est tan

gent au cercle directeur F G. La question est ainsi ramenee a

trouver le centre M d un cercle passant par deux points

donnes F et 9 et tangent a un cercle donne F G. Nous avons

resolu ce probleme (262, 2).

Fig. 5o3.

V V

Comme le foyer F est interieur au cercle directeur relatif au

foyer F
,

il y aura evidemment deux solutions, une seule ou

zero, suivant que le point cp
sera lui-meme interieur, commun

ou exterieur au cercle directeur F G. La droite DD sera done

secante, tangente ou exterieure a 1 ellipse, dans les m ernes

conditions.

COROLLAIRE.

975. Line droite ne pouvant rencontrer une ellipse en plus
de deux points, I ellipse est une courbe convexe (959).

ii. - PROPRITS FONDAMENTALES DE L HYPERBOLE.

976. ^hyperbole est une courbe plane telle, que la diffe

rence des distances de chacun de ses points a deux points

fixes de son plan est egale a une longueur constante.

Ainsi (fig. 5o4), les deux points fixes etant F el F et la lon

gueur donnee etant representee par la droite AA , on aura pour
lout point M de 1 hyperbole

MF-MF =rAA ,



LIVRE VIII. LES COUHBES USUELLES. 2g3 .

suivant que le point considere sera plus eloigne du point F ou

du point F .

D apres cela, pour decrire un arc d hyperbole d un mouve-

tnent continu, on prend une regie F K dont on fixe 1 une des

extremites au point W (fig. 5o4), de maniere qu elle puisse

Fig. 5o4.

seulement tourner aulour de ce point. Un fil, dont la longueur
est moindre que celle de la regie de la constantc AA , esl fixe

par Tune de ses extremites au pointF et, par 1 autre, au point K.

Si Ton tend alors conslamment ce fil le long de la regie a 1 aide

d un crayon, en faisant tourner la regie autour de F , lapointe
du crayon trace un arc de 1 hyperbole demandee; car, pour
une position quelconque M de cette poirite, on a (dans le cas

de la figure)

MF - MF = (MF -h MK) - (MF n- MK) = AA .

En prenant pour centre de rotation de la regie le point F, et

en attachant la seconde extremite du fil au point F , on ob-

lient la seconde partie de la courbe. Quand la regie est au-

dessus de FF , le fil doit etre lendu contre son arelc infe-

rieure; c est 1 inverse, quand la regie est au-dessous de FF .

On voit que 1 hyperbole esl formee de deux parties qui ne

peuvent avoir aucun point comrnun, ptiisqu on a toujours,

pour la partie de droite de la figure, MF &amp;gt;MF, et pour celle

de gauche, MF&amp;gt;MF . Chaque partie est d ailleurs composee
de deux branches qui s etendent indefiniment au-dessus et

au-dessous de la droile FF
;
rien ne limile en effet 1 eloigne-

ment des points obtenus sur la courbe, que la longueur meme
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de la regie el du fil employes. L hyperbole est done une
courbe & branches infinies, aussi bien dans le sens FF que
dans le sens perpendiculaire.

977. Les points F et F sont \esfoyers de 1 hyperbole, les

droites MF et MF sont les rayons vecteurs du point M. La lon

gueur A A/ est ordinairement represented par 2$. La dis

tance FF se nomme distance focale et on la represente par 2 c.

L existence du triangle MFF entraine la condition
2c&amp;gt;&amp;gt;2

ou c
^&amp;gt;

a.

c
Le rapport

- est \excentriciti de 1 hyperbole. Cette excen-

tricite peut varier de i a oo . Pour c = a, elle est egale a i, et

Thyperbole se reduit aux deux portions de la droite FF qui

sont-separees par la distance FF ; pour a =. o, elle est infinie,

et 1 hyperbole se reduil a la perpendiculaire elevee sur le mi

lieu de FF . Entre ces deux limites, 1 hyperbole se rapproche
d autant plus de la droite FF que rexcentricite est plus petite.

978. On peut aussi tracer 1 hyperbole par points (Jig. 5o5)

Fiy. 5o.&quot;&amp;gt;.

A F

7

M .

En effet, marquons le milieu de la distance focale FF et

de part et d autre du point 0, prenons OA = OA = a, puis un

point K quelconque sur le prolongement de OA. Si des

points F et F comme centres, avec des rayons respective-

rnent egaux a AK et a A K, nous decrivons des arcs de cercle,

leurs points d intersection M et M appartiendront a 1 hyper

bole, car on aura

MF MF = M F - M F = A K AK = *a.
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Li distance des centres FF etant toujours plus grande que

la difference -*a des rayons, il suffil, pour 1 interseciion des

deux circonferences, que cetle distance soil moindre que In

somme des rayons, c est-a-dire qu on ail

FF &amp;lt;AK-f-A K ou ic
&amp;lt;
aAK H- ia.

La condition cherchee est done

AK&amp;gt;&amp;lt;
a ou AK&amp;gt;AF.

Comme on peut echanger les centres sans modifier les

rayons, chaque point K permet d obtenir quatre points M
et M , N et N de 1 hyperbole. Le point K doit seulcment etre

au dela du point F, sans que rien limite sa position a droite de

ce point. Ce que nous venons de dire resulte d ailleurs de la

symetrie de 1 equation de condition MF MF = : 2, par

rapport aux deux rayons vecteurs.

Si le point K est en F, les points correspondanls deM hyper-

bole sont les points A et A . Le rayon vecteur minimum est

c rt; il n y a pas de rayon vecteur maximum, puisque les

rayons vecteurs d un point de la courbe peuvent crottre jus-

qu a 1 infini.

THfcOREME.

979. L hyperbole a: i pour axes, la droite AA qui passe

parses deux foyers, et la droite BB perpendiculaire au milieu

de la premiere; 2 pour centre, / intersection de ces deux

droites (Jig. 5o5 ).

Meme demonstration que pour r ellipse (952), en conside-

rant la difference des rayons vecteurs au lieu de leur somme.

COROLLAIRE.

980. Des deux axes AA et BB 7
le premier seul rencontre

la courbe. L axe AA est dit Taxe transverse de 1 hyperbole,
1 axe BB esl dit son axe non transverse. Les extremites A et A

de 1 axe transverse sont les sommets de la courbe.

THfcORfcME.

981. Suivant qu un point est interieur ou exterieur a I hy

perbole, la difference de ses distances aux deux foyers est

plus grande ou plus petite que ^a (Jig. 5o6).
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Le point N etant inlerieur, joignons-le aux deux foyers. NF
coupant au point M la branche de courbe qui correspond au

Fig. 5o6.

foyer F, on a

NF
&amp;lt;
MN + MF, d ou NF NF

&amp;gt;
NF MN MF,

c est-a-dire

NF -NF&amp;gt;MF
/ ou 2.

Le point N etant exlerieur, joignons-le aux deux foyers.

F N prolonge coupant au point M la branche de courbe qui

correspond au foyer F, on a

N F -f- MN
&amp;gt; MF, d ou MF N F - MN

&amp;lt;
MF - MF,

c esl-a-dire

N F -N F&amp;lt; 2 tf.

COROLLAIRE.

982. Ce theoreme, rapproche de la definition de la courbe,

fournit un criterium pour juger de la position d un point quel-

conque de son plan par rapport a 1 hyperbole supposee non

tracee. Suwant que la difference des distances da point con-

sidere aux deux foyers est inferieure, egale ou superieure a

2 a, ce point est Jiors de la courbe, sur la courbe ou dans son

interieur.

THfiOREME.

983. La tangente a I liyperbole est la bissectrice de I angle

forme paries rayons vecteurs da point de contact
(//&quot; Soy, 5o8 ).

Meme demonstration que pour 1 ellipse (957), en remar-

quant que dans 1 ellipse les rayons vecteurs d un nieme point
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varient en sens contraires, tandis que dans 1 hyperbole ils va-

rient dans le meme sens.

98i. RECITROQUEMEM, la courbe dont la tangente fait des

angles egaux, exterieurement ou interieurement, avec les

rayons vecteurs menes du point de contact a deux pointsfixes,

est une ellipse ou line liyperbole dont ces pointsfixes sont les

foyers.
Fig. 5o7 .

En effet, si 1 on abaisse d un point G de la tangente MT

(fig. 607) des perpendiculaires GH et GI sur les rayons vec-

leurs du point M, les triangles rectangles ainsi formes seronl

egaux, puisque la tangente est par hypothese la bissectrice de

Tangle HM1; on aura done MH = MI.

Considerons maintenant la secante MM S (fig. 5o8) qui

Fig. 5o8.

coupe la courbe en M et en M , et portons les rayons vecteurs

du point M sur ceux du point M en FC eten F D. Si i on mene

alors, d un point G quelconque de la secante, les paralleles GH
et GI a M C et a M l), les quadrilateres M CMl), G1IMI, seront

sernblables, et Ton aura conslamment

MC
MD

MilW
Mais a la limite, quand le point M vient en M, la secante
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MM S est remplacee par la tangente MT, et Ton a MH = MI.
~\/f r^

Done, la limite du rapport ^r est aussi 1 unite.

Or, si les deux rayons vecteurs varient en sens contraires,

MD etant la diminution du premier, MC est 1 augmentation

egale du second, et la courbe est une ellipse, puisque la

somme des rayons vecteurs d un meme point demeure con-

stante. Si les deux rayons vecteurs varient dans le meme sens,

MD etant 1 augmentation de Tun, MC est 1 augmentation egale

de 1 autre, et la courbe est une hyperbole, puisque la diffe

rence des rayons vecteurs d un meme point demeure con-

stante.

COROLLAIRES.

985. Tons les points de la tangente MT, sauf le point M,
sont exterieurs a I hyperbole qui est, par suite, une courbe

convexe.

Meme demonstration quer pour 1 ellipse (958), en rempla-
cant la somme des rayons vecteurs par leur difference.

986. Si Ton mene au point M (fig* 509) une perpendicu-
laire MN a la tangente MT, les angles FMN, LMN, sont egaux

Fig. 5og.

/
T/

comme complements d angles egaux. Done, la normals a I hy

perbole est la hissedrice de I angle forme par I un des rayons
vecteurs du point de contact et le prolongement de 1 autre

rayon.
La normale en un sommet de 1 hyperbole se confond avec



LIVRE VIII. LES COURSES USUELLES. 299.

:e transverse, et la tangente est perpendiculaire a cet axe.

La tangente, la normale et les rayons vecteurs menes en un

fme point de la courbe rcncontrent une secante quelconque

quatre points conjugues deux a deux (193).

Si une ellipse et une hyperbole ont les memes foyers on

it confocales, elles se coupenl a angle droit; car, en Tun

lelconque des points d intersection, la langente de 1 une est

normale de 1 autre (937, 960).

987. Dans le cas de 1 hyperbole, les rayons lumineux, so-

js ou calorifiques, qui partent de Tun des foyers F, s eloi-

icnt de plus en plus de 1 autre foyer F apres leur reflexion

la courbe
;
mais toutes leurs directions prolongees viennent

converger.

THEOREM I :.

988. Le lieu des points symetriques &amp;lt;p

de Van des foyers F

par rapport aux tangentes est un cercle
( directeur} decrit de

1 autre foyer F avec la longueur la de Vaxe transverse pour

rayon (fig. 509).
Le lieu des points equidistants d un cercle de centre F el

d un point F exterieur a ce cercle est une hyperbole dont les

foyers sont les points F et F
, et dont le cercle directeur rela-

tif au foyer F est le cercle donne.

Meme demonstration que pour 1 ellipse (962, 963), en rem-

placant toujours la somme des rayons vecteurs .par leur diffe

rence. L hyperbole a, comme 1 ellipse, deux cercles directeurs.

COROLLAIRE.

989. Ce Iheoreme fournit une nouvelle construction par

points (978) de 1 hyperbole, qu on peut resumer comme il

suit: Si, d un point F pris a I exterieur d un cercle F
,
on

mene des droites aux divers points de sa circonference, les

perpendiculaires elevees a ces droites par leurs milieux enve-

loppent une hyperbole qui a pour foyers les points F et F et

pour axe transverse le rayon du cercle F ; les points de con

tact de ces tangentes sont a leurs rencontres avec les prolon-

gements des rayons du cercle F qui correspondent aux points
consideres.
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THfiORfcME.

990. Le lieu des projections des foyers d une hyperbol
suv ses tangentes est la circonference decrite sur Vaxe tram

verse comme diatnetre (fig. 5io).

Fijj. 5io. Fig. 5i i.

Meme demonstration que pour 1 ellipse (964-). Le cercl

obtenu est dit le cercle principal de 1 hyperbole.

COROLLAIRES.

991. Solent (fig. 5io) la tangente MT, les rayons vecteui

MF, MF , de son point de contact, 9 le symetrique du foyer

par rapport a la tangente MT, K la projection de ce foyer si

la tangente. Les rayons OK et F^du cercle principal et d

cercle directeur relatif au foyer F restent toujours parallel*

entre eux pendant que, le point 9 parcourant le cercle dire&amp;lt;

teur, la droite F9 lourne autour du foyer F (989, 990). A

moment ou cette droite devient tangente au cercle direcieui

eHe le devient done aussi au cercle principal (252); soient

et K ses points de contact avec ces deux cercles (fig. 5i i
).

I

langente a 1 hyperbole qui passe par le point K, elant perpei

diculaire a Fcp, n est alors autre chose que le prolongemenl d

rayon OK et devient parallele au rayon F 9, de sorle que so

point de contact M s eloigne a 1 infini (989). La droite OK]

ainsi obtenue, qui louche la branche superieure de la demi-h;

perbolededroitearinfini,estappelee&amp;lt;2^rm/7^^derhyperbol(
La seconde langente commune menee au cercle principal &amp;lt;

au cereie directeur F par le foyer F correspond a une second

/I. it ^_
, .fa u &quot;Pi.

1

fo.
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asymptote OK M , qui louche a rinfini la branche inferieure

de la demi-hyperbole de droite.

Les droites OKM, OK M , etant egalemeni inclinees de part

el d autre de 1 axe transverse, si 1 on fail fairc a 1 hyper-
bole une demi-revoluiion amour de son axe non iransverse,

les foyers ne fonl que s echanger ainsi que les deux demi-

hyperboles, de sorie que le prolongemenl CM, de la droile

OKM esl asymptote a la branche inferieure de la demi-hyper-
bole de gauche, landis que le prolongement CM , de la droile

OK M esl asymptote a la branche superieure de cette demi-

hyperbole.
En resume, I hyperbole a pour asymptotes les deux droites

indefinies tracees parson centre, parallelement aux rayons da

cercle directeurJ? qui correspondent aux tangentes communes
menees du foyer F an cercle F et au cercle principal de la

?ourbe. Ces droites e-ont d un grand secours pour la construc

tion de 1 hyperbole, puisqu elles fonl connailre les directions

rers lesquelles lendenl ses branches infinies.

99*2. Soienl (fig. 612) les asymptotes xx
, yy , de 1 hyper-

bole donl les foyers sonl F el F el les axes AA el BB . Menons

Fig. 5u.

HI point A la perpendiculaire AC a 1 axe transverse, jusqu a la

rencontre de 1 asymptole yy . D apres ce qui precede, si 1 on

ibaisse aussi FK perpendiculaire sur yy ,
on aura Ok = .

Les deux iriangles rectangles OAC, OKF, sont done egaux, el
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OC = OF c. On voit que a et c etant donnes, on en deduil

AC; de meme a et AC etant connus, on en deduit c.

Achevons le rectangle CC D D. Par analogic avec 1 ellipse

(953), la longueur BB = 2 AC ainsi delerminee est appelee la

longueur de Vaxe non transverse de 1 hyperbole, et on la re*

presente par 26. Remarquons que le parallelogramme ABA B
a ses cotes paralleles aux asymptotes.

Les trois longueurs , b, c, sont liees entre elles par la rela

tion 6&amp;gt;2

=&amp;lt;2
2 -h b 2

. Elles sont liees dans 1 ellipse par la relation

c r= a 2 b\ qui ne differe de la precedente que par le chan-

gement de b* en b\ Par suite, les proprietes de 1 ellipse el

de 1 hyperbole qui ne dependent que des longueurs de leun

axes, se deduisent les unes des autres par le simple change-
ment de b* en b*.

993. Lorsqu on donne les longueurs des axes de 1 hyper
bole, il est facile de determiner graphiquement les foyers. Or

n a qu a elevera 1 extremite A de 1 axe transverse une perpen-
diculaire AC = b

(fig. 5i2) et a decrire du point comrm

centre, avec OC pour rayon, une circonference qui coupe Paxe

transverse aux deux foyers F et F r
. On trouve en meme temps

I asymptote OC et sa symetrique OC (992).

994. On appelle hyperbole equilatere une hyperbole don

les deux axes ont la meme longueur. Le rectangle CC D I

(Jig. 5i2) devenant alors un carre, on voit que les asymptote^
d une hyperbole equilatere sont a angle droit I une sur I autre

995. On entend par hyperboles conjuguees deux hyper
boles qui, ayant les memes axes et, par suite, le menu
centre, la meme distance focale et les memes asymptotes
sont situees par rapport a ces asymptotes dans des angles dif-

ferents; c est-a-dire que 1 axe transverse de Tune est Taxe nor

transverse de I autre, et reciproquement (Jig. 612).
Deux hyperboles conjuguees ne sont identiques et ne peu-

vent se subslituer 1 une a I autre par un quart de revolution,

que lorsqu elles sont equilaleres (994).

PROBLEME.

996. Mener une tangenle a / hyperbole par un point donne

Memes precedes que pour 1 ellipse (966).



L1VRE VIII. 1-ES COURSES USUELLES. 3o3.

COROLLAIRES.

997. Le lieu des sommets des angles droits circonscriis a

I hyperbole est line circonference concentrique a la courbe et

ayant pour rayon ^Ja
1 6 2

(967, 992).

La demonstration directe est la meme que pour 1 ellipse.

Seulement, la question revient ici a chercher le lieu des mi

lieux des cordes inlerceptees dans le cercle directeur relatif

au foyer F , par un angle droit dont le sommet F lui est exte-

rieur. Le probleme pent alors etre impossible, et le lieu ces-

ser d exister, si Ton a a
&amp;lt;

b.

La tangente de Tangle aigu forme par 1 asymptote Oy avec

Taxe transverse etant representee par -, le probleme esl im

possible quand cet angle est superieur a 45 degres ou quand

Tangle yOx des deux asymptotes (Jig. 612) est obtus; il est

possible, au contraire, qnand cet angle est aigu.

En effet, Tangle des deux asymptotes est pn-cisement (991)

le supplement de celui des deux tangentes qu on peut mener

au cercle directeur F par le foyer F. Or, ce n est que lorsque

Tangle de ces deux tangentes est obtus, que les deux cotes

de Tangle droit dont le sommet est en F peuvent rencontrer a

la fois le cercle F .

Lorsque Tangle des asymptotes est droit, celui des deux

tangentes menees du foyer F au cercle directeur F est aussi

droit, et il n y a pas d aulre angle droit circonscrit a Thyper-
bole que celui de ses asymptotes. Ce resultat limite esl d ail-

leurs evident, car la courbe etant alors equilatere (994), on a

a = b, et le lieu se reduit au centre de Thyperbole.
En general, le probleme n est possible que pour Tune des

deux hyperboles conjuguees (995) determinees par les axes

a et b.

998. Les tangentes PM, PM , menees a Vhyperbole par un

point exterieur P, font des angles egaux avec les droites qui
vont du point. P aux deux foyers; la droite qui va du point P
a I un des foyers est bisseclrice de I angle interieur ou exte

rieur des rayons vecteurs qui vont de cefoyer aux deux points
de contact M et M

,
suivant que les deux tangentes touckent
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rhyperbole clans la mme region ou dans deux regions diffe
rentes.

PROBLEME.

999. Mener a I hyperbole une tangente parallele a une

droite donnee (Jig. 5i3).

Fig. 5 1 3.

Meme precede que pour 1 ellipse (969). Seulement, le pro-
bleme n est pas loujours possible. II faut que, si Ton mene

par le centre de la courbe une parallele a la droite donnee,
elle ne tombe pas dans les angles des asymptotes qui ren-

ferment 1 hyperbole. En effet, pour que la perpendiculairc
menee du foyer F a la droite donnee rencontre le cercle

directeur F
,

il est necessaire qu elle tombe au-dessous de la

droite FK, perpendiculaire a la fois a rasymptote Or (fig* 5 1 -2
),

et tangente a ce cercle directeur. Le probleme n est done en

general possible que pour 1 une des deux hyperboles conju-

guees determinees par les axes a et b.

COROLLAIRES.

1000. Les deux tangentes paralleles a une droite donnee.

onl leurs points de contact symetriques par rapport au
centre (970).

1001. Le produit des distances d un foyer a deux tangentes

paralleles ou le produit des distances des deux foyers a une

me*me tangente est constant (972).
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SCOLIE.

1002. Lcs constructions des n os 99G el 999 n cxigcnl pas

que 1 hyperbole soil tracee (973).

PROBLEMS.

1003. Connaissant les foyers F el V et Vaxe transverse

d luie hyperbole, determiner ses points de rencontre avec line

droite don nee.

Meme precede que pour 1 ellipse (974).

III. - PROPRIETY FONDAMENTALES DE LA PARABOLE.

DEFINITION ET TRACE I)E LA COURBE.

lOOi. La parabole est unc courbe plane telle, que chacun

de ses points est equidistant d un point fixe et d une droile

fixe donnes dans son plan. Ainsi (Jig. 5
4)&amp;gt;

le point fixe

F

ir

etant F el la droile fixe DIV, on aura, pour loul point M de la

parabole, en abaissanl MH perpendiculaire sur DD
, MF = MH.

Par sa definition meme, la parabole esl necessairemeni siluee
loul enliere du meme cote que le point fixe par rapport a lu

droite fixe.
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D apres ce qu on vient de dire, pour decrire un arc de pa-

rabole d un mouvement continu, on fail co incider 1 arete

d une regie avec la droite DO
, el Ton applique conlre cetle

regie le petil cole KH d une equerre KHG. Un fil, egal en

longueur au grand cole HG de celte equerre, esl fixe par ses

deux exlremiles, d une part au poinl F, et de Tauli-e a 1 exlre-

rniie G du cole HG. Si Ton lend alors conslammenl ce fil

conlre le grand cole de 1 equerre a 1 aide d un crayon, el si

Ton fail en meme temps glisser 1 equerre le long de la regie,

la poinle du crayon decril un arc de parabole. En effel, pour
une posilion quelconque M de celte pointe, on a

GM+-MF=rGH^GM-i-MH, d ou MF^MH.

En operanl de celle maniere, on irace d un mouvement
conlinu 1 arc BA, qui va du poinl B de la courbe donl la dis

tance au point F est egale a GH, jusqu au point A milieu de

la perpendiculaire FL abaissee du poinl F sur la droile J)D .

11 faut ensuite relourner 1 equerre, comme 1 indique la figure,

pour decrire 1 arc AB .

On voil que la parabole esl formee de deux branches qui

s elendent indefinimenl, a pariir du poinl A, au-dessus el

au-dessous de la droite FL; car si Ton emploie une regie, une

equerre el un fil assez longs, rien ne limite 1 eloignemenl
des poinls obienus sur la courbe. La parabole esl done une

courbe a branches infinies, maissans separation, et d un seul

cole de la droite fixe.

1005. Le point F est le foyer de la parabole, la droite DD
est sa directrice. La droite MF est le rayon vecteur du poinl M.

La distance FL du foyer a ladirecirice se i\omme\e parametre
de la courbe, et on la represente par p.

1006. On peut aussi tracer la parabole par points.

En effel, prenons (fig.SiS) un poinl P quelconque sur la

perpendiculaire FL abaissee du foyer sur la direclrice. Par le

poinl P, menons une perpendiculaire a FL ou une parallele a

la direclrice, et du foyer F comme centre, avec PL pour

rayon, decrivons une circonference qui coupera celle paral

lele en deux poinls M el M appartenanl a la parabole, comme

equidislanls du foyer el de la direclrice.
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Pour quc les points d intcrseciion M et M existent, il suffil

que le point P soil a I interieur du cercle decrit du foyer F

comme centre avcc PL pour rayon, c est-a-dire qu on ait

FP&amp;lt;PL. Celle condition sera toujours remplie lorsque le

point P sera a droile du foyer F (dans le cas de la figure);

mais elle exige, si le point P est a gauche de F, qu il reste a

Fig. 5i5.

droite du point A, milieu de FL. Si Ton a dans ce cas, cornme

condition limite, FP PL, le point P se confond avec le

point A, et les deux points M et M se rcunissent en ce point.

Le ravon vecicur minimum cst done AF ou -: il n v a pas de
2

rayon vecteur maximum, rien ne limitant I eloignemeiU du

point P a droite du foyer F.

THfiOREME.

1007. La parabole a pour axe la perpendiculaire mem e du

foyer sur la directrice (Jig. 5i4).

Meme demonstration que pour 1 ellipse (952, i).
Le point A, commun a la parabole el a son axe, est If

sommet de la courbe.

THfiORKMI-

1008. Suivant qit un point est interieur ou exterieur ii la

parabole, sa distance au foyer est nwindre ou plus grande que
sa distance a la directrice (Jig. 5 16).

Soil d abord un point N interieur a la courbe. Menons la

droile NF et la perpendiculaire NH a la direclrice,^ laquelle
20.
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coupera la parabole au point M( 1004). Le triangle NFM dorine

alors

NF&amp;lt;NM-t-MF oa NF
&amp;lt; NH, puisqae MF = MH.

Soit de meme un point N exterieur a la courbe. Si le

point IN et le foyer sont de cotes differents par rapport a la

directrice, la proposition est evidente. Sinon, menons la

Fig. 5i6.

droite N F et la perpendiculaire N H a la directrice, laquelle

prolongee coupera la parabole au point M. Le triangle N FM
donne alors

N F&amp;gt;MF MN ou N F
&amp;gt;

N H, puisque MF = MH.

COROLLAIUE.

1009. Ce theoreme, rapprochede la definition de la courbe,

fournit un crilerium pour juger de la position d un point

quelconque de son plan par rapport a la parabole supposee
non tracee. Suivant que la distance du point considere au

foyer est egale, superieure ou inferieure a sa distance a la

directrice, ce point est a, la courbe, il lui est exterieur ou

interieur.

THfiOREME.

1010. La limite d une ellipse (ou d une hyperbole] dont un

sommet et le foyer voisin restenl fixes, tandis que I autre

foyer sen eloigne indejiniment dans la direction du grand
axe (ou de Vaxe transverse), est line parabole qui a pour
sommet et pour foyer le sommet et le foyer fixes (fig- $17).

En effet, le cercle directeur relatif au foyer mobile F coupe

toujours le grand axe a droite du foyer fixe F, en un meme
point L determine par la condition evidente AL = AF. A me-
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sure que le centre F dc ce cercle s eloignc dans la direc-

lion AA/, son rayon crott indetinimenl, do sortc qu il a pour
limite la perpendiculaire DD menee par le point L au grand
axe AA . D ailleurs, lout point M de 1 ellipse etant egalement
distant du foyer F et du cercle directeur F (9G3), on a con-

stamment MF = MG, c est-a-dire a la limite, quand 1 ellipse so

Fig. 5 1-;.

n

H

deformant le point M vient en M,, M,F=M,H, en designant

par M,H la perpendiculaire abaissee du point M, sur la

droite DD
, limite du cercle F . Le lieu des positions limites

des points de 1 ellipse donnee est done unc parabole ayant

pour foyer ct pour sommet les points F et A, et par suite la

droite DD pour directrice,

La meme demonstration s applique a 1 hyperbole (998).

Dans ce cas, la parabole est la limite de la demi-hyperbole
de droite a laquelle appartiennent le sommel A et le foyer F;
1 autre demi-hyperbole de gauche disparait a l infini.

COROLLA IRE.

1011. Le theoreme precedent permet de prevoir et de de-

montrer les proprietes de la parabole, en les deduisant par
voie de transformation des proprieles correspondantes de

1 ellipse.

Si ces proprietes dependent explicitemcnt des axes a et b

de 1 ellipse et de sa distance focale c, on substitue a a et a b

leurs valeurs en fonction de c et du parametre p = 2( a c) de

la parabole limile; puis, en supposant c infini dans les for-
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rnules obtenues, on passe des proprietes de 1 cllipse repre-
sentees par ces formules, aux proprietes correspondantes de

la parabole exprimees en fonction du
parametre/&amp;gt;.

THfcOREME.

101:2. La tangetile a la parabole fait exterieurement des

angles egaux avec le rayon vecteur du point de contact et

avec la parallele menee a Vaxe par le meme point.

Ce theoreme est evident d apres ce qui precede (1010),
si Ton remarque que lorsque 1 un des foyers d une ellipse

s eloigne a 1 infini, le rayon vecteur relalif a ce foyer tend a

devenir parallele au grand axe. On arrive d ailleurs facilement

a une demonstration directe, en suivant la meme marche que

pour 1 ellipse.

Prenons sur la parabole (Jig.5i8) deux points voisins M
et M

;
menons la secante MM S, abaissons des deux points

considered les perpendiculaires M9, M &amp;lt;p
, sur la directrice DD ,

et tracons leurs rayons vecteurs. Portons sur FM une lon

gueur FC = FM , et sur
&amp;lt;pM

une longueur cpE &amp;lt;p

M . D apres

la definition de la parabole, MC est egal a ME.
D un point G quelconque de la secante MM S, menons a M C

et a M E, jusqu a la rencontre de FM et de
&amp;lt;pM,

les paral-

leles Gl et GH. Les deux quadrilateres CM EM, IGHM, sont

semblables (213), et 1 egalite de MC et de ME entraine celle

de MletdeMH.

Fig. 5 1 8. Fig.5i 9 .

n

T L A\ F

A mesure que le point M se rapproche du point M, GH
resie eomme M E perpendiculaire a Mcp, landis que GI, per-
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pcncliculairc a la bissecirice cle Tangle an sommet du triangle

isocele M FC, tend a le devenirau rayon vcclcur FM. On a do

plus constammeot MI= MH. La langenica la parabole (fig. 5uj)

doit done etre telle, que si, d un point quelconque G pris sur

cette droitc, on abaissc des perpendiculaires Gl et GH sur le

rayon vcclcur du point de contact M et sur la perpendiculoire
abaissee de ce point sur la diroctrice, on ait MI= MIL Les

triangles rectangles MGI, MGH, sont alors egaux, ainsi quo
les angles GMI, GMH. La tangente a la parabole esf clone

bissectrice de V angle forme par le rayon vecleur du point
de contact &amp;lt; l la perpendicalaire abaissee de ce point sur la

directrice.

Mais Tangle GMII elant Toppose par le sommet de Tan

gle T.MO, les deux angles GMI ou TMF et T.MO sont egaux;
ce qui conduit a Tenonce adopte.

1013. KECIPROQUEMENT, la courbe dont la tangente est bissec-

trice de I angleforme par les droiles menees d un point de la

courbe (i tin point fixe, et perpendiculairement a line droite

fixe, est une parabole ayant le point et la droile fixes pour

foyer et pour directrice.

Demonstration analogue a celle donnce pour Tellipse etThy-

perbole(98i).

COIIOLLAIRES.

1014. Soil S le point ou la secante MM S (f g&amp;gt;
5i8) coupe la

directrice DD . On a, a cause des paralleles,

MS^ Mo MF
Ws ~

MV
&quot;&quot;

STF&quot;

la droite SF esldonc la bissectrice dc Tangle cxlerieur en F du

triangle MFM (191 ). La droite qui joint le foyer d une pant-
bole au point de rencontre d une secante quelconque acec la

directrice, est done bissectrice de I atigle exterieurdes rayons
vecteurs des points d intersection de la secante acec la courbe.

A la limite, quand la secante devient tangente, c est-a-dire

quand Tangle MFM devient mil, la droite SF est rempla-
cee (^^.519) par la droile HF bissectrice de Tangle supple-
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mentaire. Par suite, la droite qui joint le foyer d une para-
bole au point oil une tangente quelconque rencontre la direc-

trice, est perpendiculaire sur le rayon vecteiir dii point de

contact.

1015. Tous les points de la tangente MT, sauf le point de

contact M, sont exterieurs a la parabole qui, des lors (959),

est une courbe convexe (//g*. 5?.o).

Fig. 5ao.

En effet, le triangle FM9 etant isocele et la tangente elant

labissectrice de son angle au sommet (1012), elle est perpen
diculaire sur le milieu K de Fcp. Pour un point T, quelconque
de la tangente, on a done, T,H etant la perpendiculaire abaissee

de ce point sur la directrice, T,H&amp;lt;T,9 ou T,H&amp;lt;T,F. Le

point T, est done exterieur a la courbe (1009).

1016. Si Ton mene au point M (fig.Sio) une perpendicu
laire MN a la tangente MT, les deux: angles FMN, OMN, sont

egaux comme complements d angles egaux (1012). Done, la

normale a la parabole est bissectrice de I angle forme par le

rayon vecteiir dii point de contact et la parallele menee a

Vaxe par ce point.
Au sommet de la parabole, la normale se confond avec

Taxe, et la tangente est perpendiculaire a cet axe.

SoientT et N (Jig* 620) les points ou la tangente et la nor

male rencontrent 1 axe. Les triangles TMF, NMF, etant evidem-

ment isoceles, on a MF= FT = FN. Le foyer F est done a une
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distance, soil du pied de la tangente, soil du pied de la nor-

male sur Iaxe, egale au rayon vecteur du point de contact.

1017. Dans le cas de la parabolc, les rayons lumineux, so-

nores on calorifiques, qui parlent du foyer, deviennent tous

paralleles a 1 axe apres leur reflexion sur la courbe. C est pour-

quoi Ton emploie des reflecteurs paraboliques, lorsqu on veut

projeler au loin un faisceau de rayons lumineux paralleles

(lanternes de voitures, phares). Ueciproquement, tout rayon

qui vient renconlrer la parabole parallelement a son axe se

reflechitau foyer de la courbe. De la, par exemple, 1 usage des

reflecteurs paraboliques dans les telescopes, pour concentrer

au foyer les rayons lumineux venant de 1 astre observe.
*

THfiOREME.

1018. Le lieu des points symelriques 9 du foyer F par rap

port aux diverses tangentes a la parabole est la direc-

trice (Jig. 5?.o).

Cette proposition resulte du n 9G2. Elle est d ailleurs evi-

dente d apres ce qui a ete dit au n 1015.

SCOLIE.

1019. Etant donnes un point F el une droile DD (Jig. 620),

si Von mene des droites Fcp aux differents points de la droite

DD , les perpendiculaires elevees a ces droites par leurs jni-

lieux enveloppent une parabole qui a pour foyer le point F

et pour directrice la droite DD ; les points de contact de ces

tangentes sont a leurs rencontres avec les perpendiculaires
menees a la directrice par les points 9.

C est la un nouveau precede pour decrire la parabole par

points (1006). En le suivant, on n obtient qu un point a la

fois
;
mais on a en meme temps la tangente en ce point.

1020. On voit que les paralleles a Vaxe de la parabole ne

rencontrent la courbe qu en un seul point. II serait done faux

de dire qu une droite qui n a qu un point commun avec une

courbe, meme convexe, lui est tangente. Une droite tangente
a une courbe convexe n a qu un point commun avec elle

(
939 );

mais la reciproque n esl pas vraie.
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THEORfcME.

1021. Le lieu des projections du foyer d une parabole sur

ses tangentes est la tangente au sommet.

Cette proposition resulte immediatement des theoremes
des n os 904 et 1010; car le cercle principal d une ellipse tend

versla tangente au sommet fixe du grand axe de cetle ellipse,

lorsque 1 autre sommet se transporte a I infini. En voici nean-

rnoins la demonstration directe.

MT elant la tangente a la courbe au point M (fig. 621
),

et o

few

le symetrique du foyer F par rapport a cette tangente, le

point K ou Fcp coupe la tangente est le milieu de F?. D ail-

leurs, le sommet A est le milieu de FL. Done, dans le triangle

FLcp, AK est parallele a la directrice ou se confond avec la

tangente au sommet (1016). La projection K du foyer sur une

tangente se trouve par suite sur la langente au sommet.

Reciproquement, K etant un point de la tangente au som

met, si Ton mene la droite FKcp, le point 9 sera le syme-

trique du foyer F par rapport a la tangente qui passe par le

point K ( 1019); le point K sera done la projection du foyer F

sur cette tangente.

COROLLAIRE.

1022. Si Tun des cotes d une equerre passe constammcnt

par le foyer F, tandis que son sommet parcourt la tangente

AK au sommet, 1 autre cote de 1 equerre reste constamment

tangent a la parabole.
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THEOREM K.

1023. Dans toute courbe rapportee a ties axes rectangu-

laires, I ordoJinee esl nwyenne pioporlionnelle entre la sons-

tangenle et la sons-no rniale.

Pour indiquer la position d un point M dans un plan, on

pent dormer ses distances All* et MQ a deux axes reciangu-

laires indefinis xOx , yOj (y?g-.522), traces dans ce plan. Lo

nombrc qui mesure la distance MQ = OP, du point M a 1 axc

yOy &amp;gt;

s appelle Vabscisse de ce point; son ordonnte est le

nomhre qui mesure sa distance MP= OQ a 1 axe xQx . L ab-

scisse est d ailleurs positive ou negative, suivant que P tombe

sur0.r ou sur Ox ; 1 ordonnee est positive ou negative, sui

vant que Q tombe sur O/ ou sur O/ . L abscisse et 1 ordonnee

d un point M constituent ses deux coordonntes. Les axes a? Ox
ct yOy sont les axes des coordonnees, et leur intersection ()

en est Yorigine.

y\

S P

I

Ouand un point apprirtient a une courbe donnee, son or-

donncc y depend de son abscisse x, et elle esl determinec

par le choix de cette abscisse. Par exemple, I abscisse x et

1 ordonnee/ d un point quelconque d une circonference de

rayon K rapportee a deux axes rectangulaires passant par son

centre (y?g. 5?.2) sont evidemmcnt liees par la relation

j-
2
-f-.r ^R 2

, d ou y*~~& x\

Le choix des axes coordonnes est arbilraire. On adopte do

preference les droites les plus remarquables du plan relali-
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vement a la courbe, telles que ses axes, ses tangentes au\

sommets, etc. Dans la parabole, on choisit 1 axe et la tangente
au sommet.

Cela pose, soil (fig- 5^3) une courbe C rapportee a deux

Fig. 5a3.

c/

axes de coordonnees rectangulaires xQx , jOj . Menons en

un point quelconque M la tangente MT, la normale MN et

1 ordonnee MP. La projection TP sur 1 axe Ox de la portion
de tangente MT comprise entre son point de contact M et son

pied T sur cet axe s appelle sous-tangente ; de meme, PN est

la sous-normale. Le triangle TMN etant rectangle en M, et

MP elant perpendiculaire sur rhypotenuse TN, le theoreme

enonce est demontre (222).

Au lieu d axes rectangulaires, on peut employer des axes

obliques. Les coordonnees d un point sont encore ses dis

tances aux deux axes, mais comptees parallelement a ces axes.

Les projections ne sont plus alors orthogonales, mais obliques,
et le theoreme precedent cesse d etre vrai.

THfiOREME.

1024. Dans la parabole : i la sous-tangente est double de

I abscisse du point de contact ; 2 la sous-normale est con-

stante et egale au parametre (fig. 5?4).

i Soil la tangente en M a la parabole. Si Ton prend pour axes

coordonnes 1 axe A.X de la courbe et la langente au sommet

Aj, le point M aura MP pour ordonnee et AP pour abscisse.

Le triangle TFM etant isocele (1016), la projection K du

foyer F sur la tangente MT est le milieu de MT. La tangenle
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an sommet AKj etant parallcle a 1 ordonne MP, le sommct A
est alorsle milieu de la sous-tangente TP, et TP = ?.AP.

&amp;gt;j

2 Soil la normalc MN. Elle est perpendiculaire a la tangente
MT comme la droite Fcp. La figure MoFN est done un paral-

lelogramme, el oF =MN. Les deux triangles rectangles MPN,
oLF, sont alors egaux, et Ton a PNrrrLF^/?.

COROLLA.IRE.

J025. Le carr de I ordonn^e d un point de la pambole est

proportionnel a I abscisse de ce point (Jig- 524).

Soient y el x les coordonnees MP et AP d un point quel-

conque M dc la parabole. On aura (1023, 1024)

PROBLEME.

102jS. Metier line tangente a la parabole par un point donne.

i Si le point donne M est sur la courbe (Jig. $24), on mene
le rayon vecteur MF et la perpendiculaire MQ sur la directrice;

puis, la bissectrice de Tangle FM9, qui esl la langcnte deman-

dee(1012).
II vaut mieux prendre sur 1 axe, du cote du sommet, unc

longueur FT egale a MF; en joignant le point T ainsi obtenu

an point donne M, on a
( 1010) la tangenle demandee.

2 Si le point donne P est exterieur a la parabole, on re-
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marque que la question serait resolue si Ton connaissait le

syrnetrique 9 du foyer F par rapport a la langenle cherchee;
car on aurait alors cette tangente en abaissant du point P une

perpendiculaire TP sur Fcp (fig. 5-25). La droite TP coupe-
rait d ailleurs la parallele menee a 1 axe par le point cp,

au point
de contact M. Or, le point o se trouve a la fois sur la directrice

DD (1018) el sur le cercle decrit du point P comme centre

avec PF comme rayon.

Fig. 5j;&amp;gt;.

Ce cercle et la directrice se coupent loujours, quand le

point P est exterieur a la courbe
;
car il est alors plus pres de

la directrice que du foyer (1008), et il y a deux solutions, qui

se reduisenl a une seule quand le point P est sur la parabole,

ou disparaissent lorsqu il est interieur a la courbe.

COROLLAtRES.

1027. Cherchons la condition pour que les deux tangentes

menees du point P a la parabole soient a angle droit.

Ces tangentes etant supposees a angle droit, comme elles

sont respeclivement perpendiculaires aux milieux des droites

Fcp et Fcp
7

, Tangle yy r

est aussi droit. Par suite, ocp est un

diametre de la circonference PF, et le point P esl sur la di

rectrice. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits a

la parabole est done la directrice.

Dans ce cas, Tangle PFM est droit ainsi quo Tangle PFM

(10J4): la corde des contacts MM passe done alors par le

foyer et est perpendiculaire a PF.
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1028. Les tangentes PM, PM ,
menees d un point exte-

rieur P a une parabole, font des angles egaux avec la droilt

qui joint ce point au foyer et avec la parallele menee a Vaxe

par ce point ; la droite qni va du foyer au point P est bissec-

trice de I angle J&quot;omit paries rayons vecteurs des points de

contact M et W.

Cclle propriete est une consequence immediate des n os 9G8

et 1010. 11 est facile de la demontrer direclement.

Keporlons-nous a \njig- 525, et soil PH la parallele menee
a 1 axe par le point P. La tangente PMT elani perpendiculaire
sur le milieu de

F&amp;lt;p,
comme la langente PM T sur le milieu

de F9
;

, les deux angles MPH, F^o , ont leurs cotes respec-
tivement perpendiculaires et sont egaux; la droite PM est la

bissectrice de Tangle cp PF, et Tangle au centre M PF, egal

alors a Tangle inscrit F(p9 , Test aussi a Tangle MPH. De plus,
les angles PFM, PFM , sont respectivement egaux aux angles

, Po M . Or, le triangle 9?9 elant isocele, les angles

, P9 M
, sont egaux comme complements d angles egaux ;

et leur egalite dcmonlre celle des angles PFM, PFM .

PROBLEME.

1029. Metier a la parabole, une tangente parallele a line

droite donnee.

Tout revient encore a trouver le point 9 svmetriquc du

foyer F par rapport a la tangente cherchee. Or, ce point so

trouve a Tintersection de la directrice el de la perpendicu
laire abaissee du foyer F sur la droite donnee. 11 y a loujours
une solution, et une seule.

SCOLIE.

1030. Les constructions des nos 1026 el 1029 n exigeni pas

que la courbe soil Iracee; il suffit d en connailre le foyer et

la directrice.

PROBLEME.

1031. Cotinaissant le foyer F et la directrice 1)D d une pa
rabole, determiner ses points de rencontre avec une droite

donnee LL .

Supposons le probleme resolu, et prenons (fig- 526) le sy-
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metrique 9 du foyer F par rapport a LL . Si M est 1 un des

points de rencontre de la droite LL avec la courbe, on aura

M&amp;lt;p

= MF = MH, MH elant la perpendiculaire abaissee du

point M sur la directrice. Le cercle decrit du point M comme

Fig. 526.

centre, avec MF pour rayon, passe done par les points F et 9
et est tangent a la directrice. La question est ainsi ramenee
a trouver le centre M d un cercle passant par deux poinis don-

nes F et
&amp;lt;p

et tangent a une droile donnee DD . Nous avons

resolu ce probleme (262, i).

Comme il n est possible que lorsque les deux points F et 9
sont situes d un meme cote de la droile DD , la droite LL

coupera la parabole, lui sera tangente ou ne la rencontrera

pas, suivant que le point 9 sera du meme cote que le foyer

par rapport a la directrice, sur cette directrice, ou de 1 autre

cote de cette droite par rapport au foyer.

COROLLAIRE.

1032. La parabole, ne pouvant elre coupee par une droile

en plus de deux points, est une courbe convexe (1015).

IV. - ELLIPSE, CONSIDEREE COMME PROJECTION
ORTHOGONALE DU CERCLE.

it-

THfiOREME.

1033. La projection orthogonale d une circonference de

cercle sur un plan est une ellipse.

Ouel que soil le plan de projection, on peut loujours sup-
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poser qu il passe pnr le centre du cercle, puisquc les projec

tions d une meme figure stir deux plans paralleles sont egales

(858, i).

Soil done AA (fig. 627) !c diametre suivant lequel !e plan

Fig. 527 .

de projection coupe le cercle donne. Le diamelre BB
, perpen-

diculaire a \A , a pour projection la droile bb
, el celte droite,

d apres un theoreme connu(533), esl elle-meme perpemli-
culaire sur AA . D ailleurs, des droites paralleles ayanl sur un

meme plan des projections paralleles, et la projection du mi

lieu d une droite elanl le milieu de sa projeciion, la courbe

projeclion du cercle a necessairemeni pour axes les droites

AA el bb . Des lors, si celte projection esl une ellipse, son

grand axe sera AA , el la dislance de son cenlre a 1 un des

foyers sera egale a B6(953). Portons done sur AA , de part

el d aulre du poinl 0, des longueurs OF = OF = Eb. 11 res-

lera a demonlrer que la somme des rayons vecleurs m et mF
d un point quelconque m de la projection obtenue, esl con-

stanle.

Le point m etant la projeclion du poinl M donl 1 ordonnee

par rapporl aux axes AA el BB esl MP, la droile mP sera

aussi perpendiculaire sur AA . Abaissons des points F et F ,

sur le diametre MM qui repond ati point M, les perpendicu-
laires FG et F G . L egalite des triangles rectangles FOG,
F OG , donne a la fois GF^G F et OG^OG ; pnr suite,

II. 21
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Cela pose, la similitude des triangles rectangles FOG, MOP,
d une part, MPm, BO&, d autre part, donne

FG MP Mm
OF ou Eb

&quot;&quot;

OM ou OB
~ :

T/T

et il en resulte Mm = FG. Les triangles rectangles MraF,

MGF, sont alors egaux, et mF MG.
Comme GF = G F , les triangles rectangles MmF , MG F

,

sont aussi egaux, et Ton a

mF ==MG =rGM .

La somme mF-h mF , egale a la somme MG -h GM , est done

bien egale au diametre AA ; ce qui demontre le theoreme.

On voit que le grand axe de 1 ellipse obtenue est toujours

egal au diametre du cercle donne. On a de plus, dans le

triangle rectangle B&O (703),

Si Ton designe par 2# et 26 les axes AA et bb de 1 ellipse

projection du cercle, et par V Tangle de leurs plans, on aura

done

b a cosV et cosV = - -

a

COROLLAIRES.

1034. L ordonnee MP du cercle (fig- $27) elant representee

par Y et 1 ordonnee correspondante mP de 1 ellipse par y, le

triangle rectangle MmP donne

r = Y cos V, c est-a-dire y = - Y.

On passe done du cercle principal d une ellipse (964) a cette

ellipse, en diminuant toutes les ordonnees du cercle dans le

rapport du petit axe au grand axe. Cetle remarque fournit un

nouveau procede pour decrire 1 ellipse par points.

On trace un cercle sur chacun des axes de 1 ellipse comme
diametre (Jig. 628); un rayon quelconque coupe ces cercles

aux points N et S. Si Ton mene alors 1 ordonnee NP du point N
et la parallele SM au grand axe, rintersection M de ces deux
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droitcs est un point de 1 ellipse. On a, en effet,

OS b ,MP = -r^r-NP, c est-a-dire MP = --NP.
(JIN a

1035. On peut deduire de la la reciproque du theorems

precedent. La projection ortliogonale d une ellipse dont les

axes sont 2 a et 26, sur un plan passant par son petit axe et

faisant avec le plan de 1 ellipse un angle V tel que cosV = -

est un cercle de diametre 2/&amp;gt;. Car, si Yon considere sur 1 el

lipse et sur le cercle 26 (Jig. 628) deux points M et S ayant

Fig. 5a8.

la meme ordonnee OQ, leurs abscisses x et X sont liees par
la relation

x ON ., , __ b=
T^&quot;&amp;gt;

ou \ = --x.\ (Jo a
f

Pour passer de 1 ellipse au cercle, il faut done diminuer les

abscisses de 1 ellipse dans le rapport de b a a ou les multiplier

par cosV; c est-a-dire que pour que le cercle 26 devienne la

projection orlhogonale de 1 ellipse proposee sur son plan pri-

rnitif, il suffit de faire tourner cette ellipse de Tangle Vautour
de 1 axe BB .

L ellipse peut done etre regardee comme provenant de la

contraction ou de la dilatation des cercles qui ont ses axes

pour diametres.

1036. Si Ton ne suppose plus que le plan de projection

passe par le centre du cercle donne, le grand axe de sa pro

jection elliptique, etant toujours egal a son diametre, esl la

21 .
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projection du diametre du cercle qui est parallele au plan de

projection. Cette remarque est utile dans les Applications.

SCOLIE.

1037. Si 1 on fait tourner le cercle AA (Jig. $27), que nous

appellerons cercle auxiliaire, autour de son intersection avec

le plan de projection, pour le rabattre sur ce plan, les ordon-

ne es MP et mP des points correspondants M et m du cercle et

de 1 ellipse, se confondront en direction; et le cercle AA se

superposera au cercle principal (964) de 1 ellipse. L emploi
du cercle principal, considere comme rabaltement du cercle

auxiliaire dont 1 ellipse est la projection, permet de trailer plus

simplement plusieurs des questions deja resolues. Nous en

donnerons des exemples.

THfiORElME.

1038. Lorsque les extremites d une droite AB de longueur
constante glissent sur deux droites rectangulairesQx et Oj,
un point quelconque M de cette droite decrit une ellipse dont

les axes sont diriges suivant Ox et Oj, et ont pour demi -lon

gueurs a et b les distances MA et MB du point M aux extre-

mites de la droite AB (fg. 52g).

Fig. 529 . Fig. 53o.

Prenons pour axes coordonnes (1023) les deux droites Ox
et Ojr, les coordonnees du point M seront MP et OP. Par le

point 0, menons ON parallele a ABM, jusqu a la rencontre de

1 ordonnee MP. La figure OAMN etant un parallelogramme, ON
sera egale a la longueur constante AM ou a. Les triangles rec-
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tangles semblablcs BPM, OPN, donncnt d ailleurs

MP BM ... A _

NP=ON U MP==S NP -

Le point M decrit done 1 ellipse (
103i

)
dont le cercle ON est

)e cerele principal, ct qui a pour demi-axcs a el
/&amp;gt;,

c esl-a-dire

les distances MA et MB.
Ce theoreme donne un moyen pratique ires-simple de con-

struire une ellipse par points, a 1 aide d une bande de papier
sur les bords de laquelle on marque les trois points A, B, M.
11 existe un compas elliptique fonde sur ce meme principe.

COROLLAIRES.

1039. Considerons (fig. 53o) la droile donnee dans les deux

positions voisines ABM, A B M . Sur les milieux de A A et

de BB
, elevens les perpendiculaires aw et (3w qui se coupent

en w. La perpendiculaire elevee sur le milieu de MM passera

par le point w. En effet, les deux triangles AwB, A &&amp;gt;B , elant

egaux, les angles AB&&amp;gt;, A B w, sont egaux. Les angles coBM,
B M , le sont alors eux-memes comme supplements d angles

egaux. 11 en resulte 1 egaliie des iriangles ojBM, wB M
,
et par

suite celle des distances coM, o)M .

Si Ton suppose mainlenant que le point M se rapproche in-

definimenl du point M considere comme fixe sur 1 ellipse

qu il decril, 1NIM tendra vers la tangenle a la courbe en M, et

la perpendiculaire elevee sur le milieu de MM vers la normale

au meme point. D ailleurs, aw et (3w ont pour limites les per

pendiculaires elevees en A et en B aux axes Or et Ox. En

joignant le poinl I d inlerseclion de ces perpendiculaires an

poinl M (Jig. 529), on aura done la normale en M a 1 ellipse

tracee.

lOiO. Quand les exir&mit&s d une droile AB de longueur
conslante glissent sur deux droiles fixes quelconques Ox et

Oy, un point quelconque M, lie invariablement a AB dans le

plan AOB, decrit une ellipse (Jig. 53 1).

Le diametre dti cercle circonscrit au triangle variable AOB
A Tl

est evidemment constant et egal a - Le diametre OC
sin. AOB
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de ce cercle, dans la position acluelle de la droite AB, s ob-

tienl en elevant en A et B, aux axes Qx etO/, des perpendi-

culairesqui se couperit au point C.

Le cercle OC change de position en meme temps que la

droite AB; niais il passe toujours par le point 0. Si on le re-

garde comme lie invariablement a cette droite, 1 arc AD qui

separe le point A d un point quelconque D de sa circonfe-

rence resle constant; par suite, Tangle AOD restant lui-meme

constant et ayant son cote OA fixe, tout point I) du cercle OC
decrira une droite OY.

Si Ton trace le diametre du cercle OC qui passe par le point
donne M, les extremiles 1) et E de ce diametre decriront done

pendant le mouvement de AB les deux droites fixes ODY et

OEX. Ces droites etant a angle droit, il resulle du theoreme

precedent (1038) que le point M decrit une ellipse ayant pour

demi-longueurs de ses axes diriges suivant OY et OX, les dis

tances ME et MD.
Les perpendiculaires variables elevees en D et en E aux

droites OY et OX se coupant au point mobile C, on obtiendra

la normale en M a cette ellipse en menant la droite MC
(
1039 ).
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SCOLIE.

1041. La position du point C est independante de celle

du point donnc M. Done, si le point M varie, toutes les nor-

males aux points correspondants des differentes ellipses oble-

nues viendront, pour une meme position de la droite AB, se

couper au point C.

D ailleurs, le lieu du point C est la circonference decrile

du point comme centre avec la longueur constante OC pour

rayon, et le cercle wC, variable de position, reste conslam-

ment tangent au cercle OC dont le rayon est double du sien.

On peut done se figurer le mouvement du triangle ABM, en

le supposant entralne dans le mouvement du cercle &)C qui
roule sans glisser a I interieur du cercle tixe OCde rayon double.

On sail que, dans un pareil mouvement, tout point du cercle,

mobile decrit un diametre du cercle fixe (theoreme de De
La Hire), resultat qui coincide avec la remarque sur laquelle
la demonstration precedente est fondee. De plus, d apres ce

qu on vient de voir, tout point M lie invdisablement au cercle

mobile, et situe en dehors ou en dedans de ce cercle, decrit

une ellipse; c est un autre enonce de la proposition du n 10VO.

PROBLEME.

10i2. Mcner a I ellipse une tangente par un point donne.

1 Supposons d nbord le point donne in sur In courbe. Si 1 on mene

Jig. 532) Tordonnee /wP et si on la prolonge jusqu a sa rencontre en M

Fig. 53a.

avec le cercle principal, la tangente MT men6e en M a ce cercle sera le

rabaitement de la tangente menee au cercle auxiliaire (1037) par le
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point qui a pour projection /w; etcomme le point T, pied de la tangenle

sur 1 axe, ne varie pas pendant la rotation autour de AA
,

c est en ce

meme point que la tangente au cercle auxiliaire perce le plan de projec

tion. La projection de la tangente en un point d une courbe e&quot;tant tan

genle a la projection de cette courbe (862), et le point T etant a lui-

meme sa propre projection, pour avoir la tangente a 1 ellipse donnee au

point 7w, il suffira de tracer la droite wT. On peut done operer directe-

ment a 1 aide du cercle principal, sans remonter au cercle auxiliaire.

2 Soit maintcnant le point donne R cxterienr a I ellipse (fig. 533).

Fig. 533.

R est la projection d un certain point du plan du cercle auxiliaire, et

il s agit de trouver le rabattement de ce meme point sur le plan du cercle

principal. Pour cela, menons les droites RBK et B,K. Le point K etant

sur 1 axe et le point B, etant le rabattement du point dont B est la pro

jection, la droite B,K est le rabattement de la droite de 1 espace qui a

pour projection RBK. Le point chercbe R, se trouve done a la fois sur

B,K et sur 1 ordonnee RP (1037).

R, etant determine&quot;, il ne reste plus qu a mener par ce point des tan-

gentes R
( MT, R

(
MT

,
au cercle principal. Les droites TR et T R sont

alors les deux tangentes qu on peut mener par le point R a 1 ellipse pro

posed, et les points de contact in et m de ces tangentes sont a leurs ren

contres avec les ordonnees des points M et M par rapport aux axes AA
et BB .

PROBLEMS.

10i3. Mener a I ellipse une tan^ente parallele a line droite donnee

(fig- 53 4)-

Soit OD la droite donnee. Elle est la projection d une certaine droito

du plan du cercle auxiliaire, et il s agit de trouver le rabattement de

cette meme droite sur le plan du cercle principal. Pour cela, menons la
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droite quelconque BNK qui coupe OD en N et 1 axe AA en K. La droite

B, K etant le rabaltement de la droile de 1 cspace qui a pour projection

BNK, Je point N,, rabattement du point dont N est la projection, se trouve

a la fois sur B,Ket sur l ordonne&quot;e du point N. Le point N, etant deter

mine&quot;,
la droite ON, I),

est le rabaltement cherche.

. 534.

II ne reste plus alors qu a mener au cercle principal, parallelement
a OD,, les tangentes MT et M&quot;T. Les droites 1m et T /&amp;gt;/

,
tracees paral

lelement a OD, seront les tangentes demandees, et leurs points de con

tact m et /;/ se trouveront sur les ordonnees des points de contact M ot M .

SCOLIE.

1044. Les constructions precedentes (1CH2, 10i3) n exigent pas que
I ellipse soit tracee : il suffit que ses axes soient donnes.

PROBLEMS.

1045. Conaaissant Ic.f nxcs d n/ie ellipse, consU iiire ses j)oi/its
d in

tersection twee une droite do/tnee (Jig. 535).

Fi{j. 535.

IB,

Soit DD la droile donnee. II s iigit de trouver le rabattement de la

droite dont DD est la projection. Nous mencrons par le point B line



330. GEOMETRIE DANS L ESPACE.

droite quelconque BCK qui coupe DD au point C et 1 axe AA au point K.

La droite B,K etant le rabattement de la droite
projete&quot;e

en BCK, le ra-

battement C, du point C se trouve a la fois sur B, K et sur Pordonnee du

point C. D ailleurs, le point L ou DD rencontre 1 axe AA appartenant au

rabattement cherche, on 1 obtiendra immediatement en tracant la droite

LC,. Cette droite coupe le cercle principal en deux points M et M
,
et les

ordonn^es de ces points coupent DD aux deux points demanded m et m .

THORME.
1046. Tous les diametres de rellipse sont des lignes droites passant

par son centre.

On entend par diametre d une courbe le lieu des milieux des cordes de

cette courbe paralleles a une direction donnee. Dans le cercle, tout dia

metre est une droite perpendiculaire au systeme de cordes qu il divise en

deux parties egales (103) ou qui lui est conjugue.
Cela pose, tout systeme de cordes paralleles du cercle a pour projec

tion un systeme de cordes paralleles de 1 ellipse projection du cercle. Les

milieux des cordes du cercle etant sur un m6me diametre, les projec

tions de ces milieux ou les milieux des cordes correspondantes de 1 el

lipse sont sur une meme droite projection du diametre du cercle, c est-

a-dire passant par le centre de 1 ellipse. Le the&quot;oreme est done demontre.

1047. RECIPROQUEMENT, toute droite passant par le centre de I ellipse

est un diametre de la courbe; car elle est la projection d un certain dia

metre du cercle dont 1 ellipse est la projection. Les cordes conjugue&quot;es au

diametre de 1 ellipse sont les projections des cordes conjuguees au dia

metre correspondant du cercle.

COROLLAIRES.

1048. Deux diametres sont dits conjugues, quand chacun d eux fait

partie du systeme de cordes conjugue&quot;
a 1 autre. Dans le cercle, deux

diametres conjugues sont perpendiculaires entre eux. Pour avoir des dia

metres conjugues de 1 ellipse projection du cercle, il faut done projeter

deux diametres rectangulaires du cercle; chacun des diam&tres obtenus

en projection divisera alors en deux parties Egales les corded paralleles

a 1 autre.

Les diametres conjugues de 1 ellipse jouissent d importantes proprie&quot;tes.

(Pair 1 Appendice.) y, \l\
J

1049. La tangente a 1 extremite d un diametre du cercle, etant perpen

diculaire a ce diametre, est parallele au sysleme de cordes qui lui est

conjugue. II en resulte que la tangente a Vextremite el un diametre dc

rellipse est parallele au systeme de cordes co/yugite a ce diametre.

1030. Si Ton mene deux tangentes a un cercle par un point exterieur,
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le diametre mene a leur point de concours est perpendiculaire sur le

milieu de la corde qui joint leurs points de contact. Par suite, . fou

mene a line ellipse dcn.r tangentes par un point exterieur, le dianwtrc

mcne a leur point dc concours passe par le milieu dc la corde
f/iti

it/tit

leurs points de contact.

1051. En conside&amp;gt;ant la parabole comme la limite d une ellipse (1010)

dont 1 un des foyers et le sommet voisin coincident avec le foyer et le

sommet de la parabole, mais dont 1 autre foyer et par suite le centre se

transportent a 1 infini sur le grand axe de la courbe, on voit que la para
bole a pour diametrcs toutcs Ics droitcs paralleles a I axe.

Les
propri&amp;lt;Hes

de 1 ellipse demontrees aux n05 10i9 et 1030 appar-

tiennent aussi a la parabole limite. Ces propnetes vont nous permettre

d ^tablir la proposition suivante :

La parabole etant rapportec an systemc d axes obliques forme par
un diametre et la tangentc a .son c.rtre/nite, dans ce nouvcau systeme

d axes, la sous-tangente est encore double de r abscissc du point de con

tact (1024).
Fig. 536.

En effet, soient (Jig. 536) la tangente Aj et le diametre Ax pris pour

axes coordonnes
;
menons la tangente MT en un point quelconque M de

la parabole. Si, par le point d intersection G des tangentes Aj et MT, on

mene une parallele a AJ*, cette parallele coupera la corde AM en son

milieu (1050); le point G est done le milieu de TM. AGj etant parallele

a 1 ordonnee MP, le point A estalorsle milieu de la sous -tangente TP.

THfcOREME.

lOi
1

)^. L fiire dc Fellipse est la nioycnnc proportion/idle des aires des

ccrcles construits sur ses deux axes coinme diametrcs.

L ellipse donnee, dont les axes sont 2 et ib. pent etre regardee commc



332 . GEOMETRIE PANS I/ESPACE.

la projection orthogonale d un cercle de diametre 2*7, dont le plan fait

avec celui de 1 ellipse un angle V tel que cosV = -( 1033). D apres un

theoreme connu (707), on obtiendra alors 1 aire de 1 ellipse en multi-

pliant 1 aire du cercle par cosV. On trouve ainsi, pour 1 expression de

cette aire,

c est-a-dire v/71&quot;*7 - 77 ^
2

-

THfiOREME.

1053. LI(tire d un segment paraboliquc est les deux tiers duparaUeln-

gramme rj
ui a pour cotes la corde ct la Jlechc du segment, cette fleclw

etant mesuree sur le diametre conjugue a la corde du segment.

Soit (fig. 53;) le segment parabolique MAM, determine par la corde

MM,. Prenons pour axes coordonnes le diametre A.r conjugue a cette

corde et la tangente parallele Ar. Evaluons d abord 1 aire de la portion
MAP.

Fig. 537 .

Inscrivons dans Fare AM une ligne brisee MM M&quot;...A et, par les som-

mels de cette ligne brisee, menons a la courbe les tangentes MT, MT,....

jusqu a la rencontre du diametre Kx; menons aussi les ordonnees MP,

M P ,..., des sommets de la ligne brisee.

Comparons le trapeze MM P P au triangle correspondant GTT . Si Ton

mene par le sommet G du triangle une parallele GH a A.r, elle passera

par le milieu I de la corde MM (1050). La perpendiculaire abaisse&quot;e du

milieu du cote&quot; MM sur le c6te&quot; PP du trapeze MM P P est done
e&quot;gale

a

la hauteur du triangle GTT . Pour avoir le rapport de leurs aires, il suffit

alors (Questions proposees, 386) de comparer le cote&quot; PP du trapeze a la

base TT du triangle. Or (1051 )
AT = AP et AT te AP

,
d ou XT = PP .

Le triangle est done la moitie du trapeze. Et comme on pent repe&quot;ter
le
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meme raisonnement pour chaque trapeze et pour le triangle corrospon-

dant, la somme des trapezes reste toujours egale an double de la somme

des triangles. La limite de la premiere somme etant 1 airo MAP et la limito

de la seconde 1 aire MAT, 1 aire MAP est les deux tiers du triangle total

MTP ou du parallelogramme Equivalent APMQ.
L aire M, AP etant de mme les deux tiers du parallelogramme APM, Q, ,

1 aire cherche MAM, est enfin les deux tiers du parallelogramme MQQ, M, ,

qui a pour cdtes la corde MM, du segment ou le double de I ordonndc

MP et la fleche de ce segment ou 1 abscisse AP.

$ V. - SECTIONS PLANES DU CONE DE REVOLUTION.

THfcORfcME.

lOoi. La section d u/i cone circnlairc droit par un plan est line ellipse,

nnc hyperbole ou line parabole.

i Supposons que le plan secant rencontre toutcs les generatrices du

i one sur urn: meme nappe (Jig. 538).

Fig. 538.

Mrnons le plan meridien (857, 3) du cone, qui est perpendiculaire an

plan secant AMA
;

il coupera le cone suivant les deux generatrices SA et

SA qui font entre elles [angle an sommet de la surface, et le plan secant

suivant la droite AA . Dans le plan meridien considere, conslruisons les

circonferences et qui, situees de part et d autre de AA
,
sont a la



334- GEOMETRIE DANS I/ESPACE.

fois tangentes aux generatrices SA et SA et a la droite AA qu elles tou-

chent aux points F et F . Si Ton fait tourner le plan meridien autour de

1 axe SO, ces deux circonferences engendreront deux spheres tangentes a

la surface conique suivant les paralleles (857, 3) BC et B C
,
et tangentes

au plan secant en F et en F .

Ceci pose, prenons un point M quelconque sur la courbe d intersection
;

menons les droites MF, M F et la generatrice SM qui coupera en G et en

G les paralleles BC, B C . La droite MF etant tangente a la sphere (778),

on a
( 779) MF = MG. On a de meme, par rapport a la sphere ,

MF = MG .

Par suite,

MF -t- MF = MG -+- MG = GG = BB = const.

D ailleurs, en vertu des proprietes rappelees, on a

BB =AB-i-AB =AF-+-AF et BB = CC == CA -t- A C = A F-t- A F .

II en resulte evidemment

AF^A F et BB = AA .

La courbe obtenuc est done une ellipse ayant AA pour grand axe et les

points F et F pour foyers.

Si Ton trace A H parallele a BC, AH est la distance focale de cetle

ellipse. En effet,

AF =AB et HB = A C = AF.

Les plans des paralleles BC, B C
, prolonges jusqu a la rencontre du

plan secant, le coupent suivant deux droites DE, D E
, perpendiculaires

au plan meridien considere (561). Si Ton mene le parallele LL de la

surface qui passe par le point M, son intersection avec le plan se&quot;cant est

de meme dirigee suivant 1 ordonnee MP de ce point par rapport au grand
axe AA

,
et PD represente la distance du point M a la droite DE. Les

triangles APL, ADB, AA H, evidemment semblables, donnent alors

BL on MF AB AH

Ainsi, les distances de chaque point de 1 ellipse trouvee au foyer F et a

la droite DE sont entre elles dans un rapport e&quot;gal
a 1 excentricite (950)

de la courbe. La meme demonstration s applique au foyer F et a la droite

D E . Les droites DE, D E
,
sont appelees les directrices de la section.

2 Supposons que le plan secant rencontre les deux nappes du cone

(fig- 539 ).

On a alors

MF - MF = MG - MG = GG == BB = const.;

d ailleurs,

BB ^AB AB= AF AF et BB = CC = A C A C = A F- A F .
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II en resulie e\idemment

AF = A F et BB =AA .

La courbe obtcntic cst done u/ic hyperbolet ayant A^ pOtiraJCC

et les points F et F pour foyers.

335

Si Ton trace A H parallele a B C
,
AH est la distance foeale de cette

hyperbole. En effet,

AB =AF et B H = C A =A F .

Les droites DE et D E
,
intersections des paralleles BC, B C

,
avec le

plan secant, sont les directrices de 1 hyperbole. Le rapport des distances

du point M au foyer F et a la droite DE est
e&quot;gal

a rexcentricite&quot; de la

courbe. C est ce que les triangles semblables APL, ADB, AA H, montrent

immediatement.
3 Supposons le plan secant parallele a 1 iinc des generatrices du c6ne

(fig- 54o).

Ayant mene leplan me&quot; ridien LSL perpendiculaire au plan secant, ce der

nier se trouve parallele a la generatrice SL et est alors coupe par le plan

meridien suivant une droite AP parallele (500) a cette generatrice. Dans

le plan meridien, construisons la circonference 0, tangente aux genera

trices principals en B et en C, et a la droite AP au point F. Si Ton fait

tourner la figure autour de 1 axe SO, la sphere engcndre par la circonfe-
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rence est tangente au cone suivant le parallele BC et louche en F le

plan secant.
fc

Fig. 5/jo.

Cela pose, prenons un point quelconfliie M sur la courbe d intersection
;

menons la droite MF et la generatrice SM aui coupe en G le parallele BC

de la surface; menons e&quot;galement le parallele LL de la surface qui passe

par le point M et qui rencontre le plan secant suivant 1 ordonnee MP de

ce point par rapport a AP. On aura toujours

MF = MG = BL.

D ailleurs, 1 intersection du plan secant et du parallele BG est une

droite DE perpendiculaire au plan meridien, et PD represente la distance

du point M a la droite DE. Les deux triangles APL, ABD, etant isoceles,

puisqu ils sont tous deux semblables au triangle SLL
,
on aura

PD = BL, c est-a-dire MF = PD.

La courbe obtenue est done une parabole ayant le [joint F pour foyer ct

la droite DE pour directrice.

COROLLAIRES.

d055. Ce th&amp;lt;k&amp;gt;reme permet de reunir les trois courbes etudiees jusqu ici

sous la denomination de sections coniqucs.

Les proprietes de ces courbes, relativement a leurs foyers et a leurs

directrices, conduisent a la definition generate suivante : Le lieu ties

points dont le rapport des distances a un point fixe ( foyer )
et a une

droite Jixe (dircctrice] est constant, est une section coniqiic.

Suivant que le rapport donne est inferieur, superieur ou 6g;il a I unite,

la conrbe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
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1056. Les spheres considi ; rees dans la demonstration precedente peu-

vent, tout en restant inscriles au cone, cesser d etre tangentes au plan

secant qui les coupe alors suixanl deux cercles. Les rnemes raisonnements

tant applicables a re cas, on arrive a cette proposition : Le lieu des points

telSj tjue le rapport qni ejciste cutre les tangc/ites inenees de res points a

un cercle fixe et les dista/tces de ces nictnes points a unc droitc fixe soit

constant, c\f uric section coni(jue dotit la nature depend de la valeur di

ce rapport coniparee a iUnite (1055).

PROBLEM H.

1057. Placer nne ellipse ,
nne hyperbole on line parabole donnee sur

tin cone de resolution donne.

i Si Ton se reporle a la fig. 538, onvoitqu on connait dans le triangle

AA H le grand axe AA de 1 ellipse donnee et sa distance focale AH, ainsi

que Tangle AHA , complement du demi-angle au sommet du cone donne.

La question revient done a construire un triangle avec deux c6te&quot;s et

Tangle oppose a Tun d eux. Comme Tangle donne&quot; est oppose au plus grand
des deux coles donnes, ce triangle est comp!6tement determine (158).

Quand il sera construit, on 61evera une perpendiculaire sur le milieu

de A H, et la surface conique engendree par AH en tournant autour de

cette perpendiculaire sera coupee suivant Tellipse donnee par un plan
mene suivant AA perpendiculairement au plan du triangle AA H. On peat
done tonjoiirs placer une ellipse donnee sur un cone donne.

2 Si Ton se reporte a \zfig. 53g, on voit qu on connait dans le triangle

AA H Taxe transverse AA et la distance focale AHde Thyperbole donnee,
ainsi que Tangle AHA

, complement du demi-angle au sommet du c6ne

donne. Comme cet angle est oppose ici au plus petit des deux cdtes don

nes, le probleme peut avoir deux solutions ou n en avoir aucune (158).
Pour qu il soit possible, il faut que AA surpasse la perpendiculaire abaissee

du point A sur HA
,
c est-a-dire qu on ait, en app,elant 2(3 Tangle au som

met du cone et en posant (977) AA =
2&amp;lt;7,

AH = sr,

2rt&amp;gt;.2CCOSS OU COSp&amp;lt;--

Mais si Ton appelle 20 Tangle des deux asymptotes de Thyperbole pro-

posee, on a evidemment (992)

a-= cosO.
c

La condition chercliee est done

cosfJ &amp;lt;
cosO

ou, puisqu il s agit d angles inferieurs a un droit,

p &amp;gt;
&quot;OU

2p&amp;gt;
20.

II. 22
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Done, pour pouvoir placer unc hjrperbole donnee sur un cone de revo

lution donne, il faut quo I*angle au sommet da cone, siwpasse celui des

deux angles des asymptotes de I hyperbole qui comprend la courbe.

3 Si Ton se reporte a la fg. 54o, on voit que la droite OA est per-

pendiculaire a 1 axe SO, d apres la determination du point et le paral-

lelisme des droites SL et AP. Dans le triangle rectangle OBA, on connait

FD
par suite le cote AB = AD = 5 demi-parametre de la parabole donnee

(1005), et Tangle BAG complement du demi-angle au sommet du c6ne

donne. Ce triangle est done completement determine (34). L ayant

construit, on elevera OS perpendiculaire sur OA, et la surface conique

engendre&quot;e par la rotation de AB autour de SO sera coupee suivant la pa
rabole donnee par un plan men6 perpendiculairement a eelui du triangle

OBA et passant par la droite AP, tracee de maniere que AO soil la bissec-

trice de Tangle SAP. On pent done loujours placer une parabole donnee

sur un cone donne.

SCOLIES.

1058. Le sommet d un cone de revolution s eloignant a Tinfini dans la

direction de Taxe, ce cone degenere en cylindre de revolution. Un cylindre

circulaire droit est done coupe suivant une ellipse par un plan secant

quclconque (
1 054, i

)
.

C est ce qu on demontrera, au reste, directement enadoptant la meme
marche que precedemment. Cette marche permettra de determiner le

grand axe, les foyers et les directrices de la section proposee. On en

deduira facilement que toutes les ellipses trouvees en coupant par un plan

quelconque un cylindre de revolution, ont pour petit axe le diametre de

re cylindre.

On pent toujours placer une ellipse donnee sur un cylindre de revolution

donne (1057, i), lorsque le petit axe de I ellipse est egal an djametre

du cylindre.

THEORfiME.

1059. Si I on coupe unc surface gauche de revolution par un plan,

la projection de rintersection sur un plan perpendiculaire a Vaxc de la

surjace est une section conique (fig. 54 1).

On appelle surface gauche de revolution la surface engendree par une

droite non situe*e dans un me&quot;me plan avec Taxe autour duquel elle tourne.

Le plus petit parallele de la surface, engendre par la plus courte distance

de la generatrice a Taxe (539), porte le nom de cerclc de gorge de la

surface. La projection de la generatrice sur le plan du cercle de gorge

est tangente a ce cercle, car cette generatrice etant perpendiculaire a

Textremite du rayon du cercle de gorge, il en est de m6me de sa projec

tion (533).
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Cela
pose&quot;, representons la surface par son axe OX. son cercle de gorge

OG et 1 une de sos generatrices GG . Coupons-la par un plan 11LH. Si ce

plan rencontre en M la
gene&amp;gt;atrice GG ,

M sera un point de la courbe d in-

tersection. Sa projection sur le plan du cercle de gorge sera en P, sur la

&

tangente GP a ce cercle. La ge&quot;neratrice faisant un angle constant avec le

plan du cercle de gorge, le rapport de PG a MP resle constant.

Menons par le point M la lignede plus grande pente MH (555, 556) du

plan HLR, par rapport au plan du cercle de gorge, et tragons la droite PH.

La droite MH faisant de meme un angle constanfravec leplan du cercle de

gorge, le rapport de PH a MP reste constant
;

le rapport de PG a PH est

done aussi constant, et le the&quot;oreme est demontre
( 1050).

COROLLAIRE.

1060. Si le rayon du cercle de gorge devient nul, la surface gauche de

revolution degenere en un rone. Done, la projection (rune section conique
sur un plan pcrpcndiculairc a I axe du cone de revolution sur lequel elle

est placee ,
est une section conique dont run des foyers est la projection

du sommet du cone sur le plan dc projection et do/it la dircctrice cor-

respondantc est la projection sur le meme plan de iintersection du plan
secant avcc le plan mene par le sommet du cone parallelement nu plan
dc projection.

En se reportant aux n&quot; 1057 et 1058, on verra facilement qu on peut

toujours construire un cone de revolution dont 1 axe soil perpendiculaire
a un plan dorine, pris pour plan de projection, et sur lequel se trouve

placee une hyperbole ou une parabole donnee. II n en est pas de m6me

pour 1 ellipse, mais on peut toujours construire un cylindre de revolution

dont 1 axe soil perpendiculaire au plan de projection el sur lequel se trouve

place une ellipse donne. Comme un cercle est au.-&amp;gt;si une section conique,
on parvient a ce theorcme : La projection d une section conique sur un

plan quelconquc est une section conique.

22.

D
*
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PROBLEME.

1061. Construire unc ellipse on unc hyperbole dont on connetit fcxcen-

tricite -, I un dcs foyers, et deux points ou deux tangcntes on une tan-

gentc et son point de contact.

Nous resolvons ce probleme pour moritrer de quelle utilite peutetre la

consideration des directrices.

i Soient F le foyer donne, A et B les deux points donnes; determinons

les longueurs r et r par les conditions

puis decrivons deux circonferences des points A et B comme centres avec

les rayons r et r
1

. La directrice correspondante au foyer F sera une tan-

gente commune aux circonferences decrites. En abaissant sur cette tan-

gente DE une perpendiculaire FD et en marquant sur celte perpendicu-

laire les deux points A et A qui la divisent dans le rapport -&amp;gt; on aura

1 axe focal AA de la section conique ;
sa distance focale FF s obtiendra

en prenant, dans le sens convenable, suivant la valeur de -5 A F = AF.

La question sera alors ramenee a construire une ellipse ou une hyperbole,

connaissant ses axes.

2 Soient F le foyer donne, MT, M T
,

les deux tangentes donnees

(fig. 542). Determinons les points &amp;lt;p

et ? syrnetriques du foyer par rap

port a ces langentes. La perpendiculaire indefmie KF elevee a ?o par son

Fig. 5/,2.

MX/

milieu K est un lieu de second foyer F (962, 988). Ce second foyer fait

egalement partie du lieu dont le rapport des distances aux deux points

fixes F et y est
e&quot;gal

a - Nous determinerons done les points G et G qui
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divisent
F&amp;lt;p

dans ce mme rapport, et sur GG comme diametro nous

decrirons (19i) une circonference qui coupera KF an point cherche. II

ne restera plus qu a construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant

la distance focale FF et 1 axe focal F
&amp;lt;p

de la courbe.

3 Soient F le foyer donne&quot; et MT la tangento donnee qui doit toucher

la conique au point donne&quot; M. Delerminons le symtHrique 7 du foyer par

rapport a MT; en joignant ?M, nous aurons un lieu du second foyer F (903,

989). Divisons comme
pre&quot;ce&quot;demment (2) F&amp;lt;p,

aux points G et G
,
dans

le rapport donne - La circonference decrite sur GG comme diametre

viendra couper en F la droite
&amp;lt;pM prolonged, et le probleme sera re^solu.

VI. - PROPRIETY FONDAMEN7 TALES DE L HELICE.

DEFINITION ET TRACfc DE LA. COURBE.

1062. Considerons un cylindre circulaire droit indefini ayant

pour generatrice la droite GG (fig. 543 ). Si Ton enroule Tangle
indefini BA a sur la surface cylindrique, de maniere que le

cote Aa s applique exactement sur la section droite qui passe

par le point A, la courbe que le cot6 AB trace en s appliquant
sur la surface est une lielice.

Fig. 543.

Dans le mouvement indique, les perpendiculaires abaissees

des differents points de AB sur A a coincident avec les diffe-

rentes generatrices du cylindre. Si la longueur A a est egale a

cello de la circonference de la section droite du cylindre, le

point a venant rejoindre le point A, le point B vient se pla

cer en B, sur la generatrice GG , a une distance AB, du point A
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egale a Ba. On peut alors repeter pour le point B ce qu on

vient de dire pour le point A. Si la parallele B(3 a A lui est

egale, le point C de la droite AB, qui se projette en
(3

sur B|3,

viendra se placer au point C, de la generatrice GG , qui est tel

que Ton ait B
( C, = C(3 = AB,, etc.

Les portions egales de 1 helice qui correspondent ainsi aux

divisions egales de la droite indefinie AD, dontles projections
sur le plan de la section droite du cylindre ont des longueurs

egales a celle de la circonference de cette section droite, s ap-

pellent spires.

Les longueurs egales ABi,B,Ci, etc., iriterceptees par deux

spires successives sur une generatrice quelconquedu cylindre,

representent le pas de 1 helice. Changer, en effet, la genera-
trice sur laquelle on mesure le pas, c est prendre un autre

point de la surface cylindrique pour origine de 1 helice, sans

rien changer aux conditions precedentes.

1063. En remarquant que 1 helice se reproduit par spires

identiques qui comrnencent et se terminent d une rnaniere

continue sur une meme generatrice, on peut concevoir autre-

ment la generation de 1 helice.

Faisons glisser le triangle BC(3 sur BB ( et amenons-le en

B
(
C 2 B; amenons de meme le triangle CDy en C,1) 2 C 2 , etc. Si

Ton enroule ces triangles sur la surface cylindrique, les droites

paralleles AB, B,C 2 , C,D 2 , etc., engendreront separement les

differentes spires de 1 helice.

En supposant done le cylindre developpe (732) suivant le

rectangle indefini GG G.G
, (fig. 543), en divisant a partir du

point A la generatrice GG en parties egales a Ba, en menant

par les points B,, C,, D,, . . .
,
ainsi obtenus, des paralleles a AB

jusqu a la rencontre de G,G ,, et en enroulani la figure for-

mee sur le cylindre, les droites distinctes AB, B,C 2 , C,D,, . . .,

reproduiront 1 helice continue tracee par Tenroulement de la

droite indefinie ABCD. . . .

1064-. Si Ton considere un point quelconque M de la pre

miere spire de 1 helice (Jig. 543) et si Ton conceit la genera-

trice MP qui passe par ce point et qui rencontre en P la sec

tion droite du cylindre menee par 1 origine A de 1 helice, la
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longueur MP est Yordonnee y du point M et Tare AP esl son

abscisse curviligne x.

Comme Ic point M pcut appartenir a unc spire quelconqur,
son abscisse curviligne pent depasser un nombrc quelconque
de circonferences. Soil, par exemple (.fig. 543 ), le point p.

situe

sur la iroisieme spire el sur la meme generalrice quo le

point M; il correspond au point p.,
de la droite ABCD. . ., tel

que CTT, = AP, = arc AP. Son abscisse curviligne est done

egale a deux fois la circonference de la section droite plus

Tare AP, el son ordonnee ;i deux fois le pas Ba plus MP.

THfiOREME.

10()5. L ordonnee d un point de I lielice est proportionnelle
A son abscisse curviligne (Jig. 5^).

Prenons un point quelconque \t.
sur 1 helice et menons son

ordonnee 7= jw,
P. Quand on deroulera le cylindre, le point u,

viendra en
//.,

sur la droite ABCD. . .
; les ordonnees p.,P 3 et uP

seront egales, ainsi que 1 abscisse recliligne AP3 el 1 abscisse

u P
curviligne x = AA QAA QAP. Le rapporl ^-^ elani consiam-

AF 3

Ba h
menl egal au rapport

- = (en designant par r le rayonA a 2~ r

du cylindre et par h le pas de I helice ),
il en est de meme du

r
rapport

- -

COROLLA IKK.

1066. La propriele exprimee par ce iheoreme peut servir

de definition a I helice. II esl facile de voir en effet que, si

une courbe Iracee sur la surface d un cylindre de revolution

jouit de ceile propriete, elle provient de 1 enroulemenl d une

cerlaine droite sur la surface, c esl-a-dire qu elle esl une

helice.

Soil (/?. 544) ^a courbe AMB, ; pour deux poinls quel-

conques M et M de celte courbe, on a la relation

MP_M / P /

AP
~

~Ar

Si Ton suppose qu on developpe alors la surface du cylindiv.
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dans Ie plan tangent suivant la generatrice AB, (861), la cir-

conference de la section droite en A s appliquera sur la droite

Aa menee perpendiculairement a ABi dans ce plan, et les

Fig. 544.

P. P .

arcs AP et AP seront rectifies en AP t el AP ,. Les points M
et M viendront d ailleurs se placer en M, et M

,
sur les per-

pendiculaires elevees a A a en P, et P ,, et Ton aura

n . . , MP M P
Puisque par hypothese = ? on aura aussi

AJc Air

M 1 P._M
/

.P ,

AP, AP
,

et les points A, M,, M ,, seront en ligne droite.

THfiORfiME.

1067. La sous-tangente en un point de I lielice est egale a

I abscisse curviligne de ce point (Jig. 545),

Fig. 545.

La sous-tangente en un point de Thelice est la projection,

sur le plan de la section droite prise pour base, de la portion
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de tangenle en ce point comprise entre son point de contact

el sa trace stir le plan de la base.

Considerons sur la courbe les deux points voisins M el M ,

dont les ordonnees sont MP et M P et les abscisses curvilignes

AA AP el AA AP . On a (1065)

MP M P

AA AP
~~
AA AP

Prolongeons la corde MM jusqu au point T ou elle rencontre

forcement le plan dc la base, puisque Ton a M P &amp;gt;MP. Ce

point T apparliendra au prolongement de la corde PP de la

circonference de base. Les deux triangles semblables MTP,
M TP

,
donnentalors

MP M P

TP
&quot;

TP

Par suite, en vertu de Tequation (i),

TP TP TP
c est-a-dire

AA AP
&quot;

AA AP AP - AP AA AP

On peut ecrire ceite derniere egalite sous la forme

TP corde PP
AA AP arc PP

Lorsque le point M se rapproche indefiniment du point M
regarde comme fixe, le point P se rapproche indefiniment du

point P. La secante M MT devient la langente M0 a 1 helice

au point M; la secante P PT devient a la fois la langente en P

au cercle de base et la sous-tangenle P0 au poini M. La limile

corde PP
du rapporl

-
7 elant 1 unite (289), on a finalement

arc PP

TP PO

ce qui demontre le theoremc.

COROLLAIRES.

&quot;V

1068. Le rapport
- elanl conslant (1065), le rapport de
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I ordonnee d un point a la sous-tangente de ce point est aussi

constant. Le triangle MP0 elant alors toujours semblable a

lui-meme, la tangente a Vkelice fait un angle constant, aussi

bien avec les generatrices du cylindre qu avec le plan d une

section droite. Ces deux angles sont complementaires.
Comme on a

y h

X 27T/

si Ton designe par i (Jig. 544) Tangle suivant lequel les gene
ratrices du cylindre sont coupees par Thelice, on a

27TT
tang i =

Pour construire la tangente en un point M de 1 helice, il

suffit done de mener, dans le plan tangent au cylindre en ce

point, une droite faisant Tangle i avec la generatrice qui passe

par ce point.

On peut aussi prendre, a partir du point P pied de 1 ordon-

nee du point M, sur la tangente a la base, une longueur P0

egale a 1 arc AP rectifie, et joindre le point Q au point M.

1069. Si Ton enroule un fil sur une courbe quelconque, une

de ses extremites etant fixee en un point de la courbe; puis

qu on le deroule en le tendant constamment dans la direction

des tangentes a la courbe, son extremite libre decril une deve-

loppante dela courbe proposee qui, a son tour, est la deve-

loppee de la courbe obtenue.

Le lieu des points ou des traces des tangentes a 1 helice

sur le plan de la base est une developpante de cercle. La sur

face formee paries tangentes elles-memes est connue sous le

nom fthelicolde developpable.

SCOLIE.

1070. Tout ce qui precede s applique sans modifications aux

cylindres droits a bases quelconqiies. II laut seulement s ap-

puyer sur ce theoreme : La lirnite d un arc de courbe quel

conque a sa corde est I unite, lorsque I arc tend vers zero.
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VII. - APPENDICE.

Divisions ftomographiqucs .

1071. On donno le norn de division a une suite quelconque de points

situes en ligne droite. Sur cette droite, qu on appelle base de la division,

on choisit a volonte une origine fixe a, et Ton indique sans ambigu ile la

position d un point quelconque /// en donnant le segment am en grandeur
et en signe.

Dans un grand nombre de questions de Geometric, on est conduit a

conside&amp;gt;er deux divisions dont les points se correspondent un a un sui-

vant une loi delerminee
;
on appelle alors homologues deux points cor-

respondants quelconques, et on les designe par une meme lettre, non ac-

centue pour le point de la premiere division, et affectee d un accent pour
le point de la seconde. Soient L et L les deux bases (Jig. 546 ),

m et m
deux points homologues, a 1 origine prise sur la base L et b

1

1 origine

choisie sur la base L (*); la loi suivant laquelle les points homologues
des deux divisions se correspondent s exprimera alors par une equation
entre les segments am et b m .

On dit que deux divisions BOnt homograpkfque* lorsque 1 equation qui

exprime la loi de correspondance des points homologues /;/ et m 1

est du

premier degre par rapport a chacun des segments am et ///;/
,
c est-a-

dire est de la forme

(
i
)

A .am . b m +- B . am -+- C . b m -+- D = o
,

A, B, C, D, etant des constantes donnees.

Deux divisions homograpkiques d une troisirmc sont homographiquef
cntre elles car, soit une autre division homographique de la premiere;
en designant par c&quot; 1 origine et par m&quot; 1 homologue de ///, on aura

A
,

. an/ . r&quot; /;/&quot; -+- B, .am -h C, . c&quot; m&quot; -h D,
= o

,

et comme 1 elimination de am entre les deux relations pr^cedentes con

duit evidemment a une equation de meme forme entre b m 1

et
r&quot;///&quot;,

les

deux divisions engendrees par les points /&amp;gt;* et m&quot; sont homographiques.

Souvent, an lieu de donner les quantites. A, B, C, D, on donni? des

couples de points homologues. Or, 1 equation (i) ne renferme en realite

que trois coelficients arbitraires, qui sont les rapports de trois quelcon

ques des quanlites A, B, C, D, a la quatrieme ;
d ailleurs, donner un couple

de points homologues, c est donner une valeur de am et la valeur cor-

*
&amp;gt;ous supposons, pour plus de generalite, que les origines a c-l //

sont pas necessairement deux points homologues.
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respondante de b in\ c est-a-dir,e une equation du premier degre entre

les trois rapports consideres. Pour determiner ces rapports, il est done

necessaire et suffisant d avoir trois equations de ce genre, c est-a-dire de

connaitre trois couples de points correspondants. Ainsi deux divisions ho-

mograpliiqucs sont determinecs par trois couples de points Iiomolngu.es.

1072. ficartons, pour le moment, le cas particulier ou A est nul, en

nous reservant de Tetudier plus tard
;
nous pourrons alors diviser par A,

et la relation homographique (i) prendra la forme

{
2

)
am .b in \. am p.b m -\-v = o.

Les coefficients \ et
y.
ont des significations geometriques remarquables.

Nous designerons toujours, dans la suite, par I le point de la premiere
division qui est 1 homologne du point situe a 1 infini dans la seconde, et

par J le point de la seconde division qui repond a l infmi de la premiere.

Si, dans la relation (2), on fait am infmi apres avoir divise par am, on

trouve

b 3 X=o, d ou A = & J
,

et Ton a, de meme, en faisant b m infini,

al p = o, d ou p = al.

La relation homographique (2) peut etre transformee de bien des ma-
meres. Voici les deux autres formes les plus utiles :

i L equation (2) peut s ecrire

(
am

y. ) (
b in \

)
= /

,

/ etant une constante
;
en rempla^ant alors \ et p par les valeurs ci-dessus.

on trouve

(3) I/w.J / =*,
formule tres-usuelle, car dans les applications on determine en general

tres-aisement les points I et J .

2 Soient a, b, r, trois points choisis a volonte&quot; dans la premiere divi

sion; , b\ c
,
leurs homologues dans la seconde, et ///,

m
,
un quatrieme

couple quelconque de points correspondants. La relation (3) donne

1 &quot; T &quot; &quot;II
la = rr-. ; le = 77-7 ,

d ou ca \a \c = rrr-, c a
] a J c&quot; 3V.JV

En formant les valeurs analogues de cb, ma, mb, et les portant dans

{ expression du rapport anharmonique

,
, . ca ma

abcm
}

ou r I -. i

ci&amp;gt; nib

on trouve

t / \ / 7 \ / in I n C(l Wa C fl&amp;gt; m (l

(4 [abcm) {abcm), c est-a-dire T : r =-~7
-

l
: r,-

cb mb c b m b
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11 resulte de cette nouvello forme de liquation homographique que,

pour (fiu:
deux divisions sotcut homogrflphitjttfS,

if jaut et it suj/it &amp;lt;fue

(fiidtre points (juclcorHjues de Id premiere (tic/it leur rapport anharmo-

ni&amp;lt;]itc
eg/tl ft eelui tics ({untre points homolngues de la seeonde. C est cetto

propriete que M. Chasles, a qui I on doit la theories! simple et si ftkonde

des series homographiques, prend pour point de depart dans sa Geome

tric superienrc.

Fig. 540.

1073. Deux divisions nbcdmn . . .
,
a

{

b
{

c
{

d
{ /;?, /*,..., sont dites en per

spective lorsque les droites bb
{ , r,r, , dd^ . . . , qui joignent les points homo-

logues, concourent en un meme point S (fig. 540).

Deux divisions en perspective sont homographiques ,
car (312) le rap

port anharmonique de quatre points quelconques de Tune est egal au

rapport anharmonique des qualre points homologues de 1 autre. Le point

d intersection (,,) des cleux bases L et L, est alors un point homologue
commun. Reciproquement, si deux divisions homographiques abed. . .

,

ft
t

b
t

c
l

d
l

... ont un point homologue commun
(&amp;lt;?,&amp;lt;7,),

cex deux divisions

sont en perspective, ce theoreme fondamental n estque la proposition du

n 317 avec un autre enonce.

1074. Examinons maintenant le cas ou A est nul. La relation homogra

phique (i) se reduit alors a

tt.fim -h C.b rn -+- D = o
,

ou, comme B et C ne sauraient etre nuls a la fois, a

am = k(b in h),

h et k etant deux constantes. Lorsque m est en
&amp;lt;7,

le premier membre
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s annule, et comme m coTncide alors avec I homologue a de a, on voit

que h = b a et, par suite, que 1 equation precedente- peut s ecrire

am k(b m b a
}

ou am k.a m .

Done les deux droitcs L et L so/it divisees en parties proportion/idles.
On dit, dans ce cas, que les deux divisions homographiques sont scm-
blables.

Dans deux divisions semblables, les points a Vinfini sont homologues ;

car. d apres 1 equation precedente, am et /?2 deviennent inflnis en meme
temps. Reciproquement, deux divisions homographiques dont les points a
I infini se correspondent sont semblablcs ; car si dans 1 equation (i), prea-
lablement divise&quot;e par am.b m

,
on fait a la fois am et b m infinis, on

voit que A = o.

Lorsque le coefficient / qui figure dans la relation precedente est egal
a i, les deux divisions sont dites egales; elles sont egales et de meme
sens pour k = i, egales et de sens contraires pour k = i.

Divisions homographiques de meme base.

1075. Deux divisions homographiques peuvent etre situees sur une

meme droite L
;
on appelle alors point double tout point de cette droite

qui, conside&quot;re&quot; comme appartenant a la premiere division, comcide avec

son homologue de 1 autre division.

Deux divisions liomographirjues dc meme base,
&amp;lt;/ui

ont trois points dou

bles, coincident ; car
&amp;lt;7, b, r, etant les troi points doubles, et (w, m }

un

couple quelconque de points homologues, 1 egalite des rapports anharmo-

niques [abcm] et (abcm
1

} exige que m et m coincident. II suitde la que
deux divisions homographiques distinctes ct tracees sur une meme droite

?ie peuvent avoir plus de deux points doubles.

1076. Avant d etudier plus completement la question des points dou

bles, il importe de faire connaitre la maniere dont on determine simul-

tane&quot;ment la position de deux points sur une droite, ce qui amenera na-

turellement quelques reflexions sur le role des imaginaires en Geometric.

Soient (fg. 200) une origine fixe sur une droite X X, A et B deux

points quelconques de cette droite, et I leur point milieu
;
on a tou-

jours (305), quelle que soil la situation relative de ces points,

Le produit OA.OB est dit la puissance de I origine par rapport au

couple (A, B).

Cela pos6, si Ton designe par/; la distance Oldel origine au milieu du
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couple (A, B) et parr/ hi puissance de 1 origine par rapport a ce couple,

les segments OA et OB seront les raeines de liquation

Les nombres p et
//

sont dits les elements du couple (A, B) ;
leur con-

naissance determine simultanement les points A et B.

Les nombres donnes p et
&amp;lt;y

etant reels, les segments OA et OB seront

reels ou imaginaires (conjugues), selon que p- &amp;lt;y

sera positif ou ne-

gatif; dans le dernier cas, les deux points Aet B cessent d exister, et Ton

dit qu ils sont imaginaire^.

Deux points inmginaires peuvent avoir des relations replies avec des

points reels
;
ce sont des relations contenant d une maniere symetrique

les segments imaginaires conjugues, de telle sorle que, tous calculs effec-

tues, il ne reste plus que des equations entre les elements reels /; et
&amp;lt;y

du couple imaginaire. Soient, par exemple, deux couples de points (A, B),

(C, D), situes sur une meme droite; le premier couple est reel et defini

par 1 equation
X* ipx -\-q O,

dans laquelle p
1
est superieur a q; le second couple est imaginaire et

repond a 1 equation

dans laquelle p
*
est inferieur a

&amp;lt;/

. Ces quatre points pourront former une

figure harmonique, c esl-a-dire qu on pourra avoir la relation

CA DA
CB

:

DB
=

qui, tous calculs effectues, revient a

(3) q+ f^ifipr.

La relation (2) n a pas de sens explicite ;
on n y doit considerer les

segments que comme des symboles qui, traites par les regies ordinaires

de 1 Algebre, conduisent a la relation (3); en d autres termes, les rela

tions telles que (2) ne sont que des manieres symboliques, plus ou moins

commodes, d ecrire des Equations telles que (3) entre des elements reels.

En Geometric, comme en Algebre, 1 introduction des imaginaires per-
met de gen^raliser les enonces, evite les subdivisions, et leur emploi
transitoire peut fournir des demonstrations elegantes et rapides.

1077. Revenons maintenant a 1 etude de deux divisions homographi-

ques de meme base.

Rapportons les deux divisions a une origine commune, et, pour plus de

simplicity, choisissons pour cette origine le milieu des deux points I



352. GEOMETRIE DANS I/ESrACE.

et J homologues de 1 infini (fig. 54 7) ;
on aura alors OJ = 01, c est-a-

riire (1072) A = p, et I homographie des deux divisions s exprimera

par Iequation
Orn.Om I (Om O/M )-J-V = o,

ou

(4) Om. Om -f- \.mrn -f- v = o.

Nous savons d ailleurs que A = OJ = 01
; et, pour avoir la signifi

cation geometrique de v, il suffit de supposer que m est en 0; car alors,

m comcidant avec I homologue de 0, 1 equation ( 4 )
donne A . 00 + v o,

d ou v = OJ .00 = 01.00 .

Cela pose, cherchons les points doubles. Pour qu un point m soit double,

c est-a-dire pour qu il coincide avec son hornologue /
,

il faut et il suffit

qu on ait, en vertu de 1 equation (4),

v = o ou 0//2 = y/OJ . 00 .

On conclut de la qp& deux divisions hnmographiques de meme base o?it

deux points doubles reels on imaginaires, et que le milieu des points dou

bles coincide avec le milieu da segment IJ forme par les homologues de

I in/ini.

Fig. 547.

\ f ,
L

Les points doubles sont imaginaires lorsque les segments OJ et 00 ont

des signes contraires, c est-a-dire lorsque et J sont de part et d autre

de 0. Us sont reels lorsque et J sont d un meme cote&quot; du point ;

dans ce cas, en menant paf une tangente au cercle decrit sur O J

comme diametre, puis rabattant cette tangente OT v/OO .OJ sur la

droite L en Oe et O/, on aura les deux points doubles e et/.

1078. tant donnees deux divisions homographiques de meme base,

et a et
, designant les homologues d un meme point quelconc/ue a consi

ders successivemcnt comme appartcnant a la premiere et a la seconde

division, le conjague harmonique a du point a par rapport aux points

doubles e etf est le meme que par rapport aux points a et a
{

.

En effet, elant le milieu des points doubles, I homographie des deux

divisions s exprime par 1 equation (4), qu on peut ecrire

Om.Om Oa.Ox = \.mrn
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puisqne, 2 olant lo conjugu harmoniquo do a par rapport aux points

e rt /
,
on a

Iji rxpriinanl &amp;lt;pio
d est Thomologue de a considere comme appai cnant

a la premiere division, et que /7,
est 1 homologue de a considere comme

appartonant a la seconde division, il vient done

Qfi.Ofi 0/7. Oa = 1. da Oil Od.y.d = l.dd
,

d oii, on divisant,
y.a dd

a/7 an

ce qui prouve quo a est conjugue harmonique de a par rapport a a et a/7,.

Ce theoreme permet de construire le conjugal harmonique d un point

par rapport aux doux points doubles, sans connaitro cos points doubles.

1079. Pour (/ue deu,r divisions komngraphiques dc IUCIIK; ba.sr soietit

scinbldblcs, il fa lit ct il suffit (1071) que fun flcs poi/its doubles unit a

Vinfini.

On voit immediatement que : i pour f/nc deux divisions snicnt egalcs

ct dc meme sens, iI feint ct il suffit f/i/r Ics deux points doubles soicni a

l i/i/t/ii ; &amp;gt;? pour (juc deux divisions soient exiles et de. sens contraircs,

il faiit et il sujjit que Pun des points doubles soit a Pinjini ct (juc le second

point double soit le milieu dc Ions les segments mm formes par deux points

homologucs (melconques .

Faisceaux homograph i(j
itex .

1080. On donne le nom tofalsceau a un systeme quelconque de droitos

issues d un meme point et situces dans un meme plan (311 ).

On dit que deux faisceaux sont koimographiquef, lorsqu on pent trouver

deux droites L et L qui les coupent suivant deux divisions homogra-

phiques. II est clair quV//or.v toutc section j-eetiligne L (

dn premierfaistcdti
sera homograpkiqtte (rune section rectilignc qiielcotupic L\ flit second

fdisccdii; car, les divisions L et L, etant en perspective sont homo^ra-

phiques (1073) ;
il en est de meme de L et L

, ,
et comme L et L sont

homographiques par hypothese et que deux divisions bomographiqoes
d une troisieme sont homographiques entrc elles (1071), les deux divisions

L, et L
,

sont homographiques.

Pour que dciix faisceaux soient ltomogrnphi(]ues, il fdiit ct il suffit

que quatrc droites
&amp;lt;iuelconqucs

du premier aient le meme rapport anliar-

monique (jiie les cjuatrc droites homologucs du second (310 et 1072, 2).
II. 23
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Deux faisccaux hnmographifjues sont determines par trois couples de

rayons homologucs (1071 ).

Quand deux faisccaux homngraphiques ant uti rayon Jiomologue com-

mun, It s autres rayons homnlogues se coupent deux a deux sur unc lignc

droitc : c est le theoreme fondamental du n 315avecun autre enonce.

1081 . Deuxfaisccaux homographiques de meme centre out tonjours deux

rayons doubles (reels on imaginaircs}, c est-a-dire deux rayons lels, que
chacun d eux considere comme appartenant au premier faisceau co incide

avec son homologue dans le second faisceau. On obtient res rayons en joi-

gnant le centre commun des deux faisccaux aux points doubles des deux

divisions homographiques, determinees par les deux faisceaux sur une

transversale arbitraire.

Lorsqu im angle tourne autour de son sommct S (fig. 548), ses deux

Fig. 5/,8.

cotes engendrent deux jaisceaux homographiques concentriqucs, car les

angles du premier faisceau etant respectivement egaux a ceux du second r

quatre droites quelconques du premier faisceau ont (314) le meme rap

port anharmonique que les quatre homologues du second. Les rayons

doubles de ces deux faisceaux sout evidemment imaginaircs, et il importe

de remarquer que la position de ces rayons doubles imctginaires est inde-

pendante de la grandeur de rangle. En effet, soil L une transversale

quelconque et I SI, O SO, J SJ, trois positions de Tangle donne relatives,

la premiere au cas ou le second cote est parallele a L, la seconde au cas-

ou le premier cote est perpendiculaire a L, et la troisieme au cas ou le

premier cote est parallele a L. Tout revient a trouver les points doubles

imaginaires des deux divisions homographiques que les cdies de Tangle

tracent sur L. Or, I et J sont les homologues de Tinfini de ces deux

divisions, et 0, qui est evidemment leur milieu, est le milieu des points

doubles
;
ces points sont done de part et d autre de a une distance

egale(1077)a .

Mais puisque O SO = J SJ, Tangle O SJ estdroit, et Ton a

O.OJ =S0
2

;

done, la distance du point aux deux points doubles est egale a
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d ou 1 on voit qu elle depend dc la distance de la transversale L au som-

met Sde Tangle, mais en aucune maniere de Tangle lonniiint.

Reciproquement, lorsauc deux divisions homographiques de mcnic base

out leurs jtoints doubles imaginaires, on pent considerer ces deu.c did. ^ ions

coinntc tracers par un certain a/igle dc grandeur constante tournant

atit.tur dc son sonimet. En el fet, I et J elant les homologuos do Tinfini,

lour milieu et son homologue, decrivons une circonference sur O J

comme diametre, jusqu a la rencontre S (bu S,) de la perpendicuhiiro

elevee par sur la base L. L angle OSO en tournant autour du point S

trarora sur L deux divisions homographiqucs dont (0, ), (1, ), (QO ,
J

)

seront trois couples de points homologues; car si Ton mene I SJ paral-

Jele a L, les angles OS.I, O SJ
,
I SO, etant droits, les angles JSJ

,
O SO, I SI,

seront egaux. Done ces deux divisions, ayant trois couples de points ho

mologues communs avec les deux divisions proposees, ne different pas de

celles-ci.

Intersection (Tune droitc et (Van cerele. Points circulaires a I infini.

1082. II resulte du n 3I4 que : i larst/u im point mobile in decrit

nn cerele ,
les droites Pm, V/n, (jui joigncnt ee point a deux points JJ.KCS,

P et P
, pris ft volonte sur la circonference , forment deu.r fai.scenux

Homographiques } -2 /ow/ii if/ie droitc mobile e.nvcloppc un cerele , ellc

trace s:ir deux tangcntes Jixes dc cc ccrcle deux divisions Iiomogra-

pJiifjues.

Unc droitc quclconquc L du plan d un cerele C rencontre tonjours la

circonference en deux points (reels on inmginaires}\ car, les deux divi

sions homographiques tracees sur L par les rayons P///, P
//?, des deux

faiscenux, ont toujours deux points doubles
(re&quot;els

ou imaginaires). Lc
milieu des deux points d ^intersection cst toujours reel : c est la projection

du centre C du ccrcle sur la droitc L; car si Ton choisit pour les points

P et P (fig. 549) les extremitys du diametre perpendiculaire a L, les deux

points I et J
, homologues de Tinfini dans les deux divisions homogra

phiques a6. . .
,
a 6 . . .

,
tracees sur L, coincident avec 0, dtf sorte que

est le milieu des deux points doubles. Lc carre de la distance des deux

points d intersection au point est egal a la puissance du poi/it par

rapport au cerele, cJiangee de signc. Car, puisquo I et J sont confondus

avec 0, le produit Oa.Oa est constant (1077), et le carre&quot; de la distance

du point aux deux points doubles est
e&quot;g;il

a cette constants
; or, si ft

et $ sont les deux points homologues qui repondentau point/;, milieu du

demi-cercle P///P
,
06 et 0& sont en valeur absolue ^gaux a OP et a OP

,

et la constante est egale a OP . OP.

1083. On doit considerer tous les points a Tinfini d un plan P comme
situes sur une meme droite qu on nomme droitc dc Vinfmi. Voici com-

23.



356. GEOMETRIE DANS I/ESPACE.

ment on est conduit a cettc conception. Soient Q un second plan nou

parallele a P, S un point fixe exte&amp;gt;ieur aux plans P ot Q, P le plan mene

par S parallelement a P, et enfin D la droite d intersection des plans P
et (). Toute droite menee du point S a un point quelconque place a 1 infini

dans le plan P est situee dans le plan P et, par suile, perce le plan Q
sur la droite D; done cette droite D est la perspective, faite du point
de vue S sur le tableau Q, de tons IPS points places a l infini dans le plan P.

Or, comme une ligne plane, dont le plan ne passe pas par 1 oeil S, ne peut
avoir pour perspective une droite qu autant qu elle est elle-meme une

ligne droite (588), on doit considerer les points a 1 infini du plan P comme
situes en ligne droite.

Cette notion acquise, considerons un cercle C (fig. 54g) et la droite de

Fig. 5.| 9 .

l infini situee dans son plan. P et P etant deux points fixes pris a volonte*

sur la circonference C, les rayons P/ et P /w tracent sur la droite de

1 infini, quand le point /&amp;gt;* decril le cercle, deux divisions homographiques
dont les points doubles imaginaires appartiennent a la fois a la droite et

au cercle. Or, si &&amp;gt; est un point pris a volonte dans le plan du cercle, les

paralleles a Vm et a P /w menses par ce point vont couper la droite de

1 infmi aux memes points a et a que les rayons Ptn et P ///; d ailleurs,

Tangle aw a de ces paralleles est constant, puisque, en vertu de la pro-

priete de Tangle inscrit, Tinclinaison mutuelle des droites P/w et P m ne

varie pas; done, les points d intersection du cercle et de la droite de l infini

sont les points doubles imaginaires des deux divisions homographiques
tracees sur cette droite, par un angle de grandeur constante tournant

autour du point w.

En faisant varier la position et la grandeur du cercle ainsi que la posi

tion des points P et P sur le cercle, on ne fait que changer la grandeur
de Tangle qui tourne autour du point fixe w, et comme la situation des
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points doubles imaginaires est indept iulanie (1081) de la grandeur de

Tangle, on arrive a cette conclusion : Tons les cercles sitncs dans un
]ilat.

nut Ics deux mcnies /joints imaginaires cnnuinins m cc la droite dc Vinfini

ilt- cc
i&amp;gt;ltin.

On donne d apivs cola a ces deux points, dont la consideration

est souvent utile, le nom de points circtilaires it. rinfini.

Deux cercles quelconqucs, C et C
,
admettenl do. la droite de Pinfini

pour corde commune. LV/.rr radical L des deux cercles est une seconde

corde commune; en ellet, los points reels ou imaginaires ou cet axe

rencontre Pun quelconque des deux cercles, sont de part et d autre du

point a une distance egale a la racine carree de la puissance, prise en

signe contraire, du point par rapport au cercle consider^ (1082); et

comme, si L est 1 axe radical, le point a la meme puissance par rap

port aux deux cercles, on voit que I axc radical coupe ces cercles aux

deux monies points.

Ainsi, deux cercles (ftielco/iques out tonjours &amp;lt;jnatrc points d*intersec

tion situes deux a deux snr deux cordes coninnt/ies reclics, (jui sont l^axe

radical et Id dmitc de Vinjini. Les deux [joints d intersection sillies sur

Vaxe radical peuvcnt etre tons deux reels ou tons deux imaginaires.

Qtuind les cercles sont conce/ttn(/i/es , 1 axe radical passe a Pinfini, les

deux cordes communes se confondent, et les deux cercles out un d tnblc

contact inta^i/iairc a I injini. Ces- dernieres idees out die emises d abord

par Poncelei (Propn^tes.projectives^ i
ie

section, chapitre II); mais c est

M. Chasles qui, le premier, a presente avec rigueur Tintroduction des

imaginaires en Geometric.

Involution de deux divisions.

1084. On dit que deux divisions homograpliiques de memo base L sont

en involution, lorsqu on peut trouversur la droile L un point a qui, con-

sidere succe&sivement comme appartenant a Tune ou a Pautre division, a

toujours pour hornologue le meme point a .

L homogrjphie de deux divisions de meme base
&amp;gt;V\prime (1077) par

la relation generate

(i) 0/w.O/// -+- OJ .in/n -i- v o,

etant le milieu des points I et J dont les homologues sont a Pinfini.

Pour que 1 egalite
Oa .Ofi -f- OJ ./ /r/ -+- v = o

ne change pas quand on permute a et
,

il faut et il suflit que OJ o.

Done, j)
)ur (jne deux divisions homogfaptttques soient en involution, il

faut ( t il sifjfit f/ue les jxiints I et ,P, homologues de I infini, coincide/it.

La relation (i) se reduit alors a

(a) 0/n.Oin
1 = const.,

et la symetrie de cette equation, par rapport a O/// eta O///
,
montro que
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tons les couples de points homologues jouissent de la meme proprieje que
le couple (///, /;*

). Ainsi, dans deux divisions homdgraphiques en involu

tion, tout point consider e&quot; successivement commc appurtenant a la pre
miere ct a la seconds division a toujours le meme liomologue.
Le point (), ou sont reunis les points I et J et dont le conjugu6 est a

1 infini, reeoit le nom de point central de I involution.

1085. L equation (2), tres-commode a cause de sa simplicite, est trop

particuliere. Lorsqu on veut prendre pour originc commune des deux

divisions, non plus le point central 0, mais un point quelconque a de la

base, il suffit d exprimer dans la relation

am. am \.ani u .am -+- -j o

que les points I et J coTncident, c est-a-dire, puisque (1072) 1 = aV et

u. = I, que \ = p. L equation d involulion est alors

(
3

)
am .am \

(
am -+- am

} -j- v = o.

On voit qu elle ne renferme que deux coefficients arbitraires ). et v, de

sorte qu /Y suffit de deux couples de points Iiomologues pour determiner

deux divisions homographiques en involution.

Soient (a, ), (ft,
ft ), (c, c

}, trois couples de points homologues de

deux divisions en involution : qnatre quelconqu.es de ces six points ont

leur rapport anharmonique egal a celui des auatre points homologues;
ainsi Fon^a, par exemple, (nbcb }= (a b c b], car les deux systemes
abcb

,
a b c b, sont homographiques. Reciproquement, pour que trois cou

ples dc points (a, /?
), (ft,

ft
), (r, c

),
en ligne droite, soient en involutionf

c est-a-dire pour que les points c et c soient deux points homologues
des deux divisions homographiques en involution deterrninees par les

deux couples (&amp;lt;?,

a 1

]
et (ft,

ft
),

il suffit f/ite f/itatre de ces points aient

leur rapport anharmoni^ue egal a celui de leurs homologues ; car, si Ton

a, par exemple, (abcb }
= (a b c b), les deux divisions &amp;lt;?ftrft

,
a b c b,

seront homographiques et, au point ft, considere tour a tour oomme ap-

partenant a la premiere et a la seconde division, repondra toujours le

meme point ft .

II resulte de la que / involution est line propriete protective.

1086. On sait que deux divisions homographiques de meme base ont

deux points doubles reels ou imaginaires, dont le milieu co incide avec le

milieu des points I et J homologues de 1 infini. Done, deux divisions en invo

lution ont deux points doubles e et f, reels on imaginaires, dont le milieu

est le point central 0; cela resulte d ailleurs de la relation (2) qui donne

pour les segments Qe et 0/relatifs mz points doubles,

Or = -f v/O^ToT?, 0/= v/0&quot;.0&quot; ,

(a,ti }
dtaiit un couple qiiolconque de points homologues.
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Ces expressions montrent encore que Ir segment cf, forme par Irs deu.c

points doubles reels OK iinaginairrs, rst divise harmoniquemcntpar choquc

ample de points Irmiologucs (a, a
}, (b, //),... (*). Le point central ayant

memo puissance par rapport a tousles couples (a, a 1

}, (b, //),... de

points homologues, appartient a Taxe radical de deux cercles quclconques

ayant respect!vement pour conies deux segments quelconques tut
,
bl ....

Done : i&quot; si, stir Ics divers segments aa
, /&amp;gt;//,

cc ,. . . formes par C/KK/UC

couple de points Iiomnlogties, on deerit des circonferenees passant twites

par un inenie point (juelcontjiie c.rtcrieur a Id base,, ccs circonferenecs

out un second point coinnnin ct Icur conic commune, coupe hi base an

point central ; a les circonferenecs deerites sur lex divers segments aa
,

bb
j
cc ,. . . com/lie diamrtres, out pour a.rc radical conunun la perpcn-

dicidairc &amp;lt;i Id base clcvec par le poi/it central.

1087. Actunllement, pour nous rendre compte de la situation des points

consideres, distinguons deux cas, suivant que les points doubles e el /
sont reels ou imaginaires.

i Si les points doubles e el f sont reels, commc le segment /;/&quot;divise

harmoniquement chacun des segments w/
,
bb , cc ,..., on voit (329)

que le point central n cxt janmis comjiris entrc deux points cotyugites

rjnelcotHjucs, tels que a et &amp;lt;?

,
et que deux segments quclfonqucs iiem-

pirtent jamais run snr I aiitre : ils sont, comme aa et /&amp;gt;//, compris

1 un dans 1 autre, ou bien, comme aa et cc
1

,
de cotes difterents de 0, et

par suite exterieurs 1 un a 1 autre (fig. 55o). Les deux points comnmns

e c jo o 6 f

aux cercles decrits sur aa
,

bl)
, cc\. . .

,
comme diametres, sont ici inm-

ginaires, inais cliacun dc ccs cercles coupe orthogonalement (328) le

ccrcle cf. fitant donnes deux couples (, a
}

et (b, b
}
formant deux

segments qui n empielent pas Tun sur 1 autre, il est aise de trouver les

points doubles e et/de 1 involution determinee par ces deux couples;

sur an et bb on decrira deux circonfeiences passant par un meme point

pris a volont^ hors de la base; la corde commune coupera la base au

(*) II rcsulte de lii que lorsque 1 un des points doubles e est a I intini,

1 autre point double/ est le milieu de tons les segments , W, cc ,. . . .
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point central 0, et la tangente meneede ce point au cercle decrit sur aa
comme diametre sera le rayon du cercle ef.

2 fit las points doubles c ct f sont imaginaires, le produit Oa.Oa est

negatif; de sorte quo tout couple de points ttomologues (, a 1

]
cst separe

par If point central 0, ct que deux segments quelconqiies cut
1

,
bb

, enipietc/it

run sur I nutre (Jig. 55 1). Les deux points P ct P com/nuns mix divers

c
\

/ b /

cereles decrits sur (ta
1

,
^^&amp;gt;

,
re

,
. . . comme ctittmetres sont done reels, et

c/f cliacun des points P &amp;lt;tf P o vo^V fes &amp;lt;-//w/\v segments aa
,
bb

,
ce . . . .

sous un angle droit; on a d ailleurs OP = Oa.Oa = 0^
,
comme on

pouvait le prevoir d apres le n 1077. Inversement, un angle droit pivo-
tant autour de son soinmet trace sur line droitc quelconque deux divisions

en involution qui n ont pas de points doubles et dont le point central cst

la projection du soinmet de I angle sur la droite (1081 ).
Eiant donnes

deux segments aa et bb d urie involution saris points doubles, en decri-

vant deux circonferences sur aa et bb comme diametres, on obliendra

le point P, et il suffira de faire pivoter un angle droit autour de ce point

pour avoir tons les couples de points homologues.

1088. Les points doubles e et f de deux divisions homographiques

quclconqucs, abc, . . .
,
a b c

1

,
. . .

,
de meme base, formcnt line involution

avec chaque systeme de deux couples tels quc ab et a b; car on a

(abef}=(a b ef} = (310),

de sorte que les deux figures abef, b a fe, sont homographiques et quo
le point e, considere tour a tour comme appartenant a 1 une et a 1 autre,

a toujours le meme homologue/.
On conclut de la (1080) que : i les trois circonferences, incnces par un

meme point g quelconque exterieiir a la base ct par les trois segments
ab

,
ba

, ef\ passe.nt toiK.es trois par un second point cominun ; 2 les cir

conferences decrites sur ab
,
ba

, ef, comme diametres, out meme axe

radical.
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Ce theoreme denno lo moNen do conslruire les points doubles de deux

divisions hunio;j;raphiqiio3 do memo base, dotonninees par irois couples

(a, a
}, (A, //), (r, r ), de points homologuos.

,-etant u n point pris a volonte, on do.crira los deux cii conferences cir-

coMsciilesaux I Handles # ///, #// /;, qui se couperont en un second pointy ;

on decrira de ineme lesdeuxcirconMrencescirconscritesaux iri,ingles gac ,

gti c, qui se couperont en un second point g&quot; ;
la circonference determinee

par les points #, , #&quot;, coupera la base des deux di\ i-iuis au\ &amp;lt;ltMi\ points

doubles (reels on imaginaires). En effet, en vertu du premier corollaire,

le cercle delcnnine par les points doubles n et f et par le point # doit

contenir les points g et
g&quot;.

La construction se prete a tous les cas.

Relations ni(
tri,&amp;lt;jucs

cutre Irois segments en involution.

1089. Soient (a, a1

}, (b, b
}, (r, c

), trois couples de points (rtvls on

imaginaires) situes di ligne droite, et

,r- 2;;,
Ji -h

f/ (

= o
,

x* 2
/&amp;gt;2
x -+-

f/.,
= o, x*

2/7, x 4- y ;i

= o

les Equations qui les representent, en adoptant pour origine commune un

point A arbitraire de la base. Pour que les trois couples forment une

involution, il faut et il suffit que chacun d eux satisfasse a la relation

Am . A /;/ / (Am -+- A m
} -+- v =

.
o

;

de la les trois equations

&amp;lt;7. */&amp;gt;!

X Hr = O, y, 2/;, ). -f- v = o, r/ 3 2/&amp;gt;,

A -- v = O,

qui doivent elre satisfaites par les memes valours de A et de v. La con

dition devolution resulte done de Termination de \ et de v entre ces

trois equations; on trouve

(0 7. (/ * /^3 ) + rA (/^
-

/A) -+- 7 3 (/A
-

/
yJ = -

Cette equation (i) resulterait pareillement de 1 elimination du parametre
arbitraire X entre les deux relations

qui peuvent des lors rcmplacer la condition (i).

En vertu de ces valeurs, 1 equation or
z/&amp;gt;3

x-+- q^
= o peut s ecrirc

x*
2/&amp;gt;,

x -h
&amp;lt;y,

-h X (.r
2

2/; 2
.r +

&amp;lt;/.,
)
= o

;

telle est 1 equation qui determine le troisieme couple (r, c
)
en fonction

des elements des deux premiers (, )
et

(/&amp;gt;,

// ).

1090. Dans les applications, il estsouvent plus commode de substitu-T

aux elements
/&amp;gt;,, &amp;lt;/,, f 2 , 7 2 , /^, 73 ,

les segments Aft, A a
, A, A^

, At-,
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Ac
;
or si a, 3, 7, designent respectivement les milieux des segments aa

,

/;//, cc
,
on a

/?,
= Aa, p.,

= AS, ;;3
= Ay,

et par suite la condition d involution (i) s ecrit

(2 )
A&amp;lt;7.A .S7 -f- A/;. A& -7a -|- Ac. Ac .aS = o.

Cette equation fondamentale eri donne beaucoup d autres. Par exemple,
si Ton fait comcider successivement 1 origine arbitraire A avec chacun

des points &amp;lt;7,

a , b, b
, c, c

,
on obtient le groupe

ab.ab aJ5 a b.a b yfy

ac .ac ay a c.a c
y.y

\ h~ L~t 0~. 1J~ A ,.

(3)
b a.b a! Ba

c
1

a.c a yy.

cb.cb 7& c b.c V 7&

En remarquant que les equations ecrites sur la meme borizontale ont

le meme second membre, on a encore

nb.nb d b.fi b

ac.ac 1 a c.a c
1

be. be b c.b c

ba.ba b a.b a
^

ca.ca c a.c a 1

(4)

Enfin, en multipliant entre elles de toutes les manieres possibles trois

des six Equations (3), prises de telle facon que le produit des seconds

membres soit egal a i, on obtient

ab .bc .ca = a b.b c.c a,

,

ab . be . c a a b . b c
1

.
r&amp;lt;7,

]
ab.b c .ca a b . bc.c

1

a,

\ ab.b c. c a a b .be .en.

Fdisccaux en involution.

4091. On dit que deux faisceaux homographiques de meme centre sont

en involution, lorsqu on peut trouver une droite qui les coupe suivant deux

divisions en involution. Alors, toute autre section rcctiligne des deux fais

ceaux donnera deux divisions en involution (1085).

Dans deux faisceaux en involution, tout rayon eonsidere tour a tour

commc appartenant a run et a I autre jaisceau a toiyours le meme
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hnni ifagnc. Invorsenu nt . deux faiseeaux homographiquc* de meme centre

sont c/i involution s ilexitte un rayon qui, considere suecessivement eon/me

appartenant an premier et an seeo/id Jaisceau, (tit tonjours le iiieine Ito-

mologue (1084).
Deux faisceaux en involution sont determines par deux COUplff dc

ray.ms
.S /.r rayons issus (Tun meme point et conjttgues deux a deux \ont en

involution si quntre (Centre eux, convenablement choisis, out mem: j-ap-

port anharmoniqua t/ue leurs conjugues} et (dors (matre quelconques de res

raYons auront meme rapport anharmonique &amp;lt;nie leurs co/tjugues (
IOS-&quot;j ).

Da/is deux faisccanx en involution, ily a tonjours deux rayons doubles

reels ou iinaginaires ; les rayons doubles forment nn Jaiseeau lt(irmoni(jitc

avec dcii.r rayo/is fomologues quelcontfucs ( 10^(&amp;gt;).

[In a/igle droit tourna/it autour de son sommet entendre deux jais-

eeaux en involution dont les rtiYons doitl/lcs sont imaginaircs (1087, y.).

. Dans deux faisccaux en involution^ il existe toujoiirs un couple

de rayons homolo^urs reetan^tdaires.

En efiet, soient
&amp;lt;?,

a
, b, /;

, r, r ,. . . les points ronjugues deux a deux,

suivant lesquels une transversale L, prise a volonte, coupe les deux

faisceaux dont nous designerons par le centre commun. Les circonfe-

rences circonscrites aux deux triangles Oaa , 0//, se couperoni en un

second point , qui ne sera pas symetrique de par rapport a L, a

moins que les angles ftOa
1

,
I) Ob

,
ne soient droits. 11 existera done en

general un cercle unique passant par et et ayant son centre sur L;

si // et // sont les points ou re cercle rencontre la droile L. n et // seront

deux points conjugue&quot;s de 1 involution traced sur L par les deux faisceaux

(1088), et Tangle //O// sera droit. Ainsi, il y aura un couple unique de

rayons homologues rectangulaires. Mais si les angles aOa ,
bOb

,
etaient

droits, et seraient symetriques par rapport a L, et tout cerclp pas

sant par et ayant son centre sur L, tous les autres couples de rayons

homologues seraient rectangulaires. Ainsi le couple dc rayons homologue*

reclangulaires est uni(jue^ a moi/is tjue tous les couj)les de rayons homo-

logucs ne soient a angle droit ; dans ce cas particulier, les rayons doubles

sont imaginaircs (1087, 2).

1093. Toute transversale L mcnec dans le jilan d nn quodrilatere ABCD
rencontre les (jitatre cotes et les deux diagonales en six points, a et a

,

b et b , c et c
, qui sont en involution (fig. 55i) ;

car les faisceaux homo-

graphiques (AB, AC, AD, Ac
), (CB, CA, CD, Cc

)
detenninent sur L

deux divisions homographiques, et Ton a

(acb c
1

)
= (bca c

}
ou (310) (acb c

}
= (a c be],

d oii Ton conclut (1085) que les segments aa
,
bb

,
cc

, sont en involution.
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Les six droites mcnees (Vim point quclconquc du plan d un quadri-

latere ABCD mix sommets ft aux points dc co/ieoitrs E ct F des cotes

opposes, sont en involution; car le quadrilatere OAFB. dont OF et AB sont

les diagonales, determine, d apres le theoreme precedent, six points en

involution sur la transversale DC
; done, les droites OA et OC, OB et, OD,

OE et OF, qui passent par ces six points, sont en involution.

En placant le point a 1 intersection des deux circonferences dec-rites

sur AC et BD comme diametres, les couples de rayons homologues OA et

OC, OB et OD, seront rectangulaires; done, le troisieme couple OE et OF
le sera aussi (1092), et, par suite, la circonference decrite sur EF cornme

diametre passera par les deux points commons aux deux premieres;

done, les trois circonferences decrites sur les trois diagoncdes AC, BD, EF,

d un quadiilatcre coinpltt comme diametrest se coupent aux deux menies

points; d ou Ton peut conclure immediatement le theoreine du n 393.

Fig. 553.

1094. Quand un quadrilatere
ABCD cst inscrit dans un cercle,

line transversale quclconque L situec

dans son plan rencontre les deux

couples de cotes opposes et le cercle

en trois couples de points (a, a ),

(/;, //), (&amp;lt;

- ,/), qui sont en involu

tion (fig. 55-2).

En effet, les droites qui joignent

aux points fixes A et C un point

1095. Quand un quadrildterc

abed cst circonscrit a un cercle,

si d un point sitiie dans son plan
on mene des droites Qa,Qb, Oc, Qd,
a ses sommets et deux tangrntes OE,

OF, a la courbe, les trois couples de

droites Od et Of, 06 at Or/, OE et

OF, sont en involution (fig. 553).

En diet, une tangente, en roulant

sur le cercle, trace sur les langentes
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mobile qui decrit la circonference,

formont deux laisroaux homographi-

ques (1082); par suite, cesfaisooaux

tr?cent sur L deux divisions homo-

graphiques dont * et/sontles points

doubles. Dailleurs. comme AB et

CD, AD el ED, sont deux couples ie

rayons homologues des deux fais-

ceaux ; a et b, // et a
,
seront deux

couples de points homologues des

deux divisions. Done (1092), les

trois couples (ti, a
1

}. (b t
b }, (*,/),

sont en involution.

Au lieu de prendre les deux cou

ples de c6tes opposes, on pourrait

prendre un couple de c6ts opposes

et les deux diagonales; le theoreme

subsislerait, car ces quatre droites

forment aussi un quadrilatere inscrit

an meme cercle.

II resulte du theoreme precedent

que xi un quadrilatere inscrit a un

ccrclc sc deforme dc telle sorte
&amp;lt;jue

trois dc sex cotes tourncnt nutour da

troi.s j)oints en ligne droitc, le qua-
trieme cote tourne aussi autour d un

point fixe de cettc droitc.

On deduirait aisement de la une

solution de ce probleme : In.scrire

dans un cercle un triangle do/it les

trois cotes passent par trois points

en ligne droitc.

COURBES USUELLES. 365.

|

fixes nl et cil deux divisions homo-

graphiques(:ni, 10SO). Los droites

inenees du point () a ces divers points

forment done deux faisceaux homo-

graphiqucs dont OK et OF sont les

rayons doubles. D ailleurs, comme/ /

et d, b et r, sont deux
coupl(&amp;gt;s

do

points homologues des deux divi

sions ; On et
&amp;lt;7,

b et Oc, sont deux

couples de rayons homologues des

deux faisceaux. Done (1085), les trois

i couples Od el Or, Ob et Or/, OE et

( OF, sont en involution.

An lieu de prendre les deux cou

ples de sommets opposes, on pourrait

prendre un couple de sommets op

poses et les deux points de concours

i e et/des c6tes opposes ;
le theoreme

subsisterait, car ces quatre points

sont aussi les sommets d un quadri

latere circonscrit an m6me cercle.

II resulte du theoreme precedent

que .vi un quadrilatere circonscrit a

un cercle se dejonne de telle snrte

(fuc trois de scs sommets glisscnt ,sur

trois droites passant par un meme

pointy le fjuatricme sommet decrira

aussi une droite passant j)ar ce

point.

On deduirait aisement de la une

solution de ce probleme : Circon-

scrirc a un cercle un triangle dont

les sommets reposent sur troi.s droi-

\ tcs donnecs ct passant par un meme

\ point.

Le theoreme du n1094est du au celebre geometre francais Desargues

(premiere moiti6 du xvne
siecle) ; toutefois, les anciens (Collections

dc
P;t]&amp;gt;pus}

en ont connu des cas particuliers.

Generation ct classification des coniques.

1090. On nomme conicjucs les sections planes d un cone quelconque a

base circulaire.
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On sail que :

Lorsqaun point mobile decrit un

cercle, /6 .v droites f/ni joignent cc

point a deux points fixes dc la cir-

conferenee forment deux faisceaux

homographiqucs.

GEOMETRIE DANS I/ESPACE.

Lorsquune droite mobile envc-

loppe an cerclc, die trace, sur deux

tangentcs fixes de ce ccrcle., deux

divisions homographiqu.es .

Une conique n etant que la projection d un cercle, et Thomographie de

deux divisions ou de deux faisceaux se conservant en projection, on voit

que :

Lorscjii un point mobile decrit une
\ Lorsqu une droite mobile enve-

conique, les droites qui joignent cc \ loppe une conique, elle trace, sur

point a deux points fixes de cette

conique forment deux faisceaux ho-

wograp/iif/Kes .

1097. UECIPROQUEMENT :

La courbe, lieu dcs intersections

des rayons homologues de deuxfais

deux tangentcs fixes dc cette co-

nif/ue, deux divisions hornographi-

qu.es.

La courbc, enveloppe des droites

qai joignent les points homologues
ceaux hornogra])Jiiques (sit lies dans

;

de deux divisions Jiomograjjlnqucs
un meme plan], cst une section co

nique.

Solent P et P les centres de deux

faisceaux (fig. 554). Observons :

i Qu une droite quelconque da

(
dont les bases sont dans un meme

plan], est une section conique.

SoientCKr et Ojr les bases de deux

divisions (fig. 555). Observons:

i Que, par un point quelconque

plan rencontre la courbe en deux da plan on peat mener a la courbe

points (reels ou imaginaires); car

les deux divisions determinees sur

cette droite par les deux faisceaux

sont homographiques; elles ont done

deux points doubles reels ou imagi

naires.

2 Que la courbe passe par les

centres P et P dcs deux faisceaux;
car la droite PP consideree comme
un ra,yon du faisceau P, rencontre

en P le rayon homologue du fais

ceau P . On voit de meme que la

courbe passe en P.

3 Que la tangente en P est le

deux tangcntes (reelles ou imagi

naires); car les deux faisceaux con-

centriques qu on obtient en joignant

ce point aux divers points des deux

divisions sont homographiques; ils

ont done deux rayons doubles
(
reels

ou imaginaires).

2t Que la courbe est tangente aux

bases Ox et Oy des deux divisions;

car la droite Ox unit deux points

homologues des deux divisions
,
sa-

voir : le point considere comme

appartenant a la division Oy et le

point homologue de la division Ox.

On voit de meme que la courbe

louche Oj.
3 Que le point de contact P de
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rayon da faitceau P f/id ext I homo

logue.
dc la droite P P considen -c

coninic rayon dn Jaiscean P
; car,

lorsque lo point a de la courbe vicnt

en P, le rayon P&amp;lt;7 doviont lanucnt

en P et son homologue PV/ vient se

confundre avec P P. De meme, la

tangente en P est le rayon dn Jaix-

ceait P
f/iti

ext Ckomologue dc la

droite PP conxidcree coinme rayon
(In faixccau P.

Fig. 554.

COURSES USUELLES.

la tangente ./* ext le point (fni, xnr

eette droite, repond au point () con-

sidere coinme appartenant a la di

vision Or; car, lorsque la tangente

y.am se confond avec O.r, le points
! devicnt le point de contact P et son

homologue a arrive en 0. De m6me,
le point de contact P de la tan

gente y ext riiomolognc du point ()

considere coinme appartenant a la

division Ox.

Fig. 555.

Cela pose. par le point de con- I

cours des tangentes en P et
i

en P a la courbe consideree PP , queOz; inscrivons dans Tan

menons dans 1 e^pace une droile

quelconque Oz; dans Tangle zOP,
inscrivons un cercle tangent a OP

au point P, et designons par Q le

point ou ce cercle louche Oz.

a etant un point quelconque de

la courbe PP
,
menons P a qui

coupe OP en w, puis Q/n qui ren-

contre le cercle en . Quand le

point dcrit la courbe
,

les

droites P et Qa engendrent
;

deux faisceaux homographiques; j

Cela pose, par le point menons

dans 1 espace une droite quelcon

un cercle tangent a Ox en P, et de

signons par Q son contact avec Oz.

a etant un point quelconque de

la courbe Pr/P
,
menons la tangente

correspondante qui coupe Ox en m
et Ojen a; puis, par /;/, menons la

tangente ma au cercle Q^ P, et de

signons par a le point oil cette tan

gente coupe Oz. Quand le point a
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mais les faisceaux decrits par P et 1 decrit la courbe PaP
,
les points

Qa
1

sont homographiques (1096),

et il en est dp meme par hypo-
these des faisceaux engendres par

et m tracent sur Or et 0-r deux divi

sions qui, par hypothese, sont homo

graphiques; les divisions tracees sur

Pa et P a. Done les droites P&amp;lt;7
j

O.r et Oz par in et a sont aussi ho-

et Pa engendrent deux faisceaux
|

mographiques(lOOC); done, les points

homographiques, et par suite les a et a decrivent sur Ojet sur Oz

points a et a
,
ou les rayons mo- I deux divisions homographiques. Les

biles Pa et Pa rencontrent les
j

points P et Q sont deux points ho-

droites fixes OP et OQ, forment I mologues de ces deux divisions (in

sur ces droites deux divisions ho-

mographiques. Les points P et Q
sont deux points homologues de

)&amp;gt; ces deux divisions (m est alors

en 0); de plus, le point est un

point correspondant commun (m
est alors en P). Done (1073) la

droite ax coupe la droite fixe QP
en un point fixe S.

Par consequent, I ceil etant place

en S, la droite P /n sera la pro-

jection de Q/;/, et Pa sera celle

de Pa
; done, a sera la projection

de a
,

et enfin la courbe propo-

se&quot;e PaP sera la projection du

cercle Pa Q (*).

est alors en 0) ;
de plus, le point

est un point correspondant commun

(m est alors en P). Done, la droite

mobile ax coupe (1073) la droite fixe

QP eri un point fixe S.

Par consequent, 1 oeil elant place

en S
,
la droite a/;/ sera la projec

tion de a
/?/, et comme la premiere

enveloppe la courbe PP et que la

seconde enveloppe le cercle
Q&amp;lt;? P,

on voit que la courbe Pa? est la

projection du cercle P^ Q.

1098. Les principales proprietes des coniques r&ultent aisement de ce

double mode de generation. Ces deux generations, Tune par point, I autre

par enveloppe, etant correlatives, lorsque, en parbint de Tune d elles, on

aura demontre un theoreme, il suffira, pour demontrer le theoreme corre-

latif, de parlir de I autre mode de generation etde faire des raisonnements

correlalifs des premiers.

Cinq tangentes determinant unc

coniquc ; car, en considerant deux

de ces tangentes comme fixes
,
les

trois autres traceront sur elles trois

couples de points homologues des

deux divisions homographiques qui

duterminent la conique.

points dctcnninent unc cn-

nique ; car, apres avoir pris deux de

ces points |&amp;gt;our
centres des deux

faksceaux generateurs, il suffit de

joindre chacun d eux aux trois autres

points pour avoir trois couples de

rayons homologues.

(*) Eugene Roucnii, Bulletin de la Societe Philomathiqne, i
er

juillet t8G5.
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1099. Lrs dctt.f faisct aiix komograpfaque* f/iti
dctcnmucnt la

cor/it/itr

nut deux couples fit; rayons parallrles (r6els ou imaginuires); car si I on

transporte Tun des faisccaux parallelement a lui-meme de faron que son

&amp;lt;vntM
i coincide avec le centre de 1 autre fai^reau, on a deux faisceaux

homographiques concentriques qui ont (1081 )
deux rayons doubles (reels

ou imaginaires).

Si les deux couples de rayons paralleles sont imaginaires, la courbe n a

aucun point a 1 infini
;
elle est fermee, et nous lui donnerons le nom d el

lipse, en nous reservant de demontrer plus tard son identite avec 1 el-

lipse definie au n 949.

Si les deux couples de rayons paralleles sont reels, la courbe a deux

points a 1 infmi
;
nous lui donnerons le nom ^hyperbole, et nous demon-

trerons plus tard son identite avec 1 hyperbole definie au n 97G.

Enfin, si les deux couples de rayons paralleles comcident, la courbe a

deux points a Tinfini confondus en un seul, et par suite elle est tangente
a la droite de Pinfini; nous lui donnerons le nom de parabole , et nous

demontrerons plus tard son identite avec la parabole definie au n 1004.

Tels sont les trois genres de coniques. Comme varietes de ces courbes,
on pent avoir :

i Deux droitcs (reelles, co incidentes ou imaginaires), lorsque les deux

faisceaux sont concentriques (1081), ou lorsque la droite qui unit leurs

centres est un rayon homologue commun (1080) ;

2 Deux points (reels, co mcidents ou imaginaires), lorsque les deux

divisions ont la meme base (1075), ou lorsque le point d inlersection des

deux bases est un point homologue commun (1077).

1100. Les theoremes de Pascal (322) et de Desargues (1094), les pro

positions correlatives ainsi que leurs corollaires, sont applicables aux co

niques; les demonstrations donnees aux nos
322, 323, 1094, 1095, sub-

sistent sans modification.

Le theoreme de Desargues a etc generalise par Sturm (Annalcs de

Gergonne, t. XVII). Considerons une suite de coniques circonscrites a un

meme quadrilatere: soient aa
,
bb

,
re ,..., les segments que ces coni

ques interceptent sur une transversale quelconque L, et /;//, y&amp;lt;/ ,
les seg

ments de cette meme droile compris entre les deux couples de cdtes op

poses du quadrilatere. Les deux couples de points (/&amp;gt;,/.&amp;gt; ), (&amp;lt;y, &amp;lt;/ ), deter-

minent sur la droite L une involution a laquelle appartient ,
en vertu du

theoreme de Desargues, chacun des couples (, ), (/&amp;gt;,
6

), (c, c ),...;

done ces derniers couples de points forment une involution, et Ton a ce

theoreme : Les co/iiyucs fjni passent par (juatrc points fixes determinent
sur une transvcrsale (juelconque une serie de points en involution. On
demontrerait pareillement le theoreme correlatif : Les tangentes menees
&amp;lt;run meme point aux coniqitex tangentes a

(fit
atre droitcs fixes forment

nn faifiCcau en involution.

II.
-&amp;gt;6
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Pole et polairc dans les conique.s.

1101. Si par an point pris dans Ic plan d unc coniquey on mene uim
secantc qui rencontre la courbe en deux points m ct m (reels on imagi-

naircs}j et si ton determine le conjugue harmonique da point par
rapport aa segment mm ,

le lien da point , lorsque la secante lournc

antoar da point 0, est line lignc droite (fig. 556).

Fif?. 556. Fig. 55;.

0^f;T

En effet, menons deux secantes fixes 0&amp;lt;r/
,
Obb 1

,
et prenons a et b pour

les centres des deux faisceaux homographiques ge&quot;ne&amp;gt;ateurs
de la conique.

Ces faisceaux determinent sur la transversale Omm deux divisions homo

graphiques dont m et m sont les points doubles. Les points a et a
,

oil

cette transversale rencontre les cordes ab et a b
1

,
sont d ailleurs les ho-

mologues du point conside&amp;gt;e successivement comme appartenant a la

seconde et a la premiere division; done (1078) le point est le conjugue

harmonique de par rapport a aa
,
et par suite, quand la transversale

Omm tourne autour du point 0, le point de&quot;crit la polaire de par

rapport a Tangle bub
,

forme&quot; par les cordes ab et a b .

Le point et la droite ^0 sont dits pole et polairc par rapport a la

conique.

En observant que la polaire de par rapport a Tangle bub ren-

ferme (330) le point d inlersection des droites ab et ba\ on voit, par la

demonstration meme qui precede , que : Si par an point pris dans le

plan d une conique on mcnc deux secantes Oaa , Obb
,
et si ton prend

les points de rencontre a et v des droites qui joignent deux a deux les

extremites des cordes aa et bb
,

le lieu des points u ct v, lorsqu on fait
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varicr les secantes Oaa, Obb , cst la pointre du point (.) par rapport ft

la conitfue.

Quand les droites Ow/, Obb
,
se confondent, les cordes fib, a b

,
sont It-s

tangentes en a et ^
; done, AY par un point /&amp;gt;ri\

dans Ic plan d une co-

ni(/ue on nitric urn- sccante Qfia ct les tangentes at, a 1

1 auxpoints a et a

ou elle rencontre la conujuc, Ic lieu (In point dc concours t de ces tangentes,

lors(jue la transversalc tourne antour de. 0, est la polaire de ce point 0.

La polaire est la corde de contact des tangentes issues du pole; car,

au point de contact X- d une tangente issue du pole ,
les trois points w,

m
, ,

sont re&quot;unis. Par suite
,
la polaire d un point de la conique cst la

tangente en ce point, et inversement, Ic pole d une tangente est son point
dc contact.

1102. Les polaires de tons les points (rune droite passent par le pole

de cette droite; et inversement, les poles de toittes les droites (jui passent

par un point sont situes sur la polaire dc ce point.

En eflet, soient (fig. 55y) un point A et une droite L qui sont p61e el

polaire par rapport a une conique C. A etant un point quelconque de L,

la droite AA coupe la conique en deux points y. et & (reels ou imagi-

naires), et A et A sont conjugufe harmoniques par rapport a xS; done

le point A appartient a la polaire L de A . Ainsi, la polaire d un point

quelconque A de L passe par A; et inversement, le pole A d une droite

quelconque L passant par A est sur la polaire L du point A .

II resulte de la quc toute droite a pour pole I*intersection des polaire s

dc deu.r de ses points, et que tout point a pour polaire la droite
(jui joint,

Ics poles dc deux droites issues de ce point.

Les proprietes des quadrilateres inscrits et circonscrits, et leur de

monstration (3i3 et 341), s appliquent aux coniques.

1103. La polaire d un point coupe la conique en deux points reels

ou imaginaires, qui sont les points de contact des tangentes reelles ou

imaginaires issues du point 0.

Lorsque la polaire du point coupe la courbe en deux points reels,

de ce point on peut mener a la conique deux tangentes reelles, ct 1&amp;lt;

point est dit exterieur a la conique.

Lorsque la polaire du point rencontre la courbe en deux points ima

ginaires, les deux tangentes issues du point sont imuginairos, et le

point est dit interieur a la courbe.

La region inte&amp;gt;ieure et la region exterieure ont pour ligne de demar

cation la conique elle-m6me qui est le lieu des points dont les polaires

louchent la courbe, c est-a-dire ont chacune avec la courbe deux points

communs rebels et co incidenls.

Conside&quot;rons une conique C et un point exterieur T (fig. 607 ). La po

laire de ce point rencontre la courbe en deux points reels * et
&amp;lt;

et les
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droites Ta, Tp, sont les tangentes re&quot;elles issues du point T. Nous donne-

rons a Tangle aT(3 forme par les directions Ta et Tp le nom Wangle des

tangentes, et nous appellerons Tangle pTa forme par la direction Tp et

par la direction Ta opposee a Ta Vangle supplement/lire des tangentes.

Cela pose , prenons les points a et p pour centres des deux faisceaux

generateurs de la conique , et considerons une droite quelconque TL ou

TL issue du point T. Les deux faisceaux traceront sur cette droite deux

divisions homographiaucs en involution; car le point T, considere stic-

cessivement comme appartenant a Tune ou a Tautre de ces divisions
,
a

toujours pour homologue le memo point A (ou A ), ou la polaire ap de T

rencontre la transversale TL (ou TL). Les points doubles, reels ou ima-

ginaires de cette involution, seront les points re&quot;els ou imaginaires com-

muns a la transversale et a la conique. Or il est aise de voir que ces points

sont reels tant que la transversale est, comme TL , situe&quot;e dans Tangle aTp
des tangentes, et imaginaires lorsque la transversale est, comme TL, placee

dans Tangle (3
T a supplemental re des tangentes. En effet, dans le premier

cas, le segment TA et le segment nri form6 par deux points homologues de

1 involution correspondant a un point quelconque m de la courbe, n em-

pietent pas Tun sur Tautre et, par suite, les points doubles de 1 involution

sont reels
;
maissi TL tourne autourde T de maniere a venir sur TL dans

Tangle supplementaire, les points n et/z glissent sur les droites fixes
a&amp;lt;?,

P 6, se croisent en p, et sont ensuite de part et d autre du point T ;
les seg

ments nn et TA empietant Tun sur Tautre, 1 involution a ses points dou

bles imaginaires. Ainsi la courbe est sititee tout entiere dans Vangle aTp
des tangentes issues d un point exterieur quelconque T (et dans son op

pose* par le sommet).

1104. Deux points A et A (fig. 55y) sont dits conjugues par rapport a

une conique lorsque la polaire de Tun passe par Tautre. Ces points sont

conjugues harmofiiques par rapport aux deux points (reels ou imagi

naires) a et p suivant lesquels la droite AA qui les joint rencontre la

conique. Lorsque les points a et p sont reels, Tun des points A et A est

interieur et Tautre exterieur a la courbe.

Plusieurs couples de points conjugues sur une meme droite formcnt
une involution dont les points doubles sont les points ou la droite coupe
la conique (1086). Quand ces points doubles sont imaginaires, il existe de

chaque c6te&quot; de la droite un point d ou Ton voit sous un angle droit

chaque couple de points conjugues (1087, 2).
Deux droites L et L sont dites conjuguecs par rapport a une conique

lorsque le pdle de Tune est situs sur Tautre. Ces deux droites sont con

juguecs harmoniques par rapport aux deux tangentes re&quot;elles ou imagi

naires issues de leur point d intersection
;
Tune au moins des droites con-

juguees rencontre toujours la courbe.

Plusieurs couples de droites conjuguecs issues fl itn meme point forment
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//// fdiseeau en involution dont les rayons doubles sont les tangentes

(reelles ou imaginaires) issues de ce point. Done (1092), par un point

qut lconque (lit i)l(in
d une eonique passe toujours tin couple de droites

conjuguees rcctangultiires; et il n en passe en general qu un soul, a moins

que tous les couples de droites conjugates passant par ce point ne soient

rectangulaires, ce qui a lieu pour certains points remarquables dont nous

parlerons plus tard.

MOo. Les polaires OA, OB, OC, OD, de qiuttrc points a, b, c, d, si-

tut S sur nnc meme droita L, forme/it un faisceau dont Ic rapport anhar

monique est eg(d a celui des quatre points.

En effet, soient &amp;lt;?

,
&

,
c

t
d

,
les points ou la droite D rencontre le

faisceau (0,ABCD). Comme le centre du faisceau est le pole de la

droite L (H02), les points a et
,
b et b

,
c et c

,
d et d

,
sont conju-

gus; ils forment done une involution et, par suite, le rapport anharmo-

nique (abed) est egal au rapport anharmonique (tt
b c d 1

), qui n est autro

que le rapport anharmonique du faisceau (0,ABCD).

Diametres et centre.

HOC. Les deux points de rencontre a et
(3
d une conique et d une droite

sont reels ou imaginaires, mais le point milieu du segment a(3 est toujours

re&quot;el
;
c est le conjugue harmonique par rapport a aS du point situe a 1 infini

sur la droite considered (1080). II resulte de la que le lien des milieux

des cordes d une conique paralleles a une direction donnee est une ligfir

droite; c est la polaire du point a 1 infini commun a toutes ces cordes.

Cette droite
, qui passe evidemment par les points de contact des tan

gentes paralleles a la direction donnee, a regu le nom de dinrnetrc.

A chaque direction des cordes repond un diametre. Tous les diametres

passent par un point unique, p61e de la droite de Tinfini (1102) et qu on

nomme centre de la conique.

La polaire du centre etant la droite de Tinfini, les tangentes reelles ou

imaginaires issues du centre ont leurs points de contact a 1 infini; on leur

donne le nom &amp;lt;\ asymptotes.

Quand un angle est circonscrit a une conique , la droite qui joint le

sommet tin milieu de la corde dc contact est un didmetre ; car c est la

polaire du point a Tinfmi situe sur cette corde.

1107. On donne le nom de diametres conjiigues a deux droites conju-

gue&quot;es quelconques passant par le centre
,
c est-a-dire a deux diametres

tels, que le pole de 1 un soit situe sur 1 autre. Le p61e d un diametre 6tant

a Tinfini sur la direction des cordes correspondantes, on voit que : Quand
deux diametres sont conjugues , chacun d cux est parallele aiuc cordes

que 1 autre divise en deux parties egalcs.
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La polairc L d un point jj da plan (Vunc conique est parallele an dia-

metre conjugue Ob tie cchti Or/ qui passe par ce point \fig. 558) ;
car

Fig. 558.

cette polaire doit passer par le pole du diametre Oa, et ce pole est a 1 in-

fini sur Ob. En designant par // le point ou le diametre a O ap rencontre

la droite L, les quatre points a\ /? , #, /;, forment une proportion har-

monique, et Ton doit avoir Oa = Op.Op . En particulier, les tnngentes
T et T menees aux extremites d un diametre aa sont paralleles a son

conjugue Ob.

Ptasieurs couples de diametres conjugues forment un faisceau. en

involution (1091) dont les rayons doubles sont les asymptotes (reelles ou

imaginaires) de la courbe. On conclut de la qu il existe toujours un sys-

teme de diametres conjugues j ectangulaires, et un seul
(
a moins que

tous ne le soient, auquel cas la courbe est un cercle
) ;

chacun de ces

diametres, divisant alors en deux parties egales les cordcs perpendi-
culaires a sa propre direction, est un arc de symetrie; une conique a

done deux axes, Les deux axes etant conjugues harmoniques par rap

port aux asymptotes et etant a angle droit 1 un sur Tautre, sont (333)

les bisser.trices dcs angles formes par les deux asymptotes (reelles ou

imaginaires).

On nomme cordes supplementaircs deux cordes qui, partant d un meme

point m de la conique (fig. 55g), aboutissent aux extremites d un meme
diametre AA . Deux cf^clc^supplementaires Aw, A w, sont parallels a

un systeme de diametres conjugues. En effet, soient OC et OD deux dia

metres respectivement paralleles a A / et a Am. OC passant par le

milieu de AA passera par le milieu &quot;K^de Awz; il divise done en deux

parties egales les cordes paralleles a OD, et par suite OC et OD sont

conjugues. Inversement, deux droites km et A /w menees par les extre

mites d un diametre AA
, pnrallelcme?it a deux diametres conjugues

quelconques OD et OC, se coupent sur la conique. Car d^signons par p le

point ou la corde Am parallele a OD coupe la conique, et menons j*A ;

les cordes supplementaires Ap, A p, seront paralleles a deux dia

metres conjugues; et comme A
p.

est parallele a OD, A
jz

doit etre paral

lele a OC; elle ne differe done pas de A m et les points m et
/*

se con-

fondent.
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Cela
pose&quot;,

conside&amp;gt;ons separement 1 ellipse, I hypcrbole et la parabole.

H08. L ellipse n ayant aucun point a 1 infini, la droitc do 1 infini esl

exte&quot;rieure a la courbe, et son pdle 0, c est-a-dire le centre de 1 ellipse ,

est a 1 interieur de la courbe. Tous les diametres rencontnmt la courbe

en deux points reels sont limites
;

et cornme les tangentes issues clu

centre sont imaginaires, le faisceau en involution forme par les divers

couples de diametres conjugues n a pas de rayons doubles; done, un

couple quelconque (OA, OB) de deux diametres conjugue&quot;s est separe par

lout autre couple (OC, OD); en d autres termes, si OC est situe dans

Tangle BOA (fig. 55g), OD est exteVieur a cet angle.

L diametre AA elant la polairc dti point a 1 infini, sur le diametre

conjugue OB, les cordes suppldmentaires A/// et A //** tracent sur OB,

quand /// se
de&quot;place sur la courbe, une involution dont B est un point

double. On a done, en appelant n et n les points ou OB rencontre Aw et

A /;/
x

,
la relation

(i) 0//.0/? =OB\

Prenons pour axe des x le demi-diametre OA, dont nous designerons
la longueur par ,

et pour axe des y le demi-diametre OB, dont nous

designerons la longueur par //: y et .r 4tant les coordonnees mp et Op

Fig. 559 . Fig. 56o.

d un point quelconque in de la conique, on a, en considerant d abord les

triangles semblables /iOA et
w/&amp;gt;A, puis les triangles semblables OA cl

O// On
a .r

en multiplant membre a membre et ayant egard a la relation (i), on

obtient pour I equation de 1 ellipse

& X 1 V 2

7* +-9*=
l
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Si Ton designe par x ,r ,
et par x&quot;, 7&quot;,

les coordonnees des extre&quot;mites C
et D des diametres OG et OD paralleles aux cordes A w et Aw, on

&quot;a,
en

considerant d abord les triangles semblables OC// et AVO, puis les trian

gles semblables OD r, A n 0,

/ _ On
y&quot; _0n t

en multipliant membre a membre et ayant egard a la relation (i), on

trouve

r r&quot; hn
c\\ J .y
( j x ~J

~ ~~
a&quot;

Le rapport
y

regoit le nom de coefficient angulaire du diametre OC
;
de

Y&quot;

meme^-7, est le coefficient angulaire du diametre OD.

Lorsqu on prend pour axes de coordonnees les axes mmes de la courbe,

on a, en designant par a le demi grand axe dirige suivant O.r et par b le

demi petit axe dirige suivant Oj,

r 2 V 2

U) 3+$^
(5) *-.= *.

x *&amp;gt;- ~&amp;lt;^

les coordonnees etant alors rectangulaires ,
le coefficient angulaire est

egal a tang COA et -, est egal a tang DOA.

II est facile d exprimer les coordonnees x \ j-&quot;,
de 1 exlremite D d un

diametre OD en fonction des coordonnees x 1

, y
1

,
de 1 extremite C de son

conjugue&quot; OC. En effet, le point C etarit sur la courbe, ses coordonnee?

x et y satisfont a 1 equation (4); on peut done poser

(6) jr =flcosy , j =^sin j&amp;gt;

,

et de meme

( 7 )
x&quot; = a cos

&amp;lt;p&quot;, j&quot;

= b sin
y&quot;.

La relation
(
5

)
devient alors

COS
(tf&quot; y )

= O d oil
&amp;lt;p&quot; -^ -h &amp;lt;^

,

et, par suite,

(
8

)
x&quot; = a sin

cp
= - - y r&quot;

= b cos
&amp;lt;p

= -x
\

pour avoir les coordonnees de 1 autre extremite D du diametre OD, il

suffirait de changer les signes.
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Les relations (6) et (8) donnent

x t + xn^a*, r 2
-hr&quot;

2 =6 2

;

done la snune tics cam s des projections orthogonalcs des deux deini-

diametres conjugm s OC ct OD sur uii a.re est constitute.

En ajoutant les deux egalites precedentes, on a

(
&amp;lt;r &quot;_l_ v

&quot;)
-f- (x

&quot;1
-+ r&quot;

2
)
=

&amp;lt;r H- h* on OC&quot; -+- OD = 2
-+- b 1

;

done, /// sommc dc.\ carrcs dc deu.r denii-didinrtre* conjugues cst con-

ftante.

Le triangle OCD est la moilie du parallelogramme construit sur los

deux demi-diametres conjugues OC et OD. II est egal au trapeze CD/vy,

diminu6 de la somme des deux triangles rectangles OCy, ODr; son aire a

done pour expression

I
(y &amp;gt;+ }

&quot;

(.r -.r&quot;)
- I (- *V)-1*V= { (&quot; I

&quot;-
&amp;lt;&amp;gt;- )

JL * 2* JL i

ou-ab, eu egard aux formules (6) et (8). Done I aire du, pandlelo-

grdtninc construit sur deux dctni-dianwtrcs conjiigiit S cst constantc.

Les deux derniers theoremes sont dus a Apollonius.

La proposition precedente peut s ecrire, d apres une expression bien

connue de 1 aire du triangle,

OC.ODsCOD = ,,*.

Q_ /L

L angle COD de deux demi-diametres conjugues est done maximum

lorsque le produit OC.OD ou son carre OC . OD est minimum
;
ce qui a

lieu pour OC = OD, puisque OC -f- OD est constant. Ainsi, Ics diamvtres

I o/t/HgiH .* qui font le {tins grand &amp;lt;t/iglc
sont Ics dianwtres conjugues cgaux.

Lc carre de leur longueur commune est -
(

2
-+- b*), et Ton a

On deduit de la siny -.= cos?; par suite les coordonnees x ol &amp;gt;

du point C sont alors proportionnelles a a et b, de sorte que les diametre*

conjugues egaux sont dingcs suicant Ics diagonalcs du rectangle construit

sur les axes.

L angle COD de deux demi-diametres conjugues est droit lorsque OC
coYncide avec le grand axe, puis il augmente jusqu a ce que OC soil

dirig6 suivant une diagonale du rectangle des axes; il diminue ensuite et

redevient droit lorsque OC prend la position du petit axe.
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Quand les axes a et b de 1 ellipse sont 6gaux entre eux, Tequation ( 4)

se r&iuit a x 2
-+- y 2 # 2

;
tous les points de la courbe sont done a une

distance du centre egale a a\ en d autres termes, 1 ellipse degenere en un

cercle.

Pour une meme abscisse Op (fig. 56o), c est-a-dire pour une meme
valeur de Tangle p ,

Tordonnee mp de 1 ellipse est sincp ,
et celle np du

cercle d^crit surle grand axe comme diametre est sincp ;
le rapport

est done constant et
e&quot;gal

a -

Uemarquons enfin que Tangle auxiliaire
cp ,

dont Temploi est si com

mode, est preeise&quot;ment Tangle nOp.

1109. 11hyperbole ayant deux points re&quot;els sur la droite de Tinfini, son

centre est exterieur a la courbe (1103); les tangentes Oi/, 0&amp;lt;%
issues du

centre, c est-a-dire les asymptotes, sont done reelles; ce sont les rayons
doubles du faisceau en involution forme par les deux couples de dia-

metres conjugues. II suit de la que deux diametres conjugues quelconques
diviscnt harmoniquement Vangle dcs asymptotes et qu aucun couple de

diametres conjugues n est separe par aucun autre. Enfin
,
de deux dia-

metres conjugues, Tun rencontre reellement la courbe et Tautre ne la

rencontre pas (1103).
Les portions AE, AE (fig. 56

1),
d une tangente comprise entre Vhy

perbole et ses asymptotes, sont egales ; car les asymptotes Ow et Oc,

le diametre OA^cet son conjugu^ Ojforment un faisceau harmonique, et

la tangente EAE ,
etant parallele au rayon Oy de ce faisceau (1107), est

divisee en deux parties e&quot;gales par les autres rayons. II suit de la que si

Ton mene AP et AP paralleles aux asymptotes, P est le milieu de OE et

P le milieu de OE
; done, lorsquon prcnd les asymptotes pour axes de

coordonnees, la sous-tangente OE est double de Vabscisse OP du point
de contact.

Les portions gm et g in d une secantc gg , comprises entre rhyperbole
et ses asymptotes, sont egales. En effet, soit EAE la tangente parallele a

gg ,
et OA le diametre qui passe au point de contact; ce diametre divise

la corde mm de Thyperbole en deux parties i/ii et im 4gales entre

elles
; mais puisque A est le milieu de EE

,
i est e&quot;videmment le milieu de

la parallele gg \
done ig

= ig , et, par suite, ih im ou gm est egal a

ig im ou a g m .

Une tangente quelconque EAE , lorsque son point de contact A se de&quot;-

placesurla courbe, trace sur les asymptotes (1096) deux divisions homo-

graphiques; et comme le point correspond evidemment a Tinfini dans

Tune et Tautre division, le produit OE.OE est constant; il en est done de

meme de Taire du triangle OEE et, par suite, de Taire du parallelogramme
OPAP qui est la moitie de ce triangle. On voit par la que si Ton designe
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par JL- et r les coordonnees d un point quelconque A de 1 hyperbole rap-

porte&quot;e
a ses asymptotes. OK et Or, on a pour 1 equation de cette courbe

n = const.
T. 56i.

1110. AOA etant un diametre transverse quelconque de 1 hyperbole,

menons les tangentes en A et A quicoupent les asymptotes, la premiere

en E et E
,

I autre en F et F . Les triangles OAE, OAF
,
sont e&quot;gaux puis-

qu ils ont leurs angles respectivement egaux et que OA = OA
;
done

AE = AF
; par suite, les droites EE

,
FF

,
sont

e&quot;gales, et, comme elles sont

paralleles (H07), la figure EFF E est un paralle&quot;logramme dont est le

centre. Soient B et B les points oil le diametre yOy
1

conjugue de OA ren

contre EF et E F
;
B est le milieu de EF, B celui de E F

,
les droites AB

,

A B, sont paralleles a 1 asymptoteOw, et les droites AB et A B a 1 asymp-
tote Oc.

Cela tkant, posons OA =
,
OC = b . et prenons les deux demi-dia-

metres conjugues OA.r, OBj&amp;gt;-, pour axes de coordonnees; m etant un point

quelconque de 1 hyperbole, les deux cordes supplementaires A///, A /;/,

determinent sur le diametre yOy deux points n et n qui engendrent
une involution (1 108) dont B et B sont evidemment deux points homo-

lo^ues. On a done
0//.0/? = OB.OB = // .

Des lors, tous les raisonnemenls fails et les re&quot;sultats obtenus pour

1 ellipse subsistenl, en changeant b
2 en b 3 ou b en b y i. Ainsi :

i L hyperbole rapportee a deux diametres conjugues a pour Equation

^_^_
f

a* b&quot;

~

Pour x =-- o, on a y =. b \/i ;
de la le nom de longueur du dcmi-

didiiietrc no// transverse attribuea OB = b .

n et b 6tant les longueurs des deux axes, on a
,
en prcnant ces droites

pour axes de coordonnees rectangulaires,
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Les triangles semblables#*0, EAO, donnent

gi EA b - -&amp;gt;

?
=
GA

= ou
**;?*

on a d ailleurs, par 1 equatiori de 1 hyperbole,

done, en retranchant,
2 2

gi mi = bn

ou

b 2 = (gi -+- mi] (gi mi) = gm.gm = mg.mg ,

ainsi le produit des segments d une secantc, compris entre un point de la

courbe et les asymptotes, est egal au carre du demi-diametre parallels

a la secante.

2 La relation entre les coefficients angulaires de deux demi-diametres

conjugues est

^7-^7/= ou ^7.^ = ,

x x a x x a

suivant qu on prend pour axes de coordonnees les demi-diametres con

jugues a! et b ou les axes a et b de la courbe.

3 Les coordonnees de 1 extremite d un demi-diametre s expriment en

fonction des coordonnees de 1 extremite du demi-diametre conjugue par

les formules

, .

b \J i a

qui sont dues a M. Chasles. (4pergu historique, etc.]

4 La difference des carres des projections de deux demi-diametres

coTijugues sur un axe est constante. La difference des carres de deux

diametrcs conjugues quelconques est constajite, ainsi que Vaire du paral-

lelogramme construit sur ces diametres.

La relation an b 2 = a? b2 montre que si a est different de b, a e^I

different de b
; Vhypcrbolc n a done pas de diametres conjugues egaux.

Si a = b, on a a b
,
c est-a-dire que tout diametrc est alors egal &amp;lt;i

son conjugue, et 1 hyperbole est dite equilatere. Le parallelogramme

EE F F construit sur deux diametres conjugues quelconques est dans

ce cas un losange ,
et les asymptotes qui en sont les diagonales sont alors

rectangu laires .

Nous avons vu (1109) que 1 hyperbole rapportee a ses asymptotes a

pour equation xy= K2

;
en supposant que dans \afig. 56 1 les droites OA
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el oil soient les axes a et b de la courbe, le parallelogramme OAE B sera

un rectangle, et les coordonnees OP et P A du sommet A par rapport

aux asymptotes, seront Tune et 1 autre e&quot;gales
a la moitie de la diaizonalc

yV -+- b do ce rectangle ;
on a done

pour une hyperbole quelconque, et en particulier pour 1 hyperbole equi-

it&i* K*s !o*. On donne souvent a cette constante K 2

, que nous
&quot;2

venons d exprimer en fonction des axes, le nom fa puissance dc &amp;lt;&quot;/n

/&amp;gt;(/-

1111. La parabole etant tangenle a la droite de I infini, son centre qui

est le pdle ou le point de contact de cette tangente disparait a I infini.

Done, inns les iliametres nx
, //, AX,..,, sont pnrtillt lcs, et cette courbe

n a qu un axe AX a distance finie. Le point A, ou cet axe rencontre Id

/courbe, est le sommet (fig. 56^) de la parabole.

Fig. :&amp;gt;G&amp;gt;.

Une tangente mobile determine sur deux tangentes fixes d une conique

deux divisions homographiques (1090) ;
dans la parabole, ces deux divi

sions homographiques sont semblables (1074), puisque la droite de I infini

etant une des positions de la tangente mobile, les points a I infini dans

les deux divisions sont homologues. Done, toutcs les tangentes a la ixira-

hole diciscnt deux tangentes fixes en parties proportion/idles ; et r^cipro-

quement, si deux droites fixes sont dicisees en parties proportion/idlest

/ encr/oppe des droites
ffitijoigncnt les points homologiies, est une parabole

ttinentc aux deux droites fixes. Celte propriety est trcs-utili* dans les

applications.
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Prenons pour axes de coordonnees un diametre quelconque ax et la

tangente ay a son extremite a
;
m et n etant deux points quelconques de

la parabole, menons les ordonnees mr et nq, la droite an et le diametre mi

qui coupent mr en c et en c . On a (1108)

mr rc.rc
;

mais

re
A?&amp;lt;jr,

et =

Doric

re . re mr nq
ou = - -

ar ar aq

r
2

En d autres termes, 1 expression estconstante; en la desigmint par 2;;,

1 equation de la parabole rapportee aux axes de coordonnees ax et ar est

j
2 =

2/?.r.

La valeur de p varie avec la position du point a de la courbe, que Ton

prend pour origine. Au sommet A, les axes deviennent rectangulaires, el

la valeur correspondante de la constante p est ce qu on appolle le para-
metre de la parabole.

Soit nt la tangente en n qui coupe ax en t\ nq est la polaire du

point t (1101 ) ; par suite, les quatre points t, a, q,
QO

?
torment un systemo

harmonique. On a done at = aq, d ou tq ~ iaq. Ainsi, dans la parabole,

la sous-tangente (c est-a-dire la portion tq du diametre ax comprise entre

les pieds de 1 ordonnee et de la tangente) est double de rabscisse da point

dc contact.

Foyers et directrices.

1112. On nomme foyer tout point du plan d une conique autour duquel

chaque droite est perpendiculaire a sa conjuguee.

Un foyer ne peut se trouver que sur un axe; car, pour tout autre point

du plan le diametre qui passe par ce point et la parallele au conju-

gue&quot;
de ce diametre forment un couple de droites conjuguees non rec

tangulaires.

Pour prouver qu un point F d un axe est un foyer, il suffit de demou-

trer qu on peut mener par cc point F un couple de deux droites conju

guees rectangulaires et non paralleles aux axes; car 1 axe propose et la

parallele a 1 autre axe mene par le point F formeront un second couple

de droites conjuguees rectangulaires, et Ton sail (1092) qu aulour d un

point tous les couples de droiles conjuguees sont rectangulaires des quo

deux couples le sont.
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Cela
pose&quot;,

ronsiderons Yellipsc. Soient 0, le centre; On et Or, les

directions des deux axes dont nous de&quot;signerons les demi-longueurs p;u

a el p; Ox et Of*, les directions des diagonales du rectangle construit sur

Jes axes; F, un point quelconque de 1 axe 0, et GDP, la polaire du

point F par rapport a 1 ellipse (fig. 563). Menons FQ parallele a 0&amp;gt;. Le

pdle de FQ sera le point P commun a GD et a Op, de sorte que FP sera

Fig. 5f&amp;gt;3.

.

la conjuguee de FQ. Done, pour que F soit un foyer, il faut et il suflit

que Tangle QFP soit droil, c est-a-dire qu on ait

FD ^PD.DQ = DG.DQ.

Mais on a

DQ DG
|3 DG.DQ _ V

FD~uIT~a UOU FlTOD^?1

On en deduit, par division

FD

d ou

c &
OD

~
*&quot;

D ailleurs, puisque GP est la polaire de F, on a

(1} OF.OD=a3
.

En multipliant (i) et (-2), on obtient

OF* = x 2 S 2

,
d ou OF = y/a p .

II y a done sur On deux foyers qui sont reels ou imaginairos. suiviinl
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quo a est supe&quot;rieur
ou inferieur a p. Ainsi, 1 ellipse a deux foyers reels sur

le grand axe et deux foyers imaginaires sur le petit axe; et si Ton de-

signe par , b, c, le demi grand axe, le demi petit axe et la demi-dis-

tnnce focale OF, on a

,..2 = a* b\

Considerons maintenant Vhyperbole. Soient le centre; Ow et Oc
les directions des deux axes- dont nous de&quot;signerons les demi-longueurs

(1110) par a et (3; OA une asymptote; F un point quelconque de I axe

Ow, et GD la polaire du point F par rapport a I hyperbole (fg, 564). Me-

nons FQ parallele a 0)^
;

le pole de FQ sera le point G commun a 0&amp;gt; et

Fig. 564.

! V

fb x F w

a GD, de sorte que FG sera la conjuguee de FQ. Done, pour que le

point F soit un foyer, il faut et il suffit que Tangle GFQ soit droit, c est-

a-dire qu on ait

Mais on a

QD DG g
DF

&quot;

OD
~~

a

On en deduit, comme ci-dessus,

OD a

OF a 2
-h P

2

OD a-

D ailleurs, puisque GD est la polaire de F, on a

le signe convenable ctant 4- si est I axe transverse, et si OK est
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1 axe non transverse. En multiplkmt (i) et (2), on oblienl

d ou OF=

Ainsi
,

1 hyperbolo a deux foyers re&quot;els sur 1 axe transverse et deux

foyers imaginaires sur 1 axe non transverse. En designant respectivement

par &amp;lt;?, /;, r, le demi-axe transverse, le demi-axe non transverse et la domi-

distance focale OF, on a

r j = a* -+- b\

1113. Dans le plan d une conique a centre, considerons deux droites

consignees reclangulaires quelconques K.v et Kt (Jig. 565); designons

Fig. 565.

par m et m les points ou elles coupent 1 axe OA, par p et p ceux ou

elles coupent 1 axe OB, et par // et n les points ou elles rencontrent le

diametre OC relatif aux cordes parallMes a Kt. Le point n sera le p61e
de K/, et Ton aura

o//.o// = oc
2

.

Menons la tangente CE et la normale CE en C; nous aurons

d oii

et, par suite,

OE.OE
;

= OE.OE .

II resulte de la que, si les deux droites
conjugue&quot;es K.v el K* se d^placent

en conservant leurs directions primitives, les points E et E resleront in-

variables, et, par consequent, les points m et /// traceront sur 1 axe OA
une involution dont sera le point central. Les points doubles seront eVi-

II.
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demment les foyers F et F
,
en vertu de leur definition primitive (HIS).

On aura done

et, comme la constante c
2
est inc!6pendante de la position du point C, on

voit que, pour im point quelconque C de la courbe, la normale CE et la

tangente CE sont conjuguees harmoniques par rapport aux deux rayons
vecteurs CF et CF. Or, les deux droites CE et CE sont rectangulaires;

done, elles sont les bissectrices des angles formes par CF et CF. Ainsi, dans

Vellipse et dans I hyperbole, la tangente et la normale en un point quel

conque sont les bissectrices des anglesformes par les deux rayons vecteurs

qui joignent ce point aux deux foyers.

II resulte de la (949, 976) que, dans rellipse, la somnie et, dans I hyper

bole, la difference des rayons vectcurs d un point est constante. On re-

tombe ainsi sur les definitions elementaires de ces courbes, et Ton pent,

des lors, regarder comme acquises les proprietes et les constructions

elablies aux I, II et IV.

1-114. La polaire ci un foyer prend le nom de directrice.

L ellipse et 1 hyperbole ont done chacune deux directrices DHD,,
D H D

, (fg. 566), qui sont perpendiculaires a 1 axeA OA qui contient les

Fig. 56G.

foyers reels; elles sont situees de part et d autre et a egale distance du

centre, exterieurement a la courbe, puisque les foyers reels qui en sont

les poles sont interieurs (1103). Les points A , F, A, II, formant un sys-

teme harmonique, on a

d oii Ton deduit

= OF.OH,

}X)ur la distance du centre aux directrices.

De la definition meme du foyer et de la directrice, il re&quot;sulte que la
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polaire TT (Tun point (juelcon&amp;lt;iue
I de Id directrice DO, passe pur li:

Joyer F ff cst perpendiculaire sur la droitc quijoint lc jioint I an foyer.

Par suite, si I on prolo//ge unc conic (juclcoiupie MN (Tune ellipse on,

(Tn tic hyperbole jus(pt&quot;(i
sa iciia ntrc en \ accc la directrice, la droi/e IF

ct la polaire FT da point I sont les bissectriccs des angles formes par L s

rayons vectciirs FM et FN
; car, d aprcs la definition meme do la polaire,

le faisceau (FI, FN, FT, FM) cst harmoniquo, et nous venons de voir que
les deux rayons FT et FI sont rectangulaires.

Dans rellipse et dans
rii\}&amp;gt;crbole,

le rapport tics distances MF et MP
(run point (jt/c/co/tf/ifc M de la coitrbc an foyer F et a la directrice cor-

rcspondante DI), cst constant. Car si N est un nut re point quelconque de

la courbe, et I le point ou la cordo MN rencontre la direclrico, la droite FI

est bissectrice de Tangle NFG; on a done

WF _ MI MP~ *

Pour trouver la valeur conslanle du rapport ;r^ 5 il suflitde considers
A1P

lc point B; sa distance au foyer est ogale a a. et sa distance a la direc-

trice est OH = : le quotient est ; on lc designc habitueliement par c

et on lui donne le nom tfexcentricfta } il est inoindre (pie an pour 1 ellipse

et plus gra/al que un pour 1 liyperbole.

1115. Considerons maintenant la porabole.

Le centre, qui est le point central de 1 involulion tracec sur 1 axe AX
(fg. 662) par les pieds des divers couples de droites conjugates rectangu

laires, etant a 1 infini, Tinvolution a Tun de ces points doubles a I intmi, et

1 autre point double est le/mv unique de la parabolc. 11 divi\, en deux

parties cgales \J08(&amp;gt;)
lc segment intercepts sur le grand axe par deux

droites conjugue&quot;es rectangulaires quelconques, et en particulier/jorr la lan-

gente et la normale en un point &amp;lt;pielcoti(pie
de la parabolc. d ou Ton COH-

clut (332, 333) que la tangente et la normale en un point qwelconquedt
la parabolc sont les bisscctrices des angles formes par la parallclc a l\txe

menee par ce
j
joint et par lc rayon vecteur inene de ce point au foyer.

La dircctrice ou polaire du foyer e?t perpendiculaire a 1 axe, et exte-

rieure a la courbe, puisque son pole est interieur comme doit 1 etre tout

foyer r^el (1112). Le foyer et la dircctrice sont d ailleurs a egale distance

du sommet (1114).

On voit, comme au numero precedent que : 1 la polaire (run
j&amp;gt;oint

(luelcotxpte de la dira trice est perpendiculaire sur la droitc (jui joint ce

point an foyer; i la droitc (pd joint le foyer a Vintersection de la direc-

tricc ct d une conic quelconque de la parabolc est la bissectrice da sup-

25.
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plemcnt dc Vangle forme par les rayons vcctcurs dcs points oil Id corde

coupe la parabole .

On en deduit que le rapport dcs distances d un point auclcomnie dc la

parabolc an foyer ct a la dircctricc cst constant; comme le sommet est

equidistant clu foyer et de la directrice, la conslante est egale a an; done

tout point dc la parabole cst equidistant du foyer et dc la dircctricc.

On retombe ainsi sur la definition de la parabole donne&quot;e au n 1004, et

nous pouvons alors regarder comme acquires toutes les proprieles et

toutes les constructions donnees dans le III. En particulier, le para-
metre p represente la distance du foyer a la directrice; il est aussi egal

a la sous-normale comptec sur Vaxc, c est-a-dire a la partie deTaxe com

prise entre les pieds de 1 ordonnee et de la normale. (II importe de re-

marquer que lorsque la parabole esl rapportee a un diametre quelconque
et a la tangente correspondante, la sous-tangente est toujours double de

1 abscisse, mais la sous-normale n est plus conslante et egale au para-

metre
;
cetle derniere propritHe n est vraie que dans le cas ou la para

bole est rapportee a son axe et a la tangente au sommet.
)

1116. Lorsque plusieurs coniques ont les deux memes foyers, on dit

qu elles sont confocales.

Deux coniques confocales ont le meme centre, et leurs axes sont di

ngos suivant les memes droites; elles ont aussi les memes systemes de

droites conjuguees rectangulaires (1112).

Deux ellipses, deux hyperboles, une ellipse ct une hyperbole peuvent
etre confocales. Mais une parabole ne peut etre confocale que d une pa

rabole.

Si par un point on mcne deux tangentcs a une coniquc ct deux tan

gentes a une coniqiic confocale, les angles dcs deux premieres tange/ites

ct les angles des deux autrcs ont les deux memes bisscctrices.

Par un point P du plan d unc conicjuc, on pent mciier deux conifjues

crmfocales avcc la premiere:, ce sont une ellipse et une hyperbole si la

comque primitive est une ellipse ou une hyperbole; ce sont deux para-

boles de sens opposes si la premiere conique est une parabole. Ccs

deux .coTii(fucs se coupcnt ortJiogonalemcnty car leurs tangentes au point P

sont les bissectrices des angles que forment les droites mences de ce

point P aux deux foyers de la conique primitive.

1117. Voici quelques formules utiles :

i Consid6rons une ellipse rapportee a son centre et a ses axes OA
et OB (fig. 667); M fctant un quelconque de ses points, soient x et r ses

coordonnees OP et MP, p et p les deux rayons vecteurs MF et MF
,
et b

la longueur du demi-diametre conjugue de OM. Menons la tangente TMT
et la normale MNN

,
la perpcndiculaire MD sur la directrice, et les perpen-

diculaires OE, FK, F K
,
abaissees du centre et des foyers sur la tangente.
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o = a -h cjc, b
* a 1 c 2

./-

(3)ON=^, ON .-^r, pN =
r-

-.

(4) HN=-v5?= - MN = 7 i/P? = ^- MN.MN =

(5) FK =

La premiere des formules (i) resulle de la relation

La troisieme des formules (i) s obtient en faisant la somme des Carres

des valeurs (8) du n 1108, et ayant e&quot;gard
a la position du point M sur

Pellipse. Les formules (2) sont une consequence de la theorie des

poles et polaires. La premiere formule (3) re&quot;sulte de la theorie des

foyers, et la seconde de la similitude des triangles ONN
, NPM. On

oblient la premiere formule (4) en appliquant la formule du n 238; et

la seconde resulte de la similitude des triangles ONN
,
NPM. Enfin

les deux premieres formules (5) s obtiennent a 1 aide du the&quot;oreme du
n 972 et de la similitude des triangles FiMK, F MK

, qui donne le rap

port de FKa F K
;
la troisieme s en deduit en prenant la demi-somme.

2 En changeant b
1 en b\ on a des formules analogues pour Vhy

perbole.

Fi{j. &amp;gt;C)~. Firr. oGfi.

^^L
i- H

3 Considerons unc pambolc rapportee a son axe A.r et a la tan-

gente Ay au scrmmet (fig. 568). M etant un quelconque de ses points,
soient x et y ses coordonnees AP et MP, p le rayon vecteur MF, p le pa-
ramelre FH = 2AF, et 1 inclinaison de la tangenle MT sur 1 axe. M--
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nons la normale MN, et abaissons la perpendiculaire FK du foyer sur

tangente MT.

On a

Le triangle rectangle FTK donne ensuite

TK
2

= TF.TA = p.*, KF
2

= FT.AF = ;-
p,

d ou

.Ml =
sp.r, MN&quot;

*j/&amp;gt;p.

Eiifm on a, dans le triangle rectangle TMN,

J MN
2

P? P

Nous avons vu que la parabole rapportee a un diametre quelconque Ma
et a la tangente correspondante Mj avail pour equation/

2 = a//.r . Pour

evaluer //, menons AI parallele a MT, de maniere a figurcr les coordon-

nees x = MI, jr
= AI du sommet A par rapport aux axes j M-r

;
nous

aurons alors

/y = al 7
=

^TAT
=:

&quot;TF

= ^F &quot;:

2 P J

ou encore, d apres ce qui precede,

/&amp;gt; =TN, p = p-+- ix, ^ ==
_^.

Remarquons que le parametre /^
de la parabole, exprimant la distance

du foyer a la directrice, est egal a 1 ordonnee du foyer. On donne egale-

mcnt le nom de parametre, dans 1 ellipse et dans 1 hyperbole, a 1 ordon-

nee du foyer; pour avoir sa valeur en fonctioh des axes a et b, il suffit

c a 2

de multiplier par c ou - la distance c du fover a la directrice. ce quia c

donne
a

Complement dc la nictltodc des polaires reciproqucs.

1118. Nous nous proposons dans ce paragraphe de completer et de

guneraliser la theorie que nous avons exposee aux nos 345 et suivants.

Nous nommerons origin?, le centre du cercle auxiliaire par rapport

auquel on prend les poles et les polaires, et nous designerons par R son

rayon .



I.IYRE VIII. LES GOURDES LStlELLES. 3()I .

La polaire recipro&amp;lt;nic
d nn carle C sit tic d nnc nianierc (jitelcomjuc

])(irr(ti&amp;gt;i&amp;gt;ort
an cercle tm.iilitiirf 0, &amp;lt;-\t uric coni(/nc (jiii

&amp;lt;t pour Jnycr /Wv-

gi/ie
et

]&amp;gt;our
dircctricc la pointre MM (In centre C (In ccrc/c propose

par rapport an cercle an.riliaire (fig. ^69).

Fig. 5G9 .

En eflet, designons par o le rayon du cercle propose^ C, et par S la dis

tance OC de son centre a 1 originc. TP etant une tangente quelconque

du cercle D et Q son p61e par rapport au cercle 0, on a (349, 2). en de*-

signant parQN la distance du point Qa la droite MM
,

_
QN

~
CP

~
p

Le rapport des distances du point variable Q au point fixe et a la droite

fixe MM est done constant.

L excentricite - de la conique obtenue est inferieure, sup^rieure ou

egale a un, suivant que est inferieur, sup6rieur ou egal a
p. Done, la

co/ii(juc est unc ellipse, une hyperbole ou unc pcirabolc ,
suivunt

&amp;lt;/ue

I origine est i/itcricurc, cxtericnre an cercle propose C OIL .situee sur

la cireonferenee de cc cercle .

Celte proposition, combined avec le principe du n 348, permet de de-

duire de toute propriety du cercle une propriety focale des coniques.

Comme exemple, transformons la
propriele&quot;

de Tangle inherit : Vangle
MAB, forme en joignant un point variable (rune circonferencc de c.crele

a deux points fixes de cette circonferencc y est constant et egal a la

moitie de I angle au centre ACB correspondant. Au cercle, repondra une

conique ayant pour foyer 1 origine et pour direclrice la polaire 7 du

point C par rapport au cercle auxiliaireO; aux points A, B, M, repondront

deux tangentes fixes a et 6, et une tangente variable p de la conique. Les

points d intersection de p et *, de
j*

et 6, de 7 et a, de 7 et 6, seront res-

pectivement les p61esdes droites MA, MB, CA, CB, et par suite, en vertu

du principe du n 348, on aura ce lhe*oreme : L angle sous lequel on voit
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da foyer cl une co/tiquc la portion d une tangente mobile p comprise
entre deux tarigcntes fixes a ct

,
est constant et egal a la mottie de

rangle sous Icquel on voit du foyer la portion de la directrice y comprise
entre les deux tangcntes fixes a et

(3.

Void d aulres examples :

La droite qui joint le foyer dune

egalement inclinees sur la cordc dcs conique a I intersection de deux

Deux tangentes d un cercle sont

contacts.

Le lieu du sommet d un angle de

grandeur constante circonscrit a un

cercle est un cercle concentrique,
et la cordc des contacts enveloppe
un cercle aussi concentrique.

Si une corde (run cercle est vue

sous un angle constant d un point

fixe A de la circonference, cette

eorde enveloppe un cercle concen

trique.

Les projections d un point A
d une circonference de cercle sur

les cotes d un triangle inscrit qucl-

conque sont en ligne droite.

tangentes, divise en deux parties

egales I angle sous lequel on voit

dujoyer la corde des contacts.

Si une corde d une section coni

que. est vue du foyer sous un angle

constant, cette corde enccloppe une

section conique ayant meme foyer
ct meme directrice qite la proposee;

le point de concours des tangcntes

aux extremites de cette corde, decrit

une section conique ayant aussi

meme foyer et meme directrice qne
la proposee.
Le lieu du sommet d un angle de

grandeur constante circonscrit a la

parabole, est une conique ayant le

meme foyer et la meme directrice.

Si, par les sommets d un triangle

circonscrit a une parabole, on e/eve

des pcrpendiculaires sur les droites

qui joignenl ces sommets an foyer F,

les trois perpendiculaires concourcnt

en un meme point I.

Dans les deux derniers exemples, on a prispour origine le point A; et

comme ce point est sur la circonference, la transformee de cette circon-

f^rence est une pc;rabole. Observons, en outre, qu en vertu du dernier

theoreme obtenu, si Ton decrit un cercle sur FI comme diametre, ce

cercle passera par les sommets du triangle circonscrit; dela cette propo

sition : Le lieu des foyers des paraboles tangentes a trois droites fixes

est le cercle circonscrit au triangle forme par ccs trois droites.

ill 9. La polaire reciproquc (rune conique G par rapport a. un cercle

auxiliaire est une conique C .

En effet, la conique G peut etre consideree (1096) comme 1 enveloppe
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des droitcs nun qui joignent les points homologues in et tn de deux

divisions homographiques tracers sur deux tangentes fixes L et L . Or,

soient \ V, p, les poles ties tauten Us fixes L et L et de la tangente

mobile //////; les droites)^, A
J*.

divriront deux faisceaux homographiques.
Car les droites issues de A irpondant anharmoni&amp;lt;|iiement aux points de

la division L, et les droites issues de V aux points de la division L (10SO),

quatre droites quelconques issues de A auront memo rapport anharmo-

nique que les quatre droites homologues issues de V, attendu que quatre

points quelconques de la division L ont meMne rapport anhartnonique que
les qualre points homologues de L . Done le lieu des points w. est une

conique qui passe par les points A et &amp;gt;. (1097, a
).

A chaque propriety des coniques, en repondra des lors une autre par

la methode des polaires re&quot;ciproques. Voici des exemples :

Le lieu des sommets flex angles
drt)its circonscrits a une ellipse on ft

nnc hyperbole cst nn cerclc.

Le lieu des projections (Tun
f&amp;lt;

sur les tange/ites (rune ellipse on

(rune hyperbole cat un cercle.

L ciH eloppe des cordes fl i(/ie co

nique qui so/it vues sous un angle
droit d //// point fi.vc du pUtn de Id

conique y cst une dutrc conique dont

ce point fi.re cst le foyer.

Si par chaque point (run cercle

on elevc une perpendicitldire sur Id

droitc (jui joint cc point a un point

fi.r.e,
I cweloppe de ccs pcrpendicu-

lftires cst une conique dont cc point

I fixe est le foyer.

1120. Reportons-nous au the&quot;oreme du n 351. Si, sans rien changer an

raisonnement, on avait pris pour origine de la transformation un point

quelconque au lieu du centre du cercle circonscrit au quaJrilatere, on

aurait oblenu pour th^oreme correlatif :

Dans tout quftdrilfttcrc circonscrit a une coniffttc, le produit des dis

tances de deux sommets opposes a une tangente quelco/ique cst dans un

rapport constant avcc le produit des distances des deux autres sommets a

la meme tangente,

Cette derniere proposition, transformee a son tour par la methode des

polaires reciproques, donne alors :

Dans tout quadrilaterc inscrit a une conique, le produit des distances

(run point que/co/if/uc de la conique a deux cotes opposes est dans un

rapport constant acec le produit des distances du nieine point au.i: &amp;lt;lcu.r

autres cotes. Ce theoreme est attribue a Piippiis. On doit remarquer la

maniere dont nous 1 avons obtenu et qui consiste dans une double appli

cation de la methode des polaires reciproques.
Les explications donnees au n 3ol permettront au lecteur de voir lui-
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meme comment ces the&quot;oremes peuvent se generaliser et s etendre a des

polygones. Nous appellerons ici, an contraire, 1 attention sur un cas par-

ticulier : Lorsque deux cotes opposes du quadrilatere inscrit deviennent

tangents a la conique, les deux autres se confondent avec la corde de

contact, et le th^oreme de Pappus devient le suivant : Le produit des

distances d un point quelconque d une conique cmx deux cotes d un

angle circonscrit est dans un rapport constant avec le carre de la dis

tance da meme point a la corde de contact. Le theoreme correlatif

s enonce : Le produit des distances de deux points fixes d une conique a

une tangentc variable est dans un rapport constant avec le carre de la

distance de I
3
intersection des tangcntes aux deux points fixes, a la meme

tangentc variable; il resulte immediatement de la propriete des quadri-

lateres circonscrits, lorsque Ton suppose que deux cotes adjacents du

quadrilatere viennent se confondre avec les deux autres.

1121. On peut ge&quot;ne&amp;gt;aliser
toute cette theorie en substituant au cercle

auxiliaire, par rapport auquel on prend les poles, une conique auxiliaire :

La courbe polairc reciproquc d une conique quelconque par rapport a

une conique auxiliaire est encore une conique (la demonstration du

n 1119 s applique sans modification), et la methode ainsi generalised se

prete avec la meme facilite a la transformation des proprietes descrip-

tives; mais il n en est plus de meme pour les proprietes metriques, et

pour transformer ces proprietes il convient de prendre un cercle pour
courbe auxilhiire.

On dit qu uue courbe est algebrique ou tjanscendantc suivant que son

equation en coordonnees rectilignes x et y est algebrique ou transcen-

dante. On appelle ordre d une courbe algebrique le degre en x et y de

son Equation prealablement rendue rationnelle et entiere par rapport a

ces variables. Pour que cette definition ne soit pas contradictoire, il faut

montrer que le degre de [ equation est independant de la position de la

courbe par rapport aux axes de coordonnees. C est ce que nous allons

etablir.

Considerons une droite situee d une maniere quelconque par rapport

aux axes coordonnes ox et oy. Soient M, M
, M&quot;,

. .., divers points de

cette droite, P, P
, P&quot;,.--,

les extremites de leurs abscisses, et Q, Q , Q&quot;,...,

les extremites de leurs ordonnees comptees sur oy. Les deux divisions

PP P&quot;..., QQ Q&quot;..., sont homographiques et semblables, car chacune

d elles est evidemment semblable (1074) a la division MM M&quot;. . .
;

il y a

done entre ^ = oP et y=oQ une relation homographique privee de

termes en xy; c est-a-dire que les coordonnees d un point quelconque M
de la droite sont liees constamment par une equation du premier degre.

Liquation d une ligne droite etant du premier degre, quelle que soit

la situation de cette droite par rapport aux axes coordonnes, il faut

ne&quot;cessairement que, si x et y sont les coordonnees d un point par rap-
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port a certains axes yox, et x et j les coordonnees du mocne point par

rapport a d autres axes y ox
,
x et y soient des fonctions du premier

degre&quot;
do x et / . Par suite, la substitution de ces valours de x et jdans

une equation algebrique en x et y n alterera pas le degre de celte 6qua-

tion. En d autres termes, 1 ordre de la courbe represented par cette

Equation sera le meme, quels que soient les axes auxquels on la rap-

porle.

Une cam-lie algebrique (Ton Ire n est coupee en n points (
reels OIL

inidginaires] par une droite qitclconque. En effet, en prenant celte droite

pour axe des x, 1 equation de la courbe sera toujours du degre n

d upri s ce qui precede; et si Ton fait/ = o, 1 equation se reduira a une

equation du degre // en x. qui donnera les abscisses des points communs

a la courbe et a la droite; or, on sail par 1 Algebre qu une equation alge-

brique rationnelle et enliere du
degre&quot;

n a n racines replies ou imagi-

naires. Ainsi, Vordre d tine courbe algebrique cxprinie le nombre des

points suivant lesquels cettc courbe cst rencontree par une droite quel-

conqut.
Les coniques sont done des coiu-bes du second ordre , ce qui s accorde

avec les equations trouv^esaux nos
1108, 1110, 1111. Inversement, tonic

courbe du second ordre cst une conicjuc ; car 1 equation generale du second

degre&quot;
a deux variables x et jr, ne renfermant que cinq coefficients arbi-

traires, on voit que cinq points determinent une courbe du second ordre;

mais par cos cinq points on peut faire passer une conique et une

seule (1098); et comme cette conique est du second ordre, elle ne differc

pas de la courbe proposee.
Deux courbes polaires reciproques sont telles, que chacune d elles est

coupee par une droite quelconque en autant de points (reels ou imagi-

naires) qu on peut mener de tangentes (reelles ou imaginaires) a 1 autre

par un point donne quelconque. On nomme classe d une courbe algebri

que le nombre des tangenles reelles ou imaginaires qu on peut moner a

cette courbe d un point quelconque. D apres cela, on peut enoncer la

propriete precedente de cette maniere plus concise : Qimnd deux courbes

sont polaires rcciprixjucs ,
Cordre de rune est egale a la classe de

rnutre.
Les coniques sont des courbes dc la scconde classe, et, inversement,

toute courbe de la seconde classe cst une conique.

1122. Deux coniques quclcoitqucs out quatre points communs (reels

ou imaginaires )
.

En effet, en eliminant j
2
entre les equations du second dr gre qui repre-

sentent lt&amp;gt;s deux coniques, on obtient une equation ou y ne figure qu au

premier degre et quo nous designerons par (j) ; puis, ensubstituant cette

valeur de/ dans 1 une des deux equations primitives, on trouve une equa-
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tion du quatrieme degre en x, que nous d^signerons par (x}&amp;gt;
et dont les

racines sont les abscisses des points communs aux deux courbes. Si

1 equation (x) a ses quatre racines reelles. 1 equation (j) donne pour
chacune de ces valeurs de .rune valeur reelle de/; el, par suite, les deux

coniques ont quatre points communs reels. Si 1 equation (x] a deux

racines reelles et deux racines imaginaires (conjuguees), 1 equation (7)

donne pour y deux valeurs reelles et deux valeurs imaginaires (conju

guees) ; et, par suite, les deux coniques ont deux points communs reels et

deux points communs imaginaires (conjugues). Enfin, si 1 equalion (x)
a ses quatre racines imaginaires (conjuguees deux a deux), 1 equation (jr)

donne pour y quatre valeurs imaginaires (conjuguees deux a deux); et,

par suite
,

les deux coniques ont quatre points communs imaginaires

(conjugues deux a deux).

Deux coniques quelconques ont toujours un OIL trois systeoies tie deux

cordcs communes reelles.

II y a trois cas a distiriguer :

i Les deux coniques ont quatre points communs reels a,b^c,d C/%&quot;. ^70);

Fig. 670.

les trois couples ab et cd, ac et Id, ad et be, de cordes communes sont

alors reels. De plus, en designant par p le point d intersection de ab et de

cd, par q celui de ac et de bd et par r celui de ad et de be, on voit que
chacun des sommets du triangle pqr est le pole du cote oppose par rap

port a Unites les coniques passant par les quatre points &amp;lt;7, /&amp;gt;&amp;gt;, c, &amp;lt;7.

2 Les deux coniques ont deux points communs reels a et b et deux

points communs imaginaires conjugues c et d. La corde commune ab est
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alors reelle; il est ais6 de voir que cd Test aussi : car, soient x et r les

coordonnees du point c et
x&quot;, j&quot;,

les coordonnees du point d, liquation

x x __ .r r

x&quot; x
~

y&quot; y

represente la droile cd
t puisqu elle est du premier degre et qu o.lle est

satisfaite pour x = x et.r = y ,
ainsi que pour x = x&quot; et y = j&quot;; or, si

Ton remplace x 1

et x&quot; par deux imaginaires. conjugitees /w-t-v/ i,

,, /
_ // ^/_i ?

ct r et r&quot; par deux autres imaginaires conjugup.es

in -i- n \l i, w n \J\, on trouvo

// .r ny = inn ///;/
,

equation ou les imaginaires ont disparu. Les autres cordes communes ac

et bd, ad et be sont imaginaires; car si, par exemple, ac etait reelle, le

point c, intersection des droites re
1

el les ac et cd, serait re&quot;el
,
ce qui est

centre Thypothese. Quant au triangle prjr, il n a qu un sommet re&quot;el p ;

car si
&amp;lt;/, par exemple, &amp;lt;Hait reel, ladroite cqui joindrait les deux points

re&quot;els a et q serait re&quot;ello,
ce qui est impossible, comme nous venous de

le voir. Il faut remarquer toutefois que (j
et r sont des points imaginaires

conjugue&quot;s et, par suite, que la droite qr est reelle.

3 Les deux coniques ont quatre points communs imaginaires conju-

gue&quot;s
deux a deux a et &, c et d. Alors les droites ab et cd sont reelles,

puisque chacune d elles unit deux points imaginaires conjugu^s; on voit

d ailleurs, en raisonnant comme dans 1 alinea qui precede, que les autres

cordes communes sont imaginaires. Le triangle /*// a ses trois sommets

reels : cela est evident pour le point /;,
mais il importe de demontrer net-

tement la realit^ des points q et r. Considerons, par exemple, le point &amp;lt;/,

intersection des deux droites ac et bd, et soient x et y les coordonnees

de
&amp;lt;Y,

x&quot; et
y&quot;

celles de r, #, et jr,
relies de b, x^ et y.2 celles de d. Les

droiles ac et bd ont respectivement pour equations

or, si Ton rsout ces Equations du premier dcgre par rapport a x et a y
afm d avoir les coordonnees du point commun

&amp;lt;y,

on constate sans diffi-

culte que les expressions de ces coordonnees ne renferment plus d ima-

ginaires, si Ton remplace respectivement x et .r,, r et j,, x&quot; et x.^ y&quot;

et j2 , par des imaginaires conjuguees.

Dans ce numero et dans le precedent ,
nous avons fait de legers em-

prunts a 1 analyse. Cela nous a permis d eviter de longs detours et de

fixer d une maniere nette le sens des propositions.
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En transformant par la methode des pohiires reciproques les deux

theoremes qui precedent, on voit que :

Deux coniques fjuclcnnqucs ont quatre tangentes communes (rcelles

ou imaginaires} (fig. 571).

Deux coniques qaelconques ont toujnurs un ou trois systemes de deux

ombilics i^eels (on donne le nom ftombilic a tout point d intersection de

deux tangentes communes).

Si les quatre c6tes A, B, C, D, du quadrilatere circonscrit sont
re&quot;els,

les trois couples (A, B) et (C, D), (A, C) et (B, D) , (A, D) et (C, D)

d ombilics sont reels, ainsi que les diagonales P, R, du quadrilatere et la

droite Q, qui joint les points de concours des cotes opposes.

Fig. 571.

(4lp

(B,D)

Si le quadrilatere circonscrit a deux cotes reels A et C, et deux ima-

ginaires C et D, les ombilics (A, B) et (C, D) sont seuls reels, et des trois

droites P, Q, R, la droite P est seule reelle; le point d intersection de

Q et de R est aussi reel.

Enfin, si les quatre cotes sont imaginaires conjugues A et B, C et D,

les ombilics (A, B), (C, D), sonfseuls reels, et les trois droites P, Q, R,

sont replies.

H23. On nomme pole double tout point du plan de deux coniques, qui

a la meme polaire par rapport a ces deux courbes. Nous avons vu (1122)

que les points p, q, /, communs aux trois couples de cordes communes

des deux coniques considerees, etaient des poles doubles (fig. 670. )

Reciproquement, tout pole double est ^intersection de deux cordes

communes. En effet, soient p l
un pole double; a, b, r, d, les quatre points

reels ou imaginaires communs aux deux coniques, et a, a
,
les points ou

la droite p {

a rencontre les deux coniques. Le point /;,
devant avoir

me&quot;me conjugue harmonique par rapport aux deux segments a a, &amp;lt;7a
,

il
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faut quo a et x coTncidont, c est-a-dire se confondent aver. Tun des points

c, /&amp;gt;, r/, avec c par exempli . Ainsi, le point/;, ost sur la corde commune

tic, et Ton pout voirde memo qu il est sur bd : il est done a 1 intersection

de deux cordes communes.

Les trois souls polos doubles sont done les sommets du triangle /&amp;gt;, &amp;lt;y, /*,

dont Tun est loujours reel. Cliaoun do ces poles est d aillems le centre

du faisceau harmonique forme par les deux cotes du triangle et les deux

cordes communes qui passent parce point.

On nomme polaire double toute droite qui a le meme pole par rapport
aux deux coniques. Toule polaire double est la polaire d un pole double,

et rciproqucment ;
il n y a done quo trois polaires doubles, dont une

toujours reelle : ce sont les cotes du triangle /*//.

Les diagonales P, Q, R, du quadrilatere forme par les quatre tangentes

communes aux deux coniqnes (fig. 671 ), c est-a-dire les droites qui por.

tent les trois couples d ombilics, sont evidemment des polaires doubles :

elles ne different done pas des c6tes du triangle pqr. En outre, il requite

immediatement de la construction de la polaire d un point par rapport a

deux droites, que les deux ombilics et les deux p61es doubles qui sont sur

le meme c6le du triangle pqr forment un sysleme harmonique.

Enfin, si deux points pris sur unc corde commune sont coryagues ])ar

rapport a I une des -coniqucs, i/s le sont aussi Evidemment par rapport a

I autrc. La propri^t^ correlative des ombilics consiste en ce que : si deux

droites issues (run ombilic sont conjugates par rapport a I une des coni-

fjuex, elles le sont aussi par rapport a Ctiutre.

Constructions relatives aux coniques.

llii. Etant dotines deux diametres co/ijugues d une ellipse OK (rune

hyperbole en grandeur et en position^ co/n.truire les axes de la courbe.

i Ellipse. Soient (fg. 5yi) OA = a et OB = b
1

les deux demi-

diametres conjugu^s donnes; d^signons par leur angle BOA, et par a

et b les longueurs inconnues des deux axes. Los relations
(1108)/5j

a- -+-
2 = a -

-+- //
2

,
ah = a b

1

sin
,

donnent

(rt-h&)
l = rt

J -h6 2
-t-2rt 6 sinO, (a b}

2 = a 11
-{- b

1

ar/^ sinO.

Or, si sur la perpendiculaire B l, abaissee du point B sur OA , on prend

de part et d autre de B
,
B H = B K = a

,
et si Ton joint OH et OK, on a

OB K =
-^ 0, cosOB K = sinO, OB H = ^-f-0, cosOB H= sinO,
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et par suite, en vertu de la formule fondamenlale de la Trigonometric

recliligne,

OH
2

= ,/*+- -H- art7/sin0, OK = &quot;-*- b 2 - art & sin
, L^\

c est-a-dire :t^

!&quot;r**;

OK= &quot;&quot; i &quot; W
On en detluit pour les longueurs des axes

1 ^^
OK), 6==i(OH--OK). ft^^

II resle a tronver la direction Ox du grand axe. Or, B N est la normale

en B a 1 ellipse, puisque la tangente en B serait (1107) parallele a OA .

On a done (1117) B N = et, par suite,

NH _ B H + B N _ _a _ n + b _ OH
,

NK~B K- B N~ b~ a^b~ OK
a a -

a

done le grand axe 0.x est la bissectrice de Tangle HOK.

Fig. 672.

a* Hyperbole. En construisant le paralle&quot;lqgramme sur les deux dia-

inetres conjugues donnes et menant les duigonales, on aura les asymp

totes; les axes seront les bissectrices des angles des asymptotes. Pour avoir

la longueur d un axe, il suffira (H10, 1) de mener par 1 un des sommets

du parallelogramme une parallele a la direction de cet axe, et de prendre

une moyenne proportionnelle entre les distances de ce sommet aux points

ou cette parallele coupe les asymptoles.

Remarquons que&quot; lorsqu on connait les asymptotes if et 0&amp;lt;&amp;gt; d une

hyperbole et un point ///, on obtient au moyen de la regie autant de points

de lacourbe que Ton veut (fig. 5Gi) ;
en menant par in une transversale

quelconque qui coupe les asymptotes en g et
,
et prenant g /n = gm^

on aura un nouveau point m de 1 hyperbole.
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llio. Construirc line eo/iit/uc eori inissant :

i Ci/if/ points a, /;, r, d, e. . abed forme un quadrilatere inscrit

dans la eonique cherehe&amp;gt;. Par le point c, on menera une droite quol-

conque cf\ et Ton cherchera le point /conjugue du point c dans 1 invo-

lution determinee sur cette droite par les points ou elle rencontre les

c6tes opposes du quadrilatere. Le point /apparticndra a la eonique.

Si Ton veut trouver la tangente bt en b, on regardera aebt comme
un quadrilatere inscrit, dont deux sommets sont infiniment voisins en

/;, et la droite cd comme une transversale de ce quadrilatere. Cette

transversale coupe les coles opposes ba, be, on *, 7, la courbc en c et
&amp;lt;/,

et les c6tes opposes ac, bt, en &amp;lt;J et jc. Ces six points forrnant une invo-

lution, on determine le point x, et par suite la tangentc bt.

2 Cinq tangfwtes, A, B, C, D, E. Quatre des tangentes donnces

forment un quadrilatere circonscrit. Qu on prenne sur la cinquieme un

point quelconque a et qu on le joigne aux quatre sommets du quadri-

latere; le sixieme rayon, conjugue a la cinquieme langente dans 1 in-

volution que ces quatre droites determinent, est une tangente issue du

point (i.

Supposons qu on veuille trouver le point de contact de la t&ngcnte

B. On considere le quadrilalere forme par les tangentes A, C, B, dont

deux cotes se confondent en un seul suivant B, et dont (A, C), (A, B),

(B, C) et l sont les quatre sommets. Le sommet t est inconnu
,

niiiis

les six rayons qui aboutissent au point de concours I de D et E, savoir :

D, E, I (A, B), I (B, C), I (A, C), It, sont en involution, et cinq sont

connus. II sera done facile de determiner le sixieme et, par suite, le

point cherchtS t.

Duns le cas de la parabole ,
la cinquieme tangente est donnec impli-

cilement; c est la droite de l infini. Les quatre qui sont donnees for-

ment un quadrilatere. Par les sommets de ce quadrilatere, on menera

quatre paralleles dans une direction arbitraire; on les coupera par une

transversale quelconque, sur laquelle on cherchera le point central de

1 involution qu elles y determinent, et la parallele aux autres droites

menee par ce point sera une cinquieme tangente.

3 Qiintrc points ct une tnngentc. Soient abed le quadrilatere

donne et c le point de contact inconnu de la tangente. Soient a
,
a

,

et 6, 6
,
les points ou cette tangente rencontre successivement les cotes

opposes du quadrilatero. Ces points determinent une involution dont e

est un point double. II sera done facile de le trouver. On voit que la

question a deux solutions.

Dans le casde la parabole, la tangentc est a rinfini. Soient S le point
de concours des c6tes opposes ad et be du quadrilatere donne. Qu on

mene Sc
,
Sr/

, paralleles respectivementaux deux aulres c6tes opposes;
II. 26
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on aquatre rayons Sc
,

S&amp;lt;-/
, Se, Sr/, issus du point S, qui, conjugues

deux a doux
,
determinent une involution. Chacun des deux rayons

doubles de cette involution est parallele a 1 axe d une parabole qui

satisfait a la question.

4 Qitalre tangentes ct un point. On trouve une cinquieme tan-

gento en cherchant les rayons doubles de 1 involution qui est deter-

minee par les quatre rayons, conjugues deux a deux, qu on obtient en

joignanl le point donne aux sommets du quadrilalere form6 par les

quatre tangentes donnees. Chacun des deux rayons doubles est une

tangente a la conique: on a done deux solutions distinetes.

Pour la parabole, on donne un point et trois tangentes; la quatrieme

est a 1 infini. La solution est la meme; deux des rayons de 1 involution

sont paralleles respectivement a deux des tangentes donnees.

5 Trois points ct deux tangentes. Soient a, b, c, les trois points

donnes, T etT les deux tangenles qui se coupent en et qui louchent

respectivement la courbe aux deux points d et e qu il s agit de deter-

miner. On peut regarder la corde de contact de comme represenlant

un quadrilalere inscrit dont deux sommets sont en d el les deux autres

en c. La corde be, consideree comme une transversale du quadrilalere

et de la courbe, fournit une relation d involution
,
en vertu du the&quot;o-

reme de Desargues, entre les six points ou elle coupe les cotes opposes
du quadrilatere et la courbe. Ces points se reduisent ici a cinq, savoir :

/, t
,
sur les tangentes dQ, &amp;lt;?0, respectivement; e sur les deux autres

cotes opposes qui se confondent en un seul de\ et enfin b, c, sur la

courbe. Le point s est dune un point double de I involutiondeterminee

par les segments be, tt . &quot;Si Ton prend fib comme transversale au lieu

de be, on trouvera de meme un point cp apparlenant a la corde de contact

fie, qui sera ainsi determinee par les deux points et^. Mais comme
chacune des deux relations d involution fournit deux points doubles s

et s
, p et f ,

on obtiendra quatre positions distinctes^de la corde fie,

savoir : e*, s /, s
cp,

s y ,
c est-a-dire quatre solutions du probleme

propos6.
Dans le cas de la parabole ou Ton ne donne qu une tangente et trois

points, on obtient de meme quatre solutions. La tangente T est a

1 infini, ainsi que le point t
\ done, le point t qui lui est conjugue dans

I involution est le point central de cette involution, dont on connait en

outre le segment be et dont il s agit de trouver les points doubles.

Chacune des quatre cordes de contact
z&amp;lt;?

est un diametre d une para-

bole satisfaisant aux conditions proposees.

Trois tangentcs et deux points. Nous aliens determiner deux

nouvelles tangenles a la courbe aux points donnes a et b. Soient AB,

BC, CD, celles qui sont donnees. Designons par le point de contact
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inconnu des deux langentes cherchees; si 1 on regarde I anglc bOti

comnu; un quadrilatere circonscrit OtiOb dont les cotes ailjaconts se

)&amp;gt; sont confondus deux a deux en un seul On ou 0, on verra que la

droite BO est un rayon double de 1 involution forme&quot;e par les deux

couples de rayons conjugue&quot;s
B&amp;lt;7 el BA, BA et BO. Pareillement, CO est

un rayon double de 1 involution O/, C/;, CB, CD. Done, le point 0,
* intersection des rayons BO et CO, est determine. Mais comme rhanine

des involutions comporle deux tels rayons, on obtient quatre positions

distinctes du point 0, et par consequent, le probleme admet, comme
le precedent, quatre solutions.

S il s agit d une parabolo, Tune des trois tangenles donnees est a

1 infini, BC par exemple. La conslruction reste la meme en principe;

mais ici les deux faisceaux de rayons en involution se composenl de

droiti S paralleles, puisque leurs rayons respectifs B et C sont a 1 infmi.

Coupons-les par une transversale quelconque. On aura sur cette droite,

relativement au premier faisreau, deux points a, (3, intersections des

rayons conjugues ^B, &B; un point w intersection du rayon AB dont

le conjugue CB esl a 1 infini, ce qui est cause que w est le point central

de 1 involulion; enfin un point double x intersection du rayon BX, et

qu il s agit de determiner. Relativement au second faisceau, on aura

de meme deux points conjugues d une involution a
,
6

;
un point cen-

)&amp;gt; tral w
,

et Ton determine un point double r. Les droites j:0, jO,
paralleles respectivement aux tangenles donnees AB, DC, se couperont

&amp;gt; au sommet de Tangle circonscril a Tare ab de la parabole ,
et 1 on

aura encore quatre solutions, parce que Ton obtiendra deux positions

du point x et deux positions du point y (*). &amp;gt;*

Nous avons expliqu^ dans les paragraphes precedents comment on

construit les points doubles de deux divisions homographiques tracees

sur une meme droite, ainsi que les points doubles et le point central

d une involution. Pour ne laisser aucune lacune, il convient de montrer

comment, etant donnes trois couples (a, ) , (A, A
), (r, r

), de points

homologues de deux divisions homographiques, on peut construire 1 ho-

mologuc //? d un point quelconque m de la premiere division. Or, si Ton

porte la premiere division sur une droite quelconque a L
{ ,

issue du point

n de la seconde, de maniere que a soit en #
,
et A, c. m, en b

{ , r, , ///,.

les deux divisions a b
{

c
{ ,

a b c
,
seront en perspective, puisqu elles auront

un point homologue commun
; done, si est le point de concours

de
/&amp;gt;,//,

et de r,r ,
la droite 0/w d3terminera sur la base de la division

a b c
1

Ihomologue /;/ de in.

(*) Nous avons cxtrait ces solutions d un excellent article de M. E. DE JON-

QVIERES, insere au tome XVI des Nouvelles Annales dc Mathematiques, i
rc serie.

26.
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Coniques homologiques .

1126. Soient (fig. SyS) une figure plane quelconque, un point fixe S

et une droite fixe XX situes dans son plan; si sur la droite S/, qui

joint le point S a un point quelconque in de cette figure et qui coupe
XX en

j7.,
on prend un point /// tel, que le rapport anharmonique

/;/S w/ S
(Su. mm) ou : r-~

my. m u.

ait une valeur constanto A, le lieu du point /// est une seconde figure qui

est dite homologique de la premiere. L est le centre d homolngie f XX
Yaxe (t komologiff) et ^ le coefficient fVItomolosie .

Supposons que le point m decrive une droite ae\ joignons le point e

ou cette droite rencontre XX avec le point a de la seconde figure qui

est 1 homologue d un point a choisi a volonte sur la droite ae; la traris-

versale Swucoupera la droite ea du faisceau (t S, ea, cy., ca
}
en un

point /;/ tel que (312)

(Spmm }
= (Sacra }

= /
;

ce point m sera done 1 homologue de m dans la seconde figure. Doric :

Quand deux figures sont honiolngiques, a une droite de I une Tepund
darts I autrc une dioite, ct r&amp;lt;?v deux droitea sc rencontrent sur I axe

d hnmologic.

Inversement
,
si deux figures F et F sont tcllcs, f/ti

a un point quel

conque de Vune reponde un point de Vautre, ct qii a une f/roite de / une

reponde une droite dc Vautrc, de telle sorte que deux points homologues

quelconques soicnt toujours en lignc droite avec un point fixe S, ct que
deux droites hnmnfogues quelconques se coupent toujours sur une droite

fixe XX ,
ccs deux figures sont hoinologiques ; car si a et

,
in et /;/ ,

sont deux couples quelconques de points homologues, on a, dans le fais-
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ceau (t-S, ca, cX ,
en

1

}
dont le sommct est le point do XX oil concou-

rent les droites homologucs am, am,

= Szafi
1 = const.

Enfm, puisque deux droites homologues coupi iit 1 axe d homologie au

meme point, a la droite do I infini dans 1 unfi des figures doit corres-

pondre dans I autre une droite U parallele a 1 axe d homologie. Si SK et

87 sont les distances du centre S a la dioite U et a 1 axe XX , on a la

relation

KS oo S . KS .

-
!
-

==,A oa 57- = &amp;gt;

,

KY ac 7 Ky

qui determine la position de la droite U.

11-27. Quntrc points en lignc droite a, b, r, &amp;lt;7,

de la premiere figure,

et lex (juatrc points co?rcspondants a . b
,

r
,

&amp;lt;-/

,
de la secondc out le

meme rapport anhar/nnniaiie; car les droites aa
,
bb

,
er

,
dd

, passant

par S, les deux divisions abed, a b c d
,
sont en perspective.

Unfaiscctw de (juatre droites OA, OB, OC, OD, de In premiere fi-gun-

et le faisceau des fjuntrc droites corresjtoiiflantcs O A
,
O B , O C

,
O D

,

de la scconde ont le meme rapport tinharmvnique ; en effet, OA et O A

coupent 1 axe d homologie XX au meme point a; de meme, OB et O B

coupent cet axe au m6me point p; OC et O C
,
au meme point 7; OD et

O D
,
au m6me point S. Le rapport anharmonique de 1 un et de I autre

faisceau est done egal a celui des quatre points a, p, 7, $.

Iii8. Au lieu de donner la constanle A, on peut donner un couple

(a, a 1

)
de points homologues. La construction de la figure homologique

d une figure donnee s effectue alors tres-simplement a 1 aide de la regie

seule. Veut-on le point m homologue d un point quelconque in de la pre

miere figure, il sufiira de prenJre Tintersection de Sm avec la droite de

qui unit le point a au point c ou am coupe XX (Jig. 5y3).

Le theurcme de Menelaiis (390) applique au triangle mem coupe par

la transversale Saa donne

S/// am
S /// ae

n e
Si Ton suppose a a 1 inlini

,
le point a est sur UU

,
le rapport ,

devient dgal a i
,
et le rapport

- ilevient egal au rapport ^- des dis

tances de la droite U au point /&amp;gt;/ et a 1 axe XX d homologie; on a done

. ... Sm
(i S/w = K7 --

nip

Cetle formule est tres-utile dans la theorie de 1 homologie, elle permet
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de construire la figure homologique d une figure donnee au moyen du

centre d homologie et de la droite UU qui, dans la figure donfie&quot;e, repond
a la droile de 1 infmi de la figure inconnue.

1129. La figure hojnologique d une conique C est line conique C .

En effet, P et Q etant deux points fixes pris arbitrairement sur la

conique donne&quot;e C, et m un point variable de cette conique, les droites

P/w, Q/7j, engendrent deux faisceaux homographiques (1096). Or si.P
,

Q ,
771

,
font les homologues de P, Q, 777., le faisceau engendre par P /ri

tournant aulour du point fixe P sera homographique du faisceau en

gendre par P/ (1127); de meme, le faisceau decrit par Q m sera

homographique du faisceau de&quot;crit par Q/;/. Done, les faisceaux engendres

par PW et Q /// sont homographiques, et (1096) le lieu du point m est

une conique. A un point p at a sa polaire L rclatifs a la premiere

conique C, repondent dans la seronde conique un point p
1

et sa polaire L .

Car aux quatre points harmoniques /^, /?, &amp;lt;/, b, situe&quot;s sur une transversale

issue du point /?, et qui coupe la conique C en a et b et la polaire L en

q, repondent quatre points //, a\ fj , b\ qui sont aussi harmoniques (
1127

).

On voit par la que a deux points ou a deux droites conjuguees relative-

ment a la conique C
, repondent deux points ou deux droites conjugates

relativement a la conique C . Vaxe d homologie XX est une corde

commune aux deux coniques C et C . En effet, les points communs a la

conique C et a Taxe XX sont les points doubles des deux divisions homo

graphiques tracees sur XX par les faisceaux generateurs P/?/ et Qm de

cette conique. De meme, les points communs a la conique C et a XX sont

les points doubles des deux divisions tracees sur XX par les faisceaux

P /;z et Q &quot;*

;
mais les rayons homologues des faisceaux P et P se cou-

pent sur 1 axe XX
,
aussi bien que les rayons homologues des faisceaux

Q et Q . Done les points doubles sont les memes pour les deux divisions.

Enfin on voit, soit par un raisonnement correlatif du precedent, soit

en appliquant a la propriete precedente la transformation par polaires

reciproques, que le centre d homologic S est un omlnlic des deux co

niques.

Reciproquement ,
deux conhjues quelconques G et C sont deux figures

honwlngiques dans lesquelles Vaxe d homologie est une corde commune

ct le centre d homologie un ombilic correspondent a cette corde. Consi-

derons le triangle pqr, dont chaque sommet est le pole du cole oppose

par rapport aux deux coniques \fg. 670); par chaque sommet passent

deux cordes communes, et sur chaque c6te sont situes deux ombilics;

nous appelons ombilics correspondant a une corde commune les deux

ombilics places sur le cote du triangle pqr oppose au sommet qui est

situe sur la corde commune consideree. Cela 6tant, soient XX une corde

commune aux deux coniques proposees, qui les coupe en e et jf,
et S I uii

des deux ombilics correspondants ;
a etant un point quelconque de la
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conique C, la droite Srz rencontre la conique C en deux points : desi-

gnons par a eelui de ces deux points qui, lorsque la secantc S/7 tourne

autour de S, \ient se ntanir avec a au point c\ Si en pronanl S pour

centre d homologie, XX pour axe et (, ) pour un couple de points

homologues, on conslruit la figure homologique de C, on trouvera une

conique C, qui, ayanten commun avec la conique C les points a
, c\ /, et

les deux tangenles issues de S, nc diffrera pas de la conique C . Done

C et C sont homologiques.

11 faut cependant, d apres la demonstration meme
, que les deux coni-

quessoient placeees de telle fac.on, que toute trunsversale issue de 1 om-

bilic S rencontre les deux courbes en des points qui soient a la fois re&quot;els

ou a la fois imaginaires pour les deux coniques.

De plus, comme il pent y avoir six cordes communes, et qu a chacune

d elles repondent deux ombili 1

. s, on voit que deux coniques peuvent etre

hoinologitflies de douze manicres ({ijfcrentes.

1130. La figure Jiornnlogifjue d un cercle, hrstju on prend Ic centre da

cercle pour centre d Aomofagief est une coni&amp;lt;nic f/ui a ce centre pour

foyer; car si, dans la formule (i) du n 1128, S/;/ est constant, on a

S/n- = const.
;

nip

par suite, le rapport des distances d un point quelconque m de la figure

cherchee au point fixe S et a la droite fixe U est constant.

Par suite, une conique e&quot;tant donnee, on voit qu il faut placer le centre

d homologie S a 1 un des foyers, pour que la figure homologique soit un

cercle de centre S.

C est cette proprie&quot;te que M. Chasles prend pour definition des foyers

dans son Traile des Sections conifjucs.

Voici encore une propriety caracteristique de ces m^mes points :

Plusieuj-s couj)les de droiles conjuguees issues d un m^me point for-

ment un faisceau involutif dont les rayons doubles sont les tangentes

menees a la conique par ce point (
1 104 ). Si ce point est un foyer, tous les

couples dedroites conjuguees sont rectangulaires,et par suite (HOi, 1112)

les rayons doubles du faisceau, c est-a-dire les tangentes (imaginaires)

menees du foyer a la conique passent par les points circulates a I infini.

Cela etant, considerons les deux foyers re&quot;els d une conique et les deux

tangentes issues de chactin d eux; ces quatre droites determinent un

quadrilatere imaginaire circonscrit dont les deux points de concours des

cdtes opposes sont, d apres ce qui pre&quot;cede, les deux points circulates

a 1 infini. La seconde diagonale de ce quadrilatere est le petit axe (ou
1 axe non transverse) de la conique, puisque cet axe est la polaire du point
ou la premiere diagonale (grand axe ou axe transverse) rencontre la

droite de 1 infini qui contient leg points de concours des sommets op-



4o8. GEOMETRIE DANS L ESPACE.

poses. Les deux autres sommets opposes du quadrilatere sont les deux

foyers imaginaires situes sur le- petit axe (ou 1 axe non transverse). On
voit d apres cela que les foyers d unc conique sont les sommets du qua
drilatere imaginaire circonscrit, dont les cotes opposes concourcnt deux

a deux mix paints circidaircs a Vinfini, et que toutes les coniques con-

focales doivent etre considered comme inscrites dans un meme quadrila
tere imaginaire.

1131. La theorie de I homologie est due a Poncelet, et c est dans le

Traite dcs Proprietes projectiles qu il faut en lire les nombreuses appli

cations. Nous nous bornerons a deux exemples :
=

1 Considerons une conique C et un cercle C ayant un foyer F de la

conique pour centre. Ces deux courbes sont homologiques ,
et F est le

centre d homologie. Si un angle de grandeur constante tourne autour de F
comme sommet, la corde qu il intercepte dans Je cercle enveloppe un

cercle concentrique au premier; done, la corde intercepted dans la coni

que enveloppe une seconde conique C&quot;. D ailleurs, deux cercles concen-

triques ont un double contact sur la droite de Pinfini; done,, les coniques
C et C&quot; ont un double contact (imaginaire) sur la directrice correspon-
dante au foyer F, attendu que cette directrice, etant la polaire du foyer,

correspond a la droite de 1 infini dans le cercle, laquelle est la polaire du

centre. Ainsi
, lorsqifun angle de grandeur constante tourne autour du

foyer d unc conique comme sommct, la corde quil intercepte dans la

conique envcloppc une nouveUe conique doublement tangcntc a la pro-

posec sur la directrice relative au foyer considere.

2 Soient une conique C et un cercle C tangent en S a cette conique. Ces

deux courbes sont homologiques, et S est le centre d homologie. Si un

angle de grandeur constante tourne autour de S comme sommet, la corde

interceptee dans le cercle enveloppe un cercle concentrique. Done, la corde

interceptee dans la conique enveloppe une seconde conique C&quot; double

ment tangente a la premiere, suivant la parallele a Taxe d homologie qui

repond a 1 infmi du cercle. Ainsi, lorsqu un angle de grandeur constante

tourne autour d un point d une conique comme sommet, la corde inter-

ccptee dans la conique cnvcloppc une autrc conique qui a un double con

tact avcc la premiere .

En particulier, si Tangle est droit, la corde interceptee dans le cercle

passe par le centre de ce cercle, c est-a-dire par un point fixe situe sur

la normale commune aux courbes C et C au point S. Done, quand un

angle droit pivote autour d un point S d une conique comme sommet, la

corde intcrccptee dans la conique passe par un point fixe situe sur la

normale en S a la conique. Ce theoreme, du a Fregier, donne un moyen

simple de construire avec Tequerre la normale en un point donn6 d une

conique.

Ajoutons, en terminant, que Poncekt est arrive a la notion des figures
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homologiques on faisant sur un plan la perspective de deux figures homo-

thetiques situoes dans un autre plan (voir les EXERCICES (J01 a 010).

Coniques homothetiques.

1132. Deux figures liomothotiques (352) nesont aulre chose que deux

figures homologiques (1126) dont 1 axe d homologie est a 1 infini: car la

relation

S ///
p.

/;/

S///
p.///

du n J126, se reduil a

S/w _ .

Sri v*

lorsqnc ^,
= i

,
c est-a-dire lorsque 1 axe XX s eMoigne indefiniment.

II suit de la et des propriety demontrees au n 1129, que la figure
homothctiquc a&quot;unc conique est unc conique ,

et que deux coniques Ito-

mothetiques ont unc conic commune a /V///7///. Reciproquement, lorsque
la droitc de 1 infini est unc corde commune a deux coniques C et C

,
ccs

courhcs sont homotlictiqucs. En eftet, si deux points de la droile de Tin-

fini sont conjugues par rapporLa Pune des coniques, ils sont conjugues

par rapport a 1 autre; par suite, deux diametres conjugues quelconquos
de la courbe C sont paralleles a deux diametres conjugues de la courbe C .

Cela
pose&quot;,

soient AB et A B deux diametres paralleles des coniques C
etC

;
M elant un point quelconque de C, AM et BM sont paralleles a

deux diametres conjugues de C, et par suite les paralleles A M et B M
a AM et a BM se coupent en un point M de la conique C . Or (3o8), les

points M et M ainsi determines de&quot;crivent deux figures homothe tiques
i

T&amp;gt;

dont le rapport de similitude est r-lA D
DCUJC coniqucs homothetiques et concentriques ont un double contact

sur In droite de rinfmi. En effet, soient e et f les points communs aux
deux coniques et a la droite de 1 infini. Les tangentes en e et ^ a la pre
miere conique doivenl passer par le pdle de ?, c est-a-dire par le centre

de cette conique; de meme, les tangenles en i et
cp

a la deuxieme conique
doivent passer par 0; done les deux coniques ont les monies tangentes
en c et y. Reciproquement, deux coniques qui ont un double contact sur
la droite dc rinfini sont homothetiques et concentriques; car, d abord elles

sont homothetiques puisque la droite de 1 infini est une corde commune,
et, d autre part, le centre de chacune d elles doit 6tre le pole de la droile

de 1 infini, qui est le meme pour les deux coniques puisque c cst le point
de concours des tangentes communes en e et y.

1133. Deux figures semblablesne different en definitive que par 1 ^chelle

a laquelle elles sont construites, de Sorte qu un simple changement d e&quot;-
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chelle les rendrait egales. Done, pour trouver les conditions de simili

tude de deux courbes de meme especo, il suffira de distinguer, d apres
la definition des courbes de cette espece, les donnees distinctes et inde&quot;-

pendantes relatives a la forme, des donne&quot;es relatives a la position. Par

exemple, si la connaissance d une seule grandeur suffit pour determiner

la forme d une courbe d une certaine espece, toutes les courbes de cette

espece seront semblables, car un simple changement d echelle permettrait
de les faire coTnrider. Ainsi tous les cercles sont semblables, toutes les

parabolcs sont semblables. Si la forme de la courbe depend de plusieurs
donnees distinctes et independantes, il faudra que les donnees angulaires

homologues soient egales et les donnees lin&Ures homologous proportion-

nelles; car le changement d echelle ne permettant de rendre egaux que
deux elements lineaires homologues, 1 eg.ilite des autres elements lirieaires

homologues devra rsulter de celle des deux premiers. C est ainsi que la

similitude de deux ellipses ou de deux hyperboles consiste dans la pro-

portionnalitede leurs axes.

Quand deux paraboles ant leurs axes paralleles, elles sont homothe-

tiques; elles touchent la droite de 1 infmi au meme point : c est le point

situ6 sur leurs axes paralleles.

Mcthode fondee sur la projection cottique.

1134. Nous avons deja deTmi (588) la projection conique ou centrale ;

et nous savons que la. projection d une ligne droite est iine ligne droite,

que la projection de la tangente a tine courbe cst la tangcnte de la pro
-

jection de cette courbe (862), enfin que toute conique pent etre projetee
suivant un cercle

(
1 096, 1 097

)
.

On pent toujows projeter une figure plane de telle sorte que I un de

ses points A passe a rinjini. II suffit que le plan de projection soit pa-

rallele a la prajetantc SA, c est-a-dire a la droite qui joint le point A au

somrnet du cone que, dans tout ce qui suit, nous designerons par S; alors

toutes les droites qui, dans la premiere figure, concouraient au point A,

deviennent paralleles dans la figure projctee.

On pent toujours projeter line figure plane de tclle sorte qiiune droite L

pT ise a volonte dans cette figure passe a Pinfim. II suffit que le plan

de projection soit parallele au plan determine par la droite L et le som-

met S du cone.

D apres eel a, un quadrilatcre pent toujours etrc projete suivant un pa

rallelogramme dont les angles out telle grandeur qu on vcut. En effet,

d abord pour que la projection A B C D d un quadrilatere donne ABCD

(fig. 289) soit un parallelogramme, il suffit que la troisieme diagonale EF

passe a I infini. De plus, cumme le plan ABA B contient alors la paral

lele SE au plan de projection, A B sera parallele a SE
;
de meme B C

sera parallele a SF, et, par suite, tes angles ESF, A B C
,
seront egaux.
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Mais Tangle ESF cst arbitraire, puisque 1 on pout prcndrc lo sommet S

du e6ne a volonte&quot;; done, on pourra donner a Tangle A B G du parallelo-

gramme telle grandeur qu on voudra.

1 13.1. On nomme proprietes projectiles les propriotes qui so conservent

en projection.

Toutes les proprie tes descriptives sont evidcmment projectives; mais

il n en est pas de meme des relations metriques.

Soient A, B, C, D, . . . les divers points d une figure plane quelconque,
A

,
B

,
C ,

D ,. . . les points correspondants de sa projection sur un autre

plan. Designons par a, h, r, d,. . . les projetantes SA, SB, SC, SD,. . . et

par /&amp;gt;, &amp;lt;y,

. . . les distances du sommet S du cdne aux droites AB, CD,. . .

En egalant deux expressions bien connues de Taire du triangle SAB, on a

AB./? = rt.^.sinASB, d ou AB = sin ASB,

et Ton aurait de meme

Cela
pose&quot;,

considerons une Equation, sans denominateurs, dont les deux

membres n aient chacun qu un seul terme; supposons que chaque terme

soil, a nn coefficient nume&quot;rique pres, le produit de facleurs exprimant
de simples distances AB, CD,... entre les divers points de la figuro

plane ABCD ____ Cette relation sera projective si les tneines lettres se

retrouvent dans les facteurs lineaires (jui component les deux nicinbrcs,

et si, a chaque distance nppartenant a Vim des jnemhres, il en corres

pond une autrc dans le second f/ui soil sur la meme droite f/ue la pre
miere. En effet, quand on substituera aux facteurs line&quot;aires AB, CD,. ..

les valeurs ci-dessus, loutes les
pr&amp;lt; jetantes &amp;lt;?, b, . . . disparaiiront d elles-

memes en verlu de la premiere hypothese, et il eh sera de meme des

perpendiculaires/;, 7, . . . en vertu de la seconde condition. II ne restera

done qu une egalit6 entre les sinus des angles ASB, CSD, ..., ce qui

prouve que la
propriete&quot; metrique consider^e ne depend que d ces angles,

et nullement d^ la position du plan de la figure ABCD ____ La meme re

lation existera done entre les facteurs lineaires correspondants A B
,
C D ,...

de la figure A B C D ....

Cette proposition contient evidemment comme cas particulier celle

du n 312; car la relation

Bi-SI^ ouCA.DB = ).CB.DA

remplit les conditions prescrites dans Talinea precedent.

1136. A Taide de ce petit nombre de principes, nous pouvons d(^ja

faire comprendre en quoi consistc la niethodc par projection.
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II resulte de 1a nature meme des proprietes projectives que, voulant

etablir une semblable propriety sur une figure donnee, il suffira de de&quot;-

monlrer qu elle a lieu pour 1 une quelconque de ses projections. Or,

parmi toutes les projections possibles de celte figure, il pent en exister

qui soient reduites a des circonstances plus simples et sur lesquelles la

recherche qu on se propose devienne de la premiere facilite. . . . Une

figure e&quot;tant donnee, tout se reduira, comme on voit, a rechercher celle

de ses projections qui presentera des circonstances plus elementaires

et plus propres par leur simplicity a faire decouvrir les relations parli-

culieres que 1 on a en vue (*).

Voici deux exemples simples :

i Soient ABCD un quadrilatere, E et F les points de concours des cotes

opposes, et G 1 intersection des deux diagonales. Projetons-le suivant un

paralle&quot;logramme abed (1134); dans un parallelogramme, les diagonales se

coupant mutuellement en parties e&quot;gales, g projection de G sera le mi

lieu de (ic
;
en d autres termes, la diagouale ac est divis6e harmonique-

ment (326) par la diagonals bd et par la droite de 1 infini ^/ projection

de EF. Done, puisque la propriete harmonique est projective ,
dans le

quadrilatere primitif la diagonale AC est divise&quot;e harmoniquement par la

diagonale BD et la droite EF. C esl le theoreme du n 334.

2 Un triangle ABC etant trace dans le plan fl itne conique qui ren

contre ses cotes consecutifs AB, BC, CA, en trois couples de points (c, c
),

(&amp;lt;?,

//
), (/;, //), les segments que ces points fonnent sur- les cotes ont

cntre eux la relation

Afr.Afr Cft.Ca BP Bc ;

CC B.B Ac. Ac 1

~

En effet, cette relation est projective, car lorsqu ou a chasse le d6no-

minateur on voit qu elle satisfait aux conditions prescrites dans le n 1 135.

D ailleurs elle est 6vidente sur le cercle, a cause de la propriete des se-

cantes; done elle convient a une section conique quelconque, puisqu une

telle courbe peut toujours tre projetee suivant un cercle.

Ge theoreme, du a Carnot
(
Geometric de position, p. 4^7), est la gene

ralisation de celui de Meuelaiis (390). II a de nombreuses consequences.

Par exemple, si le sommet B du triangle ABC est a 1 inHni, la relation

precedente devient

Ac. Ac Ca.Ca

Or, si par un point quelconque D de la droite Caa on mene une pa-

(*) PONCELET, Trail e des Proprietes projections des figurts ,
2e edition, t.

p. 5o.
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rallele a AC qui rencontre la conique en c et r , on aura de mme

Do.Da CaC#

d ou, en rapprochant les deux equations precedentes,

Ac. Ac
~

DflDrt

Done : Si dans le plan d unc conique on nwnc par un point qitclconquc \

deux droites j)(irallrles a deux axes fixes , lc rapport des proditits des

segments (reels on imaginfiires ) f/uc la courbe determine siir ces droites

a partir de letir point coinmun A, est constant. Ce theoreme cst du a

Newton (Enumeration des courbcs dn troisieme ordre}.

1137. Pour montrer toute la fecondite de cettc methode relativemenl

a la recherche des proprtftes des sections coniques, il faut etablir quel-

ques nouveaux principes.

i On pent prnjcter line coniquc C de telle sorte &amp;lt;nCune droitc L de

son plan passe a rinfini, et qu un point f de ce meme plan sc projette (in

foyer de la uouvdle conique C . Le point F doit, d apres cela, etre a

1 interieur de la conique C. Par suite, 1 involution determinee sur la droite L

par tous les couples de droites conjuguees issues du point F a ses points

doubles imaginaires (HOI), de sorte qu il existe de part et d autre de L

deux points P et P de chacun desquels on voit sous un angle droit les

divers segments de revolution. Placons le sommet S du c6ne sur la cir-

conference decrite, dans un plan perpendiculaire a celui de la conique C,

sur PP comme diametre, et prenons pour plan de projection un plan pa-

rallele a celui du sommet S et de la droite L. De cette facon, la droite L

passera a Tinfini dans la projeciion, et chaque couple de droites conju

guees issues du point / deviendra en projection un couple de droites

rectangulaires et conjuguees par rapport a la conique C . La |)rojection du

point /sera done (1112) un foyer de cetle nouvelle courbe C . Ajoutons que
cette conique C sera une hyperbole, une ellipse ou une parabcle, suivant

que la droite L coupera la conique primitive C en deux points reels, ima

ginaires ou confidents.

Le pdle o de la droite L, par rapport a la conique C, deviendra en pro

jection le centre de la conique C (1100). On pent done prnjcter une co-

nicjue C de maniere f/ue deux points f et o de son plan deviennent, en

projection, I un le foyer, I autre le centre de la nouvelle c.oni&amp;lt;nie. C .

En particulier, si/co i ncide avec le p61e o de la droite L par rapport

a la conique C, le meme point sera en projection le centre el le foyer ce

la nouvelle conique C
, qui des lors sera un cercle. On pent done projeter

une conique suivant un cercle de telle sorte
f/ii

itn point de snn plan se

projette an centre du cercle ou quunet

droite de son plan passe a
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2 On pent projetcr deux coniques situees dans un meme plan, suivant

deux cercles. II faut evidernment que les deux coniques proposees aient

au plus deux points communs reels; il existe alors une corde commune
re&quot;elle qui rencontre les deux coniques en deux points imaginaires

(1122, 2). En projetant de telle sorte que 1 une des coniques devienne

un cercle et que cette corde commune passe a 1 infmi, 1 aulre conique

donnera aussi un cercle, car les deux courbes ayant en projection une

corde commune a Tinfmi seront homothetiques (1132), et la figure homo-

thetique d un cercle est un cercle.

Si les deux coniques proposees onf. un double contact imaginaire} on

peut les projcter suivant deux cercles conccntriqucs . Car, en projelant

1 une des coniques suivant un cercle de telle sorte que la corde de con

tact passe a 1 infmi, 1 autre conique donnera un cercle de meme centre,

puisque les deux courbes en projection ayant un double contact sur la

droile de 1 infini devront etre homotheliques et concentriques.

Les deux droites qui joignent le foyer d une conique aux points circu-

laires a 1 infini sont tangentes a la conique (1130), et la corde de contact

est la polaire du foyer, c est-a-dire la directrice. Done, deux coniques qui

ont meme foyer ct mcmc directrice pcuvcnt ctrc projetecs suivant deux

cercles conccntriqucs ,
attendu qu elles ont un double contact imaginaire

sur la directrice commune.

3 On pent projcter une conique C dc telle sorte que deux points (
in-

terieurs] dc son plan,fetf, deviennent en projection les deux foyers dc

la nouvelle conique C . En effet, en designarit par a et a ies points ou

la droite// coupe la conique C, et par k et A les points qui divisent a

la fois harmoniquement les segments aa ct
//&quot; ,

il sufiit de projeter de

telle sorle que / et k deviennent 1 un le foyer, 1 autre le centre de la

nouvelle conique C . Alors la projection de / sera evidemment 1 autre

foyer.

On peat projeter deux conic/ucs situees dans un meme plati suivant

deux coniques confocales. Ces deux coniqups doivent avoir un seul

couple d ombilics reels, et ces deux ombilics doivent e&quot;tre interieurs a

1 une et a 1 autre courbe. Cela etant, il suffit de projeter de maniere que
ces deux ombilics deviennent en projection les deux foyers de 1 une des

courbes; ils seront par cela rn6me les deux foyers de 1 autre (111C).

Voici des applications :

Dans tout quadrilatcre inscrit a une conique t ^intersection des deux

diagonales est le pole de la droite qui joint les points de concours des cotes

opposes ; les diagonales de ce quadrilatcre ct ccllcs du quadnlatere dont

les cotes sont les tangentes a la conique mcnecs par les sommcts du qua-

drilaterc inscrit, se coupent au meme point ct forment un faisceau har-

moniqiic. Car, en projetant la conique suivant un cercle de tello sorte que

la droite qui jdint les points de contours des cotes opposes du quadrila-

tere inscrit passe a Finfmi, le theoreme devient evident.
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Qiinnd deux confines ont nn double contact, toute conic dc rune
(jtti

est tangente a I aiitrc est divisce htmnonitfiUtmcnt par le point dc contact

et par le point oil ellc rencontre In corde de contact des deux coni&amp;lt;nics.

Car, en projetant l.-s deux coniques suivant deux cercles concentriques,

on transforme cetle proposition dans la suivante, qui est evidente : Toute

corde fl u/t cercle tangente a un ccrcle concentrique a son milieu aupoint
de. contact.

Si deux cotes (din triangle inscrit a line coniquc passent cliacun par
un point fixe, le troisieme cote cnvcloppc line conique (jui a un double

contact acec la premiere sur la droiie qui joint leu deux points fixes. Car,

en projetant la conique suivant un cercle de Idle sorte que les deux points

fixes passent a I infini, on retombe sur ce Ih6oreme : Si deux cotes d un

triangle inscrit dans un cercle sont paralleled a deux droites donnecs, le

troisieme cote cnvcloppc un ccrcle co/icentri(juc, ce qui est evident puis-

que Tangle au sommet du triangle est constant.

On voit immedialement que le lieu des centres dcs cercles qui passent

par un point fixe ct qui touchcnt line droite fixe est une parabole dont

le point fixe est le foyer. En transformant par projection ce theoreme,
et remarquant que le point fixe ou foyer et les deux points circulaires a

1 infini formeat un triangle circonscrit a la parabole, on obtient la propo
sition suivante : Etant donncs un triangle et une droite, si Von concoit

toutes les coniques circonscrites a cc triangle et tangentes a cette droite,

le lieu des poi/its dc concours des tangentes a deux des soinmets du

triangle est une conique inscritc dans ce triangle.

Nous avons demontre (Hi 8) que le cercle circonscrit a tout triangle

forme par trois tangentes a la parabole passe par le foyer: en remar-

quant que le foyer et les deux points circulaires a Tinfini forment un se

cond triangle circonscrit a la parabole, et transformant par projection,

on arrive a ce theoreme : Si deux triangles sont circonscrits a une co

nique, leurs six sommcts sont situes sur une coniquc.
11 importe dc remarqucr que les demonstrations fournies par cette me-

ihode laissent souvent quelque chose a desirer. Parexemple, le theoreme

sur le triangle inscrit dans une conique, qui fait I objet de la troisieme

application ,
n est rigoureusement demonlr^ que pour le cas ou les deux

points fixes autour desquels pivotent les deux premiers coles sont exle-

rieurs a la conique; car, pour projeter une conique suivant un cercle de

maniere qu une droite de son plan passe a I infini, il faut que celle droite

soil exterieure a la conique (i).

1138. Parlous enfin de la transformation des proprietys angulaires.

On sait (1083) que si Von a dans un memc plan des- angles (A, A ),

(B, B ),. . . tons de ineme grandeur ct formes dans le memc sens de ro

tation a parlir tic leurs origincs rcspectives A, B, . . .
,
inuis places (Vail-

leurs d une maniere quelcotiquc, leurs cotes tracent sur la droite dc I
3
in-
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fini deux divisions hotnograpkiques dont Ics points doubles , tonjours Ics

tnemes, quelle que soit la grandeur commune dt: ccs angles, so/it les points

circulaires irnaginaires a I i/t/ini.

En projection, les angles cessent d etre egaux, mais leurs coles traccnt

deux divisions homographiques sur la droite qui repond a 1 infmi de la

premiere figure; et, si dans la premiere figure se trouve un cercle, la

conique correspondante de la deuxieme figure determine person inter

section avec cette droite les points doubles des deux divisions.

Ce principe permet de transformer un assez grand nombre de proprie-

te&quot;s angulaires.

On voit, en particulier, qu un angle droit de la figure primitive re-

pond en projection un angle dont les cotes divisenl Jiarmoniqucment
I anglc forme par Ics droites qui joignent la projection du sommct (tux

projections des deux points circulaires a I infini.

Voici quelques applications :

Deux coniques confocales se con- Si deux coniqucs sont inscrites

pent orthogonalement (1116). dans le meme quadrilaterc, les deux

tangentes a run des points com-

muns divisent harmoniquemcnt une

diagonalc quelcon(jue de ce quadri-

latere.

Le lieu des angles droits circon-
\

Le lieu des angles circonscrits a

scrits a une ellipse ou a une hyper- une conique, dont les cotes divise/it

bole est un cercle (967, 997). harmoniquement une ligne droite

donnec ab, est une conique passant

par les points a et b.

Le lieu, des angles droits circon- i Le lieu des angles circonscrits ao fj

scrits a une parabole est la direc- une conique, dont les cotes divisent

trice (1027). harmoniqueme/it une tange/itc ab

a. cette conique, est la droite qui

joint les points de contact des tan-

\ gentes issues de a et de b.

Si autour du centre d un cercle
j

Si autour (run point Jixe on fait

comme sommct, on fait tourner un I
tourner deux raj ons formant deux

angle de grandeur constante ,
la \ faisceaux homographiques dont les

corde qu tl intercepte dans le cercle I raj ons doubles soient les tangentes

enveloppe un cercle concentrique. \

a une conique, la corde intercepted

dans la conique enveloppe une autre

conique qui a avec la premiet^e un
1

double contact sur la polaire du

&amp;lt;

point Jixe.

Quand un angle droit pivote an-
\

Si un faisceau Iiarmonique a pour
tour d un pointd une co/aquc comme centre un point (rune co/iique ,

et
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somniet, Id conic intercepted passe

par un point fixe (1131, 2
)

.

(///&amp;lt;

deux rayons conjugucs restent

fixes , la coide qui joint les cxtre-

mites dex deux autres rayons passe

par un point fixe.

Ces examples suffisent pour montrerla fecondite de cette me&quot;thode, dont

Poncelet a tire&quot; un si grand parti dans son Traite dcs Proprietes projec-

tives dcs figures, mais que nous recomniiindons bien plus comme moyeri

de recherche que comme procedd de demonstration.

Pole et plan polaire dans les surfaces du second ordre

H39. On nomme surfaces du second ordrc les surfaces dont toute sec

tion plane est une conique re&quot;elle ou imaginaire; d ou il suit qu une droite

quelconque a, avecuue telle surface, deux points communs re*els ou ima-

ginaires, a moins qu elle n appartienne tout entiere a la surface.

Nous nous proposons ici de demontrer les proprietes fondamentales des

surfaces du second ordre
;
nous ne ferons qu e&quot;noncer les corollaires et, en

general, toutes les
propriete&quot;s

dont la demonstration ne saurait offrir de

difficulte au lecteur deja familiarise, par 1 elude des coniques, avecdes rai-

sonnements analogues. Nous supprimerons les figures, mais, pour faciliter

la lecture, nous representerons toujours les points par des lettres minus

cules tf, b, c, . . .
,
les lignes par des lettres majuscules, A, B, C, . . .

,
et les

plans et les surfaces par des lettres grecques a, p ,
. . .

, 2,. ...

11 40. Si, par un point quelconque p de Vespacc, on nicne une droite

quelconque L, ct si Von prcnd sur cette droite le conjugue harmonifjue p
de p par rapport aux deux points m et m comrnuns a la droite L et a

une surface du second ordre 3, le lieu des points p , quand L se deplace
autour de p, est un plan fixe rs.

Observons d abord que, si Ton mene deux plans quelconques par p et

si Ton prend les polaires de p par rapport aux deux coniques que ces

plans determinent sur la surface -, ces deux polaires ont un point com-

mun : c est le conjugue harmonique de p qui est situ6 sur I intersection des

deux plans. Cela pose, concevons par le point p deux plans fixes a et p

arbitrages et un plan quelconque 7 conienant la droite L
;
soient A, B, C,

les polaires de p par rapport aux coniques que les plans , p, 7, deter

minent sur la surface I. Le point p est situe sur C; d ailleurs, d apres

1 observation ci-dessus, la droile C rencontre les droiles fixes A et B qui

se rencontrentelles-m&mes. Done, le point // est constamment situ6 dans

le plan fixe u des deux droites A et B.

Le plan cr est dit le plan polaire du point /&amp;gt;&amp;gt;,

et le point p est dit le

p6le du plan a, par rapport a la surface 2.

1141. Le plan polaire d un point da la surface I est le plan tangent en

II. *
27
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ce point, puisque ce plan tangent contient toutes les tangentes en p aux

sections faites par ce point, c est-a-dire toutes les polaires de p par rap

port a ces sections; inversement, tout plan tangent a pour pole son point

tie contact.

La courbe de contact de tout cone circonscrit a la surface 2 est la co-

nique suivant laquelle le plan polaire rs du sonunet p coupe la surface;

si cette conique est re&quot;elle, le point p est dit extericur a la surface; si

elle est imaginaire, le cone cesse d exister, et le point p est dit inte-

rieur. Par un point donne p, on ne pent done mcncr que deux plans

tangents a une surface du second ordre 2, ce qui montre que les sur

faces du second ordre sont de la deuxieme classe.

1142. Le plan polaire de tout point d un plan passe par le pole de ce

plan, et, reViproquement, le pole dc tout plan passant par un point est sur

le plan polaire de ce point. Par suite
,
les plans polaires dc tons les points

d une droite L passent par une droite L
, et, inversement, les poles de

tons les plans passant par une droite L sont sur une droite L. Deux droites

L et L
,

telles que 1 une contient les pdles des plans passant par 1 autre,

sont dites polaires reciproques. A toute droite L repond une droite po

laire reciproque L ,
et une seule

;
on 1 obtient en joignantles poles de deux

plans men6s a volonte par L, et en particulier en joignant les points de

contact des plans tangents conduits par L.

Le p61e d une droite L par rapport a la section faite dans la surface par

un plan a contenant la droite L, coincide avec le pole par rapport a la

surface du plan que determinent la droite L et le p6le a du plan a; il

appartient done a la polaire reciproque L de L. Done si 1 on coupe une

surface du second ordre 2 par une serie de plans contenant une meme
droite L

,
les poles de cette droite L par rapport aux diverses sections

sont sur une droite L qui contient encore les poles de tons les plans se

cants par rapport a la surface et, en particulier, les points de contact des

deux plans tangents conduitspar la droite primitive L.

Lorsque quatre points sont en ligne droite, leurs plans polaires for-

ment un faisceau dont le rapport anharmonique est egal a celui des

quatre points.

Lorsque quatre droites concourantes sont situees dans un memc plan,

leurs polaires reciproques forment un faisceau plan qui a merue rapport

anharmonique que le faisceau primitif.

1143. Deux points sont clits conjugues \&amp;gt;w rapport a une surface du se

cond ordre, lorsque le plan polaire de Tun passe par 1 autre. Plusicurs cou

ples dc points conjugues sur une metne droite formcnt une involution, dont

les points doubles sont les points communs a la droite et a la surface.

Deux plans sont dits conjugues par rapport a une surface du second

ordre, lorsque le pole de 1 un est situe&quot; sur 1 autre. Plusieurs couples de

plans conjugues passant par une memc droite formcnt un faisceau de
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plans en involution (c est-a-dire un faisceau que toutc transversals couj e

suivant une suite de points en involution) ; les plans doubles sont les deux

plans tangents mene&quot;s par la droite
;

il suit de la que par unc droite

quelconquc on pent tottjours mcncr deux plans conjugiu-s rectangultiires.

Deux droites sont dites conjtiguees par rapport a une surface du se

cond ordre lorsqu elles sont dans un mme plan et qu elles sont con-

jugue&quot;es par rapport a la conique que ce plan determine dans la surface.

1141. Une droite et un plan sont dits conjugues par rapport a une

surface du second ordre lorsque la droite passe par le pole du plan. Quand
un plan et une droite sont conjugueX le plan contient evidemment !a

polaire re&quot;ciproque de la droite.

Tout point p de I espacc est le sommet (rune infinite d*angles trie-

dres dont chaquc arete est conjuguee a la face opposee ; car il suffit pour
avoir un tel triedre de joindre le point /?a trois points tf, , c, choisisdans

le plan polaire cr de p, de facon que chaque sommet du triangle abc soil le

pdle du cdte* oppose par rapport a la conique que le plan rs determine

sur la surface. Un tel triedre prend le nom de triedre polaire.

Parmi tons les triedres polaires de meme sommet p, il en est un qui cat

trirectangle. Joignons en effet le point p a un point quelconque m du

plan cr, etmenons par/? un plan perpendiculaire a mp\ la trace M de ce

plan sur le plan CT sera la polaire de m par rapport au cercle imaginaire

qui serait situe dans le plan w, aurait pour centre la projection de p
surce plan et pour carre de son rayon

2

,
$ etant la distance du point/;

au plan CT. Or, si Ton considere ce rercle imaginaire C et la conique P

que le plan r determine sur la surface, les trois points g, g , g&quot;,
de ce

plan, qui ont chacun meme polaire par rapport aux deux coniquesC et P

(1122), sont rels, et le triedre dont les aretes unissent le point p aux

points g, g , g&quot;,
est le triedre demande.

Sur Tun des cotes du triangle gg g&quot;,
il y a deux ombilics o, o

l?
et comme

ces ombilics divisent harmoniquement ce cdte et que le triedre est tri-

rectangle, les deux droites po et po {
sont ^galement inclines sur cha-

cune des deux aretes du triedre situees dans le plan /.wo,. Si par 1 un o de
ces ombilics on mene dans le plan a deux droites oh, //,, qui soient con-

juguees par rapport a la conique P, elles le seront aussi par rapport au
cercle imaginaire C, et, par suite, les plans /W/, /W/,, seront rectangulaires.

Done, par le sommet p de tout triedre polaire trirectangle, passent deux
droites reellcs po et po { ayatit pour bissectrices deux aretes du triedre et

jouissant dc cette propriete , que tout couple de plans conjuguex passant
par rune d elles (po ou po { )

est rectangulaire.

Par 1 un g des sommets du triangle gg g&quot; passent, dans le plan cr des
deux coniques P et C, deux se&quot;cantes communes reelles S et S, ;

comme ces
deux se&quot;cantes divisent harmoniquement Tangle g du triangle gg g&quot;

et que
le triedre est trirectangle, les deu$ plans determines par/; et par les deux
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droites S et S, auront pour plans bissecteurs les deux faces du triedre qui

passent par I arele pg. Si SJP Tune S des deux secantes on prend deux

points n et
/?, qui soient conjugues par rapport a la conique P, ils le

serontaussi par rapport au cercle imaginaire C, et par suite Tangle npji {

sera droit
;
les droites pn et

/;/?,
e&quot;tantcelles suivant lesquelles le plan pnn {

coupe les plans polaires de n et de n
{

sont conjugue&quot;es par rapport a la

surface. Done pa? I une des aretes de tout triedre polaire trirectanglepas-

sent deux plans reels ayant pour plans bissecteurs les deux faces adja

centes du triedre et jouissant I un et L autre de ccttc propriete cjue tout

couple de droiles conjuguecs menees dans ce plan par le sommct du trie

dre cst rectangulaire.

Plans diametraux, diametrcs, centre; sections paralleles ;

sections circulaires .

11 45. Dans toute surface du second ordre, le lieu des milieux des cordes

parallel s a une direction donnee est un plan; c est le plan polaire des

points a Tinfini communs a toutes ces paralleles. On donne a ce plan le

nom de plan diametral conjugue a la direction des cordes.

Des considerations analogues a celles qui nous ont amene (1083) a

considerer tons les points a I infmi d un plan comme situes sur une meme

droite, conduisent a regarder tousles points a 1 infini de 1 espace comme

silues dans un meme plan qu on nomme plan de I infini. Le pole du plan
de 1 infini est evidemment commun a tons les plans diametraux ; on le

nomme centre de la surface.

Toutc corde passant par le centre a son milieu en ce point et prend le

nom de dinmetre.

Un diamctre et un plan diametral sont dits conjugues lorsque le diame-

tre passe par le p61e du plan diametral (1144). A chaque diametre re-

pond un seul plan diametral conjugue, et reciproquement.

1146. Le centre est le sommet d une infinite d angles triedres polaires

(1144), c esl-a-dire de triedres dont chaque arete est le diametre conjugue

du plan diametral determine par les deux autres. Les trois aretes forment

un systeme de trois diametres conjugues deux a deux, et les trois faces

un systeme de trois plans diametraux conjugues deux a deux. L un de

ces triedres est trirectangle (1144); ses trois faces sont done des plans

de symelrie de la surface : on les nomrne plans principaux et on appelle

sections principalcs les sections qu ils determinent dans la surface. Les trois

aretes sont des axes de symetrie ;
on les nomine axes de la surface.

1 1 47. Si I
1
on coupe une surface du second ordre 2 par une serie de plans

pnralleles a
(
,a a ....,

c esl-a-dire par une serie deplans ayantune droite com

mune L a Tinfini, les centres des sections s.&quot;ront]?s poles de cette droite L

par rapport a ces sections: ils seront clone (1142) tons situes sur une

meme droite L qui contient aussi les poles des plans a,, 2 ,
. . . par rap-
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port a la surface
;
cette droite cst le diametre conjugue du plan diametral a

parallele aux plans considered, puisqu elle ronferme a la fois le centre de

la section faite par ce plan a et le [idle de ce plan. Les deux plans tangents

paralleles aux plans consideres auront leurs p6les, c est-a-dire leurs points

de contact, sur celte droite L
,
d oii Ton voit que tout plan tangent a unc

surface du second ordre est pat allele an plan diametral conjugue du dia~

metre tnd passe par le point de contact. Enfin si Ton rnene deux plans

conjugues quelconques parle diametre L
,
le premier coupera les plans a,,

a,,..., suivant des droites A,, Ar ... paralleles entre elles; le second

coupera les monies plans suivant dcs droites A
,,
A

.,,
... paralleles entre

elles
;
d ailleurs les couples ( A, ,

A
, ), ( A, ,

A
, ) ,

. . seront des diametres con-

jugu^s des sections C,,C2 ,. .., faites paries plans a,,
a

2 ,. . . Ainsi, achaque

systeme de diametres conjugues dans la coniquj G,, repondra dans chacune

des coniques C
7 ,. . . un systeme de diametres conju^ues respectivement

paralleles a ceux de G,. Done les sections C,, C.,,. . . faites par des plans

paralleled dans unc surface du second ordre, so/it scmblablcs ct scinbla-

bleincnt placees.

H48. Par Fun des trois axes d une surface du second ordre, passent deux

plans 7 et 7 (1146) ayant pour plans bissecteurs IPS deux plans princi-

paux contenant cet axe et jouissant de cette propriete, que tout couple de

diametres conjugues situe&quot; dans Fun quelconque (7 ou 7 )
de ces plans

est rectangulaire. Ces deux plans 7 et 7 coupent done la surface &amp;gt;uivant

des cercles, et on les nomme plans cycliques. Les sections par des plans

paralleles aux plans cycliques sont done aussi des cercles (1117), et

Ton a ainsi deux series dc sections circuhures fonl les centres sont situ6s

sur les diametres conjugues des deux plans cycliques; les quatre points
ou ces deux diametres rencontrent la surface prennent le nom tfombilics.

Surfaces reglees du second ordre.

1149. On dit que deux faisccaux de plans (585) sont homograpJii&amp;lt;jucs

lorsqu on peut trouver deux droites sur lesquellesils tracentdeux divisions

homographiques ;
une droite quelconque est alors coupee par le premier

faisceau suivant une division homographique de celle que le second

faisceau determine sur une seconde droite quelconque. Le rapport an-

harmonique de quatre plans quelconques du premier faisceau est
e&quot;gal

an rapport anharmonique des quatre plans homologucs de Fautre fais

ceau, etc.

La surface reglee, lieu dcs intersections des plans homologues de deux

faisceaux homograpliiques, cst du second ordre; car, si on la coupe par
un plan quelconque CT, les deux faisceaux de plans coupent ce plan CT

suivant deux faisceaux de droites qui sont homographiques, et la section
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de la surface par ce plan w est le lieu des intersections des rayons

homologues de ces deux faisceauxde droites, c est-a-dire (1097) une co-

nique. II existe done des surfaces r^glees du second ordre.

1150. Reciproquement, loute surface rcglee da second ordre pent etrc

considered comme le lien des intersections des plans homologues de deux

faisceaux de plans homographifjucs. Nous decomposerons la dmonstra-
tion en plusieurs parties, et elle nous permettra de mettre en evidence les

principales proprietys de ces surfaces reglees.

1 Trois droites A, B, C, appartenant a la surface ne peiwent passer

par un meme point 0, a mnins cjue toutes les droites de la surface ne

passent par ce point. Car, toute autre droite D de la surface, ne passant

pas par le sommet du triedre forme&quot; par A, B, C, aurait au moins avec

1 une des faces de ce triedre un point commun non situe sur les aretes
;

par suite, le plan de cette face aurait en commun avec la surface deux

aretes du triedre et de plus un point exterieur a ces aretes, de sorle que le

degre de la section serait superieur au second. Les surfaces regimes du

second ordre se partagent done en deux groupes : 1 un relatif aux surfaces

dont toutes les generatrices passent par un meme point, 1 autre relatif

aux surfaces dont trois droites ne passent jamais par un meme point. Les

surfaces du premier groupe sont les cones, et en particulier les cylindres

lorsque le point de concours de toutes les generatrices est al infmi. Les

cones du second degre jouissent evidemment de la propriete* e&quot;noncee;

car, toute section faite par un plan ne contenant pas le sommet est une

conique, qui peut tre consideree comme le lieu des intersections des

rayons homologues de deux faisceaux homographiques ;
les plans deter

mines par les generatrices fixes qui aboutissent aux centres de ces deux

faisceaux et par la ge&quot;neratrice variable qui aboutit a un point quelconque
de la conique, sont done homographiques. Nous n avons par consequent
a considerer que les surfaces reglees proprcment dites, c est-a-dire celles

dont trois droites ne passent jamais par un merne point.

2 Soil G 1 une des generatrices de la surface. Tout plan passant par

G donne dans la surface une conique qui se compose necessairement de

1 1 droite G et d une autre droite. Si 1 on coupe la surface par une serie

de plans 7, 7 , 7&quot;,..., passant par G, on obtiendra done une serie de droites

L, L
, L&quot;,..., qui formeront un systeme de generatrices rectilignes. Toutes

ces droites rencontrent G en des points diffe rents, sans quoi par un meme

point passeraient trois droites de la surface; par suite, deux quelconques

des generatrices L, L
, L&quot;,... ne sont, jamais dans un meme plan. Actuelle-

ment, par 1 une L de ces droites, menons une serie de plans &quot;A

7
/

, V,... ;

nous obtiendrons une nouvelle serie de droites G, G
, G&quot;,...,

dont G fera

6videmment partie et qui formeront un second systeme de generatrices

rectilignes; on verra comme ci-dessus que deux quelconques de ces

generatrices ne sauraient etre dans itti meme plan. Done, en resume, la
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surface admct deux systemcs (
G )

el
(
L

}
dc generatrices rectilignes ; par

un point quelconque in dc la surface passe line generatrice de cJiaque

systeme (ces deux generatrices sont fournies par les plans menes par ///

et chacune des deux droites fixes G et L) ;
Ic plan dc ces deux gt /u-rn-

trices cst Ic plan tangent en m a la surface. Deux generatrices d un

memc systeme ne sontjamats dans un meme plan ; unc generalrice quel-

conquc de Fun des systemcs rencontre toutes celles de I autre systeme.

3 Puisque trois droites suffisent pour regler le mouvement d une droitt-

mobile assujettie a s appuyer sur elles, et qu une generatrice de 1 un des

systemes doit rencontrer toutes celles de I autre systeme, on voit que la

surface pent etre consideree comme cngendree par unc droite qui ren

contre sans cesse trois droites fixes L, L
,

L&quot;.

4 Sur 1 une L de ces trois droites fixes prenons une se&quot;rie de points a,

by c, d, . . .; par chacun de ces points et par les deux autres droites fixes

L et L&quot; menons deux plans ;
nous obtiendrons ainsi deux faisceaux de

plans homographiques dont L et L&quot; seront les axes et tels que les inter

sections des plans homologues rencontrent les trois directrices L, L
, L*,

c est-a-dire soient des generatrices de la surface. La surface est done le

lieu des intersections des plans homologues de deux faisceaux de plans

homographiques, comme nous 1 avons annonce.

Nous avons vu (i) que les cdnes rentrent dans cette definition; ils

repondent an cas ou les axes des deux faisceaux se rencontrent
; quand les

axes sont paralleles, les cones deviennent des cylindres.

1151. Voici encore d autres proprietes importantes des surfaces regfe
proprement dites du second ordre (nous etudierons les cones dans le pa-

ragraphe suivant).

Le faisceau de plans passant par L&quot; rencontre les deux autres directrices

L et L et determine sur elles deux divisions homographiques; les droites

qui joignent les points homologues de ces deux divisions s appuient a la

fois sur L, L
, L&quot;;

ce sont des generatrices de la surface. Done toute

surface reglee du second ordrc est le lieu des droites qui dici.sent Iiomo-

grapliiqucment deux droites fixes.

Tout plan passant par un point quelconque m de la surface el qui ne

contient aucune des deux generatrices G et L passant par ce point, coupe
la surface suivant une conique qui passe par /// et qui ne se reduit pas a

deux droites, sans quoi la section serait d un degre superieur au second.

Chaque point d une section plane resulte de 1 intersection du plan secant

et d une generatrice de la surface; toute section plane d une surface reglee

du second ordre est done reelle. Par suite, en appliquant cette remarque
au plan polaire rs d un point quelconque p de 1 espace, on voit que tout

point de Vcspace est le sommct d un cone reel circonscrit a la surface.

Le plan de 1 infini determine une section reelle qui est : ou une conique

ordinaire, ou un systeme de deux droites ;
la surface prend dans le premier
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cas le nom fthyperboloide a unc nappe, et dans le second le nom de

paraboloide hyperboliqae.

Cones du second ordrc et coniqucs spheriqucs.

i!52. Dans le c6ne, le plan polaire CT de tout point/? de 1 espace con-

tient le sommet
.?, et si le point p se deplace sur ps le plan polaire cr ne

change pas ;
aussi convient-t-il de donner a ce plan CT le nom de plan po

laire de la droite ps et a cette droite le nom de polaire da plan w. Si la

droite ps tourne autour du sommet s dans un plan, son plan polaire CT

tourne autour de la polaire de ce plan; cela resulte de ce que les traces

de ps et de or sur un plan quelconque sont constamment pole et polaire

par rapport a la conique que ce plan determine dans le c6ne.

Tout plan qui ne passe pas par le sommet a ce sommet pour pole; le

sommet est done le pole du plan de 1 infini, c est-a-dire le centre de la

surface. Desormais, quand nous parlerons de droites et de plans conjugues

par rapport a un c6ne du second ordre, nous entendrons toujours qu il

s agit de plans et de droites passant par le sommet. Ainsi nous dirons que :

i une droite et un plan sont conjugues par rapport au cone lorsqu ils

passent par le sommet et que la droite est la polaire du plan; 2 deux

plans sont conjugues par rapport au c6ne quand ils passent par le sommet

et que chacun d eux contient la polaire de 1 autre; 3 deux droites sont

conjugates par rapport au c6ne quand elles passent par le sommet et que
chacune d elles est situeedans le plan polaire de 1 autre.

Quand deux plans ou deux droites sont conjugues, leurs traces sur un

plan quelconque sont conjugue&quot;es par rapport a la conique que ce plan de&quot;-

terrnirie dans le cdne.

Quand un cone est circonscrit a une surface du second ordre, les droites

et les plans conjugues par rapport au cone sont aussi conjugues par rap

port a la surface ; car, d abord leurs traces sur le plan de la conique de

contact sont conjuguees par rapport a cette conique, et de plus ce plan

est le plan polaire du sommet du cone par rapport a la surface.

Les sections d un cone du second ordre par des plans paralleles sont

semblables (H-47), et le lieu des centres est la polaire du plan a. mene&quot;

par le sommet du c6ne parallelement aux plans secants. Ces sections

sont des ellipses, des paraboles ou des hyperboles suivant que le plan &amp;lt;x.

ne contient pas de generatrices, en renferme une seule ou en contient

deux.

Une droite passant par le sommet d un c6ne du second ordre est dite

interieure ou exterieure au c6ne, suivant que sa trace sur un plan quel

conque qui ne passe pas par le sommet est- interieure ou exte&quot;rieure a la

conique que ce plan determine dans le cdne. Un point de 1 espace est dit

intericur ou exterieur au cone, suivant que la droite qui unit ce point

au sommet est elle-m6me interieure OM ext^rieure.



LIVRE VIH. LES COURSES USUELLES.

H53. Le sommet d un cdne du second ordre est le sommet d uno infinite

de triedres polaires(i144), c est-a-dire de tried res .tels que chaque arete est

la polaire de la face opposee. Les trois aretes forment un systeme de trois

diametres conjugues ;
1 im de ces diametres est inte&amp;gt;ieur au c6ne et les

deux autres sont exte&amp;gt;ieurs
;
cela resulte de ce que la trace du triedre sur

un plan quelconque est un triangle polaire par rapport a la conique sec

tion du cone par ce plan, et un tel triangle a toujours un sommet interieur

etdeux sommets exte&amp;gt;ieurs a la conique.

L un de ces triedres polaires est trirectangle; ses aretes sont les trois

axes du cone ; 1 un est interieur et les deux autres sont exterieurs.

Tout plan perpendiculaire a 1 un des axes determine dans le c6ne une

conique qui a son centre sur cet axe et ses axes parallcles aux deux au

tres axes du cdne. Tout plan perpendiculaire 1 axe interieur du cdne

donne une ellipse, et tout plan perpendiculaire a 1 un des deux autres

axes donne une hyperbole dont les asymptotes sont paralleles aux deux
ge&quot;-

neratrices du cdne paralleles au plan secant. On nomme axe principal du

cdne, 1 axe interieur, grand axe celui qui est parallele au grand axe de

1 ellipse suivant laquelle le cdne est
coupe&quot; par un plan normal a 1 axe

principal, petit axe celui qui est parallele au petit axe de la meme ellipse ;

on appelle plan de la grande section le plan de 1 axe principal et du grand

axe, plan de la petite section le plan de 1 axe principal et du petit axe,

plan principal le plan du grand et du petit axe. Le plan principal ne

coupe le cdne suivant aucune arete
;
de tous les plans conduits par Faxe

principal, le plan de la grande section et le plan de la petite section sont

ceux qui coupent le cone suivant les deux aretes qui font entre elles res-

pectivement Tangle maximum et Tangle minimum. Les plans tangents au

cdne menes par le grand axe le touchent suivant les deux aretes conte-

nues dans le plan de la petite section
;
les plans tangents conduits par le

petit axe touchent le cdne suivant les deux aretes continues dans le plan
de la grande section

; enfin, parl axe principal, on ne peut mener aucun

plan tangent au cdne.

Le cdne est de revolution quand la section par un plan perpendicu
laire a Taxe interieur est un cercle.

H54. Dans tout cdne du second ordre, on nomme focalcs les deux droites

passant par le sommet et dont chacune jouit de cette propriete, que tout

couple de plans conjugues passant par cette droiteest rectanguIaire(M44).
Tout plan perpendiculaire a une focale coupe le cone, suivant une conif/ue

qui a pour foyer le pied de cette focale, car autour de ce pied tous les

couples de droites conjuguees par rapport a la conique sont rectangu-
laires. On sail (1146) que les deux focales sont situees dans Tun des plans
diametraux principaux du cone et orit pour bissectrices les deux axes si lues

dans ce plan; il resulte en outre e la
propridte&quot; qu on vient de de&quot;-
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montrer, que ces focales sont interieures et situe&quot;es dans le plan de la

grande section.

1155. Dans tout c6ne du second ordre, on nomme plans cycliques les deux

plans passant par le sommet etdont chacun jouit de cette propriete, que
tout couple de droites conjugates situees dans ce plan est rectangulaire

(1148). Tout plan parallele a mi plan cyclique coupe le cone suivant un

ccrcle; car tout couple de diametres conjugues de la section e&quot;tant paral

lele a un couple correspondant de droites conjuguees du plan cyclique est

rectangulaire. On sait (1148) que les deux plans cycliques passent

par un m6me axe du cone et ont pour plans bissecteurs les deux plans

diametraux principaux qui passent par cet axe; il resulte en outre de

la propriete qu on vient de demontrer que les plans cycliques passent

par le grand axe et, par suite, sont perpendiculaires au plan de la petite

section. Les proprietes des sections circulaires des cdnes du second

ordre ont ete etudie&quot;es aux nos 871 a 876.

1156. Si par le sommet d un cone du second ordre on mene des droites

perpendiculaires a tousles plans tangents, on obtient un second cone de

m6me sommet et qui est dit supplementairc du premier. Le cone
supple&quot;

mentaire d un cone du second ordre, est aussi du second ordre; en d autres

termes, tout plan mene&quot; par le sommet ne peut le couper que suivant deux

aretes; car si un tel plan le coupait suivant trois aretes, ces aretes seraient

normales a trois plans tangents au cone propose, lesquels plans passeraient

par une meme droite perpendiculaire au plan des trois aretes, ce qui est

absurde, puisque par une droite on ne peut mener que deux plans tan

gents a un c6ne du second ordre. Si un cdnc 2 est supplementaire tfim

cone 2 du second ordre, inversement 2 est supplementaire de 2 . En effet,

deux aretes infmiment voisines du cone 2 sont perpendiculaires a deux

plans tangents au cone 2 infmiment voisins
;
le plan de ces deux aretes est

done perpendiculaire a 1 interseclion de ces deux plans tangents ;
en

d autres termes, les plans tangents a 2 sont perpendiculaires aux aretes

de 2.

On apercoit immediatement que : 1 a une arete de 2 et au plan tangent
conduit par cettc arete repondent dans 2 un plan tangent et son arete

de contact ; 2 a une droite et a son plan polaire par rapport a 2 re

pondent UTI plan et sa polaire par rapport a 2
;

3 a deux droites

conjuguees de 2 repondent deux plans conjugues de 2
; 4 deux droites

menecs arbitraircmcnt par le somnict de 2 repondent dans 2 deux plans

faisant efitre eux un angle supplementaire de celui des deux droites ;

5 aux trois axes dc 2 repondent les trois plans diametraux conjugues

rectangulaires de 2 : a 1 axe principal de 2 repond le plan .principal de 2
,

et les deux c6nes ont meme axe principal et meme plan principal ;
mais le

plan de la grande section de I un est Je plan de la petite section de 1 autre
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(4), de sorte que le grand axe do 1 im est le petit axe de 1 autrc; 6 aux

plans cycliques de - repondent les focides de -
; car, a tout couple de

droites conjuguees par rapport a I et situees dans un plan cyclique, re*-

pond dans - un couple de plans conjugues passant par la perpendiculaire

a ce plan cyclique, et ce couple de plans est rectangulaire puisque le

couple de droites Test.

II est clair d apres cela que Ic.s proprictes des cdncs du second degre
so/it doubles, comme celles des triedres et des triangles spheriques (572,

825). Ainsi a chaque propriete des plans cycliques r6pond, par la consi

deration du cone supplementaire, une
propri^te&quot;

des lignes focales, et in-

versement. Nous aliens en citer quelques exemples importants, mais il

faut auparavant donner une definition.

1 157. Nous savons que la polaire d un plan cyclique est le diametre, lieu

des centres des sections circulates paralleles a ce plan cyclique. D ailleurs,

a un plan cyclique et a sa polaire repondent, dans le c6ne supplementaire,

une ligne focale et son plan polaire. De meme que dans les coniques on

donne le nom de directrice a la polaire du foyer, on donne dans les cOnes

le nom de plan dirccteur au plan polaire d une focale. Ainsi, un c6ne du

second ordrea deux focales et, par suite, deux plans directeurs. Cela pos6,

voici les
proprie&quot;tes

fondamentales des plans cycliques et des focales; les

theoremes sont disposes sur deux colonnes
;
de cette maniere, on trouve

a c6t6 1 une de V9XL{f&\&propositions correlatives, c est-a-dire les proposi

tions qui re&quot;sultent 1 une de 1 autre par la consideration du c6ne supple

mentaire, et il suffit chaque fois de d^montrer 1 une de ces deux propo
sitions.

Dans tout cone du second ordrc,

les sinus des angles que cli(i&amp;lt;jiic plan

tangent fait acec un plan cyclique

et acec la polaire de ce plan cyclique,

ont un rapport constant.

Dans tout cone du second ordre,

les sinus des angles que chaque arete

forme avcc une lignejocale et avec

le plan dirccteur correspnndanty ont

un rapport constant.

En effet, coupons le cone par un plan parallele a un plan cyclique et.

du centre de cette section circulaire, qui est un point de la polaire du

plan cyclique, abaissons une perpendiculaire sur un plan tangent au cone.

Le sinus de Tangle du plan tangent et du plan du cercle est egal a cette

perpendiculaire divisee par le rayon du cercle
;

le sinus de Tangle du

plan tangent et de Taxe polaire du plan cyclique est 6gal a la meme per

pendiculaire divisee par la distance du sommet du c6ne au centre de la

section circulaire. Le rapport des sinus ne depend done que du rayon

du cercle et de la distance de son centre au sommet, et nullement du

plan tangent consider^.

Tout plan tangent a un cone du I Les plans mencs par les deux

second ordre coupe les deux plans [focales d un cone du second ordre
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cycliques suivant deux droites ega- \

et par luie arete quclconquc sont

lenient inclinees sur I arete dc con- egalement inclines sur le plan tan-

tact, gent suivant cette arete.

En effet, coupons le cone par deux plans paralleles a ses deux plans

cycliques ;
les sections seront deux cercles situes sur une meme sphere.

Une arete quelconque du cdne coupe ces cercles, et les tangentes a ces

cercles aux points de rencontre obtenus sont situe~es dans le plan tangent

au c6ne suivant Farete considered
;
ces deux droites etant tangentes a

une meme sphere et comprises dans un meme plan sont egalement incli

nees sur la corde qui unities points de contact, c est-a-dire sur 1 aretedu

c6ne, et lorsque ces droites sont paralleles a celles suivant lesquelles

le plan tangent coupe les plans cycliques, le theoreme est demon tre.

La somme (ou la difference] des

angles diedres que chaque plan tan

gent a un cone du second ordrcfor
me avec les deux plans cycliques, est

constante.

La somme (ou la difference} des

angles que chaque arete dun c6ne

du second ordreforme avec les deux

focales, est constante.

Dans les deux cas precedents, nous avons dmontre le theoreme de

gauche ; ici, nous de&quot;montrerons le theoreme de droite .11 suffit a cet effet de

considererce qui se passe sur une sphere ayantpour centre le sommet du

c6ne. Une nappe du cone coupe la sphere suivant une courbe qu on nomme

ellipse spherique, et les deux points determines sur cette portion de sphere

par les focales du c6ne sont dits les foyers de cette conique. Cela pose, si

M est un point de cette conique spherique et si F et F sont ses foyers,

il suffit de prouver que la somme des arcs de grand cercle FM -h F M est

constante, sachant, d apres le theoreme precedent, que 1 arc de grand

cercle tangent a la conique au point M est egalement incline sur les

deux arcs vecteurs MF et MF . Le raisonnement est analogue a celui

du n 984.

De la resulle un nouveau point de vue sous lequel on pent considerer

les propositions qui precedent et, en general, les proprietes des cones du

second ordre. II n entre pas dans notre plan de developper ce nouvel

ordre d ide&quot;es ni d insister davanlage sur les proprietes des cones. Nous

renverrons le lecteur aux Memoires de M. CRA&LES surtes proprietSs ge-

nerales des cones du second ordrc et des coniques spheriques, qui font

partie du tome VI du Recucil de VAcademie dc Bruxelles (anne&quot;e 1829).

Nous ajouterons seulement ici quelques details sur la definition des coni

ques spheriques.

1158. Une conique spherique est 1 ensemble des deux courbes fermees

dites ellipses spheriques suivant lesquelles un cone du second ordre coupe

une sphere ayant le sommet pour centre. Ces deux courbes sont syme-
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triques par rapport a chacun des trois grands cercles suivant lesquels

les plans diametraux principaux du c6ne coupcnt la sphere.

Consid^rons le plan principal du c6ne, et no prenons que [ hemisphere
et la nappe du cOne situe*s au-dessus de ce plan. Cette nappe de&quot;terminera

sur la sphere une ellipse spherique dont le centre ct les sommets seront

les points oil la sphere est
perce&quot;e par 1 axe principal et par les

ge&quot;ne&quot;ra-

trices situ^es dans les plans de la grande etde la petite section
;
les foyers

re&quot;pondront aux lignes focales
;

les plans cycliques du c6ne couperont
1 hemisphere consider^ suivant deux demi-grands cercles ayant le grand
axe du c6ne pour diametre commun : ce grand axe est compris dans le plan
du plus grand arc diametre de Tellipse spherique, et ces deux demi-grands
cercles dits arcs cycliques de 1 ellipsc spherique sont perpendiculaires au

plus petit arc diametre de 1 cllipse et ne rencontrent jamaiscelte courbe.

Considerons en second lieu le plan de la petite section du cone, et la

partie de la conique spherique situee d un seul cote de ce plan ;
elle

est composee de deux branches, moities des deux ellipses spheriques et

syme&quot;triques par rapport au plan diametral perpendiculaire a 1 axe prin

cipal du cdne
;
on lui donne le nom ^hyperbole spherique. Son centre

est le point oil le grand axe du cdne perce 1 hemisphere qui conlient la

courbe, et ses foyers, intersections de cet hemisphere et des lignes focales,

se trouvenl sur 1 arc de grand cercle qui unit les deux seuls sommets de

la courbe. Pour tout point M de 1 hyperbolc spherique, c est la difference

(et non la somme) des arcs vecteurs MF et MF qui est constante. Quant
aux plans cycliques du cone, ils coupent { hemisphere suivant deux demi-

grands cercles passant par le centre de 1 hyperbole et egalement inclines

sur 1 arc qui joint les foyers ;
ce sont les arcs cycliques de 1 hyperbole.

Enfin, si 1 onconsiderait I hemisphere situe d un cote du plan de la grande
section du cone, lequel plan contient les lignes focales, on aurait deux

rookies de demi-ellipses spheriques se presenlant leurs concavites et dont

1 ensemble forme une troisieme espece de courbe spherique. Cette courbe

a un centre intersection de la sphere et du petit axe du cone, quaere foyers
situes dans le plan de la grande section du cone, et deux arcs cycliqiirs-

situes entre les deux branches de la courbe et perpendiculaires a 1 arc de

grand cercle qui joint les deux sommets.

Les trois courbes que nous venons de considerer sont des portions de

la courbe unique dite conique .f/j/iehf/ue qui est I intersection complete de

la sphere et du cdne.

A une conique spherique, repond une conique spheriqucsupplementaire ;

c est I intersection de la sphere par le cdne supplementaire de celui

qui produit la premiere conique. On peut aussi parvenir direclement a

cette conique supplementaire en la considerantcomme 1 enveloppe des arcs

de grands cercles dont les plans sont normaux aux rayons de la sphere

menes par lesdiflerents points de la conique primitive.
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Les arcs cycliques de 1 une des coniques sont dans les plans diametraux

perpendiculaires aux diametres de la sphere qui passent par les foyers de

1 autre conique.

Les deux th^oremes relatifs a 1 invariabilite de la somme ou de la diffe-

rence des arcs vecteurs d une conique spherique, et a 1 egale inclinai-

son de 1 arc de grand cercle tangent sur les arcs vecteurs sont dus a

M. Magnus de Berlin (Annales de Gcrgonne, 1826).

1159. Par deux sections planes quelconques d une surface flu second

ordre, on pent toujours fairc passer deux cones. En effet, considerons la

droite L polaire reciproque de 1 intersection L des deux plans, c est-a-dire

de la secante commune aux deux courbes
; par cette droite L et par un

point w quelconque de 1 une des courbes, menons un plan, et soient/? et q
les points communs a ce plan et a la seconde courbe

;
du point .v ou mp

rencontre L
, projetons la premiere courbe sur le plan de la seconde;

cette seconde courbe et la projection de la premiere se confondront, car

ce sont des coniques ayant trois points communs, dont deux, situes sur

la secante commune L, sont des points de contact. Le point s est done

le sommet d un c6ne passant par les deux courbes, et 1 intersection de L

et de mq serait le sommet s d un second cone jouissant de la meme pro-

priete.

Hypcrboloide a une nappe.

1160. Nous avons nomme&quot; hypcrboloide a une nappe (Jig. 674) celle

des deux surfaces reglees proprement dites du second ordre que le plan de

1 infmi coupe suivant une conique C qui ne se reduit pas a deux droites.

Le plan de 1 infini n etant pas tangent a la surface ne contient pas son

propre pole ;
ce pole, c est-a-dire le centre de la surface est done a dis

tance finie. Si Ton transporte a ce centre et parallelement a elles-memes

toutes les generatrices de la surface, les droites ainsi transporters conser-

vent leurs mmes points a 1 infini
;
on obtient done un cone ayant pour

sommet et pour base la conique C, et comme le point est le pole

du plan de la conique C, on voit que ce c6ne est tangent a la surface

tout le long de la conique C situee a 1 infmi
;
ce c6ne, enveloppe des plans

tangents a 1 infini a la surface, ou, comme on dit plus rapidement, des

plans asymptotiqucs de la surface, prend le nom de cone asymptote de

I hyperboloide. La surface est tout entiere a 1 exterieur de ce cone, sans

quoi il y aurait des generatrices qui le couperaient a distance fmie.

Par chaque point de la conique C passent deux generatrices, une de

chaque systeme; done a chaque generatrice d un systeme repond dans

1 autre systeme une generatrice parallele, et, par suite, chaque genera-
trice du cone asymptote est parallele a deux generatrices de la surface.

Trois generatrices d un meme systeme ne sauraicnt ctre paralleled a

un meme plan, sans quoi les trois generatrices correspondantes du c6ne
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asymptote seraient dans un meme plan, ce qui est absurde, puisquc Ic

cone est du second ordrc.

1161 . Les sections planes de la surface peuvent etre des hyperboles, des

paraboles ou des ellipses suivant les positions du plan secant, car, suivant

que ce plan coupe la conique C on deux points, la louche ou ne la ren

contre pas, le nombre des points a 1 infini dans la section est 2, i ou o.

D ailleurs les sections P et P, de la surface ct du c6ne asymptote pur un

meme plan (fuelconque rs so/it scniblftbles, scniblablemcnt placecs et con-

ccntriqucs. En effet, soient D et D deux diametres conjugues de la sec

tion P faite par le plan CT dans la surface
;
les plans determines par le

centre de 1 hyperboloYde et par chacune des droites D et D seront

Fig. 57 ,.

diametraux conjugues par rapport a cet hyperboloYde ;
done ils le seront

aussi par rapport au c6ne, puisque (1152) le cone et la surface ont les

memes systemes de droites et de plans conjugues; par suite les intersec

tions de ces deux plans par le plan CT, c est-a-dire les droites D et D elles-

memes, seront deux diametres conjugues de la section P, faite par le plan
CT dans le c6ne asymptote. En particulier, les plans cycliques du cone

asymptote coupe/it done Vhyperbolmdc suivant des cercles ; on les nomme
plans cycliques de 1 hyperbolo ide ;

tout plan parallele a un plan cyclique
donne une section circulaire (1147).

1162. Puisqu a tout diametre de 1 hyperbolo ide repond le meme plan

diametral, soil dans eel hyperboloYde, soil dans le cone asymptote, 1 hy-

perboloYde et le c6ne ont les memes syslemes de diametres conjugues
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et par suite, les memes axes et les mcmes plans principaux. Des trois

axes Tun oz est done interieur (1153), et les deux autres ox et oy

sont exterieurs et coupent seuls la surface; il y a done deux sommets

imaeinaires, et quatre sommets reels
;

le plan principal xoy coupe la

surface suivant une ellipse qu on nomine ellipse de gorge, etles plans prin

cipaux xoz et yoz la coupent suivant des hyperboles. Toute section par

un plan parallele au plan xoy est une ellipse semblable a 1 ellipse de gorge

et dont les sommets sont situes sur les hyperboles principles; de la, de-

coule un modede generation fort simple de la surface.

1163 Si Ton projette
toutes les generatrices d un hyperboloide sur un

plan diametral tjuelconque
* a Vaide de projetantes parallels au dia-

metre D conjugue du plan ,
les projections

des generatrices sont tan-

sentes a la section P faite dans la surface par le plan . En effet, soient

G une eeneratrice quelconque et m le point ou elle rencontre la combe P.

Le plan tangent au point m est parallele au plan diametral conjugue du

diametre qui aboutit en m, lequel plan diametral contient D; done le

plan tangent en m passant par les generatrices
G et etant parallele

a D,

est precisement le plan projelant de cette generatrice; par suite, la projec

tion de cette generatrice est 1 intersection du plan * et du plan tangent

a la surface, c est-a-dire est la tangente en m a la courbe P.

En particulier,
les projections orthogonales des generatrices

sur les plans

principaux enveloppent les hyperboles principales.

1164 Quand les deux axes reels ont la memo longueur, 1 ellipse de

sor,e devient un cercle, et la surface, lieu des cercles dont les plans sont

perpendiculars a 1 axe oz, et dont les centres sont sur cet axe est c

revolution; cet hyperboloide de revolution resulte de la rotation de

1 hyperbole principale
autourde son axe non transverse.

Paraboloide hyperbolique .

1165 Nous avons appele paraboloide hyperbolique celle des deux sur

faces reelees proprement dites du second ordre qui a une generatrice de

chaque systeme G et L dans le plan de 1 infmi. Cette surface est done

tangente a ce plan de 1 infmi, et par suite le p61e de ce plan, c est-a-dire le

centre de la surface, est a 1 infmi. L un des plans principaux passe alors a

1 infmi ainsi que les deux axes qu il contient, et il ne reste a distance fime

qu un seul axe et les deux plans principaux qui passent par cet axe, au-

quel tous les diametres deviennent d ailleurs paralleles.

Tout plan passant par Vaxc donne dans la surface une conique syme-

trique par rapport a cet axe et dont le second axe disparait a I mfini;

cette conique est done une parabolc. Toutes cesparaboles ont leur som-

met en un meme point commun a laxe et a la surface, qu on nomme

somniet de la surface.
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Toute section par un plan rs parallele a Va.rc est unc parnbolc cgalc

a cellc que determine Ic plan u menc par Vaxe parallelemetit an plan

propose. En effet, d abord la section par le plan rs est une parabole puis-

qu elle est semblable a la section faite par le plan or
; puis, ces deux pa-

rabolessont egales, attendu que 1 un des c6nes qu on peut mener par ces

deux courbes (1159) d^genere en un cylindre dont ces courbes sont

deux sections paralleles.

Fig. 57 5.

1166. Les sections par des plans non paralleles a 1 axe sont des hyper

boles, puisque ces plans coupent les generatrices G, et L, situees a 1 infmi

en deux points, fitudions specialement les sections hyperboliques dont

les plans sont normaux a 1 axe. D6signons par o le somraet, par ox la

partie de 1 axe situee a droite de o et par ox la partie de 1 axe situe&quot;e a

gauche. Le plan perpendiculaire a 1 axe men6 par le sommet o est tan

gent a la surface, puisqu il est conjugue&quot; a la direction ox; il con-

tient done deux generatrices que nous nommerons og et ol, et c est a

ces deux droites que se reduit ici la section hyperboliqne. L hyperbole
obtenue en coupant par tout autre plan normal a 1 axe doit done avoir ses

asymptotes paralleles a og et ol; ces asymptotes sont done les intersec

tions du plan considere et des deux plans fixes gox, fax
; par suite, si Ton

d6signe par ou et ov la bissectrice de Tangle gol et celle de son
supple&quot;-

menl, les plans uox, vox, devront contenir les axes de toutes ces hyper

boles, de sorte que ces plans sont les plans principaux ;
ils coupent la sur

face suivant deux paraboles ayant mcme sommet o, et pour axesl uneoj;,

1 autre ox
;
car si ces paraboles principales tHaient tournttes du meme

c6t6, par exemple toutes les deux a droite de o, les sections hyperboliques
faites par des plans normaux a 1 axe et a droite de o auraient quatre
sommets reels, ce qui est absurde. Ainsi, en resume les hyperboles ob-

tenues en coupant par des plans perpendiculaires a 1 axe sont situees : a

droite du sommet, dans 1 un des an^es formes par les plans gox, fax
(
et

II. 28
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dans son
oppose&quot;);

et a gauche du sommet, dans le supplement de cet

angle (et dans son
oppose&quot; ).

1167. Tout plan parallele a 1 un des plaris principaux coupant la sur

face suivant une parabole egale a celle que determine ce plan princi

pal, on voit que la surface pent etre engendree par Vune des parabnles

principals glissant parallelement a elle-meme de facon que son som

met decrive Vautre parabole principale ; ce mode de generation est celui

qui revele le plus nettement la forme de la surface. Ajoutons quV/z pro

jection orthogoTmle sur un plan principal, les generatrices cnveloppent la

parabole principale.

1168. Le plan gox, coupant la surface suivant une premiere genera-

trice og, doit les couper encore suivant une gen6ratrice du systeme op

pose ;
et cette seconde generatrice doit etre a 1 infmi, sans quoi 1 axe ox

rencontrerait la surface en deux points a distance fmie; c est done la

ge&quot;ne&quot;ratrice L,. Or toute autre generatrice G du meme systeme que ogest
dans un meme plan w avec L, ;

les deux plans a et gox ayant leur inter

section L, al infini sont paralleles; done G est parallele au plangur. Ainsi,

toutes les generatrices d un systeme sont paralleles au plan gox, et

Ton verrait de meTne que toutes les generatrices de Pautre systeme sont

paralleles au plan lox. Les deux plans fixes gox, lox, prennent le nom de

plans directeurs de la surface. II re&quot;sulte du n 1166 que les plans princi

paux divisent en deux parties egales les angles diedres formes par les

plans directeurs.

Toutes les generatrices d un systeme etant paralleles a un meme plan,

ces droites divisent deux generatrices quelconques de 1 autre systeme en

parties proportionnelles ;
et la surface peut etre considered comme engen

dree par une droite mobile formant sur deux droitesfixes deux divisions

homographiques semblables. Cette propriete est tres-utile dans les ap

plications; on 1 utilise aussi pour construire des modeles en fil de la

surface.

Surfaces du second ordre non reglees.

1169. II nous reste a etudier les surfaces non regimes du second

ordre.

Tout plan tangent a a 1 une quelconque de ces surfaces en un point a

n a en commun avec cette surface que le point a ;
car s il en avait un autre

b, la droite ab serait comtaune au plan a et au plan polaire (3
de b

;
elle

serait done sa propre polaire, et chacun de ses points etant a lui-meme

son conjugue&quot; serait sur la surface. II y aurait done sur la surface une

droite ab, et, par suite, il y en aurait une infinite.

II suit de la que si Ton mene de part et d autre d un plan tangent a

deux plans paralleles et infiniment yoisins,
un seul de ces deux plans
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rencontrera la surface. II y a done dans 1 espace des plans qui ne rencon

trent pas la surface, des plans qui la coupent, etdes plans qui n ont qu un

point commun avec elle
;
les pdles de ces plans sont pour les premiers

intericurs a la surface, pour les seconds cxtericurs, et pour les derniers
situes sur la surface.

On classe les surfaces non regimes du second ordre par la consideration

du plan tangent a I infini. Ce plan peut etre exte&quot;rieur .a la surface, la

toucher ou la couper suivant une conique qui diflere de deux droites. De la,

trois surfaces distinctes auxquelles on donne les noms suivantes :

n ayant aucun point a I in

fini

Surfaces du second
,

, ,, tangente an plan de Pin-
ordre surlesquelles

fini,
on ne peut placer

aucune droite I coupee par le plan de I infini

suivant une conique ordi-

Paraboloide
elliptique.

Hyperboloide a deux nappes.
naire

Nous allons decrire successivement ces trois surfaces.

Ellipsoide.

1170. L ellipsoYde (fig. 676), n ayant aucun point a I infini, n admet que
des sections planes elliptiques. Le centre est interieur a la surface et, par

suite, les trois axes rencontrent la surface chacun en deux points rels; ces

trois axes ont
gne&quot;

ralement ues longueurs diffe&quot;rentes; combines deux a deux,
ils forment les axes des trois ellipses principales. Les sections par des plans

paralleles a un plan principal sont des ellipses semblablesa I ellipse prin-

cipale correspondante, et dont les sommets sont situ^s sur les deux au-

tres ellipses principales; de la, un mode de
ge&quot;ne&amp;gt;alion tres-expressif de la

surface.

Les deux plans cycliques passent evidemment par 1 axe moyen ; leurs

traces sur le plan des deux autres axes sont les diametres communs a I el

lipse principale situe dans ce plan et au cerrle concentrique decrit avec un

rayon egal a 1 axe moyen. Tout plan parallele a un plan cyclique coupe
1 ellipso ide suivant un cercle; le lieu des centres des sections circulaires

est form6 de deux diametres de I ellipse principale qui a pour axes 1 axe
maximum et 1 axe minimum; ces diametres, qui sont respectivementcon-

jugues aux traces des deux plans cycliques, rencontrent I ellipse en quatre

points reels; ce sont les ombilics.

1171. Soient oa
,
ob

1

,
oc

,
un systeme de trois demi-diametres

conjugue&quot;s,

et oa, ob, or, les trois demi-axes. Conservons le diametre oc et substi-

tuons a oa et ob deux autres diametres oa&quot; et ob&quot; conjugues entre eux

28.
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dans le plan a 1

ob
,

et dont Tun oa&quot; soil 1 intersection de ce plan avec le

plan nob] on aura

oa -+- ob = oa&quot; -+- ob&quot; .

Les trois droites
oa&quot;,

ob
,
oc

1

,
formeront encore un systeme de diametres

conj agues, et le plan b&quot;oc contiendra 1 axe oc, puisque oa&quot; est dans le

plan principal aob. Conservons raaintenant oa&quot;
,
et remplacons ob&quot; et oc par

Fig. 5 7 6.

deux nouveaux diametres conjugues situes dans le plan c
ob&quot;,

et dont

1 un, ob
{ ,

soit 1 intersection de ce plan avec le*plan aob] alors oa&quot; et ob
{

se trouvant 1 un et 1 autre clans le plan principal aob, le conjugue de ob
{

ne sera autre que 1 axe oc
:
et Ton aura

1 ?

ob&quot; -+- oc =. ob
{

-f- oc .

Enfin, la comparaison du systeme actuel
oa&quot;,

ob
{ , oc, avec le systeme

oa, ob, oc, donne

oa&quot; -h ob
{

= oa -h ob
,

et, en ajoutant les trois relations prec6dentes, on obtient

2 -2 1! 2 2 2

ort -\- ob -+- oc oa +- ob t -\-oc ,

ce qui donne la generalisation du premier des theoremes d Apollonius

(n 1108) :

La soinnie dcs carres de trois diametres cotyiigues cjuclconques est

constants.
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Le second theoreme d Apollonius se generalise de memo :

Lc volume, (hi paraltelipipede constrttit sur trois diaiuctn s ctHijugues

quclconqucs est constant.

En effet, on a evidemment

vol. (oa ,
ob

,
oc

}
vol.

(oa&quot; , ob&quot;,
oc

),

puisque ces deux corps ont la mmc hauteur et des bases equivalentes

comme parall&ogrammes construits sur les deux systemes de diametres

conjugu^s oa et ob
,

oa&quot; et
ob&quot;,

de la section faite par le plan a ob . On a

de meme

vol.
(oa&quot;. ob&quot;,

oc
1

)
= vol. (ofi

1

,
ob

{
, oc) = vol. (oa, ob, oc),

d oii re&quot;sulte

vol. (on
1

,
ob

,
oc

)
vol. (oa, ob, oc).

1172. Si deux des axes sont egaux, 1 ellipso ide devient de revolution

autour du troisierne axe. Enfin, si les trois axes sont egalix, I eilipeoTde

se reduit a une sphere.

Parnboloide elliptique.

H73. Le parabolo ide elliptique (fig. 677) est tangent au plan de Tin-

fini. Son centre est done a 1 infini, ainsi que 1 un des plans principaux et,

les deux axes qu il contient. II ne reste a distance finie qn un seul axe et

les deux plans principaux qui passent par cet axe, auquel tons les di;i-

inetres sont d ailleurs paralleles.
Fi c . 577.

Toutc .section passnnt /Mir I a.cc csi langente a la droile dc I indni;
c est une parabdc ayant pour axe Taxe meme de la surface et pour som-
met le point ou cet axe rencontre le paraholo ide, i- cst-ii-dirc le sommct
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de cette surface. Toute sectioji par un plan parallele a Vaxe est line pa-
rabolc egalc a celle que determincrait un plan parallele passant par
Vaxe.

Les sections par les plans non paralleles a Paxe sont des ellipsesy

puisque ces sections n ont aucun point commun a 1 infmi. Les ellipses dont

les plans sont normaux a 1 axe ont leurs sommets sur les deux paraboles

principales, qui, par suite, so?it situees I uneet I autre d un meme cote du

plan tangent an sommet. Enfin, la surface pent etre engendree par Vune

des paraboles prmcipales glissant parallelernent a elle-meme de facon

que son sommet decrive I autre parabole principale.

Tous ces resultats s apercoivent aisement apres ce qui a e&quot;t6 dit (1165

et suiv.) sur le paraboloide hyperbolique.

Ajoutons que la surface admet deux series de sections circulaires dont

les plans sont perpendiculaires a la section principale de moindre para-

metre et egalement inclines sur Tautre section principale.

Si les deux paraboles principales ont meme parametre, le parabolo ide

devient de revolution.

Hyperboloide a deux nappes.

1174. L hyperboloide a deux nappes (fig. 678) etant
coupe&quot; par le plan de

1 infmi suivant une conique ordinaire C, a un centre o
place&quot;

a distance

Fig. 5 78.

finie et extericur a la surface. Le cone qui a le point o pour sommet et la

conique C pour directrice est tangent a la surface toutle long de cette co-



LIVRE VIII. LES GOURDES USUELLES.

nique a 1 infini
;
on le nomine cone asymptote, et la surface etant interieure

a ce cdne se compose de deux parties ou nappes separees situees chacune

dans 1 une des nappes du cone. Les diametres et plans diametraux conju-

gues de la surface sont Ics memes que ceux du c6ne
;
elle a done les memes

axes que ce cdne
;

1 axe interieur au cdne rencontre done seul la surface qui

n a que deux sommets reels. Tout plan passant par 1 axe transverse coupe
la conique C de 1 infini en deux points et, par suite, la surface suivant une

hyperbole symetrique par rapport a cet axe et ayant pour sommets reels

les deux sommets reels de la surface; ce fait met mieux encore en evi

dence la division de la surface en deux nappes.

Les sections par des plans perpendiculaires a 1 axe transverse sonl des

ellipses semblables dont les sommets sont situes sur les deux hyper
boles principales dont les plans passent par 1 axe. Ces ellipses se r6-

duisent a un point lorsque le plan secant passe par 1 un ou 1 autre som-

met; quand le plan secant est entre les deux sommets, la section devient

imaginaire.

Les plans cycliques de la surface sont les memes que ceux du cone

asymptote.
Cette surface n a aucune importance au point de vue des appli

cations. Nous avons hate d ailleurs de terminer cette esquisse deja bien

longue de la theorie des surfaces du second ordre. Le lecteur qui vou-

dra la lire la plume a la main, en restituant les figures une a une,
n eprouvera aucun embarras pour demontrer les points secondaires que
nous n avons fait qu enoncer. II pourra ensuite, s il veut pousser plus

avant cette etude, consulter avec le plus grand fruit le Supplement sur

les proprietes projectiles des figures dans I espace , de Poncelet; les

Memoires de M. Chasles sur les cones, sur les coniques spheriques et sur

les surfaces reglees, et enfin YApercu historique.

QUESTIONS PROPOSEES.

I, II. Proprietes fondamentales de i ellipse ct de Vhyperbole.

871. Quelle est la plus courte et la plus grande distance du centre de

Tellipse a un point de lacourbe?

872. Quel est le lieu du centre d une ellipse qui glisse entre deux axes

rectangulaires?

873. Deux ellipses dont les grands axes sont egaux et qui ont un foyer

commun, ne peuventse couper qu en deux points.
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874. Quel est le lieu des points egalement distants de deux circonfe-

rences interieures ou exterieures 1 une a 1 autre?

875. Quel est le lieu des centres des cercles tangents a deux cercles

donnes? On examinera les differents cas possibles.

876. Sur les deux tangentes PM ,
PM

,
a une ellipse ou a une hyper

bole dont les foyers sont F et F
,
on prend des longueurs PQ, PQ ,

res-

pectivement egales a PF et a PF
;
demontrer que Ja droite QQ est egale

au grand axe de 1 ellipse ou a 1 axe transverse de 1 hyperbole.

877. Le grand axe de 1 ellipse ou 1 axe transverse de 1 hyperbole et

une tangente quelconque intercepted, sur les deux tangentes menees

aux extremites de 1 axe de la courbe
,
des longueurs dorit le produit est

constant.

878. Des cercles touchent une droite AB en un point fixe C, et des

points fixes A et B on mene des tangentes a ces cercles; trouver le lieu

des points d intersection de ces tangentes. Le point C peut etre entre A
et B ou sur AB prolonged.

879. Soientles deux tangentes menees a 1 ellipse ou a 1 hyperbole par
un point exte&amp;gt;ieur et une troisieme tangente quelconque; demontrer que
la longueur intercepted sur cette troisieme tangente par les deux pre

mieres est vue de chaque foyer sous un angle constant.

880. Demontrer directement que si Ton mene a une hyperbole deux

tangentes PM, PM
, par un meme point exterieur P, les angles PFM,

PFM
,
sont

e&quot;gaux
ou supplementaires, suivant que les points de contact M

et M appartiennent ou non a la meme moitie&quot; de la courbe.

881. Trouver le lieu des centres des ellipses dont le grand axe a la

meme longueur, qui ont un foyer commun et qui touchent une droite

donnee.

882. Quel est le lieu des points d oii les tangentes menees a deux el

lipses ou a deux hyperboles, ou bien encore a une ellipse et a une hy

perbole, qui ont les memes foyers, sont a angle droit 1 une sur 1 autre?

883. Quels sont les lieux geometriques : ides sommets; 2 des points

de rencontre des cotes non paralleles; 3 des points d intersection des

diagonales, des trapezes construits sur une base fixe, et dans lesquels la

longueur de 1 autre base est donnee ainsi que la somme ou la difference

des cotes non paralleles?

884. Construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant : 1 ses foyers

et un point; -2 ses foyers et une tangente; 3 un foyer, deux points et

une tangente ; 4 un foyer, un sommet et une tangente; 5 un foyer, deux
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tangontes et le point do contact de 1 une d elles; 6 un foyer ot trois tan-

gentes; 7 le centre, deux tangentes et la longueur du grand axe ou de
1 axe transverse.

88r&amp;gt;. On donne les positions d un foyer et d un point d une eHipse, ainsi

que les longueurs des axes; determiner son centre.

881). Le cercle qui a pour diametre la portion d une tangente quel-

conque a 1 hyperbole intercepted par les tangentes menees aux extremitys

de 1 axe transverse, passe par les foyers de la courbe.

III. Proprietes fomlamcfitalcs dc la parabole.

887. La perpendiculaire abaissee du foyer de la parabole sur une tan

gente a la courbe, est moyenne proportionnelle entre le rayon vecteur du

point du contact et la moitie du parametre /;.

888. Si PM et PM sont les deux tangentes mene&quot;es a la parabole par
un point exterieur P, les triangles FPM, FPM

;
sont semblables, et FP est

la moyenne proportionnelle des rayons vecteurs FM, FM ,
des deux points

de contact.

889. Si PM et PM sont les deux tangentes menees a la parabole par un

point exterieur P, demontrer que la parallele menee a 1 axe par le point P

passe par le milieu de la corde MM
,
et que la tangente au point ou cette

parallele rencontre la courbe est elle-meme parallele a la corde MM .

890. Si Ton rapporte la parabole a une tangente et au diametre mene

par son point de contact pris c&quot;omme axes coordonnes, le carre de 1 or-

donnee d un point de la courbe est
e&quot;gal

a quatre fois le produitdu rayon
vecteur de l extre&quot;mite du diametre par 1 abscisse du point considere.

891. Si deux cordes de la parabole se coupent, les produits de leurs

segments sont dans le rapport des rayons vecteurs des extremiles des

diametres qui leur sont conjugues.

892. MN etant une tangente commune a la parabole et au cercle decrit

sur la corde menee perpendiculairementa 1 axe par le foyer comme dia

metre, demontrer que les droites FM et FN sont egalement inclinees sur

cette corde.

893. La tangente en un point de la parabole rencontre la directrice et

la corde menee par le foyer perpendiculairement a 1 axe, eri des points

equidistants du foyer.

89 i. Si 1 ordonnee d un point M de la parabole passe par le milieu de

la sous-normale qui correspond a un point M ,
1 ordonn^e du point M est

e&quot;gale
a la normale qui correspond au point M .
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895. Si (Tun point pris sur une tangente a la parabole on mene une

autre tangente a la courbe, Tangle comprisentre cette tangente et la droite

menee du m6me point au foyer est constant.

896. Construire une parabole qui touche un cercle donne en un point

donne, et dont 1 axe soit tangent au meme cercle en un autre point

donne.

897. Si par le point de contact d une tangente a la parabole on tire

une corde, puis qu on trace une autre droite parallele a 1 axe, la portion

de cette droite comprise entre la tangente et la corde sera divisee par son

point de rencontre avec la courbe dans le meme rapport que cette droite

elle-meme divise la corde.

898. Si le diametre de la parabole menee par le point M rencontre la

directrice en K et la corde menee par le foyer parallelement a la tan-

genteMT en H, on a

MK = MH.

899. Quel est le lieu du point d intersection du diametre mene en un

point de la parabole avec la corde tracee par le foyer parallelement a la*

tangente au meme point?

900. AB et AC extant deux droites rectangulaires, on. mene la droite

quelconque AR et la parallele fixe CR a AB
; puis on prend sur AR un

point M tel, que son ordonnee MQ par rapport a AB soit egale a CR
; quel

est le lieu du point M?

901. On considere dans un cercle un diametre fixe AOB et un rayon

quelconque OC
;
D e&quot;tant le milieu de la corde CE menee parallelement

au diametre fixe, on demande le lieu du point d intersection des droites

OC et AD.

902. Si deux tangentes e&quot;gales
a la parabole sont coupees par une troi-

sieme, les segments determines sur ces tangentes sont egaux, mais les

segments e&quot;gaux
ne sont pas places de meme sur les deux tangentes.

903. Le cercle determine par les points d intersection de trois tan

gentes a la parabole, passe par le foyer.

904. MFN e&quot;tant une corde quelconque menee par le foyer de la para

bole, si Ton trace du sommet S les droites SM et SN, elles rencontrent

la corde focale perpendiculaire a 1 axe en deux points P et Q dont les

distances au foyer sont egales aux ordonnees des points N et M.

905. Si d un point pris sur 1 axe de la parabole on mene une corde,

la distance SO du sommet S au point est la moyenne proportionnelle

des abscisses des extremites de la corde.

906. Du sommet S, on mene deux droites rectangulaires qui viennent
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rencontrer la parabole aux points M et M
;
le parametre2/; cst la moyonne

proportionnelle des abscisses des points M el M .

907. Quo\ est le lieu du centre du cercle inscrit dans le secleur cir-

culaire AOB, dont Tun des rayons OA est fixe et dont 1 autre OB est

mobile?

908. Sur une corde de la parabole comme diametre on demerit un cercle

qui coupe la parabole en deux autres points; si Ton joint ces points, les

deux cordes considerees intcrceptent sur 1 axe de la courbe une longueur

egale au parametre 2/&amp;gt;.

909. Deux paraboles e&quot;gales qui ont un meme foyer et leurs axes diriges

en sens contraires, se coupent a an^le droit.

910. Si un triangle est inscrit dans une parabolo, les points ou ses

cdtes prolong6s viennent rencontrer les tangentes menses a la courbe par

les sommets opposes, sont en li^ne droite.

911. Si les tangentes PM, PM
,
a la parabole sont coupees en Q et en

Q par une troisieme tangente, on a

PQ _ Q M
QM

~
PQ

912. Si Ton tire par le sommet de la parabole des cordes a angle droit

1 une sur 1 autre et qu on construise sur ces cordes un rectangle, quel est

le lieu de son quatrieme sommet?

913. Si une parabole roule sur une autre parabole 6gale, les sommets

etant d abord confondus, le foyer de chaque courbe trace la directrice de

1 autre.

914. Quel est le lieu des points e&quot;galemenl distants d une droite et

d une circonference donnees?

915. Quel est le lieu des points dont la somme ou la difference des

distances a un point fixe et a une droite fixe est constante?

916. Des extremit^s d une corde focale de la parabole on abaisse des

perpendiculaires sur une droite quelconque de son plan ,
la somme des

rapports de chaque ordonne&quot;e au rayon vecteur correspondant est con

stante.

917. Les carres des perpendiculaires abaissees du foyer de la parabole

sur deux tangentes, sont proportionnels aux rayons vecteurs des points

de contact.

918. Construire une parabole, connaissant : i le foyer ou la directrice

et deux points; 2 le foyer ou la directrice, un point et une tangente;

3 le foyer ou la directrice, une tangente et son point de contact; 4 le
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foyer ou la directrice et deux tungentes; 5 trois tangentes, parmi les-

quelles la tangente au sommet
;
6 quatre tangenles.

IV, V. Ellipse, considered comme projection orthogonalc flu ccrcle.

Sections planes da cone dc revolution.

919. La distance du centre de 1 ellipse ou de 1 hyperbole a la directrice

est represented par

920. La demi-corde focale de 1 ellipse ou de 1 hyperbole, perpendiculaire

au grand axe ou a 1 axe transverse de la courbe, est egale a

921. fitant donnee une tangente a Fellipse ou 1 hyperbole, la droite

qui joint au foyer correspondant son point de rencontre avec une direc

trice, est perpendiculaire sur le rayon vecteur du point de contact. Les

tangentes aux extremites d une corde focale se coupent sur la directrice

correspondante. ^

922. Si la tangente en M a 1 ellipse ou 1 hyperbole du centre C ren

contre en T le grand axe ou 1 axe transverse de la courbe, MP e&quot;tant

1 ordormee du point M par rapport a cet axe, on a

923. Dans 1 ellipse ou 1 hyperbole, la distance d un foyer au pied d une

normale sur le grand axe ou sur 1 axe transverse de la courbe est au rayon
vecteur correspondant du point de contact, dans un rapport egal a 1 ex-

centricite de la courbe.

924. On mene 1 ordonnee d un point de 1 ellipse ou de 1 hyperbole et la

normale au meme point; le rapport des distances du pied de 1 ordonnee

au pied de la normale sur le grand axe ou sur 1 axe transverse et au

tf

centre, est egal a

925. MP etant 1 ordonnee d un point de 1 ellipse ou de 1 hyperbole dont

le grand axe ou 1 axe transverse est AA
,
on a

MP
2

V
AP.A P a 2

926. Si une tangente en M a 1 ellipse ou a 1 hyperbole rencontre le

petit axe ou 1 axe non transverse en U, et si Q est la projection de M sur

le meme axe, C etant le centre de la courbe, on a

GU.CQ= b\
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927. Si deux langentcs P.M. PM , a 1 ellipso par ton t d un mome point P,

le centre de la courbe 6tant C, et la droite CP coupant la courbc en R et

la corde de contact MM en H, on a

CR
2

= CH.CP.

928. La somme ou la difference des caries de deux diametres conju

gues de 1 cllipse ou de I hyperbole est egale a la somme ou a la difference

des carres des axes.

920. L aire du paralle&quot;Iogramme conslruit sur deux diametres couju-

gues de 1 ellipse ou de I hyperbole est constante et
e&quot;gale

a celle du rec

tangle construit sur les axes.

930. Si Ton rapporte une ellipse ou une hyperbole a deux diametres

conjugues DD et EE
,
de longueurs -in et 2&

, pris comme axes coor-

donnes, MP etant 1 orclonnee d un point M de la courbe, on a

MP
2

b
12

DP.D P a ri

931. Si CD et CE sont deux diametres conjugues de 1 ellipse ou de

I hyperbole, el que la perpendicuialre EK a CD rencontre le grand axe

ou 1 axe transverse de la courbe en G, on a

932. Si CD et CE sont deux diametres conjugues de 1 ellipse ou de

I hyperbole, on a

FE.F E= CD*.

933. Si deux cordes se coupent dans 1 ellipse ou I hyperbole ,
les pro-

duits de leurs segments sont proporlionnels au carre des diametres paral-

leles a ces cordes.

934. La distance du centre de I hyperbole au point ou une asymptote

coupe une directrice est egale au demi-axe transverse. La perpendicu-

laire abaisse&quot;e d un foyer sur une asymptote est egale au derni-axe non

transverse. Si une asymptote rencontre la tangente au sommet A en H

et la directrice correspondante en I, AI est parallelc a FI1.

935. Soit un point K de 1 asymptote d une hyperbole, dont I ordonnee

et 1 abscisse par rapport aux axes de la courbe sont KP et KH
;
si KP coupe

1 hyperbole en M et si KR coupe I hyperbole conjuguee en N, on a

KP2 MP2 = V et KR 2 NR 2 = 2
.

De plus, la droite MN est parallele a la seconde asymptote de I hy

perbole.
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936. L hyperbole et ses asymptotes interceptent des segments e&quot;gaux

sur une secante quelconque.

937. Si par le point M d une hyperbole on tire une secante quelconque

qui coupe les deux asymptotes en P et P
,

la tangente parallele a cette

secante et limitee aux deux asymptotes 4tant LQL ,
on a

938. Deux hyperboles ronjuguees interceptent sur une secante quel

conque des longueurs egales.

939. Si 1 on rapporte 1 hyperbole a ses asymptotes comme axes coor-

donnes, le pioduit des coordonne&quot;es d un point de la courbe est constant

c2

et egal a

940. Si une tangente LQL coupe les asymptotes en L et en L
,

1 aire

du triangle CLL est egale a ab.

941. Si M et N sont les points de rencontre de deux hyperboles con-

jugue&quot;es
avec 1 ordonnee et 1 abscisse d un point d une de leurs asymp

totes, les tangentes menees aux deux courbes en M et en N sont respec-

tivement paralleles a CN et a CM.

942. Soit un point M de Thyperbole; si MP est 1 ordonnee de ce point

par rapport au diametre CD (c est-a-dire la parallele menee par M a la

tangente en D) et si la tangente en M coupe CD en T, on a

CP.CT-CD
2

.

943. Si MT est une tangente a 1 ellipse au point M, rencontrant le grand

axe AA au point T, et si la perpendieulaire e&quot;feve&quot;e en T au grand axe

rencontre en Q et en Q les droites MA et MA
,
on a

QT-Q T.

944. Soit MFM une corde focale de 1 ellipse dont le grand axe est

AA
;

si Ton prolonge MA et M A jusqu a leurs points de rencontre Q et

Q avec la directrice qui correspond au foyer F, Tangle QFQ est droit.

945. Dans 1 ellipse, la somme des carres des deux normales menees

aux extre&quot;mites de deux demi-diametres conjugues, est constante (on

prend pour longueur d une normale la distance du point de contact au

pied de la normale sur le grand axe).

946. Soient dans 1 ellipse deux demi-diametres conjugues CD et CE;
sur la normale en D, on prend DP egale a CE; quel est le lieu du

point P?
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947. M et M sont deux points de 1 ellipse dont le grand axe est AA
;

AM et A M coupant Tordonnee MP du point M en deux points Q et Q ,

on a

948. Soient dans 1 ellipse la normale MG et la perpendiculaire GL
abaissee du point G sur le rayon vecteur FM

;
le rapport de GL a 1 or-

donnee MP du point M est
e&quot;gal

a 1 excentricite de la courbe.

919. Si I ordonn^e MP d un point M de 1 ellipse rencontre en Q la

tangente mene&quot;e a 1 extremite de la corde focale principale, on a

QP = FM.

950. M e&quot;tant un point fixe d une ellipse et QQ une corde quelconque

conjugue&quot;e au diametre CM, le cercle QMQ rencontre 1 ellipse proposee en

un point fixe.

951. M etant un point de 1 ellipse, on tire la corde MM parallele au

grand axe, et, par le point M , on mene les cordes M Q, M Q ,
faisant des

angles 6gaux avec le grand axe; demontrer que la droite QQ est paral

lele a la tangente en M.

952. Quel est le parallelogramme d aire minimum circonscrit a 1 el

lipse?

953. Quand la somme de deux diametres conjugue&quot;s de 1 ellipse est-

elle minimum?

954. Si du point M de 1 ellipse on tire des droites aux extremitys

d un diametre DD
, lesquelles coupent son conjugue&quot;

EE aux points P et

P
,
on a

CP.CP = CD
2

.

955. Si CD et CE sont deux demi-diametres conjugue&quot;s de 1 ellipse,

on a

(D-ay + (VE-ay = c\

956. Soient CD et CE deux demi-diametres conjugues de 1 ellipse

dont les axes sont AA et BB
; trains les droites BD et BE, ainsi que les

droites A D et AE qui se coupent en 0: demontrer que le quadrilatere

BDOE est un parallelogramme, et chercher dans quel cas son aire est

maximum.

957. Si MFM
,
NCN

,
sont deux cordes paralleles menees par le foyer

et par le centre d une ellipse, demontrer qu on a

FM.FM P
CN.CN
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958. Si la tangente au sommet A de 1 ellipse est coupee par deux dia

metres conjugues en T et en U, on a

959. Si les tangentes en trois points P, Q, R, de 1 ellipse se coupent
deux a deux aux points R , Q et P

,
on a

PR .QP .RQ ^ PQ .QR .RP .

960. Si des extremites des axes d une ellipse on tire dans une direc

tion quelconque quatre droites paralleles, les points ou elles rencontrent

la courbe sont les extremites de deux diametres conjugues.

961. Si MFM est une corde focale de 1 ellipse et X le pied de la diree-

trice correspondante, les droites XM et XM sont e&quot;galement inclinees sur

les axes de la courbe.

962. PM et PM etant deux tangentes menees a 1 ellipse par un meme

point P, et la corde MM coupant les directrices en R et en R
,
on a

RM.R M PM&quot;

RH .R M
pjf,

a

963. CD et CE 6tant deux demi-diametres conjugues de 1 ellipse, et

CE rencontrant les rayons vecteurs FD et F D en H et en H
,
on a

FH=F H

964. Quel est le lieu des milieux des cordes focales d une ellipse?

965. M etant un point quelconque de 1 ellipse ou de 1 hyperbole, quels
sont les lieux demerits par les centres des cercles inscrits et ex-inscrits au

triangle FA1F ?

966. Si du foyer F de 1 ellipse on abaisse des perpendiculaires sur les

diametres conjugues DD et EE
,
ces perpendiculaires prolongees coupe-

ront EE et DD sur la directrice correspondarit au foyer F.

967. M etant un point de 1 ellipse de grand axe AA
, quel est le lieu

des points d intersection des perpendiculaires elevees en A et en A aux

droites AM et A M?

968. Si MP et CP sont 1 ordonnee et 1 abscisse du point M d un cercle

de centre C rapportee a deux diametres rectangulaires comme axes coor-

donnes, et si la droite PQ prise e&quot;gale
a MP est inclinee sur elle d un angle

.constant, quel est le lieu du point Q?

969. Soient un triangle PQR et une ellipse enveloppante ayant son

centre C au point de rencontre des medianes du triangle; CP
; CQ, CR,



I.IVRE VIII. LES COURBES USUELLES.
44&amp;lt;)

prolongees, rencontrent 1 ellipse aux points P
, Q ,

R : demontrer quo les

tangt ntes en ces points forment un triangle scmblablo an triangle PQR ct

(Tune aiiv quatre fois plus gramic.

970. Si doux cordes menees par los extremites d un diametre d&amp;lt;&amp;gt; 1V1-

lipse aboutissont a un mo&quot;mr point do la courbe, les diametres paralleles
a cos cordes sont conjugues.

971. Quel est le lieu des points d intersection des perpendiculaires
abaissees des foyers d une ellipse sur deux diametros ronjiiiriu s?

972. Construin; unc ellipse ou une hyperbole, connaissant : i ses

directrices et un point; 2 ses directrices et une tangente ;
3&quot; line direc.

trice, deux points et une tangente; 4 une directrice, un sommet et une

tangente; 5 une directrice, deux tangentes et le point de contact de 1 une
d elles; 6 une directrice et trois tangentes; 7 un foyer, la directrice

correspondanle et une tangenle; 8 un foyer ou une directrice et trois

points.

973. Soient MP l ordonne&quot;e d un point de 1 hyperbolc dont le centre
est C et PQ une tangente au cercle principal ;

tirons jusqu a 1 axe trans
verse MN parallele a CQ, on aura

PN = b.

974. Soient MP 1 ordonnee d un point M de I cllipse ou de 1 hyper-
bole, C le centre de la courbe, A 1 un des sommets situes sur le grand
axe ou 1 axe transverse, et menons PQ parallele a AM jusqu a la rencontre
de CM : demontrer que AQ est parallele a la tangente en M.

975. Si Ton mene deux tangentes quelconques a 1 hyperbole, les droites

de&quot;terminees par leurs points d intersection avec les asymptotes sont pa-
ralleles.

97G. Dans 1 hyperbole equilatere, les diametres conjugues sont 6gaux
entre eux, et la portion de normale comprise entre le point de contact et
1 axe transverse est egale a la distance du centre au point de contact.

977. Si Ton tire une droite par un sommet de 1 hyperbolc, son second

point de rencontre avec la courbe divise en deux parlies egales la portion
de celte droite intercepted par les parallels menees de 1 autre sommet
de 1 hyperbole a ses asymptotes.

978. Les asymptotes de 1 hyperbole divisent en parties e&quot;g
ales les

droites qui unissent les extre&quot;mites de deux diametres conjugues.

979. CD et CE e*tant deux demi-diametres conjugues de 1 hyperbole
on a

F E ED = rt b.

980. Dans 1 hyperbole equilatere, les cordes focales parallels a deux
diametres conjtigues sont egales. ,,

IJ
29
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981. Le rayon du cercle qui louche une hyperbole et ses asymptotes
est egal a la portion de la corde focale principale prolongee comprise
entre la courbe et ses asymptotes.

982. MM etant une cordc de 1 hyperbole et CP le demi-diametre cor-

respondant, si Ton tire par les points M, P, M ,
des paralleles MH, PK,

M H
,
a 1 une des asymptotes jusqu a la rencontre de 1 autre en H, K, H ,

on aura

CH.CH =CK
2

.

983. Soient un cercle de diametre AA et une corde PQ perpendicu-
laire a AA

;
trouver le lieu des points d intersection des droites AP

et A Q.

981. Si deux hyperboles equilateres egales sont decrites de maniere

que les axes de 1 une soient les asymptotes de 1 autre, elles se coupent a

angle droit.

985. Quel est le lieu des points qui sont au tiers des arcs de tous les

segments de cercle qu on peut decrire sur une droite donnee?

986. Si deux tangentes partant d un m6me point P coupent 1 une des

asymptotes de Thyperbole en R et en S, 1 autre asymptote en r et en
.v,

on a
PR.PS = Pr.P,v.

987. MM etant la double ordonnee d une ellipse de grand axe AA
?

quel est le lieu des points de rencontre des droites AM et A M ?

988. Si la tangente au point M d une hyperbole equilatere coupe ses

asymptotes en L et en L
,
et si MG est la normale en M, Tangle LGL est

droit.

989. Soil la corde MM d une hyperbole rencontrant ses asymptotes

en R et en R
,
et la tangente RN a la courbe

;
si les paralleles MH, NK,

M H
,
a 1 une des asymptotes rencontrent Fautre asymptote aux points H,

K, H
,
on a

MH + M H = 2NK.

990. Si par les points M et M d une hyperbole on mene des droites

paralleles aux asymptotes, on forme un parallelogramme dont MM est une

diagonale; demontrer que 1 autre diagonale passe par le centre de la

courbe.

991 . Quel est le lieu decrit par le milieu d une droite qui se meut en

formant avec deux axes rectangulaires un triangle d aire constante?

992. Si par le point M d une hyperbole on mene des paralleles MD
et ME a chaque asymptote, jusqu a la rencontre de 1 autre, et si 1 on

construit une ellipse ayant CD et CE pour demi-diametres conjugues,
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CM coupant 1 ellipse en N, les tangcntes aux deux courbes en M eL en N
sont paralleles.

993. On fait passer un cercle par un point quelconque M (Tune hy

perbole et les extrdmites A et A de son axe transverse; trouver le lieu

du point Q oil 1 ordonnee MP prolonged rencontre co cercle.

994. On donne une SITU* d ellipses tangentes a une hyperbole equila-

tere et ayant leurs axes diriges suivant ses asymptotes ;
de*montrer que

le produil des axes de ces ellipses est constant.

995. Sur deux diametres conjugues d une ellipse comme asymptotes
on construit deux hyperboles consignees 1 une a 1 autre; demontrer quo
si 1 une de ces hyperboles louche 1 ellipse, il en est de meme de 1 autre,

et que les diametres tires aux points de contact sont conjugues aussi bien

dans 1 ellipse que dans 1 hyperbole.

996. Trouver Tangle des asymptotes de 1 hyperbole obtenue en cou

pant un cone de revolution par un plan. Gas ou le plan secant est pa-
rallele a 1 axe du c6ne.

997. Deux cdnes de resolution qui ont m6me sommet, memo gener.i-

trice et leurs axes rectangulaires, sont coupes par deux plans mencs pa-
rallelement a leurs axes d un meme point de la generatrice commune, sui

vant des hyperboles conjuguees.

998. Quel est le lieu des foyers de toutes les sections paraboliques
d un cone de revolution donne?

999. Quel est le lieu des foyers de loutes les sections elliptiques de

meme excentricit6 dans un cone de revolution donne?

1000. Quel estle lieu des extremiles des petits axes de toutes les sec

tions elliptiques paralleles d un cone de revolution donne?

1001 . Dans quel cas un plan peut-il couper un c6ne de revolution donne

suivant une hyperbole equilatere?

1002. Construire une hyperbole, connaissant : 1 un foyer ou une di-

rectrice, la longueur de 1 axe transverse et une asymptote; 2 un foyer
ou une direclrice, une tangente et une asymptote; 3 deux asymptotes et

un point; 4 trois points et une asymptote.

1003. Trouver le lieu des sommets des cones de revolution qui passent

par une ellipse ou une hyperbole donnee de position etde grandeur.

VI. Propricles fondamcntfilcs de 1 helice.

1004. Par deux points d une surface cylindrique, on peut faire passer
une infinite&quot; d helices.

1005. Quel est le plus court chemin entre deux points d une surface

cylindrique, mesure sur cette sur&ce elle-m6me?
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1006. Deux helices tracees sur un cylinclre de revolution se coupent

orthogonalement ;
on donrie le rayon du cylindre et le pas de 1 une des

helices, trouver le pas de 1 autre.

1007. Des extremites A et A d un diametre de la section droite d un

cylindre de revolution, partent deux helices orthogonales dont le premier

point d intersection est en M; trouver, en fonction du pas h de la pre
miere helice et du rayon R du cylindre, 1 aire mixtiligne AMA . Quel
doitetre le pas // pour que 1 aire AMA soit maximum? Le rayon du cy
lindre etant un decimetre, evaluer a un millimetre carre pres cette aire

maximum.

1008. Etant donnee une helice trace&quot;e sur un cylindre de revolution,

une droite glisse sur cette helice et sur Paxe du cylindre en restant nor-

male a cet axe; quelle est la section de la surface ainsi engendree :

i par un cylindre concentrique au premier ;
2 par un cylindre de revo

lution dont une arete est 1 axe meme du premier cylindre.

1009. fitant donnee une helice tracee sur un cylindre de revolution
,

une droite glisse sur cette helice et sur 1 axe du cylindre en faisant un

angle constant avec cet axe; de&quot;montrer que la normale a la courbe tracee

par cette droite sur un plan perpendiculaire a 1 axe du cylindre, inter-

cepte une longueur constante sur la perpendiculaire elevee par le pied

de 1 axe dans le plan consider^ au rayon vecteur issu du meme point.

VII. Appendicc.

1010. Demontrer que 1 homographie de deux divisions peut s exprimer

par 1 une quelconque des formules

am . a 1 m . am a m
- = A .

;
, A h u. . Tl r = I .

brn b m bin b m

1011. Deux divisions homographiques etant donnees, on peut toujours

prendre a partir d un point donne de la premiere deux segments qui soient

respectivement egaux a leurs homologues de la seconde
;
mais 1 un avec

le meme signe, 1 autre avec un signe contraire.

1012. Deux droites divisees homographiquement peuvent toujours ^tre

placets 1 une sur 1 autre de maniere que les deux divisions soient en in

volution.

1013. Dans deux divisions homographiques de meme base, le rapport

des distances d un point quelconque de la premiere division aux deux

points doubles est proportionnel au rapport des distances du point homo

logues de la seconde division aux deux memes points doubles.

1014. Quand deux faisceaux homographiques concentriques ont leurs

rayons doubles imaginaires, on peut le-s projeter suivant deux faisceaux
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dont les rayons homologues fassent entre cux des angles 6gaux et do

memo sens.

1015. Etant donnes dans une involution deux points conjugu6s, lo point

central ct i&amp;lt;&amp;gt; milieu do deux autres points conjugues, on domandc de de

terminer ces derniers points.

1010. Dans deux iaisceaux en involution, il existe toujours deux rayons

homologues egalement inclines sur un rayon donne, et il n y en a que

deux.

1(11 7. Ktant donnes deux faisceaux homographiques non concentriques,

on pent les couper par une droite suivant deux divisions en involution.

Toutes les transversales qui remplissent cette condition passent par un

meme point.

1018. Dans toute proportion harmoniquc (tba b
1

,
le

conjugue&quot; harmo-

nique du milieu de W par rapport a a et a coTncide avec le conjugue

harmonique de an par rapport a b et //; et ce point est le point central

de I involution determinee par les deux couples (, )
ct (b, b }.

1010. Lorsqu un point decrit une hyperbole, les droites qui joignent

ce point a deux points fixes intercepted sur une asymptote un segment
de longueur constante.

1020. Quel est le lieu des points dont le produit des distances a deux

droites fixes est constant?

1021. Dans tout triangle circonscrit a une conique les droites qui joi

gnent les sommets aux points de contact des cotes opposes concourent en

un meme point.

1022. Le sommet d un angle de grandeur constante decrit une droite

(ixe, tandis que Tun des cotes passe par un point fixe. Quelle est 1 enve-

loppe de I autrecole?

1023. Demontrer que lorsque deux triangles sont inscrits a une co

nique, les six cot6s touchent une autre conique.

1024. Deux angles de grandeur constante tournent autour de leurs

sommets; deux de leurs cdtes se coupent sur une droite fixe : quel est le

lieu decrit par 1 intersection des deux autres cdtes. Quel est le theo-

reme corrlatif?

1025. Un polygone plan se deforme de telle sorte que ses cotes pi-

votent autour de points fixes, et que ses sommets moins un glissent sur

des droiles fixes; quel est le lieu decrit par le dernier sommet? Quel

est le lieu decrit par I interseclion de deux c6tes non contigus quelcon-

ques? Quel est enfin le the&quot;oreme correlatif ?

102(&amp;gt;. Si deux cordes d unc conique se divisent mutuellement en deux

parties egales, ces cordes passent par le centre.
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1027. Dans I hyperbole e&quot;quilatere, les droites menees d un point de la

courbe aux extre&quot;mites d un diametre sont egalement inclinees sur une

asymptote.

1028. Etant donnees une conique et deux tangentes paralleles ,
les

droites menees du centre aux points ou une troisieme tangente rencontre

les deux premieres sont deux diametres conjugues.

1029. Une hyperbole qui a pour asymptotes deux diametres conjugues

d une conique, la coupe sur deux autres diametres conjugues.

1030. D un point fixe, on abaisse une perpendiculaire sur chaque dia

metre d une conique, et Ton prend 1 intersection de cette perpendiculaire

et du diametre conjugue au premier diametre; quel est le lieu de ce

point d intersection? Deduire de la que, par un point donne, on peut

en general mener quatre normales a une conique.

1031. D un point fixe, on abaisse un& perpendiculaire sur chaque tan

gente d une parabole, etl on prend 1 intersection de cette perpendiculaire

et du diametre correspondant a la tangente; quel est le-lieu de ce point

d intersection? Deduire de la que, par un point donne, on peut en

general mener trois normales a une parabole.

1032. Si une droite fixe rencontre une serie de coniques ayant meme

foyer et meme directrice, les tangentes a ces coniques aux points ou el les

rencontrent la droite fixe enveloppent une conique qui a meme foyer que
les proposees, et qui touche a la fois leur directrice commune et la droite

fixe.

1033. Quel est le lieu des centres des coniques circonscrites ou in-

scrites a un quadrilatere donne?

1034. Transformer par la methode de projection les the&quot;oremes sui-

vants :

i Dans le cercle, la tangente est perpendiculaire a Textremite du rayon

du point de contact;

2 Les tangentes menees par un point exterieur a un systeme de co

niques confocales, font des angles gaux avec les droites qui joignent ce

point aux deux foyers;

3 Le lieu des centres d un cercle qui touche de la meme maniere deux

cercles donnes, est une hyperbole qui a pour foyers les centres des deux

cercles donnes.

1035. fitant donne&quot;s cinq points d une hyperbole, construire ses asymp

totes.

1036. fitant donne&quot;es cinq tangentes a une conique, construire les deux

tangentes qui passent par un point donne.

1037. Construire une conique, connaissant le centre et trois points.
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1038. Construire une conique, connaissant un
|&amp;gt;oint

et les directions

de deux couples de diametres cotijugues.

1039. fitant donnees deux coniques et unc droite, construire une troi-

sieuie conique tangente a la droile et passant par les quatre points com-

muns aux deux premieres.

1010. Construire une conique homothetique a une eonique donnee, et

passant par trois points donnes ou tangente a trois droites donnees.

1041 . Tout plan mene par deux aretes d un cone du second ordre coupe

les plans c\ cliques suivant deux droites qui font respectivement avec

ces deux aretes deux angles egaux. Quel est le theoreme correlatif?

1042. Deux plans tangents a un cone du second ordre suivant deux

aretes quelconques coupent les deux plans cycliques suivant quatre droites

qui sont les generatrices d un meme c6ne de revolution dont I axe est

perpendiculaire au plan des deux aretes de contact. Theoreme cor

relatif.

1013. Dans tout c6ne du second ordre, chaque plan tangent coupe les

deux plans cycliques suivant deux droites telles, que le produit des tan-

genles des demi-angles qu elles font avec 1 intersection des deux plans

cycliques est constant. Theoreme correlatif.

1044. Dans tout cdne du second ordre, le produit des sinus des angles

que chaque arete fait avec les deux plans cycliques est constant. Theo

reme correlatif.

1045. Les projections orthogonales des deux focales d un c6ne du se

cond ordre sur les plans tangents au cone, forment un nouveau cdne du

second ordre ayant un double contact avec le premier et dont les plans

cycliques sont normaux aux focales du premier. Theoreme correlatif.

1046. Quand deux cdnes du second ordre ont meme sommet et memes

plans cycliques, si on leur mene un plan tangent commun, les deux

aretes de contact sont rectangulaires. Theoreme correlatif.

1047. Autourde deux points fixes pris sur une sphere, on fait tourner

ies coles d un angle spherique de grandeur variable ct tel
, que le

&amp;gt;eg-

ment intercepte entre ses c6tes sur un arc de grand cercle donne, ait

nne longueur constante; quel est le lieu du sommet de cet angle?

1048. On donne sur une sphere deux arcs fixes, et Ton demande le lieu

des points de cette sphere dont le produit des distances a ces deux arcs

est constant.

1049. Quelle est la courbe spherique dont chaque point est equidistant

d un point de la sphere et d un arc de grand cercle de cette sphere?
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QUESTIONS DIVERSES DE GEOMETRIE DANS L ESPACE.

1050. Construire un triangle spherique, connaissant son aire, un c6te

et le cercle circonscrit.

1051. Construire un triangle spherique, connaissant son aire, sa base

et sa hauteur.

1052. La sphere variable assujettie a couper deux spheres fixes suivant

leurs grands cercles, passe par deux points fixes.

1053. La sphere variable assujettie a couper deux spheres fixes sous

des angles constants, est constamment tangente a deux spheres fixes.

1054. Si une sphere variable coupe trois spheres fixes sous des angles

egaux, mais indetermines, son centre ne sort pas d un certain plan.

1055. Si une sphere variable coupe quatre spheres donnees sous des

angles egaux, mais variables simultanement, son centre decrit une droite.

1056. Mener une sphere qui coupe quatre spheres donnees suivant leurs

grands cercles.

1057. Mener une sphere qui^ coupe quatre spheres donnees sous des

angles donnes.

1058. Mener une sphere qui en coupe cinq autres sous des angles

e&quot;gaux.

1059. En joignant un point de 1 espace aux sommets d un tetraedre
,

on obtient une figure dont les plans des faces opposes se coupent deux

a deux suivant trois droites comprises dans un meme plan ;
la diagonale

issue d un sommet divisee par la longueur de son prolongement jusqu a

ce plan, est egale a la somme des trois cotes adjacents a ce sommet, divi-

se&quot;s respectivement par les longueurs de leurs prolongements jusqu au

meme plan.

1060. Une serie d ellipses ont leurs diametres conjugues egaux de

meme longueur ;
1 un de ces diametres est fixe et commun a toutes les

ellipses, 1 autre varie quand on passe d une ellipse a la suivante. Si Ton

prend un point fixe sur le diametre fixe prolonge et si Ton mene de ce

point des tangentes aux ellipses considerees, quel est le lieu des points

de contact de toutes ces tangentes?

1061. Si Ton decrit une ellipse sur le grand cote d un rectangle

comme grand axe, de maniere qu elle passe par le point d intersection des

diagonales, et si Ton joint un point de 1 ellipse exterieur a ce rectangle
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aux cxtremites du cdte oppose an grand axe, les droites ainsi deter-

minees divisent Ic grand axe en segments qui sonl en progression eo-

nuUrique. *

1062. Le produit des segments determines par son point de contact

sur une tangente a 1 ellipse limitee a ses points de rencontre avcc les

axes, est egal au carre&quot; du demi-diametre parallels a la tangente.

1063. Quel ost le lieu du second foyer des ellipses qui ont un foyer

commun et deux tangentes communes /

lOlii. Quel est le lieu des milieux de toutes les cordes d une ellipse qui

vont converger en un point fixe ?

1005. Si deux diametres conjugues d une ellipse sont en memo temps

les asymptotes d une hyperbole, les points de contact des tangentes com

munes a 1 ellipse et a 1 hyperbole sont sur une ellipse semblable a la

proposee.

1066. La base AB du triangle ABC reste fixe, tandis que le sommet C

decrit la moitie d une hyperbole equilatere passant par les points A etB;

P et Q e&quot;tant les points ou AC et BC rencontrent le cercle decrit sur AB

comme diametre, trouver le lieu des points d intersection de AQ et de BP.

1067. Quel est le lieu du second foyer des ellipses qui ont un foyer

commun et qui passent par deux points donnas?

1068. Quel est le lieu des centres des hyperboles equilateres qui pas-

sent par trois points donnes?

10(19. Si Ton joint aux deux foyers de 1 hyperbole les points de ren

contre d une tangente a la courbe avec les asymptotes, on obtient un

quadrilatere inscriptible.

1070. Si Ton prend sur la corde focale principale d une parabole deux

points egalement distants du foyer, le trapeze forme en abaissant de ces

points des perpendiculaires sur une tangente quelconque a la courbe a une

aire constante.

1071. Les produits des distances du foyer d une parabole aux sommets

opposes d un quadrilatere circonscrit a la courbe, sont egaux.

1072. Etant donnees deux tangentes a la parabole, si on leur mene des

paralleles par un point quelconque de leur corde de contact, la diagonale

du parallelogramme ainsi forme, qui est opposee au point choisi sur la

corde de contact, est tangente a la courbe.

1073. En un point P de la parabole, la corde du cercle de courbure,

(jui est menee parallelement a 1 axe de la courbe, est egale a quatre fois

le rayon vecteur du point P.
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1074. La corde PH du cercle de courbure au point P de I ellipse ou de

1 hyperbole, qui est menee par le centre C de la courbe, satisfait a la rela

tion PH.CP = 2 CD*
,
CD etant le conjugue du diametre CP.

1075. Etant donnas deux triangles, projeter le premier sur un plan

de telle sorte que sa projection soit semblable au second triangle.

1076. Couper un cone de revolution donne suivant une ellipse d oxcen-

tricite donnee.

1077. Deux cones de revolution qui se coupent ont meme axe, et Tangle
au sommet du cone interieur estde 60 degres; demontrer que le sommet
de ce c6ne est un foyer commun de toutes les sections determinees sur

le cone exterieur par les plans tangents au c6ne interieur.

1078. La perspective d un cercle sur un plan quelconque est une sec

tion conique.

1079. On appelle homocycliques deux cones qui ont meme sommet et

memes plans cycliques. Demontrer que, lorsqu un plan mene par le som

met commun de deux cdnes homocycliques coupe ces cones suivant quatre

aretes, les deux ar&tes de 1 un font respectivement deux angles e&quot;gaux

avec les deux aretes de 1 autre. Qu arrive-t-il en particulier lorsque

le plan considere coupe 1 un des cones et touche 1 autre?

1080. Quand un plan touche deux c6nes homocycliques, les deux are&quot; tes

de conctact sont rectangulaires.

1081. SA et SB etant deux aretes rectangulaires prises sur deux cones

homocycliques, le plan ASB coupe les deux cones suivant deux autres

aretes SA et SB qui sont encore perpendiculaires 1 une a 1 autre; les

quatre droites suivant lesquelles se coupent les plans tangents au premier
cone suivant SA et SA

,
et les plans tangents au second cone suivant SB

et SB
, appartiennent a un troisieme cone homocyclique avec les deux

premiers ;
ce troisieme cdne reste le meme, quelles que soient les deux

aretes rectangulaires primitives SA etSB.

1082. Quand deux cones sont homocycliques, deux plans tangents au

premier cone coupent 1 autre cone suivant quatre aretes appartenant a

un cone de revolution dont 1 axe est normal aux aretes de contact des

deux plans tangents.

1083. fitant donnas un cone a base circulaire et deux plans fixes tan

gents a ce cone, si unautre plan tangent roule sur le cdne, ses intersec

tions avec les deux plans fixes sont telles, que les plans menes par cha-

cune d elles et une ligne focale font un angle constant.

1084. L angle de deux plans tangents quelconques a un cone a base
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circulaire, et Tangle des deux plans determines par leur intersection el

par chacune des 1 ignes.focal es, ont le mme plan bissecteur.

1085. Demontrer que le rapport anhurmonique du faisceau forme&quot; par

les deux cotes d un angle a et par les deux droites qui joignent son sommet

aux deux points circulates a 1 infini, est
e&quot;gal

a c(
~ ia ^

.

1086. Un polygone plan se deforme de telle sorte que ses sommets,

moins un, glissent sur des droites fixes, tous ses cotes etant vus d autant

de points fixes sous des angles donnes
;
trouver le lieu du dernier sommet.

Quel est le theoreme correlatif?

1087. Sur les trois diagonales d un quadrilatere complet, on prend

trois couples de points qui divisent harmoniquement ces trois droites;

demontrer que les six points considered sont sur une conique. Quel est

le theoreme correlatif?

1088. On donne une conique et un triangle situe&quot; dans son plan; de&quot;-

montrer : i que les droites qui joignent les sommets du triangle aux

poles des c6ts opposes par rapport a la conique concourent en un meme

point ;
2 que les c6tes rencontrent les polaires des sommets opposes en

trois points en ligne droite.

1089. Si autour d un point fixe on fait tourner une se&quot;canle qui ren

contre une conique aux points a et
,

la somme ajgebrique des inverses

des distances des points a et a a la polaire du point fixe est constante.

1090. Construire la conique de&quot;terminee par cinq points, dont quatre

sont imaginaires.

1091 . Construire la conique determined par cinq tangentes, dont quatre

sont imaginaires.

1092. Projeter une conique suivant une hyperbole equilatere.

1093. La polaire reciproque d une parabole par rapport a un point de

la directrice, est une hyperbole equilatere.

1094. Les hauteurs d un triangle circonscrit a la parabole se coupent

sur la directrice.

1095. Les hauteurs d un triangle inscrit dans une hyperbole equilatere

se coupent sur la courbe.

1096. Inscrire dans une conique un polygone dont les cdte&quot;s passent

par autant de points fixes.

1097. Construire une conique tangente a trois droites et ayant un

double contact avec une conique donn6e.
v
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1098. Trouver le lieu des milieux des cordes d une conique issues d un

point fixe. Generaliser par projection.

1099. Trouver 1 enveloppe des cordes d une conique qui ont leurs mi

lieux sur une droite donnee. Generaliser par projection.

1 100. Etant donnee une serie de coniques circonscrites a un meme qua-

drilatere, demontrer : i que les polaires d un point quelconque p par

rapport a ces coniques passent toutes par un meme point &amp;lt;/;

2 que si p
decrit une droite L, &amp;lt;y

decrit une conique ;
3 que cette conique est le

lieu des poles de la droite L par rapport aux proposees, et qu elle passe

par le point de rencontre des diagonales et par les points de concours

des cotes opposes du quadrilatere. Examiner le cas ou la droite L est a

1 infini. Enoncer et demontrer directement les theoremes correlatifs.

1101. Si, sur les rayons menes d une origine fixe aux divers points

d un plan P, on porte des longueurs proportionnelles aux valeurs inverses

de ces rayons, les plans conduits perpendiculairement a ces droites par

leurs extremites passeront tous par un meme point/?. Lorsque, 1 origine

restant fixe, le plan P se deplace en passant sans cesse par un meme

point, le point p ne sort pas d un certain plan.

1102. Une droite glisse sur trois droites fixes prises a volonte* dans

Tespace. Quel est le lieu decrit par la trace de cette droite sur un

plan fixe quelconque?

1103. Etant donnes trois points ou trois arcs tangents et un arc cy-

clique d une conique spherique, determiner le p61e de cet arc.

1101. Etant donnes trois points et un arc cyclique d un conique sphe

rique, determiner le second arc cyclique de cette courbe.

llOo. fitant donnes trois arcs tangents et un foyer d une conique sphe

rique, determiner le second foyer de cette courbe

1106. Quelle est la surface polaire d une conique par rapport a une

sphere? Examiner le cas particulier ou la conique est un cercle. (On
nomme surface polaire d une ligne 1 enveloppe des plans polaires de ses

divers points. )

1107. Si deux cones du second ordre ont une ligne focale commune,
ils se coupent suivant deux courbes planes.

H08. Quelle est la surface polaire d une sphere par rapport a une

sphere?

1109. Une conique tourne autour de son axe focal. Quelle est la section

de la surface de revolution ainsi engendree par un plan passant par un

foyer de la conique donnee?
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1110. Qncllo cst la projection d une section plane d une surface de

revolution du second ordre, sur un plan perpendicalaire au rayon vec-

teur men6 d un foyer de la surface a I extrdmitc du diametrc qui passe

par le centre de la section?

1111. Circonscrire un tetraedre a une surface de revolution du second

ordre, dont un foyer est donne\

1112. Deux surfaces de revolution du second ordre, qui out un foyer

commun, se coupent suivant deux courbes planes; les plans de ces

courbes et les deux plans directeurs forment un faisceau harmonique.

1113. D un point de 1 espace on peut g^neralement mener six normales

a une surface du second ordre; ces six droites sont sur un c6ne du se

cond degre, qui passe par le centre de la surface et contient les trois axes

principaux du cone circonscrit a la surface, qui a pour sommct le point

donne.
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NOTES.

NOTE I.

SDK t lNCOMMENSURABILITE DU NOMBRE 7T ET DE SON CARRE.

i. Dcviioppcmcnt dc tango: en fraction continue.

Les formules bien connues

.

COS.T = I 1

-
. . .

1.2 1.2.3-4 I.2.3...2/i

X
sin x =

I 1.2.3 1.2.3.4.5 I.2.3...(2/Z-+-l)

montrent que, si Ton pose

- -- . __....
M I W

(
M -h 1

)
I . 2

I

(
a -f-i

)
. . .

(
M -f- /i I

)
I.2.3.../Z

on a

coso: = /(, M), sin o:^ xf(a,u-t- i) et tango; = * 2?
&quot;&quot;^--

pour w - et = -- x2
.

Or, de I identit6

/(rt, tt) f(fl,U -4- I) ==_/(,+ 2
),

on d&iuit

^ t
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puis, en remplagant successivement u par u +- 1, -+- 2,. .
.,

(u -f- 2)/(, H- a

a/(g,K+3) _*__

done

z^ -+- 4

et, par suite, pour K = - et = -^ 2

,

2. Theoreme sur les fractions continues.

Soit la fraction continue illimitec

dans la(juclle fi,b { ,
b.n b.^ b,,,... sont dcs nombrcs enticrs et positifs tels,

que les termcs dc la suite b
{

b.
2
b

3 b^. . restcnt, ait, dela d un certain

rang ,
tons superieurs a a\ la valeur totale dc cette fraction continue F

sera necessairemcnt un nombre incommensurable.
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Nous decomposerons la demonstration en trois parties :

1 Lfi rdleur (/c In fraction continue iHimitee

6

=^fSli_
Ci^

/
&quot;

*^-c^..

o/ moindre ,/ttc
Cu/ntt . En eftet. a etant par hypothese an plus r

a /,
A+|t -i, quel que soil IVntier a, est moindre que /^+ix s, -: et

un nombre positif quelconque inf^rieur a i. D apres cola, a est moindre

Par la m6me raison. la quantite
- - est inferieure a i

; par suite.

A
a

1 2

~
Z&amp;gt;

// est moindre que ^ ,

diminue de cette quantit^. et 1 on a

&amp;lt; i.

et ainsi de suite.

2 Ln T/ilcitr- dc In {ruction continue G est incommensurable. Kn

eflet, si G etait egale a une fraction a termes entiers
&amp;gt;

en posant

^H -.

/&amp;gt;, rt

on aurait

P*
/.

A Pi I,
P*

**-* J^ K
II.
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Oil

p-i
=

/ . ^fc+i r- &quot;A. P., PI t&amp;gt;k+ * &amp;lt;n&amp;gt;\ &amp;gt; i\ = P.,
b
k+*

a
P&amp;gt;

d oii Ton voit que /&amp;gt; a , p3 , /^ s ,
. . . seraient entiers comme p et

/?, ;
mais

d apres lc raisonnement fait dans 1 alinea qui precede, toutesles fractions

out des valeurs moindres que 1 unite. Done les nombres entiers
/&amp;gt;&amp;gt; u ,

/&amp;gt;,, /A,,

//,. /?,,,..., formeraient une suite indefinie ct decroissante , ce qui est

nbsurde.

3 Z va/cur dc la fraction proposes F est incommensurable. En effet,

on a

*

Or, puisque les nombres
,
b
{1 /A,, /.

t ,.
. . sont entiers et que G est in

commensurable, -.
-= est aussi incommensurable; par suite, il en est

()
k

G

de meme de -
;
et ainsi de suite, en remontant jusqu a .

- ~
3. Lc nombre TT est incommensurable.

En effet, pour x= - le premier membre de la relation (i) se reduit ; i

4

1 unite; si done -
pouvait etre represente par une fraction a termes

4

ontiers , on devrait avoir

d on a =
p

:
t

3S--
36 , 56-

or, cette egalite est absurde
, puisque /!e premier membre est entier ct



NOTE I.

que la fraction continue dii second momhre, riant dc la lormr

an n&quot; &quot;2, no saurait rcprescntrr un nomluv commensurable.

4. /,/ cdffr &amp;lt;lii nnnibrc ~
&amp;lt;-\t incommensurable.

En eflet, pour ./ -. la rclalion (i) devicnt

done, si 7T
2

pouvait etre
repre&quot;serite par une fraction a tonnes entiers -{,

on dcvrait avoir

3 ?
j

or, cello fraction continue, 6tant encore do la forme c,onside&amp;gt;oo au n&quot;
i&amp;gt;,

a une valeur incommensurable : elle ne peut done pas (Hre e^ale a 3.

Cette Note ne differeque par la redaction et par qiiehjucs modilicalions

partielles de la Note IV dc Pandemic (Icoim-tric de Lo^ondrc.
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NOTE II.

SUR L APPLICATION DBS DETERMINANTS A LA GEOMETRIE.

1. dire die triangle en Jauction : 1 den coordonnees des sonunets;

JL&quot; des longlieuj s des cotes.

Solent : O.r et Oj deux axes de coordonnees rectangulaires situes dans

Je plan du triangle A, A2
A

3 ;
x

{

et jp jc
t
et /,, x

3
et j3 ,

les coordonnees

rcspectivcs des sommets A,, A
2 ,
A

3 ;
et dn ,

r/
2S , r(51 ,

les carres des lon

gueurs des cotes A,A2 ,
A

2
A

3 ,
A

3 A,. L aire S du triangle est 1 exces

Fig. 579 .

IN

(fig. 379) du trapeze A
pt A

2
A

3
A

3
A

2
. On a done

,

sur la somme des trapezes A, A, A 2 A ,

Oil

28=

On peut mettre ce determinant sous les deux formes suivantes

28.=

en multi pliant membre a membre, on trouve alors, d apres la regie de
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multiplication des determinants,

4S =-

Multiplions les trois dernieres horizontales par 2, puis divisons la

premiere vorticale par 2; le determinant sera multiplie par 4- Cela

fail, aux trois dernieres horizontales ajoutons la premiere successivement

multipliee par -r
2

-+-j
2

, x\+y\, x\+y\, et de meme, aux trois der

nieres verticales, ajoutons la premiere successivement multipliee par les

memes facteurs; le determinant ne sera pas altere par ces dernieres trans

formations, et si Ton se rappelle la formule bien connue

on aura iinalement

i i

1 o
&amp;lt;Y,

i d.
2l

o

i d,. d
.VI

i. Volume tie In
i&amp;gt;yramide, triangulaire en fonction : 1 dcs coordnn-

nees des sommets; 2 flex longueurs dcs aretes.

Soient : .AT, o/, oz, trois axes de coordonnees rectangulaires; (x { ,j ,,-,),

(* J25 ). (-
r3^?J j)i (*4 r4 *i) les coordonnees des sommels A,, A 2 ,

A
3 ,
A4 ;

dn , r/, 3 ,
r/n ,

&amp;lt;/

23 ,
rf

24 ,
r/

34
les carr^s des longueurs des six aretes.

Le marche est absolument pareille a celle que nous avons suivie pour

le triangle. En projetant les sommets sur le plan xoy, on verra que le

volume du tetraedre est la somme algebrique de troncs de prismes trian-

gulaires dont les bases ou sections droites s evalueront a Taide de la for

mule (i), et Ton obtiendra pour le volume V du tetraedre

(3)

i *, }\ z
t

i .r, .r., z.,

puis, en operant sur ce determinant comme nous 1 avons fait sur le de

terminant (i), et observant que



on trouvera

(41 288 V 2 =
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I I I I

1 o dn

i r/
2|

o r/, 3
du

i &amp;lt;/

3l
r/

32
o r/

34

&amp;lt;3 ^U

En egalant a zero les determinants (2) et (4), on obtient evidemment

les conditions pour quc trois points soient en lignc droite on pour quc

fjuatre points soient dans un meme plan. Les formules (2) et
( 4 ), abstrac

tion faite de la notation des determinants, ont ete donnees par Euler, dans

les Memoires de Petersbourg.

3. Relation cntrc les distances mutuelles : i de (juatre points xituex

snr un meme cercle ; 2 de cinq points situes sur line meme sphere.

Soient: coordonnees reclangu-

laires des quatre points A,, A2 ,
A

3 ,
A

4 ;
et dn ,

r/
13 ,

. . .
, &amp;lt; 3 ,

. . . les carres

de leurs distances mutuelles. Ges points etant sur un meme rercle, en

aura, d apres la Geometric analytique,

~*~ yl

Par suite, le determinant

&amp;lt;

, J,

I -^ J 2

1
*.-, J3

1 ^4 J&amp;lt;

qui resulte de 1 elimination des constantes
, b, c, est mil, et il en -est

evidemment de meme du determinant

*jc
i aj,

2 H- JTa 2^ 2J2

2J,

Or, il suffit de multiplier ces deux derniers determinants par la regie
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conniie et d egaler le rsultat a zero pour avoir la relation chercluV :

o ({ ,/ d

(5)
d..

Un calcul tout a fait analogue donne

pour cinq points situe&quot;s sur une meme sphere.

La relation (5) revient au fond au th^oreme de Ptolernee (240); la

relation (6) a 6te donn^e sous une autre forme par Feuerbach. Nous

avons suivi la m.^rche indiqu^e par M. Cayley dans le tome II du Jonnidi

dc Cambridge.

i. Relation entrc Ics distances inutimlle.s de tiny points situes d unc

UKinirre f/iielconque dans I cspace.

Cette relation, indiquee d abord sous une forme trop concise par Lagrangc,

puis reprise et dtiveloppee par Carnot, a ete enfin presentee sous une formo

lumineuse et mnemoniquc par M. Cayley a 1 aide des determinants.

Pour 1 obtenir, il suffit d imiter la marche prec^dente, c est-a-dire d e

galer a zero le produit des clenx determinants

qui sont 6videmment nuls Pun et 1 autre, puisqu ils renferment une verli-

cale a elements nuls. En designant par dv , ,
/-/

I3 ,
... les carres des distances

mutuelles, on trouve

i i i i

(7)

i

1 o d
{

.,
t/

( ,

I f/.,
{

o d.
1}

1
., &amp;lt;,

o

i - 4, rf,,
r/M

s, 4,
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5. Rayons des spheres tangcntes a quatre autres.

Supposons que, des cinq points A,, A
2 ,
A

3 ,
A

4 ,
A

5 , que nous venons de

considerer, les quatre premiers soient les centres de quatre spheres fixes

dont les rayons r,, r
2 ,

r
3 ,

r
4 ,

sont donnes; designons par p le rayon in-

connu et par A
5

le centre d une sphere tangente aux quatre autres. En

posant, dans la relation (7),

on aura une equation qui determine p.

Quelques transformations simples, que nous laissons au lecteur le soin

de chercher, permettent de donner a cette Equation la forme suivante :

(8)

I

o -

F
&quot;

I
/-, r]

i-r.
2

r +/? &amp;lt;

I
&amp;gt;3 l+ l-

I / /*?H-A*? &amp;lt;

Cette equation, due a M. Bauer ( Journal de Schlomilch, t. V), est du

second degre, et elle ne change pas quand on y change simultanement

les signes de r,, ?\ ,
/
3 , r\. D apres cela, a chaque choix de signes pour r,,

/-,, /
3 ,

/
4 , repondent deux racines : 1 une se rapporte a un mode de con

tact relatif aux signes consideres, et 1 autre au mode de contact relatif aux

signes opposes; de telle sorte qu en faisant varier les signes de /
,,
r
2 ,
r
3 , r,,

on trouve les seize solutions que comporte le probleme (919), groupees
deux a deux,

En
ope&quot;rant

d une maniere analogue, on obtiendrait une equation don-

nant les rayons des cercles tangents a trois cercles fixes; cette equation

est celle qu on trouve en supprimant dans le determinant (7), la der-

niere verticale et la derniere horizontale
;
en faisant varier les signes de

/-,,
r
2 , /*.,,

on trouve de meme les huit solutions (387) groupees deux a

deux.

Ces notions montrent assez Tutilit^ de 1 application des determinants a

la Geometric. Pour plus de details, on pourra consulter un Memoire de

de M. Joachimsthal, dans le tome XL du Journal de Crelic ; un Memoire

de M. Brioschi, dans le tome L du meme Recueil, et enfin le Memoire deja

cite de M. Cayley.

FIN.
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