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Vorwort.

Um die Fortsetzung des Werkes nicht zu sehr zu ver-

zogern, wurde der geplante zweite Band in einen zweiten

und dritten geteilt, von denen der vorliegende zweite vor-

wiegend differentialgeometrische Untersuchungen enthalt,

wahrend der dritte die Theorie der quadratischen Komplexe,
der algebraischen Strahlenkongruenzen und die Anwendungen
auf Mechanik umfassen soil. Fur die Teilung war auch

maBgebend, dafi ich am 27. September 1905 im Auftrage
der Deutschen Mathematikervereinigung in der Sektion I

der Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in

Meran einen Bericht uber die Differentialgeometrie der

Strahlenkongruenzen erstattet habe; er bildete einen Teil

des Berichtes iiber differentielle Liniengeometrie in den
Jahresberichten der Deutschen Mathematikervereinigung
(Bd. 15). In diesem Berichte habe ich nun an einigen
Stellen den zweiten Band meiner Liniengeometrie zitiert

und hegte daher den Wunsch, daB den Fachgenossen, die

den Bericht lesen, das zitierte Werk auch zuganglich sein

soil. Ich bin deshalb der Verlagshandlung sehr dankbar,
daB sie auf den Vorschlag der Teilung bereitwillig ein-

gegangen ist.

Auch die Gegenstande dieses Bandes suchte ich der

Anschauung moglichst zuganglich zu machen; diesem Zwecke
dienen z. B. die drei Richtungszeiger fiir die Umgebung
eines Strahles

( 19). Was die Methode der Untersuchung
betrifft, so habe ich eine Parameterdarstellung, die bisher in

der metrischen Liniengeometrie kaum Verwendung gefunden
hat, ausgiebig benutzt, indem ich namlich die Linienzeiger
als Funktionen eines oder zweier oder dreier unabhangiger
Parameter voraussetze. Auf diesem Wege konnten u. a. alle

15756(&amp;gt;



IV Vorwort.

wesentlichen differentialgeometrischen Satze Kummers iiber

Strahlenkongruenzen bewiesen, aber auch einige neue Er-

gebnisse gefunden werden. Als solche mochte ich z. B. an-

fiihren (vgl. iibrigens den erwahnten Bericht): Eine aus-

gezeichnete Erzeugungsart der Regelflachen (Satz 19), die

Berechnung der extremen Werte des Verteilungsparameters
fur einen allgemein liegenden Kongruenzstrahl ( 22), die

Grenzflachen der Strahlennetze ( 26), die Differential-

gleichungen der Hauptflachen und der Krummungsflachen
einer Kongruenz ( 28), die isotropen Umdrehungs- und

Schraubungskongruenzen ( 29), die Einfiihrung und Be

rechnung der UmgebungsgroBe eines Komplexstrahles ( 42),
die Verwendung eines Kegelschnittbuschels zur Untersuchung
der Umgebung eines Komplexstrahles und der zugehorigen

ausgezeichneten Richtungen ( 47, 48), die Beziehung zwischen

den Richtungszeigern in der Umgebung eines Doppelstrahles
( 57). Auch scheinen die vier Abbildungen einer Regel-
flache

( 7) und die sechzehn Arten von Erzeugenden ( 13)

noch nicht bemerkt worden zu sein.

Innsbruck, am 3. Oktober 1905.

Konrad Zindler.
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I. Abschnitt.

Regelflachen.

1. Grundfoegriffe und Normalenparaboloid.

Wir denken uns eine Regelflache 9ft durch Bewegung
einer Geraden g erzeugt und betrachten zwei Nachbarlagen
a und 6 von g (Fig. 1), deren kurzester Abstand AB sei.

Fig.l.

Dann konnen wir a nach & uberfiihren, indem wir zuerst

um die Achse AB drehen, bis a \\b wird und dann eine

Translation langs AB ausfiihren. Lassen wir beide Be-

wegungen gleichzeitig und gleichformig vor sich gehen, so

entsteht eine gleichformige Schraubung mit der Steigung
li
= $! : ^ , wenn hierbei ^ die Translations- , co^ die

Drehungsgeschwindigkeit ist. Plait man a fest und nahert l&amp;gt;

auf der Regelflache unbegrenzt, so wird sich A einer Grenz-

lage C nahern, die der Zentralpunkt von a heiBt; die

Grenzlage von AB heiBt Zentraltangente (oder Strik-

tionsstrahl) und die Flachennormale in C die Zentral-
normale. Wenn man die Unbestimmtheit der erwahnten

Schraubung, die noch mit beliebiger Geschwindigkeit vor

Zindler, Liniengeometrie. 1



2 I. Regelflachen.

sich gehen kann, dadurch beseitigt, daB man etwa fur einen

Punkt der Erzeugenden die absolute Geschwindigkeit will-

kurlich fixiert*), so werden auch ^ und co^ im allgemeinen
bestimmte Grenzwerte $ und co annehmen, die wir zunachst

beide als von Null verschieden voraussetzen; durch sie 1st

eine Grenzschraubung mit der Steigung

und fur irgend einen Punkt M auf a eine Grenzschrauben-

linie als Bahn definiert. Wenn BN=AM 1st (Fig. 1), wird

die Sehne MN beim Grenziibergang zur Tangente der Grenz-

schraubenlinie in M
, zugleich aber auch zur Tangente von SR .

Die Tangenten von 9ft in den Punkten von a, die zugleich
auf a senkrecht stehen, sind also auch die Tangenten einer

gewissen Schraubenflache. Sie bilden nun ein gleichseitiges

hyperbolisches Paraboloid; um seine Gleichung aufzustellen,

verlegen wir die X-Achse in die Erzeugende a, die Y-Achse
in die Zentralnormale, wodurch die Z-Achse in die Zentral-

tangente fallt und so gerichtet sein soil, daB $ positiv wird;
die beiden anderen Achsen sollen so gerichtet sein, daB ein

System erster Art entsteht. Die Beziehung zwischen der

Neigung v der Bahntangenten und der Entfernung x von
der Achse Z der Grenzschraubung entnehmen wir aus

Bd. I, 1:

tanr =
x

und, wenn wir tanv = : y setzen, erhalten wir als Gleichung
des Paraboloides :

(2) sx=ly.
Drehen wir jeden seiner Strahlen um a um 90, so erhalten

wir das Normalenparaboloid:

(3) le = -xy.
Satz 1 (von Chasles): Die Normalen einer Regel-

flache langs einer Erzeugenden a bilden ein gleich-

*) Da es nur aufs Verhaltnis von $
:
und M

I ankommt, so ist

es am einfachsten, ^ == const. = $ oder (o
l
= const. = co anzu-

nehmen. Die allgemeinere Fassung des Textes umfafH bequemer
die Falle, wo entweder & oder co verschwindet.



1. Grundbegriffe und Nonnalenparaboloid. 3

seitiges hyperbolisches Paraboloid, dessen Haupt-
erzeugende a und die Zentralnormale sind.

Dieser Satz folgt auch aus Bd. I, 59, 7), sobald

man die Bewegung der Erzeugenden als Schraubung auf-

gefafit hat. Er erleidet nur eine Ausnahme, wenn ent-

weder $ oder a&amp;gt; verschwindet; im ersten Falle haben wir

an Stelle der Grenzschraubung eine Grenzdrehung, im zweiten

eine Grenztranslation, in beiden Fallen also statt des Normalen-

paraboloides ein Parallelstrahlenbuschel und folglich eine

gemeinsame Beriihrungsebene fur alle Punkte von a.

Wir kehren zum allgemeinen Falle zuriick: Die Diffe-

rentiale des Abstandes ^4J? und desWinkels a zweier Nachbar-
strahlen sind $ dt und at dt, wenn t die Zeit bedeutet; also

ist ! auch der Grenzwert des Verhaltnisses

AB
&

und heiBt als solcher Verteilungsparameter.
Man kann zu diesen Satzen noch auf andere Art ge-

langen: Verbindet man jeden Punkt der Reihe N mit dem
entsprechenden M. durch eine Gerade, so erhalt man das

Erzeugnis zweier kongruenter Punktreihen, in denen die

FuBpunkte des kiirzesten Abstandes einander entsprechen, also

ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Projiziert man
ferner die ReiheN aus a, so ist das so hervorgehende Ebenen-
biischel zur Reihe N projektiv und die Ebene Na wird in

der Grenze die BeriihrungHebene der Regelflache in M . Also:

Satz 2: Die Punkte einer Erzeugenden einer Regel
flache und die Beriihrungsebenen in diesen Punkten
bilden eine Korrelation.

Der Parameter K derselben ist nach Bd. I, 58, Gl. (104):

(4) K=-j.
Gegen a sind die Nachbarstrahlen links- oder rechts-

gewunden, je nachdem ! positiv oder negativ ist. Wir nennen
hiernach die Regelflache selbst an der Stelle a links- oder

rechtsgewunden. Die Beriihrungsebene im Zentralpunkt
(zugleich Verbindungsebene von a mit der Zentraltangente)
heiBt dieZentralebene, die darauf senkrechte Ebene durch a
die asymptotische Ebene; sie ist die Beriihrungsebene
von 91 im unendlich fernen Punkte von a und zugleich die

OF TKfc

^ ff



4 I. Eegelflachen.

Grenzlage der durch a zur Nachbarlage gelegten Parallel-

ebene. Die Normalebene von a im Zentralpunkt heiBe

Hauptebene.

2. Analytische Darstellungen.

Wenn die rechtwinkligen Strahlenzeiger pf eines Stabes

als differentiierbare Funktionen einer unabhangigen Verander-

lichen t gegeben sind

(5) Pi = pt(f) (i
= 1, . . .

, 6) ,

welche die Beziehung
s

i

identisch erfiillen, so ist durch (5) eine Regelflache als Stab-

niiche definiert. Die ersten drei Zeiger allein bestimmen die

Richtung des Stabes, also

(5a) Pt+p&amp;lt;dt+... (=1, 2, 3)

die Richtung des Nachbarstabes. Wenn daher U, V, W die

Zeiger der asymptotischen Ebene sind, so ist

Pi P2 Ps

Pi A A
Zur Bestimmung von U, V, W selbst ziehen wir noch

eine der drei letzteren Inzidenzbedingungen (39) (Bd. I, 38)

heran, spezialisieren fur rechtwinklige Zeiger (Bd. I, 31)

und finden, wenn wir

(8)
- ^ T

setzen:

(9)

(7)

*) So driickt man es mitunter aus, wenn man sagen will,

dafi eine Eeihe von Grofien den Determinanten einer Matrix pro

portional sind, deren Zeilenzahl und Spaltenzahl sich um eins

unterscheiden. Die Striche bedeuten Ableitungen nach t. Die

Zeiger kommen uberall nur modulo sechs in Betracht. Wo wir
von drei Punkt- oder Ebenenzeigern nur einen hinschreiben, ist

es selbstverstandlich, dafi die anderen durch zyklischeVertauschung
innerhalb der Indizesreihen 1, 2, 3 und 4, 5, 6 gefunden werden;
bei (11) unterliegen rechts auch U, V, W der Vertauschung.



2. Analytische Darstellungen. 5

Die Zentralebene u, v
9
w steht auf der asymptotischen

senkrecht, also

(10) Uu + Vv -f Ww = .

Aus dieser Gleichung und zwei passenden der erwahuten

Inzidenzbedingungen findet man:

(ii)

oder indem man aus (9) die Werte einsetzt:

(12)

wobei

(13)

&&amp;gt; PG

Den Zentralpunkt x
9 y, z berechnen wir als Grenz-

lage des Schnittes der Zentralebene mit der Nachbarerzeu-

genden und schicken anschliefiend an Bd. I, 38 eine

Bemerkung voraus: Die linken Seiten der dortigen Inzidenz

bedingungen (39) haben auch eine Bedeutung, wenn p und u
nicht inzident sind; dann sind sie namlich den Zeigern des

Schnittpunktes (p, u) proportional. Man iiberzeugt sich

davon, indem man zur Berechnung dieser Zeiger zu zweien
der Gleichungen (40) noch

4

i

hinzunimmt. Dual: Wenn die linken Seiten von (40) nicht
samtlich verschwinden, sind sie die Zeiger der Verbin-
dungsebene (p, x). Fur rechtwinklige Zeiger sind also

nach Bd. I, 31 die Zeiger des Schnittpunktes und der

Verbindungsebene, wenn

(14) p u + P2
v + Ps ^ = n

gesetzt wird, gegeben durch

(15)



I. Kegelflachen.

beziehungsweise

(16) nv = -p5

p6 + p2 x pi y

In (15) haben wir fur u, v, w die Werte (12) und fur die

auBerdem noch vorkommenden p ,
. . . p6 die Werte (5 a) ein-

zusetzen, was aber darauf hinauskommt, p^, . . . pQ zu setzen.

So erhalten wir fur den Zentralpunkt

Pi Ps

(17) x =

Diese Formeln vereinfachen sich bedeutend, wenn wir

die Regelflache durch einen Einheitsstab erzeugt denken,
namlich

(18) Jv#?
= 1

,
also

voraussetzen. Dann wird fiir die Zentralebene

rt

(12a)

fiir den Zentralpunkt

(17a) =
-ir-

U

und fiir die Hauptebene, wie man aus ihrer bekannten

Stellung und der Inzidenzbeziehung mit dem Zentralpunkt
findet: 3

(19)

wobei

(19 a)

A

Pi P2 PS

Pi P2 PZ

& Pi PS



3. Der Abstand zweier Nachbarstrahlen. 7

3. Der Abstand zweier Nachbarstrahlen.

Wir berechnen (Bd. I, 37) aus

6

(20) M(p,q} = ^pv+sqv

i

das Moment zweier Nachbarstabe (t)
und (t -f h) der Flache (5),

indem wir

einfuhren*):

(21)

Setzen wir

und bezeichnen Differentiationen durch Striche, so ist

Wir wollen zeigen, daB sich die Koeffizienten (0, A) der

Reihe (21) durch die GroBen

(1,1), (2,2), ... fc,^), ...

allein (und ihre Ableitungen) ausdriicken lassen. Wir finden

zunachst, indem wir die Beziehung (0 , 0) = zwischen den

Linienzeigern differenzieren:

ferner aus der Identitat (1 , 1)
=

(1 , 1):

(l,2)
weiter

(0, 3)
=

f

*) Wenn die Entwickhmg der Funktionen pf in Taylorsche
Reihen nicht unbeschrankt ist, sondern mit einem Restgliede an
bestimmter Stelle abgebrochen werden mufi, so unterliegen die
Formeln fiir M(p, q) und d einer entsprechenden Abanderung.



8 I. Regelflachen.

Allgemein findet man

(0, 2 A) -j-(l,2A-l) = (0, 2A-1)
(1, 2A - 1) + (2, 2A- 2) = (1, 2A - 2)

(A-1,A + 1) + (A,A) = (A-1,A) ,

woraus

(0, 2 A)
- ^(-ly- 1 ^ -

1, 2A - /.) + (-l)MA, A) .

^=1

Aber auch jedes andere Symbol mit der Argumentensumme 2 A

konnen wir auf diese Art berechnen, wenn wir die Summation
statt mit der ersten Gleichung mit einer spateren beginnen.
Analog dienen die Formeln

(0, 2A + !) + (!, 2 A) =(0,

(1, 2A) +(2 &amp;gt; 2A-l) = (l,

zur Berechnung der Symbole

0*,2A + 1-/*) (/z
= 0, 1, ... A).

Wenn es also bis Jc = A 1 gilt, dafi alle Symbole, deren

Argumentensumme 2 Ik + 1 nicht iibersteigt, durch

(1,1), (2,2), ... (*,*)

ausdriickbar sind, so gilt dies auch fur k = A . Da es fur

Jc = 1 schon feststeht, ist hiermit bewiesen, daB bei der an-

gegebenen Reduktion das Symbol (A, A) genau beim Gliede

h2 *-

mit zum ersten Male auftritt, und zwar mit dem

Koeffizienten
( 1)

A
, woraus wir den Satz 5 folgern werden.

Wenn wir zur fruheren Schreibweise (6)

xuruckkehren
,

lautet der Beginn der Entwicklung (vgL

Koenigs, G4om. re*gle*e, Art. 51):
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Wenn wir durch den UrspruDg als Mittelpunkt einer

Einheitskugel zu jedem Strahl der Flache (5) eine Parallele

legen, so erhalten wir die konische Abbildung und als

Schnitt mit der Kugel die spharische Abbildung der

Regelflache. Wir machen jetzt die Voraussetzung (18); dann
sind PI , p2 j p3 zugleich die Zeiger des spharischen Bildes

eines Strahles von 9ft. Deshalb ist die in 1 eingefuhrte

Geschwindigkeit co gegeben durch

(23)

Wir wollen den kiirzesten Abstand d zweier Nachbarstabe

von (5) nach Bd. I, 37 berechnen. Es gilt fur beliebige GroBen
die Identitat

(24) (p2ps p3ptf 4- (PzPi Pi Ps)
2 + GPiJPi

~
P2 P()

2

3 3

1 1

Also wird die GroBe w des 37:

Es empfiehlt sich, hier co und w stets positiv zu zahlen;
dann haben d undM entgegengesetzte Vorzeichen (Bd. I, 12).

Daher:

Nun war (1) der Verteilungsparameter

d
! = lim

,
coh

also

(26)
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Da das KrummungsmaB $ der Regelflache im Zentral-

punkt einer Erzeugenden*) durch

(27) ft - - ~

gegeben 1st, so 1st hiermit auch das KrummungsmaB im

Zentralpunkt durch die Linienzeiger dargestellt.

4. Abwickelbare Flachen.

Wir setzen aus der Flachentheorie als bekannt voraus,
daB die Kegelflachen (Zylinderflachen) und die Tangenten-
flachen der Raumkurven die einzigen Flachen sind, die in

eine Ebene abwickelbar sind (Scheffers, Theorie der

Kurven, S. 278 f.). Alle iibrigen Regelflachen heiBen wind-
s chief. Wir wollen nun (wie es ja durch Gleichung (25)

nahegelegt wird) zeigen:
Satz 3: Die notwendige und hinreichende Be-

dingung fur die Abwickelbarkeit der Regelflache (5)

ist in Pliickerschen Zeigern:

(28) E(jf) = ]pvpv+ 3 = (fur alle Werte Q,
i

in Kleinschen Zeigern:

(28a) ^^ = 0.
i

Jedenfalls wird, wenn die Bedingung (28) erfiillt ist,

ein Stab p definiert, der p wegen (2la) in einem Punkte P
schneidet. Wenn P fest ist, haben wir eine Kegelflache
vor uns; andernfalls ist der georaetrische Ort von P eine

Kurve C, die auf der Regelflache 9^ liegt. Urn zu zeigen,
daB 9ft die Tangentenflache von C ist, geniigt es, nach-

*) Ygl. Scheffers, Theorie d. Flachen, II. Abschn. 13.

Durch Vergleich der dortigen Formel (17) mit unserer Korrelations-

gleichung
tg&amp;lt;x

= Kt

(Bd. I, 53, b) geht hervor, dafi = Kz
ist; da anderseits nach

(4) Kt= l ist, folgt (27).
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zuweisen, daB die ersten drei Zeiger von p, welche die

Kichtung bestimmen, auch den Richtungskosinus der Tan-

gente von C proportional sind. P hat nach Bd. I, 39, b
und 31 die rechtwinkligen Zeiger

(29)
g

1

usw. Man kann jedoch voraussetzen :

(30) 2
1

Denn ware

so setze man

I-
statt t in (5) ein*). Dadurch wird dieselbe Regelflache durch

andere Ftmktionen #, statt p. definiert:

*) Nur wenn fortwahrend

() Pi Pt

ware, wiirde diese Transformation versagen. Dann aber folgt
aus (21 a):

Es kann entweder p(=p2 =p^ = Q sein (Zylinderflachen) , oder

man verbinde (a) mit (28) und (fi) mit (6), woraus folgt:

Deutet man also p4 , p5 , p6 als Zeiger eines Vektors, so hat dieser

konstante Richtung. Nach seiner geometrischen Bedeutung (Bd.I,
Satz 46) ist nun die Verbindungsebene der Geraden p mit dem
Ursprung fest. Beide Falle konnen wir ausschliefien.
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Auch die Funktion R(p ) multipliziert sich dadurch nur mit

einem Faktor, so daB das Kennzeichen des Satzes 3 nicht

gestort wird. Jetzt sind a/, tf, tf die Determinanten aus der

Matrix

A vi P*

Andrerseits folgt aus (30) mit Riicksicht auf (28)

Hieraus und aus

folgt die erwahnte Proportionalitat.
1st umgekehrt durch

x, y(t), e(f)

eine Raumkurve gegeben, so ist

ein zweiter Punkt ihrer Tangente. Als Zeiger der Tangente
kann man also nehmen (Bd. I, 33):

Daher wird
of

y&quot;
*

x y z

x&quot;
y&quot;

tf

Endlich folgt fur eine Kegelflache unmittelbar aus (25), daB

R(p
r

)
= ist. Somit ist Satz 3 zunachst fur rechtwinklige

Zeiger bewiesen. Das Kennzeichen dieses Satzes bleibt

auch bei tetraedrischen Zeigern unverandert. Denn die

Eigenschaft der Abwickelbarkeit bleibt bei projektiver Trans

formation erhalten. Andrerseits entspricht einer linearen

Transformation der Linienzeiger p selbst auch eine solche

ihrer Ableitungen p
f

;
die Invarianz der Funktion R gegen-

iiber einer projektiven Transformation ist uns aber schon

bekannt, weil sie die speziellen linearen Komplexe kenn-

zeichnet.
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Wenn die Regelflache in Kleinschen Zeigern xf (t) ge-

geben ist, so bestehen zwischen den Ableitungen xf derselben

und den p dieselben linearen Gleichungen, wie zwischen

den x und den p selbst. Durch diese Transformation geht
also gleichzeitig R(p) in 2x* und R(p )

in Zocf* fiber,

woraus der zweite Teil des Satzes 3 folgt.

Wenn die unabhangige Veranderliche t irgend eine

lineare GroBe, z. B. die Bogenlange der spharischen Ab-

bildung bedeutet*) (co
=

1), so folgt aus (25):

Satz 4: Fiir eine windschiefe Regelflache ver-
schwindet der Abstand zweier Nachbarstrahlen im

allgemeinen von der ersten, fur eine abwickelbare
von der dritten Ordnung.

Es kann sein, daB fiir besondere Strahlen, sei es einer

windschiefen, sei es einer abwickelbaren Flache, eine Reihe
der GroBen R(p } , R(p&quot;) , B(p &quot;) ,

. . . verschwinden. Unter
alien Umstanden folgt jedoch aus dem Bau der Gleichung (25),

solange iiberhaupt die Entwicklung in eine Taylorsche
Reihe moglich ist:

Satz 5: Der Abstand zweier Nachbarstrahlen
einer Regelflache wird immer (auch fur besondere
Strahlen) von einer ungeraden Ordnung unendlich
klein.

Fiir eine Kegelflache oder die Gesamtheit der Tangenten
einer ebenen Kurve (eine ,,Klassenkurve&quot;) muB d in (25)
identisch Null werden. Es muB also vor allem

(31) -R(/) = 0, B(p&quot;)^0

sein. Koenigs hat gezeigt (a. a. O. Art. 52), daB dies auch

hinreicht, damit einer der beiden Falle eintritt. Die Ent-

scheidung zwischen ihnen kann bei rechtwinkligen Zeigern
so geschehen: Im Fall der Klassenkurve muB es eine Rich-

tung q geben, die auf irgend einem Strahl p und seinen

Nachbarstrahlen senkrecht steht. Also:

*) Ein solcher Zusatz ist notig, damit die Aussagen iiber
die Ordmmgen des Verschwindens eine bestimmte Bedeutung be-
kommen.
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Daher priife man, ob die Determinante

i Pz P
(32) Pi Pz Pz

jtf fS ft

identisch verschwindet.

5. Die Striktionslinie und die Zentraltangentenflache.

Der geometrische Ort der Zentralpunkte der Erzeugenden
einer Regelflache heiBt Striktionslinie s (Fig. 2); wir
haben in (17) und (17 a) eine Parameterdarstellung derselben.

Fig. 2.

Der geometrische Ort der Zentraltangenten heiBe Zentral-

tangentenflache oder (nach Study) Striktionsband.
Wenn a

, b ,
c Nachbarerzeugende sind und AB der kiirzeste

Abstand zwischen a und b, CD zwischen & und c, so ist

auch BC der kiirzeste Abstand zwischen AB und CD.
Dies gilt, wie dicht man auch die Erzeugenden wahlen mag.
Geht man also zur Grenze fiber, so erhalt man:

Satz 6: Sucht man vom Striktionsband einer

Regelflache 9ft wieder das Striktionsband, so kommt
man zu 9ft zuriick*). Beide Flachen haben dieselbe

*) Study, Geom. der Dynamen, S. 303.
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Striktionslinie und gemeinsame Zentralebenen; die

asymptotischen Ebenen der einen sind die Haupt-
ebenen der anderen.

Zur analytischen Darstellung des Striktionsbandes suchen

wir nach Bd. I, 37 die Grenzlage des Abstandsstabes zweier

Nachbarerzeugenden pf (t) und pt (t + h) . Man beachte, daB

dort in den Gleichungen (37 b) die eckige Klammer bis

zu den Gliedern mit hB zu entwickeln ist, aber die Deter-

minanten P und Q (unter der Yoraussetzung (18)) bis zu h 2
.

Setzt man

so ist

(33) Q^P^D (2), &amp;lt;22 -P2
= J (2).

Die Zeiger irgend eines Stabes auf der Zentraltangente sind

proportional den GroBen:

co 2D +p{ A

Die Anfangsglieder in den Entwicklungen der Zeiger des

tatsachlichen Abstandsstabes werden erhalten, indem man
M

diese Ausdriicke mit dem niedrigsten Gliede von
^ i

multipliziert, also nach (22) fiir windschiefe Flachen im

allgemeinen mit

fiir abwickelbare mit

12 ^
Wenn wir neben der Yoraussetzung (18) annehmen, daB
die Bogenlange der spharischen Abbildung die un-

abhangige Yeranderliche sei (wodurch wir nur die

Zylinderflachen ausschlieBen), so ist

(35) co = I
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daher wegen (23) und (24) auch

und die Formeln (23) und (26) auch auf die Zentraltangenten-
flache X anwendbar. Kennzeichnen wir die auf die letztere

beziiglichen GroBen durch den Index eins, so ist also:

(36) co?=T &amp;lt;*?

(37) l_J_j-__S (vgL (32) und 2)

(38)

und zwar ist, falls co^ positiv*) gewahlt wurde, der Wurzel

dasjenige Zeichen zu geben, welches bewirkt, daB ^ und \
gleiche Zeichen haben. Pur die urspriingliche Flache ^R

vereinfachen sich die entsprechenden GroBen nach 3 zu

(39) r-d

Die Gleichung (35) bringt noch folgende Vereinfachung

einiger friiheren Formeln
( 2) mit sich: Fiir den Zentral-

punkt (die Striktionslinie) :

(17 b) x = -p1D+ A
f

Ps
Fiir die Hauptebene:

(19b) U = - ^ .

Eine Gerade kann man in eine bestimmte Nachbarlage
auf unendlich viele Arten uberfiihren, weil man aus irgend
einer Art eine andere erhalt, wenn man eine Verschiebung

&quot;)
Dies ist nach der folgenden Vorzeichenbetrachtung gestattet.
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der Geraden in sich selbst hinzufiigt. Indem man diese

Schiebungsgeschwindigkeit von der Zeit willkurlich abhangen
laBt, sieht man, daB man dieselbe Regelflache auf unendlich

viele Arten, die von einer willkurlichen Funktion abhangen,
durch Bewegung einer Geraden erzeugen kann. Es kommt
dies darauf hinaus, fiir einen Punkt der beweglichen Geraden
eine Kurve auf der Flache als Bahn willkurlich vorzuschreiben.

Unter diesen Erzeugungsarten befindet sich die hier in 1

ausgezeichnete, bei der (schon nach Bd. I, Satz 4) samtliche

Punkte senkrechte Trajektorien aller Erzeugenden be-

schreiben. Hierbei verschiebt sich der Zentralpunkt langs
der Erzeugenden mit einer gewissen Geschwindigkeit a.

Ferner nennen wir
r\

die Geschwindigkeit, mit der sich die

Zentraltangente oder (was auf dasselbe hinauskommt) die

asymptotische Ebene um die zugehorige Erzeugende von 9ft

dreht. Dieselbe Betrachtung, die zu Satz 6 fiihrte, laBt er-

kennen*):

(40)
CO

Nur die Vorzeichenfrage ist noch zu besprechen:
Wenn die Bewegung der Geraden irgendwie geometrisch

gegeben ist, so sind bestimmte Vorzeichen der vier Ge-

schwindigkeiten erst definiert, wenn wir die Bewegung auf

ein Zeigersystem beziehen, und zwar wollen wir die X-Achse
in die betrachtete Erzeugende verlegen, die ^-Achse in jene

Bichtung der Zentraltangente, von der aus der tatsachliche

Drehungssinn der Erzeugenden positiv erscheint (also co
&amp;gt;0),

worauf die Richtung der Y-Achse bestimmt ist, weil wir
stets Zeigersysteme erster Art verwenden; nun haben ^, a, rj

ihre bestimmten Vorzeichen (letzteres als Drehung um die

X-Achse). Die einzige Anderung, die man mit dein Zeiger

system S noch vornehmen kann, ohne das Erreichte zu storen,

ist, daB man die positiven Richtungen der X- und Y-Achse

*) Will man fiir die urspriingliche Flache co = 1
,

fiir das
Striktionsband jedoch entsprechend 0^ = 1 setzen und bezeichnet

jetzt die auf das Striktionsband beziiglichen Grofien mit dem
Index 2, so findet man aus (40) (bis auf die Bezeichming) die
Formeln Antomaris (These, Art. 18):

(40a) *--2i-!, .
2
=^= ^, *, =A= ^.m

l TI Wl 17 co
l ij

Zindler, Liniengeometrie. 2
&quot;
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gleichzeitig in ihr Gegenteil verkehrt, wodurch das System
entstehen moge; dadurch andern die Geschwindigkeiten

cj und
r)
und nur diese ihr Zeichen. Man kann also imnier

erreichen, daB neben co auch entweder a oder
77

nicht negativ

ist*). Wir bevorzugen jetzt die erstere Annahme, was
mit sich bringt, daB die Striktionslinie mit der Erzeugeiiden
einen Winkel im ersten oder vierten Quadranten bildet

(also cost &amp;gt;0).
Dann ist, wenn 3ft die urspriingliche Flache,

X ihr Striktionsband ist, wegen der geometrischen Be-

deutung von

(41) ! = und I,
= --

0)
Y\

$ positiv oder negativ, je nachdem 9ft an der betreifenden

Stelle links- oder rechtsgewunden ist, und
r\ positiv oder

negativ, je nachdem X links- oder rechtsgewunden ist. Man
kann sich unmittelbar anschaulich machen, daB alle vier

Kombinationen wirklich eintreten konnen: Denn man kann

sich zunachst je eine links- und eine rechtsgewundene Flache

mit Kichtebene (Definition im nachsten Paragraphen) ver-

schaffen; ihre Zentraltangenten sind parallel. Nun kann
man in jedem der beiden Falle einen Streifen der Flache

gegen den Nachbarstreifen um die gemeinsame Erzeugende
im einen oder im anderen Sinne drehen, wodurch die be-

nachbarten Zentraltangenten einmal links-, einmal rechts

gewunden werden. Wenn nun die GroBen co^ ,
$t ,

o
t , ^x

auf dasselbe Zeigersystem bezogeii werden (und nicht etwa

auf eins, das gegen X ebenso Hegt wie S gegen 9ft), so ist

es selbstverstandlich, daB die Gleichungen (40) auch dem
Zeichen nach gelten.

Wenn aber die Bewegung nicht geometrisch, sondern

eben durch die Funktionen co , ft ,
o , r)

und gewisse Anfangs-

bedingungen gegeben ist (wie im 7), so kann man eben-

falls, da es nur auf ihre Yerhaltnisse ankommt, co
&amp;gt;

voraussetzen. Dann kann man ohne die geometrische Be-

deutung der gegebenen Funktionen zu andern, den beiden

Funktionen o und
rj

ein Minuszeichen vorschreiben ,
wenn

*) Dies bezieht sich naturlich nur auf eine gewisse Umgebimg
der betrachteten Erzeugenden; im weiteren Verlauf der Bewegung,
bei der das Zeigersystem stetig mitgefuhrt wird, konnen die Ge

schwindigkeiten unabhangig voneinander ihre Zeichen andern.
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man gleichzeitig S und vertauscht. Man kann also wieder

erreichen, daB entweder co und a oder ca und
r\ positiv sind.

Man sieht aus (36) (40), daB wir fur a) = 1 die drei

anderen Geschwindigkeiten, die fur 9ft charakteristisch sind,

als Funktionen der Linienzeiger und ihrer Ableitungen dar-

gestellt haben. Der Winkel der Striktionslinie mit der

Erzeugenden ist gegeben durch

o . &

T/O^+W2 1/a2
I $2

f i f i

wobei, da cos
&amp;gt;

und a positiv ist, der Wurzel das

positive Zeichen zu geben ist.

6. Besondere windschiefe Flachen.

a) Wenn alle Erzeugenden einer Regelflache 9ft einer

festen Ebene E parallel sind, so sagt man, 9ft habe E als

Richtebene. Wenn man eine beliebige Regelflache 9ft

durch eine Anzahl ihrer ferzeugenden a, b, c, d, . . . in

Streifen teilt, so kann man den Streifen be (und mit ihm
alle folgenden) um 6 drehen, bis c einer Ebene E parallel

wird, die auch zu a und b parallel ist; dann halte man die

Streifen ab, be fest und drehe die folgenden um c, bis

auch d\\E wird usw. Da man die teilenden Erzeugenden
beliebig dicht nehmen kann, sieht man (Maxwell, Transact,

of the Cambr. Phil. Soc. IX. 1851):
Satz 7: Jede Regelflache kann durch Biegung

in eine solche mit Richtebene verwandelt werden.
Wenn wir zwei Erzeugende von 9ft auf E projizieren,

so projiziert sich ihr kiirzester Abstand in den Schnittpunkt
der Projektionen, also die Striktionslinie in die von den

Projektionen der Erzeugenden eingehullte Kurve. Daraus

folgt*):

Satz 8: Die Striktionslinie einer Regelflache
mit Richtebene E ist der wahre UmriB der Flache
beziiglich einer Sehrichtung, die zu E senkrecht ist.

*) Die Definition des wahren Umrisses in Bd. I, 25 kann
auf krumme Flachen iibertragen werden.
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Hieraus ergibt sich z. B.:

Satz 9: Die Striktionslinie der Regelschar eines
schiefen hyperbolischen Paraboloids

9ft
1st eine

Parabel*).
Denn der Kegel, welcher $ aus einem unendlich fernen

Punkte umschrieben werden kann, enthalt stets auch die

unendlich ferae Ebene als Beriihrungsebene, ist also ein

parabolischer Zylinder; er beriihrt ^ langs eines ebenen

Kegelschnittes, also einer Parabel. Nur fur das gleichseitige
Paraboloid ist die Striktionslinie die Haupterzeugende der

anderen Schar.

b) Die Regelflachen, deren Striktionslinie @ eine senk-

rechte Trajektorie der Erzeugenden ist, sollen orthoid
heiBen. Die Flache der Zentraltangenten fallt hier mit der

Tangentenflache von (3 zusammen. Zwei Nachbartangenten
deroelben bestimmen eine Stellung, welche auf einer Er

zeugenden der urspriinglichen Flache normal steht, zugleich
aber auch in die Schmiegungsebene von @ iibergeht. Fur
die geodatischen Linien einer Flache ist es nun charak-

teristisch, daB ihre Schmiegungsebenen auf der Flache senk-

recht stehen; also:

Satz 10: Fur eine orthoide Flache ist die Strik
tionslinie eine geodatische Linie; die Erzeugenden
der Flache sind die Binormalen ihrer Striktionslinie.

7. Die natiirlichen GleichuDgen einer RegelMche
iiml ihre Abbildungen.

Durch die vier Geschwindigkeiten CD , ^ , a , r) ,
die wir

in 1 und 5 eingefuhrt haben**), ist eine Regelflache 5R,

abgesehen von ihrer Lage im Raume, vollstandig bestimmt.

Denn die beiden ersten bestimmen in jedem Augenblick
die Komponenten der Schraubung einer Erzeugenden um
ihre zugehorige Zentraltangente, die beiden letzten, wie sich

*) Die Striktionslinie des Hyperboloids ist von Chasles,
Migotti (Wiener Sitzungsber. 1879) und Schmid (ebenda 1881)
untersucht worden; sie ist eine rationale Kaumkurve vierter

Ordnung.
**) Die beiden Vokale bedeuten Winkelgeschwindigkeiten,

die beiden Konsonanten fortschreitende.
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die Zentraltangente selbst als Achse der Momentanschraubung
bewegt (vgl. 5). Der Fortgang der Bewegung ist also

eindeutig bestimmt, sobald man eine Anfangslage der Er-

zeugenden und eine senkrecht schneidende Gerade als An

fangslage der Zentraltangente willkurlich angenommen hat

(vgl. iibrigens auch den SchluB des 8). Wir wollen daher

sagen, es seien die naturlichen Gleichungen einer

Regelflache gegeben, wenn diese vier Geschwindigkeiten,
die wir natiirliche Bestimmungsstiicke nennen, als

Funktionen eines Parameters t gegeben sind. Selbstver-

standlich kommt es nur auf ihre Verhaltnisse an, da die

absolute Geschwindigkeit, mit der irgend eine dieser Be-

wegungskomponenten geschieht, gleichgiiltig ist. Die Regel-
flachen hangen also von drei willkurlichen Funk
tionen ab.

Man kann bei einer vorgegebenen Regelflache eine der

vier Funktionen willkurlich wahlen, wie wir schon gelegent-
lich taten (co

=
1)*); nur schlieBt man damit je eine von

vier besonderen Flachenarten aus, fur die je eine der vier

Geschwindigkeiten a&amp;gt; , & , a, rj
Null ist, namlich der Reihe

nach die zylindrischen Flachen, die abwickelbaren, die

orthoiden, diejenigen mit Richtebene. Wenn wir eine der

vier Geschwindigkeiten Null setzen und die drei andereii

samt den Anfangsbedingungen beibehalten, so bekommen
wir zu jeder Regelflache $R vier Abbildungen, namlich
der Reihe nach: die zylindrische Abbildung (, die ab-
wickelbare 5t, die orthoide D und diejenige mit Richt

ebene 9ft , welche der Kiirze halber die konoide Abbildung
heiBen moge, obgleich man von den Regelflachen mit Richt
ebene nur diejenigen Konoide zu nennen pflegt, die auBer

*) Dies tut auch Antomari in seiner These (Paris 1894),
wo man die ausfuhrlichste Belehrung iiber die Differentialgeometrie
der Regelflachen findet, indem seine drei ^Invarianten&quot; &,h,k
fur co = I der Eeihe nach mit unseren Funktionen rj ,

a
,
& iiber-

einstimmen. Er wendet die Methode des beweglichen Trieders,
die von Darboux in der allgemeinen Flachentheorie in so grofier
Ausdehnung benutzt wurde, auf das ausgezeichnete Trieder an,
das von der Erzeugenden, der Zentraltangente und der Zentral-
normalen gebildet wird. Man sieht, dafi viele unserer folgenden
Formeln durch die Annahme (o=l an Symmetrie eingebiifit hatten ;

auch wegen der Diskussion der singularen Erzeugenden ( 13) be-
trachten wir vorlaufig alle vier Geschwindigkeiten als gleich-
berechtigt.
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der unendlich fernen Leitgeraden noch eine Leitgerade im
Endlichen besitzen. Setzen wir gleichzeitig zwei der vier

Geschwindigkeiten Null, so bekommen wir weitere Ab-

bildungen, von denen jedoch nur die konische (& = o = 0)
und die ,,schraubenartige&quot; (q

= o = 0) einiges Interesse

haben. Bei der letzteren schneiden alle Erzeugenden eine

feste Gerade senkrecht. Naturlich sind alle diese Ab-

bildungen bis zu einem gewissen Grade unbestimmt, weil

wir eine beliebige Erzeugende als Anfangserzeugende wahlen

konnen, welche die Anfangsbedingungen der Abbildung be-

stimmt.

Bei ( ist zu bemerken, daB zu ihr auch eine Kurve
auf der Zylinderflache gehort, in welche die Striktionslinie

bei dieser Abbildung iibergeht. Bei 51 und D und der

konischen Abbildung sind die Erzeugenden parallel zu den

entsprechenden von SR selbst, weil die Richtung der Er

zeugenden nur von den Drehungsgeschwindigkeiten co und
v\ ,

nicht aber von den Translationsgeschwindigkeiten $ und o

abhangt. Bei der orthoiden, der konoiden und der schrauben-

artigen Abbildung bleibt der Yerteilungsparameter I nach (1)

ungeandert, bei der konoiden auBerdem der Winkel der Strik

tionslinie mit den Erzeugenden. Die konoide Abbildung kann
auch durch den Biegungsvorgang des Satzes 7 erhalten werden.

Die Gratlinie (Riickkehrkante) von 51 heiBe . Zeichnet

man die vier Abbildungen der Zentraltangentenflache % durch

den Index eins aus, so ist wegen (40) die Flache der Bi-

normalen von 51 eine Dx ,
die Tangentenflache der Striktions

linie von D eine ^ . Ihre Gratlinie, d. h. die Striktionslinie

von D selbst, heiBe daher . Die Schmiegungsebenen
von (5J sind den entsprechenden asymptotischen Ebenen von
9^ parallel, die Binormalen den Zentraltangenten, die Haupt-
normalen den Zentralnormalen. Die Schmiegungsebenen von

($! sind den Hauptebenen von 9 parallel, die Hauptnormalen
ebenfalls den Zentralnormalen. Wenn ^ und r die erste

und zweite Krummung von @ sind, entsprechend xt
und r

t

von
! ,

so ist:

(43)

(44) *, -jr- , fl
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Fiir und (S^ wollen wir die Frenetschen Gleichungen

(Scheffers, Theorie der Kurven, Anh. Tafel III, C) auf-

stellen, bei denen die Bogenlange die unabhangige Verander-

liche 1st. Da wir aber lieber t als solche beibehalten wollen,

andern wir entsprechend die Frenetschen Gleichungen: Wir
bezeichnen wie a. a. O. die Richtungskosinus der Tan-

gente, Hauptnormale und Binormale von ($ nach folgendem
Schema :

(45)

kennzeichnen die entsprechenden GroBen fur (5^ durch den

Index eins, fur die Striktionslinie @ von 9ft durch den

Index zwei und verstehen unter s die Bogenlange von ($.

Dann ist z. B.:

doc

~j~
= xl*

&amp;gt;

ds

andererseits

doc doc ds doc

~ds
==

~di
:

~di
===

~di
l

Bezeichnen wir also nach wie vor durch Striche Ableitungen
nach t, so folgt mil Rucksicht auf (43):

a = co I
,

analog die iibrigen Gleichungen des folgenden Schemas (46),

wenn man bedenkt, dafi wir wegen unserer Definition des

Vorzeichens von
77
und hiermit der Torsion ( 5) die beiden

anderen Frenetschen Gleichungen (abweichend von der

Mehrzahl der Darstellungen) in der Form

dl dl
-7-
= T / X OC

, -^
= T I

ds ds

schreiben mussen*).

*) Da eine Fortschreitungsrichtung langs einer Achse auch den
positiven Drehungssinn um dieselbe Achse definiert, so ist, wenn
A% der Winkel zweier benachbarter Schmiegungsebenen ist, durch
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of = co I
, I =

v)
I (o &

,
X =

r]
I

,

(46) ^ ft
= com

, m =
r) p co fi , fjf^

y
f = con ,

n rjr &amp;lt;^ 7 &amp;gt;

v =

8. Die Bestimmung einer Regelflache aus ihren
naturlichen Gleichungen.

Es seien co
,
$ , o , t]

als Funktionen von t gegeben
und fiir einen gewissen ,,Anfangswert&quot; t, fiir den weder co

noch a verschwinde, seien co und o nach 5 positiv ge-
macht.

a) Wir gehen zunachst darauf aus, die Kriimmung x2

und die Torsion r2 der Striktionslinie @ der Regelflache SR

die Gleichung

auch das Vorzeichen der Torsion schon definiert. Behalt man
nun das Schema (45) bei, so steht damit die (ibliche Schreibweise

nicht im Einklang. Man erkennt dies schon daraus, dafi bei

positiver Torsion die spharische Abbildung der positiven Bi-
normalen (wie die Anschauung unmittelbar lehrt) entgegengesetzt
der positiven Eichtung der Hauptnormalen sich bewegt und zwar
unabhangig davon, ob man ein Zeigersystem erster oder zweiter
Art zugrunde legt. Man kann nun entweder auf die geometrische
Definition des Vorzeichens der Torsion verzichten und dieses Vor
zeichen vielmehr durch die Gleichung (a) definieren (z.B.Scheffers,
Theorie der Kurven S. 180, Gleichungen 12) oder das Schema (45)
durch Vertauschung der zweiten und dritten Zeile abandern
(Knoblauch) oder endlich die iibliche Schreibweise der Frenet-
schen Gleichungen aufgeben (Kneser, J. f. Math. Bd. 113, 1894).
Wir haben uns fiir das letztere entschieden.

Dafi Scheffers Zeigersysteme zweiter Art verwendet, macht
fur diese Frage keinen Unterschied, denn damit kehrt sich kon-

sequenterweise auch der positive Drehungssinn um; vgl z. B. a. a. O.

Fig. 36. Vielmehr riihrt die Abweichung zwischen Scheffers und
Kneser daher, dafi ersterer a. a. 0. tatsachlich das Vorzeichen der

GrOfie = z durch die Frenetschen Gleichungen selber definiert,
Q dA

nachdem die Proportionalitat
- :... = /: m : n feststeht.
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durch naturliche Bestimmungsstucke auszudriicken. Die Ge-

schwindigkeit, mit der sich der Zentralpunkt bewegt, ist

(47) ya
2 + # 2 = TF.

Nach (42) ist
Q

(42a) cosC = ,
sin f = ,

wobei der Anfangswert der Wurzel positiv ist. Daraus

folgt fur die Richtung der Tangente von @ :

(A*\ ,

*
(48) &amp;lt;X2

=

Fiir @ ist ~=W, also mit Benutzung von (46):
Cvt

(49) =
2 Z,=-o

Indem man diese und die entsprechenden Gleichungen
quadriert denkt und addiert, iibersieht man zufolge der

Relationen zwischen den GroBen des Schemas (45) (Schef fers,

a.a.O., Tafel II) sofort, welche Glieder verschwinden und erhalt :

-WT (02+
oder auch:

/E ., x 9 (a $ a^) 2
-4- (a

2 4- $ 2
)(a co

/ rv 1 \ -/^ v * v

(01) X2

(
a 2 + ^2)3

Wir konnen jetzt ^2 = /32 n2 y2 m2 aus (48) und (49) be-

rechnen. Bezeichnen wir

(52) ^ ^ = A , 3
- = S

,

so ist

und

(5
.

{
^ = -Fii ^ = -(^* +4 d+Ba&amp;gt;)

\ f I i P TTi/ J/ f\ \T 7 / A t i ,J /

J/a
also

/

55
s i

-* Lv /+ -Bo&amp;gt;]

2 +
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Es eriibrigt noch die Vorzeichenbestimmung von T
2

fur

irgend einen Wert TO ,
den man als Anfangswert betrachten

kann. Wir legen die X-Achse des rechtwinkligen Systems
in die Erzeugende tQ ,

die Z-Achse in die Zentraltangente
wie in 5 und sagen, die Erzeugende, die Zentralnormale

und die Zentraltangente bestimmen das ,,mit der Regel-
flache 91 verbundene Trieder&quot;, wahrend Tangente,

Hauptnormale und Binorniale der Striktionslinie ,,das

mit verbundene Trieder&quot; bestimmen; hierbei ist auch die

Eeihenfolge dieser Geraden wegen der Winkelzahlungen in

den Triederebenen von Bedeutung. Nun wird a = m = v= 1
;

die iibrigen GroBen des Schemas (45) verschwinden. Wahlt
man also x2 positiv, so sind durch die Formeln (49) fur

die GroBen 1
2 , m2 , n2 bestimmte Vorzeichen definiert. Da-

her ist durch (54) auch fur T
2

ein Vorzeichen definiert.

Wir haben also (den iibrigens zu erwartenden)
Satz 11: Wenn die natiirlichen Gleichungen einer

Regelflache gegeben sind, erfordert die Bestimmung
der ersten und zweiten Kriimmung der Striktions
linie nur Differentiationen.

Wir berechnen denWinkel e zwischen der Zentralnormalen

von $1 und der Binormalen von @ (zugleich zwischen 91 selbst

und der Schmiegungsebene von @) und finden aus (53)

(56)

Wenn wir die angegebene Reihenfolge der beiden Geraden

festhalten^ ist auch der sine definiert, weil die Zentralnormale

auch in einer Ebene des mit @ verbundenen Trieders ent-

halten ist. Man kann den sine aus der Identitat

(57) J52 + W*A&amp;gt; = 1

bis aufs Vorzeichen berechnen; zur Bestimmung des letzteren

beachte man, dafi die Tangente von nach unseren Fest-

setzungen stets einen Winkel im ersten oder vierten

Quadranten mit der Erzeugenden einschlieBt ( 5). Man

iiberzeugt sich leicht aus der Auschauung (aus zwei Figuren
fur die beiden Falle), daB deswegen die Vorzeichen von v*

und sine stets ubereinstimmen. Andererseits ergibt sich aus

der Spezialisierung von (53) fiir die Anfangslage (die ja
eine beliebige sein kann)

(58) 4 =
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dafi auch v2 und A dasselbe Vorzeichen haben, well o

positiv gemacht wurde. Also ist

(59) sing = AW.

Wenn die Bogenlange s
2

der Striktionslinie die un-

abhangige Veranderliche ist und ihr Krummungshalbmesser
mit r2 bezeichnet wird (W = 1) ,

so vereinfachen sich die

Gleichungen (50) usw. zu

(50a) xl - o 2 + # 2 + (a a&amp;gt;

- &
*?)

2 - ~
ri

= r2 (o co $ n)
= sine

\ UA =
B =

,

(O5a)

oder

b) Die Bestimmung einer Raumkurve aus ihrer ersten

und zweiten Kriimmung, die als Funktionen eines Para

meters*) gegeben seien, erfordert die Integration einer

Riccatischen Gleichung**) und einige Quadraturen (Schef-
fers, Theorie der Kurven, II, 13 f.). Wir nehmen an,
man habe auf diesem Wege die Striktionslinie @ der ge-
suchten Regelflache $R bestimmt und wollen zeigen, daB die

vollstandige Bestimmung von 5R nun keine weiteren Inte-

grationen mehr erfordert. In der Tat ist durch (56) und (58)
die Lage der Zentralnormalen in der Normalebene von @
eindeutig bestimmt, also auch die Zentralebene von 9^ samt

*) Man kann annehmen, dieser Parameter sei die Bogenlange,
indem man die nattirlichen Bestimmungsstucke durch |/0

2 -f$2

dividieren darf.

**) Darunter versteht man heutzutage eine Differentialgleichung
von der Form y**a+ 1ty+ cy*. wobei a

,
b

,
c Funktionen der un*

abhangigen Veranderlichen x sind.
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einem bestimmten Drehungssinn in ihr gegeben. Welter
ist durch

(60) tgf = t

in der Zentralebene die Lage der Erzeugenden selbst gegen
die Tangente von @ bestimmt, so daB zu jedem Punkt von

&amp;lt;5 die zugehorige Erzeugende bekannt ist.

Satz 12: Die Bestimmung einer Regelflache aus
ihren natiirlichen Gleichungen erfordert keine an-
deren Integrationen, als die Bestimmung ihrer Strik-
tionslinie aus deren erster und zweiter Krummung.

Man kann zur Losung der Aufgabe dieses Paragraphen
auch einen andern Weg einschlagen, indem man zunachst

die konische Abbildung, dann die Striktionslinie bestimmt.

Ygl. hieriiber Antomari, These, Art. 9.

Wir haben uns bei der Begriindung, daB eine Regel
flache durch ihre natiirlichen Gleichungen bis auf ihre Lage
im Raume vollstandig bestimmt sei, auf eine anschauliche

Uberlegung gestutzt ( 7), sehen aber jetzt, daB diese Tat-

sache durch den entsprechenden Satz fiber Raumkurven
auch analytisch bewiesen ist. Denn die Striktionslinien fur

dieselben Funktionen ^2
und T

2
sind alle untereinander kon-

gruent (Scheffers, a. a. O. S. 219), daher nach der eben

durchgefiihrten Uberlegung auch alle Regelflachen, welche

dieselben natiirlichen Gleichungen haben.

9. Anwendungen auf besondere Regelflachen.

Wir setzen in diesem Paragraphen iiberall voraus, die

Bogenlange der Striktionslinie sei die unabhangige Verander-

liche (W =1). Dann ist

(61) oa

a) Regelflachen mit gerader Striktionslinie.

Hier folgt aus (50 a):

(62) a
f=W=0

(63)
-5- = 4 = const

a&amp;gt; ir
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Nun ist die geodatische Kriimmung der spharischen Ab-

bildung der Regelflache; also:

Satz 13: Die Regelflachen mit gerader Striktions-
linie haben als konische Abbildung einen Um-
drehungkegel.

b) Regelflachen mit geodatischer Striktionslinie.
Wenn Q konstant ist, folgt*) aus (60) und (52):

(64) B =
und umgekehrt. Durch (64) sind diejenigen Flachen ge-

kennzeichnet, deren Striktionslinie geodatisch ist. Es ergibt
sich also als Verallgemeinerung des Satzes 10 ein Satz von
Bonnet (Journ. de Tec. polyt. XIX):

Satz 14: Wenn die Striktionslinie eine geo
datische Linie ist, so schneidet sie alle Erzeugenden
unter demselben Winkel und umgekehrt.

Aus (61) und

folgt, dafi (62) auch hier gilt, ferner aus (50 a):

(65) *2 =(
und wegen ^ = + 1 aus (55)

(66) T2
=

Die Vorzeichenbestimmung von T2 geschieht wie im 8;
z. B. ist fur o co $

r\ &amp;lt; , wenn xz stets positiv gewahlt
wird, aus (49):

m2 m = 1
,

aber auch A = I
, so daB aus (54) stets die Gleichung (66)

ohne doppeltes Vorzeichen hervorgeht.
Wenn die Striktionslinie auBerdem eben ist, folgt aus (66):

(67)
, = . = const .

= tgt .

Also konnen wir den Satz 13 verallgemeinern:
Satz 15: Die Flachen mit ebener geodatischer

Striktionslinie haben als konische Abbildung einen

Umdrehungskegel.
*) Nur fur die Flachen mit gerader Striktionslinie lafit sich

wegen x
2
= dieser Schlufi nicht anwenden. Aber es folgt un-

mittelbar aus (62), da& auch hier der folgende Satz 14 richtig bleibt.
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Hat insbesondere $ eine Richtebene
(77
=

0) , so beriihrt
sie den Zylinder (, der ihre Striktionslinie (g (die noch
immer geodatisch, aber nicht eben sei) auf die Richtebene

projiziert, langs @ selbst (vgl. 6, a)), und @ ist nicht nur

geodatische Linie von $R, sondern auch von (. Aus (65)
und (66) folgt nun

(68) ^
= ; T |

=: + cot .

Satz 16: Fur die geodatischen Linien der Zy-
linderflachen ist das Verhaltnis der ersten und
zweiten Krummung konstant und zwar ist sein ab-
soluter Wert gleich der Tangente des Winkels, den
die geodatische Linie mit den Erzeugenden ein-
schlieBt.

10. Die mit einer Regelflache verbundenen Flachen.

Wenn eine Gerade g eine Regelflache 9 beschreibt, so

bewegt sich zugleich ihre Hauptebene, ihre asymptotische
Ebene, ihre Zentralebene. Die Charakteristik (Definition in

Bd. I, 21) der ersten Ebene nennen wir die zur Lage g
gehorige Achse, die der zweiten Nebenachse, die der
dritten rektifizierende Gerade

; weil sie far den Fall,
daB 9^ abwickelbar ist, in die rektifizierende Gerade der
Gratlinie ubergeht und auch sonst stets der rektifizierenden

Geraden der Gratlinie ($ einer abwickelbaren Abbildung
von 9 parallel ist. Jede der erwahnten Geraden beschreibt
eine abwickelbare Regelflache, die mit 9^ verbunden ist; wir
erhalten so bei jeder Regelflache auBer den schon friiher

betrachteten Flachen noch die Achsenflache, die Neb en-

achsenflache, die rektifizierende Flache.
Wenn die rechtwinkligen Zeiger u, v, w einer Ebene

als Funktionen eines Parameters t gegeben sind und die

Striche Ableitungen nach t bedeuten, so findet man aus
Bd. I, 33 als Strahlenzeiger der Charakteristik:

(69) I q2 =wu -w u,
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Wir setzen jetzt voraus, fur 9 sei

Dann kann man aus (69) und 2 die Darstellung der

friiher definierten drei Regelflachen ableiten. Wir benotigen
nur den Ausdruck fur die Achse:

usw. Man findet durch Vergleich mit (34), daB die Achse
der Zentraltangente parallel ist, was man iibrigens auch

daraus hatte erschlieBen konnen, daB sie zur Krummungs-
achse von ($ parallel 1st, wahrend die Zentraltangente zur

Binormalen von parallel ist. Da die asymptotische Ebene
mit der Hauptebene des Striktionsbandes identisch ist ( 5),

folgt auch der zweite Teil des folgenden Satzes:

Satz 17: Die Achse ist zur Zentraltangente, die

Nebenachse zur Erzeugenden selbst parallel.
Die Achsenflache heiBe wegen der Analogic mit der

Kurventheorie auch Polarflache, ihre Gratlinie Polar-
linie der ursprimglichen E-egelflache 9ft. Ein Punkt der

Polarlinie kann als Grenzlage des Schnittes dreier benach-
barter Hauptebenen gefunden werden: Es sei in den
laufenden Zeigern X, F, Z

(71) 2(X x)&amp;lt;x,

=

die Gleichung einer Hauptebene, wobei x, y , z die Zeiger
des Zentralpunktes sind. Man muB diese Gleichung zwei-
mal nach t differenzieren , dabei X, Y

,
Z als konstant be-

trachten und die Gleichungeii (46) anwenden (fiber die Be-

deutung der Symbole vgl. 7 und 8):

= a

oder

(72) 2(X - x) I

/v

&amp;lt;73)
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Aus (71) (73) finden wir:

(74) X=x + rl + A

usw. als Zeiger eines Punktes A der Polarlinie.

Die Gratlinie der Nebenachsenflache von $R heifie

Nebenpolarlinie. Zu ihrer Bestimmung gehen wir von
der Gleichung einer asymptotischen Ebene mit den laufenden

Zeigern j, ty, aus:

Nach zweimaliger Differentiation erhalt man auf analogem
Wege wie oben als Zeiger eines Punktes B der Neben-

Q

polarlinie, wenn man = Q setzt:

(O

usw.

Die Entfernungen e
1 , e2 des Zentralpunktes von den

Punten A und B sind gegeben durch

/2
/v,\2 *-2 I

A)
-

(76)

Man bemerkt die Analogien mit der Bestimmung des Mittel-

punktes der Schmiegungskugel in der Theorie der Raum-
kurven. Aus dem Bau der Gleichungen (75) geht hervor,
da6 Q die Entfernung zwischen der Erzeugenden und ihrer

Nebenachse ist.

11. Eine ausgezeichnete Erzeugungsart
der Regelflachen.

Man weiB, daB eine Raumkurve C auf oo1 Arten als

Filarevolvente, auf eine einzige Art als Planevolvente einer

anderen Kurve C aufgefaBt werden kann. Zur letzteren

Erzeugungsart besteht auch fiir eine Eegelflache 5R ein Ana-

logon. Wir verweilen aber zunachst noch etwas beim Spezial-
fall der abwickelbaren Regelflachen, wo die Sachlage aus
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der Theorie der Raumkurven bekannt ist: Bewegt man eine

Ebene E so, da6 sie immer Normalebene einer gegebenen
Kurve C bleibt, so ist dadurch noch keineswegs die Be-

wegung ihrer einzelnen Punkte bestimmi, indem man wah-
rend einer solchen Bewegung E in sich selbst um einen

beliebigen ihrer Punkte mit beliebiger Geschwindigkeit drehen

kann. Aber auch wenn man weiter verlangt, ein in E fester

Punkt P soil die Kurve C beschreiben, so ist dadurch die

Bewegung noch nicht bestimmt. Man pflegt ja in der Theorie

der Raumkurven zwei spezielle Bewegungen zu betrachten,
die das Verlangte leisten:

Erstens kann manE auf der Polarlinie C von C (das ist

der Gratlinie der Polarflache) ,,walzen&quot;, d. h.: E soli stets

Sehmiegungsebene von C bleiben, und ihre Momentan-

windung soil sich auf eine reine Drehung so reduzieren,
daB sie durch einen Drehungsstab d auf einer Tangente
von O

t dargestellt werden kann. Vermoge dieser Walzung
durchlauft die Ebene E die Gesamtheit der Normalebenen
von C, und der Punkt P bewegt sich stets normal zu E ,

beschreibt also die gegebene Kurve C, wenn er zu irgend
einer Zeit auf C lag. Die Normale n von E in P, die

wir mit E fest verbunden denken, beschreibt die Tangenten-
flache von C.

Hieran wird nichts geandert, wenn wir eine Drehung
um die Achse n mit willkurlich wechselnder Geschwindig
keit hinzufugen, die durch einen auf n liegenden Stab d

veranderlicher Lange dargestellt werden kann. Es kommt
nur auf das Verhaltnis der Langen von d und 6 an, da
die absolute Geschwindigkeit, mit der die Bewegung ge-

schieht, gleichgiiltig ist. Man kann also (wahrend friiher

di
= war) zweitens d so wahlen, daB eine mit E fest

verbundene Ebene Schmiegungsebene von C bleibt. Dann
setzen sich die Drehungsstabe d und d zur Momentan-

schraubung des mit C verbundenen Trieders zusammen.
Wir kehren zum allgemeinen Fall der Raumkurven

zuruck, indem wir fur eine bestimmte Lage des Systems d

fest halten und die Lange von &amp;lt;5X verandern. So erhalten

wir fur diese Lage oc1
Windungen, die ein lineares System

bilden. Denn wenn av die Zeiger von (5, bv die irgend
eines Stabes d

1 sind, so sind av -f- k bv die Zeiger einer

solchen Windung. Da d und ^ sich senkrecht kreuzen^

Zindler, Liniengeometrie. 3
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erfiillen also die Momentanachsen fiir jeden regularen Punkt
von C em eigentliches Zylindroid (Bd. I, 74), dasselbe,
das von den Achsen der in zweiter Ordnung beruhrenden
Schraubenlinien gebildet wird (Scheffers, Theorie der

Kurven, S. 194). Im Ganzen bekommen wir also oo2
mog-

liche Momentanachsen, die sich auf oo 1
Zylindroide ver-

teilen und eine Kongruenz & bilden. Da man die Lange
von d^ beim Ubergang zu einer Nachbarlage in beliebiger
Weise stetig andern kann, so kann man auch von einer

gewahlten Momentanachse eines Zylindroids zu einer be-

liebigen benachbarten Achse des Nachbarzylindroids iiber-

gehen. Also kann eine beliebige in ( enthaltene Regelflache

(auBer den erwahnten Zylindroiden selbst) die Flache der

Momentanachsen fiir eine solche Bewegung von E sein,

bei welcher der in E feste Punkt P die Kurve C beschreibt.

Wir gehen nun zum Fall einer allgemeinen Regelflache
9ft iiber: Wir wollen 9ft dadurch erzeugen, daB wir eine

Ebene E so bewegen, daB sie erstens immer Hauptebene
von 9ft bleibt und daB dabei zweitens ein in ihr fester

Punkt P die Striktionslinie von 9ft beschreibt; dann wird
die Normale n von E in P die gewunschte Flache 9ft be-

schreiben. Wenn wir E zunachst auf der Polarlinie C
von 9ft walzen, so wird die erste Forderung erfullt, aber

nicht die zweite; hierbei kann die Drehuug in jedem Augen-
blick durch einen Drehungsstab d auf einer Tangente von

Oj dargestellt werden. Zur Erfiillung der zweiten Forderung
erteilen wir der Ebene E noch eine Drehungsgeschwindigkeit
in sich, so daB deru Punkte P noch die Geschwindigkeits-

komponente $ in der Richtung der Zentraltangente erteilt

wird. Wir haben also die Auswahl zwischen oo1
Drehungs-

achsen, die ein durch n bestimmtes Parallelbiischel in der

asymptotischen Ebene von 9ft bilden. Die zu wahlende

Drehungsgeschwindigkeit d ist umgekehrt proportional dem
Abstande zwischen n und der gewahlten Drehungsachse.
Der konstante Stab d und der veranderliche d definieren

fiir eine bestimmte Lage des Systems oo1
Windungen, die

ein lineares System bilden miissen. Denn wenn wir eine

bestimmte Auswahl d, ^ mit einer anderen d, &amp;lt;%

in be-

Kebigem Verhaltnis v superponieren, so ergibt sich die

Windung, die durch die beiden Stabe

6(1 +v) und ^-j-fldj
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dargestellt 1st, wobei
-j-

das Zeichen fiir die Zusammen-

setzung paralleler Stabe (Krafte oder Drehungen) ist. Diese

Windung erteilt P die Geschwindigkeit $(1 +v); sie kaun
also durch Division mit 1 + v so abgeandert werden, daB

sie ebenfalls der definierten Mannigfaltigkeit angehort. Daraus

folgt, daB die Achsen der Windungen auch hier ein Zylindroid
bilden und die weiteren Schlusse bleiben auch im allgemeinen
Fall aufrecht und fiihren zum

Satz 18: Bewegt man eine Ebene E so, daB sie

stets Hauptebene einer gegebenen Regelflache 9ft

bleibt und daB ein in ihr fester Punkt P die Strik-
tionslinie von $1 beschreibt, so bilden die moglichen
M omentan achsen in jedem A ugenblick ein Zylindroid,
im Ganzen eine Kongruenz (. Jede Regelflache
von ( mit Ausnahme dieser Zylindroide ist als

Flache der Momentanachsen einer Bewegung brauch-
bar bei der die gegen E feste in P errichtete Nor-
male von E die Flache 9ft beschreibt.

Wir untersuchen unter diesen Bewegungen den aus-

gezeichneten Fall genauer, daB sich die gewahlte Drehungs-
achse von d ins Unendliche entfernt, wodurch sich die

Drehung auf eine Schiebung $ in der Richtung der Zentral-

tangente und zugleich der Tangente t von C{ (Satz 17)
reduziert. Die Momentanachse der Windung ist jetzt t

selbst. Wir sagen, eine Ebene ,,schrotet langs einer

Raumkurveu, wenn sie sich so bewegt, daB sie stets Schmie-

gungsebene der Kurve bleibt und daB die Achse der Mo-

mentanwindung stets in die Tangente der Kurve fallt.

Gegeniiber der friiher definierten Walzung kommt also in

jedem Augenblick noch eine willkiirliche Schiebungsgeschwin-
digkeit in der Richtung der Tangente hinzu. Dann konnen
wir das jetzige Ergebnis so aussprechen:

Satz 19: Jede Regelflache $K, deren Polarlinie
eine eigentliche Raumkurve ist, kann auf eine ein-

zige Art so erzeugt werden, daB eine Ebene auf der
Polarlinie von 9ft in passender Weise schrotet und
dabei eine ihrer Normalen mitfuhrt.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des bekannten

Satzes, daB eine Raumkurve auf eine einzige Art durch

Walzung einer Ebene an ihrer Polarlinie erzeugt werden
kann und sondert sozusagen die neue willktirliche Funktion
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aus, die bei der Mannigfaltigkeit der Regelflachen gegen-
uber den Raumkurven hinzutritt

( 7). Dies 1st namlich
die Schiebungskomponente $

,
die in der Tat bei den ab-

wickelbaren Fiachen Null ist.

Wir wollen noch die natiirlichen Gleichungen der Polar-
linie von $t aufstellen, indem wir zunachst die Geschwindig-
keit V des Punktes A aus (74) berechnen:

betzen wir

(77) v =

und wahlen das Zeigersystem so, daB seine Achsen in die

Kanten des mit SR verbundenen Trieders fallen, so wird fur

den Spezialfall der abwickelbaren Fiachen V=v (und auch
fur eine abwickelbare Abbildung von SR)*). Allgemein ist nun

72 _ ^x/2 = Sot* - 2oZxfa -f 02 + 2 vSafl -f & .

Nun ist

2^* = a2 + &amp;lt;&*

2 ofa, = TFcos = a

2 ofI -=

also:

Um das Vorzeichen bei der Wurzelausziehung richtig zu

bestimmen, beachte man, daB fur die abwickelbaren Fiachen
V = v werden mufi, daher:

(78) V= v + ^ .

Wenn wir die natiirlichen Bestimmungsstucke der Polar-
flache y$ von 9 durch den Index Null kennzeichnen, so

folgt aus der Lage der Polarflache gegen die ursprungliche :

(79) a ==i; + ^, # =
, co = y , y = CD .

Wir haben also die natiirlichen Bestimmungsstucke von $p
durch diejenigen von 9^ selbst ausgedriickt. Eine abwickel-

*) Es wird namlich oc = m = v = 1 , wahrend die iibrigen
Grofien des Schemas (45) verschwinden

;
ferner wird x =o, also

Z =F =0, Z =v.
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bare Abbildung von 9ft hat eine Polarflache
?fta , deren na-

turliche Bestimmungsstiicke aus (79) erhalten werden, indem
man $ = setzt (v ist von $ frei). Fur die Gratlinie C
von $P sind die erste und zweite Kriimmung:

_T

analog fur die Gratlinie von
$fta ;

also:

Satz 20: Das Verhaltnis von Kriimmung und
Torsion ist in entsprechenden Punkten der Polar-
linie einer Regelflache und der Polarlinie ihrer ab-
wickelbaren Abbildung dasselbe.

Die Geraden in E , die der Reihe nach wahrend der

Bewegung mit den Tangenten von C^ zusammenfallen, um-
hullen eine Kurve C

9&amp;gt; langs welcher der Beriihrungspunkt
mit der Geschwindigkeit v fortschreitet, weil die Fuhrungs-
geschwindigkeit ^ von der absoluten abzuziehen ist. Die
natiirlichen Gleichungen von Ce sind also:

(80) o9 = v
, a),

= a) =
if]

.

Eine andere ausgezeicbnete Erzeugungsart der Eegel-
flachen, bei der die asymptotisehen Ebenen eine ahnliche

Rolle spielen, wie hier die Hauptebenen, hat Antomari
angegeben (These, Art. 14); vgl. Aufg. 8.

12. Die allgemeine Regelschraubenflaehe.

Wir wollen zu den Untersuchungen der vorhergehenden
Paragraphen ein Beispiel bringen: Auf dem Zylinder vom
Halbmesser a liege eine Schraubenlinie S mit dem Neigungs-
winkel ip 9 deren Gleichungen wir also in der Form:

( x = a cost

(81)
I
ys=asmt

[
z = attgyj

ansetzen konnen. Wir denken uns die Z-Achse vertikal.

Eine Gerade g bewege sich so, daB sie gegen die XY-Ebene
stets unter dem Winkel cp geneigt ist und daB sie den

Zylinder stets in oinem Punkte von S beriihrt. Die Winkel



38 I. Regelflachen.

9? und ip sollen so gezahlt werden wie & in Bd. I, 1.

Dann beschreibt g eine ,,offene schiefe Regelschraubenflache&quot;
9 (Terminologie nachRohn und Papperitz, Darst. Geom.IE,
Art. 603 ff.), die im allgemeinen windschief ist und nur dann

abwickelbar, wenn y = yj ist. Mit Hilfe der spharischen

Abbildung, die ein horizontaler Kreis ist, erkennt man, daB
die asymptotische Ebene (parallel zur Beriihrungsebene der

konischen Abbildung) den kiirzesten Abstand zwischen g
und der Zylinderachse enthalt; deshalb ist die Zentralebene

vertikal und 8 zugleich die Striktionslinie. Um die Vorstellung
zu fixieren, setzen wir voraus, S sei rechtsgewunden, also

belassen jedoch fiir 9? vorlaufig das gauze Intervail Null

bis n. Der Drehungssinn von g bei wachsendem t wird
stets von oben positiv erscheinen. Es zeigt also auch die

^-Achse des mit 9 nach 5 verbundenen Trieders T in

den oberen Halbraum. Daraus folgt: Fur das Intervall

V^^^TT ist $
&amp;lt; ,

sonst positiv. Damit a positiv werde,

ist die X-Achse von T fiir
&amp;lt; 9? &amp;lt; -*/; -j- -^

in diejenige

Richtung von g zu verlegen, die in den oberen Halbraum
fiihrt. Da auch der Drehungssinn der Zentraltangente g
von oben betrachtet positiv erscheint, so wird

rj
dann po

sitiv sein, wenn die erwahnte X-Achse in den oberen Halb
raum fuhrt. Wir haben also folgende Tafel:
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Aus der vorletzten Spalte entnimmt man, ob 9ft linksgewunden

(! &amp;gt; 0) oder rechtsgewunden 1st, aus der letzten Spalte die

analoge Entscheidung fiir das Striktionsband. Die Ergeb-
nisse stimmen mit der unmittelbaren Anschauung iiberein.

Um a und & zu erhalten, miissen wir die Geschwindigkeit

(82) W=-a-
cost/;

nach den Richtungen g und g zerlegen; also gilt fur den

ersten Quadranten von cp:

(83) a = -
COS(T/; q&amp;gt;)

=
a(cosq&amp;gt; -j- tgi/; sin cp)

cos \p

(84) # = - sin (^ &amp;lt;f&amp;gt;)

= a(tg^ 00899 sin cp)
.

cos yj

Wir verfolgen von nun an bloB den Fall, dafi
&amp;lt;p

im ersten

Quadranten liegt und bemerken bloB, daB fiir die dritte

Zeile der Tafel bei (84), fiir die vierte Zeile bei beiden

Formeln das Vorzeichen zu andern ist. Aus der spharischen

Abbildung erkennt man ferner:

(85) co = cos(p , Y]
=

sin.&amp;lt;p
.

Wie vorauszusehen war, sind die vier natiirlichen Bestimmungs-
stiicke konstant. Da die Achse und die Nebenachse ab-

wickelbare Schraubenflachen beschreiben, geniigt es, fiir t=
die Abstande der zugehorigen Achse und Nebenachse vom

Ursprung zu suchen. Man findet zunachst

(86)

r = =

=
(tgv^ cotcp

dann aus (74) und (75), weil fiir diese Anfangslage
l=-l ist:

(87)

Man kann die letzten beiden GroBen auch aus der Theorie

des Nullsystems bestatigen (Aufg. 9). X und r. sind zu-

gleich die Halbmesser der Zylinder, auf denen die Polar-

linie $$ und beziehungsweise die Nebenpolarlinie ^ (beides
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Schraubenlinien) liegen. Unter Anwendung der Gleichung
(82) auf y$ findet man also:

(88) V= -
cos w-

Nach (77) ist hier

sin 2 o?
v = rri

=
asm&amp;lt;p + atgip

Nach der allgemeinen Theorie muB F= v -j- & sein (78),

was sich bestatigt.
Die Kurve Ce , von der am Schlusse des 11 die Eede

war, ist hier ein Kreis vom Halbmesser

oe __v
a&amp;gt;e v\

Die Art der Schrotung einer Kurve auf einer anderen ist

(abgesehen von der absoluten Geschwindigkeit in jedem

Augenblick) vollkommen bestimmt, wenn der Parameter
*7o

der Momentanschraubung bekannt ist; wir sagen dann, die

Kurve ,,schrote mit diesem Parameter&quot; auf der anderen. Also:

Satz21: Eine Regelschraubenflache mit den Be-

stimmungsstucken a, y , cp entsteht auch, wenn ein
Kreis vom Halbmesser a(l -j- tg^tg^) auf einer

Schraubenlinie, deren Zylinderhalbmesser atgytgcp,

deren Steigungswinkel ~^ &amp;lt;p ist, mit dem Parameter

tg99) schrotet. Dabei beschreibt die Achse
des Kreises die Flache.

Berechnet man den Krummungshalbmesser E der Polar-

linie nach den Formeln der Kurventheorie
,

so findet man

E =
sin 99 cos 99

Andererseits mufi nach (79) sein:

a&amp;gt;

rj

was nach (85) und (88) wieder ubereinstimmt.
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13. Die singularen Erzeugenden.

Wir kniipfen an eine Analogic mit der Kurventheorie

an: Wenn die Geschwindigkeit o des Kurvenpunktes ihr

Vorzeichen andert, so haben wir eine Spitze vor uns; wenn
die Winkelgeschwindigkeit co der Tangente ihr Zeichen

andert, entsteht ein Wendepunkt; wenn endlich die Winkel

geschwindigkeit r\
der Schmiegungsebene durch Null geht,

ist ein Undulationspunkt vorhanden. Es konnen auch

mehrere dieser Vorkommnisse zugleich eintreten und iiber-

haupt die Vorzeichen der Geschwindigkeiten (den regularen
Fall eingeschlossen) 2 3 = 8 Kombinationen bilden. Um sich

annahernd eine anschauliche Vorstellung vom Verlauf der

Kurven in der Umgebung solcher Punkte zu verschaffen, lege
man das mit der Kurve in einem regularen PunktP verbundene

Trieder. Durch P selbst wird die Umgebung von P in zwei

Stiicke geteilt. Das eine Stuck spiegle man einmal oder mehr-

mals an den Ebenen des Trieders*) (vgl. auch Wiener, Darst.

Geom.I, Art. 257 f. und Mehmke, IJber dieBenenuungu.kinem.
Unterscheidung der versch. Arten von Kurvenpunkten, Zeitschr.

f. Math. u. Phys. Bd. 49). Ganz dasselbe gilt natiirlich auch fiir die

mit den Kurven verbundenen abwickelbaren Tangentenflachen.
Bei den allgemeinen Regelflachen tritt nun eine vierte

Geschwindigkeit $ hinzu, und wir werden jede Erzeugende
unter die singularen rechnen, bei welcher eine oder mehrere

dieser vier Geschwindigkeiten durch Null hindurchgehend
ihre Vorzeichen andern**). Dies gibt einschliefilich des

*) Durch den Vorgang der Spiegelung kominen Unstetigkeiten
in die Geschwindigkeiten hinein; also ist das Bild nicht in jeder
Beziehung treu und soil nur die Wirkung des Vorzeichens der

Geschwindigkeiten veranschaulichen.

**) Wir setzen immer voraus, dais sich die Geschwindigkeiten
stetig andern und konnen auch den Fall ausschliefien, daft eine

von ihnen unendlich wird. Denn da es nur auf ihre Verhiilt-

nisse ankommt, so konnen wir die Bewegung der Erzeugenden
so vornehmen, dafi irgend eine der vier Geschwindigkeiten, die

nicht gerade durch Null geht, an der betreffenden Stelle einen

vorgeschriebenen Wert hat. Wiirde nun eine andere Geschwindig
keit dabei unendlich, so wiirden wir die Bewegung so abandern,
dafi die letztere Geschwindigkeit einen endlichen Wert erhalt;
dann wiirde die erstere Null werden. Auch den Fall, dafi alle vier

Geschwindigkeiten zugleich Null werden, kann man durch Abande-

rung der absoluten Geschwindigkeit derBewegung immer vermeiden,
aufier im Falle alle vier gleichzeitig ihr Vorzeichen andern.
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regularen Falles 16 Kombinationen, also 15 Arten singularer

Erzeugenden, die wir je nach der Geschwindigkeit, welche
durch Null geht, so benennen:

Bei Anderung von a, orthoide Erzeugende,
#, torsale

,

99 19 99 &amp;lt;*&amp;gt;&amp;gt;

Wende-
,

99 1 9
Undulations-

Eine Erzeugende kann naturlich zugleich orthoid und torsal

sein, wenn sowohl a als $ ihr Zeichen andern usw. Da-

gegen wollen wir sie eine gewohnliche singulare Er

zeugende nennen, wenn eine einzige der vier Geschwindig-
keiten so ihr Zeiehen andert, daB sie mit einer von Null
verschiedenen Ableitung durch Null geht und die

anderen endlich und von Null verschieden bleiben. Die
erste Benennung rechtfertigt sich dadurch, daB die Striktions-

linie eine orthoide Erzeugende senkrecht schneidet, die beiden

letzten durch die Analogic mit der Kurventheorie. Der
Name torsale Erzeugende oder Torsallinie&quot; kommt da-

her, daB man friiher eine abwickelbare Flache auch Torsus
nannte und daB eine allgemeine Regelflache langs einer

Torsallinie sich in mancher Beziehung wie eine abwickel

bare verhalt (Satz 23). Die Beriihrungsebene der Regel
flache langs einer Torsallinie heiBt Torsalebene.

Ferner wollen wir alle Erzeugenden unter die singularen

rechnen, fiir welche eine (oder mehrere) der vier Geschwindig-
keiten den Wert Null erreicht, ohne das Zeichen zu andern.

Als noch hoherer Ausnahmefall ist es zu betrachten, wenn
eine Geschwindigkeit so durch Null geht, daB auch ihre

Ableitung Null wird. Diese Falle konnen sich natiirlich

kombinieren, indem z. B. eine Geschwindigkeit, ohne ihr

Zeichen zu andern, eine andere mit Vorzeichenwechsel durch

Null geht usw.

Wenn endlich im Verlauf der Bewegung die Gerade
mehrmals in dieselbe Lage kommt, so entsteht eine mehr-
fache Erzeugende (als gewohnlicher Fall eine Doppel-
erzeugende), die wir auch als singular betrachten.

Als regular bleiben also bei den allgemeinen*)

*) Als allgemein bezeichnen wir fur unsere jetzigen Zwecke
diejenigen Eegelflachen, bei denen nicht eine der vier Geschwindig-
keiten immer Null ist; dagegen sollen die vier in 7 erwahnten
Arten von Regelflachen besondere heifien.
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Regelflachen nur diejenigen Erzeugenden iibrig, die nicht

mehrfach sind und bei denen sich die Bewegung so voll-

ziehen laBt, daB alle vier Geschwindigkeiten endlich und
von Null verschieden sind.

Fur die besonderen Regelflachen ware diese Definition

unzweckmaBig, da nach ihrem Wortlaut alle Erzeugenden
einer solchen Flache singular waren. Wir andern sie daher

fur die besonderen Regelflachen so ab, daB wir die Ge-

schwindigkeit, welche immer Null ist, iiberhaupt auBer Be-
tracht lassen und im iibrigen dieselben Benennungen bei-

behalten. Die Zahl der moglichen Falle halbiert sich. Fur
die noch spezielleren Flachen, bei denen zwei Geschwindig
keiten fortwahrend Null sind, miissen diese beiden auBer

Betracht bleiben. Beispielsweise ist also eine auBerste Er-

zeugende eines Zylindroids (Bd. I, 75) der typische Fall

einer ^gewohnlichen Torsallinie&quot; einer ,,schraubenartigen&quot;

( 7) Regelflache.
Bei dieser groBen Mannigfaltigkeit verschiedener Arten

von Singularitaten wollen wir uns auf die Diskussion einiger

typischen Falle beschranken. Aus den Gleichungen (41) geht

hervor*):
Satz 22: Bei jeder gewohnlichen singularen Er

zeugenden andert entweder die Regelflache selbst
oder ihr Striktionsband die Windung.

Ferner folgt aus 1:

Satz 23: Alle Punkte einer Torsallinie oder einer

Wendeerzeugenden haben dieselbe Beruhrungsebene.
Wir wollen uns vom Verlauf einer Regelflache in der

Umgebung einer gewohnlichen Torsallinie eine anschau-

liche Vorstellung verschaffen und betrachten zuerst den Fall

der Regelflachen mit Richtebene: Wir denken uns in

einer vertikalen Ebene E eine Kurve C gezeichnet, die

einen hochsten Punkt H und in diesem einen endlichen

Krummungshalbmesser habe. Dann biegen wir E zu einem

Zylinder mit vertikalen Erzeugenden; die durch H gehende
heiBe a. Die horizontale Basiskurve J5, welche die Form

*) Es wurde zwar in 7 und 8 vorausgesetzt, date fur die

betrachtete Stelle a und o&amp;gt; nicht negativ seien. Aber die Giiltig-
keit aller Gleichungen bleibt bei stetiger Anderung aller darin
vorkommenden Grofien auch unabhangig davon erhalten; nur
mufi man negative Werte der ersten Krummung x jetzt zulassen.

,oiTY J
OF /
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des Zylinders bestimmt,, konnen wir beliebig wahlen, nur
soil sie in ihrera auf a liegenden Punkte II eine endliche

iind von Null verschiedene Krummung haben. C geht
durch Biegung in eine Kurve C tiber (Fig. 3), welche noch
immer in H einen hochsten Punkt hat. Nun bewegen wir
eine Gerade g so, dafi sie immer horizontal bleibt und daB
sie den Zylinder immer in eineni Punkte P von C beriihrt.

Riickt P nach
J3&quot;,

so riickt g in eine Lage t, welche ge-
wohnliche Torsalerzeugende der durch g beschriebenen Regel-
flache SR ist; C ist die Striktionslinie von 9R (vgl. Satz 8).

Fig. 3.

Da J5 eine beliebige Kurve war, so ist co als eine willkur-

liche Funktion von o zu betrachten, und da C eine be

liebige Kurve war, so ist auch $ als eine willkiirliche

Funktion von o anzusehen. Es hat also 9v keine andere

Besonderheit, als daB sie eine Flache mit Richtebene ist.

Zwei Erzeugende g und
&amp;lt;/t

im selben Niveau haben
einen Schnittpunkt S }

der Ort der Punkte S ist eine Doppel-
linie D der Flache. Die horizontale Projektion Df von D
kann die Basis B in H unter einem beliebigen Winkel ver-

lassen; denn man kann umgekehrt von Hf eine beliebige
Kurve jy in der Basisebene ausgehen lassen, dann von den

Punkten dieser Kurve an S auf beiden Seiten der Urn-
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gebung von H die Tangenten ziehen und C so annehmeii,

daB sie fiber den beiden Beriihrungspunkten zweier so zu-

geordneten Tangenten dieselbe Hohe hat. 1st ferner St
der

FuBpunkt der Normalen von S auf a, so werden S1 S und

S^H, wenn S auf I) nach H einriickt, beide von derselbeii

Ordnung unendlich klein, namlich von der zweiten, wenn
man das Bogenelement von J5 als unabhangige Verander-

liche wahlt. Also kann auch der Winkel, den die Tangente
von D in H mit der horizontalen Ebene bildet, ein be-

liebiger sein. Da eine allgemeine Regelflache stets durch

Biegung aus einer solchen mit Bichtebene erhalten werden

kann, so bleiben diese Ergebnisse auch fur eine allgemeine

Regelflache richtig. Nur wird sich durch die Biegung der

Schnitt der beiden Mantel sowohl relativ zum einen wie

zum anderen Mantel verschieben.

Satz 24: Bei den Regelflachen mit Richtebene
und bei den allgemeinen Regelflachen wird eine

gewohnliche Torsallinie in ihrem Zentralpunkt H
von der Striktionslinie beriihrt. Von H geht eine

Doppellinie aus (in einer Richtung, die nichtirgend-
wie ausgezeichnet ist); in ihr schneiden sich die

beiden Mantel, in welche die Umgebung der Torsal
linie durch diese selbst geteilt wird.

Anders ist es bei den orthoiden Regelflachen: Diejenigen
mit Richtebene sind mit den ,,schraubenartigen Regelflachen&quot;

identisch. Hat eine solche eine gewohnliche Torsallinie, so

ist die Gerade g, auf der samtliche Erzeugende senkrecht

stehen, zugleich eine Doppellinie, die in ihrem SchnittpunktH mit der Torsallinie einen Endpunkt hat. Durch Biegung
dieser Flache teilt sich die Striktionslinie g in zwei Zweige,
die in H in einer Spitze zusammenstoBen.

In der Umgebung solcher singularen Erzeugenden, wo
$ ohne Zeichenanderung Null wird (der allgemeine Pall:

# == fit=
,

$&quot;
={= 0) ,

hat die Regelflache ein ganz anderes

Aussehen, als in der Umgebung einer gewohnlichen Torsal-

linie; z. B. fehlt der Selbstschnitt. Wir haben daher die

Torsallinien nicht, wie es gewohnlich geschieht, dadurch

definiert,, daB sie ,,die Nachbarerzeugende schneiden&quot;, son-

dern um damit eine gestaltliche Eigenschaft zu verbinden

durch die Vorzeichenanderung von $. Analog ist ja in

der Theorie der ebenen Kurven fiir die Definition der Wende-
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punkte nicht der TJmstand maBgebend, dafi die Tangente
von hoherer als der ersten Ordnung beriihrt, sondern daB
sie von gerader Ordnung beriihrt. Allerdings 1st, wenn es

sich nicht um metrische, sondern um projektive Eigenschaften
algebraischer Gebilde handelt, die andere Definition vor-

zuziehen. Wir werden, um auch dieser Auffassung gerecht
zu werden, den Namen ,,Kuspidallinie&quot;, der meist unter-

schiedslos wie Torsallinie gebraucht wird, hierfiir vorbehalten,
also eine Kuspidallinie einer Regelflache dadurch definieren,

daB fiir sie die Geschwindigkeitsvektoren ihrer Punkte an-

statt ein hyperbolisches Paraboloid zu erftillen, ein Biischel

von parallelen Staben bilden ( 1), sei es, daB diese ungleich

lang (Momentanzentrum im Endlichen, $ = 0) oder gleich

lang sind (Momentanzentrum im Unendlichen, co = 0) . Die
Ebene dieses Biiscbels (die Beriihrungsebene der Regelflache

langs der Kuspidallinie) heiBt Kuspidalebene. Die Be-

griffe Torsallinie und Kuspidallinie fallen also in den vom
projektiven Standpunkt gewohnlichen Fallen zusammen, treten

aber in besonderen Fallen auseinander. Es gehoren namlich

alle Torsallinien und Wendeerzeugenden zu den Kuspidal-
linien, aber nicht umgekehrt. Das Momentanzentrum der

Bewegung einer Kuspidallinie (im allgemeinen zugleich der

Zentralpunkt) heiBt auch Kuspidalpunkt. Wir haben in

1 eine ausgezeichnete Bewegungsart bevorzugt. Bei einer

beliebigen Bewegung kommt eine Verschiebungsgeschwindig-
keit der Geraden in sich hinzu, wobei noch immer fiir eine

Kuspidalerzeugende alle Geschwindigkeitsvektoren in einer

Ebene (auf den Tangenten einer Parabel*)) liegen.
Wenn man die eine Halfte der Umgebung einer ge

wohnlichen singularen Erzeugenden an passenden Ebenen
des zugehorigen Trieders spiegelt, so kann man sich dadurch

(mit derselben Einschrankung wie bei den Raumkurven) ein

angenahertes Bild von denjenigen Fallen verschaffen, wo
mehrere Geschwindigkeiten zugleich durch Null gehen**).

Wenn neben einer Geschwindigkeit gleichzeitig ihre

Ableitung verschwindet oder wenn mehrere von den vier

*) Sche&amp;gt;n flies, Geom. der Bewegung, S. 5.

**) Bei den Kaumkurven konnten wir von der Umgebung
ernes regularen Punktes ausgehen; bei den Kegelflachen ist die

Umgebung einer regularen Erzeugenden hierzu nicht geeignet,
weil in die Striktionslinie Ecken hineinkamen.
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Geschwindigkeiten gleichzeitig durch Null gehen oder wenn
es sich um die singularen Erzeugenden der besonderen

Regelflachen handelt, wird man meistens die Gleichungen
des 8 ausniitzen konnen. Wir geben dafiir ein Beispiel,

indem wir eine gewohnliche orthoide Erzeugende e einer

Regelflache mit Richtebene betrachten. Fur eine solche

Flache ist
97 immer, a an der betreffenden Stelle gleich

Null. Wenn wir die Bogenlange der Striktionslinie als un-

abhangige Veranderliche wahlen, so ist

Also folgt fiir e hieraus und aus (50 a), (52 a):

d. h. fiir eine solche Stelle beriihrt die Schmiegungs-
ebene der Striktionslinie die Regelflache.

SchlieBlich bemerken wir noch, daB man sich vom ex-

tremen Fall, wenn namlich alle vier Geschwindigkeiten

gleichzeitig ihr Vorzeichen andern, so eine Vorstellung
machen kann: Man denke sich ein und dasselbe Stuck

einer Regelflache von einer Geraden doppelt beschrieben,
indem man die letztere an einer Stelle umkehren lafit, und
deformiere die zwei sich deckenden Mantel stetig, so daB

sie ein wenig auseinander treten. Es ware ein analoger

Vorgang, wenn man, um eine Schnabelspitze einer ebenen

Kurve zu erhalten, zwei sich urspriinglich deckende Zweige
einer Kurve mit einem Endpunkt durch stetige Deformation

auseinander treten laBt.

14. Schmiegnngsregelschar und beriihrende Komplexe.

Wir haben in den letzten Paragraphen vorzugsweise
die metrische Differentialgeometrie der Regelflachen behandelt

und bringen nun noch einige Satze aus deren projektiver

Differentialgeometrie, die besonders von Vofi (Math. Ann.
Bd. 8) weit ausgebildet wurde.

Wir gehen von einer Analogic des Punktraums aus:

Wenn wir auf einer Kurve n -\- 1 Punkte wahlen und durch
diese eine Flache F von bestimmter Art legen (sei es, daB
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diese Flache durch die Punkte vdllig bestimmt 1st oder

nicht), dann die Punkte auf jener Kurve C in einen zu-

sammenriicken lassen, so wird jede Grenzlage, welche F
dabei annehmen kann, mit C eine Beriihrung wter Ordnung
eingehen. Analog legen wir durch n -f- 1 benachbarte

Strahlen to 7 t^ , ... tn einer Regelflache 9ft alle moglichen
linearen Komplexe; ihre Gesamtheit bildet ein 5 wstufiges
lineares System @, das beim Zusammenriicken der Strahlen

nach t im allgemeinen eine bestimmte Grenzlage @ an-

nehmen wird. Wir sagen nun, jeder Komplex von @ be-
riihre9fl von der n ten Ordnung. Wir suchen das analytische
Kennzeichen dafiir, daB ein Komplex (S mit der Gleichung

6

(89) ^a,+3 x, = y

i

wobei die x Pliickersche Zeiger sein mogen*) und eine

Regelflache 9^ mit den Zeigern^;.(Q sich langs eines Strahles

^ von der wten Ordnung beriihren. Wir definieren ein

System @ durch die n + 1 Strahlen

Mt + vh), (r-0,l,...il).
Die Zeiger a eines Komplexes dieses Systems mussen dann

die n -f- 1 Gleichungen erfullen

(90) ZaM pi.(to + v h)
=

f(t + v *)
= .

Nun ist (vgl. Hermite, Cours d Analyse, 1873, S. 74ff.):

lim

LaBt man also die w + 1 Strahlen zusammenrucken, so muB

jeder Komplex von ? neben

(91) 2aM pi(t&amp;lt;&amp;gt;)

=

noch die n Gleichungen (v
= 1

,
. . .

, n)

(92) 2aMpW(tt)
= Q

erfullen. FaBt man nun die sechs Zahlen p$ fiir jedes v

als Zeiger eines Komplexes Cv auf, wobei C der Komplex

*) Fur allgemeinere Zeiger ist die Eechnung ganz analog.



14. Schmiegungsregelschar und beriihrende Komplexe. 49

der Treffgeraden des Strahles t selbst 1st, so definieren

Co , Ci ,
. . . C ein n -j- 1 stufiges lineares Komplexgebiet X ,

und jedem Komplex von @ ist die Bedingung auferlegt,
mit jedem von XQ in Involution zu sein. @ ist also das

erganzende Gebiet von X (Bd. I, 78), kann daher

auch aus dem erganzenden Gebiet X von @ durch Grenz-

ubergang erhalten werden. Endlich sind nach Bd. I, Satz 174
die Trager der singularen Komplexe eines linearen Gebietes

X identisch mit den gemeinsamen Strahlen des erganzenden
Gebietes @. Wir erhalten also den

Satz 25: Definiert man durch n -j- 1 benachbarte
Strahlen einer Regelflache $, indem man jeden als

Trager eines Strahlengebiisches betrachtet, ein

lineares Komplexgebiet X, sucht fiir das Zusammen-
riicken aller Strahlen nach die Grenzlage X von
X, so enthalt das erganzende Gebiet @ von X die
Gesamtheit der linearen Komplexe, welche SR langs
tQ (mindestens) in der wten Ordnung beriihren.

Dieser Satz gilt sogar, wenn der Rang der Matrix

sich unter n -f 1 erniedrigt; nur ist dann die Stufe

von X niedriger als n -\- 1 und demgemaB die Stufe von
@ hoher als 5 n. Dann beriihren alle linearen Komplexe,
die in der n 1 ten Ordnung beriihren, zugleich von selbst

in hoherer Ordnung*). Wir verfolgen nun die Bedeutung
des Satzes 25 in den einzelnen regularen Fallen, d. h. wenn
die Matrix wirklich den Rang n + 1 bat, schicken aber

einige Definitionen voraus: Legt man durch zwei benachbarte
Strahlen von 9ft und einen beliebigen dritten eine Regel
flache zweiter Ordnung und bildet den Grenziibergang, in

dem man die ersten zwei Strahlen nach tQ zusammenfallen

laBt, so erhalt man eine langs tf ,,beriihrende RegeLschar&quot;.

Solcher gibt es oo3
,

unter ihnen oo2
Paraboloide, unter

letzteren wieder die Leitschar des Paraboloids der Tan-

genten der Grenzschraubung ( 1). Legt man durch drei

benachbarte Strahlen von $i eine Regelschar zweiter Ord

nung und bildet wie oben die Grenzlage, so heiBt diese die

*) Analoge Vorkommnisse treten schon im Punktraum auf,
z. B. : Wenn eine algebraische Raumkurve einen Wendeptmkt hat,
so beriihrt jede Ebene durch die Tangente des Wendepunktes die
Kurve (mindestens) in zweiter Ordnung. Vgl.* Scheffers, Theorie
der Kurven, S. 169.

Zindler, Liniengeometrie. 4
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,,Schmiegungsregelschar&quot; fur den Strahl
7

ihre Leit-

schar die ,,Haupttangentenschar
u
*) fiir tQ ; beide zusammen

liegen auf dem
7,Schmiegungshyperboloid

u
, das uuter

den beriihrenden Flachen zweiter Ordnung ausgezeichnet 1st

und in besonderen Fallen ein ,,Schmiegungsparaboloid&quot; sein

oder in zwei Strahlbiischel zerfallen kann. Sucht man die

beiden schneidenden Transversalen von vier benachbarten
Strahlen und bildet wie oben den Grenzubergang, so erhalt

man die ,,Schmiegungsstrahlen&quot; oder ,,Schmiegungs-

tangenten&quot; fiir t , die unter den Haupttangenten aus

gezeichnet sind und $i in dritter Ordnung beruhren.

Aus Satz 25 und der Diskussion der linearen Komplex-
gebiete in Bd. I, 79 laBt sich nun leicht folgern: Fur
n = 1 wird X ein Komplexbiischel, dessen Trager im all-

gemeinen ein parabolisches Strahlennetz (zugleich die Ge-
samtheit der in Punkten von tQ beruhrenden Tangenten
von $R) ist, das durch die Korrelation des Satzes 2 voll-

kommen definiert ist. Wenn jedoch tQ eine torsale oder

eine Wendeerzeugende ist ( 13), iiberhaupt wenn $ oder co

verschwindet ( 1), so besteht X aus lauter singularen Kom-
plexen. Ihre Trager bilden ein ebenes Strahlenbfischel 35,
dessen Scheitel, je nachdem ^ oder co verschwindet, der

Zentralpunkt (Kuspidalpunkt) oder der uneridlich feme Punkt
von t ist. Die Ebene von S3 ist die Beriihrungsebene von
$1 langs ^ . Die schlechthin langs tQ beruhrenden linearen

Komplexe bilden also das vierstufige zu X erganzende Ge-
biet und bestehen im besonderen Fall aus alien Komplexen,
die das Biischel 35 enthalten.

Fiir n = 2 wird 5 durch die Schmiegungsregelschar
definiert, @ durch die Leitschar; jeder Komplex, welcher

die erstere enthalt, beriihrt $ langs in zweiter Ordnung.
X kann aber auch in alien speziellen Formen auftreten, die

in Bd. I, 79 fiir Komplexnetze erortert wurden; nur der

*) In der Tat sind ihre Strahlen Haupttangenten im Sinne
der Flachentheorie

;
denn fafit man einen bestimmten Punkt P

auf t auf, legt durch P den Strahl s
,
welcher zwei Nachbar-

strahlen schneidet, so ergibt sich beim Grenziibergang eine Haupt-
tangente in unserem Sinn, aber auch im Sinne der Flachentheorie,
weil fiir jeden durch s gehenden Schnitt der Kegelflache die Grenz-

lage von s der Kriimmungskreis in P wird, also die Krummung
in P Null ist. Die zweite durch P gehende Haupttangente ist

selbst.
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Fall der imaginaren Grundregelschar 1st bei einer reellen

Erzeugenden t ausgeschlossen. Pur n = 3 definieren die

beiden SchmieguDgsstrahlen ein Strahlennetz, welches der

Trager des Biischels der von der dritten Ordnung beruhrenden

Komplexe ist. Endlich gibt es im allgemeinen fiir jeden
Strahl t einen einzigen von der vierten Ordnung beruhrenden

linearen Komplex.
Die Gleichung des Schmiegungshyperboloides konnen

wir nach der Regel des 83 (Bd. I) hinschreiben :

(93)
*s

Pi

X.,

-ft

A
pi

X-t

fi

Jfi

15. Algebraische Regelflachen.

Jeder ebene Schnitt einer Regelflache mufi von alien

Erzeugenden getroffen werden. Die ebenen Schnitte sind

daher eindeutig punktweise durch die Erzeugenden auf-

einander und auf die letzteren bezogen, also fur algebraische

Eegelflachen von gleichem Geschlecht*). Man nennt das
Geschlecht der ebenen Schnitte auch das Geschlecht der

Regelflache; insbesondere heLBen die Regelflachen vom
Geschlechte Null auch rational oder unikursal.

Unter dem Range einer beliebigen Flache versteht man
die Anzahl ihrer Tan^enten, die in einem allgemein liegenden
Strahlenbuschel enthalten sind; er ist also auch gleich der

Klasse ihrer ebenen Schnitte (der Ordnung ihrer umschriebenen

Kegel) und kann hieraus bei einer Regelflache bestimmt

werden, wenn deren Ordnung n und deren Geschlecht p
bekannt sind. Z. B. folgt fur die rationalen Regelflachen

*) tiber den Begriff des Geschlechtes einer ebenen alge-
braischen Kurve vgl. Clebsch-Lindemann, Vorl. uber Geom. I;

tibrigens werden die meisten der folgenden ErSrterungen hiervon
unabhangig sein.
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aus der Grundformel (Clebsch-Lindemann, I, S. 351)*)

wegen p = als Zahl der Doppelpunkte der ebenen Schnitte

, In 1\H 2 )

Aus dem Zusammenhang zwischen Ordnung und Klasse
einer ebenen Kurve (a. a. O. S. 343):

k = n(n 1) 2 d

ergibt sich daher als Rang der rationalen Regelflachen:

r = 2(n 1).

Die Klasse einer beliebigen windschiefen Regelflache 9ft ist

gleich ihrer Ordnung. Denn schneidet man sie mit einer

Geraden g, so entspricht jedem Schnittpunkt S eine Be-

ruhrungsebene durch g als Verbindungsebene mit der durch

S gehenden Erzeugenden 9ft. Wenn Ordnung und Klasse

eines Gebildes gleich sind, verwendet man auch die gemein-
same Bezeichnung Grad.

Wir wollen eine Regelflache 91 betrachten, die durch
drei algebraische Raumkurven C19 C2 , C3 von den Ordnungen
ml ,

m2 ,
ms als ,,Leitkurven&quot; definiert ist, indem eine

Geracle sich so bewegen soil, daB sie stets die drei Kurven

schneidet**). 9ft ist auch der Schnitt der drei Komplexe
von Treffgeraden, die den einzelnen Kurven zugehoren, also

(Bd. I, Satz 65):
Satz 26: Wenn die drei Leitkurven sich nirgends

schneiden, so ist die Regelflache vom Grade 2m1mim8 ;

jeder Schnittpunkt P von (72 und C3 erniedrigt den
Grad um m .

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, daB sich der

Kegel PQ absondert. Die Kurve C ist eine m2 m3 fache

*) Wir schliefien hierbei die ganz speziellen Kegelflachen

aus, bei denen jeder ebene Schnitt Ruckkehrpunkte hat; dann
konnen wir vom Auftreten solcher tiberhaupt absehen.

**) Jede Regelflache kann so erhalten werden, indem man
auf ihr drei Kurven zieht (z. B. drei ebene Schnitte) und sie als

Leitkurven betrachtet. Allerdings wird die urspriinglich gegebene
Flache im allgemeinen nur ein Teil des gesamten Erzeugnisses
dieser drei Leitkurven sein.
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Linie von SR , well durch jeden ihrer Punkte die m2 mB Er-

zeugenden gehen, in denen sich die Verbindungskegel mit

den beiden anderen Kurven schneiden.

Wir wollen die auf C liegenden Kuspidalpunkte be-

stimmen: Sei St
ein Schnittpunkt von Q mit der abwickel-

baren Flache jt, die den Kurven C2 und C3 umschrieben

werden karm*). Durch S
t geht ein Strahl s von 51, der

auch C2
und CL in S2

und $3 schneidet. In der Beriihrungs-
ebene

ft
von 51 langs s liegen auch die Tangenten t2 und t3

von C2 und CB in den Punkten $2 und SB . Bewegt man
also die Gerade irgendwie auf *H durch die Lage s

,
so liegen

die Geschwindigkeitsvektoren der Punkte S2 un(^ $3 m /?**)

Also ist s eine Kuspidallinie, und 8t
muB der Kuspidal-

punkt sein. Denn ware ein von S^ verschiedenes Momentan-
zentrum der Bewegung in

ft vorhanden, so hatte 5 einen

Geschwindigkeitsvektor in ft, wahrend sein Vektor nach
der in der Anmerkung festgesetzten Art der Bewegung von
vornherein doch nur in ^ (Tangente von C^) liegen kann
oder Null sein muB. Ersteres ist unmoglich, wenn ^ die

Ebene
ft schneidet***).

Satz 27 f): Durch jeden Schnittpunkt und jeden
Beriihrungspunkt einer Leitkurve mit der abwickel-
baren Flache, die den beiden anderen umschrieben
ist, geht eine Kuspidallinie der Regelflache. Im
ersteren Fall ist der Schnittpunkt zugleich der

Kuspidalpunkt.

*) Wir koonen durch eine Tangente von &amp;lt;72 eiue Anzahl
Ebenen legen, welche auch &amp;lt;73 beriihren. Jede derselben kOnnen wir
aufbeidenKurven fortwalzen, wodurch der erwahnte Torsus entsteht.

**) Auch fur die bewegte Gerade s bedeutet S
l , S^ ,

S
9 immer

die Schnittpunkte mit Cj ,
C2 ,

C3 , und zwar denken wir uns die

Bewegung so vollzogen, dafi Sl auf s fest bleibt; dann kSnnen
$2 und 83 im allgemeinen auf s nicht fest bleiben, weil sich die
Abstande von ^ andern, aber die Geschwindigkeit von S9 setzt
sich aus einer Komponente in f2 und einer langs s ziisammen,
fallt also in /? .

***) Dagegen versagt in der Tat der Schlufi fiir einen Be-

riihrungspunkt von C
t

mit $ . Hier erhalten wir zwar eine

Kuspidallinie, aber der Kuspidalpunkt kann aufierhalb C^ fallen.

Dies entgeht leicht, wenn man sich darauf beschrnkt zu sagen;
,,durch Sl gehen zwei unendlich nahe Erzeugende der Regelflache&quot;.

Deshalb war diese etwas langere Erorterung nicht uberflussig.
t) 1st der Natur der Sache nach auf nicht algebraische

Regelflachen iibertragbar.
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Umgekehrt erhalten wir so alle Kuspidallinien von 9t .

Denn die Geschwindigkeitsvektoren der drei Punkte
/S, ,

S
2 , S%

liegen beziehungsweise in den drei Verbinduogsebenen s ^ ,

s t2 , sts . Hochstens einer von ihnen kann Null sein oder
in s selbst hineinfallen. Mindestens zwei von diesen Ver-

bindungsebenen mussen also fur eine Kuspidallinie zusammen-
fallen.

Da eine Kuspidallinie in den gewohnlichen Fallen zu-

gleich Torsallinie ist, so wird ira allgemeinen der Punkt S
t

wahrend der Bewegung auf C umkehren (vgl. 13). Auf
(7t wird also die Umgebung eines Kuspidalpunktes durch
diesen selbst in zwei Stiicke geteilt; durch das eine Stuck

gehen im allgemeinen urn zwei reelle Schalen mehr von $R

hindurch als durch das andere. Eventuell konnen Teile

der Leitkurven ,,isolierte mehrfache Linien&quot; von 9t sein,

durch deren Punkte gar keine reellen Erzeugenden gehen.
Wenn eine der Kurven C2 , C3 , z. B. C2 eine Gerade

ist, kann man von einer umschriebenen abwickelbaren Flache

nicht mehr reden. Aber gerade in diesem Fall liegt die

Sache unmittelbar sehr anschaulich: Dreht man eine Ebene
s um C2

und verbindet ihre Schnittpunkte St
und S3 auf

(/! und Cs ,
so erhalt man Erzeugende von 9ft. Durch-

schreitet 8$ einen Beruhrungspunkt zwischen C5 und e, so

andert sich dabei der Drehungssinn von e. Es wird also

der Schnittpunkt S^ auf Cj umkehren, und wir gelangen zu

einer Torsallinie.

Es sei erwahnt, daB eine Regelflache auch durch bloB

zwei Leitkurven, von denen die eine zweimal geschnitten
werden soil, definiert werden kann, endlich auch durch die

Trisekanten einer einzigen Kurve.

Eine algebraische Regelflache 9ft von hoherer als der

zweiten Ordnung muB (eine oder mehrere) Doppellinien be-

sitzen: Denken wir uns zuerst eine windschiefe Flache

wter Ordnung und legen durch eine Erzeugende e eine

Ebene s ,
so ist der Restschnitt S von der Ordnung n 1 ;

er schneide e in den Punkten Px ,
. . . PH _I. Bewegen wir

die Punkte Qlf ... Q-i auf 8 so, daB sie in die Grenz-

lagen PI, . . . Pw _i einriicken, so werden auch die durch

Qi9 ... gehenden Erzeugenden in bestimmte Grenzlagen

ei, ... en -i einrucken. Nur eine davon (auBer wenn e eine

mehrfache Erzeugende ware) fallt rait e selbst zusammen,
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namlich diejenige, deren Punkt Q in den Beriihrimgspunkt
von e mit 9ft einruckt. Es sei dies etwa en _i. Dann sind

PI, . . . Pw _2 Doppelpunkte von 9ft, die auch bei Drehung
von e um e fest bleiben, wahrend Pn -i nach Satz 2 eine

zu e projektive Reihe beschreibt. Bewegt man e selbst, so

beschreiben Pi,...PM _ 2 Doppelkurven. Es ist natiirlich

nicht ausgeschlossen, daB von diesen Punkten stets mehrere
zusammenfallen und so zur Entstehung mehrfacher Kurven
fuhren.

Satz 28: Jede Erzeugende einer windschiefen

algebraischen Flache wter Ordnung wird von der

Doppelkurve in n 2 Punkten geschnitten.
Fiir die abwickelbaren Regelflachen erfahren die

obigen Schliisse nur geringe Modifikationen. Eine Anzahl

Schnittpunkte von e mit 9ft fallen stets in den Beriihrungs-

punkt mit der Gratlinie hinein. In der Tat ist diese eine

Doppellinie von 9ft, und wir fragen, wie oft eine Erzeugende
e von den iibrigen Doppellinien geschnitten wird. Da von
den n 2 Punkten des Satzes 28 zwei durch den Be-

ruhrungspunkt B mit der Gratlinie absorbiert werden,
bleiben n 4 ubrig. Von den n 1 Schnittpunkten
zwischen e und S fallen also im allgemeinen drei nach B.
Wenn aber e die Schmiegungsebene der Gratlinie ist, so ist e

als Bestandteil der Schnittlinie mit 9ft doppelt zu ziihlen. Der
Restschnitt ist noch von der Ordnung n 2

,
und von seinen

Schnittpunkten mit e fallen nur mehr zwei nach B.
Satz 29: Legt man durch einen regularen Punkt B

der Gratlinie &amp;lt;$ einer abwickelbaren Regelflache 9ft

nt&r Ordnung eine allgemein liegende Ebene, so
hat die Schnittkurve in B eine Spitze*); gehort je-
doch die Ebene dem Biischel der Beruhrungsebenen
von ^ an, so hat der Restschnitt n Iter Ordnung
in B einen Wendepunkt, auBer fiir die Schmiegungs
ebene, wo der Restschnitt n 2ter Ordnung e in B
einfach beriihrt. Jede Erzeugende wird von den
auBer der Gratlinie vorhandenen Doppelkurveu
n 4mal geschnitten.

*) Dieser erste Teil des Satzes ist aus der allgemeinen
Theorie der Raumkurven bekannt; auch der mittlere Teil kann
aufier den Anzahlbeziehungen auf nicht algebraische abwickelbare
Flachen tibertragen werden.
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Wegen der Doppelkurve, die auf den ebenen Schnitten

Doppelpunkte hervorruft, kanri eine Regelflache wter Ord-

nung (abgesehen vom trivialen Fall der Kegelflachen) nicht
das Maximalgeschlecht der ebenen Kurven nter Ordnung
erreichen; ja es kann auch das Maximalgeschlecht der ebenen
Kurven n Iter Ordnung nicht iiberschritten werden, well
die Restschnitte der durch eine Erzeugende gelegten Ebenen
von der n 1 ten Ordnung sind. Z. B. :

Satz 30: Die RegelfJachen vierter Ordnung sind
entweder vom Geschlechte Null oder eins.

FJachen von letzterer Art erhalt man, wenn man zwei
windschiefe Gerade und einen diese nicht schneidenden

Kegelschnitt als Leitkurven wahlt. Die beiden Geraden
sind nach Satz 28 die einzigen Doppellinien nnd erzeugen
daher auf den ebenen Schnitten zwei Doppelpunkte.

Wenn die sechs Linierizeiger pt als ganze Funktionen
^ter Ordnung eines Parameters t gegeben sind

(94) QPi = ai0 + ant+ ... + ain t
n

(i
= 1 , . . . 6) ,

identisch erfiillt sein soil, so ist dadurch eine rationale

Regelflache definiert, deren Ordnung n betragt. Denn die

Inzidenzbedingung mit einer gegebenen Geraden q:

fiihrt |auf eine Gleichung nter Ordnung. Umgekehrt kann
eine rationale Regelflache stets in der Form (94) dargestellt
werden. Denn man kann die homogenen Zeiger der Punkte
zweier ebenen Schnittkurven als ganze rationale Funktionen
eines Parameters darstellen und aus diesen Funktionen die

Linienzeiger zusammenstellen, wobei die durch eine Er

zeugende zugeordneten Punkte beider Kurven demselben

Parameterwert entsprechen mussen. Der Grad der rationalen

Funktionen wird dabei formal allerdings hoher als n, muB
sich aber durch Absonderung gemeinsamer Faktoren auf n
reduzieren lassen, weil eben die gegebene FJache bloB von
wter Ordnung ist. Von dieser Darstellung aus hat Vofi

eine liniengeometrische Theorie der rationalen Regelflacheu
entwickelt (Math. Ann. Bd. 8, ,,Zur Theorie der windschiefen

Flachen&quot;, Art. XI
ff.),

aus der wir noch einen besonders ein-

fachen Satz bringen:
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Satz 31: Jede rationale Regelflache vierter Ord

nung ist in einem linearen Komplex enthalten.

Denn ist die Flache in der Darstellung

(95) Qpi-y^a^ (*
= !,... 6)

=o

gegeben, so kann man die Verhaltnisse von sechs Zahlen

hi aus den Bedingungen

(A
= 0, 1, ... 4)

=i

bestimmen, worauf die Gleichung

identisch erffillt ist. Sinkt aber der Hang der Matrix der

a auf vier herab, so ist die betreffende Regelflache in einem

Strahlennetz enthalten.

16. Die abwickelDaren Flachen yierter Ordnung:.

Wir suchen die Gleichung der Tangentenflache einer

kubischen Raumkurve C. Die Zeiger der Punkte sowohl

als der Schmiegungsebenen von C lassen sich als rationale

Funktionen dritten Grades eines Parameters t darstellen

und zwar in homogenen Zeigern als ganze Funktionen.

Seien also % die Zeiger einer Schmiegungsebene, so laBt

sich durch
3

i-J- (*
= 1, ...4)

die Gesamtheit der Schmiegungsebenen (das ,,Ebenenbuschel
dritter Ordnung&quot;) darstellen (Clebsch-Lindemann II,

S. 246). Die Gleichung 2uiXi = Q einer solchen laBt sich

daher auf die Form

(96) b 1* + 3 \ t
2
-f 3 b2 1 + &3 =

bringen, wobei die 1) lineare Funktionen der x sind. Durch
einen beliebigen Punkt P des Raumes gehen, wie es sein

muB, drei Schmiegungsebenen. Ruckt P in eine Lage, wo
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zwei von diesen zusammenfalien, so wird die Grenzlage
ihrer Schnittlinie zur Tangente von (7, und P gehort dann
der Tangentenflache SR von C an. Urn die Gleichung von

3ft zu finden, haben wir also nur die Bedingung aufzuschreiben,
daB die Gleichung (96) eine Doppelwurzel besitzt, d, h. ihre

Diskriminante Null zu setzen (Baltzer, Determinanten,

11, 21):

(97) (& 63
-

Ji 62)*
-

4(6?
- 6 62) (61

- \ 6
3 )
=

,

und dies ist eine Gleichung vierten Grades in den x.

Hat umgekehrt eine abwickelbare Flache die Ordnung
vier, so besitzt sie nach Satz 29 auBer ihrer Gratlinie keine

Doppelkurve. Bei ihren ebenen Schnitten treten also nur

in den Schnittpunkten mit der Gratlinie Spitzen, dagegen

Doppelpunkte iiberhaupt nicht auf. Andererseits muB nach

Satz 30 jeder ebene Schnitt einer beliebigen Regelflache
vierter Ordnung drei oder zwei Doppelpunkte oder Spitzen
besitzen. Aber eine Gratlinie zweiter Ordnung fuhrt zu

keiner abwickelbaren Flache; also bleibt nur der Fall der

Gratlinie dritter Ordnung.
Satz 32: Die Tangentenflachen der kubischen

Raumkurven sind die einzigenabwickelbarenFlachen
vierter Ordnung. Sie sind rational und werden von
einer gewohnlichen Beruhrungsebene der Gratlinie

in einer Kurve dritter Ordnung geschnitten, die im

Beruhrungspunkt ihren einzigen reellenWendepunkt,
im Schnittpunkt mit der Gratlinie ihre Spitze hat,

von einer Schmiegungsebene jedoch in einem Kegel-
schnitt.

Der letzte Teil des Satzes folgt aus Satz 29. Man
kann unmittelbar bestatigen, daB die abwickelbare Flache

vierter Ordnung auBer der Gratlinie keine Doppelkurve hat.

Denn durch einen Doppelpunkt muBten zwei Tangenten an

die kubische Raumkurve gehen, was unmoglich ist, da ihre

Beruhrungspunkte vier Schnittpunkten der Verbindungsebene

gleichwertig waren.

Die abwickelbaren Flachen bis einschlieBlich zur siebenteii

Ordnung hat Schwarz im 64. Bande des Journ. f. Math.

(De superficiebus etc.) untersucht.
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17. Die Regelflachen dritter Ordnnng.

Wir schicken einen Hilfssatz uber die projektive Be-

ziehung eines Kegelschnittes k und einer geraden Punkt-
reihe g voraus. Diese Beziehung ist dadurch definiert, daB

jedes Quadrupel auf k dasselbe Doppelverhaltnis (gemessen
durch das Strahlenquadrupel aus einem beliebigen fiinften

Punkte von K) haben soil wie das entsprechende Quadrupel
auf g. Der Kegelschnitt sei definiert durch zwei projektive
Buschel ti,v, iv und u , tf, itf (Fig. 4). Den Punkten U, V,W

Fig 4.

mogen auf g die Punkte X, Y, Z entsprechen. Das Zeiger-

system sei so gelegt, daB k in der Zeigerebene x = liegt.
Wenn dann

(98) w=2 ^^ = 0, v=^v^t =

usw. die Gleichungen der sechs Strahlen M, ... uf sind, so

lassen sich diese Gleichungen so schreiben, daB

Gleichzeitig lassen sich die Zeiger xf , yiy ^ von X, Y, Z
so schreiben (vgl. das Verfahren in Bd. I, 62), daB

(99)

Berechnen wir nun aus

,... 4)
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nach Einfuhrung von (98) die
,- (die Zeiger von W), so

erhalten wir gauze quadratische Funktionen von A in der Form

(100) 4
= 0, $&-, +M + U 8 (i-1,2,3),

wobei die a, 6, c gegebene GrdBen sind.

Satz 33: Wenn ein Kegelschnitt k und eine ge-
gerade Punktreihe g projektiv aufeinander bezogen
sind, so lassen sich die homogenen Zeiger eines
Punktes von k als ganze quadratische, die eines
Punktes von g als ganze lineare Funktionen eines
Parameters A so darstellen, daB entspreehenden
Punkten derselbe Parameterwert zugehort.

Verbindet man nun jeden Punkt W mit dem ent

spreehenden Z, so folgt aus der Form der Pit = &8itk*i
unmittelbar ( 15):

Satz 34: Ein Kegelschnitt k und eine hierzu pro-
jektive gerade Punktreihe g erzeugen eine Regel
flache dritter Ordnung.

Wenn insbesondere k und g sich schneiden, beiBt die

Flache eine Cayleysche Flache, sonst eine allgemeine*)
Regelflache dritter Ordnung. Nur setzen wir im
ersteren Fall voraus, daB der Schhittpunkt nioht ent-

sprechend gemein sei, weil sonst, wenn etwa dieser

Punkt dem Parameterwert Null entspricht, die #, mit den

Oi identisch werden, sich daher der Faktor k aus samtlichen

Pit absondert und die FJache nur vom zweiten Grad wird.

Alle Regelflachen dritter Ordnung sind rational, weil

die durch eine Erzeugende gelegten Ebenen Kegelschnitte
als Restschnitte besitzen. Die ubrigen ebenen Schnitte sind

also Kurven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt oder

einer Spitze. Daher schneidet die Doppelkurve jede Ebene
in einem einzigen Punkte und es folgt (vgl. auch Satz 28):

Satz 35: Die Doppellinie einer Regelflache
dritter Ordnung ist eine Gerade; sie wird von

jeder Erzeugenden geschnitten. Es gibt keine ab-
wickelbaren Flachen dritter Ordnung.

Denn die Gratlinie einer solchen ware die Doppellinie,
muBte also eine Gerade sein. Ebenso wie den Satz 31 er-

halt man den

*) Wir werden n&mlich bald sehen, dafi umgekehrt jede Regel
flache dritter Ordnung nach Art des Satzes 34 erhalten werden kann.
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Satz 36: Jede Regelflache 9 dritter Ordnung
1st in einem Buschel linearer Komplexe, also in

einem Strahlennetz enthalten.
Bei reellen Flachen (und jede Gleichung dritter Ord

nung mit reellen Koeffizienten stellt auch ein reelles Gebilde

dar) kann dieses Netz wegen des Vorhandenseins der Doppel-
geraden nur hyperbolisch oder parabolisch sein; die Doppel-
linie ist eine Brennlinie des Netzes. Der Satz 36 ergibt
sich fiir hyperbolische Netze noch auf eine andere Art:

Wenn wir vier JErzeugende von 3ft herausheben und die ge-
meinsamen Transversalen ^ ,

t2 suchen, so miissen sie ganz
auf 9ft liegen, weil sie mehr als drei Punkte mit 9ft gernein
haben. Diese Transversalen miissen fiir jedes Quadrupel
dieselben sein; denn halten wir drei Erzeugende fest und

bewegen die vierte, so konnten sich die Transversalen nur
auf einer Regelschar verschieben und 9ft miiBte zerfalien.

Es ist nicht ausgeschlossen ,
daB die beiden Transversalen

zusammenfalien; dann muB das nach Satz 36 vorhandene
Netz parabolisch sein, und es ist leicht zu sehen, daB dieser

Fall bei der Cayleyschen Flache wirklich eintritt, indem
k aus g durch ein Ebenenbiischel projiziert wird, das auf

g selbst projektiv bezogen ist, wie es auch beim para
bolischen Netz der Fall ist. Also ist jede Cayleysche
Flache in einem parabolischen Netz enthalten, aber auch

umgekehrt: Wenn eine Regelflache dritter Ordnung in einem

parabolischen Netz enthalten ist, so muB die Brennlinie des

Netzes die Doppellinie d der Flache sein, und die Reihe der

Schnittpunkte der Erzeugenden mit d ist projektiv auf das

Buschel der Verbindungsebenen mit d bezogen. Legon wir

daher durch eine Erzeugende eine Ebene, so ist auch der

Restschnitt durch das Ebenenbiischel projektiv auf d bezogen,
und wir gelangen zur Erzeugung des Satzes 34.

Fur den Fall des hyperbolischen Netzes legen wir

durch eine Erzeugende eine Ebene und konnen den Kegel-
schnitt It, den wir als Restschnitt erhalten, als dritte Leit-

kurve zu den Brennlinien d und I des Netzes, von denen d
die Doppellinie sein m5ge, hinzunehmen; k und d miissen sich

schneiden (vgl. den Beweis des Satzes 28). Also definieren

diese drei Leitkurven in der Tat nach Satz 26 eine Regel
flache dritter Ordnung. In jeder Ebene e durch d liegt
eine einzige Erzeugende, die man erhalt, wenn man di&amp;lt;;
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Schnittpunkte e, k und e, I verbindet. Andererseits sind

k und I durch das Ebenenbuschel s projektiv aufeinander

bezogen, so daB auch fur die allgemeinen Regelflachen
dritter Ordnung die Umkehrung des Satzes 34 bewiesen ist,

Sei S der Schnittpunkt der Ebene ~k mit 1. Urn dann
zwei Strahlen von SR zu finden, die in derselben Ebene E
durch I liegen, ziehe man (Fig. 5) durch S einen Strahl a,
welcher k in S1 , S2 schneidet und verbinde diese Punkte

mit dem Schnittpunkt

T=(E, d). Man sieht,

daB jede Ebene duroh I

eine Doppeltangential-
ebene ist. Ferner de-

finiert das Buschel S auf &
eine Involution, die aus d
durch eine Ebeneninvolu-
tion projiziert wird; also:

Satz 37: Verbindet
man je zwei Erzeu-

gende, die durch den-
selben Punkt der Dop-
pellinie gehen, mit
dieser durch Ebenen,
so erhalt man die Paare
eines involutorischen
Ebenenbuschels. Dual
ist auf I eine Punkt-
involution definiert.

Weder d noch I sind

Erzeugende der allge
meinen Regelflache. Dagegen ist bei der Cayleyschen
Flache die Doppellinie zugleich eine Erzeugende, und zwar

Kuspidalerzeugende.

Legt man durch S die Tangenten an k
, so gehen durch

die Beruhrungspunkte die beiden Kuspidalerzeugenden der

allgemeinen Flache; sie sind daher reell oder nicht, je nach-

dem S auBerhalb oder innerhalb k liegt.

Wir kennen schon eine Regelflache dritter Ordnung
genauer: Das Zylindroid (Bd. I, 75). Es kann so ge-
kennzeichnet werden: 1) Die einfache Leitlinie ist die un-

endlich feme Gerade, 2) auf deren Stellung steht die Doppel-

Fig.5.
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linie senkrecht, 3) die erwahnte Ebeneninvolution besteht

aus zwei symmetrischen Ebenenbiischeln. Nun kann man
von einer allgemeinen Regelflache mit zwei reellen Kuspidal-
linien ausgehend stets durch eine reelle Kollineation diese

drei Eigenschaften erreichen. Wir wollen jetzt auch fur

den Fall imaginarer Kuspidallinien eine besonders einfache

Normalform der Regelflache suchen, aus der sich alle anderen

durch eine reelle Kollineation ableiten lassen: Wir brauchen
hierzu bloB an Stelle der Eigenschaft 3) zu setzen: Die
Ebeneninvolution soil eine rechtwinklige sein, mit anderen

Worten: Wir wollen einen rechten Winkel so bewegen, daB
sein Scheitel die ^-Achse beschreibt, seine Ebene parallel zur

X Y-Ebene bleibt. Die Richtung des einen Schenkels ist dann
durch den Winkel a mit der XJJ-Ebene bestimmt. Setzen wir

tga - a
,

so ist nur noch die Abhangigkeit zwischen a und dem

Zeiger z des Scheitels so zu bestimmen, daJB eine Flache
dritter Ordnung entsteht. Die Gleichungen der beiden

Schenkel des rechten Winkels lassen sich schreiben:

e = const., JITS?
^ ~~ y^ = xy

Die letztere wird nur dann eine Gleichung dritten Grades,
wenn wir als jene Abhangigkeit festsetzen:

(101) r^t = e oder = -
1 a* z

Es geniigt naturlich eine der beiden Annahmen, da ihre

Ergebnisse selbst durch eine involutorische perspektive Kol
lineation mit unendlich fernem Zentrum ineinander uber-

gefiihrt werden konnen. Aus der Gleichung (101) konnte
man leicht eine Anzahl Erzeugender konstruieren und sich

eine anschauliche Vorstellung der Flache bilden. Sie hat

(fur a = 45 und 135) zwei unendlich feme Erzeugende
und besteht aus zwei kongruenten Schalen, die sich in der

Doppellinie schneiden.

Um endlich auch fur die Cayleysche Flache eine ein

fache Normalform zu erhalten, verlegen wir die Doppellinie
in die unendlich feme Gerade der XY-Ebene und konnen
die Punktreihe auf ihr durch das Strahlenbuschel y : x = a
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in der XF-Ebene darstellen. Den Richtungen a = 0, &amp;lt;x&amp;gt;

sollen im Parallelebenenbuschel = c beziehungsweise die

Ebenen g =
,
oc entsprechen. Dann kann (vgl. die Ab-

leitung der Gleichung (66) in Bd. I, 53) durch

(102) a = cz

die Korrelation dargestellt werden, deren Trager die unend-

lich feme Doppellinie ist. Wir konnen durch eine spezielle

Affinitat die Konstante c auf eins bringen und haben zur

vollstandigen Bestimmung der Flache nur noch durch einen

beliebigen Punkt der unendlich fernen Geraden, z. B. durch

den unendlich fernen Punkt der X-Achse, in einer will-

kiirlichen durch diesen Punkt gehenden Ebene, z. B. der

X^-Ebene, einen Kegelschnitt als Leitkurve zu wahlen.

Wir konnen annehmen (was nur von der Wahl des Zeiger-

systems abhangt), der Ursprung sei der Scheitel dieser Parabel

und konnen ferner durch eine spezielle Affinitat ihre Gleichung
immer auf die einfachste Form

bringen. Durch jeden Punkt dieser Parabel haben wir nun

parallel zur XF-Ebene eine Gerade zu legen, deren Richtung
durch (102) bestimmt ist. Also ist

y = xz 3

die Gleichung der FJache.

Satz 38: Jede reelle Regelflache dritter Ordnung
(abgesehen von den Kegelflachen) laBt sich durch
eine reelle Kollineation aus einer der drei Formen

(103) (x* + y*)z = xy (Zylindroid),

(104) (x^-y^)2 = xy

(105) y = xz z* (spezielle Cayleysche Flache)

ableiten.
Zahlreiche Satze tiber Regelflachen dritter Ordnung

findet man bei Weyr, Geom. der rauml. Erzeugnisse ein-

zwei-deutiger Gebilde, insbesondere der Regelflachen dritter

Ordnung. Auch die Regelflachen vierter Ordnung wurden

schon von Cayley und Cremona untersucht (Sturm,

Liniengeom. I, S. 52 61).
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Ubungsaufgaben:
1. Die Zeiger der Zentralnormale einer Regelflache 9R

sind zu berechnen, wenn SR durch die Darstellung (5) ge-

geben ist.

2. Die Formeln der 2 und 5 gestatten maimigfache
Kontrollen, z. B. bestatige man, a) dafi Zentraltangente und

Zentralpunkt die Inzidenzbedingungen erfullen, ft)
daB die

Striktionslinie zur Zentralnormale senkrecht steht.

3. Eine Raumkurve beriihre in einem bestimmten
Punkte P (mit der Tangente T) ihre Schmiegungsebene von
der w-ten Ordnung; von welcher Ordnung verschwindet der

Abstand zwisehen T und den Nachbartangenten?
4. Die Kriimmung der Striktionslinie muB davon un-

abhangig sein, mit welcher Geschwindigkeit man die Regel
flache durchlauft und wenn man alle vier Geschwindigkeiten
mit einem Faktor multipliziert, so multiplizieren sich auch
die Ableitungen mit demselben Faktor. Man konnte daher

vielleicht er\varten ?
daB die Formeln (50) und (51) fur xa

homogen von der nullten Dimension sein mussen; dies ist

aber nicht der Fall. Wie erklart sich dies?

5. Wie hangt bei den Satzen 13 und 15 der Offnungs-
winkel 2 a des Umdrehungskegels von f ab?

6. Wenn man bei den Regelflachen mit ebener geo-
datischer Striktionslinie ( 9) auch noch x2

Null werden

laBt^ so folgt aus (65) und (66), dafi co und
rj

Null werden,
d. h. wir kommen zum trivialen Fall des Parallelstrahlen-

biischels und man konnte glauben, daB es keine windschiefen

Regelflachen mit gerader Striktionslinie gibt. Dem wider-

spricht aber schon die Existenz der ,,schraubenartigen&quot; Regel
flachen (a

=
r\
= 0; $ und co von Null verschieden), die

offenbar eine gerade Striktionslinie haben. Wie klart sich

dies anf?

7. Es ist ein Punkt
5&quot;, H, Z der Gratlinie der rektifi-

zierenden Flache einer Regelflache zu suchen.

8. Man bewegt eine Ebene E so, daB sie stets asym-
ptotische Ebene einer Regelflache bleibt, die durch eine in

E festliegende Gerade beschrieben werden soil. Welcher
Art ist die Bevvegung der Ebene?

9. Man bestatige die Gleichungen (87) aus der Theorie
des Nullsystems.

Zindler, Liniengeometrie. 5
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10. Wenn man eine Regelflache durch ein Parallel-

ebenenbiischel schneidet, so bilden die in den Punkten einer

Erzeugenden gelegten Tangenten der Schnittkurven ein

hyperbolisches Paraboloid.

11. Die Zeiger der beiden Schmiegungstangenten einer

Erzeugenden einer Regelflache sind zu berechnen.

12. Welche Beziehungen miissen die Koeffizienten a in

den Gleichungen (95) erfiillen, ^amit diese wirklich eine

Regelflache darstellt?

13. Die Flache (104) ist dadurch anschaulich zu machen,
dafi man (analog wie beim Zylindroid, Bd. I, 75) mit einem

Kreiszylinder schneidet, dessen Achse in die Doppellinie
fallt und dann den Zylinder in eine Ebene ausbreitet.

14. An Stelle der Normalformen (103) und (104) des

Satzes 38 sind solche herzustellen, bei denen die Doppel
linie unendlich fern ist.

15. Eine allgemeine Regelflache dritter Ordnung ist

durch ihre Doppellinie, ihre einfache Leitlinie und fiinf Er-

zeugende bestimmt.

16. Die Untersuchungen des 17 sind ins duale Gebiet

zu iibertragen.



II. Abschnitt.

Differentialgeometrie der Strahlen-

kongruenzen.

18. Natiirliche Linienzeiger.

Dem eigentlichen Gegenstande dieses Abschnittes seien

zwei Paragraphen vorausgeschickt, die einige auch sonst
in der LinieDgeometrie niitzliche Hilfsmittel bringen soilen.

Bei gewissen Untersuchungen der differentiellen Linien-

geometrie ist das folgende Zeigersystem verwendbar, das
wir wegen seines ganz elementaren Charakters ein natiir-
liches Zeigersystem nennen wollen:

Wir wahlen einen Strahl Z mit einer bestimmten

positiven Richtung als ,,Achse&quot; des Systems, auf ihm einen
PunktO als Ur sprung&quot; und durch einen HalbstrahlXj,^
(Fig. 6), von dem aus wir die Winkel in der zu Z senk-
rechten Stellung zahlen; die Ebene XZ heiBe ^Ausgangs-
ebene&quot;. Irgend einen Strahl s des Raumes bestimmen wir
nun durch seinen kiirzesten Abstand a = AS von Z (A liegt
auf Z, S auf s), durch seinen Winkel co mit Z, durch den
Winkel (X, a) = a, endlich durch die Strecke OA = z .

Auch fur (x. ist durch die positive Richtung von Z ein be-
stimmter Drehungssinn festgelegt (Bd. I, S. 24), in welchem
a entweder von Null bis 2n zu zahlen ist (worauf a stets

als positiv angesehen werden kann) oder von Null bis n
(worauf fin* a positive und negative Werte zuzulassen sind.

Wir werden die erstere Wahl treffen*). Durch AS als

*) Dies gilt fur die Umgebung einer bestimmten Stelle; im
weiteren Verlauf kann man durch die stetige Anderung gezwungen
werden, alle Veranderlichen als unbeschrankt zu betrachten.
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positive Richtung ist in der Stellung (Z , s) ein positiver

Drehungssinn fur co fixiert. Wahlt man z. B. jene Richtung
von s als positive, welche mit Z einen absolut spitzen

Winkel bildet, so ist a&amp;gt; von bis zu zahlen und posi-
i t

tiv, falls s gegen Z links gewunden ist (Bd. I, S. 4). Fur
die Strahlen s, welche Z schneiden, wird a = 0, aber so,

daB die gemeinsame Normale von Z und s zur Bestimmung
des Winkels a mafigebend bleibt.

Fig. 6.

Wir betrachten in Verbindung mit diesem naturlichen

Zeigersystem ein rechtwinkliges System, dessen X- und
Z-Achse beziehungsweise nach X und Z fallen sollen, und

wollen den Zusammenhang zwischen den ,,naturlicheu

Zeigern&quot; a, a, ^, co und den rechtwinkligen Zeigern qf

desselben Strahles s ermitteln, wobei wir die letzteren als

Normalzeiger (Bd. I, 33) geschrieben denken. Dann ist:

(1) fl! + &amp;lt;& + ql = 1 ,

(2) && + fc&-t- fc& = 0.

Wir konnen von den Zeigern p der Achse jp3
= 1 , alle

iibrigen pt gleich Null setzen. Hiermit wird nach Bd. I,

37 der Reihe nach*):

*) Ftir die zweite Gleichung (3) s. auch Bd. I, 12.
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p = q = 1.

(3) cosco q3 , q6 = asinco .

t&amp;gt;

wobel wi = 2J + = 1 - ql
_ sin eo

und das Vorzeichen von

(5) sin co = w
dem von q6 entgegengesetzt 1st.

(6) P=0, = &&-&&.
Die Zeiger des kurzesten Abstands a werden:

(7)

= 0,

^ __ 31360 ^ __ ^2_*6 ^ __ Q

also weil stets d
1
= a cos &amp;lt;x ist:

(8) cosa = , sina = .

Zur Berechnung von z sind unniittelbar die beiden mittleren

Gleichungen (40) des 38 (Bd. I) dienlich, wenn man dort
die di statt der p( und \

9
x

9 y 9
8 statt xi9 x29 x39 x einsetzt:

Aus (2) und (3) erhalt man:

?i q* ~h ?2 & == a sinco cos o&amp;gt; ,

aus (6) und (9):

Setzt man hierin fur g i
und ^2 aus (8) die Werte, so kann

man die Ausdrucke fur alle GroBen q durch die naturlichen

Zeiger zusammenstellen:

ql
= snct) sna , #4

= snco cos^c + a cosco sna ,

(10) ^2
= ~ sin &amp;gt; cos a

, g5 = ^sina&amp;gt;sina acoscocosa ,

3
= cosco

, qfi

= a sinco .
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Umgekehrt sind in den Gleichungen (3), (4), (8), (9) die

natiirlichen Zeiger durch die rechtwinkligen homogenen
Pliickerschen Zeiger dargestellt. Die in den q homogenen
Formeln nullter Dimension (4), (8), (9) sind naturlich von
der Bedingung (1) unabhangig.

19. Die Fortschreitungsrichtungen im Linienraum.

Wenn wir einen Strahl s von einer Anfangslage s aus

bewegen und dabei s als Achse eines natiirlichen Zeiger-

systems wahlen ( 18), so konnen die beiden Zeiger 2 und a
sofort beliebige Werte annehmen, wahrend a und a&amp;gt; von
Null an sich andern. Wir definieren daher eine ,,Um-
gebung&quot; des Strahles SQ, indem wir fur a und den absoluten

Betrag von co eine hinreichend kleine obere Grenze annehmen.

Analog wie im Punktraum alle Kurven, die sich in

einem Punkt beriihren, daselbst dieselbe Fortschreitungs-

richtung haben, so wollen wir sagen, dafi im Linienraum
alle Regelflachen, die sich langs eines ganzen Strahls s be-

ruhren, in diesem Strahl dieselbe Fortschreitungsrichtung
haben. Wo kein MiBverstandnis zu befiirchten ist, werden
wir auch die kiirzere Bezeichnung ,,Richtung&quot; gebrauchen.
Wenn fur irgend eine durch s gehende Regelflache in der

Umgebung von s die vier natiirlichen Zeiger als Funktionen
eines Parameters t gegeben sind, wobei dem Werte t =
die Lage s entsprechen rnoge, so ist der Verteilungs-

parameter ( 1)

wahrend lim# und lim^x die Lage von Zentralpunkt und
Zentralebene bestimmen; P ist positiv, wo die Flache links

gewunden ist. Zwei Regelflachen beriihren sich langs 50?

wenn sie in s den Zentralpunkt, die Zentralebene und den

Verteilungsparameter gemein haben. Eine Fortschreitungs

richtung durch s kann also durch drei Zahlen gekennzeichnet

werden, als welche

*, *, V

tauglich sind. Diese drei Zahlen nennen wir die Zeiger
der Fortschreitungsrichtung. Es gibt im Linienraum
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von einem Strahl aus oo 3
-Richtungen, in einem Komplexoo

2
,

in einer Kongruenz oo 1 und in einer Regelflache eine einzige.

Die Dimension der Richtungen ist immer um eins kleiner

als die der Mannigfaltigkeit selbst. Zu jeder Richtung ge-
hort analog wie im Punktraum zweierlei Durchlaufungssinn.

Durch die Gleichung

= const. = P
CO

ist bei konstantem a und z eine Schraubenflache definiert,

die an der Stelle s als Reprasentant der betreffenden

Richtung gelten kann. Zwei Stellen des Punktraums be-

stimmen eine einzige Verbindungsgerade, dagegen bestimmen

zwei Gerade des Linienraums unendlich viele gewohnliche

Schraubenflachen, deren Achse in ihren kurzesten Abstand
fallt. Es konnen namlich in dem durch die beiden Geraden

begrenzten Teile der Schraubenflache entweder keine, oder

eine, oder zwei . . . ganze Windungen der Flache enthalten

sein. Deshalb wollen wir die Anwendung des Richtungs-

begriffs, der eine prazisere Fassung mancher Satze erlaubt,

im Linienraum auf die Umgebung eines gegebenen Strahls

beschranken.

Wenn P=Q ist, nennen wir die betreffende Richtung
eine schneidende Richtung. An Stelle der Schrauben
flache tritt ein reprasentierendes Strahlbuschel, dessen Scheitel

der Kuspidalpunkt, dessen Ebene die Kuspidalebene der-

jenigen Regelflachen ist, die diese Richtung haben. Durch
den Richtungszeiger a, wird die Normale der Kuspidal
ebene bestimmt. Fur P= oo nennen wir die betreffende

Richtung eine ^zylindrische&quot;*). An Stelle der Schrauben

flache tritt ein Parallelstrahlenbuschel.

Da in einem Strahl einer windschiefen Flache auch
eine Korrelation definiert ist (Satz 2), so miissen die Fort-

schreitungsrichtungen und die Korrelationen eines Strahls S

in gegenseitig eindeutiger Beziehung stehen, die wir noch
etwas naher untersuchen wollen, um den Zusammenhang mit

gewissen Untersuchungen von Koenigs (Sur les propr. inf.

de 1 espace regie, These 1882) herznstellen:

*) Wenn es sich um projektive Eigenschaften handelt. wird
es zweckmafiig sein, die zylindrischen Richtungen den schneiden-
den beizuzahlen.
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Sei s eine Nachbarlage von s
;
AB = a der kurzeste

Abstand zwischen s und s (Fig. 7); sf\\s durch J.; Q ein

beliebiger Punkt von s und
&amp;lt;2P

_Ls . Dann ist

P P I! a und QPP = r der Winkel
der Ebene s P mit der Ebene s a

,

die zugleich die Zentralebene

von s fiir dasjenige hyper-
bolische Paraboloid ist, welches

*
durch a, QP und die unend-

lich feme Gerade der Ebene s s

als Leitlinien

Setzen wir

finden wir:

bestimmt ist.

so

Fig. 7.

t cotr = a cot co .

Wenn wir zur Grenze iibergeheu, entspricht T der Beruhrungs-
ebene im Punkte Q und wir erhalten:

(11)
= lim ------- = lim

tgco
P.

co

Durch Vergleich mit Bd. I, 53, Gleichung (66) seheii wir

die Beziehung mit der Konstanten K der dortigen Korre-

lationsgleichuner tgT = lTt, namlich:O O O w .*

(12) KP--1.
Zahlen wir die Abstande anstatt vomZentralpunkt von eineni

beliebigen Punkte der Geraden s ,
die Winkel von einer be-

liebigen Ebene durch s
, so tritt an Stelle von (11) die Gleichung

Jetzt hat das Zeigersystem gegen die Korrelation keine

ausgezeichnete Lage mehr; (13) stellt also eine beliebige
Korrelation des Tragers s dar, wobei #, TO ,

P die Zeiger
der zugeordneten Fortschreitungsrichtung sind. Setzen wir

cotr = u
,

cotr = v
,

so erhalten wir aus (13) eine bilineare Relation zwischen

den Veranderlichen und u von der Form*):

(14) au b -\-pu- q = Q,

*) Wir schliefien uns an die Bezeichnung Koenigs (a. a. O.,

S. 15) an; der frtihere Abstand a= AB spielt jetzt keine Rolle mehr.
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wobei

(15) --, f-* + P, |-P-.
Durch Auflosung nach den Richtuugszeigern erhalt man

a _a g + frff ap+bq
-* ai + 6

&amp;gt;

&quot;^TR&quot;

Satz 39: 1st eine Gerade # Trager einer Korre-

lation, so stehen die Abstande der Punkte auf g
von einem beliebigen festen Punkt auf g und die

Tangenten (Kotangenten) der Winkel der ent-

sprechenden Ebenen mit einer beliebigen festen

Ebene durch g in bilinearer Beziehung und um-

gekehrt: Jede solche bilineare Beziehung bedeutet
eine Korrelation.

Vermoge der Gleichungen (15) kann man in den Formeln

Koenigs unsere Richtungszeiger g, v, P einfiihren, ver-

moge (16) umgekehrt. Z. B. findet Koenigs, a. a. O., S. 13

und 14 als Bedingung der Involution zweier Korrelationen

(uber diesen Begriff vgl. Bd. I, 56), deren Koeffizienten

durch die Indizes eins und zwei unterschieden sein rnogen:

(17) % q2 + a2 q \ p2
- b2p = .

Durch Einfuhrung der Richtungszeiger erhalt man:

v^ -f v*8i ii Vs*s
= (Pi + P*) (1 + %^2 )

Legt man das Zeigersystem so, dafi fiir die erste Korrelation,

die wir als fest denken, g = , % = oo ist, so stellt

^-(Pj + Pg)^ oder 2 tgr2
= P1 + P2

wobei Pl konstant ist, alle Korrelationen dar, die zu einer

festen involutorisch liegen. Sie lassen sich also zu je oo 1

so anordnen, daB ihre Zentralpunkte und Zentralebenen

selbst Korrelationen bilden. Man kann dieses Ergebnis
auch unabhangig von der Gleichung (17) ableiten (Koenigs,
a. a. O., S. 59): Die Korrelation, die der Ricbtung g, a,, P
entspricht, wird nach (3) durch die Gleichung

dargestellt; soil sie zur festen Korrelation
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involutorisch sein, so mufi eine beziiglich T, / symmetrische
GleichuDg hervorgehen, wenn man = setzt und dann
eliminiert. Dies fuhrt wie vorhin zur Bedingung:

(18) 5tg

Satz 40: Hebt man von den oc2 Korrelationen
einer Geraden, die zu einer festen involutorisch

liegen, diejenigen heraus, deren Parameter einen

gegebenen Wert P hat, so bilden ihre Zentralpunkte
und Zentralebenen selbst eine Korrelation.

Man kann anstatt mit den ,,Richtungen&quot; im Linienraum

auch, wie es Koenigs tut, mit den Korrelationen operieren;
aber der Richtungsbegriff ist anschaulicher. Hat die feste

Korrelation die Zeiger s
, a , Pf

statt 0,0, P ,
so tritt an

Stelle von (18):

(18a) (e
~ s } tg(a

-
&amp;lt;* )
= P -f P .

20. Die Umgebung ernes Kongruenzstrahles.

Wenn wir zu eiiiem Strahl s einer Kongruenz durch

den Ursprung des Zeigersystems eine Parallele ziehen und
mit einer Einheitskugel um den Ursprung in S zum Schnitt

bringen, so heiBt S die spharische Abbildung von s.

Die Umgebung von s wird so auf eine Umgebung von S

abgebildet*). Ziehen wir durch S auf der Kugelflache oo1

Kurven nach alien Richtungen, so entsprechen diesen oo 1

Regelflachen. Je zwei Bildkurven, die sich in S beruhren,

entsprechen zwei Regelflachen, die sich langs s beruhren.

Entsprechend den oo1
Richtungen auf der Kugelflache sind

auch in der Kongruenz, wie schon erwahnt, nur oo 1 Fort-

schreitungsrichtungen enthalten. Es konnen also zwei der

drei Zeiger ^,P, a, welche die Richtung im Linienraum

bestimmen ( 19), als Funktion des dritten aufgefaBt werden,
und diese Abhangigkeit wollen wir jetzt aufsuchen.

*) Diese Art der Abbildung ware nur fur solche Kongruenzen
ausgeartet, die sich in oo1

Zylinderflachen zerfallen lassen; wir

nennen sie der Kiirze halber zylindrische Kongruenzen,
die anderen nichtzylindrische.
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Wenn die rechtwinkligen homogenen Linienzeiger qlt ... q^

als Funktionen zweier Parameter w, v gegeben sind

(19) qi
= qi(u,v),

(19a)

so ist dadurch eine Kongruenz bestimint. Wir wollen die

Umgebung eines Strahles s , dem die Parameterwerte UQ ,
v

entsprechen, untersuchen und durfen, da u
,
v v als

neue Parameter eingefuhrt werden konnen, voraussetzen,
daB u = V = ist. Wir setzen ferner fur die Umgebung
von s die Entwickelbarkeit der Zeiger in Taylorsche Reihen

voraus und verlegen nach s die ^-Achse des rechtwinkligen

Systems und gleichzeitig die Achse eines naturlichen Zeiger-

systems. Wenn wir noch

bezeichnen, so ist fur die Umgebung von s

/O/Yv i i

mit Ausnahme von

Fiihren wir dies in die aus (9) folgende Gleichung (9 a),

namlich

(9 a)

ein, so erhalten wir

(21) Z =

wobei

(22)
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Es hangt also limZ=z, wie zu erwarten, nur von v.u ab.

Im Nenner steht im allgemeinen eine definite quadratische

Form; denn es ist identisch:

LN-M* = (qlu q* v
- qlv q2)

2
-

Schon hieraus kann man entnehmen, daB die Werte auf

ein endliches Intervall beschrankt sind.

Wir wollen aber, um dies genauer zu untersuchen, zu-

nachst eine Vereinfachung vornehmen, die zugleich eine

groBere Anschaulichkeit mit sich fuhrt: Wir setzen voraus,

die Parameter u
,
v seien mit ql , q9 identisch (wodurch nur

die zylindrischen Kongruenzen vorlaufig ausgeschlossen

werden), und die Gleichungen der Kongruenz seien so ge-

schrieben, daB

(23) J? = l.
1

Dann sind u, v, wie wir jetzt statt ql , q% schreiben, zu

gleich die ersten beiden rechtwinkligen Zeiger der spharischeii

Abbildung. Ferner folgt aus den Gleichungen (8)

(24)

u2 uv .

sin2* , -. .

= sum cos*
,

cos2 a .

Aus (21) und (24) ergibt sich nun*):

(25)
=

q$ n sin 2
&amp;lt;% -}- (q u q$ v) sina cosa #4,, cos

:

*) Diese Gleichung (25) und die folgende (27) gilt also fur

jeden Strahl einer nichtzylindrischen Kongruenz, in dessen Um-
gebung tiberhaupt eine Entwicklung der Zeiger in eine Taylor-
sche Keihe mSglich ist. Die Strahlen, bei denen dies nicht der

Fall ist (z. B. wenn eine der partiellen Ableitungen^
unendlich

wird) und auch diejenigen, bei denen samtliche Kpeffizienten
in

(25) und (27) verschwinden ,
rechnen wir zu den singularen. Es

genugt, die Entwickelbarkeit von qt und q6 nach u
,
v voraus-

zusetzen; dann folgt aus (19) und (23) dasselbe fur & und q6 .

Uberhaupt kann man sich vorstellen, dafi die Kongruenz als

zweifache Mannigfaltigkeit innerhalb einer vierfachen nur yon
zwei Funktionen (etwa q4 und q6 ) abhangt. Uber die Definition

der singularen Strahlen vgl. 34.
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Aus (19 a) und (23) erhalten wir

-f

77

(26)

Fiihren wir dies in

CO U2
-}- V

-f

ein, so kommt nach (24):

(27) P = #4 M sin 2a -
(q v + Qs

Da die Koeffizienten in den Gleichungen (25) und (27) fur

die Umgebung eines festen Ausgangsstrahles konstant sind,

haben wir hiermit schon die gewiinschte Abhangigkeit der

Zeiger g und P der Fortschreitungsrichtungen vom dritten

Zeiger a gefunden. Wir konnen aber noch durch Ver-

schiebung des natiirlichen Zeigersystems langs s und durch

Drehung um s weitere Vereinfachungen erzielen und be-

rechnen zu diesem Zwecke zunachst die Lage gewisser aus-

gezeichneter Punkte und Ebenen: Die Extreme von e sind

durch die Gleichung

(28)

bestimmt, zu der zwei zueinander senkrechte Ebenen

gehoren; sie heiBen die Hauptebenen des Strahles s.

Bezeichnen wir

(28 a) D
so sind durch

(29)

(30)

sin2

cos2 a =

D

-D
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die beiden Hauptebenen getrennt, und zwar entspricht (29)
das Minimum gt ; (30) das Maximum #2 von z . Die Punkte,
die diesen extremen Werten z entsprechen, heiBen Grenz-

punkte, der Halbierungspunkt der Strecke zwischen den

Greuzpunkten heiBt Mittelpunkt M des Strahles s, die

Normalebene von s in J/Mittelebene von s; die Normal-
ebenen in den Grenzpunkten heiBen Grenzebenen. Be-
rechnet man die Werte g , 2 ,

so findet man als geometrische

Bedeutung von D:

(31) D = z2
- %

(also den Abstand der Grenzpunkte), als Zeiger z$ des

Mittelpunktes :

(32) z,
= g-^ = 25,.

-
24,

Verlegen wir nun den Ursprung in den Mittelpunkt, so ist

(33) qsu = qt v
= -C.

Verlegen wir die Ausgangsebene (18) in eine Hauptebene,
so ist

(34) q&0 = qu = C ;

verlegen wir sie aber in eine Halbierungsebene der Winkel
zwischen den Hauptebenen, so ist:

(35) 25u = -04.= ~C&quot;.

Je nachdem wir die Vereinfachung (33) zugleich mit (34)

oder (35) eintreten lassen (im zweiten Falle (7 = (7&quot;=0),

erhalten wir an Stelle von (25) und (27) die Gleichungen:

(25 a)

(27 a) P
oder

(25b) e =

(27 b) P = #

von denen wir die letzteren der Diskussion zugrunde

legen werden. Zunachst aber wollen wir durch Auswahl

einer der beiden Hauptebenen die Beziehung der Umgebung
von s zum ausgezeichneten Zeigersystem vollkommen ein-

deutig machen: Schreiben wir die Gleichungen (25b) und
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(27 b) in der Form

und drehen danii die Ausgangsebene um 90, so vertauschen

sich die beiden Koeffizienten in der zweiten Gleichung und der

in der ersten andert sein Zeichen. Wenn also wederA noch IB

Null 1st, konnen wir immer einen der beiden Falle erreichen :

(I) A&amp;gt;Q&amp;gt;B.

(II) |U|^|-4| (beide gleichbezeichnet),

denen wir hinzuzufugen haben:

(HI) A = Q, B^Q.
Die entsprechenden drei Strahlenarten nennen wir regulare
nicht zylindrische Strahlen. Es hatte nun keine Schwierig-

keit, sich in den verschiedenen Fallen eine Vorstellung von
den oo * beruhrenden Schraubenflachen zu machen, durch

welche wir die in der Umgebung von s vorkommenden

Fortschreitungsrichtungen nach 19 reprasentieren konnen

(wenn P= ist, tritt ein Strahlenbiischel an Stelle der

Schraubenflache). Es ist aber noch deutlicher, die gewonnenen
Ergebnisse zuerst auf die Hauptstrahlen der Strahlennetze

anzuwenden, weil wir sehen werden, daB sich die Um
gebung eines regularen Strahles einer beliebigen Kon-

gruenz ebenso verhalt.

Vorher aber bemerken wir, daB sich bei den zylin-
drischen Kongruenzen voraussetzen laBt, q1} q2 &amp;gt; ^3 seien

Funktionen des einen Parameters u allein; dann wird in (22)M=N=C = und aus (21):

Der Zentralpunkt der Regelflachen durchlaufb also den ganzen
Strahl (auBer wenn auch _B = 0). Ebenso verhalten sich in

dieser Beziehung einzelne Strahlen der nichtzylindrischen

Kongruenzen, fiir die bei passender Wahl der Parameter

wird. Wir nennen sie zylindrische Strahlen. Uber das P
dieser Strahlen vgl. 22, SchluB.
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Durch Elimination von a aus den Gleichungen (36)
erhalt man die Beziehung zwischen P und z\

(36a) (P-A) (P B) + g* = 0.

Die analoge Beziehung bei den zylindrischen Strahlen ist

linear und wird aus (21 a) und (46a) erhalten (p
2 =

1) .

Die erste Gleichung (36) druckt ein Gesetz aus, das
schon von Hamilton (1830) gefunden wurde. LaBt man
namlich die Vereinfachung (34) allein eintreten und be-

zeichnet die extremen Werte von a mit r^ und r, ,
so nimmt

(25) die Gestalt

(25c) z = /
1
cos 2a -f r2 sin

2
.

an. Diese Gleichung heifit Hamiltonsche Gleichung und
ist der ersten Gleichung (36) gleichwertig. Dagegen scheint

die zweite Fundamentalgleichung (36) zuerst bei Mannheim
(Liouv. J. (2) 17, S. 126 [1872J und Ge*om. cine*m., S. 284)

aufzutreten, obgleich Cesaro beide Gleichungen als Formeln
von Hamilton bezeichnet (Vorl. uber naturliche Geom.,

211)*).
Zu jeder Fortschreitungsrichtung (&) in der Kongraenz

gehoren gewisse andere, namlich die ,,symmetrische&quot; ( a),

die ,,quasiorthogonale
a

-?;--}-#**)&amp;gt;
die ,,komplementare&quot;

In \
^

.

i-j; oc\ . Diese Beziehungen sind gegenseitig, so daJB man

von ,,zwei symmetrischen&quot; usw. Bichtungen sprechen kann.

Man kann aus den Gleichungen (36) unmittelbar ablesen, in

welcher Beziehnng die beiden Werte g oder die beiden

Werte P stehen, die zu zwei auf diese Art zusammen-

gehorigen Richtungen gehoren; wir iiberlassen es deshalb

*) Allerdings findet sich bei Kummer, J. f. M., Bd. 57, S. 200

eine Formel fur P (dort
-j-j

als Funktion eines unabhangigen

Parameters t; aber t hat nicht unmittelbar die Bedeutung eines

Azimuts um den betrachteten Strahl, deshalb gestattet die Formel
keine einfache geometrische Deutung und wird auch gar nicht
welter diskutiert. Die Gleichung (36a) kann bis auf eine Vor-

zeichenbestimmung eine der Gleichungen (36) ersetzen und findet

sich ebenfalls bei Cesaro, in geometrischer Form auch bei Mann
heim (Geom. cine&quot;m., S. 281, Theorem 8 ).

**) Sie ist nicht im Sinne des 46 orthogonal zu (a).
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dem Leser, dies in Worten auszusprechen*). Auch sieht

man, daB die quasiorthogonale Kichtung der symmetrischen
die komplementare 1st, u. dgl.

21. Die Umgebung der Hauptstrahlen der Netze.

Um die Gleichungen (25 b) und (27 b) auf die Hauptstrahlen
der Netze anzuwenden, mussen wir die Gleichungen (78 a),

(83) und (85) in Bd. I, 55 zuerst durch ^q\ -f q\ -f q%

dividieren, um die Bedingung (23) zu erfiillen. Fuhren wir
dann die so geanderten GroBen q1 , q2 als neue Parameter
ein und bezeichnen sie mit u, v, so erhalten wir fur das

hyperbolische Netz

(37) &amp;lt;?4=
cw

tg&amp;lt;p, q5
= cvcoty,

wobei 299 der Winkel der Brennlinien, 2c der kurzeste Ab-
stand derselben ist; fiir das elliptische Netz:

{ Q)

(38) qi
= cmu, qb

= - -,m
wobei 2c der Abstand der beiden Potenzebenen ist, m das
Achsenverhaltnis der Kehlellipsen der koaxialen Hyperboloide,
in die das Netz zerlegt werden kann; fur das parabolische
Netz:

(39) qt--=0, &amp;lt;?5

=
-J;

in alien drei Fallen ist hinzuzufugen:

Es ist in der Tat q5u = q v
= () ) also sind die Bedingungen

fiir die Anwendbarkeit der Gleichungen (25 b) und (27 b)
erfiillt und man erhalt fiir das hyperbolische Netz

(40) z=c -, P = c(tg99sin
2# cot^ cos 2

a) ,
sin jdw

*) Die entsprechenden Beziehungen zwischen den ,,Nachbar-
strahlen&quot;, zu denen zwei symmetrische oder zwei quasiorthogonale
Richtungen fuhren, finden sich (unter anderen Bezeichnungen)
bei Hensel (J. f. Math., Bd. 102, 1888). Der dortige Satz uber
,,Diametralstrahlen&quot; ist selbstverstandlich, sobald man den Begriff
der Richtung im Linienraum einfiihrt.

Zindler, Liniengeometrie. 6
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fur das elliptische:

1 _ m2
^ /

(41) 8 = c ---
sin2&amp;lt;%, P= c(msin

2 a -\
Aw, V

fur das parabolische :

sip2*

Da in (40) c stets positiv und (p ein spitzer Winkel ist

(Bd. I, 55, a), in (41) stets &amp;lt;m^l und c bei den rechts-

gewundenen Netzen positiv ist (Bd. I, 55, c), so ordnen
sich die Gleichungspaare (40), (41), (42) der Reihe nach
unter die Falle (I), (II), (III) des vorigen Paragraphen unter,
die eben rnit Rucksicht auf diese einfachsten Beispiele so

normiert wurden. Vergleicht man die Ausdrucke fiir e mit

der dritten Gleichung

des Zylindroids (Bd. I, 75), so folgt fur alle drei Falle

(vgl. Bd. I, Satz 162):
Satz41: Die Zentraltangenten aller Regelflachen,

die durch den Hauptstrahl eines Netzes gehen,
liegen auf einem Zylindroid, dessen Gesamthohe
2h in den drei Fallen der Reihe nach durch

2c c II
(43) 2h == ~^- , 2h = (1 m 2

) ,
2h = -i

&quot;*~~ m I 1

bestimmt ist*).

Nur fur den Fall daB P= ist, wo also der Haupt
strahl zugleich Kuspidalerzeugende wird, ist an Stelle der

Zentraltangente die im Kuspidalpunkt errichtete Normale
auf die langs der Kuspidallinie beriihrende Ebene (die

,,Kuspidalebene&quot;) der Regelflache zu setzen, weil die

Grenzlage des kurzesten Abstandes in diese Linie ubergeht.
Dieser Fall kann nur bei den hyperbolischen und para-
bolischen Netzen eintreten und zwar wird bei den ersteren

P=0 fur

(44) tg* = + 00199 .

*) Man beachte, dafi 2 ft zugleich der Abstand der Grenz-

punkte und in der ersten Gleichung 2c der Abstand der Brenn-

punkte ist.
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In der Tat stimmt dies mit der folgenden unraittelbaren

Uberlegung uberein (vgl. Bd. I, Fig. 73 und die Diskussion

daselbst): Wenn eine Brennlinie den Hauptstrahl in S
schneidet und man zieht durch S diejenige Parallele

ft
zur

Mittelebene, welche die andere Brennlinie If senkrecht kreuzt,
so liegt auch

ft
auf dem Zylindroid und ist als Grenzlage

des kurzesten Abstandes derjenigen Netzstrahlen zu be-

trachten, die sich in S schneiden, also dem Biischel ($, b
f

)

angehoren. Die Ebene dieses Biischels ist Kuspidalebene
fur alle Regelflachen, die man durch die Verbindungslinien
zweier Punkte P, P definiert, von denen Pf auf & mit

endlicher Geschwindigkeit den Schnittpunkt mit dem Haupt
strahl durchsehreiten, dagegen P auf b so nach S gelangen

moge, dafi dort die Geschwindigkeit Null wird (wobei im

gewohnlichen Fall P in S umkehren wird). Die Linie
ft

und die analoge ft trennen auf dem Zylindroid die beiden

Gebiete, fur welche die zu den Zylindroidstrahlen als Grenz-

lagen der kurzesten Abstande gehorigen Werte P verschiedene

Vorzeichen haben.

22. Die extremen Werte des Verteilungsparameters.

Aus dem Werte von -
(GIeichung(36)) entnimmt man

unmittelbar:

Satz 42: Die Extreme von P gehoren zu den-

jenigen Regelflachen der Kongruenz, deren Zentral-

tangenten in die Mittelebene von s fallen.

Wir hatten hier ebensogut sagen konnen ,,deren Zentral-

ebenen die Halbierungsebenen der Winkel zwischen den

Hauptebenen sind f und wollen diese Zentralebenen als

,,Krummungsebenen&quot; bezeichnen, weil ihr Azimut a den-

jenigen Fortschreitungsrichtungen der Kongruenz zugehort,
in denen die beriihrenden Schraubenflachen, wie aus 3,

Gleichung (27) hervorgeht, in ihren Zentralpunkten extreme
Werte des Krummungsmafies haben. Z. B. sind also fur
die Hauptstrahlen der Netze bei der Lage des Zeigersystems,
wie sie in Bd. I, 55 a, c, d) und auch hier stets gewahlt
wurde, die XZ- und die YZ- Ebene die Krummungsebenen,
dagegen die Ebenen y = + x die Hauptebenen.

6*
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Die extremen Werte von P sind vom Zeigersystem

unabhangige Zahlen, die zugleich mit den Konstanten A
und B der Normalform (36) identisch sind. Diese

aber hangen wieder in einfacher Weise (vgl. den nachsten

Paragraphen) mit gewissen anderen Konstanten zusammen,
die fiir die Umgebung des betrachteten Strahles charakter-

istisch sind. Es ist daher wichtig, die Extreme von P fur

eine beliebige Lage des Strahles gegen das Zeigersystem
zu berechnen: Wir setzen jetzt voraus, die Zeiger p des

Kongruenzstrahles seien als Funktionen irgend zweier Para

meter u, v gegeben:

(45) pv =pv (u,v).

Es ist nach den Bezeichnungen in Bd. I, 37 :

P = lim -pq .

w 2

Hier haben wir, wenn die Umgebung des Strahles pv (u, v)

betrachtet werden soil, die Entwicklungen von pv(u+ u
,
v -f- b)

fiir qv in die Ausdriicke fiir M und w 2 einzusetzen. Durch

partielle Differentiation der Identitat

6

]?Pvpv+t =
1

findet man:

6 6

^Pv+SPvu = 0, ]pV+3Pw= 0,
1 1

6 39 6

T v 2 -1
+ * upvu U8W-

Setzt man noch = I
,
so erhalt man

*) Im Zahler ist die alphabetische Ordmmg R, S, T em-

gehalten, aber nicht im Nenner, weil v zu F in derselben Be-

ziehung steht. wie u zu U .
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Dabei 1st

(47)

(48)

\2 &quot;TT

W=
und die Summen in (48) beziehen sich auf noch zwei andere

Glieder, die durch zyklische Vertauschung der Marken 1, 2, 3

hervorgehen. Die Werte, welcheP zu einem Extrem machen,

ergeben sich aus der Gleichung*)

(49)

oder

(50)

U R X

W 8 -A

V T 1

Es kommt uns weniger auf die Berechnung dieser Werte A

an, als auf die zugehorigen extremen Werte P6 ;
fiir diese

entnehmen wir unmittelbar aus (46) und (49):

(5D

Eliminieren mr aus (50) und (51) das A, so erhalten wir

die quadratische Gleichung fiirPe ,
deren Wurzeln die Werte A

und B der Gleichung (36) sind (iiber die Ausfuhrung dieser

Elimination vgl. Scheffers, a. a. O.):

Insbesondere ist:

(52) AS BT ~ S2 UT-2WS + VR
UV-W^

Es kann sein, daB P von A unabhangig wird, indem
die Koeffizienten im Zahler und Nenner von (46) einander

*) Ganz analog ist die Aufgabe der Flachentheorie
,

die

Hauptkrummungshalbmesser in einem Punkte einer Flache zu
finden. Vgl. z. B. Scheffers, Theorie der Flachen, S. 116 f.
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proportional werden. Ein solcher Strahl heifie isotrop.
Die BedingUDgen fur ihn sind:

(53) UT-VR = Q, US-WR = 0, VS-WT=0,
unter denen sich zwei unabhangige befinden*). Die Strahlen,
fiir die A = B ist, nennen wir aus einem spater ( 30)
ersichtlichen Grunde Normalstrahlen. Die Bedingung fur

einen solchen ist also:

(53 a) UT
Satz 43: Die isotropen Strahlen einer Kongruenz

sind im allgemeinen isoliert, die Normalstrahlen
bildeii eine Regelflache**).

Es mag noch bemerkt werden, daB nicht nur U , F,
sondern auch UV W2 wesentlich positiv ist, weil es sich

nach der Identitat (24) des 3 als Summe dreier Quadrate
darstellen lafit.

Fiir die zylindrischen Strahlen wird ( 20, SchluB)
T= F = TF=0 und

(46 a) P

P durchlauft alle Werte zwischen oo und -j-oo (aufier

wenn auch S = 0).

Eine Kongruenz, deren samtliche Strahlen isotrop sind,

heiBt selbst isotrop; eine Kongruenz, deren Strahlen alle

Normalstrahlen sind, heifit eine Normalenkongruenz (vgl.

30).

*) Wenn yon den Determinanten einer Matrix mit zwei
Zeilen und drei Spalten zwei versc^iwinden, so kann man im
allgemeinen schliefien, dafi auch die dritte verschwindet; nur
dann nicht, wenn das Verschwinden jener zwei dadurch entsteht,
dafi die Elernente der gemeinsamen Spalte beide Null sind. Dieser
Fall wird in 28 wichtig werden.

**) Dieser Satz ergibt sich auch mit den Hilfsmitteln des

folgenden Paragraphen; in der Tat ist es fiir das Hauptnetz eine

zweifache Bedingung, dafi jede seiner Brennlinien den unendlich
fernen imaginaren Kugelkreis trifft, dagegen nur eine einfache,
dafi sich seine Brennlinien senkrecht kreuzen. Analog sind ja
die Kreispunkte einer Flache im allgemeinen isoliert. dagegen
diejenigen in Kurven angeordnet. deren Indikatrix eine gleich-

seitige Hyperbel ist.
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23. Die bcriihrenden Strahlennetze und das
beriihrende Schrauhenbuschel.

Die Ergebnisse des 21 lassen sich wortlich auf die

Umgebungen der regularen Strahlen einer beliebigen Kon-

gruenz iibertragen, bei der wir A und B nach 22 als

bekannt betrachten kdnnen; denn man kann im Falle (I)

(vgl. S. 79) die Gleichungen

ccot&amp;lt;p
= -Jo,

im Falle (II) die Gleichungen

cm = A, - = B
m

reell nach c und
&amp;lt;p

oder c und m so auflosen, dafi diese

Grofien auch die anderen nach (40) bis (42) angegebenen

Bedingungen erfullen:

A

(54,
*

(55)

(56) K= (fur III),

wobei in (55) das Vorzeichen von c dem gemeinsamen
Zeichen von A und B entgegengesetzt zu wahlen ist Also
laBt sich immer ein Strahlennetz finden, fur welches eins der

Gleichungspaare (40) (42) mit den gegebenen Gleichungen (36)
identisch wird. Wenn ein Strahlennetz N und eine beliebige

Kongruenz C einen Strahl 5 und alle Richtungen im Linien-

raum, die von s ausgehen, gemeinsam haben, so sagen wir,
C und N beriihren sich in s. Dann konnen wir das

letzte Ergebnis so aussprechen:
Satz 44: Zu jedem regularen nichtzylindrischen

Strahl s einer beliebigen Kongruenz C gibt es ein

Strahlennetz, das in seinem Hauptstrahl C beruhrt.
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Die Konstanten, die seine Form and GroBe be-

stimmen, sind durch eine der Gleichungsgruppen (54)
bis (56) eindeutig bestimmt.

Wir wollen dieses Strahlennetz zum Unterschied von
anderen ebenfalls in s beruhrenden Netzen das Hauptnetz
des Strables s nennen. Je nachdem das Hauptnetz eines

Strahles s hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ist, sei 5

selbst hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ge-
nannt. Das zum Hauptnetz gehorige Zylindroid heiBe auch

Zylindroid des Strahles s; seine auBersten Erzeugenden
liegen in den Hauptebenen von s. Die Satze und Uber-

legungen des 21 lassen sich nun mittels des Hauptnetzes
auf beliebige Kongruenzen ubertragen: Zunachst wollen wir

auch hier die Verbindungsebenen der Brennlinien &, V des

Hauptnetzes mit s als Brennebenen, ihre Schnittpunkte
mit s als Brennpunkte von s bezeichnen. Aus (36)

geht hervor, daB der Halbierungspunkt der Strecke zwischen
den Brennpunkten mit dem in 20 definierten Mittel-

punkt identisch ist. Wenn S der Schnittpunkt (s, b)

ist, ebenso S ^(s, V), so ist Sb die Kuspidalebene fur

solche in C enthaltene Regelflachen, die ihren Kuspidalpunkt
im Brennpunkt S haben und umgekehrt. Die beiden Brenn
ebenen sind nicht etwa die durch die Gleichung (44) be-

stimmten, sondern die darauf senkrechten (vgl. die Uber-

legung im AnschluB an diese Gleichung). Die parabolischen
Strahlen haben nur einen Brennpunkt und eine Brennebene.

Alle Regelflachen, die von einem elliptischen Strahle einer

Kongruenz ausgehen, sind in der Umgebung dieses Strahles

gleich gewunden, weil P nach (36) in diesem Falle immer
einerlei Zeichen hat. Darnach nennen wir die Kongruenz
selbst an dieser Stelle links oder rechts gewunden, und
zwar entspricht der erstere Fall positiven Werten A, B
(vgl. 1).

Unter den hyperbolischen Strahlen sind diejenigen hervor-

zuheben, bei denen das Hauptnetz rechtwinklig ist; hier

wird nach (40) oder (54) A = B, wir finden also die

Normalstrahlen des vorigen Paragraphen wieder. Hier

liegen die Brennlinien des Hauptnetzes zugleich in den

Hauptebenen. Brennpunkte und Grenzpunkte fallen wegen

2(p
= zusammen, ebenso Brennebenen und Hauptebenen.
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Die Gleichungen (40) nehmen die einfache Gestalt an:

(40a)
= csin2o;, P == ccos2& .

Unter den elliptischen Strahlen sind diejenigen hervorzuheben,
fur welche das Hauptnetz ein Rotation snetz wird (m=l).
Aus den Gleichungen (41) wird hier:

(41 a)
= 0, P= c.

Die Grenzpunkte fallen in den Mittelpunkt zusammen. Wir
erkennen hierin die im vorigen Paragraphen definierten

isotropen Strahlen.

Wenn in einem regularen Strahl s einer Kongruenz C
auBer dem Hauptnetz JV noch ein anderes Strahlennetz N*

beriihrt, so mussen sich auch N und N beriihren. Wir
haben also, urn die Frage nach alien beriihrenden Netzen
eines Strahles s zu erledigen, nur die Beriihrung zweier

Strahlennetze N und N
,
wobei der gemeinsame Strahl fur

das eine Netz N der Hauptstrahl ist, zu untersuchen, d. h.

wir haben fur einen beliebigen Strahl s eines Netzes IIP das

Hauptnetz N zu suchen.

Fiir die hyperbolischen Netze ist die Frage un-

mittelbar zu beantworten: Wenn s die Brennlinien &, V von
N in T, T schneidet und mit ihnen durch die Ebenen s, e

verbunden ist, so lassen sich Regelflachen mit den Kuspidal-

punkten T, T und den Kuspidalebenen c, e bilden; also

miissen T, T die Brennpunkte, e, e
f
die Brennebenen des

Strahles s sein und das Hauptnetz ist durch diejenigen
Strahlen der Biischel (S, e

), (S , e) als Brennlinien definiert,

die auf s senkrecht stehen. Umgekehrt wird durch je einen

beliebigen Strahl beider Buschel ein allgeraeines beruhrendes
Netz definiert, weil alle diese Netze zum selben Hauptnetz
zuruckfiihren.

Satz45: Es gibt in einem regularen Strahl einer

Kongruenz oo 2 beruhrende Strahlennetze, die alle

gleichartig sind*).
Es ist namlich selbstverstandlich, daB ein derartiger

Satz von der Realitat der Brennpunkte unabhangig ist,

wenigstens solauge die Konstantenzahl der Netze dieselbe

bleibt. Wir wollen ihn aber doch noch auf anderem Wege

*) NSmlich entweder alle hyperbolisch, oder alle elliptisch,
oder alle parabolisch.
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beweisen, um auch fur die elliptischen und parabolischeu
Strahlen etwas naheres fiber die Mannigfaltigkeit der be-

riihrenden Netze zu erfahren und weil die betreffenden

Fonneln noch zu anderen Zwecken nutzlich sein werden.

Vorher aber werfen wir noch einen Blick auf das

andere Hilfsmittel, mit dem man die Umgebung eines Kon-

gruenzstrahles, soweit ihre Eigenschaften von keinen hohereu

als ersten Ableitungen der Linienzeiger abhangen, ebenfalls

beherrschen kann; das ist namlich die Gesamtheit der in

20 erwahnten oo 1 beriihrenden Schraubenflachen
,
welche

das ,,beriihrende Schraubenbuschel @&quot; ausmachen. Der
Strahl s, langs dessen die Beruhrung stattfindet, soil auch

Hauptstrahl von @ heiBen. Fur eine beruhrende Schrauben-

flache ist nicht nur Km * P, sondern uberhaupt ( 20):

- = P.
O)

Wir suchen zunachst diejenigen Regelflachen in @ ,
die

durch a) = const definiert sind, die ,,Regelflachen kon-
stanter Neigung&quot;. Fur sie erhalt man nach (36):

a = co (A sin 2a -+- S cos 2
a) .

Dies ist schon (in Polarzeigern a, a) die Gleichung der-

jenigen Kurve, die entsteht, wenn man alle kiirzesten Ab-
stande auf eine zum Hauptstrahl senkrechte Ebene projiziert.

Sie ist eine Kurve sechsten Grades (Hensel, J. f. Math.,

Bd. 102) und wird fur den Fall der Normalstrahlen (A= B)
zum ,,Vierblatt&quot;:

a = .Z?cocos2& .

Die Regelflache konstanter Neigung selbst ist jedoch von

der vierten Ordnung (Satz 26), weil sie durch einen un-

endlich fernen Kreis und die zwei Brennlinien als Leit^

kurven definiert ist

Die ,,Regelflachen konstanten Abstandes&quot; sind

durch a = const definiert. Wir wollen ihre Leitkurve L
in der unendHch fernen Ebene aufsuchen und L durch den

Verbindungskegel mit dem Ursprung darstellen. Es ist:

A sin 2a -f- jBcos%
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Da aber nur die Umgebung des Hauptstrahles von @ Be-

ziehung zur beruhrenden Kongruenz hat, konnen wir, um
Satze zu finden, die naherungsweise von der Umgebung
eines Strahles einer beliebigen Kongruenz gelten, tgco an

Stelle von co schreiben. Setzen wir nun

tgco
=

so mussen wir, weil die Projektion eines Strahles und seines

kiirzesten Abstandes auf eine Nonnalebene von s selbst zu-

einander senkrecht sind, setzen:

x~ v~
sin% = -- --

, cos% -~ -
,

um die Gleichung von ^ zu erhalten:

(Ax* + By*Y = 2
(^

2 + y*)**&amp;gt;

wobei a ein kleiner Wert ist. ^ ist also von der vierteii

und die Regelflache konstanten Abstandes von der achten

Ordnung.

24. Die Umgebung beliebiger Strahlen ernes Netzes.

a) Wir wenden die Ergebnisse des 22 auf einen be

liebigen Strahl s eines elliptischen Netzes an, wobei wir

die einfachste Darstellung zugrunde legen:

emu

(57)

m
In der Tat genugen die p den beiden linearen Gleichungen:

c
(58) p -f- cwip* = pt. -j p&amp;lt;9

= .m
Um die geometrische Bedeutung der Parameter u, v zu er-

kennen, vergleichen wir diese Darstellung mit der in Bd. I,

55 gegebenen:
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(59) p2
= mx Ps = cx

wo x und y die Zeiger des Schnittpunktes von s mit der

Mittelebene sind, und finden:

(60)

Nun ergibt 22:

(61)

* *

=
,

v = mxm

T ~

m

(62) = -
fm(

a + c2) + (v
c L Wb

Wir bezeichnen jetzt fiir das Hauptnetz des Strahles s die

GroBen c und m mit C und Jf ,
wahrend die kleinen Buch-

staben eben fur den Hauptstrahl des Netzes (wo das

Hauptnetz mit dem gegebenen Netz selbst zusammenfallt)
vorbehalten bleiben mussen. Bezeichnet man noch zur Ab-

kurzung

(63) m(w 2 + c --(v
2 + c 2

) a ,

so folgt aus den Gleichungen (55) und (62), weil A von den

beiden durch (62) bestimmten GroBen nach 20 den kleineren

absoluten Betrag haben soil:

(64) M =

Alle Wurzeln sind positiv zu nehmen. Hiermit ist Form
und GroBe des Hauptnetzes fiir einen beliebigen Strahl w, v

bestimmt.
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Stellen wir uns nun auf den Standpunkt des vorigen

Paragraphen und denken uns C und JSI seien die Konstanten

des Hauptnetzes eines elliptischen Strahles einer beliebigen

Kongruenz, so sehen wir aus den Gleichungen (64) neuer-

dings, daB es oo 2 beriihrende Netze gibt. Denn wenn C und
M gegeben sind, konnen wir von den GroBen u, v, c, m
zwei, etwa u, v, willkiirlich wahlen. Dann sind c und a als

wesentlich positive GroBen eindeutig bestimmt, namlich

r
2

SchlieBlich ist m durch die quadratische Gleichung (63)

bestimmt.

Wir suchen jetzt die isotropen Strahlen eines elliptischen
Netzes. Die Bedingungen (53) werden hier:

uv = 0, m(u2 + c2
) (v

2 + c2
)
=

/w

und werden nur erfullt durch

(65) u -=
,

v = cym2 1

oder durch

(65a) v = 0, u = 1/1 m 2
.m

Nur das zweite Losungspaar ist reell.

Satz 46: Ein elliptisches Strahlennetz hat zwei
reelle isotrope Strahlen, die nur fur ein Rotations-
netz in den Hauptstrahl zusammenrucken.

Aus (60) finden wir die Schnittpunkte der isotropen
Strahlen mit der Mittelebene:

x = Q, y = c^l m2
.

Sind nun a, ~b die Halbachsen, e die Exzentrizitat irgend
einer Ellipse des Satzes 109 (Bd. I), so ist

Also sind nach Bd. I, 55, c)*) die groBen Halbachsen r der-

jenigen beiden kongruenten Ellipsen E ,
E

,
die von den

*) Aus den Gleichungen fur r cosi* und r sinw (a. a. 0. S. 180)

folgt namlich, dafi der dortige Winkel u gleich 45 wird.
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isotropen Strahlen getroffen werden:

(66) r-

Hiernach konnte man die isotropen Strahlen konstruieren.

Sie treffen sowohl E als E in den Endpunkten solcher

Durchmesser, die ihren konjugierten gleich sind.

Bei einem Rotationsnetz nennen wir r den Abstand des

Schnittpunktes eines Strahles mit der Mittelebene vom Haupt-
strahl. Dann vereinfachen sich die Gleichungen (64) zu

(64 a)
C =

b) Bei einem hyperbolischen Netz gehen wir von
der Darstellung aus:

= V2
COt(jp U2

tg&amp;lt;p

Da die Zeiger , ^ des Schnittpunktes eines Strahles mit

der Mittelebene nach Bd. I, 55, a) durch

x 4.

usw. gegeben sind, so findet man durch Vergleich der Dar

stellung (67) mit den Gleichungen (78) in Bd. I, 55 als

geometrische Bedeutung der Parameter u , v :

(68) w = ?7cot99, t&amp;gt;

oder auch

(68a) u = %(6 d)cos&amp;lt;p,
v =

Nun folgt aus 22:

(61a) jR = ctg9?, T=
(die ubrigen Grofien (61) bleiben unverandert) und analog
wie fruher aus (52):

A + B= [(*
2
-f e2

)tg&amp;lt;p

-
(v

2 + c2
)cot&amp;lt;p] ,
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ferner aus (54), wenn

(tt
2 + c&amp;lt;2

)t%&amp;lt;P

~
(
v2 + C2

)cOtcp
= T

gesetzt wird*):

(70) C = ju
2 + v2 + c2

,

2c
(70a)

T T

Die Normalstrahlen des Netzes sind durch tg = 1 , also

T = bestimml Gehen wir auf die Parameter 6 ,
df

zuruck,
so erhalten wir

(71)

also nach Bd. I, Aufgabe (72) ein Hyperboloid.
Satz 47: Die Flache der Normalstrahlen eines

hyperbolischen Netzes ist ein Hyperboloid, das
beim rechtwinkligen Netz in zwei Strahlbiischel
zerfallt.

c) Fur ein parabolisches Netz wahlen wir die Dar-

stellung (Bd. I, 55, d):

= u & =
cosv

(72)

und finden mittels

(61b) T= _ 1

Ksin 2v

I
(73) A=*0, ^--^ -.Ksm 2v

Bezeichnen wir die Konstante K fur einen beliebigen Strahl

des Netzes mit K
, wahrend K fur den Hauptstrahl vor-

behalten bleibt, so ist nach (56):

(74) K -

*) PGr &amp;lt;p

&amp;lt; 45 und u=v=Q wird
T&amp;lt;0, aber tg2$=

dadurch rechtfertigt sich das Minuszeichen in (70 a).
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Satz48: AlleStrahlen eines parabolischen Netzes,
die demselben Buschel angehoren, haben kongruente
Umgebungen (mit Ausnahme der Brennlinie).

Wollen wir also fiir einen parabolischen Strahl, dessen
Brennebene /?, Brennpunkt B und dessen Wert K gegeben
sind, ein beriihrendes Netz finden (das auch parabolisch
sein muB), so konnen wir seine Brennlinie innerhalb des
Biischels (B , ft)

und eine der GroBen K, v beliebig wahlen,
worauf die andere durch (74) bestimmt ist. Von v hangt
die Entfernung zwischen B und dem Mittelpunkt des be-
ruhrenden Netzes ab.

25. Die Mittelflache, die MitteleinMllende und die

Grenzflache einer Kongrnenz.

Der Ort der Mittelpunkte aller Strahlen einer Kon-

gruenz heiBt Mittelflache der Kongruenz, der Ort der

Grenzpunkte heiBt Grenzflache. Um diese beiden Flachen
zu bestimmen, wollen wir zunachst fiir die Regelflachen einer

beliebigen Fortschreitungsrichtung A den Zentralpunkt be

stimmen. Es hat keine Schwierigkeit, die Gleichung (17 a)

des 2 auf den Fall auszudehnen, daB die Zeiger p
Funktionen mehrerer unabhangiger Veranderlichen sind;
fur den Fall zweier solchen u, v haben wir (vgl. die Be-

zeichnungen in 22)

statt jedes Symbols pv in (17 a) einzufiihren, setzen wieder

= A und finden, wenn

Pi P2 P

Plu P*u P

Pt Pe

bezeichnet wird:

x =

(75)

y

D(u), analog D(v)
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jB geht aus AQ durch Vertauschung der Marken innerhalb

der Zyklen 1,2,3 und 4,5,6 hervor, usw. Die Grenz-

puokte konnen wir aus der Bedingung bestimmen, daB fiir

sie die Gleichungen (75) eine Doppelwurzel A haben miissen

(man denke an das Zylindroid des betreffenden Strahles), also :

(75a)
-

(A,
- 0.

Durch Auflosung dieser Gleichung kann man die ersten

Zeiger x
,
x2 der Grenzpunkte finden; wir werden jedoch

bald einen ubersichtlicheren Ausdruck dafiir aufstellen, und
entnehmen daher nur die Zeiger , 17, f des Mittelpunktes :

(76)

x
\ + ft -AyN* +

?=..

Hiermit ist eine Parameterdarstellung der Mittel
flache gegeben, die zur Voraussetzung hat, daB die Zeiger p
so geschrieben sind, dafi

(77) ri+jpl+jpl-l

ist. Wir wollen die Formeln (76) am Falle der Strahlen-

netze priifen und fiir das elliptische Netz bestatigen, dafi

die Mittelflache mit der Mittelebene identisch ist. Hierzu

wahlen wir die Darstellung ( 21):

(78)

[emu 2
-\ v2

}w\ ml
Zindler, Liniengeometrie.
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Es ist

TW \
cv T^/ x

emu
D(u) = , D(v) = - - .m w w;

1 v2
i* v

-\r
r JLT-I . -i- o ===

W2 W 2 W2

CUV 1 V 2 C 1= cmm w 2 y w 2 w w2

cmuv

also in der Tat = .

Der halbe Abstand h der beiden Grenzpunkte ist zu-

gleich die halbe Hohe des zum Hauptnetz des betreffendea

Strahles gehorigen Zylindroids und kann daher aus (43)
berechnet werden, wenn man die Werte c, 99, m, K aus

(54) bis (56) entnimmt. Man findet so (oder aus (36) un-

mittelbar):

(79) *- A ~ B

und kann daraus eine explizite Darstellung der Grenz-
flache zusammenstellen, die auch an die Bedingung (77)

gebunden ist*):

(80) x = |

Dabei sind die Werte , y, aus (76), der Wert h nach

(79) und (52) aus

.

zu entnehmen. Die oberen Zeichen entsprechen dem einen,

die unteren dem anderen Mantel der Grenzflache.

Wir besprechen noch kurz die Mitteleinhiillende
oder Mittelenveloppe**) einer Kongruenz; darunter ver-

*) Lafit man diese Bedingung fallen, so tritt in (79 a) rechts

der Faktor p2
hinzu, also in den zweiten Gliedern rechts in (80)

blofi der Faktor p.
**) Dieser Begriff stammt von Ribaucour, der gezeigt hat,

dafi die Mitteleinhtillende einer isotropen Kongruenz eine Minimal-
flache ist (Mem. couronn. et des sav. etr. Acad. Belg. T. 44, 1882

oder Bianchi-Lukat, Vorl. iiber Differentialgeom., 147).
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steht man die Einhullende der Mittelebenen aller Strahlen

der Kongruenz. Man hat zu ihrer Bestimmung aus der

Gleichung

(81) p (x
-

) + P2 (y
-

&amp;gt;?)
-f Ps (e -0 = 0,

wobei , rj 9
die Werte (76) sind, und aus den partiellen

Ableitungen dieser Gleichung nach u und v diese Parameter

zu eliminieren. Wir fuhren die Rechnung fur das elliptische

Netz durch. Hier wird nach Bd. I, 55 (Gleichung (83 a))

aus (81):

v(x u) + m*u(y v) + cmz =

und die erwahnte Elimination ergibt:

mxy -f ce(l m2
)
= .

Analoges zeigt sich beim hyperbolischen Netz, namlich:

Satz 49: Die Mitteleinhiillende eines Strahlen-
netzes ist ein gleichseitiges hyperbolisches Para

boloid*).
Nur fiir das Rotationsnetz und das parabolische Netz

artet die Mitteleinhiillende in leicht ersichtiicher Weise aus.

26. Die Grenzflachen der Strahlennetze.

Aus (79), (62), (69) und (73) kann der Wert h fur die

Strahlennetze berechnet werden und man findet fur die ellip-

tischen, hyperbolischen und parabolischen Netze der Reihe nach

(82)

2 + v2 + c2
),

tL C

Da die Mittelflache bei den elliptischen und hyperbolischen
Netzen mit der XF-Ebene identisch ist, bei den parabo
lischen sich auf die Brennlinie reduziert, so kann man die

Zeiger eines Punktes der Grenzflache leicht nach (80) zu-

zammenstellen :

*) Sturm, Liniengeometrie, Bd. I, S. 167.
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a) Fur das elliptische Netz findet man die Para-

meterdarstellung der Grenzflache:

,oox v V ,** V ,vh 7 ,&amp;lt;&amp;gt;k

(83) X = ----
,

Y = mu-\-- , z=-\-~ ,m w - w L w
wobei h der erste der Werte (82) und

w = yw
2

_j_ V
2 + C2

f
&amp;lt;j

= m(u* + c 2
) + ~(v + c 2

)

1st. Fiihrt man statt w, t? nach (60) die Zeiger x, y des

Schnittes eines Strahles mit der Mittelebene als Parameter

em, so findet man:

.

wobei jetzt

Y-
m 2x 2 + + c2 . o = m (c

2 + x2
) -]
--

(c
2

m* m
ist. Wir diskutieren das Ergebnis nur fur den einfachsten

Fall des Rotationsnetzes (m = 1) ;
Her wird

u2 + v 2 x 2
-f y

2

(85) 2c 2c

Es genugt, die Strahlen zu betrachten, die etwa die X-Achse

schneiden; sie bilden wegen

^ = ^2 =- =
* Ps~~ c c

das gleichseitige hyperbolische Paraboloid:

(86) cy = xz.

Man entnimmt nun aus (85) den Satz:

Satz 50: Begrenzt man eine Schar von Parallelen
zur Z-Achse in der XZ-Ebene durch die beiden
Parabeln

2cz= x2
,

dreht dann jede so erhaltene Strecke um die X-Achse
so, daB die Strecken auf das Paraboloid (86) zu lie-

gen kommen, so bilden ihre Endpunkte eine KurveO
auf der Grenzflache eines Rotationsnetzes.
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Die Zeiger eines Punktes von C sind nach (84):

(87) X = x, F

Um hieraus die Meridiankurve der Grenzflache zu finden,
berechnen wir

und eliminieren #:

(88) C 2 ^ = 4(
2 + -Jl + C 2

)(C
2

_|_ C2)2 .

Man braucht nur |
2 + ?y

2 statt ^2 zu schreiben, urn die

Gleiehung der Grenzflache selbst zu erhalten:

(89) c 2
(|

2 + ^
2
)

2 = 4(
2 + ^ + C

2 + c 2
)(C

2 + c2
)C

2
-

Satz 51: Die Grenzflache eines Rotationsnetzes
ist von der sechsten Ordnung und besteht aus zwei

kongruenten Schalen, welche die Mittelebene im

Mittelpunkt des Netzes beriihren.

b) Fur das hyperbolische Netz findet man als

Parameterdarstellung der Grenzflache:

(90) X

wobei h der zweite Wert (82) ist und

Fuhrt man statt w, v uach (68) die Zeiger x, y des Schnittes

eines Strahles mit der Mittelebene als neue Parameter ein,
so erhalt man:

(90a) X=* + ^cot&amp;lt;p, Y=y + tg&amp;lt;p,
Z= +^ ,- w ^v

~ w
wobei jetzt

c) Bei einem parabolischen Netz liegen nach Satz 48
die Grenzpunkte der Strahlen desselben Buschels auf einem
Kreis. Um zu erfahren, wie sein Halbmesser h mit dem
Abstand x seines Mittelpunktes vom Ursprung wachst, haben
wir aus der dritten Gleiehung (82) und aus cotv = Kx
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(vgl. Bd. I, 55, d) das v zu eliminieren:

1 TC
(Q1\ L _ L _ r2

2J5T&quot; 2

Satz 52: Fafit man alle Strahlen eines para-
bolischen Netzes heraus, welche die Brennlinie
senkrecht schneiden, dreht sie um diese, bis sie in
dieselbe Ebene kommen, so liegen ihre Grenzpunkte
auf der Parabel (91) und der hierzu bezuglich der
X-Achse symmetrischen.

Um die Gleichung der Grenzflache zu erhalten, hat
man aus den Gleichungen des beweglichen Kreises

/ GOtv}

\
s ~

~l

das v zu eliminieren, was eine Gleichung sechsteii Grades

ergibt.
-^

Diese lautet, weiin -

r = c gesetzt wird:

c2

(92) (xz c y}- z- -f (y* -f
2
) g*

=
(y

2 + # 2
)
2

.

4

Fur die Flache (92) ist die X-Achse eine vierfache Linie,
durch die jedoch nur zwei reelle Mantel gehen*). Im Ur-

sprung fallen zwei biplanare Knotenpunkte zusammen.
Satz 53: Die Grenzflache eines parabolischen

Netzes ist eine Flache sechster Ordnung, die durch

Bewegung eines Kreises von veranderlichem Halb-
messer erzeugt werden kann.

Die Grenzflache eines allgemeinen Strahlennetzes ist von
der zehnten Ordnung (Anh., Aufg. 21) und reduziert sich

aufier in den beiden hier behandelten Fallen nur noch im
Falle eines rechtwinkligen Netzes auf die sechste Ordnung.

27. Die Brennflache und die abwickelbaren Flachen
einer Kongruenz.

Der Ort der Brennpunkte aller Strahlen einer Kon
gruenz heifit Brennflache. Wir gehen wieder von der

Darstellung (45) aus. Das c des 23 ist bei den hyper-

*) Bin Modell der Flache ist im Verlag von Martin
Schilling (Halle a. S.) erschienen.
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bolischen Hauptnetzen zugleich die halbe Distanz der Brenn-

punkte, also nach (52) und (54):

und man kann von der Mittelflache ausgehend analog wie

bei der Grenzflache ( 25) auch eine Darstellung der

Brennflache aufschreiben:

(94) X=f-^, Y^rj^p2 ,
...

Hierbei sind , ??, aus (76), c aus (93) zu entnehmen.

Durch eine Beziehung % (u , v)
= zwisehen den Para-

metern oder aueh

(95) u =
&amp;lt;p(f),

= v(*)

wird eine Regelflache $1 aus der Kongruenz herausgehoben.
Insbesondere nennen wir die Flachen, langs deren u allein

sich andert, die w-Flachen; sie sind also durch v = const.

definiert, analog die v-Flachen durch u = const. Beide

/usammen heiBen Parameterflachen.
Wir versuchen jetzt die Beziehung (95) so zu wahlen,

daB 9fl abwickelbar wird. Hierzu muB nach 4

1

sein. Wenn nun die Striche Ableitungen nach t bedeuten,
so wird diese Gleichung:

(96) Ru *
-f 2Su &amp;lt;t/-{-

Ttf* ~ ,

wobei jR, S, T dieselbe Bedeutung wie in 22 haben.

Ubrigens entsteht diese Gleichung auch unmittelbar aus (46),

wenn man P= und A = -T- setzt. Da dieselbe Beziehungdu
zwisehen u und v in mannigfacher Art durch eine Hilfs-

veranderliche t vermittelt werden kann, so liegt es in der

Natur der Sache, daB man die eine der beiden GroBen u, v

(z. B. u) als Funktion von t beliebig wahlen kann, etwa
u = t, worauf sich fur die andere v durch Auflosung einer

quadratischenGleichung eineDifFerentialgleichungvonderForm

(97) i/=f(u,v)
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ergibt. In der Umgebung solcher Stellen, in denen die

beiden Zweige der Funktion / regular und getrennt sind,

gibt es nach dem Existenztheorem uber die Integrate von

Differentialgleichungen zwei Integrale der Gleichung (97) mit

je einer willkiirlichen Konstanten, die aber nicht reell sein

miissen.

Satz 54: In denjenigen Gebieten einer Kon-
gruenz, wo

ist, lassen sich die Strahlen in zweifacher Art zu
Scharen von je oo 1 abwickelbaren Flachen anordnen.

T = bedeutet,
daB die v-Flachen ab-

wickelbar sind, denn
dann ist u = const.

ein Integral von (96).

Also ist E = T=0
die Bedingung dafur,
daB die Parameter-
flachen mit den ab
wickelbaren iden-
tisch sind. DaUVW2 stets posi-
tiv ist ( 22), so

sind die abwickelbaren

Flachen nach (93) ge-
nau im selben Gebiet

reell, in dem die

Hauptnetze hyper-
bolisch sind und nach-

dem in diesem Ge
biet die Existenz der

abwickelbaren Flachen sichergestellt wurde, ist auch ihre Be-

ziehung zur Brennflache leicht zu erkennen: Sei eine Grat-

linie einer abwickelbaren Flache 51 der Kongruenz (Fig. 8),

s eine Tangente von , Q ihr Beriihrungspunkt,E die Schmie-

gungsebene von ($ in Q. Dann ist der VerteilungsparameterP
fur die Flache 51 gleich Null; E mufi also als Kuspidalebene
nach 23 mit einer der schon dort definierten Brennebenen

identisch sein. Sei^ die Gratlinie der anderen abwickelbaren

Fig. 8.
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Flache, der s noch angehort, $1 der Beriihrungspunkt von s

mit $! und E die Schmiegungsebene. Dann ist E die zweite

Brennebene von s und Q , Q^ sind die Brennpunkte. Bewegen
wir den Strahl s so, daB er Tangente an

j bleibt, so ist Qi

das Momentanzentrum seiner Drehung in der Schmiegungs
ebene EI . Es hat also auch der andere auf s gelegene

Brennpunkt Q einen Geschwindigkeitsvektor QQ^^t in Elf

d. h. die Ebene E beriihrt die Brennflache in Q, weil sie

zwei Tangenten s und t derselben enthalt. Ebenso beriihrt E
in Qi den anderen Mantel und ^ habe die analoge Be-

deutung wie t.

Satz 55: Die Gratlinien der beiden Scharen ab-

wickelbarer Flachen einer Kongruenz erfiillen je
einen Mantel der Brennflache, die von jedem Kon-
gruenzstrahl in seinen beiden Brennpunkten beriihrt

wird. Jede Brennebene beriihrt den einen Mantel
in einem Brennpunkt und ist im anderen Brenn

punkt Schmiegungsebene der auf dem anderen
Mantel gelegenen Gratlinie; die Brennflache ist also

auch Einhiillende der Brennebenen.
Man kann sich nun so eine anschauliche Vorstellung

von der zweifachen Anordnung der Kongruenzstrahlen nach

abwickelbaren Flachen machen: Man gehe von einer be-

liebigen Flache F aus und iiberdecke sie einfach mit einem

beliebigen Kurvensystem Q , C2 , Cs . . . (Fig. 9). Die Ge-
samtheit der Tangenten der Kurven C bildet eine Kon
gruenz (, die bereits vermoge dieser Kurven selbst in oo 1

abwickelbare Flachen zerlegt ist. Es fragt sich: Wie konnen
ihre Strahlen noch anders zu abwickelbaren Flachen 51 zu-

sammengefaBt werden? Die Beriihrungspunkte der Strahlen

einer solchen Flache 51 mit F bilden eine Kurve r auf F.
Die Beriihrungsebenen E von F in den Punkten von /\
sind auch die Beriihrungsebenen von 51. Die Flache 5t

kann also durch eine Ebene E erzeugt werden, die sich so

auf F walzt, daB sie stets in einem Punkte von /^ beriihrt.

Nun erinnern wir uns des Satzes der Flachentheorie (vgl.

z. B. Scheffers, Theorie der Flachen, S. 154 oder Bianchi-

Lukat, S. 107), daB die Grenzlage der Verbindungslinie
zweier benachbarter Flachenpunkte und der Schnittlinie

ihrer beiden Beriihrungsebenen zueinander konjugiert sind.

Damit also durch Walzuug von E eine in d enthaltene
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Itegelflache entsteht, 1st es notwendig und hiureichend die

Kurve J\ ziun System der C konjugiert zu wahlen.

Satz56: Aufjedem
Mantel der Brenn-
flache sind die Grat-
linien der einen
Schar abwickel-
barer Flachen kon

jugiert zu den-

jenigen Kurven, in

denen die abwickel-
baren Flachen der
anderen Schar den-
selben Mantel be-
ruhren.

Wir wissen aus

23, dafi je ein Strahl

der Buschel (Q, E^ und

(Qlf E) zusammen ein

beruhrendes Strahlen-

netz definieren. Alle

diese Netze sind ein-

ander Equivalent, so-

lange es sich nur um
Eigenschaften handelt,
die von keinen hoheren

als den ersten Ab-

leitungen der Linien-

zeiger nach den Para-

metern abhangen und
wir haben nur der An-
schaulichkeit halber das

Hauptnetz bevorzugt,
dessen Brennlinien fe, \
auf s senkrecht stehen.

Geht man aber zu

Eigenschaften fiber, die auch von hoheren Ableitungen ab

hangen, so ist dasjenige Strahlennetz ausgezeichnet, das t, t

(Tangenten der Kurven P) zu Brennlinien hat.

Wir haben bisher vorausgesetzt, daB die abwickelbaren

Flachen der Kongruenz eigentliche Gratlinien haben. Es

Fig. 9.



27. Brennflache und abwickelbare Flachen. 107

ist aber nicht ausgeschlossen, daB die eine oder beide Scharen

in Kegelflachen ausarten. Im ersten Fall tritt eine

Kurve C (der Ort der Spitzen der Kegel) an Stelle des

einen Mantels der Brennflache und die Kongruenz besteht

aus den Tangenten, die aus den Punkten von C an eine

Flache F (den anderen Mantel der Brennflache) gezogen
werden konnen. Fur diesen Mantel gilt unverandert der

Satz 56. Die Kurve C kann auch im Unendlichen liegen;

dann erhalten wir zylindrische Kongruenzen. Fur sie gilt ja
unverandert der Existenzbeweis der abwickelbaren Flachen,
so daB auch umgekehrt alle zylindrischen Kongruenzen (bis

auf den spater erwahnten Spezialfall) so erhalten werden,
d. h. aus den Strahlen von ex?1 Zylindern zusammengesetzt
werden konnen, die derselben Flache umschrieben sind.

Wir konnen jetzt eine Bemerkung uber die beruhrenden

Strahlennetze der zylindrischen Kongruenzen nachtragen:
Wir haben zwar diese Netze ursprunglich metrisch definiert,

sehen aber, daB sie durch die Biischel (Q , E} und (Q19 E)
in projektiy invarianter Weise erhalten werden konnen, wes-

halb die Ubertragung auf die zylindrischen Kongruenzen
nahe liegt: Es ruckt nur der Scheitel Q des einen Biischels

(Q , EJ) ins Unendliche. Man sieht also, daB die beruhrenden

Netze keineswegs bloB solche mit einer unendlich fernen

Brennlinie sind, sondern auch solche mit zwei endlichen

Brennlinien, von denen aber die eine dem betrachteten

Strahl s parallel ist. Es bedarf freilich noch der Bestatigung
durch die Rechnung ( 34), daB diese Ubertragung auch

der ursprunglichen Definition der beruhrenden Netze durch

die gemeinsamen Fortschreitungsrichtungen im Linienraum

gerecht wird.

Wenn endlich beide Mantel der Brennflache in Kurven

zusammenschrumpfen, so besteht die Kongruenz aus den

Trefigeraden zweier Kurven oder den Bisekanten einer ein-

zigen Kurve. Auch hier kann die eine Kurve unendlich

fern sein (was einen Spezialfall der zylindrischen Kon

gruenzen ergibt) oder beide konnen in eine zusammenfallen,
die von den Kongruenzstrahlen im allgemeinen nur einmal

getroffen wird ( 53, h).

Jede Kongruenz, die uberhaupt reelle abwickelbare

Flachen enthalt, laBt sich durch Angabe der GratKnien voll-

kommen bestimmen und zwar genugt hierzu die Kenntnis
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der einen Schar C, C2 , C3 . . . Nun fallt die andere Schar
dann und nur dann mit der ursprunglichen zusammen, wenn
wir als das System der Kurven C die eine Schar der

HaupttaDgentenkurven (asymptotischen Linien) der Flache
F wahlen, well nur diese mit ihren konjugierten zusammen-
falien. Dann gibt es fur jeden Kongruenzstrahl nur einen

Brennpunkt und eine Brennebene. Alle Strahlen der Kon-

gruenz sind parabolisch, weshalb wir diese selbst para
bolisch nennen und das Ergebnis kurz so aussprechen
konnen (Klein, Math. Ann. Bd. V., S. 290):

Satz 57: Alle parabolischen Kongruenzen mit

eigentlichen Brennflachen bestehen aus den Tan-

genten der einen Schar von asymptotischen Linien
einer Flache und umgekehrt: Jede solche Kon-
gruenz ist parabolisch. Fur diese Kongruenzen
gilt uberall:

28. Die Hauptflachen und die Krummungsflachen
einer Kongruenz.

Bei Untersuchung der Umgebuug eines Kongruenz-
strahls s haben wir zwei ausgezeichnete Stellungen durch s

unterschieden, die Hauptebenen ( 20), sowie zwei andere:

die Krummungsebenen ( 22). Nun bezeichnen wir die-

jenigen Regelflachen, deren Zentraltangenten immer in eine

Krummungsebene des zugehorigen Strahls fallen, als

7,Krummungsflachen&quot;, diejenigen, deren Zentraltangenten
immer in eine Hauptebene fallen, als ,,Hauptflachen&quot;.
Dann folgt unmittelbar aus den angegebenen Stellen :

Satz 58: Die Striktionslinien der beiden Scharen
von Hauptflachen liegen auf der Grenzflache, die

der beiden Scharen von Krummungsflachen auf der
Mittelflache der Kongruenz.

Die Krummungsflachen folgen stets denjenigen Fort*

schreitungsrichtuugen der Kongruenz, in welchen der Ver-

teilungsparameter, folglich auch das KnimmungsmaB iin

Zentralpunkt extreme Werte hat, und zwar sind diese Ex
treme des Parameters bei hyperbolischen Strahlen ungleich

bezeichnet, die des KrummungsmaBes aber trotzdem beide
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negativ und beide Minima; daneben tritt fur die abwickel-

baren Flachen noch das Maximum Null auf. Bei den el-

liptischen Strahlen sind die beiden Extreme des Parameters

gleich bezeichnet, die des Krmnmungsmafies beide negativ

(ein Maximum und ein Minimum).

Gleichung (50) ist schon die Differentialgleichung
dv

der Krummungsflachen, wenn man -= fiir A schreibt:

(98) ^(WT-VS) + ^(UT-VB) + (US-WR)
= 0.

Ahnlich wie bei Gleichung (96) schlieBt man: Wenn die

Krummungsflachen zugleich Parameterflachen sind (wir sagen

auch, wenn die Kongruenz ,,auf die Krummungsflachen be-

zogen ist&quot;),
so muB sein :

TW-VS = 0, RW-US=0.
Da aber die Determinante TU VR dieser Gleichungen

als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann (sonst

kamen wir nur auf den Spezialfall der isotropen Kon-

gruenzen), so folgt:
Satz 59: Das Kennzeichen dafiir, daB eine Kon

gruenz auf ihre Krummungsflachen bezogen ist,

lautet*):

(99) S = W=0.
Um die Differentialgleichung der Hauptflachen zu finden,

bemerken wir, daB fur dieselben aus (36) folgt:

Setzen wir diesen Wert aus (52) in (46) ein, so erhalten wir

als Differentialgleichung der Hauptflachen 1% = -
j:

= 2(UV-
Man sieht hieraus, daB fiir die Normalenkongruenzen, wie es

selbstverstandlich ist, die Hauptflachen mit den abwickel-

*) Man sieht die Analogie mit dem Falle, dafi eine Flache
auf ihre Krummungslinien bezogen ist, wodurch sich der Name
,,Krummungsflachen&quot; neuerdings rechtfertigt.
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baren zusammenfalien. Wenn die Krummungsflachen Para-

meterflachen sind, wird aus (100):

(lOOa) *2= T-
Wenn die Hauptflachen Parameterflachen sind, so muB sein:

U(UT- 2WS -f- VE) - 2E(UV- W*)
(101)

Wenn gleichzeitig

so haben wir Normalenkongruenzen vor uns, die auf ihre

abwickelbaren Flachen bezogen sind. Wenn wir nun von
diesem Fall absehen, folgt:

E T
W~T =

f*

und dann aus jeder der Gleichungen (101):

o
Diese Bedingung kann entweder durch ^ =

fi erfullt sein,

was aber nur auf den Fall der isotropen Kongruenzen fuhrt,

oder durch W = 0; also folgt:

Satz 60: Das Kennzeichen dafiir, dafi eine Kon-
gruenz auf ihre Hauptflachen bezogen ist, lautet:

(102) TP = 0, E .U=T-.V.

Es liegt die Frage nahe, welche Bedeutung die Gleichung
W =

,
die den Bedingungen (99) und (102) gemeinsam

ist, fiir sich allein hat: Die Determinanten der Matrix

Pi Pz Ps

Plu P*u P3u

sind nach 2 den Zeigern der asymptotischen Ebene der

w-Flache proportional. Im Falle W = stehen also die

asymptotischen Ebenen der w-Flache und der v-Flache

durch den betreffenden Strahl aufeinander senkrecht, oder,

was dasselbe ist:



28. Hauptflachen undKrummungsflachen einerKongruenz. 1 1 1

Satz61: Die Bedingung W=0 bedeutet, daB die

Zentralebenen der Parameterflachen sich senkrecht
schneiden.

Wir nennen solche Parameterflachen, wenn dies uberall

geschieht, quasiorthogonal. Analog gebrauchen wir im

AnschluB an 20 die Ausdrucke ,,,komplemen tare&quot; und

,,symmetrische&quot; Parameterflachen; bei der letzten Be-

zeichnung ist wohl kaum das MiBverstandnis zu befurchten,

als ob eine wirkliche Symmetrieebene vorhanden ware. Es
ist nun von vornherein klar, daB die Bedingung W=
sowohl bei Beziehung der Kongruenz auf die Krummungs
flachen, als auch auf die Hauptflachen auftreten muB.

Wir betrachten als Beispiel das Rotationsnetz. Zu-

nachst wird fur ein allgemeines elliptisches Strahlennetz die

Differentialgleichung derKrummungsflachen nach (98)und (61):

2
)

dv
7 I -T-
---- *

-3
-- m* = U ,

dul uv du

also fur das Eotationsnetz (m = 1):

dv v , u= oder = ---
.

du u v

Dies gibt integriert die beidenKurvenscharen in der Mittelebene :

v- = const., u2
-f v2 = const.,

daher, wie vorauszusehen:

Satz 62: Die Kriimmungsflachen eines Rotations-
netzes sind die Rotationshyperboloide und die durch
den Hauptstrahl gehenden gleichseitigen Parabo-
loide.

Um jetzt das Rotationsnetz auf seine Krummungsflachen
zu beziehen, brauchen wir nur in den Gleichungen (83) des

55 (Bd. I) m = 1 zu setzen. n
Schreiben wir noch v statt r

,
u statt u und divi-

dieren durch 2 so kommt:

(103)

pt
= v cosu , p = cv COBU

jt&amp;gt;2
= v sinw

, pb
= c v sinu
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Jetzt bedeuten w, v nicht mehr wie friiher rechtwinklige,
sondern Polarzeiger in der Mittelebene. Es bestatigt sich

zunachst: W= S = ;
ferner 1st:

(103.)
i*&quot;

2
&amp;gt;

T =~*&amp;gt;

\ J7=*;2(&amp;lt;;2_|_2e
2
), F=2c 2

,

also nach (100 a) die Differentialgleichung der Hauptflachen:

du 2c*
Es wird:

(104) t&amp;gt;

- 2c^
wobei x die Integrationskonstante ist und die Wurzel ent-

sprechend den beiden Scharen beiderlei Zeichen haben kann.

Dies ist die Polargleichung der Schnittlinien der Mittel

ebene mit den Hauptflachen, wodurch diese vollkommen be-

stimmt sind.

Wir stellen noch die vereinfachten Ausdriicke zu-

sammen, die P der Reihe nach annimmt, wenn die Kon-

gruenz auf ihre Brennflachen (105), Krummungsflachen (106)
oder Hauptflachen (107) bezogen ist:

(105) P=
- + 2W+VI
fi

(

Hierbei ist auch
ju,

erne Funktion von u und v. Analog

ergibt sich aus den Gleichungen (52) in den beiden letzteren

Fallen (fur p=l):
7? T

(106 a) A =
jj , ^^&quot;v ( der umgekelirt) 5

rr O

(107a) ^ =
\iwy \fuv
(oder umgekehrt).
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29. Umdrehungskongruenzen und Schraubungs-
kongruenzen, besonders isotrope.

Fur die isotropen Kongruenzen werden sowohl die

Krummungsflachen als die Hauptflachen unbestimmt. Beide
Mantel der Grenzflache fallen mit der Mittelflache zusammen.
Die Moglichkeit isotroper Kongru
enzen ist nicht von vornherein evi

dent; wir wollen deshalb die ein-

fachsten isotropen Kongruenzen,
die es gibt, wirklich aufzeigen,
schicken aber einige Bemerkungen
uberUmdrehungskongruenzen vor-

aus: Wir verlegen die Z-Achse in

die Achse Z der Umdrehungskon-
gruenz II und konnen U durch
Rotation einer beliebigen in ihr

enthaltenen Regelflache erzeugen.
Insbesondere nennen wir eine

solche Regelflache, fur deren
Strahlen alle kurzesten Abstande
von Z in dieselbe Ebene (etwa
die XZ-Ebene) fallen, eine Meri-
dianflache $& von U. Zur Be-

stimmung von 9ft geniigt es, von
den vier naturlichen Zeigern der

Geraden
( 18) a = zu setzen

und zwischen den drei anderen zwei Beziehungen an-

zunehmen, etwa:
/t f\Q\ / \ / \

Wir versuchen jetzt (p(a))
= Q zu wahlen, d. h. aus

Umdrehungshyperboloiden |) mit gemeinsamer Kehlebene
eine isotrope Kongruenz zusammenzusetzen. Fur JQ ist der
kurzeste Abstand d zweier Nachbarstrahlen (Fig. 10)

$ = a da cosco ,

der Winkel $ zweier Nachbarstrahlen, wie man aus einer

spharischen Abbildung findet,

^ = da sinco,

Zindler, Liniengeometrie. 8

Fig. 10.
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also der Verteilungsparameter

P= lim -Q
= cotco

und zwar auch dem Vorzeichen nach, weil for positives o&amp;gt;

links gewunden ist. Wir miissen nun einen Strahl s in

der Richtung der Meridianflache, die durch
&amp;lt;p

= const als

,,schraubenartig&quot; ( 7) gekennzeichnet ist, nach einem solchen

Gesetz bewegen, dafi der Verteilungsparameter ebenso groB
wird. Jedenfalls sind, auch wenn wir ihn nach einem be-

liebigen Gesetz bewegen, die Ebenen sX und die Ebene

parallel zur ^-Achse die Krummungsebenen , weil sie auf-

einander senkrecht stehen und zusammenfallende Zentral-

punkte haben. Wenn daher die Verteilungsparameter fur

diese beiden Ebenen als Zentralebenen gleioh groB sind, so

wird der Strahl s isotrop (A = J5). Nun ist fur die Meridian

flache P = -= . Also folgt aus
dco

da = a cotco .

dco

(109) a = x sinco ,

wobei K die Integrationskonstante ist. Der kurzeste Abstand
der Strahlen von der Achse ist also auf das Intervall bis x

beschrankt und das beruhrende Rotationsnetz wird bei

wachsendem Abstand wegen

imraer kleiner.

Wir wollen nun aus der allgemeinen Theorie bestatigen,
daB diese Meridianflache eine isotrope Kongruenz erzeugt
und uberhaupt die Frage nach alien isotropen Umdrehungs-
kongruenzen beantworten, wobei wir freilich keine anderen

mehr finden werden. Aus den Gleichungen (10) in 18

und aus (108) kann man sofort die Parameterdarstellung
einer beliebigen Umdrehungskongruenz entnehmen;
nur schreiben wir jetzt in Ubereinstimmung mit unserer

sonstigen Parameterbezeichnung u statt a und v statt co:

p1 ==suiv sum j P^yty] siuv cosuJrV (
v
)
c s# sinw

,

(110) ft= -

p =cosv ,
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Hier wird:

S
(111)

Also geben die Bedingungen (53) einer isotropen Kongrnenz:

&amp;lt;ff j t//sinv yi GOSV = j

dieselbe Differentialgleichung, auf die wir auch friiher ge-
stofien sind.

Satz 63: Die Kongruenzen mit der Meridian-
flache

z = const., a = x sin co

sind die einzigen isotropenllmdrehungskongruenzen.
Aus dem Schema (111) und den Bedingungen (99) ergibt

sich neuerdings der schon friiher synthetisch erkannte

Satz 64: Fur die Umdrehungskongruenzen mit

schraubenartiger Meridianflache sind die Rotations-

hyperboloide und die Meridianflachen die Kriim-

mungsflachen.
Fur unsere isotrope Umdrehungskongruenz J lautet die

Parameterdarstellung nach Division durch sinv:

= snw p =

p5
= xcosvcosw

= K sinv .

Pi

Um andere homogene Relationen zwischen den p allein

systematisch abzuleiten, schreiben wir zuerst leichter er-

sichtliche nicht homogene auf:

Pt = P2 Ps PQ &amp;gt; Pl+ Pi = P\Pl &amp;gt;

FaBt man J&quot; als Stabkongruenz auf, so stellt jede dieser

Gleichungen einen Stabwald dar, der J enthalt, daher zwei
von ihnen einen Stabkomplex, der J enthalt. Berechnet
man also nach der Regel des Satzes 71 (Bd. I) den Trager
dieser Stabkomplexe, so erhalt man lauter Linienkomplexe,



116 II. Differentialgeometrie der Strahlenkongruenzen.

die durch J gehen, worunter noch einen quadratischen :

=
,

P3 (Pi XPl)=PlPP6&amp;gt;

*
Q&amp;gt;! + ptf = pi (pi + pi + pi) ,

usw.

Einige davon sind von x unabhangig. Man hatte auch auf

die urspriingliche Form der Gleichungen (ohne durch sinv

zu dividieren) dieses Verfahren anwenden konnen und ware
zu anderen nicht homogenen, aber natiirlich zu denselben

homogenen Relationen gelangt.
Satz 65: Durch die isotrope Umdrehungskon-

gruenz gehen die zwei quadratischen Komplexe

(113) ^JPB-JP^^O, Pl + pl+pt-x 2 (pl+pt) = 0,

mehrere Komplexe dritten und vierten Grades.
Wir nennen Schraubungskongruenz eine solche, die

durch Schraubenbewegung einer Regelflache (etwa urn die

^-Achse) entsteht. Um ihre Darstellung aus (110) abzuleiten,

mussen wir jeden Strahl noch einer Translation KU in der

Z-Richtung unterwerfen, wobei K konstant ist. Nach 41

(Bd. I) erhalten wir dadurch :

(llOa) #4 = p K u sin v cosw
, q5 = p$ x u smv sinu .

Die iibrigen GroBen p in (110) bleiben unverandert. Die

Meridianflache sei ebenso definiert, wie bei den Um-
drehungskongruenzen; dann gilt:

Satz 66: Fiir die Schraubungskongruenzen mit

schraubenartiger Meridianflache sind die Schrauben-
flachen und die Meridianflachen die Krummungs-
flachen.

Uber die isotropen Schraubungskongruenzen vergleiche

Aufgabe 29. _
30. Normalenkongruenzen.

Schon in 22 nannten wir einen Kongruenzstrahl, fur

den die Beziehung
(114)
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erfiillt ist (die Bedeutung der Symbole ist durch (47) und

(48) gegeben), fur den also das beruhrende Hauptnetz recht-

winklig ist, mit anderen Worten fiir den die Brennebenen

aufeinander senkrecht stehen (23), einen Normalstrahl,
eine Kongruenz, fiir deren samtliche Strahlen jene Be-

ziehung gilt, eine Normalenkongruenz. Diese Bezeich-

nungen rechtfertigen sich durch den

Satz 67: Die notwendige und hinreichende Be-

dingung dafiir, daB alle Strahlen einer Kongruenz als

Normalen einer Flache aufgefaBt werden konnen, ist

die, daB ihre samtlichen StrahlenNormalstrahlen sind.

Zum Beweise dieses Satzes erinnern wir zunachst daran,

daB die Bedingung dafur, daB eine totale Differentialgleichung

(115) Pi dx + p2 dy+p3 dz =
durch eine Gleichung von der Form

(116) f(x , y, s)= const. = c

integrierbar ist, lautet (vgl. z. B. Lie u. Scheffers, Geom.
d. Beruhrungstr., S. 198):*

(117) Pl(p2z P3y) +P2(p3x
~

Pig) + P$(Ply
~

P*x) = ,

wobei pzz = -^ ist, usw. Die geometrische Bedeutung der
og

Gleichung (115) ist die, daB jedem Punkte P= (x,y,g)
des Eaumes durch die GroBen plf p2f Ps eine Fortschreitungs-

richtung zugeordnet ist, deren Bichtungskosinus ihnen pro

portional sind, somit auch ein darauf senkrechtes Flachen-

element. Da andrerseits auch

sein soil, so muB diese Fortschreitungsrichtung die Normalen-

richtung der durch P gehenden Integralflache sein. Die

Integrationsaufgabe besteht also (geometrisch ausgedriickt)

darin, die oo 3
gegebenen Flachenelemente zu oo 1 Flachen

zusammenzuordnen. Wenn die Integrabilitatsbedingung er

fiillt ist, so gibt es wegen der Willkurlichkeit von c nicht

nur eine, sondern unendlich viele Integralflachen, welche die

orthogonalen Trajektorien des durch das simultane System
dx dy dz

definierten Bundels von oo 2 Kurven sind.
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Wenn nun pt , . . . . p6 als Funktionen von u
,
v gegeben

sind, so besteht das Kurvenbiindel aus den Strahlen einer

Kongruenz und wir haben in die Bedingung (117) u, v

statt x
, y , als unabhangige Veranderliche einzufuhren. Es

bestehen die Inzidenzbeziehungen (Bd.I, 38, Gleichtmgen 40):

(118)

nnter denen zwei unabhangige sind. Wir konnten in einem

konkreten Fall etwa so verfahren: Wir berechnen aus zweien
der Gleichungen (118) u, v als Funktionen von x, y, z

,

fiihren diese in die gegebenen Ausdriicke p ein und konnen
dann prufen, ob die Bedingung (117) erfiUlt ist. Allgemein
stellt sich die Rechnung so: Es ist z. B.

Also geht (117) fiber in:

Pi Ps Ps

(119)

Pi

Plv

P2

P2v

PS

0;

ve zu berechnen. Bezeichnen

Plu P2u PSn

Ux Uy U,

hierin haben wir noch ux
wir mit Au dasjenige, was aus dem Ausdruck A hervorgeht,
wenn wir jedem p noch die zweite Marke u anhangen usw.,

so folgt durch Differentiation der letzten drei Gleichungen (118)
nach einer der unabhangigen Veranderlichen x

, y ,
:

I -^M* ^x i&quot; -&quot;-p x ~ ^ -&quot;-u l^y ~i -*-v ^y
~ Ps

{
CU UX -\- CV VX = P2

Cn Uy -f~ CV Vy=Pl

und ein drittes derartiges System. Nun muB die Matrix

UX Uy US

fly. Vy Vg

den Rang zwei haben, weil sonst w, v nicht voneinander

unabhangig waren; also folgt aus (120):

(121)
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ferner aus den ersten zwei Gleichungen (120):

Ruckt man hierin zyklisch vor, so sieht man mit Hilfe

von (121):

(122) ux :uy :uz :vx :vy :ve = AV :B,:CV : A : Bu : O .

Man kann daher die GroBen auf den rechten Seiten von (122)
in (119) einfuhren.

Nun denken wir uns zur Vereinfachung die Kon-

gruenz auf ihre Brennflachen bezogen. Dann ist R = jT==

und die Bedingung fur einen Normalstrahl reduziert sich auf

W=Q (28, namentlich Satz 61). Daher ist, um den
Satz 67 zu beweisen, nur zu zeigen, daB auch die Be

dingung (119) sich inTF= umformen laBt. Nun folgt in

diesem Fall aus (118) identisch:

plu Au +pZu Bu + pzuCtt
= 0,

was in Verbindung mit der ersten Gleichung (121) ergibt:

analog:
Av =y(u, v)(p2p3v

Setzen wir dies in die vermoge (122) geanderte Bedingung (119)

ein, so erhalten wir:

Wir fragen zunachst, ob cp
=

y&amp;gt;

sein kann. Dann wurde
aus (120) folgen:

Die Diagonalgleichungen wurden ergeben:

A-fc*j%*&quot;Wi

und aus den weiteren Gleichungen

usw.
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wurde folgen:

Pi : Pz -Ps = % q : y c
2

: z c3 ,

wobei die c konstant sind, ferner aus (118):

Pi Ps :
$&amp;gt;6

= y % C2 : q x c
3 : x c

2 yq .

Dies fuhrt also nur auf den trivialen Fall des Strahlen-
bundels mit dem Scheilel c

1 ,
c
2 ,

c3 , so daB in der Tat die

Bedingung (119) auf W=0 zuriiekkommt.

31. Das DichtigkeitsmaB und die Striktionsflache.

Wahlt man in irgend einer Normalebene N eines Kori-

gruenzstrahles s eine einfache geschlossene Linie O, die den

Schnittpunkt (N, s) umschlingt, so ist dadurch auch in der

Kongruenz eine Umgebung von s abgegrenzt,
indem man alle Strahlen in dieselbe aufnimmt,
die N innerhalb C schneiden. Diese Umgebung
wird von den iibrigen Strahlen durch eine Regel-
flache abgetrennt (vgl. Fig. 11, die fur die Um
gebung eines elliptischen Strahles entworfen ist).

Verschiebt man N (aber immer normal zu 5), so

wird sich die Schnittkurve mit der Regelflache
andern. Da aber durch jeden solchen Quer-
schnitt immer dieselben Strahlen hindurchgehen,
so gelangt man zur Anschauung, daB dort, wo
der Querschnitt kl einer wird (etwa bei (7 ), die

Strahlen sich dichter zusammendrangen. Wenn
wir jedoch den Vergleich auf die Umgebungen
verschiedener Strahlen ausdehnen wollen, so

setzen wir fest, daB wir dort, wo bei gleichen
Querschnitten mehrere verschiedene Richtungen

Fig. 11. vertreten sind, die Kongruenz als dichter be-
trachten wollen. Nach diesen Vorbereitungen,

die der Erweckung einer bestimmten Anschauung dienen,
konnen wir mit Kummer die prazise Definition des Dichtig-
keitsmaBes in einem Punkte P eines Strahles s aufstellen;
sie hat eine gewisse Analogic mit der von GauB gegebenen
Definition des KrummungsmaBes einer Flache:

Wir legen durch P eine Normalebene N zu s und
nehmen in ihr eine kleine geschlossene Linie C an, die 7

&amp;gt;
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umschlingt und den Flacheninhalt f haben moge. Dann
bewegen wir einen zu s benachbarten Kongruenzstrahl so,

daB sein Schnittpunkt rait N die Linie C durchlauft. Ein
bestimmter Durchlaufungssinn gehort zu einem bestimmten
Halbstrahl von s als positiver Sinn. Durch diesen Halb-
strahl 1st auch eine bestimmte F der beiden spharischen

Abbildungen von C bevorzugt ;
sie habe den Flacheninhalt 9? .

Dann verstehen wir unter dem DichtigkeitsmaB A des
Strahles s fur den Punkt P den

^.-, &amp;lt; ... Mm*,

wobei sich der Grenziibergang darauf bezieht, daB die

Kurve C sich auf den Punkt P zusammenzieht
; (p und /

sollen gleiche oder verschiedene Yorzeichen haben, je nach-
dem der Durchlaufungssinn von C und F derselbe ist

oder nicht.

Seien
p&amp;lt; (u , v) die Zeiger des Strahles s und

p&amp;lt; (u -J- du ,

v -|- dv) die eines Nachbarstrahles, der C schneidet. Die
ersten drei davon bestimmen das spharische Bild von C,
somit die GroBe

&amp;lt;p , wobei wir voraussetzen :

(123) JP? +
Wenn nun

2Fdudv
das Linienelement einer Flache ist, so ist

die Oberflache (z. B. Stahl und Kommerell, Grundformeln
d. Flachenth. S. 2) und zwar ist fur unsere Einheitskugel :

(124) E =^PL, J&amp;gt;i-lWJfc, -!&amp;gt;?..
1 = 1 1 1

Wahlen wir die rechtwinkligen Zeiger in der Ebene N
zu Parametern u, v, so ist also:

t ~ffdudv
wobei die Integrate im Zahler und im Nenner sich fiber

dasselbe Gebiet erstrecken. Es ist also A gleich dem Wert
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von ^EG F 2 fur den Strahl s (vgl. den ahnlichen Be-
weis fur das GauBsche KrummungsmaB bei Darboux,
Th. des surf. IE, Art. 498). A ist daher (was nun auch bei

beliebigen Parametern bestehen bleiben muB) erstens von der

Wahl der Kurve C unabhangig und zweitens nur von den

Ableitungen erster Ordnung der Zeiger p abhangig. Nach-
dem dies feststeht, konnen wir zur Bestimmung des

DichtigkeitsmaBes in einem Punkte eines bestimmten Strahls

das beruhrende Hauptnetz dieses Strahls an Stelle der

Kongruenz selbst zugrunde legen, weil hierdurch die Ab
leitungen erster Ordnung nicht geandert werden; d. h. wir

brauchen A nur fur die Hauptstrahlen der Netze zu be-

bestimmen und konnen dabei eine beliebige spezielle Form
der Linie C wahlen.

a) Fur ein elliptisches Netz grenzen wir die Um-
gebung von s durch eine Regelschar ab, wie sie in Satz 109
und Fig. 47 (Bd. I) aufgetreten ist. Wir haben dort ein

Rotationsnetz so erzeugt, daB wir zwei kongruente um 90

gegeneinander verdrehte Punktfelder in die Entfernung 2c
voneinander abhoben. Dabei schneidet ein Rotations-

hyperboloid It des Netzes die Ebenen dieser Felder in zwei

Kreisen, deren Halbmesser sich zu dem des Kehlkreises wie

]/2 : 1 verhalten. Deshalb sind die Gleichungen*) der E:

und der entsprechenden Hyperboloide fiir ein allgemeines

Netz, wie sich aus seiner Erzeugung durch eine spezielle
Affinitat (Bd. I, Satz 108) ergibt :

X* ifi 2*

(125)
~ + -?- - -- = 1 .

r2 m2 r2 c2

Hierbei stimmt die Bedeutung von r, m, c auch mit

Bd. I, 55, c) uberein. Schneiden wir eins dieser Hyper
boloide, die alle eine gemeinsame imaginare Achse haben,
durch eine zur Kehlellipse J parallele Ebene z = a, so

habe die Schnittellipse, die wir als Linie C nehmen, den

Inhalt E. Dann ist:

(126) E:E = a2 + c2 :c2
,

*) Diese Gleichungen treten zuerst bei Klein, Nicht-eukl.

Geom. II, S. 34 (1893) ohne Beweis auf.
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wahrend
&amp;lt;p

fur alle Punkte des Strahls ungeandert bleibt.

Wenn also A und zJ die DichtigkeitsmaBe fiir die Mittel-

punkte von E und E sind, so ist:

(127) A :
4&amp;gt;

c2 : a 2 + c 2

und wir haben nunmehr das DichtigkeitsmaB z( im Mittel-

punkte des Hauptstrahls zu berechnen. Hierzu schreiben wir

die Gleichungen des Netzes in der Form (83, a in Bd. I, 55):

v mu c

^ = ~i^ q2=
&quot;^

qs==
w&amp;gt;

wobei

Dann sind alle Bedingungen fur die Giiltigkeit der Formel

(128) 4) =

erfullt*) und wir finden J = 1 : c 2
, also

(129)

b) Fiir ein hyperbolisches Netz mit den Brenn-
linien &, & g;renzen wir eine Umgebung des Hauptstrahls s

ab, indem wir von seinen Schnittpunkten A, A mit den
Brennlinien (es ist AA = 2c) auf diesen selbst nach jeder
Seite dieselbe Strecke k abtragen, wodurch wir zu den vier

Punkten S gelangen (Fig. 12). Alle Strahlen, die innerhalb

der Strecken S1 S2 und 8384 die Brennlinien schneiden,
sollen zur Umgebung gehoren, die also durch Teile von vier

ebenen Strahlbftscheln abgegrenzt wird. Die Linien C sind

Parallelogramme mit dem Inhalt P, insbesondere diejenige
in der Mittelebene eine Haute mit der Seite Jc. Es ist

also

(130) A : J = c2 : c2 a*
,

*) Man beachte bei Ausrechmmg von E,F,G- t dafi die

partiellen Ableitungen von w an der Stelle u= v verschwinden.
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wobei A, J die Dichtigkeitsmafie fur die Mittelpunkte
MJ M von P, P sind und a = M M der Abstand
zwischen P nnd der Mittelebene.

Fig. 12.

Zur Bestimmung von A konnen wir auf die Dar-

stellung ( 24, b, Gleichungen (68))

Pi =

wobei

_ wtga
1T~ P2== ~^~

w = yv
2 cot 2

a, -f w2
tg

2 ^ -f- c 2
,

die Formel (128) anwendcn und finden:

1
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Es ist namlich hier in (128) das negative Zeichen der

Wurzel zu nehmen, well die Anschauung lehrt, daB irgend
ein Umfahrungssinn der Raute P und der fruher zugeord-
nete ihrer spharischen Abbildung entgegengesetzt sind. Aus

(130) folgt nun

(131) A=^-~.
a2 c2

:

c) Ein parabolisches Strahlennetz konnen wir als

Grenzfall eines hyperbolischen betrachten, indem wir die

Brennlinien durch eine Schraubenbewegung zusammenrucken
lassen, Dann wird durch die Beruhrungsebenen der Schrauben-

flache die fur die Brennlinie des parabolischen Netzes kenn-

zeichnende Korrelation definiert. Hier gilt also fur den

Hauptstrahl :

(132) .

4-1,

d) Die elliptischen und die hyperbolischen Netze sind

(abgesehen von ihrer Lage im Raume) durch je zwei Kon-
stante bestimmt, namlich das elliptische durch den Abstand
2c der Potenzebenen und das Achsen verbaltnis m der Kehl-

ellipsen seiner ausgezeichneten koaxialen Hyperboloide, das

hyperbolische durch den Abstand 2c und den Winkel 2 a
seiner Brennlinien. Es bestimmen also m und a die Form
des Netzes, dagegen c in beiden Fallen die GroBe. Machen
wir die Anwendung auf einen beliebigen Strahl einer Kon-

gruenz :

Satz 68: Das DichtigkeitsmaB ist nur von der

GroBe, aber nicht von der Form des beruhrenden

Hauptnetzes abhangig; es wird in den Brenn-

punkten unendlich und ist zwischen ihnen negativ;
sein absoluter Betrag erreicht (fiir Verschiebungen
auf demselben Strahl) irn Mittelpunkte eines el

liptischen Strahls ein Maximum, eines hyper
bolischen ein Minimum.

Da wir die Konstante c des beruhrenden Hauptnetzes
nach 23 und 22 aus den Zeigern der Kongruenzstrahlen
zu berechnen gelernt haben, konnen wir sofort A durch
diese Zeiger ausdrucken. Man findet fiir alle Falle uber-

einstimmend :
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wobei AS aus (52) zu entnehmen 1st*).

A HP. Punkte auf den verschiedenen Strahlen einer Kon
gruenz, fur die A denselben Wert hat, liegen auf einer

,,Flache gleichen DichtigkeitsmaBes&quot; (Kumrner).
Man kann aber noch in anderer Weise das DichtigkeitsmaB
znr Definition von Flachen verwenden und zwar von solchen,
die der Kongruenz selbst angehoren : Alle Strahlen, in deren

Mittelpunkt A denselben Wert hat, bilden eine ,,Regel-
flache konstanter UmgebungsgroBe&quot;, ein Ausdruck,
der nach den Bemerkungen eingangs von d) sofort ver-

standlieh sein wird. Gleichberechtigt mit ihnen sind die

,,B,egelflachen konstanter Umgebungsform&quot;, langs
deren m oder &amp;lt;x konstant ist. Hiervon ist die Flache der

Normalstrahlen ein Spezialfall. Schreiben wir die Gleichungen
einer gegebenen Kongruenz so, dafi die Bedingung (123) er-

fullt ist, so konnen wir aus
(f&amp;gt;2)

die endlichen Gleichungen
der Flachen konstanter UmgebungsgroBe in Form einer

Beziehung zwischen u und v entnehmen (x konstant) :

(134) BT-S* = x(UV-W2
).

e) Gehen wir nochmals auf die fruher definierten Quer-
schnitte C eines Biindels von Kongruenzstrahlen zuriick, das

die Umgebung eines bestimmten Strahls s bildet. Die Ebene e

von C bleibe immer senkrecht auf s und fur die Extreme

des Flacheninhalts C heiBe M der Schnitt (c, s).
Sei MQ

die Grenzlage von M , wenn sich das Bundel auf s selbst

zusammenzieht ;
dann heiBt M ein Striktionspunkt von

s und die Gesamtheit der Striktionspunkte auf den ver

schiedenen Strahlen heiBt Striktionsflache. Je nachdem
man hierbei C selbst oder seinen absoluten Betrag betrachtet,

wird bloB der Mittelpunkt von s Striktionspunkt sein oder

auch seine Brennpunkte. Denn der Querschnitt wechselt

sein Vorzeichen, wenn er einen Brennpunkt von s passiert
Wir halten die erstere Annahme fest und konnen sagen:

*) Wie schon in 22 ergibt sich wieder die Analogic der

GrSfien A
,
B mit den Hauptkrummimgshalbmessern der Flachen-

theorie: Fur a = 0, d. h. fur den Mittelpunkt eines Kongruenz-
strahles ist A genau dem Gaufischen Krummungsmafie analog.
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Das DichtigkeitsmaB 1st den Querschnitten umgekehrt pro

portional; daher erreichen beide zugleich ihre Extreme, also:

Satz 69: Die Striktionsflache einer Strahlen-

kongruenz fallt rait ihrer Mittelflache zusammen.
Kiihne hat (Math. Ann. Bd. 54) das analoge Problem

fur beliebige a-fache Scharen ^-facher Mannigfaltigkeiten,
die eine o -f- g-faehe (eventuell krumme) Mannigfaltigkeit
innerhalb einer w-fachen ausmachen, behandelt und in all-

gemeinster Weise die Differentialgleichungen der Striktions-

mannigfaltigkeit aufgestellt (hier ist = 1 , a = 2, a + Q
= n = 3). Sein Ausgangspunkt wurde sich in unserem Fall

so spezialisieren : Man wahlt in einer Kongruenz einen

Strahl s und zwei Nachbarstrahlen S
1 , S2 und auf jedem

dieser Strahlen einen Punkt. Diese drei Punkte P , P1 , P2

bestimmen ein Dreieck und man sucht das Minimum seiner

Flache fur beliebige Verschiebungen der Punkte auf ihren

Strahlen. Man sieht sogleich, daft ein absolutes Minimum
der Dreiecksflache nicht existiert, weil die Transversalen, die

alle drei Strahlen schneiden, Dreiecke mit der Flache Null

bestimmen. Aber es konnen relative Extreme vorhanden

sein, fur die P, wenn Sj und S2 nach 5 einrucken, eine be-

stimmte Grenzlage annimmt und zwar unabhangig davon,
welche Fortschreitungsrichtungen des Linienraums die

Nachbarstrahlen beim Einrucken innehalten. Die Differential-

gleichung fur den Ort von P wird dadurch erhalten, daB
man die Variation der Dreiecksflache (oder ihres Quadrates)
Null setzt und dies ist bekanntlich nur eine notwendige
aber keine hinreichende Bedingung fur ein Extrem. In der

Tat sieht man, daB im Falle eines hyperbolischen Strahlen-

netzes unsere Raute P (die man als das vierfache eines

gewissen Striktionsdreiecks betrachten kann) iiberhaupt nur

bei Beschrankung auf normale Querschnitte ein Extrem und
zwar ein Maximum hat. Wollte man also die Definition

der Striktionsflache auf den Ort der Minima beschranken,
so muBte man sagen, daB eine Strahlenkongruenz in ihren

hyperbolischen Teilen uberhaupt keine Striktionsflache hat,

sondern nur in ihren elliptischen Teilen. Deshalb haben
wir die Verschiebungen auf Normalquerschnitte beschrankt

und die Maxima als gleichberechtigt zugelassen. Wir konnen
uns auf die genauere Darlegung der hier angedeuteten Sach-

lage, wie auf die eleganten Entwicklungen Kiihnes nicht
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einlassen, noch weniger auf die Untersuchung der zweiten

Variation, sondern wollten bloB auf diese Probleme auf-

merksam machen.

32. Geschichtliche Bemerkungen iiber die Differential

geometrie der Kongruenzen*).

Maius hat das erste Theorem iiber allgemeine Strahlen-

kongruenzen aufgestellt, namlich daB sie sich auf zweierlei

Art in eine Schar von oo 1 abwickelbaren Flachen zerlegen
]assen (Optique, J. de 1 Ec. polyt. T. VII, cah. 14, 18U8),
was fiir Normalenkongruenzen schon Monge erkannt hatte.

Das ,,Theorem von Mai us und Dupin&quot; (vgl. den fol-

genden Paragraphen) hat Mai us selbst nur teilweise be-

wiesen **).

Der erste, der die Theorie der Strahlenkongruenzen

systematisch in Angriff genommen hat, war Hamilton. Er
hat dariiber (ebenfalls veranlaJBt durch optische Interessen)
zwei Abhandlungen veroffentlicht (Transact. Irish Ac. vol. XV
und XVI, 1828 und 1830), die aber zunachst nicht viel

Beachtung gefunden haben. Kummer hat die Ergebnisse
Hamiltons (J. f. Math. Bd. 57, 1860) auf neuem und ele-

mentarem Wege abgeleitet und vervollstandigt***). Wir wollen

seinen Ausgangspunkt besprechen: Wir schneiden die zu

untersuchende Strahlenkongruenz durch eine beliebige Flache

x(u, v), y(u, v), 0(u, v) .

Dann ist ein Strahl s der Kongruenz bestimmt, wenn sein

Schnittpunkt P mit jener Flache g und seine Richtungs-
kosinus X, Y, Z gegeben werden. Die Zeiger , TJ ,

eines Punktes P auf s im Abstand t von P
,
also auch die

Gleichungen von s, sind:

(135) = x + tX, n = y + tY, = * + tZ .

*) Ausfiihrlicheres findet man in meinem Bericht ,,Die Ent-

wicklung und der gegenwartige Stand der differentiellen Linien-

geometrie
11

(Jahresb. d. D. Mathematikervereinigung, XV, 1906).

**) Uber seine Entdeckung vergleiche manDarboux, Theorie
des surf. II, Art. 450, Anm. und Lie-Scheffers, Geom. d. Be-

riihrungstransf. S. 269, f.

***) Eine konzise Darstellung der Kummerschen Theorie
findet sich bei Bianchi-Lukat, Vorl. tiber Differentialgeom.

Kap. X, der wir uns in der Wahl der Bezeichnungen anschliefien.
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Dabei sind auch X, F, Z Funktionen von u und v und

zugleich die Zeiger des spharischen Bildes von s . Betrachtet

man nun neben s einen Nachbarstrahl s
1 , so kann man den

kurzesten Abstand dieser zwei Strahlen (samt seiner Rich-

tung und seinem FuBpunkt) und ihren Winkel als Funktionen
der Bestimmungsstucke des gegebenen Strahls und von du
und dv berechnen. Dabei treten neben den Koeffizienten

der ersten Grundform des spharischen Bildes der Flache g
namlich

noch die Koeffizienten e
, f -\- f, g einer zweiten Differential-

form auf, namlich:

Alle Summen bestehen aus drei Gliedern, die man erhalt,

wenn man X auch durch Y, Z\ x auch durch y , z ersetzt.

Die sechs GroBen E, F, 6r; e, f+f, g spielen in dieser

Theorie eine analoge Rolle, wie die Grofien U, V
, TT; R,

S, T unserer Entwickelnngen. Die Hauptgegenstande, die

Kummer mit diesen Hilfsmitteln bearbeitet, sind: Grenz-

punkte, Hauptebenen, Brennpunkte, Brennebenen^ die Ha-
miltonsche Gleichung, die Brennflachen und die abwickel-

baren Flachen, das DichtigkeitsmaJB.
Mobius war der erste, der die affine Verwandschaft

fur die Theorie der
;,unendlich dunnen Strahlenbiindel&quot; ver-

wertet hat (Ges. W. Bd. IV, 1862). Da zwei affine Felder
durch drei Paare entsprechender Punkte bestimmt sind, muB
ein solches Biindel durch den Ausgangsstrahl und zwei
Nachbarstrahlen bestimmt sein*) und es ergibt sich die

Aufgabe, daraus die Brennebenen und Brennpunkte zu

finden, was von Zech (Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 17)
konstruktiv durchgefiihrt wurde. Auf dem Boden der Be-

wegungsgeometrie wurden die wichtigsten Ergebnisse Kum-
mers von Mannheim (Liouv. J. (2) 17 und Geome*trie

cin^matique, 1894) bewiesen.

*) Wir konnen in unserer Terminologie prSziser sagen : Durch
einen regularen Strahl einer beliebigen Kongmenz und zwei von
ihm ausgehende in der Kongruenz enthaltene Fortschreitungs-
richtungen sind alle iibrigen bestimmt, analog wie durch zwei
Tangenten die Bertihrungebene einer FlSche bestimmt ist.

Zindler, Liniengeometrie. 9
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Kummer bevorzugt, wie wir es jetzt ausdriicken

konnen, unter den oo 2 beruhrenden Strahlennetzen das Haupt-
netz, was auch zweckmaBig 1st. Er sagt aber nicht aus-

drucklich*), daB andere Strahlennetze gleichberechtigt sind,

solange man sich auf Eigenschaften beschrankt, die von
keinen hoheren als den ersten Ableitungen **) der Zeiger

abhangen. Dies schlieBt nicht aus, daB bei Betrachtung der

Eigenschaften zwelter Ordnung ein bestimmtes unter den
beruhrenden Strahlennetzen zu bevorzugen ist, dessen Brenn-
linien zum Strahl s im allgemeinen schief liegen. In dieser

Richtung liegen Untersuchungen von Mathiessen (Zeitschr.
f. Math. u. Phys. Bd. 33), Arendt (ib. Bd. 36) und namentlich

Waelsch vor, der uberhaupt die projektiven Eigenschaften
zweiter Ordnung der Umgebung eines Kongruenzstrahls

systematisch unter Anwendung der Invariantentheorie unter-

sucht hat (Wiener Sitzung&amp;gt;ber.
Bd 98, II, 1889 und Bd. 100, U,

1891). Dabei werden die Linienzeiger so eingefuhrt, daB
die Gleichung eines Kongruenzstrahls in der Form

angesetzt wird, wobei die Koeffizienten x von zwei Para-

metern abhangen und der Bedingung^gleichung fur die

Linienzeiger geniigen. Schon fruher hat nach anderen

Methoden Koenigs (Sur les propr. inf. de 1 espace re*gle&quot;, These,

Paris, 1882) Eigenschaften zweiter Ordnung untersucht, die

wir zum Teil noch kennen lernen werden.

Die Kummersche Theorie der Strahlensysteme, die von
Lilienthal (Unters. zur allg. Th. d. kruramen Oberfl. u. ge-
radl. Strahlensyst., Bonn, 1886) und Hensel (J. f . Math.

Bd. 102) vervollkommnet und weitergefuhrt wurde, hat den

Vorzug in unmittelbarem Zusamimnhang mit bekannten

Formeln der Flachentheorie zu stehen, aber den Nachteil,

*) Dieser Umstand hat zu Mifiveratandnissen Anlafi gegeben,
die von Weingarten (J. f. Math. Bd. 98) klargestellt wurden. In
der Tat brauchen auch bei Normalenkongruenzen die Brennlinien
eines beruhrenden Strahlennetzes keineswegs sich senkrecht kreu-

zend angenommen zu werden ;
wohl aber stehen hier die Brenn-

ebenen immer zueinander senkrecht, wie aus 23 hervorgeht.

**) Wir wollen (mit Koenigs) kurz sagen, ,,Eigensohaften
erster&quot; oder ^zweiter . . . Ordnung&quot;.
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daB eine willkurliche Flache g, von der die Eigenschaften
der Kongruenz gar nicht abhangen, in die Untersuchung

hineingetragen wird. Wir haben es daher vorgezogen, einen

anderen Weg einzuschlagen, der auch zu einigen neuen

Ergebnissen gefuhrt hat (s. Vorwort). Es gibt aber ein

Theorem fiber Strahlenkongruenzen, bei dem in der Tat eine

bestimmte FJache eine ausgezeichnete Rolle spielt und hier

wird man nichts ZweckmaBigeres als den Ausgangspunkt
Kummers wunschen konnen; diesem Theorem wenden wir

uns nun zu.

33. Der Satz yon Malus und Dupin.

Wenn die Kongruenz (135) eine Normalenkongruenz
sein soil, so muB es moglich sein, t als Funktion von u und v

so zu bestimmen, da6 uberall die Riehtung X, Y ,
Z auf

der Beruhrungsebene des zugehorigen Flachenpunktes , ?/, C

senkrecht steht, daB also identisch (Bianchi, a. a. 0.)

istoder
^x^a = o, ^z&-o.

Diese Bedingungen reduzieren sich wegen 2X? = 1 nach

(135) auf

2*X^M + ^ = 0,

Setzen wir daher

dv du

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Mog-
lichkeit einer solchen Funktion t. Wir wahlen jetzt als

v-Linien auf der Ausgangsflache g diejenigen Kurven, die

von den orthogonalen Projektionen der Kongruenzstrahlen
auf die zugehorigen Beruhrungsebenen von ^ umhiillt werden,
als w-Linien*) die senkrechten Trajektorien der v-Linien.

*) Wir nennen w-Linien diejenigen Linien, langs deren u
allein variabel 1st. Manche Autoren nennen w-Linien diejenigen,
langs deren u konstant ist. Die erstere Festsetzung empfiehlt
sich dadurch, dafi sie unmittelbar auf mehrfache Mannigfaltig-
keiten ausgedehnt werden kann.

9*
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Dann ist uberall U = 0; (136) reduziert sich also auf

_..

Nennenwir g + tf + t-r,
sosind

_ .

/r yr yr
die Richtungskosinus der Tangente der ^-Linie. Ween
daher a&amp;gt; der Winkel ernes Kongruenzstrahls mit der Flachen-

normale ist, so ist

$
SU10) = =r

fr
und (137) wird jetzt

Setzen wir nun voraus, diese Bedingung sei erfiillt und

jeder Strahl der Kongruenz sei ein Lichtstrahl, der durch

die Flache g gebrochen wird. Ist n der Brechungsindex, so

ist auch die analoge Bedingung fiir die Kongruenz der ge-
brochenen Strahlen, namlich

n

erfullt, also gilt:

Satz 70: Wenn ein aus Lichtstrahlen bestehen-
des Normalensystem an einer beliebigen Flache ge
brochen wird, so ist die so entstehende Kongruenz
wieder eine Normalenkongruenz.

Es ist aus dem Beweisgang klar, dafi an Stelle der

Brechung eine Reflexion treten kann (n
=

1) und dafi

der Satz bestehen bleibt, wenn eine Normalenkongruenz eine

beliebige Anzahl von Brechungen und Reflexionen erfahrt.

34. Zylindrisehe und singulare Strahlen.

Wir haben gelegentlich schon in den 20, 22, 27

zylindrische Kongruenzen und Strahlen untersucht und wollen

jetzt die Theorie der Umgebung eines Kongruenzstrahles
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durch genauere Betrachtung der zylindrischen Strahlen ver-

vollstandigen. Dabei gehen wir von der Gleichung

&quot; -* + !;
des 20 aus, die sich durch passende Wahl des Zeiger-

systems und der Parameter vereinfachen laBt : Die v-Flachen

(u= const.) der zylindrischen Kongruenz ( sind die Zylinder-
flachen, als w-Flachen nehmen wir die andere Schar W. ab-

wickelbarer Flachen
( 27). Wir setzen voraus, daB der

Beruhrungspunkt des betrachteten Strahles s mit dem end-

lichen Mantel M der Brennflache der Ursprung U sei und
daB M die X2T-Ebene beriihre; dann ist

und wir konnen voraussetzen

to* = 1
,

wenn wir v proportional der Bogenlange eines senkrechten
Schnittes des Zylinders durch s wahlen. Die spharische Ab-

bildung von ( fallt in eine Kurve zusammen
; wahlen wir deren

Bogenlange als u, so wird L = 1 und (2 la) vereinfacht sich

nach (22) und weil fur v = auch e = sein muB, zu

Die Gratlinie der durch s gehenden Flache 51 hat in

U eine Schmiegungsebene, die mit der X^-Ebene den
Winkel \p einschlieBen moge; dann ist qlu = cost/; . Je
nachdem also diese Schmiegungsebene auf der Zy-
linderflache senkrecht steht oder nicht, ist fur
alle Fortschreitungsrichtungen Null oder durch-
lauft alle moglichen Werte nach dem Gesetz

(138) z =

Jetzt wird aus (47) und (48):

17=1, 2S = q2u

das letztere, weil fiir A = eine Flache 51 mit demVerteilungs-
parameter Null entsteht; ubrigens sieht man unmittelbar

?4n = ^5 = ^6 =
.
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well sich der Strahl s um den Ursprung zu drehen beginnt,
sobald er die Flache 21 beschreibt. Also wird aus 22, (46 a)

(139) P=-siny,

endlich als Ersatz der Gleichung (36 a):

(140) P=0tgy&amp;gt;.

Dieselben Vereinfachungen in der Parameterwahl lassen sich

auch bei einem zylindrischen Strahl einer beliebigen Kon-

gruenz erzielen, so daB auch hier die Gleichungen (138) bis

(140) gelten.

Wir wollen jetzt die Umgebung eines zylindrischen
Strahles mit derjenigen eines Strahles s eines hyperbolischen
Netzes !ft mit einer unendlich fernen Brennlinie (eines

,,speziellen hyperbolischen Netzes&quot;) vergleichen. Wir
konnen s zur J-Achse, seine Verbindungsebene mit der

endlichen Brennlinie & zur X^-Ebene machen; bildet dann

diese mit der Ebene des Strahlbuschels 33, dem 5 angehort,
den Winkel ip , so ist

(141) & = sin^cos^ , q2 = sinw sin?/; , q3
= cosw

die Parameterdarstellung von SB . Bildet & mit der X-Achse
den Winkel

o&amp;gt;,
so haben wir, um alle Strahlen von %t zu

erhalten, mit 33 noch die Translation

oder mit dem Zeigersystem die entgegengesetzte vorzunehmen.

Nach Bd. I, 41 haben wir also zur vollstandigen Dar-

stellung von %t zu (141) noch hinzuzufugen :

4
= t? sinwtgcosing

q5 = veinwtg co cosy -f vcosw

Wendet man auf diese Darstellung die Gleichungen (2la)

und (46 a) an, so erhalt man genau (138) und (139) wieder.

Dabei hat, wie zu erwarten, der Winkel co keine Rolle ge-

spielt. Setzen wir ferner an Stelle der unendlich fernen

Brennlinie von 01 eine endliche parallel zur ^-Achse in der

Ebene des Biischels S3, so erleiden dadurch die ersten Ab-

leitungen der q fiir die Werte u = v = keine Anderung.
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Denn sowohl das Buschel v = als das Parallelbuschel u =
gehoren auch dem neuen Netze an. Also haben wir auch

hier oo2 einander in s beriihrende Strahlennetze, deren

Brennlinien beliebig aus je einem Buschel mit endlichem

Scheitel und einem Parallelstrahlenbuschel ausgewahlt werden
konnen. Hierdurch ist die schon in 27 angedeutete Sach-

lage bestiitigt.

Satz 71: In einem zylindrischen Strahl einer

beliebigen Kongruenz gibt es oo2 beruhrende hyper-
bolische Netze, worunter oo 1 mit einer unendlich
fernen Brennlinie.

Unter den letzteren nennen wir dasjenige das Haupt-
netz, dessen endliche Brennlinie den Strahl s senkrecht

schneidet. Wenn \p
=

ist, so ist das Hauptnetz ein Nor-
2

malennetz und wir nennen einen solchen Strahl einen

,,zylindrischen Normal strahl&quot;, weil seine Brennebenen
zueinander senkrecht stehen.

Wir haben noch eine Art von Strahlen zu betrachten :

Wenn die Brennlinie eines parabolischen Netzes unendlich

fern ist (wir nennen es dann ,,speziell parabolisch
u
) , so

zerfallt das Nete (Bd. I, 55, e) in oo1 Parallelstrahlen

buschel in parallelen Ebenen der Stellung a. Man sieht,

unmittelbar, daB in der Umgebuug eines bestimmten Strah-

les s fur alle Fortschreitungsrichtungen (mit Ausnahme der im
Parallelbuschel bleibenden) P einen konstanten endlichen

Wert hat, wahrend g beliebig bleibt. Einen Strahl einer

beliebigen Kongruenz, dessen Umgebung ebenso beschaffen

ist, wollen wir ,,zylindrisch-parabolisch
a nennen. Fur

einen solchen gibt es nurmehr oo 1 beruhrende Strahlennetze,
die samtlich speziell parabolisch sind. Denn fur die Korre-
lation auf der unendlich fernen Geraden der Stellung &amp;lt;j sind

zwei Bedingungen gegeben, namlich die Zuordnung zwischen

der Kichtung von s und der durch s gehenden Buschelebene
und dieselbe Zuordnung zwischen den Nachbarelementen
der Korrelation, die durch den Wert P vermittelt wird.

Wir haben die Definition der regularen Strahlen bisher

nur fur die nicht zylindrischen Strahlen aufgestellt ( 20)
und es fragt sich, ob wii die hier betrachteten Strahlen als

singular ansehen sollen. Dies ware unnatiirlich, weil dadurch
solche Strahlengattungen getrennt wiirden, die durch pro-
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jektive Transformation ineinander ubergehen konnen. W6nn
wir namlich durch eine solche den einen Brennpunkt eines

hyperbolischen Strahls ins Unendliche werfen, so erhalten

wir einen zylindrischen Strahl. Analog geht aus einem

parabolischen Strahl ein zylindrisch-parabolischer hervor.

Wir wollen daher endgiiltig definieren: Regular nennen wir

jeden Strahl einer Kongruenz, fur den ein*) beruhrendes
nicht singulares Strahlennetz existiert; alle anderen
Strahlen nennen wir singular. Wenn wir streng an dieser

Definition festhalten, iniissen wir auch die Brennlinie eines

parabolischen Netzes zu den regularen Strahlen rechnen;
fur sie ist dieses Netz selbst das einzige beruhrende. Die

Fortschreitungsrichtungen ihrer Umgebung sind durch die

hochst einfachen Gleichungen (Bd. I, 53, b) dargestellt :,

Jeden Strahl, dessen Umgebung sich ebenso verhalt, nennen
wir einen ,,regularen Brennstrahl&quot;. Wir zahlen nochmals
die verschiedenen Arten (im Endlichen liegender) regu-
larer Strahlen auf : Die elliptischen (hierunter die isotropen),
die hyperbolischen (hierunter die Normalstrahlen), die para

bolischen, die zylindrischen (hierunter die zylindrischen

Normalstrahlen), die zylindrisch-parabolischen, die regularen
Brennstrahlen.

Unter den singularen Strahlen scheiden wir die ,,halb-

singularen&quot; (von den iibrigen ,,eigentlich singularen^)
als diejenigen aus, bei denen alle Fortschreitungsrichtungen
entweder in einem Strahlenbundel oder einem Strahlenfeld

enthalten sind; man kann also sozusagen die eine Halfte

eines singularen Strahlennetzes als beriihrend betrachten.

Im ersten Fall ist a konstant; dasselbe tritt auch bei zwei

Arten regularer Strahlen ein (den isotropen und den zy
lindrischen Normalstrahlen), aber hier kann P ein Werte-

kontinuum durchlaufen, wahrend es bei den halbsingularen
Strahlen erster Art fur alle Richtungen Null ist. Die halb

singularen Strahlen zweiter Art treten beispielsweise bei den

Kongruenzen auf, die von den Doppelsekanten einer Raum-

*) Und folglich unendlich viele mit einer einzigen gleich
zu erwahnenden Ausnahme.
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kurve gebildet werden und zwar als Verbindungslinien der

Beruhrungspunkte einer doppelt beruhrenden Ebene.

Kummer hat (J. f. Math. Bd. 57) em Beispiel einer

Kongruenz mit einer Regelflache voll singularer Strahlen

gegeben: Die gemeinsamen Tangenten zweier konfokalen

Flachen zweiter Ordnung. Die Brennpunkte riicken fur

eine Tangente der Schnittlinie zusammen. Aber ein para-
boHscher Strahl konnte dadurch nur entstehen, wenn auch

die Brennebenen zusammenriickten ; diese werden aber im

Gegenteil senkrecht aufeinander. Ein anderes Beispiel folgt
in Aufgabe 36.

Ubungsaufgaben:
17. Die fur den Hauptstrahl eines parabolischen Netzes

charakteristischen Gleichungen (42) sind synthetisch abzuleiten.

18. Der Satz 48 1st synthetisch zu beweisen.

19. Die Ergebnisse des 24, b sind auf andereni,

elementarerem Wege abzuleiten.

20. Man beweise den Satz 50 auf folgendem Wege :

Man schreibe die Gleichungen eines Rotationsnetzes als

Schnitt zweier Gewinde:

& + C 2i
=

, fe + cq2
=

,

verschiebe das Zeigersystem langs der X-Achse um x,
drehe es endlich um die X-Achse, bis die ^T-Achse in eineu

Strahl des Netzes fallt. Dann suche man die gemeinsamen
Fortschreitungsrichtungeii beider Gewinde und die extremen

Lagen der nioglichen Zentralpunkte der Regelflachen des Netzes.

21. Die Gleichung der Grenzflache eines allgemeinen
Strahlennetzes ist abzuleiten.

22. Die Krummungsflachen und die Hauptflachen eines

parabolischen Netzes sind zu suchen.

23. Die Differentialgleichung der Flachen ist abzuleiten,
deren Zentralebenen mit einer der zugehorigen Krummungs-
ebenen einen konstanten Winkel a bildet.

24. Die Verteilungsparameter von Regelflachen mit ge-
meinsamem Zentralpunkt haben fur einen und denselben

Kongruenzstrahl eine konstante Summe.
JR T

25. Die Bedingung =
, die in (102) auftritt, ist

fiir sich allein zu deuten.
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26. Die Bedingung dafur, daB die Parameterflachen

komplementar sind (oder daB ihre Zentralpunkte zusammen-
falien), ist:

_S_
w~

27. Die Mitteleinhullende des hyperbolischen Netzes ist

zu bestimmen.

28. Die isotropen Schraubungskongruenzen sind zu suchen.
29. Die Gleichungen der Flachen konstanter Umgebungs-

form (31) sind bei einer beliebigen Kongruenz aufzustellen.

30. Die Flachen konstanter Umgebungsform und die

konstanter UmgebungsgroBe sind bei den Strahlennetzen
zu suchen.

31. Die Normalschnitte einer Kegelflache konstanter

Neigung ( 23) sind Ellipsen.
32. Das Beispiel fur die halbsingularen Strahlen zweiter

Art
( 34) ist ins duale Gebiet zu iibertragen.
33. Fur die Flache (92) (Grenzflache des parabolischen

Strahlennetzes) ist der Ursprung ein hoherer singularer Punkt;
der geometrische Ort der Taiigenten in ihm ist zu suchen.

34. Die Gratlinien der abwickelbaren Flachen einer

Normalenkongruenz sind geodatische Linien der Brennflache
der Kongruenz (Monge).

35. Sei P ein Punkt einer Kreislinie und E die Ebene
durch P, die auf der Kreisebene senkrecht steht und den
Kreis beruhrt. Es ist die Kongruenz der Strahlbuschel

(P, E) analytisch darzustellen und zu zeigen, daB jeder
Strahl parabolisch ist.

36. Das vorige Beispiel laBt sich dahin verallgemeinern :

Wenn man einen Punkt P eine Kurve C beschreiben laBt

und eine Ebene E stets durch die Tangente von C in P
gehen l&Bt, so ist die Kongruenz aus samtlichen Biischeln

(P, E) parabolisch.



III. Abschnitt.

Allgemeine Theorie der Komplexe.

35. Die Arten von Komplexstrahlen.

Sei durch eine homogene irreduzible Gleichung n-

Grades

(i)

ein algebraischer Komplex C gegeben*). Wir betrachten

die Umgebung eines bestimmten Strahles g, und eine durch

qi gehende, in C enthaltene Regelflache. Wir bezeichnen

die Ableitungen der p nach einem unabhangigen Parameter t

an der Stelle qt
mit $ , q&quot;

. . . und setzen

in (1) ein:

*) Zvvei algebraische Gleichungen in Punktzeigern kfinnen,
auch wenn sie beide irreduzibel sind, doch ein zerfallendes
algebraisches Gebilde darstellen. Z. B. kann der Schnitt zweier
Flachen zweiter Ordnung aus einer gemeinsamen Erzeugenden
und einer Kurve dritter Ordnung bestehen und um letztere rein

darzustellen, mufi man eine dritte Flache zweiter Ordnung, d. h.

im Ganzen drei Gleichungen zu Hilfe nehmen. Analog haben
wir in der Liniengeometrie neben (1) immer die Gleichung

() PlP* +P2 Pt +^3^6=0
oder eine aquivalente. Es ist also die Frage nicht mtissig : Kann
jeder algebraische Komplex durch eine einzige Gleichung (aufier )

rein dargestellt werden? Diese Frage ist von Klein (Math.
Ann. XXII) bejahend beantwortet worden.
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Indem wir die Koeffizienten allerPotenzen von h Null setzen und

j-
= Fif ^-j-~

= Fik . . .

bezeichnen, erhalten wir fur die q , cf
f

. . . die Bedingungen :

6 66
(3)

wobei in die Symbole F die konstanten Werte q einzusetzen

sind. Daneben folgen aus

(4) B(p)~J&amp;gt;jp,+8
=

i

die Bedingungen (die Indizes sind mod 6 zu nehmen) :

(6)

Durch die Werte von gy und cft ist eine von q ausgehende
Fortschreitungsrichtung im Linienraum

( 19) bestimmt, weil

durch diese Werte sowohl Zentralpunkt als Zentralebene

( 2) als endlich Yerteilungsparameter ( 3) der Regelflache
an der Stelle q bestimmt sind*). Von diesen drei Elementen
allein hangt aber die Fortschreitungsrichtung ab, wie aus

ihrer Definition in 19 unmittelbar folgt. Aus der Be-

schrankung (2) miissen wir also die in C enthaltenen

Richtungen entnehmen konnen. Diese Bedingung ist die-

selbe, als ob wir vom linearen Komplex

(7) 2F&amp;lt;pt
=

*) Dies wurde an den erwahnten Stellen fur rechtwinklige
Linienzeiger bewiesen, gilt aber auch fur tetraedrische, da diese

xnit den rechtwinkligen durch homogene lineare Gleichungen zu-

sammenhangen (Bd. I, 40). Wir durfen ferner voraussetzen (was
nur Sache der Parameterwahl ist), dafi nicht alle q

r verschwinden.
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ausgegangen waren. Nun mussen wir vier Falle unter-

scheiden:

I. Kann dieser lineare Komplex ein Gewinde sein.

II. Kann er ein Strahlengebusch sein, ohne daB jedoch
die sechs Gleichungen

(8) Ft
= Q gv+3 (Q ein Proportionalitatsfaktor)

erfullt sein sollen.

III. Konnen diese Gleichungen erfullt sein.

IV. Konnen alle Ft verschwinden.

Im ersten Fall nennen wir den Strahl q regular, in

alien anderen Fallen singular, und zwar im zweiten Fall

einen gewohnlichen singularen, im dritten und vierten

Fall einen hoheren singularen Strahl. Von IT. ist dor

Fall III. deshalb abzusondern, well hier (2) mit der fur alle

Richtungen geltenden Gleichung (5) identisch wird, so dafi

man die Gleichung (3) heranziehen muB, um eine fur die

Richtungen von C charakteristische Bedingung zu finden.

Jetzt lassen sich namlich aus (3) mit Hilfe von (8) und (6)

die cfl eliminieren: Setzt man

fi, i+B Q = Ci, i+3 j

im iibrigen jedoch F^ = c,-j ,
so tritt

(9) 2&amp;gt;,,^-^=0

an Stelle von (2). Auch im Falle IV. wird (3) unmittelbar

eine quadratische Bedingung fur die q allein.

Hohere singulare Strahlen kommen im allgemeinen in

einem beliebigen Komplex nicht vor. Denn die Gleichungen (8)

geben fiinf (also zwei iiberzahlige) Bedingungen. Aus Bd. I,

S. 130 folgt ohne Ausnahme:
Satz 72: Ein Strahl ist singular oder regular,

je nachdem seine Zeiger die Gleichung

(10) 2\F,- F,+3 =
1

erfiillen oder nicht.

Wenn die Funktion F ein Teiler der linken Seite von (10)

ist, sind alle Strahlen des Komplexes singular; dies kann
wirklich vorkommen (g 45). Hiervon abgesehen sind die
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singularen StraMen der Schnitt von (1) und (10), also (Bd. I,

Satz 64):
Satz 73: Die singularen Strahlen eines Kom-

plexes w-ter Ordnung bilden (wenn sie nicht alle

singular sind) eine Kongruenz vom Grade 2n(n 1) .

36. Unbestimmtheiten der Darstellung.

a) Wir mussen die Abzahlung der Bedingungen fur die

c[ mit der uns schon bekannten Dimension der Fort-

schreitungsrichtungen im Linienraume in Einklang bringen
und wollen die Sachlage zunachst durch eine Analogic im
Punktraum erlautern : Das Strahlenbiindel mit dem Ursprung
als JScheitel enthalt alle Richtungen ; wir konnen eine solche

durch drei homogene Zeiger x-.y.z, d. h. durch irgend einen

Punkt P der betreffenden reprasentierenden Geraden g dar-

stellen. Um eine Nachbarrichtung g darzustellen, mussen
wir vom Punkte P zu einem Punkte Q der Geraden (f iiber-

gehen und haben dazu ein ganzes Strahlbuschel von Rich

tungen zur Verfugung. Es ist also den GroBen a/, / , of

(Ableitungen nach t) nur eine Beschrankung von der Form

ax? + by + ctf^O

auferlegt. Auch bei fest gewahlten absoluten Betragen von

x, y y z gibt es noch oo2
Wertesysteme von a/, y

f

) /, die

den gewunschten Ubergang bewerkstelligen, weil wir oo1

brauchbare Richtungen PQ haben und zur Definition einer

einzelnen nur die Verhaltnisse tf \yf\sf in Betracht kommen.
Die letztere Unbestimmtheit hangt mit der Willkur in der

Parameterdarstellung einer Kurve zusammen; um die erstere

zu beseitigen, konnte man eine willkiirliche Bedingung, z. B.

^ 2 + y
2 + # 2 = i

hinzufiigen.

Analog im Linienraum: Da die Linienzeiger samt ihren

absoluten Betragen tatsachlich Stabe bedeuten, kann man
von einer Geraden g zu einer Nachbargeraden ^f

7
,

auch

wenn man die Betrage der Zeiger q von g fest gewahlt hat,

noch in mannigfacher Weise fortschreiten ,
indem man die

Lange des Stabes auf g willkiirlich wahlen kann. Will
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man diese Unbestimmtheit beseitigen, so kann man sich z. B.

auf Einheitsstabe beschranken

&amp;lt;?? + ql + &amp;lt;?t

= 1
,

was fiir die cf die neue Bedingung

(ii)

mit sich bringt. Oder man fiigt (in projektiven Unter

suchungen) raitunter eine Gleichung

(12)

mit willkurlichen Koeffizienten k hinzu (Gleichung (11) kann

als Spezialfall von (12) betrachtet werden). Man mufl dann

trachten, diese aus dem Ergebnis wieder zu beseittgen (Bei-

spiele bei Voss, Math. Ann. Bd. 8). Es bleibt dann noch

die Unbestimmtheit bestehen , die in der Parameterdarstellung
der Regelflache q^t) liegt. Diese in Verbindung mit den

Bedingungen (5) und (11) (oder (12) oder einer stellver-

tretenden) lafit dann in der Tat nurmehr c
3
Richtungen im

Linienraum zu, wie es sein muB. Kommt eine Komplex-
gleichung hinzu, so bleiben wegen (2) nurmehr oo2

ubrig.

b) Die Gleichung eines algebraischen Komplexes kann
in mannigfachen Formen geschrieben werden. Wenn
namUch M eine beliebige homogene Funktion der p vom
n 2 -ten Grade ist und

(P = F -f ME ,

so wird durch

(la)
&amp;lt; =

derselbe Komplex wie durch F = dargestellt, weil nach (4)

fur alle Linienzeiger R = wird. Ebenso ist fur die

Linienzeiger eines Komplexstrahles :

(13)

wegen
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Wenn die Bedingung (8) erfullt 1st, so gilt

(14) &amp;lt;P,=fe

Man sieht also, daB die Kennzeichen fur die regularen und

gewohnlichen singularen Strahlen durch die Unbestimmtheit*)
der Komplexgleichung nicht beriihrt werden. Dagegen
flieBen die Falle III und IV ineinander, weshalb wir inner-

halb der hoheren singularen Strahlen **) vorlaufig keine Unter-
schiede gemacht haben. Es gilt geradezu:

Satz 74: Die Gleichung jedes algebraischen
Komplexes kann so geschrieben werden, daB fur
einen bestimmten etwa vorhandenen hoheren singu
laren Strahl alle Ff verschwinden.

Denn die Funktion M kann so gewahlt werden, daB
sie an der Stelle p =-

gy den Wert Q anniramt, der bei

einer bestimmten Wahl der qf ein bestimmter numerischer
Wert ist

In der homogenen Funktion w-ten Grades von sechs Ver-
anderlichen treten ebensoviel Glieder auf als in der Potenz

also! ); vgl. Netto, Kombinatorik, 36. Hiervon
\ 5 / /w i 3\

konnen jedoch (

j
passend gewahlte wegen der Willkur-

lichkeit von Jtf auf beliebig vorgegebene Betrage gebracht
werden und auBerdem ist wegen der Homogeneitat eine

Konstante abzuziehen; ferner ist es fur einen Komplex eine

einfache Bedingung, durch eine Gerade zu gehen. Also:

Satz 75: Der Komplex n-ten Grades hangt von

*) Sie ist analog der Unbestimmtheit, die bei der Dar-

stellung einer Kaumkurve eintritt, die als Schnitt zweier alge
braischen Flachen definiert ist. Diese FlachenFQ, Gr= Q konnen
durch zwei beliebige des Buschels F + A Gr = ersetzt werden.

**) Sie werden gewohnlich schlechtweg , ?Doppelstrahlen&quot; ge-

nannt; dies ist ebenso bedenklich, als wenn man alle eingularen
Punkte der algebraischen Kurven (auch die Ruckkehrpunkte und
mehrfachen Punkte) Doppelpunkte nennen wollte.
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Konstanten (der quadratische von 19 Konstanten)
ab und ist durch ebensoviele allgemein liegende
Gerade bestimmt*).

Wir wenden uns zur Frage, ob es unter diesen un-

endlich vielen Formen der Gleictmng eines Komplexes eine

ausgezeichnete gibt.

37. Die Normalform von Clebsch.

Man kann die Funktion F symbolisch als w-te Potenz
einer linearen Form schreiben

(6

\n

^avpv
} (t, A, ?...=!,... 6),

i /

wenn man nach Ausrechnung der Potenz jedes Produkt

didjcai. . . durch den entsprechenden Koeffizienten a,-**... er-

setzt. Es fragt sich, ob man bei dieser symbolischen Dar-

stelluDg von I die Koeffizienten av der linearen Form als

Zeiger einer Geraden (eines speziellen linearen Komplexes)
auffassen darf, d. h. der Relation

(16) 2av av+3 =

unterworfen. Nun hat eine solche symbolische Gleichung (15)

allerdings keine arithmetische Bedeutung und man kann

uberhaupt nicht von bestimmten numerischen Werten der av
sprechen. Dennoch hat die eben aufgeworfene Frage einen

guten Sinn : Jeder homogenen Relation n-ten Grades zwischen
den av als beliebigen Linienzeigern entspricht nach der

Ersatzregel eine lineare Relation zwischen den a^i..., die

wirklich bestehen rnuB, wenn diese Regel zu richtigen Er-

gebnissen fiihren soil. Z. B. entspricht bei den Komplexen
dritten Grades der Relation

(*! % + a
2 a5 + % 6) Oj

=

*) Was bei derartigen Satzen unter ,,allgemein liegend&quot; zu
verstehen ist

; bedarf freilich jedesmal einer naheren Untersuchung.
Zindler, Liniengeometrie. 10
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die folgende zwischen den wirklichen GroBen a*):

=
.25

Die Frage geht also dahin, ob durch geeignete Wahl der

Funktion M die Gleichung des Komplexes so geschrieben
werden kann, daB alle Relationen zwischen den Koeffizienten,
zu denen man durch Anwendung des angedeuteten Ver-
fahrens gelangen kann, erfullt sind. Sie 1st von Clebsch,
(Math. Ann. II) durch eindeutige Herstellung seiner Normal-
form bejahend beantwortet worden. Wir beschranken uns

auf die quadratischen Komplexe : Die einzige quadratische
Relation zwischen den a ist eben (16); ihr entspricht:

(17) au + a25 -f a36 = .

Wenn sie urspriinglich nicht erfiillt ist, seize man 2 a^ + M
an Stelle jedes Koeffizienten in (17) und erhalt hieraus :

H-Ogg +a86 )
.

Wenn also

n
=

(t,.*
- 1, ... 6)

die Komplexgleichung in beliebiger Form ist, so ist

die ,,Clebschsche Normalform&quot;. Ihre Bedeutung fiir das

symbolische Rechnen beruht zunachst darauf, daB man nun
die Koeffizienten av ebenso wie die pt durch zweigliedrige
Determinanten aus anderen Symbolen ersetzen kann, die

Punkt- oder Ebenenzeiger bedeuten.

*) Dabei sind, um den ganzen Koeffizienten von p^p^ . . . zu

erhalten, die Grofien a mit gleichen Marken A
, ^ . . . ,

die aber in

verschiedener Reihenfolge auftreten, einander gleichzusetzen. Die
wirklichen Koeffizienten gehen also aus den a durch Multiplikation
mit gewissen Polynomialkoeffizienten hervor.
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38. Die Haupt-Korrelation eines regularen

Komplexstrahies.

Wir fassen einen algebraischen Komplex & ins Auge
und einen bestimmten regularen Strahl s desselben. Jedem
Punkt P auf s entspricht ein Komplexkegel K und im

allgemeinen langs 5 eine einzige Beriihrungsebene E
desselben. Den Punkten auf s sind so Ebenen
durch s zugeordnet (Fig. 13). Dual entspricht jeder
Ebene durch s eine Kornplexkurve C und auf s ein

Beriihrungspunkt derselben. Den Ebenen durch s

sind so Punkte auf s zugeordnet. Es ist geometrisch

naheliegend und wird analytisch bestatigt werden,
daB diese Zuordnung in beiden Fallen dieselbe ist.

Denn s und eine Nachbarerzeugende von K liegen
auch in einer Ebene E . Ihr Schnittpunkt (die Kegel-

spitze) ist also auch zugleich der Beriihrungspunkt
von C mit s. Wir konnten aus 35 entnehraen,

daB diese Zuordnung eine Korrelation ist. Denn
da die in ( enthaltenen Richtungen dieselben sind

wie die des Gewindes (7), so gilt dies auch ins-

besondere fur die schneidenden Nachbarstrahlen, die

bei einem Gewinde ein parabolisches Strahlennetz

bilden (Bd. I, Satz 76 und 53, b). Wir wollen

aber diesen wichtigen Gegenstand nochmals unab-
Fig 13

hangig von 35 untersuchen, weil das Ergebnis
zum Teil auch fiir singulare Strahlen verwertbar sein wird.

Es sei

(1)

\1

die Gleichung n-ten Grades von

^22/3- ^3

10
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in den laufenden Zeigern y die Gleichung des Komplex
kegels (Bd. I, 42) fur den Punkt x\ seine Beruhrungs
ebene hat in den laufenden Zeigern | die Gleichung:

Nun ist

dF

.=1

und fur die Ableitungen der p nach den y gilt folgendes
Schema :

wobei in die F die Zeiger p{ des Strahles s einzusetzen

sind. Dual ist

/22&quot;\ F (u v u v \ Q

in den laufenden Zeigern v die Gleichung der Komplex-
kurve fur die Ebene w; ihr Beriihrungspunkt ist in den
laufenden Ebenenzeigern r\

:

Das Schema der Ableitungen der p nach den v erhalt man
aus (20), indem man alle Symbole x durch u ersetzt und
die Indizes der p um drei andert. Die Zeiger des Be-

riihrungspunktes der Koinplexkurve mit s in der Ebene u
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erhalt man also aus (21), indem man die x mit den u ver-

tauscht und die Indizes aller F um drei andert:

(23)

ox2
= % F u3 FB + w4 F2

u F
Die Determinante sowohl des Systems (21) als (23) hat

(Bd. I, S. 131) den Wert

ist also fiir einen regularen Strahl von Null verschieden;
fiir einen solchen sind die Gleichungen (23) dieselben, die

man auch durch Auflosung des Systems (21) nach den x
erhalt und daraus folgt fiir regulare Strahlen die anfangs

gemachte Bemerkung iiber die Identitat beider Zuordnungen.
Die Gleichungen (21) definieren ein Nullsystem (Bd. I, 46,

Gleichungen 15 a). Die Zuordnung der Punkte und Ebenen
von s ist dieselbe wie in diesem Nullsystem, also (Bd. I,

53,b):
Satz 76: Auf jedem regularen Strahl s eines

algebraischen Komplexes sind den Punkten von s

die langs s ihre Komplexkegel beriihrenden Ebenen
und den Ebenen durch s die Beruhrungspunkte
ihrer Komplexkurven mit s zugeordnet. Diese Zu
ordnung ist in beiden Fallen dieselbe und ist eine

Korrelation; sie heifie Hauptkorrelatiori.

39. Die singularen Strahlen, Punkte und Ebenen.

Wir setzen jetzt voraus, s sei ein singularer Strahl, also

(10) 2FiFM =*Q.

Auch dann ordnen die Gleichungen (21) einem Punkte x
auf s eine bestimmte Ebene zu, aufier wenn fiir diesen

Punkt alle rechten Seiten verschwinden. In letzterem Fall

wird die Beriihrungsebene unbestimmt und s ist ein singu
larer Strahl des Komplexkegels von x.

Nun lassen sich die Fi wegen (10) als Zeiger einer Ge-
raden g deuten und zwar wollen wir sie als Achsenzeiger
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betrachten, wahrend die p Strahlenzeiger waren. Die

Strahlenzeiger g^ von g sind also:

(24) 9i=Fi+s .

Dann bedeutet

(25) 2&amp;gt;.F,
= n.F.-0,

1

daJB sich s und g stets schneiden
;
diese zwei Strahlen konnen

aber auch identisch sein, wenn namlich (8) fiir die p erfiillt 1st :

(8 a) pi = QFi+ z.

Setzt man die Werte (24) in (21) em, so erhalt man (Bd. 1,

38) rechts die linken Seiten der Inzidenzbedingungen
zwischen x und g. Die u verschwinden also, je nachdem

(8 a) erfiillt sind oder nicht, fur alle oder fiir einen einzigen
Punkt (den Schnitt s

, g) auf s .

Satz 77: Je nachdem ein singularer Strahl s zu
den gewohnlichen oder zu den hoheren gehort, ist s

fiir den Komplexkegel eines oder aller seiner Punkte

singularer Strahl (im allgemeinen Doppelstrahl) und

zugleich fiir die Komplexkurve einer oder aller

seiner Ebenen singulare Tangente (im allgemeinen
Dopp eltangent e).

Fiir einen gewohnlichen singularen Strahl s ist die

Ebene u davon unabhangig, wie man den Punkt x auf s

verschiebt. Denh aus (21) folgt:

(26)

-j- u3 F6

- F

, F6 -u2
F

2 + UB F =0.
Dies sind aber die Inzidenzbedingungen zwischen u und g (Bd. I,

38); u ist also als Yerbindungsebene von s und g voll-

kommen bestimmt. Zugleich sieht man aus (23), daB u (wie

ja geometrisch naheliegend) diejenige einzige Ebene durch s

ist, fiir die der zugeordnete Punkt x unbestimmt wird. Wir
nennen eine Ebene, deren Komplexkurve als Strahlengebilde
eine Singularitat hat (Doppeltangente, Wendetangente, mehr-

fache Tangente), eine singulare Ebene und einen Punkt, fiir

den der Komplexkegel eine Singularitat hat (Doppelstrahl,
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Ruckkehrstrahl, mehrfacher Strahl), einen singularen Punkt.
Dann konnen wir die letzten Ergebnisse so aussprechen:

Satz 78: Jedem gewohnlichen singularen Strahl s

ist durch die Inzidenz mit einem zweiten Strahl (24)

ein singularer Punkt S und eine singulare Ebene o

zugeordnet; S ist alien Ebenen des Strahles s

(aufier a) als Beriihrungspunkt ihrer Komplexkurven
und o alien seinen Punkten (auBer S) als Beriihrungs-
ebene ihrer Komplexkegel zugeordnet.

Natiirlich werden im allgemeinen auf s noch andere

singulare Punkte liegen, aber der singulare Strahl ihres

Komplexkegels muB von s verschieden sein; analog dual.

Man nennt daher S und a die zugeordneten singularen
Elemente des Strahles s . Ihre Zeiger kann man nach Bd. I,

39, b) berechnen. Z. B. erhalt man die Zeiger von S aus

der ersten Spalte*) des dortigen Schemas (46):

^:a%:a%:V-2&amp;gt;i.*is(6*2):(4, 3):(5, 1),
i

wobei (i, k)
=

Pi Fk p* Ff bedeutet.

Andert man die Komplexgleichung nach 36, b), so

andert sich auch^r, bleibt aber wegen (13) im selben Biischel

(s , g) ,
so dafi die vorhergehenden Uberlegungen nicht ge-

stort werden.

40. Die Singularitatenflache und die akzessorischeFlache.

Wir nennen die Kongruenz der singularen Linien eines

Komplexes kiirzer auch die,,Singularitatenkongruenz&quot; @
des Komplexes, fassen einen ihrer Strahlen s ins Auge und
wellen zeigen, daB der Strahl g des vorigen Paragraphen
als Brennstrahl eines Strahlennetzes betrachtet werden kann,
das @ in s beriihrt. In der Tat enthalt ein solches be-

riihrendes Netz alle Richtungen im Linienraum, die von s

ausgehen und zugleich in den Komplexen
F=0

und

*) Sollte die erste Spalte versagen, so muJ& eine andere zum
Ziel fuhren.
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enthalten sind. Nun sind die Eichtungen des ersten Kom-
plexes nach 35 mit den Richtungen von

(7) 2FiPi =
identisch. Diese Gleichung bedeutet fur einen singularen
Strahl s ein Strahlengebusch @ mit der Achse g. Was fur

eine Kongruenz nun auch aus ($ durch einen zweiten

Komplex G = herausgeschnitten werden mag, es wird zur

Bestimmung der gemeinsamen Richtungen immer zu (7) noch
eine andere derartige Gleichung

(7a) 2GiPi =
hinzutreten; sie liefie sich, wenn G = mit (10) identisch

1st, leicht explizite aufstellen. Dann ware durch (7) und (7 a)
ein Strahlennetz bestimmt, das die Singularitatenkongruenz
in s beruhrt. Um seine Brennlinien zu finden, hat man die

singularen Komplexe des Komplexbiischels

(27)

zu suchen (Bd. I, 53). Aber der eine ist (7) selbst; es

ist also auch die eine Brennlinie unmittelbar bekannt,
namlich g . Nennen wir, wie im vorigen Paragraphen, S den
Scheitel und a die Ebene des Strahlenbiischels (s, g), so

folgt aus 23 und 27, daB S der

eine Brennpunkt und a die eine Brenn-
ebene des Strahles s als Kongruenz-
strahles von @ ist; und zwar beruhrt a

denjenigen Mantel der Brennflache, auf

dem auch S liegt. Den anderen Brenn

punkt und die andere Brennebene finden

wir am einfachsten durch folgende Uber-

legung: Der Komplex (10) definiert,

da s fiir ihn im allgemeinen regular ist,

auf s eine Hauptkorrelation; in dieser

moge dem Punkte S die Ebene s, der

Ebene a der Punkt Q entsprechen (Fig. 14). Da nun
die schneidenden Richtungen des Komplexes F durch die

Nachbarstrahlen von s im Biindel S und im Felde a re-

prasentiert werden, so sind die gemeinsamen schneidenden

Richtungen beider Komplexe F und (10) durch die Nachbar-
strahlen von s in den beiden Biischeln (S , e) und (Q , a)

reprasentiert. Wenn s auch in (10) singular ist, so wird Q

Fig. 14.
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der singulare Punkt und e die singulare Ebene von s in (10)
und die Schliisse bleiben bestehen, solange Q von S und
e von o getrennt bleiben. Wir finden also nochmals S und a

als Brennelemente, ferner Q als zweiten Brennpunkt und s

als zweite Brennebene. Da die Brennflache in jedem Brenn-

punkte von einer der zugehorigen Brennebenen beriihrt wird

(Satz 55) und zwar, wie wir friiher sahen, in S von a,
konnen wir sagen :

Satz 79: Der Ort der singularen Punkte eines

Komplexes ist mit dem Umhiillungsgebilde der

singularen Ebenen identisch und heiBt ,,Singulari-
tatenflache&quot;. Diese Flache ist der eine Mantel der
Brennflache der Singularitatenkongruenz. Der an-

dere Mantel (die ^akzessorische Flache&quot;) ist der

geometrische Ort der Punkte, die den singularen
Ebenen auf den zugehorigen singularen Strahlen s

durch den Komplex G = 2FiFf+s
= zugeordnet

werden; er wird zugleich (dual) von den Ebenen
umhullt, die durch 6r den singularen Punkten S als

Beriihrungsebenen ihres Komplexkegels langs s zu

geordnet werden.
Der erste Teil dieses Satzes wurde fur quadratische

Komplexe von Pliicker (neue Geom. II, Art. 320), allgemein
zuerst von Pasch (Zur Theorie der Komplexe und Kongruenzen
von Geraden, Giefien, 1870 und strenger im 76. Bd. des Journ.

f. Math.) bewiesen, von dem auch der zweite Teil herriihrt.

Um die Ordnung und Klasse der Singularitatenflache
zu bestimmen, fragen wir, wann ein singularer Punkt S auf

einem beliebig gewahlten Strahl q des Raumes liegt. Hierzu

muB q sowohl den zu S gehorigen singularen Strahl s als

auch den zu s gehorigen Strahl g (39) schneiden. Wir er-

halten also fur die Zeiger p des gesuchten Strahles s die

Bedingungen :

(1) F(P) - ,

(10)

= .

Dieselben Bedingungen werden aber auch erfiillt, wenn die

Yerbindungsebeue s
, g ,

die eine Bemhrungsebene der Singu-
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laritatenflache 1st, durch q geht. Die Zahl 4n(n I)
2 der

gemeinsamen Losungen der fiinf Gleichungen 1st also die

Summe von Ordnung und Klasse der Singularitatenflache.
Aus dem dualen Charakter der allgemeinen Komplex-
gleichung folgt nun:

Satz 80: Die Ordnung und Klasse der Singu
laritatenflache eines Komplexes n-teu Grades ist

2n(n I)
2

.

41. Die Umgefoung eines regularen Komplexstrahles.

Von der Verteilung der schneidenden Nachbarstrahlen

eines regularen Komplexstrahles p vermitteln die Ergebnisse
des 38 eine hinreichend klare Vorstellung. Denn jedem
Punkte P von p ist durch die Haupt-Korrelation eine

Ebene E ,
somit ein Strahlbiischel (P, E) zugeordnet und

die Nachbarstrahlen von p in diesen Biischeln bestimmen

Richtungen, die auch im Komplex enthalten sind. Da wir

nun von diesen Korrelationen in Bd. I, 53, b) eine An-

schauung gewonnen haben, so haben wir auch eine Uber-
sicht iiber die schneidenden Nachbarstrahlen von p. Wir
wollen jetzt ebenso von den nichtschneidenden Nachbar
strahlen eine moglichst anschauliche Vorstellung gewinnen,
die sich auch auf die metrischen Eigenschaften der Um-
gebung von p erstreckt. Da von jedem Strahl eines Kom
plexes nur oo2 in ihm enthaltene Richtungen ausgehen, mufi

zwischen den drei Zeigern g y ot ,
P der Richtungen ( 19)

des Komplexes eine Beziehung bestehen, die wir nun auf-

suchen wollen. Da ferner fur einen regularen Strahl diese

Richtungen dieselben sind, die im Strahlengewinde (7) vor-

kommen, so brauchen wir die Frage nur fur dieses zu be-

antworten.

Wir denken uns ein Gewinde, dessen Achse in die

^-Achse fallt, durch die Gleichung (Bd. I, 46)

gegeben und werden einen beliebigen Strahl s desselben,

dessen Umgebung wir untersuchen wollen, zur neuen Z-Achse
machen. Wir konnen voraussetzen

,
die positive X- Achse

falle in den kiirzesten Abstand AS = c von Z und s . Wenn
wir mit dem Zeigersystem zunachst die Schiebung AS vor-



41. Die Umgebung eines regularen Komplexstrahles. 155

nehmen und die neuen Zeiger p nennen, so lautet die neue

GJeichung des Gewindes (Bd. I, 41):

o.

Wir haben jetzt noch das Zeigersystem um den Winkel

(Z, s)
= # zu drehen, wobei (Bd. I, 1) tg# = -, also:

c

sin$ = -
.

Vc
2
-f I

2

Wenn wir den positiven W
T
ert der Wurzel wahlen, so kommt

dies darauf hinaus, diejenige Richtung in s zur endgiiltigen
Z-Achse zu machen, welche mit der urspriinglichen Z-Achse
einen absolut spitzen Winkel einschlieBt. Wenn q die neuen

Zeiger heiBen, so findet man schlieBlich mit Hilfe des

Schemas 58, b) des 41 (Bd. I) als Gleichung des Gewindes :

(28) (c
2 + ^

2
) #2 H~ ^ #5 &quot;i&quot;

c #G
=

Dabei kann c stets positiv angenommen werden.

Hier fiihren wir nach 18 natiirliche Zeiger ein und
losen nach a auf:

!#sin&amp;lt;x (c
2 + !

2
)cos&amp;lt;x

(29) a = smco r- -Lr -
.

t cos co GOSOC + c sin co

Dies ist die Gleichung des Gewindes in naturlichen

Zeigern, bezogen auf einen allgernein liegenden Gewinde-
strahl als Zeigerachse, namlich denjeni^en, der in (28)
^-Achse ist. Die Ausgangsebene ist die Verbindungsebene
der Zeigerachse mit ihrem kiirzesten Abstand von der Ge-

windeachse, der Ursprung des naturlichen Zeigersystems ist

der FuBpunkt dieses Abstandes. Fur c = erhalten wir
die Gleichung des Gewindes, bezogen auf einen ,,Mittel-

strahl&quot;, namlich einen solchen, der die Gewindeachse schneidet :

(29 a) a = tgco (g tga f)
.

Indem wir in (29) von den drei unabhangigen Veranderlichen
g

,
oc

, co die ersten zwei unbeschrankt lassen, co auf eine Um-
;ebung der Null beschranken, erhalten wir eine Darstellung der

mgebung von s . Von den in ihr enthaltenen Richtungen be-

trachten wir zuerst diejenigen, fur die oc = ist. Dann ist

nach (29)

(30) a =
,

c
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auBer wenn auch a&amp;gt; von vornherein Null ist. Der letztere

Fall entspricht einer Parallelverschiebung des Strahles in

der Richtung der Gewindeachse, also P=oo- sonst folgt
aus (30) fiir das Zusammenfallen der Strahlen: lim = 0,
wahrend co nach einem beliebigen Gesetz Null werden kann,
wie auch unmittelbar aus bekannten Eigenschaften des Ge
windes ersichtlich ist: Man kann s so bewegen, daB es

fortwahrend denselben Durchmesser des Gewindes schneidet

und dabei beliebig parallel zur Stellung der Nullebenen der

Schnittpunkte drehen, also co von a unabhangig andern.

Ist also &amp;lt;x

= der eine Zeiger einer Richtung, so ist von
a

den beiden anderen entweder P= oo und z unbestimmt

(was aber nur eine einzige, die ,,zylindrische&quot; Richtung
ausmacht) oder P beliebig und z = (oo

1
Richtungen, unter

denen auch die friihere vorkommt). Man sieht aus den

geometrischen Eigenschaften des Gewindes unmittelbar, daB
dieses Ergebnis auch fiir c = richtig ist.

Wenn oc von verschieden ist, erhalten wir aus (29):
a

C 2
-f f

2

setzen wir

(32)

C--^ = m
,

so konnen wir die gesuchte Beziehung zwischen den Zeigern
der Richtungen so schreiben *) :

Sie hangt von einer einzigen Konstanten m ab. Fiir die

schneidenden Strahlen (P = 0) muB sich aus (33) wieder die

Korrelationsgleichung

(34) 0tg# = w

ergeben ; vergleichen wir sie mit (66) in Bd. I, 53, b), und

bedenken, daB die Richtung a auf der Verbindungsebene
mit dein schneidenden Nachbarstrahl senkrecht steht, so

folgt, daB m und die dortige Konstante K zueinander re-

ziprok sind (bis auf die verschiedenen Yorzeichen).

*) Diese Gleichung findet sich beilaufig schon bei Koenigs
(These, S. 59) auf anderem Wege abgeleitet.
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Die Gleichung (33) ist die einfachste Darstellung der

Umgebung eines regularen Komplexstrahles: Alle Bichtungen,
die dureh eine Gleichung der Form

(35) #tg# == const. = K

verkniipft sind, haben gleiche VerteilungsparameterP= ^ m;

(35) selbst stellt eine Korrelation um s dar, die wir uns

versinnlichen wollen, indem wir das gleichseitige hyper-
bolische Paraboloid

x

mit dem Zylinder

x* + y
2 = 2

in einer Kurve C zum Schnitt

bringen. Die Korrelation ent-

steht dann, indem wir jeden
Punkt von C sowohl mit s durch

eine Ebene verbiuden als auch
auf s projizieren. C ist eine

Kurve vierter Ordnung, die in

zwei kongruente Teile zerfallt,

die zur Deckung gebracht werden

konnen, indem man den einen auf

dem Zylinder um n dreht. In

Fig. 15 ist nur der eine Teil fur

ein positives x gezeichnet. Hal-

biert man den Zylinder durch

die XZ- Ebene, wickelt die eine

Halfte in eine Ebene ab, so ent-

steht einAst derbekanntenKurve

wonach sich der Leser leicht

ein Modell der Kurve C her-

stellen kann. Wahlen wir nun
Fig. 15.

einen Wert a, konstruieren fur ein bestimmtes K die Kurve C,
berechnen co aus der Gleichung

(36) = K m
CO
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bewegen schlieBlich eine Gerade so, daB sie stets mit s den
konstanten Winkel co bildet, stets Zylindertangente bleibt

und daB ihr Beriihrungspunkt langs C fortgleitet, so er-

halten wir fur die oo 1 Werte x auf diese Art oo 1 Kurven C *)

und oo2 Geraden. Verbinden wir jede der letzteren mit 5

durch eine Schraubenflache nach 19, so reprasentieren
diese Flachen die oo 2

Richtungen, die im Komplex von s

ausgehen. Ihre Strahlen in einer passend begrenzten Um-
gebung von s stellen annahernd den Komplex selbst in der

Umgebung von s dar, ahnlich wie eine Flache in der Um-
gebung eines Punktes durch die oo 1 beriihrenden Linien-

elemente und die oo 2 in ihnen enthaltenen Punkte ersetzt

werden kann, solange es sich um Eigenschaften handelt, die

bloB von den ersten Ableitungen der Zeiger abhangen. Wir
nennen die Gesamtheit jener cx&amp;gt;

2 Schraubenflachen einen Be-

riihrungskomplex. Seine Gleichung ist also:

(37)
- = #tga m .

Dabei liegt es in der Natur der Sache, daB dieser Er
satz allerdings in einer Beziehung nicht so vollkommen ist,

wie der analoge in der Plachentheorie : In einem regularen

Flachenpunkt P kann man auf der Beriihrungsebene T eine

Umgebung des Beriihrungspunktes so abgrenzen und die

Punkte von T denen der Flache selbst in diesem Gebiet

so zuordnen, daB: 1. der Abstand je zweier zugeordneten
Punkte unter einer gegebenen Grenze e bleibt, 2. die Ab-

grenzung dadurch definieren, daB auf alien Richtungen durch

P in T die gleiche Strecke aufgetragen wird, 3. daB lim

Null wird, wenn diese GroBen selbst Null werden. Man
kann also sagen, fur die GroBe des Bereiches, innerhalb

dessen in einer bestimmten Richtung eine vorgegebene An-

naherung erreicht wird, kann eine von der Richtung selbst

unabhangige untere Grenze angegeben werden.

*) Aus einer von ihnen gehen die ubrigen dadurch hervor,
dafi man alle Z- Zeiger im selben Verhaltnis andert, also durch
eine spezielle affine Verwandtschaft. Nur fiir P= m tritt an
Stelle der halben Kurve (7, die zur Darstellung der Eichtungen
geniigt, eine Gerade g und ein Halbkreis &; vgl. den Schlufi

dieses Paragraphen.
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Dagegen wird sich beim Beriihrungskomplex B fur ge-
wisse Richtungen auch der Bereich co der Null nahern,
iimerhalb dessen B eine hinreichende, vorgegebene An-

naherung des urspriinglichen Komplexes ( darstellt, wie sie

durch die gleichnamigen Zeigerunterschiede a a
,
z # ,

&amp;lt;x txf zweier passend zugeordneten Strahlen von B und C
,

die etwa ihr co geraein haben, gemessen werden kann (die

gestrichelten GroBen beziehen sich auf B). Man sieht dies

unmittelbar ein, wenn man bedenkt, daB in ( auch eine

Zylinderflache Z durch s vorkommt, welche die in B ent-

haltene Zylinderflache Z durch s zwar langs s beruhrt, dann
aber von ihr abweicht. Obgleich also co fiir diese beiden

Flachen, die mit gemeinsamer Richtung durch s gehen,
immer Null ist, wird doch & aJ endliche Werte annehmen.
Man kann daher die Strahlen von Z und Z einander nicht

so zuordnen, daB durch ein hinreichend kleines Interval!

fiir co auch die Grenze fiir oc a unter einen gegebenen
Betrag hinabgedriickt wiirde, noch weniger es so einrichten,

a 0^
daB auch noch lim = wiirde. Man konnte diesen Ubel-

co

stand allerdings beseitigen^ indem man fiir die Zylinderflachen

fund auch in einer gewissen Umgebung des Wertes &amp;lt;%

=

a statt co zur unabhangigen Veranderlichen wahlt, durch
deren Abgrenzung auch der Bereich abgegrenzt wird. Dann
wiirde aber ein ahnlicher Ubelstand bei den Regelflachen
auftreten, fiir die P= ist, anstatt wie hier bei denjenigen,
fiir die P = oo ist. Es besteht eine gewisse Analogic mit
den Funktionen, die in einem Intervall zwar stetig, aber
nicht gleichmaBig stetig sind. Wenn man jedoch die

Richtungen ausschlieBt, die einer gewissen ubrigens beliebig

kleinen Umgebung des Wertes K = m und des Wertes a, =
u

entsprechen, so wird die Analogic mit der Flachentheorie

vollkommen aufrecht zu erhalten sein. Unter derselben

Einschrankung gilt der

Satz 81: Die Umgebungen aller regularen Strah
len beliebiger Komplexe teilen sich nach dem Vor-
zeichen von m in zwei Klassen. Die Umgebungen
zweier beliebigen Strahlen derselben Klasse sind
einander ahnlich.
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Dies ist im selben Sinne zu verstehen, wie man bei

konformer Abbildung von ,,Ahnlichkeit in den kleinsten

Teilen&quot; spricht. Wendet man namlich auf einen Beruhrungs-

komplex eine Ahnlichkeitstransformation mit dem Para

meter Jc und dem Zentralpunkt *) von s als Zentrum an, so

sind die Zeiger des neuen Strahles

a = k a
,

z = k
, CD = co

,
a = & .

Die neuen Strahlen geniigen also der Gleichung

Jcm ,

die wieder einen Beruhrungskomplex darstellt. Zwei be-

liebige Beriihrungskomplexe mit den Konstanten m und mf

konnen daher dadurch kongruent gemacht werden, daB man
den einen im Verhaltnis rn im ahnlich mit sich selbst ver-

andert. Ein Beruhrungskomplex ist also durch die Korre-

lation
ztg&amp;lt;x,

= m eines parabolischen Strahlennetzes schon

bestimmt. Der Satz 81 rechtfertigt es, wenn wir die Koii-

stante m als ,,Umgebungsgrofie&quot; des Strahles bezeichnen.

Wir richten unser Augenmerk noch auf den Wert
P = m

,
fiir den die Kurve C zerfallt. Die Gleichung (33)

wird dann durch a = nebst einem beliebigen Werte
oder durch z = nebst einem beliebigen Werte a erfiillt.

Die erstere Annahme fiihrt zu einem Parallelbiischel ^ von
Nachbarstrahlen

,
die den Zylinder der Figur 15 langs g

beriihren, die letztere zu einem Rotationshyperboloid von

Nachbarstrahlen, die, wie wir sagen wollen, das ,,isotrope&quot;

Bichtungsbuschel**) des Komplexes bestimmen, wahrend 9$

das ,,komplementare
a

Richtungsbiischel bestimmen moge.
In der Tat kann man sich diese Verhaltnisse am

Strahlengewinde unmittelbar anschaulich machen und zwar

geniigt es, wegen des Satzes 81 einen Mittelstrahl h des

Gewindes zu nehmen: Wir wissen aus Bd. I, Satz 120, daB

das Gewinde ein Rotationsnetz enthalt, von dem h der

*) Wir iibertragen die Bezeichmmgen Zentralpunkt und
Zentralebene (Bd. I, 53, b) von der Hauptkorrelation eines

Komplexstrahles auf diesen selbst und nennen die zur Zentral

ebene senkrechte Ebene der Hauptkorrelation die asympto-
tische Ebene sowohl der Korrelation als des Komplexstrahles.

**) Die allgemeine Definition des Begriffes Kichtungs-
buschel folgt im 46.
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Hauptstrahl ist. Die Nachbarstrahlen von h in diesem

Netze bestimmen also das isotrope Richtungsbiischel des

Gewindes. Das Biischel
9ft dagegen liegt in einer zur Ge-

windeachse parallelen Ebene. Wollen wir also das Gewinde
in die Figur 15 richtig hineinlegen, so miissen wir seine

Achse in die F-Achse legen, was iibrigens auch aus den

Zeigeranderungen am Anfang dieses Paragraphen folgt.

Dadurch fallen von selbst sowohl in die X- als in die

Z-Achse Mittelstrahlen
;
der letztere ist derjenige, von dessen

Umgebung die Rede ist. Man sieht auch unmittelbar, daB

fur a, = und = das P beliebig bleibt. Auch eine
a

Vorzeichenprobe wollen wir mit (33) vornehmen: Fur ein

positives I ist einerseits m&amp;gt;0, anderseits die Schraubung
(Bd. I, 1) rechts gewunden, das Gewinde (Bd. I, 11)
links gewunden, die elliptischen Netze in ihm, also auch das

Rotationsnetz (Bd. I, Satz 115), rechts gewunden. Also
miissen auch die Strahlen, die das isotrope Richtungsbiischel

bestimmen, gegen h rechts gewunden sein, was in der Tat

( 19) einem negativen P entspricht.

42. Die beriihrenden linearen Komplexe.

Wir sagen, ein linearer Komplex beruhre einen anderen

Komplex C in einem Strahle s, wenn beide den Strahl s

und die von s ausgehenden in ihnen enthaltenen Richtungen
des Linienraumes gemein haben. Wenn C durch

(1) F(Pi ,...pe)
=

gegeben ist, so wird C nach 35 vom linearen Komplex

(7) Flfl =
1

beriihrt, wenn in die F^ die Zeiger q des Strahles s einge-
setzt werden. Wegen 36, b) beriihren im selben Strahl

auch alle Komplexe, deren Zeiger durch

(13) 0&amp;lt;

=
F&amp;lt;

gegeben sind. Da hier M ein beliebiger Wert sein kann,
folgt zunachst fiir die regularen Strahlen:

Zindler, Liniengeometrie. 11
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Satz 82: Die Gesamtheit der Strahlengewinde,
die einen beliebigen Komplex in einem regularen
Strahle s beriihren, bilden ein Komplexbiischel,
dessen Trager das parabolische Netz ist, das durch
die Hauptkorrelation von s definiert ist.

Jedoch ist der singulare Komplex dieses Biischels nach
dem Wortlaute der Definition nicht zu deii beriihrenden zu

zahlen. Ein beriihrendes Gewinde als Ganzes hat fur C
kerne geometrische Bedeutung, sondern nur die Umgebung
des Strahles s; in dieser Urngebung stimmen aber alle be

riihrenden Gewinde untereinander iiberein, solange es sich

nur um Eigenschaften erster Ordnung handelt. Trotzdem

gibt es unter ihnen ein ausgezeichnetes, namlich dasjenige G ,

dessen Achse s schneidet, fur das also s ein Mittelstrahl
ist. G ist der eine Hauptkomplex des Biischels (Bd. I,

Satz 153) und nach den Eigenschaften des Zylindroids der

einzige, dessen Achse auf s senkrecht steht, so daB wir ihn

daraus bestimmen konnen: Nach Bd. I, Satz 88 sind die

Kichtungskosinus der Achse eines Gewindes den ersten drei

Zeigern des Gewindes selbst proportional, wenn wir dessen

Gleichung in der Form

schreiben. Vergleichen wir mit (7), so ist also

(38)

die Bedingung dafiir, daB die JPe die Zeiger des ,,Mittel-

gewindes
u & sind. Ist sie erfiillt, so wollen wir sagen,

die Gleichung (1) sei die ,,Normalgleichung fiir den

Strahl s&quot; oder die Gleichung des Komplexes sei fiir den

Strahl s in der Normalform geschrieben
1

*). Ist jene Be

dingung nicht erfiillt, so kann man M aus

09)

*) Eine Verwechslung mit der Clebschschen Normalform
ist eben wegen dieses Zusatzes ,,fur den Strahl s&quot; nicht zu be-

fiirchten.
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bestimmen und dann aus (13) die Zeiger des Mittelgewindes
berechnen, auch die Normalform fur einen beliebigen Strahl p
finden, indem man diesen WertM in (la) ( 36, b) einfuhrt*):

(40) 9 =Ftf - BVj, JVf3
= .

Da s fur das Mittelgewinde ein Mittelstrahl 1st, wird c

in (32) Null und m = t ;
man kann also das Mittelgewinde

dazu beniitzen, die Umgebungsgrofie m von s zu berechnen.

Zunachst ist nach Bd. I, Satz 88 der Parameter ! eines be

liebigen Gewindes des Buschels:

Fur einen Strahl des Mittelgewindes wird aus (40):

&amp;lt;

= FiJEd - j&amp;gt;i&amp;gt;
FM ,

also:

&amp;lt;

41
&amp;gt;

m - (^^ von Ibis 3).

Hieraus folgt:

Satz 83: Ist (1) die Normalform fur einen Strahl,

die UmgebungsgroBe dieses Strahles. Ein Komplex
vom Grade n teilt sich nach dem Werte der Um
gebungsgroBe in oo 1

Kongruenzen**) vom Grade 2n2
.

*)DurchWeglassung desNenners^2 hat sich dabei der Grad der

Komplexgleichung allerdings um zwei erhoht, ohne da6 jedoch neue
reelle Strahlen hinzugekommen waren. Fur einen einzelnen Strahl q
kann man ohne Erhohung des Grades die Normalgleichung finden,
indem man M aus (39) berechnet, dabei auch die absoluten Betrage
der q fixiert und nun eine ganze homogene FunktionH der q bildet,
die fiir dieselben absoluten Betrage denWertM annimmt. Dann ist

die Normalform. Im Ergebnis kommt es auf die absoluten Be
trage nicht mehr an.

**) Unter diesen ist die Singularitatenkongruenz (m= 0) die

einzige, bei der sich der Grad auf 2 n (n 1) erniedrigt.

11*
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Die Achse des Mittelgewindes eines Strahles 5 liegt in

der asymptotischen Ebene von s und schneidet s im Zentral-

punkt.
Fur einen gewohnlichen singularen Strahl folgt aus (13), daB

fur alle Werte M verschwindet. Wegen der jetzigen Be-

deutung der Ft wird nun durch (13) ein Strahlenbiischel

dargestellt, also:

Satz 84: Die linearen Komplexe, die einen be-

liebigen Komplex in einem gewohnlichen singularen
Strahl s beruhren, sind alle singular; ihre Achsen
bilden ein Strahlbuschel, dessen Scheitel der zu-

geordnete singulare Punkt und dessen Ebene die

zugeordnete singulare Ebene von s sind.

Jedoch ist das Strahlengebiisch, dessen Trager s selbst

1st, den beriihrenden nicht zuzuzahlen. Wir konnen jetzt
die Frage beantworten, was bei einem gewohnlichen singu
laren Strahl s an Stelle der Umgebungsgleichung (33) tritt.

Wahlen wir unter den beriihrenden Strahlengebiischen das-

jenige ($ ,
dessen Trager s senkrecht schneidet und machen

diesen Trager zur Y-Achse eines rechtwinkligen Zeigersystems,
dessen Z-Achse nach s fallt, so ist die Gleichung von ($ :

oder in natiirlichen Zeigern nach 18:

(42) a = ztgcotgu .

Hieraus

(43) P

Man erhalt dieselbe Gleichung auch, wenn man in (33)

m = setzt, hatte sie aber doch nicht so ableiten konnen.

Man kann sich also die oo 2
Richtungen, die von einem

singularen Strahl ausgehen, mittels derselben Kurven C ver-

sinnlichen, die wir auch beim regularen Strahl beniitzten.

Auch hier trat ja im Biischel der Kurven C eine zerfallende

auf
( 41, zweite Anm.). Die regularen Strahlen unter-

scheiden sich untereinander und von den gewohn
lichen singularen nur dadurch, daB die Werte P den
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einzelnen Kurven C anders zugeordnet sind; insbe-

sondere entspricht bei den singularen Strahlen der zer-

fallenden Kurve der Wert P = .

43. Komplexflachen.

Sei ein Komplex n-ten Grades C

(44) F(pi,...p*) = F(p) = Q

gegeben. Dreht man eine Ebene E um eine feste Gerade g ,

so hat E in jeder Lage eine Komplexkurve und die Ge-

samtheit dieser Kurven bildet eine Flache, die ,,Komplex-
flache&quot; der Geraden g. Jene Komplexkurven heiBen

Meridiankurven der Komplexflache. Dieselben oo 2 Kom-

plexstrahlen, die g treffen, kann man noch in anderer Weise

anordnen, indem man sie nach den Komplexkegeln der

Punkte von g zusammenfaBt. Die Komplexflache g von g
ist also auch das Umhullungsgebilde dieser Kegel und

in sich dual. Ihren Grad N (das ist sowohl ihre Ordnung
als ihre Klasse) wollen wir bestimmen (Pliicker, N. Geom.

Art. 211, f):

Zunachst ergibt sich, daB g eine vielfache Linie von g
ist. Denn drehen wir E um g, so wird dabei die Meridian-

kurve einen bestimmten Punkt P auf g mehrmal, etwa

m-mal durchschreiten. Zur Bestimmung von m betrachten

wir den Komplexkegel von P. Jedesmal, wenn E diesen

Kegel beruhrt, wird auch die Komplexkurve in E durch P
gehen (Satz 76, angewendet auf den Beriihrungsstrahl). Nun
hat der Komplexkegel als allgemeiner Kegel w-ter Ordnung
die Klasse n(n 1), also:

m == n(n 1) .

Die m Beriihrungsebenen von g an den Kegel sind zugleich
die Beriihrungsebenen an die m Schalen der Komplexflache.
Eine Ebene E schneidet g auBer in der w-fachen Linie g
nur noch in der Meridiankurve von E. Diese hat als all-

gemeine Kurve n-ter Klasse die Ordnung n(n 1), also:

N=m + n(n 1)
= 2 n(n 1) .

Diese Betrachtungen gelten auch, wenn g ein Komplex-
strahl ist; nur fallen dann stets zwei von den Beriihrungs-
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ebenen aus g an den Komplexkegel zusammen, daher haben
zwei von den m Schalen der Komplexflache in jedem Punkte
von g gemeinsame Beriihrungsebenen. Wenn wir durch

irgend einen Punkt P auf g eine beliebige Ebene legen, so

wird ihr Schnitt niit der Komplexflache in P einen solchen

m-fachen Punkt haben, fur den zwei Tangenten zusammen-
fallen. Wenn dagegen g kein Komplexstrahl ist, sind alle

m Tangenten im allgemeinen getrennt und konnen nur fiir

besondere Lagen von P auf g zusammenrucken.
Satz 85: Die Komplexflachen eines Komplexes

n-ten Grades haben sowohl die Ordnung als die
Klasse 2n(n 1) und sind zu sich selbst dual. Die
definierende Gerade einer solchen ist eine n(n 1)-
fache Linie auf ihr.

Wenn g unendlich fern liegt, so heiBt die Komplex
flache eine Aquatorialflache und die Komplexkurven in

den Ebenen der Stellung &amp;lt;/

heiBen Breitenkurven (Pliicker,
a. a. O. Art. 163).

Urn die Gleichung der Komplexflache von g aufzu-

stellen, wahlen wir auf g zwei feste Punkte x und z.

Dann ist (vgl. 38)

(45)
^ *d yk

~
(XkJr *^^

- xk
y&amp;lt;) +^yk

- sk yfi
=

die Gleichung des Komplexkegels eines Punktes x + A a^ -F

auf g in den laufenden Zeigern y . Der Inhalt der eckigen
Klammer vertritt sechs Argumente. Setzen wir

so ist

(46)

6 SF- F(p) +td ^

die Gleichung desselben Komplexkegels; wir fassen sie aber

jetzt anders auf: Wir denken uns einen Punkt y des Raumes

gewahlt und setzen seine Zeiger in die GroBen p, q ein,

wodurch alle Koeffizienten in (46) bekannt werden. Dann

geben uns die n Wurzeln von (46) jene Werte ^, fur die
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der Komplexkegel des zugehorigen Punktes P durch y geht.
Soil nun y auf der Komplexflache von g liegen, so muB er

auch auf der Grenzlage des Schnittes zweier benachbarter

Komplexkegel liegen; also mufi (46) eine Doppelwurzel A

haben. Wir werden also die Gleichung der Komplex
flache erhalten, indem wir die Diskriminante der

Gleichung (46) Null setzen. Nun 1st die Diskriminante

einer Gleichung w-ten Grades in den Koeffizienten dieser

Gleichung vom Grade 2 n 2
,
die Koeffizienten selbst sind

aber hier in y vom Grade n. Also erhalten wir fur die

Komplexflache wieder den Grad 2 n(n 1) .

44. Komplexkurven.

Jede Kurve, deren samtliche Tangenten einem gegebenen
Komplex C angehoren, heiBt eine Kurve des Komplexes C
oder eine Komplexkurve von C. Wenn zwei Kurven
einen Punkt und in ihm die Tangente gemein haben, so

sagt man, die Kurven haben daselbst ein Linienelement

gemein. Wenn die Zeiger x, y , eines Kurvenpunktes als

Funktionen der Bogenlange s gegeben sind, und die Striche

Ableitungen nach s bedeuten, so sind nach 4 die Zeiger
der Tangente:

Wenn also

F(Pi - - Pe) =

die Gleichung von C ist, so mufi fur die Kurven dieses

Komplexes auch die Gleichung

(47) F
(ocf, yf, z

, /# /
/

#,...) =
erfullt sein. Differenzieren*) wir sie nach s, so folgt in ab-

gekiirzter Schreibweise :

3 6

1 4

*) Wir folgen in diesem Paragraphen Demoulin (Comptes
rendus, Bd. 124, 1897, S. 1077), dem die Satze 87 und 88 angehOren.
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Hieraus kann man einen Satz von Lie (,,Over en Classe

geometriske Transformationer&quot;, S. 77, Christiania, Vidensk.
Selsk. Forh. 1871) ableiten:

Satz 86: Haben zwei Komplexkurven ein Linien-
element gemein, so haben sie auch die Schmiegungs-
ebene in ihm gemein, das ist namlich die zu diesem
Linienelement gehorige Beruhrungsebene des Kom-
plexkegels.

Eine Ausnahme erleidet der Satz nur, wenn die ge-
meinsame Tangente ein singularer Strahl des Komplexes und

gleichzeitig ihr Beriihrungspunkt der zugehorige singulare
Punkt ist. Zum Beweise nehmen wir einen Punkt einer

Komplexkurve ( als Ursprung und die Tangente als Z-Achse
eines rechtwinkligen Systems. Dann wird

(49)
o

Die letzte Gleichung erkennt man aus der spharischen Ab-

bildung von ( oder aus

2V2 = 1
,
2 ofof = .

Also reduziert sich (48) auf

(50) af Fi + y&quot;Fa
=

.

Um die Bedeutung der GroBen Ft , F2 zu erkennen, be-
achten wir, daB sich (47) fur den Ursprung auf

(51) Ffay t^O, 0,0) =
reduziert. Diese Gleichung ist homogen in den Kichtungs-
zeigern tf \\f\z und stellt den Komplexkegel K des Ur-

sprungs dar. Es werden also F19 F2 ,
F3 proportional den

Richtungskosinus der Normalen n der Beriihrungsebene von K.

langs der Z-Achse, wenn man p3
= 1

, die ubrigen p Null
setzt. Dasselbe ergibt sich auch aus den Gleichungen (21)
des 38, wenn man dort von homogenen Zeigern zu recht

winkligen iibergeht. Daher ist

(52) F3
= .

Dagegen verschwinden F^ und F2 nur dann gleichzeitig,
wenn die ^-Achse ein singularer Strahl von I ist. Also

folgt aus (50) der Satz 86 samt dem Ausnahmefall. Sehen
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wir nun vom letzteren ab und verlegen die XZ-Ebene in

die Schmiegungsebene. Dann wird fur das betrachtete

Linienelement

(53) *1-0, y&quot;

= 0.

Differenzieren wir die Gleichung (48) wieder nach s und be-

riicksichtigen sofort (49), (52), (53), so folgt:

(54) af Fi -f if F^ + af F6
= .

Die Differentiation entspricht einem Fortschreiten in der

Bichtung des Linienelementes. Dabei konnen ocf
y y&quot;, s&quot;,

die

auch in F[ auftreten, noch auf verschiedene Art sich andern.

Man darf also F[ in (54) nicht als konstant betrachten, muB
vielmehr bilden:

7-2-ds ^J dpi ds ^-J ds

Nun ist fiir unser Linienelement nur

von Null verschieden, also:

Setzen wir dies in (54) ein und beachten, daB fiir unsere

spezielle Lage des Zeigersystems die erste Kriimmung K
von ( durch

K = 3?

die Torsion T durch (Scheffers, Th. der Kurven, S. 181)

gegeben ist*), so finden wir:

(55) FllX +F,
worin alle GroBen F konstant sind. D. h.:

Satz87:Fiir alleKomplexkurvenmitgemeinsamem
Linienelement besteht eine lineare Beziehung zwi-
schen den beiden Kriimmungen im Punkte dieses
Linienelementes.

*) Uber dieWeglassung des dortigen Minuszeichens vergleiche
hier die Anmerkung auf S. 23 f.
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Dieser Satz 1st nicht zu verwechseln mit dem Satze von
Bertrand fiber Kurven, deren Hauptnormalen zugleich

Hauptnormalen einer zweiten Kurve sind. Denn der letztere

Satz bezieht sich auf verschiedene Punkte einer und der-

selben Kurve (z. B. Bianchi-Lukat, 19).

Fur einen singularen Strahl des Komplexes wird

Wegen (52) und (53) muB also, da _F2 (auBer wenn der

Ursprung singularer Punkt 1st) nicht Null ist, FB
= sein

und es folgt:
Satz 88: Fur Komplexkurven, deren gemeinsame

Tangente ein singularer Strahl des Komplexes ist,

haben Torsion und erste Krummung im gemein-
samen Beriihrungspunkt dasselbe Verhaltnis.

Fur ein Strahlengewinde folgt aus Satz 85, dafi die

Schmiegungsebene mit der Nullebene identisch ist, ferner

aus (55): T = const. Aber hier ist die Gemeinsamkeit der

Tangente nicht erforderlich, sondern es folgt aus Bd. I,

Satz 118 unmittelbar ein Satz von Lie:

Satz 89: Alle Kurven eines Strahlengewindes,
die durch denselben Punkt gehen, haben in ihm

gleiche Torsion.
Der Betrag dieser Torsion ist (a. a. O.) Gleichung (105):

wobei Q der Abstand des Punktes von der Achse des Ge-

windes, I der Parameter des letzteren ist. Hieraus folgt, da

i nicht Null werden kann, daB die Kurven eines Strahlen

gewindes keinen Undulationspunkt haben.

45. Singulare Komplexe.

Ein Komplex, dessen samtliche Strahlen singular sind,

heiBt selbst singular. Wir wollen zeigen:
Satz 90: Ein singularer Komplex besteht ent-

weder aus den Tangenten einer Flache oder aus den

Treffgeraden einer Raumkurve.
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DaB diese beiden Gebilde wirklich singulare Komplexe
sind, erkennt man daran, daB sich bei Verschiebung eines

Punktes auf einera Komplexstrahl die Beriihrungsebene des

zngehorigen Komplexkegels nicht andert. Um zu zeigen,
daB umgekehrt jene beiden Falle alle Moglichkeiten er-

schopfen, bedienen wir uns am bequemsten Klein scher

Zeiger, wenn auch der folgende Kechnungsgang mit gewohn-
lichen Zeigern analog durchgefuhrt werden konnte. Wir be-

zeichnen die Kleinschen Zeiger mit xt oder /, und er-

innern daran, daB auch in diesen Zeigern

ft+ A if

nach Bd. I, 81 die Darstellung des Strahlenbuschels /, y
ist, wenn sieh /, tf schneiden

;
wofiir

(57) i&amp;gt;y;
= o

1

die Bedingung ist. Wir setzen bei dieser Gelegenheit noch

einige fruhere Ergebnisse in die neuen Zeiger urn: Es sei

(58) F(xi
...x6)=F(x) =

eine homogene Gleichung w-ten Grades

(59) j^xl
= X ==

i

die Bedingung fiir die Linienzeiger. Dann konnen wir genau
so wie in 35

xi
= yi + hy

t

i + ...

in (58) einsetzen und erhalten

d. i. dieselbe Bedingung fiir die Fortschreitungsrichtungen,
die man aus

(60) 2FiXt=*Q

erhalt, wenn man in die jP, die konstanten Werte fa einsetzt.

Es ist also auch hier (60) die Gleichung eines beruhrenden
linearen Komplexes fiir den Strahl y. Da wir an Stelle

von (58) die Gleichung

(58a)
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setzen konnen (vgl. 36, b), so sind (61)

(61) &&amp;lt;=F&amp;lt; + MXi
die Zeiger aller beriihrenden linearen Komplexe. Sie werden

die eines speziellen Komplexes, wenn

verschwindet. Es ist also

(62) W
die Bedingung fur einen singularen Strahl.

Wir setzen nun voraus, die Gleichung (62) sei fur alle

Strahlen des Komplexes (58) erfiillt, der letztere daher

singular. Die Form *F verschwindet also fiir alle Werte x
,

fur die gleichzeitig die Formen F und X verschwinden.

Daher laBt sich identisch darstellen*):

(63) *P

wobei A eine homogene Funktion vom Grade n 2
,
B vom

Grade 2 n 4 ist.

*) Cay ley, der dies zuerst behauptet (1860, Coll. Pap. Vol. IV,
S. 447) scheint es fiir selbstverstandlich zu halten. Nun folgt aus

einem Satze von Hilbert (Math. Ann. Bd. 42), dais

gesetzt werden kann, wobei r eine ganze positive Zahl ist. N other
hat (zuerst fiir zwei Veranderliche durch seinen ,,Fundamental-

satz&quot;,
dann fiir beliebig viele im 6. Bande der math. Ann., S. 358, f)

die Bedingungen angegeben ,
unter denen r = 1 angenommen

werden darf. Dazu reicht sicher hin, dafi die algebraischen Ge-

bilde F und X unendlich viele regulare Stellen gemein haben,
die auch fiir W regular sind. Dies trifft nun in unserem Falle

zu, da X iiberhaupt keine singularen Stellen hat und die singu
laren Stellen von F (wo alle partiellen Ableitungen verschwinden),
wenn sie iiberhaupt vorhanden sind, eine niedrigere Mannig-
faltigkeit bilden. Die singularen Stellen von .F=0 als eines

algebraischen Gebildes im Raum von fiinf Dimensionen sind

namlich nicht zu verwechseln mit den singularen Strahlen des

entsprechenden Komplexes F. Vielmehr bilden mindestens die

den gewohnlichen singularen Strahlen entsprechenden Zeiger
eine regulare Stelle des Gebildes F=0. Die gewohnlichen
singularen Strahlen von F sind aber im allgemeinen ebensolche

von &, da W in den Komplex F und einen anderen F vom Grade
n 2 zerfallt. Nur die Strahlen der Schnittkongruenz von F
und F sind als Strahlen von W singular. Also durften wir den
Notherschen Satz anwenden.
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Seien nun xf die Zeiger eines Strahles von F. Dann
sind fur diese Werte x auch Ft die Zeiger einer Geraden
und wir wollen zeigen, daB das ganze Buschel

dem Komplexe angehort (Klein, Math. Ann. V, S. 288). Wir
bilden :

F(x&amp;lt;

Die Glieder mit A und A 1 verschwinden fur den Strahl x\
dasselbe kann man fiir die folgenden Koeffizienten zeigen:

Wir differenzieren die Identitat (63) nach xk

(64) 22Fi F&amp;lt;k
= AFk + AtF+2Bxt + Bk X,

i=l

multiplizieren rait Fkj summieren von k = 1 bis 6, beniitzen

neuerdings (63) und sehen, daB sich identisch darstellen lafit

(65) yFik F&amp;lt;Fk
= A2 F+ B2 X,

wobei auch A% und B2 homogene Funktionen der x sind.

Urn das Verschwinden des nachsten Koeffizienten zu zeigen,

differenzieren wir (65) und (64) nach x\\

(66) 2 Fai F,Ik + 2 2FitFttFk
= . . . ,

(67) 2 2F&amp;lt;klFt + 22FiltFtt

multiplizieren (66) mit FI , (67) mit FkFt
und summieren

entsprechend. Durch Subtraktion der so entstehenden

Gleichungen sieht man:

(68) 2FtklFiFkFl
= A3F+B3 X

usw. Nun ist der Schnittpunkt der Strahlen #,- und Ff der

dem Strahl x zugeordnete singulare Punkt
( 39). Jeder

solche Punkt ist aber Scheitel eines Biischels von Komplex-
strahlen. Es kann also hochstens zweifach unendlich viele

singulare Punkte geben. Wenn es nur einfach unendlich

viele gibt, so muB jeder der Scheitel von oo1 Biischeln

also eines ganzen Strahlenbiindels sein, das dem Komplex an

gehort und wir kommen auf den Fall der Treffgeraden einer

Kurve. Wenn es zweifach unendlich viele singulare Punkte

gibt, so bilden diese eine Flache, deren Tangenten den
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Komplex I ausmachen. Denn nach Satz 78 muB jede ebene

Komplexkurve ihre Tangenten in deren zugeordneten singu-
laren Punkten beriihren. Die Komplexkurve 1st also em
ebener Schnitt der Flache der singularen Punkte und der

Komplex selbst die Tangentenmarmigfaltigkeit dieser Flache.

46. Orthogonale Richtungen und ihre Abbildung.

Bevor wir die Differentialgeometrie der Komplexe weiter-

fuhren, miissen wir eine Untersuchung iiber die Richtungen
im Linienraume einschalten: Die Linienzeiger pf seien als

Funktionen von vier Parametern u, . . . u gegeben. Wir
betrachten die Umgebung eines bestimmten Strahles qif zu-

nachst eine Regelflache 9ft durch q (die Striche bedeuten Ab-

leitungen nach t):

(69) pi = qi + d

Alle Regelflachen, fiir welche die Verhaltnisse der ut. iiber-

einstimmen, beriihren sich langs q*); man kann also die vier

Grofien u als homogene Zeiger der Richtungen auffassen,

die von q ausgehen. Wir miissen die Mannigfaltigkeit dieser

Richtungen etwas genauer untersuchen und legen zunachst

hierzu eine spezielle Wahl der Parameter u zngrunde**): Wir

legen namlich in den Strahl q die ^-Achse eines rechtwink-

ligen Systems. In diesem habe der Nachbarstrahl p die Glei-

chungen :

x = v^gjf.

v%9 y = VsZ + V.

Die Parameter v werden fiir q alle Null. Ein veranderlicher

Strahl von 9ft hat also die Gleichungen:

(69 a) x = (v(z + ift dt + - - -
, y = W*0 + ^dt + ... .

Die Ebene y = nx schneidet ihn in einem Punkte, dessen

= lim fiir p= q durch

(70) i/ nt - t/8 f + ^2
-

^4
=

*) Dies folgt daraus, dafi nach 2 und 3 die Lage des Zentral-

punktes, der Zentralebene und des Verteilungsparameters nur von
den Ableitungen erster Ordnung der Linienzeiger abhangt.

**) Wir folgen in diesem Paragraphen Koenigs (These,

Paris, 1882).
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bestimmt wird. Dies ist aber bis auf die Bezeichnung die

Gleichung (14) des 19. Sie stellt die Korrelation dar, die

zur Richtung 0J gehort. Schreiben wir der Einfachheit halber

um die Striche bei den w zur Bezeichnung einer zweiten

Richtung zu verwenden, so konnen wir die Bedingung (17)
in 19 fiir die Involution zweier Korrelationen umschreiben:

\ / vi/j^ M/4 2 3 i 14: 23 *

Wir konnen sie in Beziehung bringen zur Bedingung dafiir,

daB der Abstand p von q von hoherer Ordnung verschwindet

(zur Bedingung fiir die ,,schneidenden Richtungen&quot;). Diese

erhalt man aus (69 a), indem man x = y = setzt:

(72) M(w) = % w - w2 w3
= .

Nun konnen wir (71) schreiben:

(73)

und haben die Involutionsbedingung durch die quadratische
Differentialform *) M ausgedriickt. Wir konnen diesen Zu-

sammenhang durch eine geometrische Abbildung anschaulich

machen, indem wir die w als homogene Zeiger eines Punktes
des dreidimensionalen Raumes deuten, also auch die Richtungen
durch Punkte abbilden. Dann liegen die Bilder der schnei-

denden Richtungen auf der Flache zweiter Ordnung M =
,

wahrend (73) die Bedingung dafiir ist, daB die Punkte w und ttf

konjugiert sind (daB jeder auf der Polarebene des anderen liegt).

Diese geometrische Darstellung hangt aber nicht an der

speziellen Wahl der Parameter. Denn fiihren wir mittels

andere Parameter ein, so wird

4

(74) vi -

*) Multipliziert man M mit dt*, so wird es in der Tat eine

quadratische Form der Differentiale t^ dt . Wir erlauben uns aber
auch schon M eine Differentialform zu nennen, analog wie man
etwa in der Gruppentheorie den analytischen Ausdruck fiir den
Kriimmungshalbmesser eine Difterentialinvariante nennt.
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Da die (^ fur q bestimmte konstante Werte haben, be-

deutet (74) geometrisch eine line are Zeigeranderung, wo-
durch die Gleichung der Flache (72) in

N(u )
=

iibergeht, wobei auch N eine quadratische Form ist. Setzen

wir analog wie friiher u
^,
=

ti und bezeichnen mit i eine

zweite Richtung, so tritt

an Stelle von (73). Wir wollen wegen gewisser Analogien

sagen, zwei Richtungen im Linienraum seien aufein-

ander senkrecht oder orthogonal, wenn die entsprechen-
den Korrelationen involutorisch sind (Bd. I, 56). Dann
haben wir den

Satz 91: Deutet man die homogenen Richtungs-
zeiger fiir die Umgebung eines Strahles als homo-

gene Punktzeiger im dreidimensionalen Raum, so

werden die schneidenden Richtungen durch eine

Flache zweiter Ordnung, orthogonale Richtungen
durch konjugierte Punkte abgebildet*).

Die Definition der orthogonalen Richtungen ist nicht

unmittelbar anwendbar, wenn eine oder beide Richtungen
schneidend sind, weil dann die Korrelation singular wird,

indem alien Punkten dieselbe (die ,,singulare&quot;)
Ebene und

alien Ebenen derselbe (der ,,singulare&quot;)
Punkt zugeordnet

ist. Wir konnen ohne weiteres die Gleichung (75) auch in

diesem Fall als Definition der Orthogonalitat nehmen, wollen

aber, um die entsprechende geometrische Bedeutung zu er-

kennen, noch einen Augenblick auf die Korrelationen zuriick-

*) Koenigs bevorzugt a. a. 0. eine Art dualer Abbildung, um
auch fiir den Winkelbegriff zweier Richtungen, auf den wir nicht

naher eingehen, eine anschauliche Deutung zu haben. Es sei nur

bemerkt, dais (gewisser Analogien wegen) Klein (Math. Ann. V,
S. 269) den Winkel & zweier Kichtungen t , t durch eine Formel

definiert, die in unseren Bezeichnungen lauten wiirde:

1
=

In der Tat wird fiir senkrechte Richtungen cos# = .
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gehen. Hier nehmen wir (71) auch im Falle singularer
Korrelationen als Definition der Involution. Der Schnitt S
und die Verbindungsebene E mit einem schneidenden

Nachbarstrahl sind durch

(76)
= _!*__!!

, n = ^ =^
wl

ws w w2

bestimmt. Drucken wir aus, daB eine beliebig gegebene
Korrelation mit den Zeigern / das Paar S, E enthalt, so

lafit sich (70) mit Hilfe von (76) genau in die Bedingung (71)
verwandeln. Sind endlich beide Korrelationen singular, so

lassen sich ihre Gleichungen, wenn man

(77) w3
= A w , w = Aw2 , w% = A w[ , itf = A

wf&amp;lt;t

setzt, schreiben:

Anderseits geht die Involutionsbedingung durch (77) iiber in

Kte - w2 t0J)(A A)
==

,

wird also entweder durch A = A , d. h. nach (77) und (76
durch n = n oder durch = f erfiillt. D. h. :

Satz 92: 1st von zwei involutorischen Korre
lationen einer Geraden die eine singular, so bilden
ihr singularer Punkt und ihre singulare Ebene ein
Paar der anderen; sind beide singular, so haben sie

entweder ihren singularen Punkt oder ihre singulare
Ebene gemein.

Die Gesamtheit der Bichtungen, die durch eine Ge-
rade abgebildet werden, nennen wir einRichtungsbuschel,
die oo2 durch eine Ebene abbildbaren ein Richtungsbiindel.
Vermoge der bekannten Eigenschaften des Polarsystems einer

Flache zweiter Ordnung lassen sich aus dem Satze 91 so-

gleich Folgerungen ziehen. Betrachtet man z. B. einen Punkt
und seine zugehorige Polarebene, dann zwei konjugierte

Polaren, so erhalt man:
Satz 93: Alle Richtungen eines Btindels sind zu

einer festenRichtung senkrecht. Zu jedemRichtungs-
biischel gibt es ein anderes, so daB je eine beliebige
Richtung des einen und des anderen orthogonal sind.

Da (72) eine Regelflache ist, was bei reellen Trans-

formationen erhalten bleibt, so sind bei reeller Parameter-

Zindler, Liniengeometrie. 12
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wahl in jedem Richtungsbiindel schneidende Richtungen ent-

halten, die durch einen Kegelschnitt abgebildet werden.
Die Art, wie die Linienzeiger von den u abhangen, hat
bisher gar keine Rolle gespielt. Dies kommt erst zur

Geltung, wenn man die Form N berechnen will. Um sie

z. B. fiir homogene Zeiger zu finden, braucht man nur in

die Schnittbedingung (
3 und 4)

i

die aus der gegebenen Abhangigkeit

folgenden Werte

(78) Pi^^fuuii fa

einzufiihren. Man findet:

(79) N(u
f

)
-

Betrachten wir zwei Richtungen wj und v^ , denen die Zeiger-

ableitungen pt und r^ entsprechen mogen, so dafi fiir alle

Regelflachen der ersten Richtung die Zeigerentwicklungen mit

Pi = to + dt -

p^ + . . .
,

fiir die der zweiten Richtung mit

*-& + **?{+&amp;lt;. (
= !,... 6)

beginnen. Dann ist

(80)

die Bedingung fiir die Orthogonalitat der Richtungen. Denn
fiihrt man hierin durch (78) die u und t/ ein, so stofit

man auf

(81)

wie es der Regel des Satzes (91) entspricht.
Durch einen Punkt P der Flache N=0 wird eine

singulare Korrelation S abgebildet. Die Polarebene von P
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1st die Beriihrimgsebene ft
von N. Alle Korrelationen, deren

Bilder in
ft liegen, sind za S involutorisch. Unter diesen

gibt es zwei Biischel singularer, da N von ft
in zwei Er-

zeugenden geschnitten wird. Da aber zwei singulare Korre-

lationen S, S entweder den singularen Punkt oder die

singulare Ebene gemein haben, so konnen wir in beiden

Fallen die Verbindungslinie der beiden Bilder als Bild des

singularen Eleraentes betrachten. Bewegen wir die Bilder

von S, S so, daB ihre Verbindungslinie stets Erzeugende
von N bleibt, so miissen sich auch die singularen Korre-

lationen stetig so andern, daB sie stets ein singulares

Element gemein haben. Dieses muB also, wenn es anfangs
ein Punkt war, immer ein Punkt sein. D. h. wir konnen

durch die eine Regelschar der Flache N die Punkte,
durch die andere die Ebenen abbilden, die mit dem

Ausgangsstrahl q inzident sind.

47. Die Fortschreitungsrichtungen in einem Komplex.

Satz 94: Die in einem Komplex in der Umgebung
eines regularen o der gewohn lichen singularen Strable s

vertretenen Richtungen bilden ein Richtungsbiindel.
Man kann sich auf verschiedene Art davon uberzeugen:

Z. B. kann der Komplex durch eine Beziehung zwischen

bloB vier Linienzeigern gegeben sein:

(82) /&quot;K ,
. . . ti4)

= .

Dann sind die Richtungszeiger durch die lineare Beziehung

(83) i&amp;gt;*4
=

i

beschrankt. Wenn jedoch eine Gleichung in homogenen
Linienzeigern gegeben ist

(84) F(Pl ,... Pe )
= 0,

so denken wir uns vermoge

Pi = &amp;lt;M%
- %)

vier unabhangige Parameter eingefuhrt und finden

(85) 2*2Ft9u-Q,
1 i=l

12*
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also wieder eine lineare Beziehung zwischen den u . Zum
Richtungsbiindel gehort nach dem vorigen Paragraphen eine

abbildende Ebene E. Ihr Schnitt mit der Flache N=0 1st

ein Kegelschnitt 3 ?
der die im Komplex vertretenen schnei-

denden Richtungen abbildet. Auch fur die Darstellung*)

(86) ^ = /,(%, u2 ,
u3 ) (

= !,... 6)

eines Komplexes finden wir 3 durch eine analoge Rechnung
wie am SchluB des vorigen Paragraphen; nur gehen jetzt
die Summen nach A, p von eins bis drei, und zwar tritt

hier 3 ohne Beziehung auf eine Flache N auf, weil nicht

gesagt ist, wie die im Komplex nicht vorkommenden Ge-
raden durch einen vierten Parameter bestimmt werden sollen,

was noch auf sehr verschiedene Weise geschehen konnte.

Satz 95: Die Hauptkorrelation eines Komplex-
strahles ist zu den Korrelationen aller im Komplex
vertretenen Richtungen involutorisch.

Nach Satz 93 gibt es namlich eine Richtung jR, die

zu alien Richtungen des Komplexes, also auch zu den

schneidenden senkrecht ist. Nach Satz 92 muB die zu-

gehorige Korrelation alle Punkt-Ebenen-Paare enthalten, die

den schneidenden Richtungen zugeordnet sind. Es ist leicht

*) Wir nennen diese Darstellung ,,Parameterdarstellung&quot;
eines Komplexes, wahrend (84) ,,homogene&quot; Darstellung heifien

moge. Die erstere ist allgemeiner, weil sie auch transzendente

Komplexe umfafit und weil durch sie die Komplexe nicht nur
als Liniengebilde, sondern als Stabgebilde, die mit mehr Eigen-
schaften begabt sind, dargestellt werden. Um von (86) zu (84)

iiberzugehen, konnte man wegen der Identitat zwischen den Stab-

zeigern eine der Gleichungen (86) aufier Acht lassen, aus drei

anderen die u berechnen und in die zwei letzten einsetzen, wo-
durch im allgemeinen zwei nicht homogene Gleichungen zwischen
den p entstehen, aus denen man nach Bd. I, Satz 71 die homogene
Darstellung abzuleiten hat. Allgemeiner kann man sagen, man
hat zunachst auf zweifache Art die u aus (86) zu eliminieren, usw.
Will man umgekehrt von (84) zu (86) ubergehen, so denke man
sich zunachst vermoge der Identitat eines der p z. B. p6 aus (84)

entfernt, wobei die Gleichung homogen bleibt, dann nach einem

Zeigerverhaltnis, etwa p6 :p3 aufgelost. Setzt man p3 I und
wahlt die tibrigen pl , p% , p als Parameter, so hat man eine Dar

stellung von der Form (86).

Es ist selbstverstandlich, dafi mit jeder Parameterdarstellung
eine Abbildung des Komplexes auf den Punktraum gegeben ist

und dafi man aus einer solchen unbegrenzt viele erhalten kann

(Bd. I, 60, Schlufi).
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zu sehen, wie sich dieses Ergebnis fiir die gewohnlichen
singularen Strahlen abandert. Hier ist durch den zu-

geordneten singularen Punkt S und die singulare Ebene o

eine singulare Korrelation definiert und das Paar S, o ge-
hort nach Gleichung (43) auch den Korrelationen aller an-

deren Nachbarstrahlen an. Wenn wir also hier diese singu
lare Korrelation Hauptkorrelation nennen, konnen wir den
Satz 95 aufrecht erhalten. Da die Richtung, die sie ver-

tritt, dem Komplex selbst angehort, so tritt hier Beriihrung
zwischen N und E ein und 3 zerfallt in ein Geradenpaar,
das bei reeller Parameterwahl stets reell ist. In der Tat
bildet die eine Gerade des Paares die Nachbarstrahlen ab,
die durch S gehen, die andere diejenigen, die in a liegen.
Hieraus kann man die zur Darstellung (86) gehorige

Gleichung der Singularitatenkongruenz in den Para-
metern U

L ,
u
2 ,

us entnehmen
;
man braucht bloB die Determi-

nante von 3 Null zu setzen:

-Ail ~/L-i

(87)

i2

L22 A 0,

Wir wollen die Zeiger rt ,
. . . r4 der Bichtung E berechnen

(die also im Falle eines regularen Strahles dem Komplex nicht

angehort): Nach Satz 95 muB zunachst fiir die Darstellung (82),
wenn man in der Orthogonalitatsbedingung (75)

x
Bit

die r fiir die t einsetzt, diese Gleichung mit (83) identisch
werden. Die r bestimmen sich also, wenn man die Form N

9

die bekannt sein muB, mit den Argumenten r schreibt, aus
den linearen Gleichungen

(88) l^^g/J (A ==!,... 4),

wobei Q eine willkurliche GroBe ist und die /i nach Wahl
des Strahles bekannt sind. Analog folgt fiir die Dar-

steUung (84) die Bedingung

Wt =
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fiir die Richtungen. Durch Vergleich mit (80) findet man

(89) n = e-F&amp;lt;+8 ,

womit eine geometrische Deutung der partiellen Ab-
leitungen der linken Seite der Komplexgleichung (84) ge-
wonnen ist. Endlich hat man fiir die Darstellung (86) zu-

nachst aus (80) und (86) die Bedingungen

(90) ^n+a/Ji-O, A -1,2, 3,
*=1

Dann hat man aufzuschreiben, daB r eine von p ausgehende

Richtung ist, indem man die Gleichung Zpipi+z differen-

ziert und einsetzt:

Eine weitere Bedingung ergibt sich nicht. In der Tat
sind selbst die Verhaltnisse der r nach 36, a) noch nicht

vollig bestimmt.

Eine im Komplex C enthaltene Kongruenz ( denken
wir uns durch einen anderen Komplex herausgeschnitten.
Es tritt also fiir die Richtungen von (E eine zweite lineare

Beziehung hinzu und die Abbildung dieser Richtungen er-

folgt durch eine Gerade der Ebene E.
Satz 96: Die in einer Kongruenz vertretenen

Richtungen bilden ein Richtungsbiischel. Fiir alle

Kongruenzen eines Komplexes gibt es in der Um-
gebung jedes regularen oder gewohnlichen singu-
laren Komplexstrahles, der in den Kongruenzen re

gular ist, nur &amp;lt;x&amp;gt;

2
Richtungsbiischel, die durch zwei

ihrer Richtungen bestimmt sind.

&quot;Wahlt man z. B. zwei schneidende Richtungen im

Komplex aus, so sind dadurch die gemeinsamen Brenn-

punkte und Brennebenen, daher nach Abschnitt II auch alle

iibrigen Richtungen aller Kongruenzen bestimmt, welche die

zwei gewahlten Richtungen enthalten. Da die in 41 als

,,isotropes Richtungsbiischel&quot; bezeichneten Richtungen tat-

sachlich in Kongruenzen auftreten (namlich in jedem iso-

tropen Strahl), so ist damit jener Name gerechtfertigt. Ana

log treten die komplementaren Buschel bei zylindrischen
Strahlen einer Kongruenz auf, also auch bei jedem Strahl

einer zylindrischen Kongruenz. Da man aber in einer sol-

chen auch in der Zylinderflache des betrachteten Strahles



47. Die Fortschreitungsrichtungen in einem Komplex. 183

selbst fortschreiten kaim, so 1st die ,,zylindrische&quot; Rich-

tung des 41 dem komplementaren Biischel zuzu-
zahlen, obgleich ihr Reprasentant nicht dem dortigen
Parallelbiischel ^ angehort. Dieses vermittelt den Uber-

gang zu alien Strahlen einer benachbarten Zylinderflache.
Sei g die Gerade, welche die Richtungen einer Kon-

gruenz ( abbildet, die in C enthalten ist. Je nachdem 3
von g geschnitten, beriihrt oder nicht geschnitten wird, ist

der betrachtete Komplexstrahl in ( ein hyperbolischer, para-
bolischer oder elliptischer Strahl

( 23). Die drei Richtungen,
langs deren sich einer der drei Parameter allein andert,
nennen wir Parameterrichtungen und zwar gibt es eine

,,w-Richtung&quot; usw. Sie werden durch die Eckpunkte des

Grunddreiecks des Zeigersystems in E abgebildet. Durch

Betrachtung eines Polardreiecks von 3 ergibt sich:

Satz 97: In der Umgebung jedes regularen Kom-
plexstrahles lassen sich auf oo3 Arten drei zu-
einander senkrechte Richtungen auswahlen. Alle

Richtungen jeder Kongruenz, die zwei von diesen
dreien enthalt, sind zur dritten senkrecht.

Wahlt man ein solches Polardreieck als Grunddreieck,
so nimmt die Gleichung von 3 die Form an:

(91) AU it* + A22 tf* + J 33 tf* = .

Damit ist nicht bewiesen, daB sich die Parameter so wahlen

lassen, da6 3 ^ur &&e Strahlen zugleich diese Form an-

nimmt. Wenn es der Fall ist, wollen wir sie orthogonale
Parameter nennen und man hatte ein Analogon der drei-

fach orthogonalen Flachensysteme vor sich, die immer ein

dreifach orthogonales Kurvensystem mit sich bringen. Man
hatte namlich den Komplex derart in drei Systeme von oo2

Regelflachen zerlegt [die w-Flachen*) usw. Bd. I, 60], daB
in jedem Komplexstrahl die drei durchgehenden Regelflachen

(,,Parameterflachen&quot;) gegenseitig involutorische Korrela-
tionen bestimmen. Die drei Scharen von oc 1

Kongruenzen
M=const. usw. (die ,,Parameterkongruenzen&quot;) waren den
Flachen des orthogonalen Systems analog. Wir werden in

50, b) diese Frage nochmals streifen und bemerken jetzt

nur, daB die Aufgabe, durch eine Substitution

*) Wir schreiben nach Bequemlichkeit auch u
,
v

,
w statt
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U = tf W

orthogonale Parameter herzustellen, auf folgendes System
von simultanen partiellen Differentialgleichungen fuhrt:

Denn dies sind die Koeffizienten der neuen Produkte u^v^
usw. Es ware jedoch schwierig, dieses System allgemein
zu diskutieren; fiihrt dock schon das analoge einfachere

Problem fur den Punktraum auf eine umfangreiche Theorie

(Darboux, Le9ons sur les Syst. Orthog., Paris, 1898).
Fur den ganzen Linienraum, fur den das analoge Problem

einfacher ist, hat Koenigs (These, S. 74) ein Beispiel eines

Orthogonalsystems angegeben, d. h. er hat die Gerade durch
vier Zeiger derart (allerdings nicht reell) bestimmt, daB die

quadratische Form (79) nur die vier Quadrate enthalt*).
Wir haben in der Theorie der Kongruenzen gesehen,

daB uns der Wert des Verteilungsparameters P als Funktion
der Richtung ( 22) sehr niitzlich war; analog wollen wir ihn

auch hier (fur die Darstellung 86) berechnen. Wir setzen:

so daB u, D, it) homogene Richtungszeiger innerhalb des

Komplexes C und zugleich homogene Punktzeiger in der

abbildenden Ebene E des betrachteten Strahles sind. Dann
finden wir analog wie in 22:

(92) P=

wobei p 2 = pl -\- p\ -\- P\ und**)
3 6

^PHuPl + 3
,
u Ai2 = ^ S.Pl uPK + 3

,
v

(93)

*) Vgl. 54, zweite Anm.; auch Klein, Math. Ann.V, S. 272 f.

**) Wenn man nach Bd. I. 81 Kleinsche Zeiger einfuhrt, so

werden die Grofien A einfacher, z. B. An = 2p\ u ,
Au = ZpiuPlv,

dagegen die Grofien N, die jetzt nur von drei Zeigern abhangen,
verwickelter.
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(94)

P3P2V)
2

P3P2W)

N 2
= P3P2v)

In (94) enthalten alle Summen drei Glieder; aus dem an-

geschriebenen gehen die zwei anderen durch zyklische Ver-

tauschung der Marken 1,2,3 hervor. Wir schreiben (92)
auch in der Form:

(92a) P=
_p2.^8,

wollen aber auBerdem

(95) ~ 1 also

voraussetzen , was durch einen normalmachenden Faktor

(Bd. I, 33) erreicht wird.

Da fur die schneidenden Bichtungen P = wird, so

ist 3 = zugleich die Gleichung von 3 ,
wie aucn aus dem

Bau der Koeffizienten und Yergleich mit (87) hervorgeht.
Alle Richtungen eines bestimmten Wertes P werden durch
den Kegelschnitt

(96)

abgebildet; also:

Satz 98: In der Umgebung jedes regularen Kom-
plexstrahles entsprichtjedem Werte Pin der Ebene E
ein Kegelschnitt eines bestimmten Biischels S3.

Es empfiehlt sich, den Nenner 9^ noch in einer anderen
Form bereit zu halten: Er ist aus

(Bd. I, 37) entstanden, wobei
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in die linke Seite der Identitat eingesetzt wurde. Beniitzen

wir statt dessen die rechte Seite, so gelangen wir zum Nenner

oder wegen (95): 2p .

Dieser Ausdruck ist sowohl fur Kongruenzen als Kom
plexe verwendbar; im ersten Falle ware zu setzen:

im zweiten:

Dann gelangen wir zu

(92b) P==
Wi

wobei 9ft aus 9^ hervorgeht, indem die GroBen (A
=

1, 2, 3)

Mn = ^Piu M12
= M21

=

(94 a) M22
=- 2p\, M23

= M32
--

an Stelle der NH gesetzt werden, aus denen sie vermoge
(95) durch Spezialisierung hervorgehen. Das Kegelschnitts-
biischel ist jetzt gegeben durch

(98) Pffl -3 =
und durch Differentiation von (95) nach u ,

v
, w erhalt man

drei Gleichungen, aus denen folgt:

P\u Plv Pi

(99)

Pdu P3w

0.

48. Ausgezeichnete Richtungen im Komplex.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen stammen wesentlich

aus der Diskussion des Kegelschnittsbuschels (98), wobei 3
der Zahler von (92) ist. Wir setzen einen regularen Kom-

plexstrahl voraus:
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a) Der Verteilungsparameter P wird nur fiir eine ein-

zige, die zylindrische Richtung ( 41), unendlich; also kann

9? oder 90? (92 a und 92 b) nur fiir ein einziges reelles Wert-

system u:t):tD verschwinden, was nur moglich ist, wenn
es in ein imaginares Geradenpaar j , j zerfallt. Der Schnitt-

punkt T dieses Paares liegt auch auf
3&amp;gt;

we^ die zylin
drische Richtung den schneideuden angehort. Das Kegel-
schnittsbiischel hat also die Besonderheit, daB der Mittelpunkt
T des zerfallenden %l von den beiden definierenden Kegel-

Fig. 16. Fig. 17.

schnitten auf dem nicht zerfallenden liegt. LaBt man diesen

Fall (Fig. 17) als Grenzfall aus dem allgemeinen Falle (Fig. 16)

entstehen, wobei wir uns nach Bd. I, 66, e) reelle Skizzen

machen diirfen, so sieht man, daB das Paar j^j^ doppelt zu

zahlen ist und daB sich alle Kegelschnitte des Buschels in T
beriihren (vgl. auch Clebsch-Lindemann, I, S. 136). Dieses

enthalt also auBerdem nur noch ein einziges (und zwar

reelles) Geradenpaar t,i. Die eine Gerade t beriihrt Qin T ,

die andere i liegt auBerhalb 3 (Fig. 18), well ebenj,^ ima-

ginar sind. Dieses Paar kann nur dem Werte

(100) P&amp;lt;

= -m



188 III. Allgemeine Theorie der Komplexe.

entsprechen, weil dies nach 41 der einzige Wert P ist,

fur den die Mannigfaltigkeit der zugehorigen Richtungen in

zwei getrennte Biischel zerfallt. Es muB also, weil auf i

keine schneidende Richtung liegt, i das isotrope, t das kom-

plementare Richtungsbiischel abbilden, das in der Tat die

zylindrische Richtung T als einzige schneidende enthalt.

Weil das erstere Biischel durch das letztere zu einer vollen

Linie zweiter Ordnung erganzt wird, ist der Name ,,kom-

plementar&quot; gerechtfertigt.

b) Durch den Schnittpunkt C dieser beiden Biischel

und die durchgehende Seite i ist ein ausgezeichnetes Polar-

C

Fig. 18.

dreieck CNG- von 3 (Fig. 18) in eindeutiger Weise bestimmt.

Ausgezeichnete Punkte der Figur sind noch: Der zweite

Schnittpunkt S von GN= g mit 3 &amp;gt;

die Schnitte S und $2

von CG-^n mit 3 ^^e Tangente t in S an 3
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durch C. Es 1st jetzt zu ermitteln, was diese ausgezeichneten
Punkte und Linien geometrisch fur den Komplex bedeuten.

Wir bezeichnen die Richtungen mit denselben Buchstaben,
wie ihre Bilder in E (in Fig. 18) und ihre Reprasentanten
in Fig. 19. Da C die dem komplementaren und isotropen
Buschel gemeinsame Richtung ist, so nuifi sie nach 41
bei der dortigen Lage des Zeigersystems die natiirlichen

Zeiger

(C) = 0, ,0 = 0, P=m
haben. Wir nennen sie die ,,isotrope Zentralrichtung&quot;,
weil Zentralpunkt und Zentralebene der zugehorigeu Regel-
flachen mit Zentralpunkt und Zentralebene (X2T-Ebene) des

betrachteten Komplexstrahles selbst (d. i. seiner Hauptkorre-
lation) zusammenfalien. Die zugehorige reprasentierende
Gerade C beruhrt (Fig. 19*) den Zylinder des 41 in X.
Ferner ist JV, weil auf i gelegen auch eine isotrope Richtung
und zwar diejenige, die auf C senkrecht steht (Satz 91). Nun
besteht fur die Zeiger a, #, P; & , /, P zweier orthogonalen

Richtungen nach 19 die Beziehung

(101) (a
-

a?) (tg*
- tg0 = (P+

Wenn g = z
f

, so ist also entweder P= Pf oder

& = a + -^ , wobei im ersten Falle & und a , im zweiten
Z

P und P beliebig bleiben.

Satz 99: Haben zwei Korrelationen derselben
Geraden einen gemeinsamen Zentralpunkt, so sind
sie dann und nur dann involutorisch, wenn ihre
Parameter gegengleich sind oder wenn ihre Zentral-
ebenen aufeinander senkrecht stehen.

Da aber fur die beiden Richtungen C und N

ist, so muB der zweite Fall eintreten, d. h. N erhalt man in

Fig. 19, wenn man C auf dem Hyperboloid des isotropen
Biischels um einen rechten Winkel dreht. Die isotrope

*) Die Fig. 19 kann man sich uber Fig. 15 gelegt denken;
sie ist fur ein positives m entworfen

;
MX und M Y gehen nach

vorn abwarts.
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Nebenrichtung&quot; N hat also die Zeiger:

Fig. 19.

Wir betrachten jetzt die Gesamtheit der Richtungen

(g) * =
17&amp;gt;

* = 0, P beliebig.

Dieselben sind alle im Komplex vertreten, bilden aber auch
ein Richtungsbiischel, weil sie die Richtungen sind, die um
einen Strahl eines Normalennetzes (Bd. I, 74) vorkommen.
Dieses Biischel enthalt die Richtungen T und N wird also

durch g abgebildet und muB auch G und S enthalten. Durch
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Anwendung des Satzes 99 auf die Richtungen Gr und N
finden wir, daB hier P = Pf

sein muB. Die reprasen-
tierende Gerade G beriihrt also den Zylinder des 41 in

Y (wie auch N) und ist (Fig. 19) gegen T nach der anderen

Seite gleich geneigt wie N. Die zugehorige Richtung heiBe

,,Gegenrichtung
u

. Ihre Zeiger sind

(G) -, -0, P=m.

Die Richtung S ist auBer T die einzige schneidende des

,,Gegenbuschels&quot; g, hat also die Zeiger:

(S)
=
J, *-&amp;lt;&amp;gt;,

P = o.

Sie ist durch einen Nachbarstrahl der ^-Achse durch den

Ursprung M in der XJZT-Ebene
ju, reprasentiert; M ist

Kuspidalpunkt und ^ Kuspidalebene der Regelflachen dieser

Richtung, der ,,schneidenden Zentralrichtung&quot;. Sie ist

in Fig. 19 durch das Punkt-Ebenenpaar M , p dargestellt.
Wenn eine Kongruenz des Komplexes im betrachteten

Strahl einen Normalstrahl hat, so wollen wir sagen, die in

ihr vertretenen Richtungen bilden ein ,,Normalbuschel&quot;.
Wir wollen die Bilder aller Normalbiischel suchen. Ein
solches ist durch zwei schneidende Richtungen R^ und R2 be-

stimmt, deren Kuspidalebenen (als Brennebenen des Normal-

strahles) aufeinander senkrecht stehen. Die Zeiger von R
seien

(s. auch Gleichung (33)):

&amp;lt;xf,
P =

, / = m cotot .

Setzen wir sie in (101) ein und benicksichtigen ( 41)

(102) tg&amp;lt;x

= w + P,

so bekommen wir die Beziehung

P tg& tgo/ + m tg# cot of -f tga = 2 m
,

die fiir die Zeiger a
, , P aller Richtungen gilt, deren

Bilder auf der Tangente r
t
von R (Fig. 18) liegen. Setzen

wir hier # -{- statt od
,

so bekommen wir die ent-

sprechende Gleichung fur R2
. Durch Subtraktion beider

ergibt sich mit Riicksicht auf (102) fur den Pol R von
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unabhangig vom Werte & die BediDgung

die nur durch # = 0, P= m erfiillt werden kann, d. h.

der Pol E des Bildes jedes Normalbuschels liegt auf der

isotropen Geraden i oder

Satz 100: Die Normalbiischel werden durch die
Strahlen des Biischels G abgebildet.

Schreibeii wir (101) in der Form

(0 ff) (tg cot* 1)
= (P+ P

) (cot* + tg)

und setzen die Zeiger &amp;lt;*

=
, gf =

, P = m der iso-
i

tropen Nebenrichtung ein, so erhalten wir mit Riicksicht
auf (102)

& -f P 2 m 2 =
,

also fur die schneidenden Richtungen ^, $2 des Biischels 06r

Sie sind in Fig. 19 durch die Punkt-Ebenenpaare &amp;gt;Si, (?!; 52 , a2

dargestellt.

c) Wir wollen jetzt die Zeiger der ausgezeichneten

Richtungen und die Gleichungen der ausgezeichneten Rich-

tungsbuschel bestimmen: Nach (94 a) und (99) ist

(103) \Mkl
\

= A* = 0.

Also bestatigt sich, daB %R in ein Geradenpaar zerfallt. Die

Zeiger seines Schnittpunktes T erfullen gleichzeitig

Bezeichnet man also mit d*i die Adjunkten der Elemente
von A

9 so sind

(104) die Zeiger von (T) d^ : d^ : ^3 ,

wobei ft beliebig bleibt. Der zerfallende Kegelschnitt des

Biischels (98) ist durch

(105) |^P-^| =
bestimmt. Entwickelt man diese Determinante nach Po-
tenzen von P, so verschwindet, wie zu erwarten, auch der
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Koeffizient von P 2
. Denn er 1st (bis aufs Vorzeichen) die

Summe dreier Determinanten, die aus \Mki hervorgehen,
wenn man eine Zeile durch die entsprechenden Ak i ersetzt.

Nun kann man den Koeffizienten von p n in der doppelten
Summe aller drei Determinanten in

Pin Plv

M
Plw

M25

umformen. Diese Determinante verschwindet aber als Pro-

dukt von A mit

1 Pic Plw

P2v P* W

P3v P3w

Also wird (105) eine line are Gleichung fur P; ihre Wur-
zel Pf ist, wenn wir setzen:

(106)

L13

A2l

und analog D2 ,
D3 bilden:

(107) A +A +A
Hiermit ist nach (100) auch die UmgebungsgroBe m fur

die Parameterdarstellung berechnet; fur die homogene Dar-

stellung haben wir dasselbe schon in 42 getan. Setzen

wir P= Pi in (105) ein und nennen dann ^kt die Adjunkten
der Elemente, so sind*) die

(108) Zeiger von (C): $u : $*2 : $ts -

Wenn wir von den Bichtungszeigern u, U, to zu deren Be-

deutung u{, u2 ,
u% zuriickkehren, so konnen wir die Glei-

chung von t in der Form ansetzen:

(109)

*) Vergleiche z. B. Killing, Analyt. Geom. I, 16.

Zindler, Liniengeometrie. 13

He
&amp;lt;

UNIVERSITY
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analog die der isotropen Geraden i:

3

(110) ^%v &amp;lt;

= 0.
1

Weil t die Polare von T in bezug auf 3 ist, finden wir

(in) fe-y^*^* a = 1,2, 3).
*=1

Ferner ist identisch

kl P&amp;gt;

- Akl) Mi {

Man kann also die ^ auf mehrfache Art rational berechnen,
z. B. aus:

(112) tv iv = Mvv Pi-Avv (r
= l,2,3).

Nun kann man g als Polare von C (Fig. 18), dann N als

Schnitt von
&amp;lt;/

und i, dann w als Polare von N, dann 6r als

Schnitt von g und n oder als Pol von i finden usw. Will

man die Yoraussetzung (95) vermeiden, so hat man die

Zeiger von T proportional den Adjunkten von
|J$ii|

zu

setzen; auch der tibrige Rechnungsgang ist analog. Ein Bei-

spiel folgt in 53.

Wir sind jetzt in der Lage, mit Hilfe der in 2 vor-

bereiteten Formeln die Zeiger des Zentralpunktes und der

Zentralebene eines Komplexstrahles explizite als Funktionen

von u y v, w zu berechnen. Denn wir kennen Richtungen

(die des isotropen Biischels), fur deren Regelflachen der

Zentralpunkt der Regelflache mit dem des Komplexstrahles
zusammenfallt. Wenn wir also die Zeiger u

, i/, w einer

beliebigen Richtung des isotropen Biischels zunachst in

einsetzen und dann diese Werte p^ in die Gleichung (17) des

2, so bekommen wir den Zentralpunkt. Insbesondere ist

die isotrope Zentralrichtung in analoger Art auch zur Be-

rechnung der Zentralebene und die zylindrische Richtung
zur Berechnung der asymptotischen Ebene tauglich.
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49. Ausgezeichnete Zerlegungen eines Komplexes.

Wir legen in diesem Paragraphen die Parameterdar-

stellung

(86) Pi=Pt(ui,u*,Us) (tl, v .,6)

zugrunde.

a) Wir fragen, ob ein Komplex in oo 1
isotrope Kon-

gruenzen zerlegt werden kann. Ware

(113) /*(% u2 u3 )
= const.

die Gleichung dieser Kongruenzenschar, so ware

(114)

fur jeden Komplexstrahl die Beziehung zwischen den Zeigern

derjenigen Richtungen, die in derKongruenz ( der Schar(113)
vorkommen, welcher der Strahl s angehSrt. Da ( eine iso

trope Kongruenz sein soil, so miifite die Gleichung (114)
mit (110) (bis auf einen Faktor) ubereinstimmen. Die Zer-

legung in isotrope Kongruenzen hangt also von der Inte

gration der Gleichung

(115) ]iv duv
=

ab, wo die iv nach (111) und (112) bekannte Funktionen
von u19 U2 , u3 sind. Die Integrabilitatsbedingung ist*)

h fes ^32) + % fei %s) + % (*i 2 hi) = 9

(116) \ di,

Satz 101: Ist ein Komplex in Parameterdarstel-

lung gegeben, so kann man bloB durch Differentia-
tionen entscheiden, ob er in isotrope Kongruenzen
zerlegbar ist. Im bejahenden Falle erfordert die Zer-

legung die Integration einer totalen Differential-

gleichung in drei Veranderlichen.

*) Vergleiche z. B. Lie und Scheffers, Geometrie der Be-

ruhrungstransformationen, S. 198.

13*
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Auch wenn die Bedingung (116) nicht identisch erfiillt

1st, konnen einzelne isotrope Kongruenzen im Komplex
enthalten sein. Dann bedeutet namlich (116) eine Beziehung
zwischen u , u% , u3 und falls diese die Gleichung (115) be-

friedigt, so ist sie eine singulare Losung derselben. Zer-

fallt (116) in mehrere Faktoren, so ist jeder einzelne zu prufen.

b) Wir fragen, ob ein Komplex in oo 1 Normalenkon-
gruenzen zerlegt werden kann*). Ware (113) diese Zer-

legung, so muBte das Richtungsbiischel (114) ein Normal-
biischel sein. Sind also

g = 2gv uv ,
n = 2nv uv

=
die Gleichungen des Gegenbiischels und des Biischels GC
(Fig. 18), Gleichungen, die man nach dem vorigen Para-

graphen durch ausfiihrbare Operationen berechnen kann, so

ist nach Satz (100)

(117) 0-f.;u =

die Gleichung eines beliebigen Normalbuschels, wobei A eine

Funktion von u^ 9 u2 , us sein kann. Durch passende Wahl
derselben muB (117) mit (114) (bis auf einen Faktor) identisch

werden. Es handelt sich also urn Integration der totalen

Differentialgleichung

(118) ^(gr + ^nv)dur
= 0.

i

Diese ist zuerst integrabel zu machen, indem man (vgl. die

Bedingung (116)) fur I ein Integral der linearen partielleii

Differentialgleichung erster Ordnung

(119) n. = (n, )
A 2 + \(9, n) + (n, g)] I + (g , g)

9i 9s

setzt, wobei

Satz 102: Es gibt iramer Zerlegungen eines Kom-
plexes in oo 1 Normalenkongruenzen. Zur Auffindung

*) Fur die homogene Darstellang wird diese Frage in 52, b)

behandelt werden.
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einer solchen Zerlegung ist die Kenntnis eines parti-
kularen Integrals der Gleichung (119) und die In

tegration einer totalen Differentialgleichung notig.

c) Wir fragen nach den parabolischen Kongruenzen
eines Komplexes und schreiben jetzt u

,
v

,
to statt u^ ,

u2 ,
us .

Es sei durch

(120) w = w(u,v)

eine Kongruenz im Komplex definiert. Das zugehorige

Richtungsbiischel ist durch

(121) tt/=~.wtt u + w,&

gegeben. Setzt man dies in die quadratische Form 3 (Zahler

von 92) ein, so erhalt man

(122) 3t
= Bu u 2

-I- 2J?12 lit) -f B22 o 2
,

wobei

_g12
= J.33 wuwg + A2S wu -f A13 w9 -\- AV2 .

Soil jeder Strahl der Kongruenz parabolisch sein, so rnuB

das Richtungsbiischel (121) den Kegelschnitt 3 beriihren;

also muB 3i = eme Doppelwurzel haben. Auch aus 27

(namentlich Satz 57) folgt unmittelbar, daB

sein muB. Setzt man hier die Ausdriicke (123) ein, so wird

dies eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung*),
die in wu und ivv vom zweiten Grade ist.

50. Orthogonale Trajektorien und Parameter.

Sei durch (86) und

(125) /(%,^2 ,w3 )
= const.

eine Schar von oo 1

Kongruenzen gegeben. Wir suchen die

orthogonalen Trajektorien dieser Schar im Komplex,

*) Die entsprechende Differentialgleichung fur die homogene
Darstellung wurde von Klein (Math. Ann. V, ,,Ueber gewisse in

der Liniengeom. auftretende Differentialgl.&quot;) aufgestellt.
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d. h. diejenigen Regelflachen des Komplexes, die in jedem
Strahl die durchgehende Kongruenz der Schar (125) senk-

recht schneiden. Das Richtungsbuschel der Kongruenz ist durch

(126) */ii-0, f,.
=
-IL

gegeben. Die einzige Richtung des Komplexes, die zu alien

Richtungen dieses Biischels senkrecht steht, wird durch den
Pol von (126) beziiglich 3 abgebildet (Satz 91). Um die

Zeiger u\ dieses Pols zu finden, haben wir die Gleichungen

(127) yA^ui^f* (x
= l,2,3)

;.=i

nach den ^ aufzulosen. Also konnen wir setzen

u\ : u2 :us
=

&amp;lt;pi:&amp;lt;p2 &amp;lt;p3,

wobei die
q&amp;gt;

bekannte Funktionen der U), sind. Die Auf-

findung der erwahnten Trajektorien hangt nun von der Inte

gration des simultanen Systems in drei Veranderlichen ab:

^i_ =^
b) Wir wollen jetzt der Frage naher treten, ob eine

gegebene Kongruenzenschar

(129) /&quot;(% , % , MI) = const.

eines gegebenen Komplexes einem dreifach orthogonalen

System ( 47) angehoren kann. Fur den Punktraum ist die

analoge Frage dahin beantwortet, daB die Funktion
/&quot;,

die

in diesem Falle eine Flachenschar darstellt, einer gewissen

partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung geniigen muB
(Darboux, Syst. orthog. S. 18). Da die Aufsuchung einer

analogen Gleichung hier entsprechend komplizierter sein

durfte, wollen wir uns damit begniigen, die Frage unter der

Voraussetzung zu beantworten, daB die senkrechten Trajek
torien der Schar (129) bekannt sind. Ihre Gleichungen
seien etwa

(130) #(%^1? Wi) = 0, h(u19 vl9 w1)=^0.

Wir fiihren dann neue Parameter u
,
v

,
w durch

u = g ,
v = h

,
w = f
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ein, d. h. wir machen die gegebene Schar zu den u
,
v-

Kongruenzen, die Trajektorien zu den w-Flachen. Dann
inuB der Punkt mit den Richtungszeigern ur = i/= in der

Abbildung des 47 der Pol der Geraden wf = beziiglich

3 sein, d. h. eine Ecke des Grunddreiecks muB Polare der

gegenuberliegenden Seite sein, und zwar fur die Umgebungen
aller Komplexstrahlen zugleich. Dies bringt mit sich, daB in der

quadratischen Form Q die Glieder mit uf uf und vf/uf fehlen, also

(131) 3 = AK u * + A22 1/* + A33 uf* + 2A12 u v .

Soil (129) einem Orthogonalsystem angehoren, so muB es

jetzt moglich sein, durch passende Zusammenfassung der

itf-Flachen zu den beiden anderen Kongruenzenscharen des

dreifach orthogonalen Systems zu gelangen, d. h. es muB
durch eine Transformation zwischen u und v allein

u = (p (u2 ,
v2) ,

v = y(u.2 ,
v
2 )

A12 zum Verschwinden gebracht werden konnen. Die Be-

dingung fur die Funktionen cp und y ist

(132) An (pu cpv + A22 yu yv + Ai2 (&amp;lt;p yv -f
&amp;lt;p

v yjv)
= .

Soil sie durch Funktionen von u2 und v
2 allein erfiillbar sein,

so diirfen An , A22 ,
A12 das w nur in einem gemeinsamen

Faktor enthalten. Dies ist also die Bedingung dafiir, daB
die gegebene Schar einem dreifachen Orthogonalsystem an-

gehort.

51. Die Mongesche Grleichung eines Komplexes*).

Seien

die Zeiger der Yerbindungslinien zweier Punkte P^ (x , y , s)

und Pj ^ fa , ^ , %) . Halten wir P fest und lassen P
i
eine

*) Der Gegenstand dieses und des folgenden Paragraphen,
iiberhaupt der Zusainmenhang der Liniengeometrie mit der Theorie
der Differentialgleichungen findet sich ausfiihrlich und anschaulich
entwickelt in der

7,Geometrie der Beruhrungstransformationen
von Lie und Scheffers (1896).
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Kurve C durch P beschreiben, so sind die Zeiger von P
t
in

der Umgebung von P:

usw.

M
Wenn wir lim~ = qv setzen, so werden

(134)

die Zeiger der Tangente von C in P. Von diesen sind die

drei ersten den Richtungscosinus der Tangente proportional.
Da eine Gerade durch einen ihrer Punkte und ihre Richtung
bestimmt ist, so konnte man auch

(135) x, y, e; of, y , *

als Zeiger der Geraden auffassen. Wahrend aber die Zeiger

(134) von der Wahl des Punktes x, y , z auf der Geraden

unabhangig sind, ist hier ein bestimmter Punkt P der Ge
raden ausgezeichnet. Man pflegt daher diese Zeiger nur
dann zu verwenden, wenn diese Auszeichnung in der Natur
der Sache liegt, wie es der Fall ist, wenn wir eine Kurven-

tangente samt Beruhrungspunkt oder anders ausgedriickt
einen Kurvenpunkt samt der zugehorigen Richtung der

Kurve in diesem Punkte analytisch darstellen wollen. Den

Inbegriff eines Punktes P samt einer zugehorigen Richtung SR

nennt man ein ,,Linienelement&quot; und man sagt, eine

Kurve enthalte ein Linienelement oder ein Linienelement

gehore einer Kurve an, wenn die Kurve den Punkt P ent-

halt und wenn daselbst ihre Tangente die Richtung 9^ hat.

Also sind (135) die Zeiger eines Linienelementes, wobei von
den GroBen ocf, y

f

f tf nur ihre Verhaltnisse in Betracht

kommen. In der Tat sieht man auch unmittelbar geomet-
risch ein, dafi es im Raume oo5

(in der Ebene oo3
) Linien-

elemente gibt.
Sei anderseits die Gleichung eines Komplexes (5

(1) F(p 19 ...jp6)=0
gegeben. Soil C Komplexkurve von & sein, so miissen die q

dieser Gleichung geniigen. Also kann man

(136)



51. Die Mongesche Gleichung eines Komplexes. 201

iusofem als Differentialgleichung samtlicher Komplexkurven
auffassen, als sie die oo4 Linienelemente aussondert, die den

Komplexkurven angehoren*). Die oo 1 Linienelemente durch

einen bestimmten Punkt P sind nichts anderes als der

Komplexkegel von P; er heiBt, wenn man nur die Umgebung
seiner Spitze in Betracht zieht, Elementarkegel von P.

Wenn wir F als Funktion der sechs Argumente (135) auf

fassen, so miissen wir ein anderes Funktionssymbol ver-

wenden. Wir setzen also identisch

(137)

Die erwahnte Differentialgleichung wird jetzt

(138) Q(x,y,* , tf,tf,*)=0.

Jede solche Gleichung, die in # , y , tf homogen 1st, heiBt

nach Lie eine Mongesche Differentialgleichung, und

jede Kurve, deren samtliche Linienelemente ihr geniigen,
heiBt Integralkurve der Mongeschen Gleichung. Multi-

pliziert man sie mit
dt&quot;,

so kann man sie auch in der Form
schreiben :

Q(x, y, e; dx, dy , ds) = Q.

Satz 103: Zu jedem Komplex n-ten Grades ge-
hort eine Mongesche Differentialgleichung, die in

x*, y
f

,
tf auch vom w-ten Grade ist.

Aber nicht umgekehrt, weii sich nicht jede Mongesche
Gleichung in der Form (136) schreiben laBt. Um die Be-

dingung hierfih* zu finden, differenzieren wir die Identitat(137)
nach x, y, 2 und bezeichnen mit Fk die Ableitung von F
nach dem fc-ten Argument:

Hieraus folgt als notwendige Bedingung:

(139)

*) Analog sondert ja auch eine gewohnliche Differential

gleichung erster Ordnung zwischen x und y von den oo3 Linien-
elementen der Ebene diejenigen oc2

aus, die den Integralkurven
angehSren.
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Um zu zeigen, daB sie auch hinreicht, betrachten wir sie

als partielle Differentialgleichung fiir Q als Funktion aller

sechs Argumente*), die jetzt als sechs unabhangige Verander-

liche aufzufassen sind. Eine solche Gleichung hat fiinf von-

einander abhangige Integrale Q19 . . . O5 und jedes andere

Integral Q ist eine Funktion dieser funf **). Hier kann man
die sechs Integrale

0, = ^ Q6
= xy -yx

angeben, von denen je fiinf unabhangig sind, wahrend zwischen
3

alien sechs die Relation ^QV QV+S = Q besteht. Wenn
i

also Q der Gleichung (139) geniigt, so kann es als Funktion

von Q19 . . . Q5 ,
um so mehr von Q

,
. . . D6 aufgefafit

werden. Wir sind daher jetzt berechtigt, eine Identitat der

Form (137) anzusetzen (im umgekehrten Sinne zu lesen) und
es ist nur noch zu zeigen, daB F in den sechs Argumenten
homogen ist. Wir finden durch Differentiation von (137)
nach of, y

f

y
zf :

Da nun Q in xf

, y
f

9 zf homogen ist, folgt

Dies ist aber genau die Bedingung der Homogeneitat von F.
Satz 104: Die notwendige und hinreichende Be

dingung dafiir, daB die Mongesche Gleichung (138)

*) Lie und Seheffers, a. a. 0. S. 252. Der Gebrauch der

zweiten Ableitungen lafit sich dabei vermeiden.

**) Vgl. z. B. Goursat, Vorl. liber part. Differentialgl. erster

Ordmmg. 17.
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einem Kornplex zugehort oder, was dasselbe 1st,

daB unter ihren Integralkurven oc3 Gerade vor-

kommen, 1st:

.

dx dy 80

Die Mongesche Gleichung eines Komplexes ( kann dazu

benutzt werden, die Differentialgleichung derjenigen Komplex-
kurven aufzustellen, die auf einer willkiirlich gewahlten Flache

(140) f(x,y,s) =

liegen. Fur die Linienelemente aller Kurven auf / ergibt
sich namlich die Bedingung

(Hi) /.* +/;/+/.* = o.

Diese und (140) gestatten, aus (138) einen Zeiger und die

zugehorige Ableitung, z. B. ^, tf zu eliminieren
,
wodurch

eine Differentialgleichung

(142) *(x,y, *,tf)=Q

hervorgeht. Sie ist in ^, if homogen, laBt sich also in der Form

schreiben. Wegen ^ = -^ ist dies eine gewohnliche Diffe-
X dx

rentialglcichung erster Ordnung zwischen x und y, welche

die Projektion der gesuchten Kurven auf die XY-Ebene be-

stimmt. Allgemeiner: Man kann in (142) wegen der Un-
bestimmtheit der Parameterdarstellung x willkiirlich als

Funktion von t wahlen, worauf sich fur y eine gewohnliche

Differentialgleichung erster Ordnung ergibt. Da der Ele-

mentarkegel eines Punktes von f die Benihrungsebene von /

nach Satz 103 in n Strahlen schneidet, so wird die Flache /

von den Komplexkurven n-iach iiberdeckt, wenn nicht etwa fiir

alle Flachenpunkte der Elementarkegel die Flache f beruhrt.

Ist insbesondere die Gleichung (138) beziiglich xf

9 y
f

, s

linear, so heiBt sie eine Pfaffsche Gleichnng*):

(143)

*) Gleichungen von der Form 2A% dx^= zwischen beliebig
vielen Veranderlichen betrachtete Pfaff in den Abh. der Berliner
Akad. 181415.
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wobei A , B , C Funktionen von x , y , z sind. Die differen-

tialgeometrischen Probleme, die sich an eine solche Gleichung

kniipfen, hat VoB (Math. Ann. Bd. XVI und XXIII) be-

handelt. Uns interessiert in der Liniengeometrie nur der

Fall, daB sie zugleich als Mongesche Gleichung einem Kom-

plex zugehort. Dieser kann naeh Satz 103 nur ein linearer

Komplex sein. Dann miissen aber nach der Entstehungs-
weise der Mongeschen Gleichung aus der Komplexgleichung
A

y
B

,
C lineare Funktionen von x,y , 3 sein, etwa

Die Bedingung (139) gibt

und zwar muB diese Gleichung fur alle Werte x
, /, sf er-

fiillt sein. Daraus folgt, wenn wir

setzen :

Satz 105: Die Pfaffsche Gleichung eines linearen

Komplexes hat die Form:

J (ft
8 yy -f a) x

f

-f (yx &amp;lt;*z + b) y
f

[ +(^-^ + 0)^=0.

Derselbe 1st ein Strahlengebiisch oder ein Strahlen-

gewinde, je nachdem a& + &/? + cy = ist oder nicht.

Der letzte Teil des Satzes ergibt sich, wenn man (144)
in der Form

(145) atf+ &/+ c*+K(ytf-syr) -f . . .
=

schreibt, die der Gleichung (136) entspricht. Natiirlich hatte

man auch von (145) ausgehen und hieraus den Satz 105 ab-

leiten konnen.
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52. Andere Differentialgleichungen,

Sei

* = f(x,y)

die Gleichung einer Flache. Setzt man

so ist

x) + q (ri y]

die Gleichung der Beriihrungsebene. Die Richtungskosinus
der Flachennormalen verbalten sich also wie

Wenn \vir den lubejniff eines Punktes samt einer durch ihn

gehenden Ebene ,,Fliichen element&quot; nennen, sofern von der

Ebene nur die Umgebung des Punktes in Betracht kommt,
so konnen wir die funf GroBen

(146) x,y 9 s,p,q

als Zeiger eines Fliichenelementes auffassen. Wir sagen,
ein Flachenelement, das aus dem Punkte P und der Ebene E
besteht, gehore einer Fliiche f an oder f enthalte das Element,

wenn P auf f liegt und E die Beriihrungsebene von f in P
ist. Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(147) F(*&amp;gt;y,*,P&amp;gt;$-0

kann man so auffassen, daB durch sie aus den oo5 Flachen-

elementen des Raumes oo4
ausgesondert werden und die

Integralflachen sind diejenigen, deren Flachenelemente alle

der Gleichung (147) geniigen.

b) Man soil eine Flache / finden, deren samtliche Nor-

malen einem gegebenen Komplex angehoren. Fur einen

Punkt P von / muB die Normale von f zugleich Linieri-

element des Elementarkegels von P sein. D. h. setzt man
die Werte p , q ,

I
,
die dem Punkte P der gesuchten Flache

zukommen, statt x ^if^ in die Mongesche Gleichung des

Komplexes ein, so muB diese erfiillt sein. Als partielle

Differentialgleichung aller gesuchten Fliichen erhalt man also

aus (138):

(148) 0(a,y,*;i&amp;gt;,$,-l)-0.
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Diese Gleichung erster Ordnung ist im allgemeinen vom
w-ten Grade, wahrend wir nach der Methode des 49 b)
unmittelbar zu einer linearen Differentialgleichung gelangt
sind (allerdings in drei unabhangigen Veranderlichen), worauf
noch eine totale Gleichung zu integrieren war. Dasselbe

verlangt die Methode von Transon, der seit Malus*) zuerst

(J. de TEcole polyt. 1861) dieses Problem wieder behandelt

hat (vgl. Lie und Scheffers, a. a. O. S. 676, f.).

c) Wir suchen jetzt die Flachen
/&quot;,

die in alien ihren

Punkten von den zugehorigen Komplexkegeln eines gegebenen
Komplexes beriihrt werden. Das Flachenelement irgend eines

Punktes P von f muB den Elementarkegel $ von P be-

ruhren. Seine Normale p , q , 1 muB also mit einer Flachen-

normale von zusammenfallen, dessen Gleichung die Monge-
sche Gleichung ist:

(138) Q(x,y,*\ *,&,*) = 0,

wenn man hierin xf-.y izf als homogene Zeiger im Strahlen-

bundel P auffaBt. Nun verhalten sich die Richtungskosinus
einer Normale von ^ wie

60 dQ dQ
dtf

1

dif
:

dtf

Also ist

P

Um eine Beziehung zwischen den Zeigern der oo4 Flachen-

elemente abzuleiten, die alle Elementarkegel in ihren Scheiteln

beriihren, hat man aus den drei Gleichungen (138) und (149)

xf:y
f
itf zu eliminieren. Dadurch ergibt sich eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung:

(150) F(x,y,g,p,q) = Q.

Fur den Fall der Pfaffschen Gleichung wird das Ver-

fahren illusorisch, wie auch zu erwarten war. Denn eine

Pfaffsche Gleichung ordnet jedem Punkt des Raumes ein

ebenes Strahlbuschel von Linienelementen zu und die Auf-

gabe wiirde verlangen, Flachen zu finden, die in alien ihren

*) Vergleiche meinen Bericht uber differentielle Linien-

geometrie in den Jahresb. d. D. Math. -Vereinigung, Bd. XV, 1906.
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Punkten von der Ebene des zugehorigen Biischels beriihrt

werden. Dies 1st aber nur in dem Spezialfall moglich, wenn
die Pfaffsche Gleichung integrabel 1st.

d) Wir schlagen jetzt den umgekehrten Weg ein: Sei

eine partielle Differentialgleichung (150) gegeben, die nioht

linear sei. Sie ordnet jedem Punkte P einfach unendlich

viele Flachenelemente zu, die eine Kegelflache $ umhiillen.

Wir wollen aber jetzt als von Linienelementen erzeugt
auffassen. Es handelt sich darum, dasjenige Linienelement=

(x
f

) y , /) zu bestimmen, langs dessen $ von einem be-

stimmten Flachenelement g = (p &amp;gt; #) des Punktes P beriihrt

wird. Da 2 auf der Normalen von g senkrecht steht^ haben wir

(151)

Da nun S die Grenzlage der Schnittlinie von g mit einem

Nachbarelement ist, haben wir auch:

(152) ^y-f/Y=0,
Ferner gilt fur die Walzung der Ebene um $, da hierbei

P fest bleibt:

so daft man (152) durch

(153) a/F
q

ersetzen kann. Aus (151) und (153) folgt jetzt:

(154) xf-.y -.z ^F
Um eine Beziehung zwischen den Zeigern der Linienelemente

aller Kegel ^! zu finden, hat man p,q aus den drei Glei-

chungen (150) und (154) zu eliminieren. Es gehort also auch

umgekehrt zu jeder partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung eine Mongesche Gleichung: dieselbe wird aber im

allgemeinen keinem Komplex zugehoren. Die Bedingung
hierfur findet man in Lie und Scheffers a. a. O. S. 640, f.

Wir wollen nur noch diese spezielle Klasse von Differential

gleichungen geometrisch charakterisieren, miissen aber zuvor
an den Satz aus der Theorie der nicht linearen partiellen

Differentialgleichungen in zwei unabhangigen Veranderlichen

erinnern, dafi zu jeder solchen Gleichung oo3 Kurven, ,,Cha-
rakteristiken&quot; gehoren, aus denen sich alle Integralflachen
zusammensetzen lassen (a. a. O. S. 498, f) und zwar geht
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aus den simultanen Differentialgleichungen der Charakteristiken

(a. a. O. S. 509) hervor, daB das Linienelement (154), langs
dessen eine Integralflache durch P vom Elementarkegel be-

riihrt wird, auch der durch P gehenden Charakteristik der

Integralflaehe angehort. Die Schmiegungsebene der Charak
teristik als einer Komplexkurve beriihrt auch $ (Satz 86),

also auch die Integralflache. Daraus folgt:

Satz 106: Eine partielle Differentialgleichung,
die durch das Verfahren unter c) aus der Mongeschen
Gleichung eines Komplexes hervorgeht, hat die Be-

sonderheit, daB ihre Charakteristiken Haupttangen-
tenkurven auf den Integralflachen sind.

Die Frage nach diesen Flachen eines Komplexes hangt

eng mit der in 49, c) behandelten Aufgabe zusammen, die

parabolischen Kongruenzen eines Komplexes zu finden. Wenii
namlich die Charakteristiken auf einer bestimmten Integral
flache nicht etwa gerade Linien sind, so bilden ihre oo2 Tan-

genten nach Satz 57 eine parabolische Kongruenz. Umge-
kehrt ist die Brennflache einer im Komplex enthaltenen pa
rabolischen Kongruenz eine Integralflache des Satzes 106.

53. Das Strahlengewinde.

Wir wollen die Entwicklungen der vorhergehenden Para-

graphen durchAnwendungen auf das Strahlengewinde erlautern :

a) Wir verlegen die Z-Achse eines rechtwinkligen

Systems in die Achse des Gewindes. Dann lautet seine

Gleichung (Bd. I, 46):

(155) &-M&-0.
Die Zeiger desjenigen Gewindestrahles, der die X-Achse im

Abstand u vom Ursprung senkrecht schneidet, lauten (er

bilde den Winkel v mit der Y-Achse):

fc-0, fc-I, ft- --

Man kann dies auf folgende Art bestatigen: Fiir tany ergibt
sich aus (156) der Wert:
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wie es auch nach Ed. I, 8, Gleichung (14) sein niuB. Ferner

ergibt sich q$ aus (155) und #5 aus der Beziehung zwischen
den Linienzeigern. Dreht man den Strahl um den Winkel v

um die Z-Achse, so werden seine neuen Zeiger (Bd. I, 41):

q2
= cosv

, fe
= - M ,

= 2 sinv
, #5

= u 2 cosv , #G
= f u .

Verschiebt man ihn schliefilich*) um w in derJ^-Richtung
und andert das Vorzeichen aller Zeiger, so erhalt man:

(158)

pl
= sn?;

p2 I cosv p5
= I ivsinv u 2 cosv

p3 =u p6
= lu .

Aus der Entstehungsweise dieser Parameterdarstellung geht
hervor: Die w-Flachen sind die gleichseitigen Paraboloide,
deren Haupterzeugende die Achse des Gewindes senkrecht

schneiden; die f-Flachen sind Umdrebungshyperboloide, die

w- Flacben Parallelstrahlenbiischel.

b) Hier werden die GroBen (93) und (94):

(93 a)

(94b)
.

Die Gleichung des Kegelschnittbiischels (96) wird wegen

(96a)

Die Determinante dieser Gleichung ist

Also ergibt sich fiir den zerfallenden Kegelschnitt des
Biischels:

9 I ..9

(159) P, = -
f

*) Die Gleichungen (61) in Bd. I, 41 bleiben richtig, wenn
p und x ihre Bedeutung vertauschen und wenn gleichzeitig der
Strahl gegen das feste System um dieselben Komponenten ver-
schoben wird. Analoges gilt vom vorhergehenden Schritte.

Zindler, Liniengeometrie. 14
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und fiir die UmgebungsgroBe nach (100):

(160)

*

Dies stimmt mit Bd. I, 58 (namentlich Gleichung (104))
auch dem Vorzeichen nach iiberein. Denn es 1st

(161) Km = - 1
,

wie durch Vergleich der beiden Arten hervorgeht, in denen
sich die Gleichung einer und derselben Hauptkorrelation
schreiben lafit (Bd. I, 53, Gleichung 66 und hier 41):

, ztga,
= m .

Dabei ist & = $ -j- , weil der Richtungszeiger &amp;lt;x im Grenz-
fi

fall der schneidenden Richtungen die Normale der Kus-

pidalebene bestimmt
( 19).

c) Die Gleichung des Kegelschnittes 3 ( 47) in den
laufenden Zeigern it

,
$ , ft) hat hier die Form :

(162)
-

it
2 + ti 2 o 2

-f I i&amp;gt; ft = .

Die Gerade t&amp;gt;

= ist also Tangente desselben und fiir den

Beruhrungspunkt ist auch u = . In der Tat entspricht
diesem Eckpunkt des Grunddreiecks die w-Richtung ( 47).

Man sieht sowohl unmittelbar geometrisch als auch aus der Form

daB die w-Richtung die zylindrische Richtung ( 41) ist.

Daraus folgt, daB t) = die Gleichung des komplementareii
Biischels ist. Um die iibrigen ausgezeichneten Richtungen und

Richtungsbiischel zu finden, die in 41 und 48 definiert wurden,
setzen wir denWert (159) in (96 a) ein, wodurch neben to =
die Gleichung des isotropen Richtungsbiischels hervorgeht:

(163) (!
2 + 2w2

)to + lft) = 0.

Der Schnitt beider gibt die isotrope Zeutralrichtung C:

(O) & = ,
=

.

In der Tat sieht man auch geometrisch, daB die ^-Richtung
die isotrope Zentralrichtung sein muB (Aufg. 44). Die Polare

von C beziiglich (162) ist:

(g) u = .
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Ihr Schnitt mit (163) gibt die isotrope Nebenrichtung N:

(N) u = 0, ,:*-- ?_+^.
Die Polare dieses Punktes ist

(n) f t) to = .

Also sind die Zeiger der Gegenrichtung G:

(G) u =
,

to : b = ! .

Vom Grunddreieck ist (nur) eine Seite u = die Polare der

Gegenecke. Die w-Flachen sind also die senkrechten Tra-

jektorien der Kongruenzen u = const. Aber nach deni Kenn-
zeichen des 50, b) gehoren die letzteren keinem dreifachen

Orthogonalsystem an. Denn hierzu diirften die Koeffizienten

von t)
2

, to
2 und bto in (162) das u nur in einem gemein-

samen Faktor enthalten. Es ist also nicht moglich, mit Bei-

behaltung der Ecke C und der Seite g des Grunddreieckes
zu einem dreifachen Orthogonalsystem zu gelangen.

d) Um zu entscheiden, ob in einem Gewinde isotrope
Kongruenzen enthalten sind, haben wir nachzusehen

(vgl. (163) und 49, a)), ob die Gleichung

als totale Differentialgleichung zwischen u, v, w integrabel
ist. Die Bedingung hierfiir

ist nicht identisch erfiillt und gibt auch zu keinen verein-

zelten isotropen Kongruenzen AnlaB. Denn u = bedeutet
das Normalennetz der Treffgeraden der Gewindeachse, das
keine isotrope Kongruenz ist.

Satz 107: In einem Strahlengewinde ist keine

isotrope Kongruenz enthalten.

e) Um ein Gewinde in Normalenkongruenzen zu

zerlegen, haben wir nach 49, b) die Gleichung eines all-

gemeinen Normalbusehels

aufzuschreiben. Sie lautet hier:

14
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Wir haben nun h so zu bestimmen, daB die entsprechende
totale Differentialgleichung

(164) ldu

integrabel wird. Dies gibt nach (116) eine partielle Diffe

rentialgleichung in den drei unabhangigen Veranderlichen
u

,
v

,
w:

(165) ^ + f^ = 0.
dv OW

Ihr allgemeines Integral lautet:

), = %(u, lv w) .

Wir diirfen auch A = const, wahlen und betrachten zuerst

die beiden Falle 2 = 0, oo, in denen die Gleichung (164)
bzw. die Integrale

(166) ! v w = const., u = const.

hat. Die erste dieser Gleichungen gibt eine Zerlegung des

Gewindes in oo 1
Kongruenzen, von denen jede einzelne er-

zeugt werden kann, indem man eine ^^-Flache derjenigen

Schraubung @ unterwirft, durch die das Gewinde in Bd. I,

4 definiert wurde. Die zweite Gleichung (166) stellt

Kongruenzen dar, von denen eine einzelne aus alien Ge-
windestrahlen besteht, die einen mit der Achse Z des Ge
windes koaxialen Zylinder ( beriihren. FaBt man eine

Kongruenz der ersten Zerlegung heraus, so sind die Flachen,
deren Normalen diese Kongruenz bilden, eine gewohnliche
(d. h. geschlossene,, gerade ; vgl. Rohn und Papperitz,
Darst. Geom. Bd. II, S. 94) Schraubenflache und deren

Parallelflachen, die nicht mehr durch Bewegung eiuer Ge-
raden erzeugt werden konnen. Eine Kongruenz der zweiten

Zerlegung enthalt die Normalen der Flache g, die entsteht,
wenn man die Kreisevolvente eines Querschnittes des

Zylinders S der Schraubung @ unterwirft. Es ist merk-

wiirdig, daB g mit alien Parallelflachen kongruent
ist. Die Kongruenzen beider Scharen haben das Gemein-

same, daB sie aus den orthoiden Schraubenflachen ( 6, b),

zusammengesetzt werden konnen, deren Striktionslinien die

Schraubenlinien der Schraubung @ sind. Dies ist die

charakteristische geometrische Eigenschaft aller moglichen

Zerlegungen des Gewindes in Normalenkongruenzen.



53. Das Strahlengewinde. 218

Wir bestatigen dies, indem wir eine allgemeine Kon-

gruenz $ aufsuchen, die durch die Schraubung @ in sich

selbst iibergefuhrt wird. Wir fassen die Strahlen von $,
fiir die der kiirzeste Abstand vori Z in der X-Ebene liegt,
zu einer Regelflache 9^ zusammen. Diese habe die Glei-

chungen :

v =
,

iv = cp(u) .

Durch die Schraubung wird $ in eine andere Regelflache

iibergefiihrt, mit den Gleichungen:

(167) ^ =
^o&amp;gt;

w = &amp;lt;p(u)+tv .

Wir erhalten also aus (158) folgende Parameterdarstellung
von $:

Ip

1
= t sinv p = ifi sinv -f- t((p + tv) cosv

p2
= tcosv p5

= tficosv + i(cp -f- f v)siuv

P3
= u p6

= -lu.

Wir bilden fiir diese Kongruenz nach 22 die GroBen:

Das Kriterium fiir Normalenkongruenzen, namlich
( 30)

UT- 2WS+ VE =
ist also erfiillt.

Satz 108: Gestattet eine Kongruenz, die in einem
Gewinde enthalten ist, die Schraubung, durch die
das Gewinde definiert werden kann, so ist sie eine

Normalenkongruenz.
f) Die Pfaffsche Gleichung des Gewindes (155) lautet:

(169) Izf+xy -x y = .

Nach der Regel des 52, b) ist also

(170) ^^_ y ^?_f =
By

J dx

die partielle Differentialgleichung derjenigen Flachen, deren
Normalen dem Gewinde angehoren. Sie ist (nach G our sat,
Part. Differentialgl. 1. Ordnung, 18) dem simultanen System

dx dy dz^ ~
~x

~ T
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Equivalent, von dem

x2
-f #

2= const, z I arc sin
^

______ = const.

zwei Integrale sind. Fiihren wir in den Normalebenen zur

Achse die schon unter a) definierten Polarzeiger u, v ein,
so konnen wir die Integralflachen von (170) in der Form

wobei
&amp;lt;p

eine willkiirliche Funktion ist, schreiben. Dies ist

eine beliebige Schraubenflache der Schraubung @, was mit

(167) iibereinstimmt.

Satz 109: Die Flachen, deren Norrnalen einem
Gewinde angehoren, sind nur die Schraubenflachen,
die durch die definierende Schraubung des Ge-
windes erzeugt werden.

g) Um ein Beispiel zur Bestimmung der Komplexkurven
einer Flache zu bringen, nehmen wir eine Kugel mit dem Halb-
messer E an, deren Mittelpunkt auf der Achse eines Gewindes

liegen soil und wollen die Gewindekurven auf der Kugel suchen

(Plucker, Neue Geom. S.61, Anm.). Indem wir wie unter f) von
dem gemischten Zeigersystem u

,
v

,
is Gebrauch machen, also

in die Pfaffsche Gleichung des Gewindes (169) einfuhren,
erhalten wir:

(171) !^+ 2 t/=0.

Die Gleichung der Kugel in diesen Zeigern lautet:

(172) w2
-f & = E 2

.

Wahlen wir z zur unabhangigen Veranderlichen, so ergibt
sich aus (171):

dv =-

(174)

DieseKurvensindLoxodromen; dennnenntman ds und ds.2

die Projektionen des Bogenelementes einer spharischen Kurve
auf den durch seinen Anfangspunktgehenden Parallelkreis,bzw.

Meridian, so ist ^
ds = u dv ,

ds2
= dz .
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Also ist die Differentialgleickung der Loxodromen, die die

Meridiane unter dem Winkel ft sckneiden:

R dz

Diese Gleichung wird nun mit (173) identisck, wenn man

setzt. Dabei ist tan$ positiv, wenn und v gleichzeitig wachsen.

h) Wir wollen alle parabolischen Kongruenzeii
eines Gewindes iBnden. Solche, die von der einen Sckar

der Haupttangenten einer Flacke gebildet werden, gibt es

hier iiicht ( 52, c, d). Aber wir betrachten eine Kon-

gruenz (, die aus denjenigen Gewindestrahlen bestekt, die

eine Kurve C treffen. Ist P ein Punkt der Kurve, t seine

Tangente, v seine Nullebene, so besteht ( aus den Strakl-

biischeln (P y v) . Bewegt sick P auf C, so drekt sick v in

jedem Augenblick um die Gerade if, diet in der Korrelation

des Nullsystems entsprickt. Die Straklen des Biisckels (P, v)

sind also kyperbolisck, aufier wenn if mit t zusammenfallt, was

nur fiir Komplexkurven iiberall der Fall ist (vgl. auck Aufg. 36).

Satz 110: Jede paraboliscke Kongruenz eines

Gewindes bestekt aus solcken Gewindestraklen, die

eine Gewindekurve treffen, d. k. aus den Biisckeln

(P, v), wenn P ein Punkt, v die zugekorige Sckmie-

gungsebene der Gewindekurve ist.

54. Oskulation der beriihrenden linearen Komplexe;
Wenderichtungen.

Wir definieren (analog wie dies sckon in den 23

und 42 in besonderen Fallen gesckak): Zwei Liniengebilde Lm
und Ln von den Dimensionen m und n (m^ri) beriikren

sick in*) einem Strakl #, wenn alle von q ausgekenden

Ricktungen des Linienraums, die in Lm vorkommen, auck

in Ln entkalten sind. Daraus folgt sofort:

Satz 111: BeriikrtLn einzweites Gebilde Lm (n^m)
in q, so beriikrt es auck alle Teilgebiete von Lm ,

die durck q geken, in q.

*) Fiir zwei Regelflacken mufi man, um dem ^ewohnlichen
Beruhrungsbegriff nickt zu widersprechen, sagen ,,langs&quot; q .
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Sei diirch

(1) F(Pl ,
. . . p& )

=
ein Komplex w-ten Grades gegeben und L em linearer

Komplex, der F im regularen Strahle q beriihrt. Dann be-

riihrt L nach Satz 111 auch alle Regelflachen von F, die

durch q gehen. Um fur die Annaherung, mit der F durch L
in der Umgebung des Strahles q in den verschiedenen

Richtungen dargestellt werden kann, einen MaBstab zu ge-
winnen, gehen wir von folgender Uberlegung aus: Zu jeder

Regelflache $ von F durch q gibt es beriihrende SR in L .

Lassen wir daher einen Strahl p von q ausgehend die Flache 91

durchlaufen, so wird die Polare P von p beziiglich L, weil

sie fur Gewindestrahlen mit p zusammenfallt, bei der Be-

wegung auf SR in der Nahe von p bleiben. Das Moment
zwischen p und P und die Ordnung seines Verschwindens
beim Einrucken nach q wird einen MaBstab fiir die An
naherung geben, mit der $R durch 9^ ersetzt werden kann.

Diesen Gedanken*) wollen wir jetzt rechnerisch verfolgen.
Zur Berechnung der Zeiger Pv von P haben wir nach

Bd. I, 51 die Gleichung

(175) APV
= av

- w(a,p) - Apv

wobei fiir a v die Zeiger des Gewindes L zu setzen sind und
6 3

A =
i

Zunachst berechnen wir das MomentM zwischen den Staben**)
P und p aus M= SPvpv +$, also

(176) AM=[co(a,p)}* .

*) Er stammt, wie die Siitze 112 114 von Koenigs (These,
S. 109, f.), der dabei die vier unabhangigen Linienkoordinaten
ie

t . . . HI zugrunde legt, die in der Gleichung der Geraden auf-

treten, wenn man sie in der Form
a; = (!*! + ius)z + ( uz + iu4 ) , y = (u2 + iujz + (u^ ius )

schreibt. Es sind dieselben, die den ganzen Linienraum vierfach

orthogonal zerlegen. Aufserdem wird der betrachtete Strahl in

die Z-Achse verlegt.

**) Jeder Lange des Stabes p ist durch (175) eine bestimmte

Lange des Stabes P zugeordnet. Es kommt zwar auf diese Lange
nicht an; aber es ist doch notwendig zu bemerken, dafi die Stabe end-
liche Langen haben und auch beim Grenziibergang behalten, weil

iiur dann die Ordnung des Verschwindens des Momentes fiir die Art
und Weise, wie die Geraden zusammenriicken, charakteristisch ist.
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Hier haben wir nach 42
3

av+ s Fv -f- 1 qv+s ,
A =^FvFv+3

i

zu setzen, ferner fur p die Zeiger eines Strahles von SK :

h 2

pv
= qv + qv h +

q&quot;-^
+

Mit Riicksicht auf ( 35)

(177) jr.Rrt-0, jrF9g
i i 11

wird dann

+ (2-Fv &amp;lt;

-
D

Wahlen wir also sowohl die Richtuug q als auch den Wert /i ,

d. h. den beruhrenden Komplex willkurlich aus, so wird im

allgemeinen das Moment von der vierten Ordnung un-
endlich klein, wenn p nach q einriickt, jedenfalls aber

(auch in besonderen Fallen) von gerader Ordnung. Wir
werden die betreffenden Satze bequemer aussprechen, wenn
wir aus 14, Gleichungen (91) und (92) folgern: Die Regel-
flache pv (t) und der Komplex av beriihren sich in q von
der w-ten Ordnung, wenn der Koeffizient von hn der letzte

auf der rechten Seite von (178) ist, der verschwindet*). Eine

Beriihrung zweiter Ordnung nennt man auch Oskulation.
Fur jede nicht schneidende Richtung q

/ kann man einen

Wert A finden, der der Gleichung

(179) ZFtM* + IZq^qr+z -

geniigt; also:

Satz 112: Eine Regelflache durch einen regularen
Strahl q eines Komplexes F, wird von einem linearen

*) Analog beriihren sich eine Kurve und eine Ebene E von
der w-ten Ordnung, wenn die Entwicklung des Abstandes eines

Kurvenpunktes von E mit hn+1 beginnt und h die Bogenlange
ist. Die Grofie a&amp;gt; (a , p) konnte man also der Analogic wegen als

,,Abstand&quot; des Strahles p vom Komplex av bezeichnen. Man konnte
die Folgerung auch als Definition der Beriihrung n-ter Ordnung
annehmen und die Definition des 14 in einen Lehrsatz umformen.
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Komplex L
, der F in q beriihrt, im allgememen von

der ersten Ordnung und nur von einem einzigen der

Kornplexe L von der zweiten Ordnung beriihrt.

Jeder Komplex inuB diese Rolle fur oo 1
Richtungen spielen,

diewir erhalten, wenn wir 1 festhalten und (17 9) alsBedingung
fiir die q auffassen. Weil daneben die erste Gleichung (177) und

gilt, ferner eine Relation

mit willkiirlichen Jc angenommen werden kann
( 36, a), bleibt

in der Tat fiir die Verhaltnisse der q nur eine einfache

Mannigfaltigkeit iibrig. Sie soil, weil (179) quadratisch ist,

eine ,,quadratische Richtungsreihe&quot; heLGen; wir haben
eben den Namen ,,Richtungsbuschel&quot; fiir die linearen Richtungs-
reihen vorbehalten. Allerdings haben wir diese Definition

an die Parameterdarstellung gekniipft. Wiirde man jedoch
in (179) drei Parameter u,v,w einfiihren (vgl. den folgenden

Paragraphen) , so wiirde eine quadratische Gleichung in

u ^f^iif hervorgehen. Also wird wirklich die quadratische

Richtungsreihe Q durch einen Kegelschnitt, den wir auch Q
nennen, auf die Ebene E des 47 abgebildet. Wir erhalten

so neben dem in 47 betrachteten Kegelschnittsbiischel 33

noch ein zweites Biischel Q mit der Gleichung (179). Der

Kegelschnitt Q der schneidenden Richtungen gehort beiden

Biischeln an; denn er ist hier nach Satz 3 durch

(180) 2gf

qi ti+9
= Q

dargestellt. Die Grundpunkte des Biischels D- sind die

Schnittpunkte von (180) mit

(181) 2F&amp;lt;*qiqM
= 0.

Dieser Kegelschnitt (181) hat im allgemeinen keine besondere

Lage gegen 3 ?
weshalb das Biischel Q nicht, wie es bei 33

der Fall war, immer von einer bestimmten besonderen Art ist.

Satz 113: Fiir jeden beriihrenden linearen Kom
plex L des Strahles q gibt es eine quadratische
Reihe von Richtungen, deren Regelflachen von L
oskuliert werden*).

*) Dafi hier schon durch die Ableitungen q erster Ordnung
eine Eigenschaft zweiter Ordnung der Regelflachen bedingt wird.

braucht nicht zu iiberraschen. Ein Analogon im Punktraum ist:
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Wir betrachten nun das Schmiegungshyperboloid einer

Regelflache $1 von F durch q. Nach 14 beriihrt jeder
lineare Komplex, der es enthalt, SR von der zweiten Ordnung
und umgekehrt: ein solcher Komplex enthalt es ganz. Dies

gilt insbesondere auch von dem nach Satz 112 eindeutig
bestimmten Komplexe L ,

der auBerdem fur die Regelflachen
von ex? 1 anderen Richtungen (Satz 113) die Schmiegungs-

hyperboloide enthalt. Diese treten aber schon fiir eine einzelne

Richtung in der Zahl oo 2
auf,, da man zur Bestimmung eines

solchen noch einen Strahl braucht, den man auf &amp;lt;x&amp;gt;

2 Arten

unter den Nachbarstrahlen von q in F wahlen kann. Daher:

Satz 114: Jeder beriihrende lineare Komplex L
ist der geometrische Ort fiir die Schmiegungshyper-
boloide aller Regelscharen von F, die von L osku-
liert werden.

Um die geometrische Bedeutung der Grundpunkte des

Biischels D zu zeigen, schicken wir einen Hilfssatz voraus:

Wir legen die Z-Achse eines rechtwinkligen Systems in den

Strahl q und betrachten den Komplexkegel K des Ursprungs,
dessen Beriihrungsebene langs q die X^-Ebene sei. Wenn
wir dann K durch Einheitsstabe darstellen und die Bogen-

lange der spharischen Abbildung als Parameter t nehmen,
konnen wir setzen*)

Ein Strahlengewinde L, fiir das der Ursprung und die

XZ-Ebene als Nullpunkt und Nullebene zusammengehoren,
hat die Gleichung

Eine Beriihrungsebene B einer Flache im Punkte P beriihrt die

Kurven auf der Flache, die durch P gehen, im allgemeinen von
der ersten Ordnung, jedoch die Kurven, die eine Haupttangente
beriihren, von der zweiten Ordnung. Auch hier kann also blo6

dadurch, dafi wir der Kurve eine Richtung vorschreiben, eine Be-

riihrung hoherer Ordnung mit B erzielt werden.

*) Fiir Eiickkehrstrahlen wiirde diese Darstellung versagen;
solche sind aber ohnehin ausgeschlossen, da q als regularer Strahl

vorausgesetzt wurde.
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wobei 5 und a
2 nicht verschwinden, well sonst die Invari-

ante verschwande. Also wird

Wenn also K und L sich von hoherer als erster Ordnung
beriihren, muB & = sein. Dann hat K in q im allgemeinen
einen Wendestrahl. Betrachten wir anderseits die Kom-
plexkurve C in der XZ-Ebeue und nehmen ihre Bogenlange
als Parameter t, so wird die Darstellung, soweit wir sie

benotigen :

Pi^Pt^Pe, = &amp;gt; Ps = ct*+...,
also

co (a , p) = a2 c t
2 + . . . .

Wenn also C und L sich von hoherer als erster Ordnung
beriihren, muB c = sein und es wird

d. h. die Tangente der Komplexkurve wird vor und nach
dem Durchgang durch die Z-Achse die Y-Achse auf ver-

schiedenen Seiten kreuzen. Da Wendepunkte bei regularen
Strahlen ausgeschlossen sind, folgt, daB C in q eine Ruck-
kehrtangente hat, wie man iibrigens auch aus der Dualitat

zum friiheren Vorkommnis schlieBen kann.
Die erwahnten Grundpunkte Vif . . . F4 des Biischels Q

definieren nun vier schneidende Richtungen, deren Regel-
flachen von jedem Komplex des Biischels L oskuliert werden.
Betrachten wir als solche Regelflachen insbesondere den

Komplexkegel des Kuspidalpunktes und die Komplexkurve
der Kuspidalebene, die zu einer solchen Richtung gehoren,
so treten die eben gemachten Schliisse in Kraft uud wir

erhalten (VoB, Math. Ann. Bd. IX) den
Satz 115: Auf jedem regularen Strahl q gibt es (un-

abhangig vom Grade des Komplexes) vier Punkte W,
fur deren Komplexkegel q ein Wendestrahl ist und
vier Ebenen a, fur deren Komplexkurven q eine

Spitzentangente ist. Die Ebenen o entsprechen in

der Hauptkorrelation den Punkten W.
Die vier schneidenden Richtungen V1 ,

. . . F&quot;4

&quot;

nenneii

wir Wende richtun gen; folgt man ihnen fortwahrend, so

erhalt man ausgezeichnete abwickelbare Flachen des Kom
plexes, die ,,Wendeflachen&quot;.
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55. Die Hauptrichtungen, Hauptflachen und

Hauptkomplexe.

Das Kegelschnittsbiischel O des vorigen Paragraphen iii

der Ebene E ( 47) hat drei zerfallende Kegelschnitte, dereii

Scheitel H19 H2 ,
H

3
die Diagonalpunkte des vollstandigen

Vierecks sind, das durch die Bilder V ,
. . . F4 der Wende-

richtungen bestimmt wird. Da H
,
H2 , H% das gemein-

same Polardreieck des Biischels C, ist, dem auch der Kegel-
schnitt 3 der schneidenden Richtungen angehort, stehen je

zwei Richtungen H zueinander senkrecht. Sie heiBen die

Hauptrichtungen*), die Flachen, die aus ihrer Verfolgung
entstehen, Hauptflachen und die Komplexe, die in den

Hauptrichtungen nachSatz 112 oskulieren, Hauptkomplexe.
Wir wollen zuerst die Berechnung der Hauptkomplexe

vornehmen und dann die geometrische Bedeutung der neuen

Begriffe aufsuchen. Wenn man die Gleichung (3) des 35

differenziert oder dort den Koeffizienten von A 3 Null setzt,

erhalt man:

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man (178) schreiben:

(,!&amp;gt;)--*-*!+...,
wobei

(182)

(183) ^ -

Wir setzen nun voraus, es sei auch eine Parameterdarstellung**)
des Komplexes bekannt:

(184) qi
= /,;(% , ^ , tig) ,

also:

(A ft fl,V

Fuhren wir dies in (182) ein, so erhalten wir:

(185) W
*) Sie wurden von Klein, Math. Ann. Bd. V. S. 271 (in

etwas anderer Weise) eingefuhrt.
**) Die Ableitung der analogen Gleichung fur die homogene

Darstellung findet sich bei Jessop. Line Complex. Art. 132.
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wobei [wie auch bei (187)] in den Summen alle lateinischen

Marken die Werte 1
,
... 6, alle griechischen die Werte 1,2,3

unabhangig voneinander durchlaufen. W ist eine homogene
quadratische Form in den u . Setzt man ihre Determinante

Null, so erhalt man eine kubische Gleichung in A zur Be-

stimmung der Hauptkomplexe. Fiir eine Wurzel A
A zer-

fallt W in zwei lineare Faktoren, deren Schnitt, wenn man
sie Null setzt, die Zeiger der zugehorigen Hauptrichtung gibt:

u :v :w = UiiV^iWi.
Die Bestimmung der Hauptflachen kommt dann auf die

Integration des simultanen Systems

du dv dw

^&quot;^&quot;Fi

(und zweier analogen Systeme) hinaus. Um nun den Satz (116)
zu beweisen, miissen wir auch in (183) die u einfiihren. Wir
erhalten :

uv ue

(187)

Wir bilden nun aus (185) und miissen dabei die u und die u
clt

als Funktionen von t betrachten. Aber denjenigen Teil des

Ergebnisses, den wir erhalten, wenn wir die FH dabei als

konstant betrachten, bezeichnen wir mit ^- . Dann ergibt
L (it J

sich durch Vergleich mit (187) die Identitat:

(188) fi-?*
Setzen wir nun ^ fiir A

,
so zerfalle W in die zwei Faktoren :

9?! 2av uv , 9?2
= 2 bv uv ,

wobei die a und b Funktionen der Fik) fiv sind. Also ist

dt d dt dt dt

Nun verschwindet fur die zu ^ gehorige Hauptrichtung
sowohl ^ als y2 ,

also nach (188) auch ^ . Daraus folgt:
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Satz 116: Die Hauptrichtungen sind solche Rich-

tungen, deren Regelflachen vom zugehorigen osku-

lierenden Gewinde des Biischels L zugleich von

der dritten Ordnung beriihrt werden.

Nun erinnern wir uns ( 14), daB ein Gewinde, das

eine Regelflache von der dritten Ordnung beriihrt, durch

vier benachbarte Strahlen und nachherigen Grenzubergang

erhalten werden kann. Diese vier Strahlen kann man zuerst

zu je zweien zusammenrucken lassen und kommt so zur

Vorstellung, als ob ein Hauptkomplex die zugehorige Haupt-
flache in zwei benachbarten Strahlen beriihren wiirde

(
station are Beriihrung&quot;). Analog kann ja ein Undulations-

punkt einer Kurve durch das Zusammenrucken der Beruh-

rungspunkte einer Doppeltangente entstehen. Dies war der

Ausgangspunkt fur die erste Einfiihrung (Klein, a. a. O.) und

Berechnung (VoB, Math. Ann. Bd. IX) der Hauptkomplexe.
Bestimmt man die Schnittpunkte der Geraden 9^

=
und

(p.,
= mit dem Kegelschnitt 3 der schneidenden Rich-

tungen ( 47), so gelangt man zur Kenntnis der Wende-

richtungen und hierauf durch Integration von vier ana-

logen Systemen wie (186) zur Kenntnis der Wendeflachen.
Die Hauptrichtungon stehen zwar uberall zueinander

senkrecht; dies verbiirgt aber noch keineswegs eine dreifach

orthogonale Zerlegung des Komplexes. Ist vielmehr U2 :V2 :W2

eine zweite Hauptrichtung, so kann man die Gleichung des

verbindenden Richtungsbiischels in Determinantenform auf-

schreiben. Ob die Gesamtheit der so definierten Richtungeii

durch ihreVerfolgung iiberhaupt zu einerKongruenz fuhrt, hangt

davon ab, ob die entsprechende totale Differentialgleichung

du dv div

(189) U 7j. TPi =0
U2 V2 W2

integrabel ist (vgl. 49, a), wo zum erstenmal eine ahnliche

Frage auftrat). Solcher Gleichungen gibt es noch zwei

analoge. Die Integrabilitat aller drei ist die Bedingung

dafur*), daB die Hauptflachen eine dreifach orthogonale Zer

legung des Komplexes mit sich bringen.

*) Damit ist nicht gesagt, da6 diese drei Bedingungen von-

einander unabhangig seien.
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56. Polarkomplexe.

Wenn in Kleinschen Zeigern eine Komplexgleichung
n-ten Grades

(190) F(xi9 ... x6)=F(x) = Q

gegeben 1st und man setzt x + A y statt x in die linke Seite

ein, so erhalt man

(191) F(x+ ly)= F(x) +UF+
wobei

Wenn man (190) in der Form

geschrieben denkt, wobei M eine homogene Funktion
n 2 -ten Grades ist und

X = 2x\ ,

so kommt in der entsprechenden allgemeineren Entwicklung
noeh hinzu:

Also ist der Koeffizient Pm von l

(192) p._

Setzt man Pm = 0, so erhalt man die Gleichung eines Kom-

plexes m-ten Grades, des ,,m-ten Polarkomplexes&quot; von
x beziiglich F (Vofi, Math. Ann. X.)*). Dabei konnen die

x die Zeiger einer beliebigen Geraden, ja eines beliebigen
linearen Komplexes bedeuten. Aber meist beschrankt man
sich auf den Fall, dafi x eine Gerade ist und auf die Be-

*) Insbesondere heiist also die Gleichung der ersten Polar

komplexe
(193)

Da fur bestimmte Werte x das M eine Konstante wird, so gibt
es einfach uiiendlich viele erste Polarkomplexe, die, im Falle dais

x ein Strahl von F ist, in die uns schon bekannten Tangential-

komplexe ( 42) iibergehen. Andere Autoren (Pasch, J. f. M. Bd. 76)

nennen (192) den n m-ten Polarkomplex.
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trachtung derjenigen Strahlen der Polarkomplexe, die x

schneiden. Hierfiir 1st

die Bedingung. Also sind die x schneidenden Strahlen alien

Polarkomplexen desselben Grades gemeinsam, so dafi man
bei der Entwicklung (191) stehen bleiben kann, die auch
fur Pliickersche Zeiger gilt.

Wir setzen nun voraus, x und y seien Strahlen, die

sich schneiden; dann gibt die Gleichung

(194) .F(a? + Ay) =
die n Strahlen des Biischels (x , y) ,

die dem Komplex F ange-
horen. 1st insbesondere x ein Strahl von F und auch AF=

,

so verschwindet noch eine zweite Wurzel A . Die Gleichung

ist also die Bedingung dafiir, daB die Ebene (x, y)=E den

Komplexkegel des Punktes (x , y)= P beriihrt. Da sie

einen linearen Komplex darstellt, dem auch x angehort, er-

halten wir nochmals den Satz 76.

Sei wieder x ein Strahl von F; dann gehort er wegen
des Satzes fiber homogene Funktionen auch alien Polar

komplexen an. Ist ferner y zugleich ein Strahl des ersten

und zweiten Polarkomplexes, so riickt ein dritter Strahl des

Biischels x + &quot;ky
nach x hinein und x ist ein Wendestrahl

fur den Komplexkegel von P. Die Bedingung hierfur ist

das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen

(195) 2X^ = 0, 2Fiyi
= 0, SFik yiyk = Q, 2tf = 0.

Sie stellen eine B-egelflache vierter Ordnung dar, die aber

der Natur der Sache nach in eine Anzahl von Strahlbuscheln

zerfallen muB, weil sonst x fiir alle seine Komplexkegel Wende
strahl ware. Wir erhalten so den Satz 115 wieder. Fur den

Scheitel eines solchen Strahlbiischels muB der Komplexkegel
des zweiten Polarkomplexes in zwei Strahlbiischel zerfallen.

Punkte, fur deren Kegel x ein Undulationsstrahl ist

((lessen Beriihrungsebene den Kegel von der dritten Ordnung
beruhrt), wird es auf einem beliebigen Komplexstrahl x nicht

geben. Diese Strahlen werden vielmehr nur eine Kongruenz
bilden und die Strahlen, deren Ebenen einen ihrer Komplex
kegel von der vierten Ordnung beriihren, nur eine Regelflache.

Zindler, Liniengeometrie. 15
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Wenn x ein singular er Strahl von F ist, so erfiillt

er auch die Gleichung

(196) 2Ff = &amp;lt;Z&amp;gt;

=
.

Danri kann man
( 39) die Ft als Zeiger ft einer Geraden

auffassen, die x im zugeordneten singularen Punkt S schneidet.

Legen wir also durch S eine beliebige Geracle y , so wird

F(x + I y)
= ^2Fik yiyk + . . . .

Dies zeigt nochmals (Satz 77), daB mindestens zwei Stralilen

des Biischels (x , y) uach x fallen, also x ein Doppelstrahl
des Kegels von S ist. Wahlen wir jedoch y auf dein

Komplexkegel K, den der zweite Polarkomplex P2 in 5
hat, so wird auch

(197) 2f ik y&amp;lt;yk
=

und es riickt ein dritter Strahl des Biischels nach x
;
d. h. die

Ebene x, y beriihrt den Komplexkegel $ von F. Also muB K
in die zwei Beriihrungsebenen zerfalien

,
die $ langs x hat.

Der Komplex (196) definiert auf x im allgemeinen eine

Korrelation., in der dem Punkte S eine bestimmte Ebene e

entspricht, dieselbe wie im linearen Komj)lex

(198) ^^^ = 0.

Nach 40 ist e neben der singularen Ebene o die zweite

Brennebene von s in der Singularitatenkongruenz; dual wurde
dort der zweite Brennpunkt Q bestimmt. Nun beweisen

wir (Pasch, a. a. O. 3 und VoB, a. a. O. S. 80) den

Satz 117: Die Brennebenen o, t- der Singulari
tatenkongruenz, die durch einen singularen Koin-

plexstrahl x gehen, sind durch die beiden Be

riihrungsebenen ft., ft des Komplexkegels des sin

gularen Punktes S von x harmonisch getrennt;
ebenso die Brennpunkte S, Q derselben Kongruenz
durch die beiden Beriihrungspunkte der Komplex-
kurve in der singularen Ebene o durch x.

Sei namlich ein Strahl in der Ebene e und durch S.

Dann bestimmen wir die Strahlen des Biischels | -j- p s ,
die

in den Ebenen ft, $&amp;gt; liegen, aus der Gleichung (197):

(199) 2Fik , & + 2
fji
2FiJ: ft k + p*2Fik gf e* = .
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Nun 1st

Also verschwindet zufolge (198) das mittlere Glied in (199).

Da nun in o liegt und die beiden Schnittstrahlen des

Biischels -f&amp;gt;*
mit A. &amp;gt; & die Form ^ haben, folgt

der Satz 117.

Man sieht daraus, daB Kontinuitatsbetrachtungen zu

Trugschliissen verleiten konnen. Wir sahen namlich in

39 (Satz 78), daB, wenn man einen Punkt P auf dem

Fig. 20.

singularen Strahl x verschiebt, die Beruhrungsebene seines

Komplexkegels immer o bleibt. Riickt nun P nach S ein,

so lage die Vermutung nahe, daB o eine der beiden Be-

riihrungsebenen im nunmehrigen Doppelstrahl x bleibt, wah-

rend noch ein anderer Teil der Kegelflache sich x nahert.

Dies wiirde aber dem Satz 117 widersprechen. Wie voll-

zieht sich also tatsachlich der Ubergang? Wir werden die

raumlicheu Gebilde durch einen Schnitt mit einer Bildebene

zur Anschauung bringen und die Spureii mit denselben Buch-

staben wie die raumlichen Gebilde selbst bezeichnen. Die

Schnittkurve C mit dem Komplexkegel wird (Fig. 20) a stets

in x beruhren. Aber die Kriimmung im Beriihrungspunkt
15*
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wird immer starker werden. Zugleich riickt ein anderer

Teil Oj derselben Kurve in die Nahe und vereinigt sich

mit C in dem Augenblick
zur punktierten Kurve, wo P
nach S einriickt. Es hat

nun nichts Paradoxes mehr
an sich, daB die Tangenten
des Doppelpunktes beide

von a verschieden sind.

Man denke nur an den Fall

der Komplexe zweiten Grades,
wo zwei Hyperbelaste zu-

sammenrucken (Fig. 21), deren

einer die feste Gerade a im
festen Punkte x beruhrt.

Wahrend der Mittelpunkt der Hyperbel in x einruckt, kann
diese in zwei beliebige Gerade durch x zerfallen. liber duale

Ubergange vgl. Clebsch-Lindemann, Bd. I, S. 346.

Fi 21

57. Die Doppelstrahlen.

Wir nehmen an, ein Komplex habe in q einen hoheren

singularen Strahl und seine Gleichung sei so geschrieben

(Satz 74), daB alle
F&amp;lt;

fiir q verschwinden :

(1) F(pi , . , . A) - F(p) - .

Wir schreiben dann analog wie in 38 die Gleichung des

Komplexkegels eines Punktes x von q in den laufenden

Zeigern y auf:

F(x1 2/2 x2 y^ ,...) =
Es ist

(200)
dp,

Daraus sieht man: Wenn etwa fiir q auch noch alle par-
tiellen Ableitungen Fa von der zweiten, ferner alle Fik i

von
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der dritten Ordnung . . . verschwinden, so verschwinden auch

alle partiellen Ableitungen von F nach den y mindestens

bis zu derselben Ordnung, etwa bis einschlieBlich zur

m 1-ten (dann heiBe q ein ,,m-facher Strahl&quot;) und zwar

fur jeden Punkt des Strahles q, wo auch der Scheitel x des

Komplexkegels auf q gewahlt worden sein mag. Die Ent-

wicklung der Gleichung des Kegels in der Umgebung eines

solchen Punktes y beginnt dann mit den Gliedern w-ter

Ordnung, also:

Satz 118: Ein w-facher Komplexstrahl ist auch
fiir den Komplexkegel jedes seiner Punkte im all-

gemeinen (mindestens) ein m-facher Strahl.

Wir befassen uns nur mit den zweifachen Strahlen, die

Doppelstrahlen heiBen. Einem Punkte eines Doppelstrahles
sind die zwei Beriihrungsebenen des Komplexkegels und
einer Ebene durch ihn die zwei Beriihrungspunkte der

Komplexkurve zugeordnet. Also ist auf ihm eine Korre-

spondenz (2, 2) definiert. Wir wollen ein Verfahren an-

geben, in jedem konkreten Fall die Korrespondenzgleichung
wirklich herzustellen. Wir nehmen an, man habe das Zeiger-

system so transformiert, daft die Z-Achse in den Doppel-
strahl q fallt. Dann beginnt, wie auch vorher, die Ent-

wicklung der Gleichung des Komplexkegels mit den Gliedern

Diese werden, Null gesetzt, das Paar der Beriihrungsebenen
in einem Punkte der Z-Achse geben miissen. Nun verein-

facht sich das Schema (20) in 38, wenn wir rechtwinklige

Zeiger 1 , x, y ,
statt xif . . .

,
x setzen ,

die Symbole y

vorlaufig beibehalten und bedenken, daB fiir die ^-Achse
x == y = wird:

Pi P2 P3 Pi

(20a)

2/3

2/4



230 HI- Allgemeine Theorie der Komplexe.

Wir setzen d*F
-TS ~ =

(A , fJt)

dy* dyi*

und konnen nun aus (200) und (20 a) alle zehn GroBen (A, ju

zasammenstellen. Wir brauchen aber nur die folgenden drei:

(202)

(2, 3) - FU + (F25 -
Denn wenn wir nun y 9

. . .
, y durch 1

, , r\ , ersetzen,

so muB fiir jeden Wert C eine in ^, v\ homogene Gleichung
zum Vorschein kommen, die das Ebenenpaar darstellt. Also

miissen alle iibrigen Symbole (A, p) verschwinden. Dies

laBt sich auch unmittelbar bestatigen: Denn wie ein Blick

auf das Schema (20 a) lehrt, kommen in den iibrigen
GroBen (A, p) rechts als Koeffizienten nur solche Sym
bole Ffjt vor

?
die eine Marke drei haben. Es laBt sich nun

zeigen, daB alle diese fiir q verschwinden. Denn alle Fk

verschwinden, wenn man die Zeiger der Z-Achse

(203) 0, 0, 1; 0, 0,

einsetzt. Also enthalt F nur Glieder, die von den fiinf

Faktoren q , q2 7 $&amp;gt; #5 ? ^6 niindestens zwei (eventuell

gleiche) enthalten. Diese beiden Faktoren bleiben bei der

Bildung von F3 erhalten, wenn das betreffende Glied nicht

iiberhaupt wegfallt; also bleibt bei der Bildung von F^ min-

destens einer von ihnen. Also verschwinden alle FM fiir

die Werte (203).

Wir haben daher im ganzen zur Aufstellung der

Korrespondenzgleichung fiir den Doppelstrahl q folgende

Regel: Man verlege die Z-Achse nach q, schreibe dann

die Gleichung des Komplexes so, daB alle Ft fiir q ver

schwinden. Die Beziehung zwischen den Punkten g der

^-Achse und den zugehorigen Beriihrungsebenen, die den

Winkel $ mit der XZ-Ebene bilden mogen, wird nun,

weun man

setzt:

(204)



57. Die Doppelstrahlen. 231

Dabei sind in die Symbole F die Werte (203) als Argu-
mente einzusetzen. Setzt man die Diskriminante dieser

Gleichung Null

(205) (2, 2) (3, 3) -(2, 3)2
= 0,

so gibt diese Gleichung vierten Grades in .0 die ,,Ver-

zweigungspunkte&quot; der Korrespondenz, fur deren Komplex-

kegel die beiden Beriihrimgsebenen zusammenfallen.

Satz 119: Es gibt im allgemeinen vier Punkte
auf einem Doppelstrahl g, fur deren Komplexkegel
q ein Riickkehrstrahl ist.

Wenn Wurzeln der Gleichung (205) zusammenriicken,

iiberhaupt durch besondere Eigenschaften der Korrespon-
denz (2 , 2), eiitstehen zahlreiche besondere Arten von Doppel
strahlen, deren Untersuchung vor allem von der Theorie der

Korrespondenz (2, 2) abhangt. Uber diese vgl. Sturm,

Liniengeometrie, I. Wir lassen uns auf diese Unterschei-

dungen nicht ein, sondern wollen nur noch andeuten, wie

man die Beziehung zwischen den Richtungszeigern 2, &
,
P

ableiten kann, die fur einen Doppelstrahl an Stelle der

Gleichung (33) in 41 tritt oder vielinehr an Stelle der fur

eine allgemeinere Lage geltenden Gleichung

P = (s *
) tg(a

-
&amp;lt;x

)
- m -

Man setze in die aus den Gliedern niedrigster Dimension

gebildete Gleichung

(206) ^.Ftt#flfc =

die Werte (10) aus 18 ein, wobei aber, da alle F6k Null

sind, der Wert #3 nicht in Betracht kommt. Weil fur den

folgenden Grenziibergang die Art, wie a und in der so

entstehenden Gleichung auftreten, gleichgiiltig ist, bemerken

wir bloB, was man ohne Rechnung sieht, dafi in alien Glie

dern einer der folgenden Faktoren vorkommt:

snco
,

a sin 2 co
,

a 2 sin &amp;lt;o cos co ,
a2 sin 2 co .

Dividiert man also durch sin 2
o&amp;gt; und geht dann zur Grenze

fiber, wobei

CO
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wird, so treten an Stelle dieser Faktoren die folgenden:

1, P, P2
;

0, 0, 0;

und man erhalt in der Tat eine Beziehung zwischen z , a ,
P

allein, von der die Korrespondenzgleichung (204) nur ein

besonderer Fall ist (P=0)*). Man sieht, daB man q6 =
hatte annehmen konnen und daB dann der Grenziibergang
dasselbe Ergebnis hat, als ob man von vornherein

cos co = 1
,

sin co = 1
, a = P

gesetzt hatte.

Man hat also zur Bestimmung derRichtungen, die von
einem Doppelstrahl q ausgehen, folgendes Verfahren:
]\lan mache q zur Z-Achse, sorge dafiir, daB fur diese alle Ft
verschwinden und setze in (206), wo jetzt die Fik konstant
sind und i

, 7c nur die Werte 1
,
2

, 4
,
5 durchlaufen, ein :

= cos #
) # = - sin & P cos a .

Dann hat man die gesuchte Beziehung zwischen den Rich-

timgszeigern , a, P. Fiir besondere Fragen vereinfacht
sich die Rechnung. Sucht man z. B. die Beziehung zwischen
deri Richtungen aller Regelfliichen durch q mit gemeinsamem
Zentralpunkt, so kann man voraussetzen, dieser falle in den

Ursprung. Denn das Zeigersystem hat keine anderen Be-

sonderheiten, als daB die ^T-Achse in den Doppelstrahl fallt.

Der Homogeneitat wegen kann man nun in (206) einsetzen:

q1
= 1 , q = P,

q2
= GOtoc , q5

= Pcota .

Ubungsaufgaben:
37. Zu zeigen, daB die Gleichungen (21) sich nicht

andern, wenn man statt der Ff die entsprechenden GroBen
eines anderen beriihrenden linearen Komplexes einsetzt.

38. Die Umgebungen zweier Strahlen mit entgegen-

gesetzt gleicher UmgebungsgroBe sind symmetrisch.
39. Welche Gleichung tritt an Stelle von (33) in 41,

wenn die Lage des Zeigersystems gegen das Gewinde keine

*) Man setze in (204) u = cot a .
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andere Besonderheit aufweist, als daB die Z-Achse ein

Gewindestrahl 1st?

40. Wie zerlegt sich ein Komplex darnach in Kon

gruenzen, daB fiir alle Strahlen einer solchen Kongruen/
die Normalform des 42 gemeinsam ist?

41. Es ist zu zeigen, daB die Determinante \Nfjc [Glei-

chuugen (94)] verschwindet.

42. Wie kann Satz 95 anders bewiesen werden?

43. In 48 sind nur die Kurven P= const, untersucht,
die zum Kegelschnittsbuschel S3 fuhrten. Es sind analog die

Kurven z = const, und a = const., die den beiden anderen

natiirlichen Richtungszeigern entsprechen, zu suchen.

44. Die hauptsachlichsten ausgezeichneten Richtungen
in der Umgebung eines Gewindestrahles sind auf mehr

geometrischem Wege als in 53, c) aufzusuchen.

45. Es ist zu priifen, ob die Kongruenzen w= const, eines

Strahlengewindes ( 53) einem orthogonalen System angehoren.
46. Die Achse eines Gewindes sei zugleich die Achse

a) eines Rotationsparaboloides, ft)
eines Rotationskegels.

Die Gewindekurven auf diesen Flachen sind zu suchen.

47. Nach 52, c) und 52 SchluB gibt es keine Flachen,
deren Haupttangenten einem Gewinde angehoren. Aber
man kann doch nach 49, c) die Differentialgleichung der

entsprechenden Kongruenzen auch fiir das Gewinde auf-

stellen und findet nach (123) und 53, b), wenn man iw
statt w als neue abhiingige Veranderliche einfiihrt:

ivl + 4 w + 4 u 2 = .

Es ist nach Goursat, Partielle Differentialgleichungen erster

Ordnung, 40, (1) ein vollstandiges Integral dieser Gleichung
zu suchen und seine geometrische Bedeutung anzugeben.

48. Die Brennflache einer Kongruenz, die in einem

Komplex enthalten ist, beruhrt die Singularitatenflache des

Komplexes.
49. Es ist analytisch zu zeigen, daB die Regelflache (195)

in Strahlbiischel zerfallt.

50. Wieviel Wendeebenen von Komplexkegeln gehen
durch eine Gerade?

51. Die am SchluB des 57 angedeutete Rechuung ist

durchzufuhren a) fur den Fall, daB man die Beziehung zwischen

den Richtungen der Regelflachen mit gemeinsamer Zentral-

ebene sucht, ft)
fiir den Fall der schneidenden Richtungen.



Anhang I.

Anleitung zur Losung der Ubuiigsaufgaben.

Absehnitt I.

1. Fiir den Schnitt der asymptotischen und der Haupt-
ebene findet man

2. Man findet zunachst

Pi 1&amp;gt;2 P3

tf P2 PS

P* Ps pe

robei

Man berechne

und bestatige dann, daB

DD = DA .

3. Von der Ordnung 2 n 1 ; macht man namlich die

Schmiegungsebene zur X Y-Ebene, die Tangente zur X-Achse,
so beginnen die Entwicklungen fiir die Zeiger der Kurven-

punkte mit

wobei Krn^n und m = 2 der regulare Fall ist. Man
berechne die Zeiger der Tangente wie in 4 und findet, daB

W) die niedrigste der Funktionen R(pW) ist, die fiir t =
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nicbt verschwindet; in besonderen Fallen ist ein Verschwinden
noch hoherer Ordnung nicht ausgeschlossen.

4. Wenn sich auch die Kriimmung durch Anderung
der Geschwindigkeit nicht andert, so werden doch deren

einzelne Werte den Werten von t anders zugeordnet; man
kann daher nicht erwarten, daB die Funktion x2 ungeandert
bleibt. Dagegen muB die Dimension des Ausdruckes im

physikalischen Sinne stimmen: o
,
$ haben die Dimension

It&quot;
1

; (/, $ haben lt~ 2
; CD, rj

als Winkelgeschwindigkeiten t~ l
,

usw. In der Tat ist x2
das reziproke einer Lange.

5. Wenn ein Quadrant eines groBten Kreises einer

Einheitskngel sich um einen seiner Punkte dreht, so be-

schreibt der eine EndpunktA einen Kreis mit dem spharischen

Halbmesser a der andere B mit dem Halbmesser a, .

Die Geschwindigkeit von B miBt zugleich die Drehungsge-

schwindigkeit der Beruhrungsebene desjenigen Kegels, welchen

die Bahn von A bestimmt. Auf der Einheitskugel ist also cot&amp;lt;%

die geodatische Kriimmung eines Kreises mit dem spharischen
Halbmesser a . Also ist bei den Regelflachen mit gerader
Striktionslinie = #

,
bei denen mit ebener nicht gerader

geodatischer Striktionslinie a = C .

6. Man erhalt in der Tat ein Parallelstrahlenbuschel und

bestatigt dies unmittelbar, indem man aus (65) und (67) co = GK2

ableitet. Es verschwindet also a) zugleich mit x
2

. Daraus

folgt aber nur, daB die Flachen mit gerader Striktionslinie

nicht in jeder Beziehung als Spezialfall der Flachen mit

ebener geodatischer Striktionslinie betrachtet werden konnen,
sondern vielmehr bei stetiger Deformation immer in Flachen

iibergehen, deren Striktionslinie eine gewundene Kurve

(Raumkurve) wird. Ja die Torsion der letzteren kann sogar
sofort uberall endliche Werte annehmen. Denn man kann
z. B. umgekehrt bei einer gewohnlichen Schraubenlinie, die

auf einem Zylinder vom Halbmesser a mit den Erzeugenden
den Winkel w einschlieBt, a und iv gleichzeitig so gegen
Null abnehmen lassen, daB die Torsion konstant bleibt, wie

aus ihrem Werte -

hervorgeht. Dabei nahert sich

die Schraubenlinie unbegrenzt der gemeinsamen Achse aller

Zylinder.
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coo ri $
7. js = x -\

------Lr- (a ri X CD) , usw.
co rf co

7]

8. Wenn eine Ebene E sich so bewegt, daB sie stets

Schmiegungsebene einer Raumkurve C bleibt, wahrend em
fester Punkt von E langs C hingleitet und eine feste Gerade
von E stets Tangente von C bleibt, so sagen wir, E gleite
an C . Da nun die Nebenachse parallel zur Erzeugenden
ist, so reduziert sich die Klassenkurve Cg (vgl. SchluB des 11)
hier auf ein Parallelstrahlenbuschel und die fragliche Be-

wegang unterscheidet sich daher von der Gleitung langs
der Nebenpolarlinie nur dadurch, daB noch in jedem Augen-
blick eine Schiebungsgeschwindigkeit in der Richtung der

Hauptnormale hinzutritt, deren GroBe man findet, indem man
berechnet, mit welcher Geschwindigkeit sich der Abstand
der erwahnten beiden Parallelen andert.

9. Die Nebenachse ist die Charakteristik der asympto-
tischen Ebene E fur eine Schraubung von der Steigung

f =

Nullpunkt und Charakteristik von E haben die Abstande
c und c/ von der Schraubungsachse. Dann ist nach Bd. I,

8 und 21:

!
2

f

c = I tg(^ , d = ----- = = a tgyj cot cp .

O /^

Fiir die Hauptebene ist c I cot cp , usw.

13. An Stelle der Sinuslinie beim Zylindroid tritt hier,

wie sich aus Gleichung (101) ergibt, die Lime

die ebenso zur Konstruktion eines Fadenmodells beniitzt

vverden kann wie die Sinuslinie in Bd. I, 75.

14. Man mache durch eine vierte Yeranderliche t

homogen, vertausche dann die Veranderlichen in passender
Weise und setze wieder t = 1 .

15. Denn legt man durch eine Erzeugende eine Ebene,
so kann man deren Restschnitt finden.

Abschnitt II.

17. Es sei X die Brennliuie, s der Hauptstrahl eines

parabolischen Netzes (Fig. 22), E~ XZ die Ebene desjenigen
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Biischels, dem der Hauptstrahl angehort (des ,,Haupt-
buschels&quot;) und (Mf

,
E

}
ein Nachbarbiischel des Haupt-

buschels, t derjenige Strahl des letzteren, der auf der Brenn-

linie senkrecht steht, s ein Nachbarstrahl, NN der kiirzeste

Abstand zwischen s
,
s . Endlich seien die Winkel bezeichnet

(s, sf)
= v.

Fig. 22.

Dann gehort t einer solchen Regelflache durch s an, die der

Fortschreitungsrichtung a = entspricht; also 1st fiir a =
zu beweisen:

P-MmMM - 1
XQ J1IU ~

TT
VQ K

Dies geht aber aus Bd. I, 53 b) fast unmittelbar hervor.

Um die zweite Gleichung (42) auch fiir einen beliebigen
Wert a zu beweisen, beachten wir, daB

v r NNP = lim - -
.

v
NN = MM cosa, v =

COS(%

Die letzte Gleichung folgt aus einem kleinen spharischen

Dreieck, das durch die drei Richtungen s
,
s

,
t bestimmt ist.

Denken wir uns ferner die Strahlen s
?
s
7 auf eine Ebene

projiziert, die zu beiden parallel ist, so ist z die Hohe des
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scheinbaren Schnittpunktes iiber der Xr-Ebene, also:

,. MM since T, .

z = hm -= .TO sin en, cos & ,

tg*

woraus auch die erste Gleichimg (42) folgt.

18. Die Umgebung eines parabolischen Strahls ist durcli

eine einzige Konstante K bestimrnt, diese wieder durch das P
der vorigen Aufgabe. Der einfacheren Redeweise halber

beweisen wir den Satz fur das Hauptbiischel : Sei s der

Hauptstrahl, g ein anderer Strahl desselben, der mit der

Brennlinie den Winkel p bildet (Pig. 23). E, E, M, M}
t

Fig. 23.

haben dieselbe Bedeutung, wie in der vorigen Aufgabe; wir

ziehen MQ J_y und verschieben eine durch g gelegte, auf E
senkrechte Ebene parallel zu sich selbst, bis sie durch M geht.

Ihr Schnitt mit E heifie dann r/, so daB QM der kiirzeste

Abstand zwischen g , g
f

ist. Die Umgebung von s wird darm

durch lim = P . die von y durch lim bestimmt,
VQ

V

wobei r =
&amp;lt;(&amp;lt;/, gf) ist. Nun ist sowohl QM= MM sin//

als auch /=*&amp;gt; sin/?; also sind beide Grenzwerte gleich.

Fiir ein anderes als das Hauptbiischel ist der Beweis

ganz derselbe. Man kann K auch aus der Gleichimg (67)

in Bd. I, 53 berechnen und findet den Wert (74) in 24

bestatigt.
19. C ist der halbe Abstand der in Bd. I, 55 a) mit S, S

bezeichneten Punkte und kann als solcher unmittelbar aus

den Zeigern dieser Punkte ubereinstimmend mit (70) in
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24 berecknet werden. Stellt man ferner die Gleichuugen
der Ebenen SS N und SS N auf und berechnet daraus

ihren Winkel 2
,
so findet man

(I) s /

c2 cos2 cp + -j-
sin 2 2 99

Fiihrt man andrerseits in T durch (68 a) ( 24) die Para

meter d, (Y ein, so findet man
8 /

-T = 2 c 2 cot2
q&amp;gt;
+ -^- sin2 ^ ,

so daft die Ausdriicke (I) und (70 a) in 24 genau iiberem-

stimmen. Endlich folgt der Satz 47 auch daraus, daB die

Ebenen zweier Buschel projektiv bezogen sind, wenn man

je zwei zueinander senkrechte Ebenen derselben zuordnet.

20. Nach Durchfiihrung der beiden Zeigertransforma-
tionen lauten die Gleichungen der beiden Gewinde:

Pi -j- cp! = , (c
2
-f x*)p2 + cp- H- fljprt

= .

Durch Einfuhrung natiirlicher Zeiger ( 18) erhalt man fiir

die Fortschreitungsrichtungen die Bedingungen:

-n ^ ~Y~ &

Fiir die gemeinsamen Richtungen beider Gewinde (P1
= P2 )

gilt also:

x* .
(

g == ----- sin 2 a
,

usvv.
c

21. Z. B. kann man fiir das hyperbolische Netz aus (90)
die Gleichungen

Zi ZX = v cotcp -\ u
,

Y== u tg &amp;lt;p
-\ v

c c

ableiten, daraus u, v berechnen:

- c Ycoty) , v = --

und in die letzte Gleichung (90) einfiihren, wodurch eine

Gleichung zehnten Grades in X, Y, Z allein entsteht; nur
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fiir den Fall des rechtwinkligen Netzes vereinfacht sich:

_

und die Gleichung wird vom sechsten Grade:

z*(z* c 2
)
2 = c4 [\ (X

2 r 2
)
2 + (Z* c 2

)
2

-f (X 2
-f r 2

) (Z
2 + c 2

) 2 cx rzj .

22. In der Darstellung 24, c) 1st die parabolische

Kongruenz schon auf ihre Kriimmungsflachen bezogen.
Die eine Schar sind also ihre Strahlbiischel, die andere

Schar u = const, bedeutet alle Flachen, deren Strahlen mit

der Brennlinie einen konstanten Winkel bilden. Die Haupt-
flachen sind bestimmt durch

23. Der Gedankengang ist genau so, wie bei Ableitung
der Differentialgleichung der Hauptflachen (# = 45); nur

muB man vorher A und J5 einzeln berechnen.

24. Die Zentralpunkte fallen fiir solche FJachen der

Kongruenz zusammen, deren Winkel a komplementar sind.

Bezeichneii wir ihre Verteilungsparameter rnit P1
und P

2
.

so haben wir aus (36) in 22:

also

25. Aus (46) in 22 findet man, wenn jetzt die Grofie P
fiir die Parameterflachen mit PL

und P2 bezeichnet wird:

W ^i=^ 2
, P*=-

T
fP*.

Also bedeutet jene Bedingung, daB die Parameterflachen gleiche

Verteilungsparameter haben; auf die gleiche Bedingung fiihrt

die Frage nach den symmetrischen Parameterflachen.

26. Verbindet man die Ergebnisse der beiden vorher-

gehenden Aufgaben mit der Gleichung (52) in 22, so folgt

E
T_ _ UT- 2WS + VR

U+y- ~UV~ W*
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was entweder auf W= oder auf die in der Fragestellung

angegebene Bedingung fuhrt. In der Tat gelten auch fur

quasiorthogonale Parameterflachen die Gleichungen (a).

27. 2 cs = #?/sin2&amp;lt;p (Bezeichnungen und Zeiger-

system wie in 24, b).

28. Es tritt nur zu E das Glied *sin 2# hinzu, die

iibrigen GroBen des Schemas (111) andern sich nicht. Die

Gleichung der schraubenartigen Meridianflache in den natiir-

lichen Zeigern a, co lautet:

a / co\
h x log nat tg 77

= const.
sin co \ Z /

29. Setzt man

/) _ TTT 9 w,Q 4- FT? M JJV W- N RT $2
\i/ LJ -L t VY O ~~\~ r J-l

,
-LV-L &amp;lt;_/ r r r ,

-*- J.I/J- t~J y

so lautet die gesuchte Gleichung:

Q* 4MN -*(g + x
Q-\ (x const.) .

30. Die fraglichen Flachen werden schon durch die

Gleichungen (64) und (70) in 24 bestimmt, wenn man
darin C ,

M
,

&amp;lt;& als konstant betrachtet. Sie schneiden die

Mittelebene in Kegelschnitten, haben auBerdem die Brenn-

linien zu Leitlinien, sind also ( 15) von der vierten Ord-

nung. Man beachte, daB die zweite Gleichung (64) durch

eine aquivalente ersetzt werden kann:

~
o 2 4c2

(w
2 + v 2 + c 2

)

31. Denn die gemeinsame unendlich feme Gerade der

Normalschnittebenen ist eine Doppellinie der Regelflache
vierter Ordnung, weil sie die unendlich fernen Punkte der

Brennlinien verbindet und in der Ebene des unendlich fernen

(reellen) Leitkreises liegt. Wenn es sich um einen Normalstrahl

handelt, sind die Achsenrichtungen der Ellipsen unverander-

lich und liegen in den Brennebenen; hieriiber vgl. Hensel

(J. f. Math. Bd. 102, Th. d. unendlich dunnen Strahlenbundel,

6) und Sturm (Liniengeom. Bd. I, Art. 115).

33. Setzt man die Glieder niedrigster Dimension in (92)

Null, so erhalt man:

(2/
2 - ^2

)
2 - .

Zindler, Liniengeometrie. 16
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Der Ursprung 1st also ein doppelt zu zahlender biplanarer

Knotenpunkt.
34. Aus Satz 55 folgt, daB die Schmiegungsebene der

erwahnten Gratlinie bei JSormalenkongruenzen auf der Brenn-
flache senkrecht steht.

35. Stellt man das Biischel, dessen Scheitel der Ur

sprung und dessen Ebene die F^-Ebene ist, analytisch dar,

indem man den Winkel u ejnes Strahles mit der Y-Achse
als Parameter einfiihrt, verschiebt man es dann langs der
.X-Achse um r und dreht es endlich urn die Z-Achse nm
den Winkel v, so erhalt man nach Bd. I, 41:

pi
= cos u swv p = r sum sinv

p2
= cosucosv p5

= rsinucosv

p8
= smu pG

= rcosu .

Hier sind die GroBen des 22:

R = S = W=0 T= coswsinw

Also ist E T S 2 =
;
daB die Riehtungen, die von eineni

beliebigen Strahl dieser Kongruenz ausgehen, wirklich die-

selben sind, wie bei einem parabolischen Strahl, ergibt sich

aqs der allgemeineren Betrachtung der nachsten Aufgabe.
36. Aus der Theorie der parabolischen Netze

[ 24, c);

Aufg. 17 und 18] geht hervor, daB die Richtungen, die von

einem parabolischen Strahl s ausgehen, durch ein Strahl-

buschel (P, E) reprasentiert werden konnen, gegen das der

Strahl s folgende relative Lage hat (es ist anschaulicher von

der Bewegung des Strahles gegen das Biischel als umgekehrt
zu reden, obgleich begrifflich das letztere in Betracht kommt) :

s muB durch eine solche stetige Bewegung aus einem Strahle

des Blischels (P, E) hervorgehen, daB der Schnittpunkt (s , E)
eine Kurve durch P beschreibt. Man braucht, um dies ein-

zusehen, nur daran zu denken, wie ein Biischel eines para
bolischen Netzes gegen einen Strahl eines Nachbarbiischel

liegt. Bei der in der Aufgabe angegebenen Bewegung wird

nun diese Bedingung erfiillt. Denn es sei (Fig. 24) (P, E)
eine feste Lage des Biischels, (P^ , EJ eine bewegliche

Nachbarlage, ^ die Tangente der Kurve in P^ , Q ihr Schnitt

mit der Schnittlinie % von E und El ,
s ein allgemeiner
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Strahl des Biischels (P1 , E) , S sein Schnitt mit %. Man
kann sich El

so bewegt denken, claB dabei ^ auf der Kurve
rollt. Dann bleibt der Winkel SP Q fest und well limQP1

Null ist, so ist auch limQ/S
r

Null. Weil ferner Q, wenn
das bewegliche Biischel in das feste einriickt, mit P zu-

sammenfallt, so gilt dasselbe von S. Die vorher aufge-
stellte Bedingung ist also erfiillt. Wenn s mit der Grenzlage a

von % , d. h. mit der Momentanachse fur die Bewegung der

Fig. 24.

Ebene identisch wird, versagt dieser Beweis. In der Tat
ist a ein singularer Strahl des Biischels (P, E) ,

ebenso die

Tangente t in P. Im Beispiel der vorigen Aufgabe wird
fur diese beiden Strahlen auch T=

,
also wird nach 22

der Verteilungsparameter fiir alle Bichtungen Null.

Abschnitt III.

39. Man setze in die Gleichung des Gewindes:

die Werte (10) aus 18 und erhalt durch Grenziibergang:

4 tg^x
- a- + sfa + 2 *g) = p

(
a
2
~ ai tga) .

Diese Gleichung lafit sich, wie es sein muB, auf die Form

P = (g ^ )
.

tg(a *
)

m
16*
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bringen, wenn man

_~
i ,,

! -f- a2

setzt.

41. Sie laBt sich analog wie
|

Jfz /c
| [Gleichung (103)] als

Quadrat einer verschwindenden Determinate darstellen.

42. Er folgt auch aus Satz 40 und 41.

43. Die Richtungsmannigfaltigkeiten mit gemeinsamem
Zentralpunkt werden ebenfalls durch ein Kegelschnitts-
biischel 23 abgebildet, well man analog wie in 25 einen

rechtwinkligen Zeiger des Zentralpunktes als Quotient zweier

quadratischen Formen in u, t&amp;gt;,
ifl erhalten kann. Ferner

ist oc zugleich mit den Zeigern U , V, W der asyrnptotischen
Ebene einer Regelflache konstant. Also folgt aus 2, daB
die Kurven &amp;lt;x const, ein Strahlbiischel bilden. Da t und g

(Bezeichnungen der Fig. 18) in demselben vorkommen, ist

T sein Scheitel. In der Tat sind durch a, = const. Richtungs-
biischel bestimmt, die in den Kongruenzen bei den hyper-
bolischen Strahlen mit einer unendlich fernen Brennlinie

( 34) auftreten. LaBt man i in Fig. 18 ins Unendliche

fallen und nimmt 3 alg Kreis an, so wird das Biischel 35

ein Kreisbiischel, 5B
r
sein Orthogonalbtischel.

44. Verschiebt man einen Gewindestrahl s parallel zur

Gewindeachse, so verschiebt sich auch die Nullebene seines

Zentralpunktes parallel zu sich selbst und man kann s

gleichzeitig in dieser Ebene mit beliebiger Geschwindigkeit
drehen. Da also P alle Werte annehmen kann, erkennen

wir in diesen oo1
Richtungen das Gegenbiischel wieder. Die

Parallelebene zur Gewindeachse ist also die YZ-Ebene der

Fig. 15 und in der hierzu senkrechten Ebene muB der

kiirzeste Abstand der isotropen Zentralrichtung liegen. Diese

Richtung haben also die w-Flachen des 53. Auch findet

man unmittelbar das Komplementarbuschel, indem man E
parallel zu sich selbst verschiebt und dann alle Gewinde
strahlen in E als Nachbarstrahlen von s betrachtet.

45. Indem man w = w
1

einfiihrt und dann wieder w
a

schreibt, kann man statt (162) die etwas einfachere Gleichung

a -u 2
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der Rechnung zugrunde legen. Als orthogonale Trajektorien

von w = const, findet man nach 50, a) :

w
u = const., v -\

- = const.

Fiihrt man u = w
t

v = v, 1 , w w+ in (&) ein und
ttf

weiidet dann das Kriterium des 50, b) an, so findet man,
daB die gegebenen Kongruenzen keinem Orthogonalsysteni

angehoren.
46. Die Projektionen der Kurven auf die Normalebenen

der Achse sind a) logarithmische Spiralen, ft) hyperbolische

Spiralen mit der Gleichung u v = const.

47. Die Integrale konnen nur solche Kongruenzen dar-

stellen, wie sie in Satz 110 erwahnt sind.

48. Die Kongruenz enthalt oo 1
singulare Strahlen des

Komplexes. Die zugeordneten singularen Punkte sind nach

Satz 79 die Beriihrungspunkte (Koenigs).
49. Geniigt ein Strahl y den Gleichungen (195), so

geniigt auch y + p x .

50. Soil durch die Gerade y eine Ebene gehen, die in

einem Komplexstrahl x als Wendestrahl den Komplexkegel
eines Punktes von x beriihrt, so miisscn die Gleichungen
erfiillt sein (VoB):

,

die 2n(n l)(w 2) Wertesysteme x geben.

51,*) 2̂2 -2 2̂4 *+l^-2(F25 - 4̂5*)P+*55-P2 = 0.

ff)
Setzt man in (207) P = ,

so kann man der Ho-

mogeneitat wegen in (206) einsetzen:

t
= 1

9 q2 = cotot
, ^4 = #cot& , q5 =

und erhalt eine Gleichung, die auch aus (204) durch

u = cot& hervorgeht.
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln zur Diffe-

rentialgeometrie der Strahlenkongruenzen.

(Die Gleichungsnummern sind dieselben wie im II. Abschnitt.)

Darstellung einer Kongruenz (in reehtwinkligen, homo-

genen Linienzeigern) :

pv =pv (u, v) (v
= 1, . .. 6),

(45) v =0 y 2 = 2

1 1

Die FundamentalgroBen (48) und (47):

i

6

w=

Der Verteilungsparameter:

B + 281 + TV d*
~ P

fiir zylindrische Strahlen:

(46a) p=(^ + 2

Seine extremen Werte A
t
B:
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Die Umgebung ernes Kongruenzstrahles in natiirlichen Rich-

tungszeigern #, P, &amp;lt;% :

(36) a = \(AB) sin2 a ,
P= A sin 2* -f

Bedingung fiir einen isotropen Strahl:

(53) R:S:T = U:W:V,
fur einen Normalstrahl:

(53a)

Die Bestimmung des beriihrenden Hauptnetzes fiir einen

hyperbolischen Strahl:

(54) c =
1 1/-AB

fiir einen elliptischen Strahl:

(55) c =

Die Grenzstrecke :

Die Grenzflache, wenn |, iy, C die Zeiger eines Punktes der

Mittelflache sind [Gleichungen (76) in 25]:

Die Brennstrecke :

Differentialgleichung der abwickelbaren Flachen:

(96) Erf* + 2 SwV + Tt/ 2 ==
,

der Kriimmungsflachen :

(98) (US - WE)uf* + (UT- FK)ttV + ( WT-VS)tf* = ,

der Hauptflachen:

^ + 2/SA + ^A 2 ?7T-2Tf^ + F^ _ dv_

U+2WI + VV 2(UV-W 2
) du
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Kennzeichen dafiir, daB die Kongruenz &amp;lt;x)

auf ihre abwickel-

baren Flachen bezogen 1st:

oder
ft)

auf ihre Krummungsflachen:

(99) = TF=0,
oder 7) auf ihre Hauptflachen:

(102) W=0, E:T=U:V.

Differentialgleichung der Krummungsflachen im ersten und
dritten Falle:

Uur * - Fi/ 2 =
;

der Hauptflachen im ersten Falle:

im zweiten Falle:

Bedingung fur quasiorthogonale Parameterflachen :

TF = 0,

fiir symmetrische Parameterflachen:

R:T=U:V,
fur komplementare Parameterflachen:

A ^^j ^-]W ==
2 \U

&quot;

V/

Das DichtigkeitsmaB fiir einen Punkt im Abstande a vom

Mittelpunkte des Strahles:



Berichtigungen zum I. Bande:

Seite 37: Die Anm. 1st dahin zu berichtigen, da6 Giorgini
in einer andern Abhandlung im XX. Bande der genannten Memorie
(1828) das Nullsystem entdeckt hat.

Seite 53, Z. 2 v. u. lies 71 statt 70.

Seite 84, letzte Zeile lies ?r
12

jr34 statt jr12 jiis .

Seite 91 steht: Wir legen durch eine Kante P
l
P2 eine Ebene

-^ _L -Pg 2*4
U Dies is* kei einem allgemeinen Tetraeder nicht m6g-

lich
;
statt dessen soil es heifsen : Wir legen durch P, eine Ebene

E J_ -^3-^4&quot;-
^er folgende Beweis wird durch diese Anderung nicht

gestort.
Seite 122, Z. 12 v. u. lies III statt II.

Seite 125, Z. 7 v. o. lies Scheffers statt Engel.
Seite 199, letzte Z. lies cy statt cy.
Seite 220, Z. 8. v. u. lies = statt = v .

Seite 283, Z. 2 der Anm. ist ,,und Cayleysche Linienflache&quot;

zu streichen, fl
ist&quot; statt ,,sind&quot; zu lesen.

Seite 319 sind die rechten Seiten der letzten beiden Glei-

chungen zu lesen:

&amp;gt;T dw(x) x/ N- &quot;~w
y,

^ dxt
i ~* dyt

*

In 7577 treten die Gleichungsnummern (19) bis (23)

doppelt auf.

Berichtigungen zum II. Bande:

Seite 112, Mitte und Seite 119, Z. 9 v. o. lies ^abwiekelbare
Flachen&quot; statt ^Brennflachen&quot;.

Seite 137, Aufg. 23 lies wbilden statt ,,bildet&quot;.
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