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Vorwort.

Um die Fortsetzung des Werkes nicht zu sehr zu ver-
zogern, wurde der geplante zweite Band in einen zweiten
und dritten geteilt, von denen der vorliegende zweite vor-
wiegend differentialgeometrische Untersuchungen enthiilt,
wihrend der dritte die Theorie der quadratischen Komplexe,
der algebraischen Strahlenkongruenzen und die Anwendungen
auf Mechanik umfassen soll. Fiir die Teilung war auch
mafigebend, daf ich am 27. September 1905 im Auftrage
der Deutschen Mathematikervereinigung in der Sektion I
der Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in
Meran einen Bericht iiber die Differentialgeometrie der
Strahlenkongruenzen erstattet habe; er bildete einen Teil
des Berichtes iiber differentielle Liniengeometrie in den
Jahresberichten der Deutschen Mathematikervereinigung
(Bd. 15). In diesem Berichte habe ich nun an einigen
Stellen den zweiten Band meiner Liniengeometrie zitiert
und hegte daher den Wunsch, daf den Fachgenossen, die
den Bericht lesen, das zitierte Werk auch zuginglich sein
soll. Ich bin deshalb der Verlagshandlung sehr dankbar,
daB sie auf den Vorschlag der Teilung bereitwillig ein-
gegangen ist.

Auch die Gegenstinde dieses Bandes suchte ich der
Anschauung moglichst zuginglich zu machen; diesem Zwecke
dienen z. B. die drei Richtungszeiger fiir die Umgebung
eines Strahles (§ 19). Was die Methode der Untersuchung
betrifft, so habe ich eine Parameterdarstellung, die bisher in
der metrischen Liniengeometrie kaum Verwendung gefunden
hat, ausgiebig benutzt, indem ich nimlich die Linienzeiger
als Funktionen eines oder zweier oder dreier unabhingiger
Parameter voraussetze. Auf diesem Wege konnten u. a. alle

g
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v Vorwort.

wesentlichen differentialgeometrischen Sitze Kummers iiber
Strahlenkongruenzen bewiesen, aber auch einige neue Er-
gebnisse gefunden werden. Als solche méchte ich z. B. an-
fiihren (vgl. iibrigens den erwiihnten Bericht): Eine aus-
gezeichnete Erzeugungsart der Regelflichen (Satz 19), die
Berechnung der extremen Werte des Verteilungsparameters
fiir einen allgemein liegenden Kongruenzstrahl (§ 22), die
Grenzflichen der Strahlennetze (§ 26), die Differential-
gleichungen der Hauptflichen und der Kriimmungsfliichen
einer Kongruenz (§ 28), die isotropen Umdrehungs- und
Schraubungskongruenzen (§ 29), die Einfithrung und Be-
rechnung der UmgebungsgroBe eines Komplexstrahles (§ 42),
die Verwendung eines Kegelschnittbiischels zur Untersuchung
der Umgebung eines Komplexstrahles und der zugehdrigen
ausgezeichneten Richtungen (§ 47, 48), die Beziehung zwischen
den Richtungszeigern in der Umgebung eines Doppelstrahles
(§ 57). Auch scheinen die vier Abbildungen einer Regel-
fliche (§ 7) und die sechzehn Arten von Erzeugenden (§ 13)
noch nicht bemerkt worden zu sein.

Innsbruck, am 3. Oktober 1905.

Konrad Zindler.
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I. Abschnitt.
Regelfldachen.

§ 1. Grundbegriffe und Normalenparaboloid.

Wir denken uns eine Regelfliche : durch Bewegung
einer Geraden g erzeugt und betrachten zwei Nachbarlagen
a und b von g (Fig. 1), deren kiirzester Abstand AB sei.

b

Fig. L.

Dann koénnen wir ¢ nach b iiberfithren, indem wir zuerst
um die Achse AB drehen, bis a’|d wird und dann eine
Translation lings AB ausfithren. Lassen wir beide Be-
wegungen gleichzeitig und gleichformig vor sich gehen, so
entsteht eine gleichformige Schraubung mit der Steigung
f,=9,:w,, wenn hierbei ¢, die Translations-, w, die
Drehungsgeschwindigkeit ist. Hilt man a fest und néhert b
auf der Regelfliche unbegrenzt, so wird sich 4 einer Grenz-
lage C' ndhern, die der Zentralpunkt von a heiit; die
Grenzlage von AB heit Zentraltangente (oder Strik-
tionsstrahl) und die Flichennormale in C die Zentral-
normale. Wenn man die Unbestimmtheit der erwihnten
. Schraubung, die noch mit beliebiger Geschwindigkeit vor

Zindler, Liniengeometrie. 1



2 I. Regelflichen.

sich gehen kann, dadurch beseitigt, da man etwa fiir einen
Punkt der Erzeugenden die absolute Geschwindigkeit will-
kiirlich fixiert*), so werden auch ¢ und w, im allgemeinen
bestimmte Grenzwerte ¥ und o annehmen, die wir zunichst
beide als von Null verschieden voraussetzen; durch sie ist
eine Grenzschraubung mit der Steigung
?

) =

und fiir irgend einen Punkt M auf a eine Grenzschrauben-
linie als Bahn definiert. Wenn BN = A M ist (Fig. 1), wird
die Sehne M N beim Grenziibergang zur Tangente der Grenz-
schraubenlinie in M, zugleich aber auch zur Tangente von R.
Die Tangenten von R in den Punkten von a, die zugleich
auf a senkrecht stehen, sind also auch die Tangenten einer
gewissen Schraubenfliche. Sie bilden nun ein gleichseitiges
hyperbolisches Paraboloid; um seine Gleichung aufzustellen,
verlegen wir die X-Achse in die Erzeugende a, die Y-Achse
in die Zentralnormale, wodurch die Z-Achse in die Zentral-
tangente fillt und so gerichtet sein soll, da ¢ positiv wird;
die beiden anderen Achsen sollen so gerichtet sein, daf ein
System erster Art entsteht. Die Beziehung zwischen der
Neigung » der Bahntangenten und der Entfernung x von
der Achse Z der Grenzschranbung entnehmen wir aus

Bd. I, § 1:

tany = —
z

und, wenn wir tany = 2: ¥ setzen, erhalten wir als Gleichung
des Paraboloides:

2) sz =1y.

Drehen wir jeden seiner Strahlen um @ um 909, so erhalten
wir das Normalenparaboloid:

3) f2=—zy.

Satz 1 (von Chasles): Die Normalen einer Regel-
fliche lings einer Erzeugenden a bilden ein gleich-

*) Da es nur aufs Verhiltnis von ¢; und o, ankommt, so ist
es am einfachsten, ¥, = const.=?¢ oder ®,=const. = anzu-
nehmen. Die allgemeinere Fassung des Textes umfaBit bequemer
die Fille, wo entweder ¢ oder w verschwindet.



§ 1. Grundbegriffe und Normalenparaboloid. 3

seitiges hyperbolisches Paraboloid, dessen Haupt-
erzeugende @ und die Zentralnormale sind.

Dieser Satz folgt auch aus Bd. I, § 59, y), sobald
man die Bewegung der Erzeugenden als Schraubung auf-
gefaBlt hat. FEr erleidet nur eine Ausnahme, wenn ent-
weder 9 oder w verschwindet; im ersten Falle haben wir
an Stelle der Grenzschraubung eine Grenzdrehung, im zweiten
eine Grenztranslation, in beiden Fillen also statt des Normalen-
paraboloides ein Parallelstrahlenbiischel und folglich eine
gemeinsame Beriihrungsebene fiir alle Punkte von a.

Wir kehren zum allgemeinen Falle zuriick: Die Diffe-
rentiale des Abstandes 4B und des Winkels « zweier Nachbar-
strahlen sind . d¢ und - d¢, wenn ¢ die Zeit bedeutet; also
ist ¥ auch der Grenzwert des Verhiltnisses

AB

o
und heifit als solcher Verteilungsparameter.

Man kann zu diesen Sitzen noch auf andere Art ge-
langen: Verbindet man jeden Punkt der Reihe N mit dem
entsprechenden M durch eine Gerade, so erhilt man das
Erzeugnis zweier kongruenter Punktreihen, in denen die
FuBpunkte des kiirzesten Abstandes einander entsprechen, also
ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Projiziert man
ferner die Reihe IV aus @, so ist das so hervorgehende Ebenen-
biischel zur Reihe N projektiv und die Ebene Na wird in
der Grenze die Beriihrungsebene der Regelfliche in M. Also:

Satz2: Die Punkte einer Erzeugenden einer Regel-
fliche und die Beriihrungsebenen in diesen Punkten
bilden eine Korrelation.

Der Parameter K derselben ist nach Bd. I, § 58, Gl. (104):

Gegen o sind die Nachbarstrahlen links- oder rechts-
gewunden, je nachdem f positiv oder negativ ist. Wir nennen
hiernach die Regelfliche selbst an der Stelle @ links- oder
rechtsgewunden. Die Beriihrungsebene im Zentralpunkt
(zugleich Verbindungsebene von @ mit der Zentraltangente)
heiBit die Zentralebene, die darauf senkrechte Ebene durch «
die asymptotische Ebene; sie ist die Berithrungsebene
von R im unendlich fernen Punkte von @ und zugleich die

1*



4 I. Regelfiichen.

Grenzlage der durch a zur Nachbarlage gelegten Parallel-
ebene. Die Normalebene von @ im Zentralpunkt heifle
Hauptebene.

§ 2. Analytische Darstellungen.

Wenn die rechtwinkligen Strahlenzeiger p; eines Stabes
als differentiierbare Funktionen einer unabhéingigen Veréinder-
lichen ¢ gegeben sind

(5) Pi = pi(f) (7’=1: .oy 6),
welche die Beziehung

. :
(6) R(p) = 222’52’#3 =0

identisch erfiillen, so ist durch (5) eine Regelfliche als Stab-
fliche definiert. Die ersten drei Zeiger allein bestimmen die
Richtung des Stabes, also

(52) pitpidt+ ... (t=1,23)

die Richtung des Nachbarstabes. Wenn daher U, ¥V, W die
Zeiger der asymptotischen Ebene sind, so ist

© v:vwe | P P B
P P2 Ps

Zur Bestimmung von U, V, W selbst ziehen wir noch
eine der drei letzteren Inzidenzbedingungen (39) (Bd. I, § 38)
heran, spezialisieren fiir rechtwinklige Zeiger (Bd. I, § 31)
und finden, wenn wir

*

1
(8) 3 =1
2 DiDiv3
setzen: .l.
9) U= (pyps — P3P;) T -

*) So driickt man es mitunter aus, wenn man sagen will,
daf eine Reihe von Grofen den Determinanten einer Matrix pro-
portional sind, deren Zeilenzahl und Spaltenzahl sich um eins
unterscheiden. Die Striche bedeuten Ableitungen nach . Die
Zeiger kommen iiberall nur modulo sechs in Betracht. Wo wir
von drei Punkt- oder Ebenenzeigern nur einen hinschreiben, ist
es selbstverstindlich, daf die anderen durch zyklische Vertauschung
innerhalb der Indizesreihen 1, 2, 3 und 4, 5, 6 gefunden werden;
bei (11) unterliegen rechts auch U, V, W der Vertauschung.



§ 2. Analytische Darstellungen. 5

Die Zentralebene u, v, w steht auf der asymptotischen
senkrecht, also

(10) Uu+Vo+Ww=0.

Aus dieser Gleichung und zwei passenden der erwihnten
Inzidenzbedingungen findet man:

Vp, —Wp,

11 U =
an Up, +Vps +Wps
oder indem man aus (9) die Werte einsetzt:
1, ~& S
(12) U= —D—(pi 20— D'p p:-) ,
1 1
wobei
by Py Ps
(13) D=\py mn n
by s D

Den Zentralpunkt z, y, # berechnen wir als Grenz-
lage des Schnittes der Zentralebene mit der Nachbarerzeu-
genden und schicken anschlieBend an Bd. I, § 38 eine
Bemerkung voraus: Die linken Seiten der dortigen Inzidenz-
bedingungen (39) haben auch eine Bedeutung, wenn p und
nicht inzident sind; dann sind sie némlich den Zeigern des
Schnittpunktes (p, ) proportional. Man iiberzeugt sich
davon, indem man zur Berechnung dieser Zeiger zu zweien
der Gleichungen (40) noch

4
Zu;, €X) == 0
1

hinzunimmt. Dual: Wenn die linken Seiten von (40) nicht
simtlich verschwinden, sind sie die Zeiger der Verbin-
dungsebene (p, ). Fiir rechtwinklige Zeiger sind also
nach Bd. I, § 31 die Zeiger des Schnittpunktes und der
Verbindungsebene, wenn

A4) putpvtpw=n, pr+py-+pr=n
gesetzt wird, gegeben durch
T = —p, TPV —pyw
(15) NY =—pP, — P U +pgw
Ne=—ps+psuu—pv



6 I. Regelfliichen.

beziehungsweise
WU = —p, + Py — 2
(16) WY =—p; — Py x +pz

Ww=—p;+ D& — Py
In (15) haben wir fiir «, v, w die Werte (12) und fiir die
auBerdem noch vorkommenden p,, ... p; die Werte (ha) ein-
zusetzen, was aber darauf hinauskommt, p}, ... p} zu setzen.
So erhalten wir fiir den Zentralpunkt

! D5 Ph ( S )\102 s
—mD : —(>pw
i +(ZP> v ol ~\28) [
3 3 3 2
Zp? Zp? — (meé)

Diese Formeln vereinfachen sich bedeutend, wenn wir
die Regelfliche durch einen Einheitsstab erzeugt denken,
nimlich

3 3
(18) Dpi=1, also D'p;p;=0
1 1

voraussetzen. Dann wird fiir die Zentralebene

a7 z=

(12a) ° = % 5
fir den Zentralpunkt
1
(17a) &= ———(—p1 D + paps — s %)

Z V%

und fiir die Hauptebene, wie man aus ihrer bekannten
Stellung und der Inzidenzbeziehung mit dem Zentralpunkt

findet: 3
—P Z PP
1
(19) = —
wobei P11 P2 D3
(19a) A=|py pi Db

pi D5 Do
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§ 3. Der Abstand zweier Nachbarstrahlen.
Wir berechnen (Bd. I, § 37) aus

(20) M(p, 9) = Z Prisdy

das Moment zweier Nachbarstibe (§) und (¢ -+ 4) der Fliche (5),
indem wir

he
QV=pv+hp:'+§p£’+"'

einfithren*):
00 h}. Gﬁ

@) Mip, =351 Spssp? -
=[0 SEE)

Setzen wir

6
prﬂspg') =(p, =@, p)
1
und bezeichnen Differentiationen durch Siriche, so ist

my A =(p, A+ 1)+ (u+1, 4.

Wir wollen zeigen, daB sich die Koeffizienten (0, 1) der
Reihe (21) durch die GréBen

1,1), 2,2, ... (u,p,
allein (und ihre Ableitungen) ausdriicken lassen. Wir finden

zunichst, indem wir die Beziehung (0, 0) = 0 zwischen den
Linienzeigern differenzieren:

{(OJ 1)=Oy
(0:2)=_(1: 1):

ferner aus der Identitit (1, 1) = (1, 1):
(1,2)= (@1, 1y,
0, 3) = —4@, 1y.

(21a)

weiter

*) Wenn die Entwicklung der Funktionen p; in Taylorsche
Reihen nicht unbeschrinkt ist, sondern mit einem Restgliede an
bestimmter Stelle abgebrochen werden mufi, so unterliegen die
Formeln fir M(p, q) und d einer entsprechenden Abinderung.
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Allgemein findet man
0,22 +@1,22—-1)=(0, 24 — 1y
1,22—1)+2,24—2)=(1,22-—2)

..................

@=1,2+D)+@, H=02—1,17,

woraus
A
0,28 = 3 (=103 (u— 1, 22— Y + (— 17, ).

Aber auch jedes andere Symbol mit der Argumentensumme 21
konnen wir auf diese Art berechnen, wenn wir die Summation
statt mit der ersten Gleichung mit einer spiteren beginnen.

Analog dienen die Formeln

0,22+1)+(1,28  =(0,2%

(1,24 +2,21—1)=(1,21—1)

@, 24 1) = 4@, &y

zur Berechnung der Symbole

(s, 24+1—p) wr=0,1,...%).
Wenn es also bis ¥ =1—1 gilt, daf alle Symbole, deren
Argumentensumme 2% +- 1 nicht i{ibersteigt, durch

1, 2,2, ... &,k

ausdriickbar sind, so gilt dies auch fiir £k =4. Da es fir

% =1 schon feststeht, ist hiermit bewiesen, dal bei der an-
gegebenen Reduktion das Symbol (1, 2) genau beim Gliede
21

mit @n! zum ersten Male auftritt, und zwar mit dem
Koeffizienten (—1)*, woraus wir den Satz 5 folgern werden.
Wenn wir zur fritheren Schreibweise (6)

(@, &) = R(p®)
zuriickkehren, lautet der Beginn der Entwicklung (vgl
Koenigs, Géom. réglée, Art. H1):
h? . . R AR(Y)
Mp, 9 =—5B0)—5 —4

M. dZR(p’)]
QZ[R(”)—z ae | T

(22)
+
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Wenn wir durch den Ursprung als Mittelpunkt einer
Einheitskugel zu jedem Strahl der Fliche (5) eine Parallele
legen, so erhalten wir die konische Abbildung und als
Schnitt mit der Kugel die sphirische Abbildung der
Regelfiiiche. Wir machen jetzt die Voraussetzung (18); dann
sind p,, p,,p; zugleich die Zeiger des sphirischen Bildes
eines Strahles von R. Deshalb ist die in § 1 eingefiihrte
Geschwindigkeit w gegeben durch

3
(23) w?=:>"y2.
1

Wir wollen den kiirzesten Abstand d zweier Nachbarstibe
von () nach Bd.I, § 37 berechnen. Es gilt fiir beliebige Grofien
die Identitéit

(24) (P25 — P 22)° + (D3 24 — D1 P3)* + (D192 — D2 D)°

3 5 8 2

=2 2 — (Zp;pi) -

3 1 1

Also wird die Grofe w des § 37:
w2="hZw?4 ...

Es empfiehlt sich, hier w und w stets positiv zu zihlen;
dann haben d und M entgegengesetzte Vorzeichen (Bd. I, § 12).
Daher:

_kR(p), h* dR(p)) B* , a*R(p)
o B B S_f0py_y SR,

Nun war (§ 1) der Verteilungsparameter

. d
f = lim i
also
>
, Piliss
(26) f= R(p) = U .
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Da das Krimmungsma8 & der Regelfliche im Zentral-
punkt einer Erzeugenden*) durch
1
i
gegeben ist, so ist hiermit auch das KriimmungsmaB im
Zentralpunkt durch die Linienzeiger dargestellt.

27 K=—

§ 4. Abwickelbare Flichen.

Wir setzen aus der Flichentheorie als bekannt voraus,
daB die Kegelflichen (Zylinderflichen) und die Tangenten-
flichen der Raumkurven die einzigen Flichen sind, die in
eine Ebene abwickelbar sind (Scheffers, Theorie der
Kurven, S. 2781f). Alle iibrigen Regelfiichen heifen wind-
schief. Wir wollen nun (wie es ja durch Gleichung (25)
nahegelegt wird) zeigen:

Satz 3: Die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die Abwickelbarkeit der Regelfliche (5)
ist in Plickerschen Zeigern:

6
(28) R@) =D pipss=0 (fir alle Werte #),
1
in Kleinschen Zeigern:
6
(28a) D'az=0.
1

Jedenfalls wird, wenn die Bedingung (28) erfiillt ist,
ein Stab p’ definiert, der p wegen (21a) in einem Punkte P
schneidet. Wenn P fest ist, haben wir eine Kegelfiiiche
vor uns; andernfalls ist der geometrische Ort von P eine
Kurve C, die auf der Regelfliche 3 liegt. Um zu zeigen,
daB R die Tangentenfliche von C ist, geniigt es, nach-

*) Vgl. Scheffers, Theorie d. Flichen, IL. Abschn. § 13.
Durch Vergleich der dortigen Formel (17) mit unserer Korrelations-
gleichung

tga =Kt
(Bd. I, § 53, b) geht hervor, da & = — K? ist; da anderseits nach
(4) Kt=—1 ist, folgt (27).
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zuweisen, daB die ersten drei Zeiger von p, welche die
Richtung bestimmen, auch den Richtungskosinus der Tan-
gente von C proportional sind. P hat nach Bd. I, § 39, b
und § 31 die rechtwinkligen Zeiger

(29) x=p6.€5—.p5p6,
ZP.’Z’:{H
1

usw. Man kann jedoch voraussetzen:

3
(30) ZP:‘Z’;'+3 =1,
1

Denn wire

3
ZP:‘I%’%& . f(t) )

S0 setze man

% _—

statt ¢ in (5) ein*). Dadurch wird dieselbe Regelfliche durch
andere Funktionen ¢; statt p; definiert:

¢ = fily@)] = ¢:(9)

of.
G= 3L v =i

3 3
2, Qi Givs =% 2 DiPiys = 1.
1 1

*) Nur wenn fortwihrend

() Py Y+ D2 95+ Py 95 =0

wire, wiirde diese Transformation versagen. Dann aber folgt

aus (21a):

®) PP+ PP+ P ps =0 .

Es kann entweder p{=p},=p}, =0 sein (Zylinderflichen), oder

man verbinde (x) mit (28) und () mit (6), woraus folgt:
DLipsipE =Dy D5 D -

Deutet man also p,, p;, p; als Zeiger eines Vektors, so hat dieser

konstante Richtung. Nach seiner geometrischen Bedeutung (Bd.],

Satz 46) ist nun die Verbindungsebene der Geraden p mit dem
Ursprung fest. Beide Fille konnen wir ausschliefen.
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Auch die Funktion R(p’) multipliziert sich dadurch nur mit
einem Faktor, so dafl das Kennzeichen des Satzes 3 nicht
gestort wird, Jetzt sind #/, i/, # die Determinanten aus der
Matrix

p Py P
Py Ps  Ds -
Andrerseits folgt aus (30) mit Riicksicht auf (28)
PP+ P08 + P30 =0.
Hieraus und aus
D1Py+ PP+ P35 =0

folgt die erwihnte Proportionalitit.
Ist umgekehrt durch

z@®), y@), 20
eine Raumkurve gegeben, so ist
z+a, y+vy, z4+4

ein zweiter Punkt ibrer Tangente. Als Zeiger der Tangente
kann man also nehmen (Bd. I, § 33):

z, v, &, y&—yz, sx’—dx, xy —2y.

Daher wird

x’l yll Z/I
Rp)=|z y 2z |=0.
xll yll z//

Endlich folgt fiir eine Kegelfliche unmittelbar aus (25), dal
R(p’) =0 ist. Somit ist Satz 3 zunichst fir rechtwinklige
Zeiger bewiesen. Das Kennzeichen dieses Satzes bleibt
auch bei tetraedrischen Zeigern unverindert. Denn die
Eigenschaft der Abwickelbarkeit bleibt bei projektiver Trans-
formation erhalten. Andrerseits entspricht einer linearen
Transformation der Linienzeiger p selbst auch eine solche
ihrer Ableitungen p’; die Invarianz der Funktion I gegen-
iiber einer projektiven Transformation ist uns aber schon
bekannt, weil sie die speziellen linearen Komplexe kenn-
zeichnet.
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Wenn die Regelfliche in Kleinschen Zeigern x;(f) ge-
geben ist, so bestehen zwischen den Ableitungen 2’ derselben
und den p’ dieselben linearen Gleichungen, wie zwischen
den z und den p selbst. Durch diese Transformation geht
also gleichzeitig R(p) in 222 und R(p) in 22’2 iber,
woraus der zweite Teil des Satzes 3 folgt.

Wenn die unabhiingige Veriinderliche ¢ irgend eine
lineare GroBe, z. B. die Bogenlinge der sphérischen Ab-
bildung bedeutet*) (w = 1), so folgt aus (25):

Satz 4: Fir eine windschiefe Regelfliche ver-
schwindet der Abstand zweier Nachbarstrahlen im
allgemeinen von der ersten, fiir eine abwickelbare
von der dritten Ordnung.

Es kann sein, daB fiir besondere Strahlen, sei es einer
windschiefen, sei es einer abwickelbaren Fliche, eine Reihe
der Grofen R(p)), R(p”), R(p"”), ... verschwinden. Unter
allen Umstiinden folgt jedoch aus dem Bau der Gleichung (25),
solange {iberhaupt die Entwicklung in eine Taylorsche
Reihe moglich ist:

Satz 5: Der Abstand zweier Nachbarstrahlen
einer Regelfliche wird immer (auch fiir besondere
Strahlen) von einer ungeraden Ordnung unendlich
klein.

Fiir eine Kegelfliiche oder die Geesamtheit der Tangenten
einer ebenen Kurve (eine ,Klassenkurve®) mu d in (25)
identisch Null werden. Es muf also vor allem

(31) R@)=0, R(p)=0

sein. Koenigs hat gezeigt (a. a. O. Art. 52), da dies auch
hinreicht, damit einer der beiden Fille eintritt. Die Ent-
scheidung zwischen ihnen kann bei rechtwinkligen Zeigern
so geschehen: Im Fall der Klassenkurve muB es eine Rich-
tung ¢ geben, die auf irgend einem Strahl p und seinen
Nachbarstrahlen senkrecht steht. Also:

3
D =0. (=0,1, 92

A=1

. *)_ Ein solcher Zusatz ist nétig, damit die Aussagen iber
ﬁle Ordnungen des Verschwindens eine bestimmte Bedeutung be-
ommen.
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Daher priife man, ob die Determinante

P P2 Ds
(32) P Py Py |=D
p PP
identisch verschwindet.

§ 5. Die Striktionslinie und die Zentraltangentenfliiche.

Der geometrische Ort der Zentralpunkte der Erzeugenden
einer Regelfliche heit Striktionslinie s (Fig. 2); wir
haben in (17) und (17a) eine Parameterdarstellung derselben.

Fig. 2.

Der geometrische Ort der Zentraltangenten heiBe Zentral-
tangentenfliche oder (nach Study) Striktionsband.
Wenn a, b, ¢ Nachbarerzeugende sind und A B der kiirzeste
Abstand zwischen @ und b, CD zwischen b und ¢, so ist
auch BC der kiirzeste Abstand zwischen AB und CD.
Dies gilt, wie dicht man auch die Erzeugenden wihlen mag.
Geht man also zur Grenze iiber, so erhilt man:

Satz 6: Sucht man vom Striktionsband einer
Regelfliche R wieder das Striktionsband, so kommt
man zu R zuriick*). Beide Flichen haben dieselbe

*) Study, Geom. der Dynamen, S. 303.
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Striktionslinie und gemeinsame Zentralebenen; die
asymptotischen Ebenen der einen sind die Haupt-
ebenen der anderen.

Zur analytischen Darstellung des Striktionsbandes suchen
wir nach Bd. I, § 37 die Grenzlage des Abstandsstabes zweier
Nachbarerzeugenden p;(f) und p,(f + k). Man beachte, daBf
dort in den Gleichungen (37b) die eckige Klammer bis
zu den Gliedern mit A% zu entwickeln ist, aber die Deter-
minanten P und ¢ (unter der Voraussetzung (18)) bis zu A2.
Setzt man

P=Ph+Ph+..., Q=Qh+@Qh+...,
so ist
B3) @&=P=D (§2), @—-—PFB=4 §2
Die Zeiger irgend eines Stabes auf der Zentraltangente sind
proportional den Grofen:
d = 0*(Pops — 15P;) dy=p ?D+pi 4
(34) dy = X (Pspy —p1ps)  ds=p 0’ D+ pyd
dy = 0 (Pip, —Pipy) ds=ps® D+ pid.

Die Anfangsglieder in den Entwicklungen der Zeiger des
tatsiichlichen Abstandsstabes werden erhalten, indem man

diese Ausdriicke mit dem niedrigsten Gliede von h—l‘i—‘i

multipliziert, also nach (22) fiir windschiefe Flichen im
allgemeinen mit
n 3
g _S_, Yibivs
1
fiir abwickelbare mit

B~
12 ot Zpélpfﬁ-s .
1

Wenn wir neben der Voraussetzung (18) annehmen, dal
die Bogenlidnge der sphirischen Abbildung die un-
abhéingige Veridnderliche sei (wodurch wir nur die
Zylinderflichen ausschliefen), so ist

(35) =1
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daher wegen (23) und (24) auch

3
Sa-1
1

und die Formeln (23) und (26) auch auf die Zentraltangenten-
fliche ¥ anwendbar. Kennzeichnen wir die auf die letztere
beziiglichen Grofien durch den Index eins, so ist also:

3 3
(36) T X
1 1
3
S s ,
@) == _BDEDH ) 39) und § 2)
Wy 229;.,2 — 5l
1
(38) O =F o = DD+

. s
VZM’? ~1
1

und zwar ist, falls @, positiv¥) gewihlt wurde, der Wurzel
dasjenige Zeichen zu geben, welches bewirkt, daf @ und f,
gleiche Zeichen haben. Fiir die urspriingliche Fliche &
vereinfachen sich die entsprechenden Grofen nach § 3 zu

3
(39) E=9 =2 piriss =L R(P).
1
Die Gleichung (35) bringt noch folgende Vereinfachung

einiger fritheren Formeln (§ 2) mit sich: Fiir den Zentral-
punkt (die Striktionslinie):

(17h) z=—p, D+ £ pf"
b5 P
Fiir die Hauptebene:
I |
(19b) o

Eine Gerade kann man in eine bestimmte Nachbarlage
auf unendlich viele Arten iiberfiihren, weil man aus irgend
einer Art eine andere erhilt, wenn man eine Verschiebung

*) Dies ist nach der folgenden Vorzeichenbetrachtung gestattet.
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der Geraden in sich selbst hinzufiigt. Indem man diese
Schiebungsgeschwindigkeit von der Zeit willkiirlich abhingen
liBt, sieht man, daB man dieselbe Regelfliche auf unendlich
viele Arten, die von einer willkiirlichen Funktion abhingen,
durch Bewegung einer Geraden erzeugen kann. Es kommt
dies darauf hinaus, fiir einen Punkt der beweglichen Geraden
eine Kurve auf der Fliche als Bahn willkiirlich vorzuschreiben.
Unter diesen Erzeugungsarten befindet sich die hier in § 1
ausgezeichnete, bei der (schon nach Bd. I, Satz 4) simtliche
Punkte senkrechte Trajektorien aller Erzeugenden be-
schreiben. Hierbei verschiebt sich der Zentralpunkt lings
der Erzengenden mit einer gewissen Geschwindigkeit o.
Ferner nennen wir 7 die Geschwindigkeit, mit der sich die
Zentraltangente oder (was auf dasselbe hinauskommt) die
agymptotische Ebene um die zugehdrige Erzengende von %
dreht. Dieselbe Betrachtung, die zu Satz 6 fiihrte, lifit er-

kennen*):
(40) { n =w o =1t
n = o =17,

Nur die Vorzeichenfrage ist noch zu besprechen:

Wenn die Bewegung der Geraden irgendwie geometrisch
gegeben ist, so sind bestimmte Vorzeichen der vier Ge-
schwindigkeiten erst definiert, wenn wir die Bewegung auf
ein Zeigersystem beziehen, und zwar wollen wir die X-Achse
in die betrachtete Erzeugende verlegen, die Z-Achse in jene
Richtung der Zentraltangente, von der aus der tatsichliche
Drehungssinn der Erzeugenden positiv erscheint (also w >0),
worauf die Richtung der Y-Achse bestimmt ist, weil wir
stets Zeigersysteme erster Art verwenden; nun haben 9, o,
ihre bestimmten Vorzeichen (letzteres als Drehung um die
X-Achse). Die einzige Anderung, die man mit dem Zeiger-
system S noch vornehmen kann, ohne das Erreichte zu storen,
ist, daB man die positiven Richtungen der X- und Y-Achse

*) Will man fiir die urspriingliche Fliche w=1, fiir das
Striktionsband jedoch entsprechend w, =1 setzen und bezeichnet
jetzt die auf das Striktionsband beziiglichen Grofen mit dem
Index 2, so findet man aus (40) (bis auf die Bezeichnung) die
Formeln Antomaris (Thése, Art. 18):

7 1 [ 3 ’01 [

(40a | Gy = —L = — Pg=—F=—,
) M o, 7’ 1=, 7’ 170, ”
Zindler, Liniengeometrie, 2

N\
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gleichzeitig in ihr Gegenteil verkehrt, wodurch das System
S’ entstehen moge; dadurch #ndern die Geschwindigkeiten
o und 7 und nur diese ibr Zeichen. Man kann also immer
erreichen, daB neben  auch entweder o oder # nicht negativ
ist*). Wir bevorzugen jetzt die erstere Annahme, was
mit sich bringt, daB die Striktionslinie mit der Erzeugenden
einen Winkel 7 im ersten oder vierten Quadranten bildet
(also cos¢ >0). Dann ist, wenn R die urspriingliche Fléiche,
¥ ihr Striktionsband ist, wegen der geometrischen Be-
deutung von

] ; o
(41) = - und f =

¥ positiv oder negativ, je nachdem 3 an der betreffenden
Stelle links- oder rechtsgewunden ist, und # positiv oder
negativ, je nachdem ¥ links- oder rechtsgewunden ist. Man
kann sich unmittelbar anschaulich machen, dab alle vier
Kombinationen wirklich eintreten kénnen: Denn man kann
sich zuniichst je eine links- und eine rechtsgewundene Fliche
mit Richtebene (Definition im niichsten Paragraphen) ver-
schaffen; ihre Zentraltangenten sind parallel. Nun kann
man in jedem der beiden Fille einen Streifen der Fliche
gegen den Nachbarstreifen um die gemeinsame Erzeugende
im einen oder im anderen Sinne drehen, wodurch die be-
nachbarten Zentraltangenten einmal links-, einmal rechts-
gewunden werden. Wenn nun die Gréfen w,, 9, 6,
auf dasselbe Zeigersystem bezogen werden (und nicht etwa
auf eins, das gegen T ebenso liegt wie S gegen N), so ist
es selbstverstindlich, da8 die Gleichungen (40) auch dem
Zeichen nach gelten.

Wenn aber die Bewegung nicht geometrisch, sondern
eben durch die Funktionen w,?, 0,7 und gewisse Anfangs-
bedingungen gegeben ist (wie im § 7), so kann man eben-
falls, da es nur auf ihre Verhiltnisse ankommt, w >0
voraussetzen. Dann kann man ohne die geometrische Be-
deutung der gegebenen Funktionen zu #ndern, den beiden .
Funktionen ¢ und # ein Minuszeichen vorschreiben, wenn

*) Dies bezieht sich natiirlich nur auf eine gewisse Umgebung
der betrachteten Erzeugenden; im weiteren Verlauf der Bewegung,
bei der das Zeigersystem stetig mitgefithrt wird, konnen die Ge-
schwindigkeiten unabhiingig voneinander ihre Zeichen indern.



§ 6. Besondere windschiefe Flichen. 19

man gleichzeitig S und §’ vertauscht. Man kann also wieder
erreichen, dafl entweder w und ¢ oder w und # positiv sind.

Man sieht aus (36)—(40), daB wir fir w =1 die drei
anderen Geschwindigkeiten, die fiir i charakteristisch sind,
als Funktionen der Linienzeiger und ihrer Ableitungen dar-
gestellt haben. Der Winkel { der Striktionslinie mit der
Erzeugenden ist gegeben durch

S TR sinf — 9
Yo + 92’ Yor + 92’

wobei, da cos{ >0 und ¢ positiv ist, der Wurzel das
positive Zeichen zu geben ist.

(42) cosl =

§ 6. Besondere windschiefe Flichen.

a) Wenn alle Erzeugenden einer Regelfliiche R’ einer
festen Ebene E parallel sind, so sagt man, R’ habe E als
Richtebene. Wenn man eine beliebige Regelfliche R
durch eine Anzah! ihrer Erzeugenden a,b,e,d,... in
Streifen teilt, so kann man den Streifen bc¢ (und mit ihm
alle folgenden) um b drehen, bis ¢ einer Ebene E parallel
wird, die auch zu @ und b parallel ist; dann halte man die
Streifen ab, bc fest und drehe die folgenden um ¢, bis
auch d|E wird usw. Da man die teilenden Erzeugenden
beliebig dicht nehmen kann, sieht man (Maxwell, Transact.
of the Cambr. Phil. Soc. IX, 1851):

Satz 7: Jede Regelfliche kann durch Biegung
in eine solche mit Richtebene verwandelt werden.

Wenn wir zwei Erzeugende von R auf E projizieren,
so projiziert sich ihr kiirzester Abstand in den Schnittpunkt
der Projektionen, also die Striktionslinie in die von den
Projektionen der Erzeugenden eingehiillte Kurve. Daraus
folgt*):

Satz 8: Die Striktionslinie einer Regelfliche
mit Richtebene E ist der wahre Umrif der Fliche
beziiglich einer Sehrichtung, die zu F senkrecht ist.

*) Die Definition des wahren Umrisses in Bd. I, § 25 kann
auf krumme Flichen iibertragen werden.

2*



20 I. Regelfiichen.

Hieraus ergibt sich z. B.:

Satz 9: Die Striktionslinie der Regelschar eines
schiefen hyperbolischen Paraboloids $ ist eine
Parabel*).

Denn der Kegel, welcher ¥ aus einem unendlich fernen
Punkte umschrieben werden kann, enthillt stets auch die
unendlich ferne Ebene als Beriihrungsebene, ist also ein
parabolischer Zylinder; er beriihrt § lings eines ebenen
Iegelschnittes, also einer Parabel. Nur fiir das gleichseitige
Paraboloid ist die Striktionslinie die Haupterzeugende der
anderen Schar.

b) Die Regelflichen, deren Striktionslinie & eine senk-
rechte Trajektorie der FErzeugenden ist, sollen orthoid
heiflen. Die Fliche der Zentraltangenten fillt hier mit der
Tangentenfliche von & zusammen. Zwei Nachbartangenten
derselben bestimmen eine Stellung, welche auf einer Er-
zeugenden der urspriinglichen Fliche normal steht, zugleich
aber auch in die Schmiegungsebene von & iibergeht. Fiir
die geoditischen Linien einer Fldiche ist es nun charak-
teristisch, daBl ihre Schmiegungsebenen auf der Fliche senk-
recht stehen; also:

Satz 10: Fir eine orthoide Fliche ist die Strik-
tionslinie eine geoditische Linie; die Erzeugenden
der Fliche sind die Binormalen ihrer Striktionslinie.

§ 7. Die natiirlichen Gleichungen einer Regelfliiche
und ihre Abbildungen.

Durch die vier Geschwindigkeiten w, ¢, ¢, 5, die wir
in § 1 und § 5 eingefilhrt haben**), ist eine Regelfliche %,
abgesehen von ihrer Lage im Raume, vollstindig bestimmt.
Denn die beiden ersten bestimmen in jedem Augenblick
die Komponenten der Schraubung einer Erzeugenden um
ihre zugehorige Zentraltangente, die beiden letzten, wie sich

*) Die Striktionslinie des Hyperboloids ist von Chasles,
Migotti (Wiener Sitzungsber. 1879) und Schmid (ebenda 1881)
untersucht worden; sie ist eine rationale Raumkurve vierter
Ordnung.

**) Die beiden Vokale bedeuten Winkelgeschwindigkeiten,
die beiden Konsonanten fortschreitende.
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die Zentraltangente selbst als Achse der Momentanschraubung
bewegt (vgl. § 5). Der Fortgang der Bewegung ist also
eindeutig bestimmt, sobald man eine Anfangslage der Er-
zeugenden und eine senkrecht schneidende Gerade als An-
fangslage der Zentraltangente willkiirlich angenommen hat
(vgl. tibrigens auch den SchluB des § 8). Wir wollen daher
sagen, es seien die natiirlichen Gleichungen einer
Regelfliche gegeben, wenn diese vier Geschwindigkeiten,
die wir natiirliche Bestimmungsstiicke nennen, als
Funktionen eines Parameters ¢ gegeben sind. Selbstver-
stindlich kommt es nur auf ihre Verhiltnisse an, da die
absolute Geschwindigkeit, mit der irgend eine dieser Be-
wegungskomponenten geschieht, gleichgiiltig ist. Die Regel-
flichen hingen also von drei willkirlichen Funk-
tionen ab.

Man kann bei einer vorgegebenen Regelfliche eine der
vier Funktionen willkiirlich wihlen, wie wir schon gelegent-
lich taten (w = 1)*); nur schlieBt man damit je eine von
vier besonderen Flichenarten aus, fir die je eine der vier
Geschwindigkeiten w, ©#, ¢,  Null ist, niimlich der Reihe
nach die zylindrischen Flichen, die abwickelbaren, die
orthoiden, diejenigen mit Richtebene. Wenn wir eine der
vier Geschwindigkeiten Null setzen und die drei anderen
samt den Anfangsbedingungen beibehalten, so bekommen
wir zu jeder Regelfliche : vier Abbildungen, nimlich
der Reihe nach: die zylindrische Abbildung €, die ab-
wickelbare A, die orthoide © und diejenige mit Richt-
ebene N’, welche der Kiirze halber die konoide Abbildung
heien moge, obgleich man von den Regelflichen mit Richt-
ebene nur diejenigen Konoide zu nennen pflegt, die aufier

*) Dies tut auch Antomari in seiner Thése (Paris 1894),
wo man die ausfiihrlichste Belehrung tiber die Differentialgeometrie
der Regelflichen findet, indem seine drei ,Invarianten“ ¢, h, k
fir w =1 der Reihe nach mit unseren Funktionen 7, ¢, ¢ iiber-
einstimmen. Er wendet die Methode des beweglichen Trieders,
die von Darboux in der allgemeinen Flichentheorie in so grofer
Ausdehnung benutzt wurde, auf das ausgezeichnete Trieder an,
das von der Erzeugenden, der Zentraltangente und der Zentral-
normalen gebildet wird. Man sieht, daf viele unserer folgenden
Formeln durch die Annahme =1 an Symmetrie eingebiifit hiitten;
auch wegen der Diskussion der singuliren Erzeugenden (§ 13) be-
trachten wir vorliufig alle vier Geschwindigkeiten als gleich-
berechtigt.
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der unendlich fernen Leitgeraden noch eine Leitgerade im
Endlichen besitzen. Setzen wir gleichzeitig zwei der vier
Geschwindigkeiten Null, so bekommen wir weitere Ab-
bildungen, von denen jedoch nur die konische (§ =06 = 0)
und die ,schraubenartige® (y = ¢ = 0) einiges Interesse
haben. Bei der letzteren schneiden alle Erzeugenden eine
feste Gerade senkrecht. Natiirlich sind alle diese Ab-
bildungen bis zu einem gewissen Grade unbestimmt, weil
wir eine beliebige Erzeugende als Anfangserzeugende wihlen
konnen, welche die Anfangsbedingungen der Abbildung be-
stimmt.

Bei € ist zu bemerken, daf zu ihr auch eine Kurve
auf der Zylinderfliche gehort, in welche die Striktionslinie
bei dieser Abbildung iibergeht. Bei ¥ und O und der
konischen Abbildung sind die Erzeugenden parallel zu den
entsprechenden von R selbst, weil die Richtung der Er-
zeugenden nur von den Drehungsgeschwindigkeiten @ und 7,
nicht aber von den Translationsgeschwindigkeiten 4 und ¢
abhingt. Bei der orthoiden, der konoiden und der schrauben-
artigen Abbildung bleibt der Verteilungsparameter f nach (1)
ungeindert, bei der konoiden auBerdem der Winkel der Strik-
tionslinie mit den Erzeugenden. Die konoide Abbildung kann
auch durch den Biegungsvorgang des Satzes 7 erhalten werden.

Die Gratlinie (Riickkehrkante) von 9 heife &. Zeichnet
man die vier Abbildungen der Zentraltangentenfliche T durch
den Index eins aus, so ist wegen (40) die ¥liche der Bi-
normalen von % eine D,, die Tangentenfliche der Striktions-
linie von O eine 9,. Ihre Gratlinie, d. h. die Striktionslinie
von D selbst, heifie daher ®&,. Die Schmiegungsebenen
von © sind den entsprechenden asymptotischen Ebenen von
R parallel, die Binormalen den Zentraltangenten, die Haupt-
normalen den Zentralnormalen. Die Schmiegungsebenen von
®, sind den Hauptebenen von R parallel, die Hauptnormalen
ebenfalls den Zentralnormalen. Wenn » und 7 die erste
und zweite Kriimmung von @ sind, entsprechend », und 7,
von &, , so ist:

(43) x =

(44) N = g , =
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Fiir ® und ®,; wollen wir die Frenetschen Gleichungen
(Scheffers, Theorie der Kurven, Anh. Tafel III, C) auf-
stellen, bei denen die Bogenlinge die unabhiingige Verinder-
liche ist. Da wir aber lieber ¢ als solche beibehalten wollen,
indern wir entsprechend die Frenetschen Gleichungen: Wir
bezeichnen wie a. a. O, die Richtungskosinus der Tan-
gente, Hauptnormale und Binormale von & nach folgendem
Schema:

x k4

<

< |
= |

Tangente v

(45)
Hauptnormale | I m =

Binormale A op v,

kennzeichnen die entsprechenden GréSen fir & durch den
Index eins, fiir die Striktionslinie © von R durch den
Index zwei und verstehen unter s die Bogenlinge von ®.
Dann ist z. B.:

andererseits
do_da ds _d
ds dtdat— dt’’

Bezeichnen wir also nach wie vor durch Striche Ableitungen
nach #, so folgt mit Riicksicht auf (43):

&=wl,

analog die iibrigen Gleichungen des folgenden Schemas (46),
wenn man bedenkt, dal wir wegen unserer Definition des
Vorzeichens von 7 und hiermit der Torsion (§ 5) die beiden
anderen Frenetschen Gleichungen (abweichend von der
Mehrzahl der Darstellungen) in der Form

dl di

—=Tl—xu&, %———tl

schreiben miissen ™).

*) Da eine Fortschreitungsrichtung lings einer Achse auch den
positiven Drehungssinn um dieselbe Achse definiert, so ist, wenn
Ay der Winkel zweier benachbarter Schmiegungsebenen ist, durch
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&=wl, T =7l —wa, V=—nl,
(46) f=om, w=ngp—owf, o= —qm,
y’:(l)n, ”"=77?’——a)y, 'V,=‘—77n.

§ 8. Die Bestimmung einer Regelfliiche aus ihren
natiirlichen Gleichungen.

Es seien w, #, 0,7 als Funktionen von ¢ gegeben
und fiir einen gewissen ,,Anfangswert® ¢, fiir den weder w
noch ¢ verschwinde, seien w und o nach § b positiv ge-
macht.

a) Wir gehen zuniichst darauf aus, die Kriimmung x,
und die Torsion 7, der Striktionslinie & der Regelfliche R

die Gleichung
. . Ay
7=1im As
auch das Vorzeichen der Torsion schon definiert. Behilt man
nun das Schema (45) bei, so steht damit die iibliche Schreibweise
di
(a) s =7 l
nicht im FEinklang. Man erkennt dies schon daraus, daB bei
positiver Torsion die sphirische Abbildung der positiven Bi-
normalen (wie die Anschauung unmittelbar lehrt) entgegengesetzt
der positiven Richtung der Hauptnormalen sich bewegt und zwar
unabhiingig davon, ob man ein Zeigersystem erster oder zweiter
Art zugrunde legt. Man kann nun entweder auf die geometrische
Definition des Vorzeichens der Torsion verzichten und dieses Vor-
zeichen vielmehr durch die Gleichung (a) definieren (z.B.Scheffers,
Theorie der Kurven S. 180, Gleichungen 12) oder das Schema (45)
durch Vertauschung der zweiten und dritten Zeile abindern
(Knoblauch) oder endlich die iibliche Schreibweise der Frenet-
schen Gleichungen aufgeben (Kneser, J. f. Math. Bd. 113, 1894).
‘Wir haben uns fiir das letztere entschieden.

Dafs Scheffers Zeigersysteme zweiter Art verwendet, macht
fiir diese Frage keinen Unterschied, denn damit kehrt sich kon-
sequenterweise auch der positive Drehungssinn um; vgl z. B. a.a. 0.
Fig. 36. Vielmehr riihrt die Abweichung zwischen Scheffers und
Kneser daher, daB ersterer a. a. O. tatsiichlich das Vorzeichen der

Grofie £ =17 durch die Frenetschen Gleichungen selber definiert,
nachdem die Proportionalitit %:. ..=1:m:n feststeht,
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durch natiirliche Bestimmungsstiicke auszudriicken. Die Ge-
schwindigkeit, mit der sich der Zentralpunkt bewegt, ist

47) R+ =W
Nach (42) ist
o 5
2 st =gp, =,

wobei der Anfangswert der Wurzel positiv ist. Daraus
folgt fiir die Richtung der Tangente von &:

P 9 9
(48) « &;—7——: ﬂ2=?—ﬁ"%‘ﬁ; 72‘—“0)};,];}“7-
Fir & ist % =W, also mit Benutzung von (46):

(49) W—xg p = 2[o’oc+19’l+l(aw 9 9)]— W(o(x—l—ﬂl)

Indem man diese und die entsprechenden Gleichungen
quadriert denkt und addiert, iibersicht man zufolge der
Relationen zwischen den Gro8en des Schemas (45) (Scheffers,
a.a, 0., Tafel IT) sofort, welche Glieder verschwinden und erhilt:

g 02+ V24 (cw—9n)? (6o+9Y)?

(E;O) ’: - (62 4 92)2 - (0 + 92)°
oder auch:

(69— 09?2 4 (62 + I)(ow — & 77)z
(1) P @ F 0%

Wir kénnen jetzt 4, = f,n, — y, m, aus (48) und (49) be-
rechnen. Bezeichnen wir
s — Py Yo — ot

(62) W= , _WT;@—ZB’
so ist
(53) lg =Acd — V) + Bl
und
54) { b=—Wgl,=— (A9 + A9 +Bw)a
L +[B—Aoy +dw)]l+ (Ao + A6 +Bn)i,
80
(55) { W24 = (49 + Bo)* + [(4o) + B7)*
+ [B'— Aloy + Fw))?.
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Es eriibrigt noch die Vorzeichenbestimmung von 7, fiir
irgend einen Wert 7,, den man als Anfangswert betrachten
kann. Wir legen die X-Achse des rechtwinkligen Systems
in die Erzeugende ?¢,, die Z-Achse in die Zentraltangente
wie in § 5 und sagen, die Erzeugende, die Zentralnormale
und die Zentraltangente bestimmen das ,mit der Regel-
fliche N verbundene Trieder“, wihrend Tangente,
Hauptnormale und Binormale der Striktionslinie & ,,das
mit & verbundene Trieder* bestimmen; hierbei ist auch die
Reihenfolge dieser Geraden wegen der Winkelzihlungen in
den Triederebenen von Bedeutung. Nun wird & = m =y =1;
die iibrigen Gréfien des Schemas (45) verschwinden., Wihlt
man also », positiv, so sind durch die Formeln (49) fir
die GrdBen [,, m,, n, bestimmte Vorzeichen definiert. Da-
her ist durch (54) auch fiir 7z, ein Vorzeichen definiert.
Wir haben also (den iibrigens zu erwartenden)

Satz 11: Wenn die natiirlichen Gleichungen einer
Regelfliche gegeben sind, erfordert die Bestimmung
der ersten und zweiten Kriimmung der Striktions-
linie nur Differentiationen.

Wir berechnen den Winkel ¢ zwischen der Zentralnormalen
von R und der Binormalen von & (zugleich zwischen N selbst
und der Schmiegungsebene von &) und finden aus (53)

(56) cose¢ =211, =D.

Wenn wir die angegebene Reihenfolge der beiden Geraden
festhalten, ist auch der sine definiert, weil die Zentralnormale
auch in einer Ebene des mit & verbundenen Trieders ent-
halten ist. Man kann den sine aus der Identitit

(57) B W2dr =1

bis aufs Vorzeichen berechnen; zur Bestimmung des letzteren
beachte man, daf die Tangente von & nach unseren Fest-
setzungen stets einen Winkel { im ersten oder vierten
Quadranten mit der Erzeugenden einschlieBt (§ 5). Man
iiberzeugt sich leicht aus der Anschauung (aus zwei Figuren
fir die beiden Fille), dal deswegen die Vorzeichen von »,
und sine stets iibereinstimmen. Andererseits ergibt sich aus
der Spezialisierung von (53) fiir die Anfangslage (die ja
eine beliebige sein kann)

(H8) lg=—A%, u=0B, »v,=A4o,
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daB auch », und A dasselbe Vorzeichen haben, weil ¢
positiv gemacht wurde. Also ist

(59) sine=AW .

Wenn die Bogenlinge s, der Striktionslinie die un-
abhiingige Verinderliche ist und ihr Kriimmungshalbmesser
mit 7, bezeichnet wird (W = 1), so vereinfachen sich die
Gleichungen (50) usw. zu

(502) B+ It G — P —
A=ry(ow — &y) = sine
(622) { DB =1r,(9 06— 6) = cose
de ,
o5 | = () 200 +on) g5+ A7+ By
+ (A0 + By + LB o + o),
oder
2 de
(55b) i (d )““’“’“’7) a5

+ 30w — )2+ (cw —9n2(Bw+ a2 .

b) Die Bestimmung einer Raumkurve aus ihrer ersten
und zweiten Krimmung, die als Funktionen eines Para-
meters*) gegeben seien, erfordert die Integration einer
Riccatischen Gleichung**) und einige Quadraturen (Schef-
fers, Theorie der Kurven, II, § 13f.). Wir nehmen an,
man habe auf diesem Wege die Striktionslinie & der ge-
suchten Regelfliche 3 bestimmt und wollen zeigen, daf die
vollstéindige Bestimmung von R nun keine weiteren Inte-
grationen mehr erfordert. In der Tat ist durch (56) und (58)
die Lage der Zentralnormalen in der Normalebene von &
eindeutig bestimmt, also auch die Zentralebene von N samt

*) Man kann annehmen, dieser Parameter sei die Bogenliinge,
indem man die natiirlichen Bestimmungsstiicke durch Jo?4- 92
dividieren darf.

**) Darunter versteht man heutzutage eine Differentialgleichung
von der Form y’=a+by+ cy®, wobei e, b, ¢ Funktionen der un-
abhiingigen Veriinderlichen x sind.
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einem bestimmten Drehungssinn in ihr gegeben. Weiter
ist durch

9
(60) tgt =

in der Zentralebene die Lage der Erzeugenden selbst gegen
die Tangente von & bestimmt, so daf zu jedem Punkt von
© die zugehorige Erzeugende bekannt ist.

Satz 12: Die Bestimmung einer Regelfliche aus
ihren natiirlichen Gleichungen erfordert keine an-
deren Integrationen, als die Bestimmung ihrer Strik-
tionslinie aus deren erster und zweiter Kritmmung.

Man kann zur Losung der Aufgabe dieses Paragraphen
auch einen andern Weg einschlagen, indem man zunichst
die konische Abbildung, dann die Striktionslinie bestimmt.
Vgl. hieriiber Antomari, These, Art. 9.

Wir haben uns bei der Begriindung, dafB eine Regel-
fliche durch ihre natiirlichen Gleichungen bis auf ihre Lage
im Raume vollstindig bestimmt sei, auf eine anschauliche
Uberlegung gestiitzt (§ 7), sehen aber jetzt, daf diese Tat-
sache durch den entsprechenden Satz iiber Raumkurven
auch analytisch bewiesen ist. Denn die Striktionslinien fiir
dieselben Funktionen %, und 7, sind alle untereinander kon-
gruent (Scheffers, a. a. O. 8. 219), daher nach der eben
durchgefiihrten Uberlegung auch alle Regelfiichen, welche
dieselben natiirlichen Gleichungen haben.

§ 9. Anwendungen auf besondere Regelflichen.

Wir setzen in diesem Paragraphen iiberall voraus, die
Bogenlinge der Striktionslinie sei die unabhiingige Verinder-
liche (W=1). Dann ist
(61) 6d+99=0.

a) Regelflichen mit gerader Striktionslinie.
Hier folgt aus (50a):

(62) d=%=0

(63) <=
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Nun ist -c% die geoditische Kriimmung der sphirischen Ab-
bildung der Regelfliche; also:

Satz 13: Die Regelfldchen mit gerader Striktions-
linie haben als konische Abbildung einen Um-
drehungkegel.

b) Regelflichen mit geoditischer Striktionslinie.
Wenn ¢ konstant ist, folgt*) aus (60) und (52):

(64) B=0

und umgekehrt. Durch (64) sind diejenigen Flichen ge-
kennzeichnet, deren Striktionslinie geoditisch ist. Es ergibt
sich also als Verallgemeinerung des Satzes 10 ein Satz von
Bonnet (Journ. de Pée. polyt. XIX):

Satz 14: Wenn die Striktionslinie eine geo-
ditische Linie ist, so schneidet sie alle Erzeugenden
unter demselben Winkel und umgekehrt.

Aus (61) und

Y0 — o =0
folgt, daB (62) auch hier gilt, ferner aus (50a):
(65) # =+t (ow —917)
und wegen 4 =41 aus (55)
(66) = —(on+dw).

Die Vorzeichenbestimmung von 7, geschieht wie im § 8;
z. B. ist fir ow — 99 <0, wenn »x, stets positiv gewahlt
wird, aus (49):

My =—m=—1,
aber auch 4 = —1, so dafl aus (54) stets die Gleichung (66)
ohne doppeltes Vorzeichen hervorgeht.

Wenn die Striktionslinie auflerdem eben ist, folgt aus (66):

; Ll e
(67) . » const. = tgl .
Also konnen wir den Satz 13 verallgemeinern:

Satz 15: Die Flichen mit ebener geoditischer
Striktionslinie haben als konische Abbildung einen
Umdrehungskegel.

*) Nur fiir die Flichen mit gerader Striktionslinie 1iBt sich

wegen x, =0 dieser Schluf nicht anwenden. Aber es folgt un-
mittelbar aus (62), daf auch hier der folgende Satz 14 richtig bleibt.
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Hat inshesondere % eine Richtebene (5 =0), so beriihrt
sie den Zylinder €, der ihre Striktionslinie & (die noch
immer geoditisch, aber nicht eben sei) auf die Richtebene
projiziert, lings & selbst (vgl. § 6, a)), und & ist nicht nur
geoditische Linie von %, sondern auch von €. Aus (65)
und (66) folgt nun
(68) % 7% — Teott.

7, 9

Satz 16: Fiir die geoditischen Linien der Zy-
linderflichen ist das Verhiltnis der ersten und
zweiten Kriimmung konstant und zwar ist sein ab-
soluter Wert gleich der Tangente des Winkels, den
die geoditische Linie mit den Erzeugenden ein-
schlieBt.

§ 10. Die mit einer Regelfliche verbundenen Flichen.

Wenn eine Gerade g eine Regelfliiche )t beschreibt, so
bewegt sich zugleich ihre Hauptebene, ihre asymptotische
Ebene, ihre Zentralebene. Die Charakteristik (Definition in
Bd. I, §21) der ersten Ebene nennen wir die zur Lage g
gehorige Achse, die der zweiten Nebenachse, die der
dritten rektifizierende Gerade, weil sie fir den Fall,
daB R abwickelbar ist, in die rektifizierende Gerade der
Gratlinie iibergeht und auch sonst stets der rektifizierenden
Geraden der Gratlinie ® einer abwickelbaren Abbildung
von R parallel ist. Jede der erwihnten Geraden beschreibt
eine abwickelbare Regelfliiche, die mit R verbunden ist; wir
erhalten so bei jeder Regelfiche auBer den schon friher
betrachteten Flichen noch die Achsenfliche, die Neben-
achsenfliche, die rektifizierende Fliche.

Wenn die rechtwinkligen Zeiger u, v, w einer Ebene
als Funktionen eines Parameters ¢ gegeben sind und die
Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten, so findet man aus
Bd. I, § 33 als Strahlenzeiger der Charakteristik:

Ty =@ =0W —Vw, my=q, =u,
(69) g =wuw— wu, g =",
: Qs =uv —uv, s = W',
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Wir setzen jetzt voraus, fiir R sei
3

3
Sp=1, DpP-owt=1.
1 1

Dann kann man aus (69) und § 2 die Darstellung der
frither definierten drei Regelffichen ableiten. Wir benétigen
nur den Ausdruck fiir die Achse:

;o % A — A
(70) ¢ — P P3s — P3P _ b ra

A2 ’ 94 = A2 ]

usw. Man findet durch Vergleich mit (34), daf die Achse
der Zentraltangente parallel ist, was man ibrigens auch
daraus hitte erschlieBen konnen, daB sie zur Kriimmungs-
achse von & parallel ist, wihrend die Zentraltangente zur
Binormalen von & parallel ist. Da die asymptotische Ebene
mit der Hauptebene des Striktionsbandes identisch ist (§ 5),
folgt auch der zweite Teil des folgenden Satzes:

Satz 17: Die Achse ist zur Zentraltangente, die
Nebenachse zur Erzeugenden selbst parallel

Die Achsenfliche heifle wegen der Analogie mit der
Kurventheorie auch Polarfliche, ihre Gratlinie Polar-
linie der urspriinglichen Regelfliche 3. Ein Punkt der
Polarlinie kann als Grenzlage des Schnittes dreier benach-
barter Hauptebenen gefunden werden: Es sei in den
lanfenden Zeigern X, Y, Z

(T1) SX —2)a =0

die Gleichung einer Hauptebene, wobei z, y, z die Zeiger
des Zentralpunktes sind. Man muB diese Gleichung zwei-
mal nach ¢ differenzieren, dabei X, Y, Z als konstant be-
trachten und die Gleichungen (46) anwenden (iiber die Be-
deutung der Symbole vgl. § 7 und 8):

02X -2l =220 =Wecost =0

oder
(12) X o)l = =7,
(13) ﬂX~@l=%.
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Aus (71)—(73) finden wir:

(74) X=x+rl+%ﬂ.

usw. als Zeiger eines Punktes 4 der Polarlinie. ]
Die Gratlinie der Nebenachsenfliche von R heile

Nebenpolarlinie. Zu ihrer Bestimmung gehen wir von

der Gleichung einer asymptotischen Ebene mit den laufenden
Zeigern ¢, 1), 3 aus:

Sg—2)2=0.

Nach zweimaliger Differentiation erhilt man auf analogem
Wege wie oben als Zeiger eines Punktes B der Neben-

polarlinie, wenn man — = o setat:
7

(75) x=x—el+%zx,

usw.
Die Entfernungen ¢, ¢, des Zentralpunktes von den
Punten 4 und B sind gegeben durch

72
& =3(X — )2 =1r2 +72—

-

(76)

2 ¢’

=2k —x)?=0p%2+ o

Man bemerkt die Analogien mit der Bestimmung des Mittel-
punktes der Schmiegungskugel in der Theorie der Raum-
kurven. Aus dem Bau der Gleichungen (75) geht hervor,
daB ¢ die Entfernung zwischen der Erzeugenden und ihrer
Nebenachse ist.

§ 11. Eine ausgezeichnete Erzeugungsart
der Regelftiichen.

Man weif, daB eine Raumkurve C auf oo! Arten als
Filarevolvente, auf eine einzige Art als Planevolvente einer
anderen Kurve C; aufgefaBt werden kann. Zur letzteren
Erzeugungsart besteht auch fiir eine Regelfliche ;i ein Ana-
logon. Wir verweilen aber zuniichst noch etwas beim Spezial-
fall der abwickelbaren Regelflichen, wo die Sachlage aus
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der Theorie der Raumkurven bekannt ist: Bewegt man eine
Ebene E so, daB sie immer Normalebene einer gegebenen
Kurve C bleibt, so ist dadurch noch keineswegs die Be-
wegung ihrer einzelnen Punkte bestimmt, indem man wih-
rend einer solchen Bewegung FE in sich selbst um einen
beliebigen ihrer Punkte mit beliebiger Geschwindigkeit drehen
kann. Aber auch wenn man weiter verlangt, ein in E fester
Punkt P soll die Kurve C beschreiben, so ist dadurch die
Bewegung noch nicht bestimmt. Man pflegt ja in der Theoric
der Raumkurven zwei spezielle Bewegungen zu betrachten,
die das Verlangte leisten:

Erstens kann man ¥ auf der Polarlinie C; von C (das ist
der Gratlinie der Polarfliche) ,,wilzen%, d. h.: F soll stets
Schmiegungsebene von C; bleiben, und ihre Momentan-
windung soll sich auf eine reine Drehung so reduzieren,
daB sie durch einen Drehungsstab J auf einer Tangente
von C; dargestellt werden kann. Vermége dieser Wilzung
durchliuft die Ebene E die Gesamtheit der Normalebenen
von C, und der Punkt P bewegt sich stets normal zu FE,
beschreibt also die gegebene Kurve C, wenn er zu irgend
einer Zeit auf C lag. Die Normale » von E in P, dic
wir mit ¥ fest verbunden denken, beschreibt die Tangenten-
fliche von C.

Hieran wird nichts gefindert, wenn wir eine Drehung
um die Achse % mit willkiirlich wechselnder Geschwindig-
keit hinzufiigen, die durch einen auf # liegenden Stab d,
verinderlicher Linge dargestellt werden kann, Es kommt
nur auf das Verhiltnis der Lingen von § und &, an, da
die absolute Geschwindigkeit, mit der die Bewegung ge-
schieht, gleichgiiltiy ist. Man kann also (wihrend friiher
0, = 0 war) zweitens J; so wihlen, dall eine mit E fest
verbundene Ebene Schmiegungsebene von C bleibt. Dann
setzen sich die Drehungsstibe 6 und 8, zur Momentan-
schraubung des mit C verbundenen Trieders zusammen.

Wir kehren zum allgemeinen Fall der Raumkurven
zuriick, indem wir fir eine bestimmte Lage des Systems 6
fest halten und die Ldnge von 8, verindern. So erhalten
wir fiir diese Lage oo! Windungen, die ein lineares System
bilden. Denn wenn a, die Zeiger vou J, b, die irgend
eines Stabes 4, sind, so sind @, + kb, die Zeiger einer
solchen Windung, Da & und &; sich senkrecht kreuzen,

Zindler, Liniengeometrie. 3
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erfiillen also die Momentanachsen fiir jeden reguliren Punkt
von C ein eigentliches Zylindroid (Bd. I, § 74), dasselbe,
das von den Achsen der in zweiter Ordnung berithrenden
Schraubenlinien gebildet wird (Scheffers, Theorie der
Kurven, S. 194). Im Ganzen bekommen wir also co? még-
liche Momentanachsen, die sich auf oo! Zylindroide ver-
teilen und eine Kongruenz € bilden. Da man die Linge
von ¢; beim Ubergang zu einer Nachbarlage in beliebiger
Weise stetig findern kann, so kann man auch von einer
gewdhlten Momentanachse eines Zylindroids zu einer be-
liebigen benachbarten Achse des Nachbarzylindroids iiber-
gehen. Also kann eine beliebige in € enthaltene Regelfliiche
(auBer den erwihnten Zylindroiden selbst) die Fliche der
Momentanachsen fiir eine solche Bewegung von E sein,
bei welcher der in I feste Punkt P die Kurve C beschreibt.

Wir gehen nun zum Fall einer allgemeinen Regelfliche
R iber: Wir wollen R dadurch erzeugen, daBl wir eine
Ebene E so bewegen, daB sie erstens immer Hauptebene
von R bleibt und daB dabei zweitens ein in ihr fester
Punkt P die Striktionslinie von R beschreibt; dann wird
die Normale n von E in P die gewiinschte Fliche R be-
schreiben. Wenn wir F zunichst auf der Polarlinie C,
von N wilzen, so wird die erste Forderung erfiillt, aber
nicht die zweite; hierbei kann die Drehung in jedem Augen-
blick durch einen Drehungsstab J auf einer Tangente von
C, dargestellt werden. Zur Erfiillung der zweiten Forderung
erteilen wir der Ebene FE noch eine Drehungsgeschwindigkeit
in sich, so daB dem Punkte P noch die Geschwindigkeits-
komponente ¢ in der Richtung der Zentraltangente erteilt
wird. Wir haben also die Auswahl zwischen oo! Drehungs-
achsen, die ein durch » bestimmtes Parallelbiischel in der
asymptotischen Ebene von 9 bilden. Die zu wihlende
Drehungsgeschwindigkeit 6, ist umgekehrt proportional dem
Abstande zwischen » und der gewihlten Drehungsachse.
Der konstante Stab 6 und der verinderliche J, definieren
fiir eine bestimmte Lage des Systems oo Windungen, die
ein lineares System bilden miissen. Denn wenn wir eine
bestimmte Auswahl &, , mit einer anderen J, &; in be-
liebigem Verhiltnis v superponieren, so erglbt sich die
Windung, die durch die beiden Stiibe

6(1+v) und 6, }vd
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dargestellt ist, wobei -}- das Zeichen fiir die Zusammen-
setzung paralleler Stibe (Krifte oder Drehungen) ist. Diese
Windung erteilt P die Geschwindigkeit ¢¥(1 - v); sie kann
also durch Division mit 1 + v so abgeindert werden, da8
sie ebenfalls der definierten Mannigfaltigkeit angehort. Daraus
folgt, daB die Achsen der Windungen auch hier ein Zylindroid
bilden und die weiteren Schliisse bleiben auch im allgemeinen
Fall aufrecht und fiihren zum

Satz 18: Bewegt man eine Ebene E so, daB sie
stets Hauptebene einer gegebenen Regelfliche R
bleibt und daB ein in ihr fester Punkt P die Strik-
tionslinie von R beschreibt, so bilden die méglichen
Momentanachsen in jedem Augenblick einZylindroid,
im Ganzen eine Kongruenz €. Jede Regelfliche
von € mit Ausnahme dieser Zylindroide ist als
Fliche der Momentanachsen einer Bewegung brauch-
bar bei der die gegen E feste in P errichtete Nor-
male von F die Fliche R beschreibt.

Wir untersuchen unter diesen Bewegungen den aus-
gezeichneten Fall genauer, daf sich die gewihlte Drehungs-

+achse von §; ins Unendliche entfernt, wodurch sich die
Drehung auf eine Schiebung ¢ in der Richtung der Zentral-
tangente und zugleich der Tangente ¢ von C; (Satz 17)
reduziert. Die Momentanachse der Windung ist jetzt ¢
selbst. Wir sagen, eine Ebene ,schrotet lings einer
Raumkurve*, wenn sie sich so bewegt, daB sie stets Schmie-
gungsebene der Kurve bleibt und daBl die Achse der Mo-
mentanwindung stets in die Tangente der Kurve fillt.
Gegeniiber der frither definierten Wilzung kommt also in
jedem Augenblick noch eine willkiirliche Schiebungsgeschwin-
digkeit in der Richtung der Tangente hinzu. Dann kinnen
wir das jetzige Ergebnis so aussprechen:

Satz 19: Jede Regelfliche R, deren Polarlinie
eine eigentliche Raumkurve ist, kann auf eine ein-
zige Art so erzeugt werden, dafl eine Ebene auf der
Polarlinie von R in passender Weise schrotet und
dabei eine ihrer Normalen mitfiihrt.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des bekannten
Satzes, daB eine Raumkurve auf eine einzige Art durch
Wilzung einer Ebene an ihrer Polarlinie erzeugt werden
kann und sondert sozusagen die neue willkiirliche Funktion

3*
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aus, die bei der Mannigfaltigkeit der Regelflichen gegen-
iiber den Raumkurven hinzutritt (§ 7). Dies ist nimlich
die Schiebungskomponente ¢, die in der Tat bei den ab-
wickelbaren Flichen Null ist.

Wir wollen noch die natiirlichen Gleichungen der Polar-
linie von 3 aufstellen, indem wir zunichst die Geschwindig-
keit 7" des Punktes A4 aus (74) berechnen:

X=2—o0con +).{r17 e (%—)’] .
Setzen wir
() v=ry+(5)
und wihlen das Zeigersystem so, daB seine Achsen in die
Kanten des mit i verbundenen Trieders fallen, so wird fiir
den Spezialfall der abwickelbaren Flichen V= v (und auch
fiir eine abwickelbare Abbildung von R)*). Allgemein ist nun
V2=3X?2=232?—2632x + 062420322+ v2.

Nun ist

2t =02+ 9?2

22X =Weosl =o

Sk =Wsinl =19,
also:

V2= (v-}9)02.

Um das Vorzeichen bei der Wurzelausziehung richtig zu
bestimmen, beachte man, daf fiir die abwickelbaren Flichen
V = v werden muf}, daher:

(18) V=ov+9.
Wenn wir die natiirlichen Bestimmungsstiicke der Polar-

fliche 8 von 3 durch den Index Null kennzeichnen, so
folgt aus der Lage der Polarfliiche gegen die urspriingliche:

(79) o =v+9, =0, wy=9, p=ow.

Wir haben also die natiirlichen Bestimmungsstiicke von

durch diejenigen von R selbst ausgedriickt. Eine abwickel-
*) Es wird nimlich o« =m=»=1, wihrend die ibrigen

GroBen des Schemas (45) verschwinden; ferner wird #’=o0, also
Xt=Y"=0,Z'=v.
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bare Abbildung von 3 hat eine Polarfliche %3,, deren na-
tiirliche Bestimmungsstiicke aus (79) erhalten werden, indem
man & = 0 setzt (v ist von & frei). Fiir die Gratlinie C,
von L sind die erste und zweite Kriimmung:
w,
#o = ‘é ’ Ty = Z—Z
analog fiir die Gratlinie von %, ; also:

Satz 20: Das Verhiltnis von Kriimmung und
Torsion ist in entsprechenden Punkten der Polar-
linie einer Regelfliche und der Polarlinie ihrer ab-
wickelbaren Abbildung dasselbe.

Die Geraden in F, die der Reihe nach wihrend der
Bewegung mit den Tangenten von C} zusammenfallen, um-
hilllen eine Kurve C,, lings welcher der Beriihrungspunkt
mit der Geschwindigkeit v fortschreitet, weil die Fithrungs-
geschwindigkeit & von der absoluten abzuziehen ist. Die
natiirlichen Gleichungen von C, sind also:

(80) Oy =10, We = Wy = 1 -

Eine andere ausgezeichnete Erzeugungsart der Regel-
flichen, bei der die asymptotischen Ebenen eine #hnliche
Rolle spielen, wie hier die Hauptebenen, hat Antomari
angegeben (These, Art. 14); vgl. Aufg. 8.

§ 12. Die allgemeine Regelschraubenfliche.

Wir wollen zu den Untersuchungen der vorhergehenden
Paragraphen ein Beispiel bringen: Auf dem Zylinder vom
Halbmesser a liege eine Schraubenlinie S mit dem Neigungs-
winkel v, deren Gleichungen wir also in der Form:

x = a cost
(81) Y = asint
z =attgy

ansetzen konnen. Wir denken uns die Z-Achse vertikal.
Eine Gerade g bewege sich so, daf sie gegen die X Y-Ebene
stets unter dem Winkel ¢ geneigt ist und dafi sie den
Zylinder stets in einem Punkte von S beriihrt. Die Winkel
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@ und y sollen so gezihlt werden wie & in Bd. I, § 1.
Dann beschreibt g eine ,offene schiefe Regelschraubenfliche«
R (Terminologie nach Rohn und Papperitz, Darst. Geom. IT,
Art. 603 ff)), die im allgemeinen windschief ist und nur dann
abwickelbar, wenn @ =y ist. Mit Hilfe der sphirischen
Abbildung, die ein horizontaler Kreis ist, erkennt man, daB
die asymptotische Ebene (parallel zur Beriihrungsebene der
konischen Abbildung) den kiirzesten Abstand zwischen ¢
und der Zylinderachse enthilt; deshalb ist die Zentralebene
vertikal und S zugleich die Striktionslinie. Um die Vorstellung
zu fixieren, setzen wir voraus, S sei rechtsgewunden, also

0<"P<°72[‘)

belassen jedoch fiir ¢ vorliufiz das ganze Intervall Null
bis #. Der Drehungssinn von g bei wachsendem ¢ wird
stets von oben positiv erscheinen. Es zeigt also auch die
Z-Achse des mit R nach § 5 verbundenen Trieders T in
den oberen Halbraum. Daraus folgt: Fiir das Intervall

vl o< —273 ist 9 < 0, sonst positiv. Damit ¢ positiv werde,
ist die X-Achse von 7 fir 0< 9o <y + g in diejenige

Richtung von g zu verlegen, die in den oberen Halbraum
fihrt. Da auch der Drchungssinn der Zentraltangente g,
von oben betrachtet positiv erscheint, so wird 5 dann po-
sitiv sein, wenn die erwiihnte X-Achse in den oberen Halb-
raum fithrt. Wir haben also folgende Tafel:

9 o
0 <p<wy >0 >0 >0 >0
w<<p<§ <0 >0 <0 >0

F<e<w+g | >0 | >0 | >0 | >0

w+;<q)<n >0 <0 >0 <0
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Aus der vorletzten Spalte entnimmt man, ob R linksgewunden
(€ > 0) oder rechtsgewunden ist, aus der letzten Spalte die
analoge Entscheidung fiir das Striktionsband. Die Ergeb-
nisse stimmen mit der unmittelbaren Anschauung iiberein.
Um ¢ und & zu erhalten, miissen wir die Geschwindigkeit

(82) w=_2
cosy

nach den Richtungen ¢ und g, zerlegen; also gilt fiir den
ersten Quadranten von ¢:

a -
83) o= costOS(w — @) = a(cosp + tgy sing)
(84) %= coswsm (@ — @) = a(tgy cosp — sing) .

Wir verfolgen von nun an bloB den Fall, daB ¢ im ersten
Quadranten liegt und bemerken bloS, daf fiir die dritte
Zeile der Tafel bei (84), fiir die vierte Zeile bei beiden
Formeln das Vorzeichen zu éindern ist. Aus der sphirischen
Abbildung erkennt man ferner:

(85) w=cosp, n=-sing.

Wie vorauszusehen war, sind die vier natiirlichen Bestimmungs-
stiicke konstant. Da die Achse und die Nebenachse ab-
wickelbare Schraubenfliichen beschreiben, gentigt es, fiir =0
die Abstinde der zugehorigen Achse und Nebenachse vom
Ursprung zu suchen. Man findet zunichst

= a(l + tgy tgy),
(86)
= a(tgy coty —1),
dann aus (74) und (75), weil fiir diese Anfangslage
1= —1 ist:
——at

(87) { X atgytgy,

T =atgycoty.
Man kann die letzten beiden GriéBen auch aus der Theorie
des Nullsystems bestitigen (Aufg. 9). X und g sind zu-

gleich die Halbmesser der Zylinder, auf denen die Polar-
linie B und beziehungsweise die Nebenpolarlinie 5, (beides
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Schraubenlinien) liegen. Unter Anwendung der Gleichung
(82) auf P findet man also:

(88) V— | X _ atgy )
7 cos @
COS(E- = (p)
Nach (77) ist hier
. sinZ¢p
v=1rn=aesg - atgy oty

Nach der allgemeinen Theorie muff V= 4 ¢ sein (78),
was sich bestitigt.
Die Kurve C,, von der am Schlusse des § 11 die Rede
war, ist hier ein Kreis vom Halbmesser
G, ¥

—=r.

w, f

Die Art der Schrotung einer Kurve auf einer anderen ist
(abgesehen von der absoluten Geschwindigkeit in jedem

Augenblick) vollkommen bestimmt, wenn der Parameter i

7o
der Momentanschraubung bekannt ist; wir sagen dann, die
Kurve ,,schrote mit diesem Parameter” auf der anderen. Also:

Satz 21: Eine Regelschraubenfliche mit den Be-
stimmungsstiicken a, v, ¢ entsteht auch, wenn ein
Kreis vom Halbmesser a(l 4 tgytge) auf einer
Schraubenlinie, deren Zylinderhalbmesser atgytge,

deren Steigungswinkel g—q: ist, mit dem Parameter

a(tgy — tgg) schrotet. Dabei beschreibt die Achse
des Kreises die Fliche.

Berechnet man den Kriimmungshalbmesser R der Polar-
linie nach den Formeln der Kurventheorie, so findet man

atgy
sing cosg
Andererseits muf nach (79) sein:

ey iV

@y 7
was nach (85) und (88) wieder iibereinstimmt.

)
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§ 13. Die singuliiren Erzeugenden.

Wir kniipfen an eine Analogie mit der Kurventheorie
an: Wenn die Geschwindigkeit ¢ des Kurvenpunktes ihr
Vorzeichen indert, so haben wir eine Spitze vor uns; wenn
die Winkelgeschwindigkeit o der Tangente ihr Zeichen
indert, entsteht ein Wendepunkt; wenn endlich die Winkel-
geschwindigkeit 7 der Schmiegungsebene durch Null geht,
ist ein Undulationspunkt vorhanden. Xs konnen auch
mehrere dieser Vorkommnisse zugleich eintreten und iber-
haupt die Vorzeichen der Geschwindigkeiten (den reguliren
Fall eingeschlossen) 23 — 8 Kombinationen bilden. Um sich
annihernd eine anschauliche Vorstellung vom Verlauf der
Kurven in der Umgebung solcher Punkte zu verschaffen, lege
man das mit der Kurve in einem reguléren Punkt P verbundene
Trieder. Durch P selbst wird die Umgebung von P in zwei
Stiicke geteilt. Das eine Stiick spiegle man einmal oder mechr-
mals an den Ebenen des Trieders*) (vgl. auch Wiener, Darst.
Geom.I, Art.257f. und Mehmke, Uber die Benennungu. kinem.
Unterscheidung der versch. Arten von Kurvenpunkten, Zeitschr.
f. Math. u. Phys. Bd.49). Ganzdasselbe gilt natiirlich auch fiir die
mit den Kurven verbundenen abwickelbaren Tangentenflichen.

Bei den allgemeinen Regelflichen tritt nun eine vierte
Geschwindigkeit & hinzu, und wir werden jede Erzeugende
unter die singuliren rechnen, bei welcher eine oder mehrere
dieser vier Geschwindigkeiten durch Null hindurchgehend
ihre Vorzeichen indern**). Dies gibt einschlieBlich des

*) Durch den Vorgang der Spiegelung kommen Unstetigkeiten
in die Geschwindigkeiten hinein; also ist das Bild nicht in jeder
Beziehung treu und soll nur die Wirkung des Vorzeichens der
Geschwindigkeiten veranschaulichen.

**) Wir setzen immer voraus, dag sich die Geschwindigkeiten
stetig #indern und kénnen auch den Fall ausschliefen, daf eine
von ihnen unendlich wird. Denn da es nur auf ihre Verhilt-
nisse ankommt, so kénnen wir die Bewegung der Erzeugenden
so vornehmen, daB irgend eine der vier Geschwindigkeiten, die
nicht gerade durch Null geht, an der betreffenden Stelle einen
vorgeschriebenen Wert hat, Wiirde nun eine andere Geschwindig-
keit dabei unendlich, so wiirden wir die Bewegung so ab#ndern,
dafi die letztere Geschwindigkeit einen endlichen Wert erhilt;
dann wiirde die erstere Null werden. Auch den Fall, dag alle vier
Geschwindigkeiten zugleich Null werden, kann man durch Abinde-

rung der absoluten Geschwindigkeit der Bewegung immer vermeiden,
auBer im Falle alle vier gleichzeitig ihr Vorzeichen #ndern.
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reguliren Falles 16 Kombinationen, also 15 Arten singulirer
Erzeugenden, die wir je nach der Geschwindigkeit, welche
durch Null geht, so benennen:

Bei Anderung von o, orthoide Erzeugende,

” ” » @, torsale ’ !
» »” »y W, Wende- 5 b
2 » » 71, Undulations- ,, .

Eine Erzeugende kann natiirlich zugleich orthoid und torsal
sein, wenn sowohl ¢ als & ihr Zeichen findern usw. Da-
gegen wollen wir sie eine gewoéhnliche singulire Er-
zeugende nennen, wenn eine einzige der vier Geschwindig-
keiten so ihr Zeichen #ndert, daB sie mit einer von Null
verschiedenen Ableitung durch Null geht und die
anderen endlich und von Null verschieden bleiben. Die
erste Benennung rechtfertigt sich dadurch, da die Striktions-
linje eine orthoide Erzeugende senkrecht schneidet, die beiden
letzten durch die Analogie mit der Kurventheorie. Der
Name torsale Erzeugende oder ,Torsallinie“ kommt da-
her, daB man frither eine abwickelbare Fliche auch Torsus
nannte und daB eine allgemeine Regelfliche lings einer
Torsallinie sich in mancher Beziehung wie eine abwickel-
bare verhilt (Satz 23). Die Beriihrungsebene der Regel-
fliche lings einer Torsallinie heifit Torsalebene.

Ferner wollen wir alle Erzeugenden unter die singuléiren
rechnen, fiir welche eine (oder mehrere) der vier Geschwindig-
keiten den Wert Null erreicht, ohne das Zeichen zu #ndern.
Als noch hoherer Ausnahmefall ist es zu betrachten, wenn
eine Geschwindigkeit so durch Null geht, daB auch ihre
Ableitung Null wird. Diese Fille konnen sich natiirlich
kombinieren, indem z. B. eine Geschwindigkeit, ohne ihr
Zeichen zu dndern, eine andere mit Vorzeichenwechsel durch
Null geht usw.

Wenn endlich im Verlauf der Bewegung die Gerade
mehrmals in dieselbe Lage kommt, so entsteht eine mehr-
fache Erzeugende (als gewdhnlicher Fall eine Doppel-
erzeugende), die wir auch als singulir betrachten.

Als reguldr bleiben also bei den allgemeinen¥)

*) Als allgemein bezeichnen wir fiir unsere jetzigen Zwecke
diejenigen Regelflichen, bei denen nicht eine der vier Geschwindig-

keiten immer Null ist; dagegen sollen die vier in § 7 erwihnten
Arten von Regelflichen besondere heifien.
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Regelflichen nur diejenigen Erzeugenden ibrig, die nicht
mehrfach sind und bei denen sich die Bewegung so voll-
ziehen 1ift, daB alle vier Geschwindigkeiten endlich und
von Null verschieden sind.

Fiir die besonderen Regelflichen wire diese Definition
unzweckmiiBig, da nach ihrem Wortlaut alle Erzeugenden
einer solchen Fliche singulir wiren. Wir &dndern sie daher
fiir die besonderen Regelflichen so ab, daB wir die Ge-
schwindigkeit, welche immer Null ist, {iberhaupt aufiler Be-
tracht lassen und im ibrigen dieselben Bewsennungen bei-
behalten. Die Zahl der moglichen Fille halbiert sich. Fiir
die noch spezielleren Flichen, bei denen zwei Geschwindig-
keiten fortwiihrend Null sind, miissen diese beiden aufler
Betracht bleiben. Beispielsweise ist also eine duBerste Er-
zeugende eines Zylindroids (Bd. I, § 75) der typische Fall
einer ,gewbhnlichen Torsallinie® einer ,schraubenartigen®
(§ 7) Regelfliche.

Bei dieser groBen Mannigfaltigkeit verschiedener Arten
von Singularititen wollen wir uns auf die Diskussion einiger
typischen Fille beschrinken. Aus den Gleichungen (41) geht
hervor®):

Satz 22: Bei jeder gewshnlichen singuliren Er-
zeugenden dndert entweder die Regelfldche selbst
oder ihr Striktionsband die Windung.

Ferner folgt aus § 1:

Satz 23: Alle Punkte einer Torsallinie oder einer
Wendeerzeugenden haben dieselbe Beriihrungsebene.

Wir wollen uns vom Verlauf einer Regelfliche in der
Umgebung einer gewohnlichen Torsallinie eine anschau-
liche Vorstellung verschaffen und betrachten zuerst den Fall
der Regelfichen mit Richtebene: Wir denken uns in
einer vertikalen Ebene F eine Kurve C, gezeichnet, die
einen hochsten Punkt H und in diesem einen endlichen
Kriimmungshalbmesser habe. Dann biegen wir E zu einem
Zylinder mit vertikalen Erzeugenden; die durch H gehende
heife a. Die horizontale Basiskurve B, welche die Form

*) Es wurde zwar in § 7 und 8 vorausgesetzt, daB fiir die
betrachtete Stelle ¢ und w nicht negativ seien. Aber die Giiltig-
keit aller Gleichungen bleibt bei stetiger Anderung aller darin
vorkommenden Gréfen auch unabhiingig davon erhalten; nur
mufi man negative Werte der ersten Kriimmung » jetzt zulassen.

y2
SITY
OF 7
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des Zylinders bestimmt, kénnen wir beliebig wiihlen, nur
soll sie in ihrem auf @ liegenden Punkte I eine endliche
und von Null verschiedene Kriimmung haben. ) geht
durch Biegung in eine Kurve O iiber (Fig. 3), welche noch
immer in H einen hdchsten Punkt hat. Nun bewegen wir
eine Gerade g so, daB sie immer horizontal bleibt und da8
sie den Zylinder immer in einem Punkte P von C beriihrt.
Riickt P nach H, so riickt g in eine Lage #, welche ge-
wohnliche Torsalerzeugende der durch g beschriehenen Regel-
fliche R ist; C ist die Striktionslinie von R (vgl. Satz 8).

@

Fig. 3.

Da B eine beliebige Kurve war, so ist w als eine willkiir-
liche Funktion von ¢ zu betrachten, und da C; eine be-
liebige Kurve war, so ist auch ¢ als eine willkiirliche
Funktion von ¢ anzusehen. Es hat also R keine andere
Besonderheit, als dafl sie eine Fliche mit Richtebene ist.
Zwei Erzeugende g und ¢, im selben Niveau haben
einen Schnittpunkt S; der Ort der Punkte S ist eine Doppel-
linie D der Fliche. Die horizontale Projektion D’ von D
kann die Basis B in H’ unter einem beliebigen Winkel ver-
lassen; denn man kann umgekehrt von I’ eine beliebige
Kurve I in der Basisebene ausgehen lassen, dann von den
Punkten dieser Kurve an B auf beiden Seiten der Um-
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gebung von H' die Tangenten ziehen und C so annehmen,
daB sie iiber den beiden Berithrungspunkten zweier so zu-
geordneten Tangenten dieselbe Hohe hat. Ist ferner S, der
FuBpunkt der Normalen von S auf a, so werden ;S und
S, H, wenn S auf D nach H einriickt, beide von derselben
Ordnung unendlich klein, nimlich von der zweiten, wenn
man das Bogenelement von B als unabhiingige Verinder-
liche wihlt. Also kann auch der Winkel, den die Tangente
von D in H mit der horizontalen Ebene bildet, ein be-
liebiger sein. Da eine allgemeine Regelfliche stets durch
Biegung aus einer solchen mit Richtebene erhalten werden
kann, so bleiben diese Ergebnisse auch fiir eine allgemeine
Regelfliiche richtig. Nur wird sich durch die Biegung der
Schnitt der beiden Mintel sowohl relativ zum einen wie
zum anderen Mantel verschieben.

Satz 24: Bei den Regelflichen mit Richtebene
und bei den allgemeinen Regelflichen wird eine
gewohnliche Torsallinie in ihrem Zentralpunkt H
von der Striktionslinie beriihrt. Von H geht eine
Doppellinie aus (in einer Richtung, die nicht irgend-
wie ausgezeichnet ist); in ihr schneiden sich die
peiden Mintel, in welche die Umgebung der Torsal-
linie durch diese selbst geteilt wird.

Anders ist es bei den orthoiden Regelflichen: Diejenigen
mit Richtebene sind mit den ,schraubenartigen Regelfliichen
identisch. Hat eine solche eine gewdhnliche Torsallinie, so
ist die Gerade g, auf der simtliche Erzeugende senkrecht
stehen, zugleich eine Doppellinie, die in ihrem Schnittpunkt
H mit der Torsallinie einen Endpunkt hat. Durch Biegung
dieser Fliche teilt sich die Striktionslinie g in zwei Zweige,
die in /7 in einer Spitze zusammenstoBen.

In der Umgebung solcher singuliren Erzeugenden, wo
9 ohne Zeicheninderung Null wird (der allgemeine Fall:
% =9 =0, 93 0), hat die Regelfliche ein ganz anderes
Aussehen, als in der Umgebung einer gewohnlichen Torsal-
linie; z. B. fehlt der Selbstschnitt. Wir haben daher die
Torsallinien nicht, wie es gewdhnlich geschieht, dadurch
definiert, daB sie ,,die Nachbarerzengende schneiden®, son-
dern um damit eine gestaltliche Eigenschaft zu verbinden
durch die Vorzeicheninderung von . Analog ist ja in
der Theorie der ebenen Kurven fiir die Definition der Wende-
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punkte nicht der Umstand mafigebend, daB die Tangente
von hoherer als der ersten Ordnung beriihrt, sondern da8
sie von gerader Ordnung beriihrt. Allerdings ist, wenn es
sich nicht um metrische, sondern um projektive Eigenschaften
algebraischer Gebilde handelt, die andere Definition vor-
zuziehen. Wir werden, um auch dieser Auffassung gerecht
zu werden, den Namen , Kuspidallinie*, der meist unter-
schiedslos wie Torsallinie gebraucht wird, hierfiir vorbehalten,
also eine Kuspidallinie einer Regelfliche dadurch definieren,
daB firr sie die Geschwindigkeitsvektoren ihrer Punkte an-
statt ein hyperbolisches Paraboloid zu erfiillen, ein Biischel
von parallelen Stiben bilden (§ 1), sei es, daB diese ungleich
lang (Momentanzentrum im Endlichen, & = 0) oder gleich
lang sind (Momentanzentrum im Unendlichen, w = 0). Die
Ebene dieses Biischels (die Beriihrungsebene der Regelfliche
lings der Kuspidallinie) heift Kuspidalebene. Die Be-
griffe Torsallinie und Kuspidallinie fallen also in den vom
projektiven Standpunkt gewohnlichen Fillen zusammen, treten
aber in besonderen Fillen auseinander. Es gehoren nimlich
alle Torsallinien und Wendeerzeugenden zu den Kuspidal-
linien, aber nicht umgekehrt. Das Momentanzentrum der
Bewegung einer Kuspidallinie (im allgemeinen zugleich der
Zentralpunkt) heit auch Kuspidalpunkt. Wir haben in
§ 1 eine ausgezeichnete Bewegungsart bevorzugt. Bei einer
beliebigen Bewegung kommt eine Verschiebungsgeschwindig-
keit der Geraden in sich hinzu, wobei noch immer fiir eine
Kuspidalerzeugende alle Geschwindigkeitsvektoren in einer
Ebene (auf den Tangenten einer Parabel*)) liegen.

Wenn man die eine Hilfte der Umgebung einer ge-
wohnlichen singuliren FErzeugenden an passenden Ebenen
des zugehorigen Trieders spiegelt, so kann man sich dadurch
(mit derselben Einschrinkung wie bei den Raumkurven) ein
angeniihertes Bild von denjenigen Fillen verschaffen, wo
mehrere Geschwindigkeiten zugleich durch Null gehen**).

Wenn neben einer Geschwindigkeit gleichzeitig ihre
Ableitung verschwindet oder wenn mehrere von den vier

*) Schonflies, Geom. der Bewegung, S. 5.

**) Bei den Raumkurven konnten wir von der Umgebung
emes reguliren Punktes ausgehen; bei den Regelflichen ist die
Umgebung einer reguliren Erzeugenden hierzu nicht geeignet,
weil in die Striktionslinie Ecken hineinkimen.
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Geschwindigkeiten gleichzeitig durch Null gehen oder wenn
es sich um die singuliren Erzeugenden der besonderen
Regelflichen handelt, wird man meistens die Gleichungen
des § 8 ausniitzen kdnnen. Wir geben dafiir ein Beispiel,
indem wir eine gewdhnliche orthoide Erzeugende ¢ einer
Regelfliche mit Richtebene betrachten. Fir eine solche
Fliche ist  immer, ¢ an der betreffenden Stelle gleich
Null. Wenn wir die Bogenlinge der Striktionslinie als un-
abhingige Veriinderliche wihlen, so ist

Wie=ot492=1, 6d+ ¥ =0.
Also folgt fiir ¢ hieraus und aus (50a), (52a):
d=+4+1, ¢#=0,
g =+ 0, sine=0,

d. h. fir eine solche Stelle beriihrt die Schmiegungs-
ebene der Striktionslinie die Regelfliche.

SchlieBlich bemerken wir noch, da man sich vom ex-
tremen Fall, wenn nimlich alle vier Geschwindigkeiten
gleichzeitig ihr Vorzeichen #ndern, so eine Vorstellung
machen kann: Man denke sich ein und dasselbe Stick
einer Regelfliche von einer Geraden doppelt beschrieben,
indem man die letztere an einer Stelle umkehren lifit, und
deformiere die zwei sich deckenden Maintel stetig, so daf
sie ein wenig auseinander treten. Es wire ein analoger
Vorgang, wenn man, um eine Schnabelspitze einer ebenen
Kurve zu erhalten, zwei sich urspriinglich deckende Zweige
einer Kurve mit einem Endpunkt durch stetige Deformation
auseinander treten lifit.

§ 14. Schmiegungsregelschar und beriihrende Komplexe.

Wir haben in den letzten Paragraphen vorzugsweise
die metrische Differentialgeometrie der Regelfiichen behandelt
und bringen nun noch einige Sitze aus deren projektiver
Differentialgeometrie, die besonders von Vof (Math. Ann.
Bd. 8) weit ausgebildet wurde.

Wir gehen von einer Analogie des Punktraums aus:
Wenn wir auf einer Kurve # + 1 Punkte wihlen und durch
diese eine Fliche F von bestimmter Art legen (sei es, da8
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diese Fliche durch die Punkte vollig bestimmt ist oder
nicht), dann die Punkte auf jener Kurve C in einen zu-
sammenriicken lassen, so wird jede Grenzlage, welche F
dabei annehmen kann, mit C eine Beriihrung nter Ordnung
eingehen. Analog legen wir durch » 41 benachbarte
Strahlen 4, ¢, ... ¢, einer Regelfiiche R alle mdglichen
linearen Komplexe; ihre Gesamtheit bildet ein 5 — nstufiges
lineares System &, das beim Zusammenriicken der Strahlen
nach #, im allgemeinen eine bestimmte Grenzlage ©, an-
nehmen wird. Wir sagen nun, jeder Komplex von &, be-
riihre i von der nten Ordnung. Wirsuchen das analytische
Kennzeichen dafiir, daB ein Komplex € mit der Gleichung

6
(89) D Myt =0,
1

wobei die x Plickersche Zeiger sein modgen®) und eine
Regelfliche N mit den Zeigern p;(¢) sich lings eines Strahles
t, von der mten Ordnung beriihren. Wir definieren ein
System & durch die % 41 Strahlen

i +rh), (»=0,1,...m).

Die Zeiger a eines Komplexes dieses Systems miissen dann
die n 41 Gleichungen erfiillen

(90) Zarspillo+rh)=flo+2»h)=0.
Nun ist (vgl. Hermite, Cours d’Analyse, 1873, S.74ff):

ot W= (}) ot r =T+ .. +(=1 F)
lim

h=0 h

=f0)t,) .

LiBt man also die n +1 Strablen zusammenriicken, so muf}
jeder Komplex von &, neben

(91) a3 palte) =0
noch die #» Gleichungen (» =1, ..., n)
(92) Sarsp () =0

erfilllen. FaBt man nun die sechs Zahlen p{’ fiir jedes »
als Zeiger eines Komplexes C, auf, wobei C, der Komplex

*) Fir allgemeineré Zeiger ist die Rechnung ganz analog.
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der Treffgeraden des Strahles #, selbst ist, so definieren
Co, Cy, ... C, ein n-1stufiges lineares Komplexgebiet T, ,
und jedem Komplex von &, ist die Bedingung anferlegt,
mit jedem von ¥, in Involution zu sein. &, ist also das
erginzende Gebiet von ¥, (Bd. I, § 78), kann daher
auch aus dem erginzenden Gebiet ¥ von & durch Grenz-
ibergang erhalten werden. Endlich sind nach Bd.I, Satz 174
die Triger der singuliren Komplexe eines linearen Gebietes
¥ identisch mit den gemeinsamen Strahlen des erginzenden
Gebietes ©. Wir erhalten also den

Satz 25: Definiert man durch # 41 benachbarte
Strahlen einer Regelfliche N, indem man jeden als
Triger eines Strahlengebiisches betrachtet, ein
lineares Komplexgebiet ¥, sucht fiir das Zusammen-
riicken aller Strahlen nach # die Grenzlage ¥ von
¥, so enthilt das erginzende Gebiet &, von ¥, die
Gesamtheit der linearen Komplexe, welche R lings
o (mindestens) in der nten Ordnung beriihren.

Dieser Satz gilt sogar, wenn der Rang der Matrix
p(4) sich unter n -1 erniedrigt; nur ist dann die Stufe
von ¥, niedriger als #» 41 und demgemif die Stufe von
&, hoher als 5—n. Dann beriihren alle linearen Komplexe,
die in der # — 1ten Ordnung beriihren, zugleich von selbst
in hoherer Ordnung#. Wir verfolgen nun die Bedeutung
des Satzes 25 in den einzelnen reguliren Fillen, d. h. wenn
die Matrix wirklich den Rang # 41 hat, schicken aber
einige Definitionen voraus: Legt man durch zwei benachbarte
Strahlen von N und einen beliebigen dritten eine Regel-
fliche zweiter Ordnung und bildet den Grenziibergang, in-
dem man die ersten zwei Strahlen nach #, zusammenfallen
laBt, so erhilt man eine lings #, ,beriihrende Regelschar
Solcher gibt es oo3, unter ihnen oo? Paraboloide, unter
letzteren wieder die Leitschar des Paraboloids der Tan-
genten der Grenzschraubung (§ 1). Legt man durch drei
benachbarte Strahlen von i eine Regelschar zweiter Ord-
nung und bildet wie oben die Grenzlage, so heifit diese die

*) Analoge Vorkommnisse treten schon im Punktraum auf,
z. B.: Wenn eine algebraische Raumkurve einen Wendepunkt hat,
8o beriithrt jede Ebene durch die Tangente des Wendepunktes die
Kurve (mindestens) in zweiter Ordnung. Vglt Scheffers, Theorie
der Kurven, S. 169.

Zindler, Liniengeometrie. 4
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»ochmiegungsregelschar“ fiir den Strahl #, ihre Leit-
schar die ,Haupttangentenschar“®) fiir #,; beide zusammen
liegen auf dem ,Schmiegungshyperboloid® das unter
den beriihrenden Flichen zweiter Ordnung ausgezeichnet ist
und in besonderen Fillen ein ,Schmiegungsparaboloid“ sein
oder in zwei Strahlbiischel zerfallen kann. Sucht man die
beiden schneidenden Transversalen von vier benachbarten
Strahlen und bildet wie oben den Grenziibergang, so erhilt
man die ,Schmiegungsstrahlen® oder ,Schmiegungs-
tangenten” fiir 4, die unter den Haupttangenten aus-
gezeichnet sind und R in dritter Ordnung beriihren.

Aus Satz 25 und der Diskussion der linearen Komplex-
gebiete in Bd. I, § 79 liBt sich nun leicht folgern: Fir
n=1 wird T, ein Komplexbiischel, dessen Triiger im all-
gemeinen ein parabolisches Strahlennetz (zugleich die Ge-
samtheit der in Punkten von #, beriihrenden Tangenten
von R) ist, das durch die Korrelation des Satzes 2 voll-
kommen definiert ist. Wenn jedoch #, eine torsale oder
eine Wendeerzeugende ist (§ 13), iiberhaupt wenn & oder w
verschwindet (§ 1), so besteht ¥, aus lauter singuliren Kom-
plexen. Ihre Triiger bilden ein ebenes Strahlenbiischel B,
dessen Scheitel, je nachdem ¢ oder w verschwindet, der
Zentralpunkt (Kuspidalpunkt) oder der unendlich ferne Punkt
von 7, ist. Die Ebene von B ist die Beriihrungsebene von
R lings ¢,. Die schlechthin lings ¢, beriihrenden linearen
Komplexe bilden also das vierstufige zu ¥, ergéinzende Ge-
biet und bestehen im besonderen Fall aus allen Komplexen,
die das Biischel B enthalten.

Fir n =2 wird ¥, durch die Schmiegungsregelschar
definiert, &, durch die Leitschar; jeder Komplex, welcher
die erstere enthilt, berithrt R lings 4, in zweiter Ordnung.
¥, kann aber auch in allen speziellen Formen auftreten, die
in Bd. I, § 79 fiir Komplexnetze erortert wurden; nur der

*) In der Tat sind ihre Strahlen Haupttangenten im Sinne
der Flichentheorie; denn faft man einen bestimmten Punkt P
auf ¢, auf, legt durch P den Strahl s, welcher zwei Nachbar-
strahlen schneidet, so ergibt sich beim Grenziibergang eine Haupt-
tangente in unserem Sinn, aber auch im Sinne der Flichentheorie,
weil fiir jeden durch s gehenden Schnitt der Regelfliiche die Grenz-
lage von s der Kriimmungskreis in P wird, also die Kriimmung
in P Null ist. Die zweite durch P gehende Haupttangente ist
t, selbst.
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Fall der imagindren Grundregelschar ist bei einer reellen
Erzeugenden 7, ausgeschlossen. Iir n = 3 definieren die
beiden Schmiegungsstrahlen ein Strahlennetz, welches der
Triger des Biischels der von der dritten Ordnung beriihrenden
Komplexe ist. Endlich gibt es im allgemeinen fiir jeden
Strahl 7, einen einzigen von der vierten Ordnung berithrenden
linearen Komplex.

Die Gleichung des Schmiegungshyperboloides konnen
wir nach der Regel des § 83 (Bd. I) hinschreiben:

—x ry —x
z, — 7, — 7z
— @ T, —
(93) : =0.
Dy i o o a o o o o o D¢
71 B o a o o & a, & o y
! 8 o o o o o o o % Y 8

§ 15. Algebraische Regelflichen.

Jeder ebene Schnitt einer Regelfliche mufi von allen
Erzeugenden getroffen werden. Die ebenen Schnitte sind
daher eindeutig punktweise durch die Erzeugenden auf-
einander und auf die letzteren bezogen, also fiir algebraische
Regelflichen von gleichem Geschlecht*). Man nennt das
Geschlecht der ebenen Schnitte auch das Geschlecht der
Regelfliche; insbesondere heifien die Regelflichen vom
Geschlechte Null auch rational oder unikursal.

Unter dem Range einer beliebigen Fliche versteht man
die Anzahl ihrer Tangenten, die in einem allgemein liegenden
Strahlenbiischel enthalten sind; er ist also auch gleich der
Klasse ihrer ebenen Schnitte (der Ordnung ihrer umschriebenen
Kegel) und kann hieraus bei einer Regelfliche bestimmt
werden, wenn deren Ordnung » und deren Geschlecht p
bekannt sind. Z. B. folgt fiir die rationalen Regelflichen

*) Uber den Begriff des Geschlechtes einer ebenen alge-
braischen Kurve vgl. Clebsch-Lindemann, Vorl. iiber Geom. I;
iibrigens werden die meisten der folgenden Ersrterungen hiervon
unabhiingig sein.

4‘



592 I. Regelfiiichen.

aus der Grundformel (Clebsch-Lindemann, I, S.351)%)
(=1 —2)
wegen p =0 als Zahl der Doppelpunkte der ebenen Schnitte

n—1
—("3)
Aus dem Zusammenhang zwischen Ordnung und Klasse
einer ebenen Kurve (a. a. O. S. 343):

k=nn-—1)—2d
ergibt sich daher als Rang der rationalen Regelflichen:
r=2m-—1).

Die Klasse einer beliebigen windschiefen Regelfliche R ist
gleich ihrer Ordnung. Denn schneidet man sie mit einer
Geraden g, so entspricht jedem Schnittpunkt S eine Be-
rithrungsebene durch g als Verbindungsebene mit der durch
S gehenden Erzeugenden 9. Wenn Ordnung und Klasse
eines Gebildes gleich sind, verwendet man auch die gemein-
same Bezeichnung Grad.

Wir wollen eine Regelfliche 9 betrachten, die durch
drei algebraische Raumkurven C,, C,, C; von den Ordnungen
my, My, My als ,Leitkurven® definiert ist, indem eine
Gerade sich so bewegen soll, daf sie stets die drei Kurven
schneidet*). 9 ist auch der Schnitt der drei Komplexe
von Treffgeraden, die den einzelnen Kurven zugehéren, also
(Bd. I, Satz 65):

Satz 26: Wenn die drei Leitkurven sich nirgends
schneiden, so ist die Regelfliche vom Grade 2m myms ;
jeder Schnittpunkt P von C, und C; erniedrigt den
Grad um m, .

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, daBi sich der
Kegel PC, absondert. Die Kurve €, ist eine m, mgfache

*) Wir schliefen hierbei die ganz speziellen Regelflichen
aus, bei denen jeder ebene Schnitt Riickkehrpunkte hat; dann
kdnnen wir vom Auftreten solcher iiberhaupt absehen.

**) Jede Regelfliche kann so erhalten werden, indem man
auf ihr drei Kurven zieht (z. B. drei ebene Schnitte) und sie als
Leitkurven betrachtet. Allerdings wird die urspriinglich gegebene

Fliche im allgemeinen nur ein Teil des gesamten Erzeugnisses
dieser drei Leitkurven sein.

d
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Linie von %, weil durch jeden ibrer Punkte die m,m,; Er-
zeugenden gehen, in denen sich die Verbindungskegel mit
den beiden anderen Kurven schneiden.

Wir wollen die auf () liegenden Kuspidalpunkte be-
stimmen: Sei S, ein Schnittpunkt von €] mit der abwickel-
baren Fliche 9, dic den Kurven C, und C, umschrieben
werden kann*). Durch S, geht ein Strahl s von U, der
auch C, und Cj in S, und S; schneidet. In der Beriihrungs-
ebene B von 9 lings s liegen auch die Tangenten 7, und ¢,
von O, und C; in den Punkten S, und §;. Bewegt man
also die Gerade irgendwie auf % durch die Lage s, so liegen
die Geschwindigkeitsvektoren der Punkte S, und S; in g*¥).
Also ist s eine Kuspidallinie, und S, muB der Kuspidal-
punkt sein. Denn wiire ein von S; verschiedenes Momentan-
zentrum der Bewegung in # vorhanden, so hitte S, einen
Geschwindigkeitsvektor in g, wihrend sein Vektor nach
der in der Anmerkung festgesetzten Art der Bewegung von
vorpherein doch nur in # (Tangente von C)) liegen kann
oder Null sein muB. Ersteres ist unméglich, wenn ¢ die
Ebene # schneidet™*).

Satz 271): Durch jeden Schnittpunkt und jeden
Beriihrungspunkt einer Leitkurve mit der abwickel-
baren Fliche, die den beiden anderen umschrieben
ist, geht eine Kuspidallinie der Regelfliche. Im
ersteren Fall ist der Schnittpunkt zugleich der
Kuspidalpunkt.

*) Wir konnen durch eine Tangente von C, eine Anzahl
Ebenen legen, welche auch C; beriihren. Jede derselben kénnen wir
aufbeiden Kurven fortwilzen, wodurch der erwihnte Torsus entsteht.

**) Auch fiir die bewegte Gerade s bedeutet S, , S;, S; immer
die Schnittpunkte mit C,, C,, C;, und zwar denken wir uns die
Bewegung so vollzogen, daB 8, auf s fest bleibt; dann kénnen
S, und S, im allgemeinen auf s nicht fest bleiben, weil sich die
Abstinde von S, #ndern, aber die Geschwindigkeit von S, setzt
sich aus einer Komponente in ¢, und einer lings s zusammen,
fillt also in 8.

***) Dagegen versagt in der Tat der Schluf fiir einen Be-
rithrungspunkt von €, mit %. Hier erhalten wir zwar eine
Kuspidallinie, aber der Kuspidalpunkt kann aufierhalb C, fallen.
Dies entgeht leicht, wenn man sich darauf beschrinkt zu sagen:
»durch S, gehen zwei unendlich nahe Erzeugende der Regelfiiche*.
Deshalb war diese etwas lingere Erorterung nicht tiberfliissig.

1) Ist der Natur der Sache nach auf nicht algebraische
Regelfliichen iibertragbar.
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Umgekehrt erhalten wir so alle Kuspidallinien von 9.
Denn die Geschwindigkeitsvektoren der drei Punkte S, , S, ,S;
liegen beziehungsweise in den drei Verbindungsebenen st ,
sly, st;. Hochstens einer von ihnen kann Null sein oder
in s selbst hineinfallen. Mindestens zwei von diesen Ver-
bindungsebenen miissen also fiir eine Kuspidallinie zusammen-
fallen.

Da eine Kuspidallinie in den gewohnlichen Fillen zu-
gleich Torsallinie ist, so wird im allgemeinen der Punkt S,
wihrend der Bewegung auf C, umkehren (vgl. § 13). Auf
C; wird also die Umgebung eines Kuspidalpunktes durch
diesen selbst in zwei Stiicke geteilt; durch das eine Stiick
gehen im allgemeinen um zwei reelle Schalen mehr von R
hindurch als durch das andere. Eventuell konnen Teile
der Leitkurven ,isolierte mehrfache Linien* von 9 sein,
durch deren Punkte gar keine reellen Erzeugenden gehen,

Wenn eine der Kurven C,, C;, z B. C, eine Gerade
ist, kann man von einer umschriebenen abwickelbaren Fliche
nicht mehr reden. Aber gerade in diesem Fall liegt die
Sache unmittelbar sehr anschaulich: Dreht man eine Ebene
¢ um C, und verbindet ihre Schnittpunkte 8, und S; auf
C, und C;, so erhilt man Erzengende von . Durch-
schreitet S; einen Beriithrungspunkt zwischen C; und ¢, so
indert sich dabei der Drehungssinn von ¢. Es wird also
der Schnittpunkt S, auf C; umkehren, und wir gelangen zu
einer Torsallinie.

Es sei erwithnt, daB eine Regelfliche auch durch bloS
zwel Leitkurven, von denen die eine zweimal geschnitten,
werden soll, definiert werden kann, endlich auch durch die
Trisekanten einer einzigen Kurve.

Eine algebraische Regelfliche & von hoherer als der
zweiten Ordnung mufl (eine oder mehrere) Doppellinien be-
sitzen: Denken wir uns zuerst eine windschiefe Fliche
nter Ordnung und legen durch eine Erzeugende e eine
Ebene ¢, so ist der Restschnitt S von der Ordnung n—1;
er schneide ¢ in den Punkten P;, ... P,_;,. Bewegen wir
die Punkte @y, ... @,_1 auf S so, daf sie in die Grenz-
lagen P, ... P,_, einriicken, so werden auch die durch
Q,, --- gehenden FErzeugenden in bestimmte Grenzlagen
1, ... &,y einriicken. Nur eine davon (aufler wenn e eine
mehrfache Frzeugende wire) fillt mit ¢ selbst zusammen,
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nimlich diejenige, deren Punkt @ in den Beriihrungspunkt
von ¢ mit R einriickt. Es sei dies etwa ¢,_;. Dann sind
Py, ... P,_s Doppelpunkte von N, die auch bei Drehung
von ¢ um e fest bleiben, wihrend P,_; nach Satz 2 eine
zu ¢ projektive Reihe beschreibt. Bewegt man ¢ selbst, so
beschreiben Py, ... P,_s Doppelkurven. Es ist natiirlich
nicht ausgeschlossen, daB von diesen Punkten stets mehrere
zusammenfallen und so zur Entstehung mehrfacher Kurven
fihren. .

Satz 28: Jede Erzeugende einer windschiefen
algebraischen Fliche nter Ordnung wird von der
Doppelkurve in # — 2 Punkten geschnitten.

Fir die abwickelbaren Regelflichen erfahren die
obigen Schliisse nur geringe Modifikationen. Eine Anzahl
Schnittpunkte von ¢ mit 9 fallen stets in den Beriihrungs-
punkt mit der Gratlinie binein. In der Tat ist diese eine
Doppellinie von R, und wir fragen, wie oft eine Erzeugende
e von den iibrigen Doppellinien geschnitten wird. Da von
den 7 — 2 Punkten des Satzes 28 zwei durch den Be-
rithrungspunkt B mit der Gratlinie absorbiert werden,
bleiben # —4 ibrig. Von den 5 —1 Schnittpunkten
zwischen ¢ und S fallen also im allgemeinen drei nach B.
Wenn aber ¢ die Schmiegungsebene der Gratlinie ist, so ist e
als Bestandteil der Schnittlinie mit 3@ doppelt zu ziihlen. Der
Restschnitt ist noch von der Ordnung # — 2, und von seinen
Schnittpunkten mit e fallen nur mehr zwei nach B.

Satz 29: Legt man durch einen reguliren Punkt B
der Gratlinie ® einer abwickelbaren Regelfliche
nter Ordnung eine allgemein liegende Ebene, so
hat die Schnittkurve in B eine Spitze*); gehort je-
doch die Ebene dem Biischel der Beriithrungsebenen
von & an, so hat der Restschnitt » —1ter Ordnung
in B einen Wendepunkt, auBer fiir die Schmiegungs-
ebene, wo der Restschnitt » — 2ter Ordnung ¢ in B
einfach beriithrt. Jede Erzeugende wird von den
auBer der Gratlinie vorhandenen Doppelkurven
n — 4 mal geschnitten.

*) Dieser erste Teil des Satzes ist aus der allgemeinen
Theorie der Raumkurven bekannt; auch der mittlere Teil kann
aufier den Anzahlbeziehungen auf nicht algebraische abwickelbare
Flichen libertragen werden.
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Wegen der Doppelkurve, die auf den cbenen Schnitten
Doppelpunkte hervorruft, kann eine Regelfliche nter Ord-
nung (abgesehen vom trivialen Fall der Kegelflichen) nicht
das Maximalgeschlecht der ebenen Kurven nter Ordnung
erreichen; ja es kann auch das Maximalgeschlecht der ebenen
Kurven #n — 1ter Ordnung nicht iiberschritten werden, weil
die Restschnitte der durch cine Erzeugende gelegten Ebenen
von der » — 1ten Ordnung sind. Z. B.:

Satz 30: Die Regelflichen vierter Ordnung sind
entweder vom Geschlechte Null oder eins.

Flidchen von letzterer Art erhilt man, wenn man zwei
windschiefe Gerade und einen diese nicht schneidenden
Kegelschnitt als Leitkurven wihlt. Die beiden Geraden
sind nach Satz 28 die einzigen Doppellinien und erzeugen
daher auf den ebenen Schoitten zwei Doppelpunkte.

Wenn die sechs Linienzeiger p; als ganze Funktionen
nter Ordnung eines Parameters ¢ gegeben sind

(94) oPi=do+ a1t + ...+ ay t? (i=1,...6),
wobei Zpipirs=0

identisch erfilllt sein soll, so ist dadurch eine rationale
Regelfliche definiert, deren Ordnung # betrigt. Denn die
Inzidenzbedingung mit einer gegebenen Geraden g:
2Pigirs=0

fiihrt 'auf eine Gleichung nter Ordnung. Umgekehrt kann
eine rationale Regelfliche stets in der Form (94) dargestellt
werden. Denn man kann die homogenen Zeiger der Punkte
zweier ebenen Schnittkurven als ganze rationale Funktionen
eines Parameters darstellen und aus diesen Funktionen die
Linienzeiger zusammenstellen, wobei die durch eine FEr-
zeugende zugeordneten Punkte beider Kurven demselben
Parameterwert entsprechen miissen. Der Grad der rationalen
Funktionen wird dabei formal allerdings hoher als », muf
sich aber durch Absonderung gemeinsamer Faktoren auf
reduzieren lassen, weil eben die gegebene Fliche blo8 von
nter Ordnung ist. Von dieser Darstellung aus hat Vo8
eine liniengeometrische Theorie der rationalen Regelflichen
entwickelt (Math, Ann. Bd. 8, ,,Zur Theorie der windschiefen
Flichen%, Art. XIff), aus der wir noch einen besonders ein-
fachen Satz bringen:
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Satz 31: Jede rationale Regelfliche vierter Ord-
nung ist in einem linearen Komplex enthalten.
Denn ist die Fliche in der Darstellung

4
(95) emi=2 ath G=1,...6)
A=0

gegeben, so kann man die Verhiltnisse von sechs Zahlen
b; aus den Bedingungen

6

Za.-;,b,-;—o A=0,1,...4

=1
bestimmen, worauf die Gleichung
Zbipi=0

identisch erfiillt ist. Sinkt aber der Rang der Matrix der
a auf vier herab, so ist die betreffende Regelfliche in einem
Strahlennetz enthalten.

§ 16. Die abwickelbaren Flichen vierter Ordnung.

Wir suchen die Gleichung der Tangentenfliche einer
kubischen Raumkurve C. Die Zeiger der Punkte sowohl
als der Schmiegungsebenen von C lassen sich als rationale
Funktionen dritten Grades eines Parameters ¢ darstellen
und zwar in homogenen Zeigern als ganze Kunktionen.
Seien also u; die Zeiger einer Schmiegungsebene, so liBt
sich durch

3
o= aut G=1,...4)
A=0

die Gesamtheit der Schmiegungsebenen (das ,,Ebenenbiischel
dritter Ordnung®) darstellen (Clebsch-Lindemann II,
S. 246). Die Gleichung Ju,;2; = 0 einer solchen liBt sich
daher auf die Form

(96) by t® - 3D, 82 4 3Dyt + by =0

bringen, wobei die b lineare Funktionen der # sind. Durch
einen beliebigen Punkt P des Raumes gehen, wie es sein
mufl, drei Schmiegungsebenen. Riickt P in eine Lage, wo
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zwei von diesen zusammenfallen, so wird die Grenzlage
ihrer Schnittlinie zur Tangente von C, und P gehort dann
der Tangentenfliche ;R von C an. Um die Gleichung von
¢ zu finden, haben wir also nur die Bedingung aufzuschreiben,
da8 die Gleichung (96) eine Doppelwurzel besitzt, d. h. ihre
Diskriminante Null zu setzen (Baltzer, Determinanten,
§ 11, 21):

(97) (bo bs - bl b2)2 - 4(b% - bo be) (b% - b1 ba) =0 )

und dies ist eine Gleichung vierten Grades in den z.

Hat umgekehrt eine abwickelbare Fliche die Ordnung
vier, so besitzt sie nach Satz 29 auBer ihrer Gratlinie keine
Doppelkurve. Bei ihren ebenen Schnitten treten also nur
in den Schnittpunkten mit der Gratlinie Spitzen, dagegen
Doppelpunkte iiberhaupt nicht auf. Andererseits mu nach
Satz 30 jeder ebene Schnitt einer beliebigen Regelfliche
vierter Ordnung drei oder zwei Doppelpunkte oder Spitzen
besitzen. Aber eine Gratlinie zweiter Ordnung fihrt zu
keiner abwickelbaren Fliche; also bleibt nur der Fall der
Gratlinie dritter Ordnung.

Satz 32: Die Tangentenflichen der kubischen
Raumkurven sind die einzigenabwickelbaren Flichen
vierter Ordnung. Sie sind rational und werden von
einer gewdhnlichen Beriihrungsebene der Gratlinie
in einer Kurve dritter Ordnung geschnitten, die im
Beriihrungspunktihren einzigenreellen Wendepunkt,
im Schnittpunkt mit der Gratlinie ihre Spitze hat,
von einer Schmiegungsebene jedoch in einem Kegel-
schnitt.

Der letzte Teil des Satzes folgt aus Satz 29. Man
kann unmittelbar bestitigen, daB die abwickelbare Fliche
vierter Ordnung auBer der Gratlinie keine Doppelkurve hat.
Denn durch einen Doppelpunkt miifiten zwei Tangenten an
die kubische Raumkurve gehen, was unmdglich ist, da ihre
Beriihrungspunkte vier Schnittpunkten der Verbindungsebene
gleichwertig wiren.

Die abwickelbaren Fliichen bis einschlieBlich zur siebenten
Ordnung hat Schwarz im 64. Bande des Journ. f. Math.
(De superficiebus etc.) untersucht.
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§ 17. Die Regelfliichen dritter Ordnung.

Wir schicken einen Hilfssatz iiber die projektive Be-
ziechung eines Kegelschnittes ¥ und einer geraden Punkt-
reithe g voraus. Diese Beziehung ist dadurch definiert, da
jedes Quadrupel auf %k dasselbe Doppelverhiltnis (gemessen
durch das Strahlenquadrupel aus einem beliebigen fiinften
Punkte von k) haben soll wie das entsprechende Quadrupel
auf g. Der Kegelschnitt sei definiert durch zwei projektive
Biischel «, v, w und «/, v/, o’ (Fig. 4). Den Punkten U,V, W

Fig 4.

mogen auf g die Punkte X, Y, Z entsprechen. Das Zeiger-
system sei so gelegt, daB % in der Zeigerebene z, =0 liegt.
Wenn dann

3 3
(98) w EZu.'5,~=O, ’UEZ?),-E,'=O
1 1
usw. die Gleichungen der sechs Strahlen u, ... ' sind, so
lassen sich diese Gleichungen so schreiben, daf
w=u-t+iv, w=u+1v.

Gleichzeitic lassen sich die Zeiger z:, y;, % von X, Y, Z
so schreiben (vgl. das Verfahren in Bd. I, § 62), da8

(99) z¢=x,-—§—ly; (‘i=1,...4).
Berechnen wir nun aus

ut+Av=0, wW-+iv=0
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nach Einfilhrung von (98) die & (die Zeiger von W), so
erhalten wir ganze quadratische Funktionen von 1 in der Form

(100) & =0, o&=a;+bi+ ¢;22 (t=1,2,3),

wobei die a, b, ¢ gegebene Grofen sind.

Satz 33: Wenn ein Kegelschnitt £ und cine ge-
gerade Punktreibe g projektiv aufeinander bezogen
sind, so lassen sich die homogenen Zeiger eines
Punktes von & als ganze quadratische, die eines
Punktes von ¢ als ganze lineare Funktionen eines
Parameters 41 so darstellen, daB entsprechenden
Punkten derselbe Parameterwert zugehort.

Verbindet man nun jeden Punkt W mit dem ent-
sprechenden Z, so folgt aus der Form der p,;= &z— &2,
unmittelbar (§ 15):

Satz 34: Ein Kegelschnitt # und eine hierzu pro-
jektive gerade Punktreihe g erzeugen eine Regel-
fliche dritter Ordnung.

Wenn insbesondere % und g sich schneiden, beiBt die
Fliche eine Cayleysche Fliche, sonst eine allgemeine®)
Regelfiiche dritter Ordnung. Nur setzen wir im
ersteren Fall voraus, daf der Schnittpunkt nicht ent-
sprechend gemein sei, weil sonst, wenn etwa dieser
Punkt dem Parameterwert Null entspricht, die z; mit den
a,; identisch werden, sich daher der Faktor 4 aus simtlichen
p;iz absondert und die Fliche nur vom zweiten Grad wird.

Alle Regelflichen dritter Ordnung sind rational, weil
die durch eine Erzeugende gelegten Ebenen Kegelschnitte
als Restschnitte besitzen. Die i{ibrigen ebenen Schnitte sind
also Kurven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt oder
einer Spitze. Daher schneidet die Doppelkurve jede Ebene
in einem einzigen Punkte und es folgt (vgl auch Satz 28):

Satz 35: Die Doppellinie einer Regelfliche
dritter Ordnung ist eine Gerade; sie wird von
jeder Erzeugenden geschnitten. Es gibt keine ab-
wickelbaren Flichen dritter Ordnung.

Denn die Gratlinie einer solchen wire die Doppellinie,
miifte also eine Gerade sein. Ebenso wie den Satz 31 er-
hilt man den

*) er werden n#imlich bald sehen, daf umgekehrt jede Regel-
fliche dritter Ordnung nach Art des Satzes 34 erhalten werden kann.
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Satz 36: Jede Regelfliche 3R dritter Ordnung
ist in einem Biischel linearer Komplexe, also in
einem Strahlennetz enthalten.

Bei reellen Flichen (und jede Gleichung dritter Ord-
nung mit reellen Koeffizienten stellt auch ein reelles Gebilde
dar) kann dieses Netz wegen des Vorhandenseins der Doppel-
geraden nur hyperbolisch oder parabolisch sein; die Doppel-
linie ist eine Brennlinie des Netzes. Der Satz 36 ergibt
sich fir hyperbolische Netze noch auf eine andere Art:
Wenn wir vier Erzeugende von 3 herausheben und die ge-
meinsamen Transversalen ¢, , £, suchen, so miissen sie ganz
anf 9 liegen, weil sie mehr als drei Punkte mit i gemein
haben. Diese Transversalen miissen fiir jedes Quadrupel
dieselben sein; denn halten wir drei Erzeugende fest und
bewegen die vierte, so konnten sich die Transversalen nur
auf einer Regelschar verschieben und R miifte zerfallen.
Es ist nicht ausgeschlossen, daBl die beiden Transversalen
zusammenfallen; dann muB das nach Satz 36 vorhandene
Netz parabolisch sein, und es ist leicht zu sehen, daf} dieser
Fall bei der Cayleyschen Fliche wirklich eintritt, indem
k aus g durch ein Ebenenbiischel projiziert wird, das auf
g selbst projektiv bezogen ist, wie es auch beim para-
bolischen Netz der Fall ist. Also ist jede Cayleysche
Fliche in einem parabolischen Netz enthalten, aber auch
umgekehrt: Wenn eine Regelfliche dritter Ordnung in einem
parabolischen Netz enthalten ist, so mufi die Brennlinie des
Netzes die Doppellinie d der Fliche sein, und die Reihe der
Schnittpunkte der Erzeugenden mit d ist projektiv auf das
Biischel der Verbindungsebenen mit d bezogen. Legen wir
daher durch eine Erzeugende eine Ebene, so ist auch der
Restschnitt durch das Ebenenbiischel projektiv auf d bezogen,
und wir gelangen zur Erzeugung des Satzes 34.

Fir den Fall des hyperbolischen Netzes legen wir
durch eine Erzeugende eine Ebene und kénnen den Kegel-
schnitt %, den wir als Restschnitt erhalten, als dritte Leit-
kurve zu den Brennlinien d und ! des Netzes, von denen d
die Doppellinie sein mdge, hinzunehmen; % und d miissen sich
schneiden (vgl. den Beweis des Satzes 28). Also definieren
diese drei Leitkurven in der Tat nach Satz 26 eine Regel-
fliche dritter Ordonung. In jeder Ebene e durch d liegt
eine einzige Erzeugende, die man erhilt, wenn man dic
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Schnittpunkte ¢, £ und ¢, ! verbindet. Andererseits sind
k und ! durch das Ebenenbiischel s projektiv aufeinander
bezogen, so daB auch fiir die allgemeinen Regelfliichen
dritter Ordnung die Umkehrung des Satzes 34 bewiesen ist.

Sei S der Schnittpunkt der Ebene % mit /. Um dann
zwei Strahlen von R zu finden, die in derselben Ebene E
durch ! liegen, ziehe man (Fig. 5) durch S einen Strahl a,
welcher % in S;, S, schneidet und verbinde diese Punkte
mit dem Schnittpunkt
T'=(E, d). Man sieht,
daB jede Ebene durch !

eine Doppeltangential-

ebene ist. Ferner de-
finiert das Biischel S auf %
eine Involution, die aus d
durch eine Ebeneninvolu-
tion projiziert wird; also:

Satz 37: Verbindet
man je zwei Erzeu-
gende, die durch den-
selben Punkt der Dop-
pellinie gehen, mit
dieser durch Ebenen,
so erhdlt man die Paare
eines involutorischen
Ebenenbiischels. Dual
ist auf ! eine Punkt-
involution definiert.

Fig. 5. ‘Weder d noch ! sind

Erzeugende der allge-

meinen Regelfliche. Dagegen ist bei der Cayleyschen

Fliche die Doppellinie zugleich eine Erzeugende, und zwar
Kuspidalerzeugende.

Legt man durch S die Tangenten an %, so gehen durch
die Beriihrungspunkte die beiden Kuspidalerzeugenden der
allgemeinen Fliche; sie sind daher reell oder nicht, je nach-
dem S auBerhalb oder innerhalb % liegt.

Wir kennen schon eine Regelfliche dritter Ordnung
genauer: Das Zylindroid (Bd. I, § 75). Es kann so ge-
kennzeichnet werden: 1) Die einfache Leitlinie ist die un-
endlich ferne Gerade, 2) auf deren Stellung steht die Doppel-
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linie senkrecht, 3) die erwihnte Ebeneninvolution besteht
aus zwel symmetrischen Ebenenbiischeln. Nun kann man
von einer allgemeinen Regelfliiche mit zwei reellen Kuspidal-
linien ausgehend stets durch eine reelle Kollineation diese
drei Eigenschaften erreichen. Wir wollen jetzt auch fiir
den Fall imaginirer Kuspidallinien eine besonders einfache
Normalform der Regelfiiche suchen, aus der sich alle anderen
durch eine reelle Kollineation ableiten lassen: Wir brauchen
hierzu bloB an Stelle der Kigenschaft 3) zu setzen: Die
Ebeneninvolution soll eine rechtwinklige sein, mit anderen
Worten: Wir wollen einen rechten Winkel so bewegen, da8
sein Scheitel die Z-Achse beschreibt, seine Ebene parallel zur
X Y-Ebene bleibt. Die Richtung des einen Schenkels ist dann
durch den Winkel &« mit der X Z-Ebene bestimmt. Setzen wir

tga =a,

so ist nur noch die Abhingigkeit zwischen a¢ und dem
Zeiger z des Scheitels so zu bestimmen, daf eine Fliche
dritter Ordnung entstehi. Die Gleichungen der beiden
Schenkel des rechten Winkels lassen sich schreiben:

a
2 = const., — (22— y) =zvy.

Die letztere wird nur dann eine Gleichung dritten Grades,
wenn wir als jene Abhingigkeit festsetzen:

(101) ¢ ~=g¢ oder = % .

1—a?
Es geniigt natiirlich eine der beiden Annahmen, da ihre
Ergebnisse selbst durch eine involutorische perspektive Kol-
lineation mit unendlich fernem Zentrum ineinander iiber-
gefiilhrt werden konnen. Aus der Gleichung (101) konnte
man leicht eine Anzahl Erzeugender konstruieren und sich
eine anschauliche Vorstellung der Fliche bilden. Sie hat
(fir & =45° und 135° zwei unendlich ferne Erzeugende
und besteht aus zwei kongruenten Schalen, die sich in der
Doppellinie schneiden.

Um endlich auch fiir die Cayleysche Fliche eine ein-
fache Normalform zu erhalten, verlegen wir die Doppellinie
in die unendlich ferne Gerade der XY-Ebene und kénnen
die Punktreihe auf ihr durch das Strahlenbiischel y:2 = a
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in der XY-Ebene darstellen. Den Richiungen a =0, oo
sollen im Parallelebenenbiischel z = ¢ beziehungsweise die
Ebenen 2z =0, oc entsprechen. Dann kann (vgl. die Ab-
leitung der Gleichung (66) in Bd. I, § 53) durch

(102) a=cz

die Korrelation dargestellt werden, deren Triger die unend-
lich ferne Doppellinie ist. Wir konnen durch eine spezielle
Affinitiit die Konstante ¢ auf eins bringen und haben zur
vollstiindigen Bestimmung der Fliche nur noch durch einen
beliebigen Punkt der unendlich fernen Geraden, z. B. durch
den unendlich fernen Punkt der X-Achse, in einer will-
kiirlichen durch diesen Punkt gehenden Ebene, z. B. der
X Z-Ebene, einen Kegelschnitt als Leitkurve zu wihlen.
Wir kénnen annehmen (was nur von der Wahl des Zeiger-
systems abhiingt), der Ursprung sei der Scheitel dieser Parabel
und konnen ferner durch eine spezielle Affinitiit ihre Gleichung
immer auf die einfachste Form

z =22
bringen. Durch jeden Punkt dieser Parabel haben wir nun

parallel zur XY-Ebene eine Gerade zu legen, deren Richtung
durch (102) bestimmt ist. Also ist

y=xz—2°

die Gleichung der Fliche.

Satz 38: Jede reelle Regelfliche dritter Ordnung
(abgesehen von den Kegelflichen) 1iBt sich durch
eine reelle Kollineation aus einer der drei Formen

(103) (@2 + y?)2z =2y (Zylindroid),

(104) @—y)e==zy

(105) y=xz— 28 (spezielle Cayleysche Fliche)
ableiten.

Zahlreiche Sitze iiber Regelfliichen dritter Ordnung
findet man bei Weyr, Geom. der riuml. Erzeugnisse ein-
zwei-deutiger Gebilde, insbesondere der Regelflichen dritter
Ordnung. Auch die Regelflichen vierter Ordnung wurden
schon von Cayley und Cremona untersucht (Sturm,
Liniengeom. I, S. 52—61).
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Ubungsaufgaben:

1. Die Zeiger der Zentralnormale einer Regelfliche R
sind zu berechnen, wenn R durch die Darstellung (5) ge-
geben ist.

2. Die Formeln der § 2 und 5 gestatten mannigfache
Kontrollen, z. B. bestitige man, «) daB Zentraltangente und
Zentralpunkt die Inzidenzbedingungen erfiillen, ) dafB die
Striktionslinie zur Zentralnormale senkrecht steht.

3. Eine Raumkurve berithre in einem bestimmten
Punkte P (mit der Tangente 7') ihre Schmiegungsebene von
der n-ten Ordnung; von welcher Ordnung verschwindet der
Abstand zwischen 7' und den Nachbartangenten?

4. Die Kriimmung der Striktionslinie muf davon un-
abhingig sein, mit welcher Geschwindigkeit man die Regel-
fliche durchliuft und wenn man alle vier Geschwindigkeiten
mit einem Faktor multipliziert, so multiplizieren sich auch
die Ableitungen mit demselben Faktor. Man konnte daher
vielleicht erwarten, daB die Formeln (50) und (51) fiir x,
homogen von der nullten Dimension sein miissen; dies ist
aber nicht der Fall. Wie erklirt sich dies? .

5. Wie hingt bei den Sitzen 13 und 15 der Offnungs-
winkel 2« des Umdrehungskegels von ¢ ab?

6. Wenn man bei den Regelflichen mit ebener geo-
ditischer Striktionslinie (§ 9) auch noch x, Null werden
laBt, so folgt aus (65) und (66), da ® und % Null werden,
d. h. wir kommen zum trivialen Fall des Parallelstrahlen-
biischels und man konnte glauben, daff es keine windschiefen
Regelflichen mit gerader Striktionslinie gibt. Dem wider-
spricht aber schon die Existenz der ,schraubenartigen® Regel-
fichen (6 =% =0; ¥ und w von Null verschieden), die
offenbar einc gerade Striktionslinie haben. Wie klirt sich
dies auf?

7. Es ist ein Punkt =, H, Z der Gratlinie der rektifi- -
zierenden Fliche einer Regelfliche zu suchen.

8. Man bewegt eine Ebene E so, daB sie stets asym-
ptotische Ebene einer Regelfliche bleibt, die durch eine in
E festliegende Gerade beschrieben werden soll. Welcher
Art ist die Bewegung der Ebene?

9. Man bestitige die Gleichungen (87) aus der Theorie
des Nullsystems.

Zindler, Liniengeometrie. 5
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10. Wenn man eine Regelfliche durch ein Parallel-
ebenenbiischel schneidet, so bilden die in den Punkten einer
Erzeugenden gelegten Tangenten der Schnittkurven ein
hyperbolisches Paraboloid.

11. Die Zeiger der beiden Schmiegungstangenten einer
Erzeugenden einer Regelfliche sind zu berechnen.

12. Welche Beziehungen miissen die Koeffizienten a in
den Gleichungen (95) erfiillen, damit diese wirklich eine
Regelfliche darstellt?

13. Die Fliche (104) ist dadurch anschaulich zu machen,
daB man (analog wie beim Zylindroid, Bd. I, § 75) mit einem
Kreiszylinder schneidet, dessen Achse in die Doppellinie
fallt und dann den Zylinder in eine Ebene ausbreitet.

14. An Stelle der Normalformen (103) und (104) des
Satzes 38 sind solche herzustellen, bei denen die Doppel-
linie unendlich fern ist.

15. Eine allgemeine Regelfliche dritter Ordnung ist
durch ihre Doppellinie, ihre einfache Leitlinie und fiinf Er-
zeugende bestimmt.

16. Die Untersuchungen des § 17 sind ins duale Gebiet
zu iibertragen.



I1. Abschnitt.

Differentialgeometrie der Strahlen-
kongruenzen.

§ 18. Natiirliche Linienzeiger.

Dem eigentlichen Gegenstande dieses Abschnittes seien
zwei Paragraphen vorausgeschickt, die einige auch sonst
in der Liniengeometrie niitzliche Hilfsmittel bringen sollen.
Bei gewissen Untersuchungen der differentiellen Linien-
geometrie ist das folgende Zeigersystem verwendbar, das
wir wegen seines ganz elementaren Charakters ein natiir-
liches Zeigersystem nennen wollen:

Wir wihlen einen Strahl Z mit einer bestimmten
positiven Richtung als ,,Achse“ des Systems, auf ihm einen
PunktO als ,,Ursprung® und durch O einen Halbstrahl X | Z
(Fig. 6), von dem aus wir die Winkel in der zu Z senk-
rechten Stellung zihlen; die Ebene XZ heifie ,Ausgangs-
ebene“. Irgend einen Strahl s des Raumes bestimmen wir
nun durch seinen kiirzesten Abstand a —= AS von Z (4 lie
aof Z, S auf s), durch seinen Winkel w mit Z, durch den
Winkel (X, a) = &, endlich durch die Strecke 04 = 2.
Auch fiir « ist durch die positive Richtung von Z ein be-
stimmter Drehungssinn festgelegt (Bd. I, S.24), in welchem
o entweder von Null bis 27 zu zihlen ist (woranf a stets
als positiv angesehen werden kann) oder von Null bis z
(worauf fiir @ positive und negative Werte zuzulassen sind.
Wir werden die erstere Wahl treffen*). Durch A4S als

*) Dies gilt fiir die Umgebung einer bestimmten Stelle; im
weiteren Verlauf kann man durch die stetige Anderung gezwungen
werden, alle Verinderlichen als unbeschrinkt zu betrachten.

5'
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positive Richtung ist in der Stellung (Z, s) ein positiver
Drehungssinn fiir w fixiert. Wihlt man z. B. jene Richtung
von s als positive, welche mit Z einen absolut spitzen
Winkel bildet, so ist @ von —% bis % zu zihlen und posi-
tiv, falls s gegen Z links gewunden ist (Bd.I, 8.4). Fir
die Strahlen s, welche Z schneiden, wird a = 0, aber so,

daB die gemeinsame Normale von Z und s zur Bestimmung
des Winkels « maBgebend bleibt.

Fig. 6.

Wir betrachten in Verbindung mit diesem natiirlichen
Zeigersystem ein rechtwinkliges System, dessen X- und
Z-Achse beziehungsweise nach X und Z fallen sollen, und
wollen den Zusammenhang zwischen den ,natiirlichen
Zeigern“ a, «, 2z, ® und den rechtwinkligen Zeigern g¢;
desselben Strahles s ermitteln, wobei wir die letzteren als
Normalzeiger (Bd. I, § 33) geschrieben denken. Dann ist:

(1) G+a+a=1,
(2) U+ 6%+ 5B%=0.

Wir konnen von den Zeigern p der Achse p; =1, alle
iibrigen p; gleich Null setzen. Hiermit wird nach Bd. I,
§ 37 der Reihe nach®):

*) Fiir die zweite Gleichung (3) s. auch Bd. I, § 12.
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p=q=1.
3) COSw = @5, @s = —asinw.
@) a=—2%,

wobel W= +¢=1—¢=sinw

und das Vorzeichen von

) sinw = w
dem von ¢, entgegengesetzt ist.
(6) P=0, Q=99 —%4%-
Die Zeiger des kiirzesten Abstands a werden:
99 5 419
() G=" B % =0,
i =2y, &4-Bkg, g4-o,
also weil stets d; — acosx ist:
(8) cosa=—%, sin:x:%—.

Zur Berechnung von z sind unmittelbar die beiden mittleren
Gleichungen (40) des § 38 (Bd. I) dienlich, wenn man dort
die d; statt der p; und 1, z, y, # statt z,, 2,, 2, , 7, einsetat:

(9) d4__d.5_;_Q_.

Aus (2) und (3) erhiilt man:

219, + 93 9; = asinw cosw,
aus (6) und (9):
019 — 929 = ?8in?w.

Setzt man hierin fiir ¢, und ¢, aus (8) die Werte, so kann
man die Ausdricke fiir alle Grofilen ¢ durch die natiirlichen
Zeiger zusammenstellen:

¢, = sinwsina , q, = &sinw cosx + a cosw sinx
(10) { g, = —sinwcosx, ¢; = 2sinwsina — acosw cosx ,
gs = COsSw, ¢; = —asinw .
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Umgekehrt sind in den Gleichungen (3), (4), (8), (9) die
natiirlichen Zeiger durch die rechtwinkligen homogenen
Pliickerschen Zeiger dargestellt. Die in den ¢ homogenen
Formeln nullter Dimension (4), (8), (9) sind natiirlich von
der Bedingung (1) unabhiingig.

§ 19. Die Fortschreitungsrichtungen im Linienraum.

Wenn wir einen Strahl s von einer Anfangslage s, aus
bewegen und dabei s, als Achse eines natiirlichen Zeiger-
systems wihlen (§ 18), so kénnen die beiden Zeiger #z und o
sofort beliebige Werte annehmen, wibrend ¢ und @ von
Null an sich dndern. Wir definieren daher eine ,,Um-
gebung® des Strahles s,, indem wir fiir @ und den absoluten
Betrag von w eine hinreichend kleine obere Grenze annehmen.

Analog wie im Punktraum alle Kurven, die sich in
einem Punkt beriihren, daselbst dieselbe Fortschreitungs-
richtung haben, so wollen wir sagen, daf im Linienraum
alle Regelflichen, die sich lings eines ganzen Strahls s be-
riihren, in diesem Strahl dieselbe Fortschreitungsrichtung
haben. Wo kein MiBverstindnis zu befiirchten ist, werden
wir auch die kiirzere Bezeichnung ,Richtung® gebrauchen.
Wenn fiir irgend eine durch s, gehende Regelfliche in der
Umgebung von s, die vier natiirlichen Zeiger als Funktionen
eines Parameters { gegeben sind, wobei dem Werte ¢ =0
die Lage s, entsprechen moge, so ist der Verteilungs-
parameter (§ 1) '

P—lim=,
w
wihrend limz und limx die Lage von Zentralpunkt und
Zentralebene bestimmen; P ist positiv, wo die Fldche links
gewunden ist. Zwei Regelflichen beriihren sich lings s,,
wenn sie in s, den Zentralpunkt, die Zentralebene und den
Verteilungsparameter gemein haben. FEine Fortschreitungs-
richtung durch s, kann also durch drei Zahlen gekennzeichnet
werden, als welche
‘ zy 66, P

tauglich sind. Diese drei Zahlen nennen wir die Zeiger
der Fortschreitungsrichtung. Es gibt im Linienraum
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von einem Strahl aus oo3-Richtungen, in einem Komplex co2,

in einer Kongruenz co! und in einer Regelfliche eine einzige.

Die Dimension der Richtungen ist immer um eins kleiner

als die der Mannigfaltigkeit selbst. Zu jeder Richtung ge-

hért analog wie im Punktraum zweierlei Durchlaufungssinn.
Durch die Gleichung

a
— = const. = P
w

ist bei konstantem « und z eine Schraubenfliche definiert,
die an der Stelle s, als Repriisentant der betreffenden
Richtung gelten kann. Zwei Stellen des Punktraums be-
stimmen eine einzige Verbindungsgerade, dagegen bestimmen
zwei Gerade des Linienraums unendlich viele gewdhnliche
Schraubenflichen, deren Achse in ihren kiirzesten Abstand
fillt. Es konnen nimlich in dem durch die beiden Geraden
begrenzten Teile der Schraubenfliche entweder keine, oder
eine, oder zwei ... ganze Windungen der Fliche enthalten
sein. Deshalb wollen wir die Anwendung des Richtungs-
begriffs, der eine prizisere Fassung mancher Sitze erlaubt,
im Linienraum auf die Umgebung eines gegebenen Strahl

beschriinken. '

Wenn P =0 ist, nennen wir die betreffende Richtung
eine schneidende Richtung. An Stelle der Schrauben-
fliche tritt ein reprisentierendes Strahlbiischel, dessen Scheitel
der Kuspidalpunkt, dessen Ebene die Kuspidalebene der-
jenigen Regelflichen ist, die diese Richtung haben. Durch
den Richtungszeiger & wird die Normale der Kuspidal-
ebene bestimmt. Fiir P= oo nennen wir die betreffende
Richtung eine ,zylindrische“*). An Stelle der Schrauben-
fliche tritt ein Parallelstrahlenbiischel.

Da in einem Strahl einer windschiefen Fliche auch
eine Korrelation definiert ist (Satz 2), so miissen die Fort-
schreitungsrichtungen und die Korrelationen eines Strahls s,
in gegenseitig eindeutiger Beziehung stehen, die wir noch
etwas niher untersuchen wollen, um den Zusammenhang mit
gewissen Untersuchungen von Koenigs (Sur les propr. inf.
de V'espace réglé, These 1882) herzustellen:

*) Wenn es sich um projektive Eigenschaften handelt, wird
es zweckmiBig sein, die zylindrischen Richtungen den schneiden-
den beizuzihlen.
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Sei s eine Nachbarlage von s,; AB =a der kiirzeste
Abstand zwischen s, und s (Fig. 7); §'ls durch 4; @ ein
beliebiger Punkt von s; QP_Ls, und QP'_Ls,. Dann ist
PPl a und QPP’= v der Winkel
der Ebeue s, Pmit der Ebene s, a,
die zugleich die Zentralebene
von s, fir dasjenige hyper-
bolische Paraboloid ist, welches
durch ¢, QP und die unend-
lich ferne Gerade der Ebene s, s’
als Leitlinien bestimmt ist.
Setzen wir AdAQ =7, =so
finden wir:

Fig. 7.

—cotr = acotw.

Wenn wir zur Grenze iibergehen, entspricht z der Beriihrungs-
ebene im Punkte @ und wir erhalten:

(11) —feotr = lim—2— —lim& — P.

tgw w
Durch Vergleich mit Bd. I, § 53, Gleichung (66) sehen wir
die Bezichung mit der Konstanten K der dortigen Korre-
lationsgleichung tgz = K¢, niimlich:

12 KP=—1.
Zihlen wir die Abstiinde ¢ anstatt vom Zentralpunkt von einem

beliebigen Punkte der Geraden s,, die Winkel von einer be-
liebigen Ebene durch s, , so tritt an Stelle von (11) die Gleichung

13) (€& —2)cot(r — 1) = —P.

Jetzt hat das Zeigersystem gegen die Korrelation Leine
ausgezeichnete Lage mehr; (13) stellt also eine beliebige
Korrelation des Trigers s, dar, wobei 2, 7,, P die Zeiger
der zugeordneten Fortschreitungsrichtung sind. Setzen wir

cott =u, cotyy=v,

so erhalten wir aus (13) eine bilineare Relation zwischen
den Verinderlichen { und % von der Form®):

(14) atu—bt+pu—qg=0,

*) Wir schliefien uns an die Bezeichnung Koenigs (a.a. 0.,
S. 15) an; der frithere Abstand a = A B spielt jetzt keine Rolle mehr.
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wobei
il il . 9 _py—
(15) AL 2 v+ P, b Pv—2z.
Durch Aufldsung nach den Richtungszeigern erhilt man
. e A9 L o by
(16) v=—7, e a? b2 '’ LTI Th

Satz 39: Ist eine Gerade g Triger einer Korre-
lation, so stehen die Abstinde der Punkte auf g
von einem beliebigen festen Punkt auf g und die
Tangenten (Kotangenten) der Winkel der ent-
sprechenden Ebenen mit einer beliebigen festen
Ebene durch g in bilinearer Beziehung und um-
gekehrt: Jede solche bilineare Beziehung bedeutet
eine Korrelation.

Vermdge der Gleichungen (15) kann man in den Formeln
Koenigs unsere Richtungszeiger 2z, v, P cinfiihren, ver-
moge (16) umgekehrt. Z. B. findet Koenigs, a. a. U, 8.13
und 14 als Bedingung der Involution zweier Korrelationen
(iber diesen Begriff vgl. Bd. I, § 56), deren Koeffizienten
durch die Indizes eins und zwei unterschieden sein mogen:

17) @ gy + @3¢ —bipy —byp, =0.
Durch Einfiihrung der Richtungszeiger crhilt man:

Vo s —vnsn —0uh="F+F) (1+0).
Legt man das Zeigersystem so, daf fiir die erste Korrelation,
die wir als fest denken, z, =0, v, = oo ist, s0 stellt

2y = (P, + P)v, oder g tgr,=P + P,

wobei P, konstant ist, alle Korrelationen dar, die zu einer
festen involutorisch liegen. Sie lassen sich also zu je oo!
so anordnen, daB ihre Zentralpunkte und Zentralebenen
selbst Korrelationen bilden. Man kann dieses Ergebnis
auch unabhiingig von der Gleichung (17) ableiten (Koenigs,
a. a. 0., 8.59): Die Korrelation, die der Richtung 2z, «, P
entspricht, wird nach (3) durch die Gleichung

{—o=—Ptglt — &)
dargestellt; soll sie zur festen Korrelation
= —Ptg?
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involutorisch sein, so muf} eine beziiglich 7, ¥ symmetrische
Gleichung hervorgehen, wenn man {’= ¢ setzt und dann ¢
eliminiert. Dies fiihrt wie vorhin zur Bedingung:

(18) stga = (P+ P).

Satz 40: Hebt man von den oo? Korrelationen
einer Geraden, die zu einer festen involutorisch
liegen, diejenigen heraus, deren Parameter einen
gegebenen Wert P hat, so bilden ihre Zentralpunkte
und Zentralebenen selbst eine Xorrelation.

Man kann anstatt mit den ,Richtungen® im Linienraum
auch, wie es Koenigs tut, mit den Korrelationen operieren;
aber der Richtungsbegriff ist anschaulicher. Hat die feste
Korrelation die Zeiger 2/, o', P’ statt 0, 0, P/, so tritt an
Stelle von (18):

(18a) (€ — 2)tg(e — o) = P+ P

§ 20. Die Umgebung eines Kongruenzstrahles.

Wenn wir zu einem Strahl s einer Kongruenz durch
den Ursprung des Zeigersystems eine Parallele ziehen und
mit einer Einheitskugel um den Ursprung in S zum Schnitt
bringen, so heift S die sphidrische Abbildung von s.
Die Umgebung von s wird so auf eine Umgebung von S
abgebildet*). Ziehen wir durch S auf der Kugelfliche oo!
Kurven nach allen Richtungen, so entsprechen diesen oo!
Regelflichen. Je zwei Bildkurven, die sich in S beriihren,
entsprechen zwei Regelflichen, die sich lings s beriihren.
Entsprechend den oo! Richtungen auf der Kugelfiiche sind
auch in der Kongruenz, wie schon erwihnt, nur co! Fort-
schreitungsrichtungen enthalten. Es konnen also zwei der
drei Zeiger 2, P, o, welche die Richtung im Linienraum
-bestimmen (§ 19), als Funktion des dritten aufgefat werden,
und diese Abhingigkeit wollen wir jetzt aufsuchen.

*) Diese Art der Abbildung wire nur fir solche Kongruenzen
ausgeartet, die sich in oo! Zylinderflichen zerfillen lassen; wir
nennen sie der Kiirze halber zylindrische Kongruenzen,
die anderen nichtzylindrische.
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Wenn die rechtwinkligen homogenen Linienzeiger ¢, ...q;
als Funktionen zweier Parameter u, v gegeben sind

(19) ¢ = q:(u, v),
p A

(19a) D'qigiss =0,
T

so ist dadurch eine Kongruenz bestimmt. Wir wollen die
Umgebung eines Strahles s, dem die Parameterwerte u,, v,
entsprechen, untersuchen und diirfen, da % — u,, v — v, als
neue Parameter eingefiihrt werden konnen, voraussetzen,
daBl u, = v, = 0 ist. Wir setzen ferner fiir die Umgebung
von s die Entwickelbarkeit der Zeiger in Taylorsche Reihen
voraus und verlegen nach s die Z-Achse des rechtwinkligen
Systems und gleichzeitig die Achse eines natiirlichen Zeiger-
systems, Wenn wir noch

9¢; 0g;
(W)uﬂ):o: s ( av)«:v:O: o

bezeichnen, so ist fiir die Umgebung von s

(20) G = Giu? + Gio¥ + - ..
mit Ausnahme von
(20a) g =1+ gsutt + g3, v ...

Fithren wir dies in die aus (9) folgende Gleichung (9a),
niimlich

(9a)

ein, so erhalten wir .
_ Auwr4-2Buv+Co2 ...

T Lw+2Muv+Nv2+... '~

L =q.,+ &.,

M=q¢ .0+ 9249 »

N =4, +¢.,

A =050 — Gullan,

B = 314950 + Q10950 — 920940 — Q20 944) »
C =190 — Q20U -

z— 1% — B
9 + 43

@1 Z

wobei

(22)
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Es hiingt also limZ=2, wie zu erwarten, nur von v:u ab.
Im Nenner steht im allgemeinen eine definite quadratische
Form; denn es ist identisch:

LN — M? = (¢14920 — q10924)% -

Schon hieraus kann man entnehmen, daf die Werte z auf
ein endliches Intervall beschrinkt sind.

Wir wollen aber, um dies genauer zu untersuchen, zu-
niichst eine Vereinfachung vornehmen, die zugleich eine
groBere Anschaulichkeit mit sich fiihrt: Wir setzen voraus,
die Parameter %, v seien mit ¢, g, identisch (wodurch nur
die zylindrischen Kongruenzen vorliufig ausgeschlossen
werden), und die Gleichungen der Kongruenz seien so ge-

schrieben, da8
3

(23) Sg-t.
1

Dann sind %, v, wie wir jetzt statt ¢;, g, schreiben, zu-
gleich die ersten beiden rechtwinkligen Zeiger der sphirischen
Abbildung. Ferner folgt aus den Gleichungen (8)

u? o U s
——— = sin?x = — SInX COS K&
u? + 2 ’ u? + v? ’
(24) 5
— = cos?x .
u? -+ v?

Aus (21) und (24) ergibt sich nun*):

(25) 2= @susin?a -+ (Qau — G50) SINKX COSX — g4y COSZ X .

*) Diese Gleichung (25) und die folgende (27) gilt also fir
jeden Strahl einer nichtzylindrischen Kongruenz, in dessen Um-
gebung tiberhaupt eine Entwicklung der Zeiger in eine Taylor-
sche Reihe mdglich ist. Die Strahlen, bei denen dies nicht der
Fall ist (z. B. wenn eine der partiellen Ableitungen unendlich
wird) und auch diejenigen, bei denen simtliche Koeffizienten in
(256) und (27) verschwinden, rechnen wir zu den singuliren. Es
gentigt, die’ Entwickelbarkeit von ¢, und g¢; nach %, v voraus-
zusetzen; dann folgt aus (19) und (23) dasselbe fiir ¢; und g¢;.
Uberhaupt kann man sich vorstellen, daf die Kongruenz als
zweifache Mannigfaltigkeit innerhalb einer vierfachen nur von
zwei Funktionen (etwa g, und ¢;) abhiingt. Uber die Definition
der singuliiren Strahlen vgl. § 34.
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Aus (19a) und (23) erhalten wir
(26) { o= — (ugs +vgs) (1 —ut — o2
= [q4uu2 + (QAD + qu)“” + !157712] + LU
Fiihren wir dies in

R T T ']
P =1lim r hm“2 e

ein, so kommt nach (24):
(27) P = qusin?x« — (@40 + g54) 5inx COSX + 5,082 .

Da die Koeffizienten in den Gleichungen (25) und (27) fiir
die Umgebung eines festen Ausgangsstrahles konstant sind,
haben wir hiermit schon die gewiinschte Abhingigkeit der
Zeiger # und P der Fortschreitungsrichtungen vom dritten
Zeiger « gefunden. Wir konnen aber noch durch Ver-
schiebung des natiirlichen Zeigersystems lings s und durch
Drehung um s weitere Vereinfachungen erzielen und be-
rechnen zu diesem Zwecke zuniichst die Lage gewisser aus-
gezeichneter Punkte und Ebenen: Die Extreme von 2 sind
durch die Gleichung

950 — Quu
28) & 954 + Qao
bestimmt, zu der zwei zueinander senkrechte Ebenen
gehoren; sie heiflen die Hauptebenen des Strahles s.
Bezeichnen wir

(28a) D= W(q:w — qau)? 4 (50 + q4v)2l ’
so sind durch

cos2x = 5w 1 G1» + %,

_D J

(29) {

sin2 o — q5v; 94.. ,

cos2 x = gi.“_.i& ;

—D

(30)

sin 2 & = —%L——D“u“ s
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die beiden Hauptebenen getrennt, und zwar entspricht (29)
‘das Minimum 2z, ; (30) das Maximum 2, von z. Die Punkte,
die diesen extremen Werten z entsprechen, heifflen Grenz-
punkte, der Halbierungspunkt der Strecke zwischen den
Grenzpunkten heift Mittelpunkt M des Strahles s, die
Normalebene von s in M Mittelebene von s; die Normal-
ebenen in den Grenzpunkten heifen Grenzebenen. Be-
rechnet man die Werte 2, , £,, so findet man als geometrische
Bedeutung von D:

(31) D=2z —2z
(also den Abstand der Grenzpunkte), als Zeiger z, des
Mittelpunktes:

Z Z.
(32) =205 g g,

Verlegen wir nun den Ursprung in den Mittelpunkt, so ist
(33) q5u ] 94,, = — C .
Verlegen wir die Ausgangsebene (§ 18) in eine Hauptebene,
so ist
(34) G50 = Qau =C";
verlegen wir sie aber in eine Halbierungsebene der Winkel
zwischen den Hauptebenen, so ist:

(35) Q50 = —Q4p = '—O”'

Je nachdem wir die Vereinfachung (33) zugleich mit (34)
oder (35) eintreten lassen (im zweiten Falle C =C"=0),
erhalten wir an Stelle von (25) und (27) die Gleichungen:

(25a) z=~Ccos2«x,

(27a) P ="+ Csin2«
oder

(25b) 2 = }(qau — g50) SN2,
(27Db) P = quusin?x + q5,c082x,

von denen wir die letzteren der Diskussion zugrunde
legen werden. Zunichst aber wollen wir durch Auswahl
einer der beiden Hauptebenen die Beziehung der Umgebung
von s zum ausgezeichneten Zeigersystem vollkommen ein-
deutig machen: Schreiben wir die Gleichungen (25b) und
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(27b) in der Form
2= 3(4 — B)sin2«
{ P = Asin?x 4 Beos?a
und drehen dann die Ausgangsebene um 90°, so vertauschen
sich die beiden Koeffizienten in der zweiten Gleichung und der

in der ersten dndert sein Zeichen. Wenn also weder 4 noch B
Null ist, konnen wir immer einen der beiden Fille erreichen:

(36)

@ A>0>B.

L) |B|=|A| (beide gleichbezeichnet),
denen wir hinzuzufiigen haben:

(III) A=0, B+0.

Die entsprechenden drei Strahlenarten nennen wir reguliire
nicht zylindrische Strahlen. Es hitte nun keine Schwierig-
keit, sich in den verschiedenen Fillen eine Vorstellung von
den oo! berithrenden Schraubenflichen zu machen, durch
welche wir die in der Umgebung von s vorkommenden
Fortschreltungsrlchtungen nach § 19 reprisentieren konnen
(wenn P = 0 ist, tritt ein Strahlenbiischel an Stelle der
Schraubenfliche). Es ist aber noch deutlicher, die gewonnenen
Ergebnisse zuerst auf die Hauptstrahlen der Strahlennetze
anzuwenden, weil wir sehen werden, dafl sich die Um-
gebung eines reguliren Strahles einer beliebigen Kon-
gruenz ebenso verhilt.

Vorher aber bemerken wir, daB sich bei den zylin-
drischen Kongruenzen voraussetzen liit, ¢,, g,, ¢; seien
Funktionen des einen Parameters « allein; dann wird in (22)
M=N=C=0 und aus (21)~

B v
~Z+2p 5
Der Zentralpunkt der Regelflichen durchliuft also den ganzen
Strahl (auSler wenn auch B =0). Ebenso verhalten sich in

dieser Beziehung einzelne Strahlen der nichtzylindrischen
Kongruenzen, fiir die bei passender Wahl der Parameter

Qo=(q2o=q3, =0

wird. Wir nennen sie zylindrische Strahlen. Uber das P
dieser Strahlen vgl. § 22, SchluB.

(21a)
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Durch Elimination von « aus den Gleichungen (36)°
erhilt man die Beziehung zwischen P und z:

(364a) P—A) (P—B)+2=0.

Die analoge Beziehung bei den zylindrischen Strahlen ist
linear und wird aus (21a) und (46a) erhalten (p?=1).

Die erste Gleichung (36) driickt ein Gesetz aus, das
schon von Hamilton (1830) gefunden wurde. Lifit man
nimlich die Vereinfachung (34) allein eintreten und be-
zeichnet die extremen Werte von z mit », und 7,, so nimmt
(25) die Gestalt

(25¢) 2 =1 c082x + rysin?q

an. Diese Gleichung heifit Hamiltonsche Gleichung und
ist der ersten Gleichung (36) gleichwertig. Dagegen scheint
die zweite Fundamentalgleichung (36) zuerst bei Mannheim
(Liouv. J. (2) 17, 8. 126 [1872] und Géom. ciném., S.284)
aufzutreten, obgleich Cesaro beide Gleichungen als Formeln
von Hamilton bezeichnet (Vorl. iber natiirliche Geom.,
§ 211)*).

Zu jeder Fortschreitungsrichtung (x) in der Kongruenz
gehdren gewisse andere, nimlich die ,symmetrische® (—a),

die ,quasiorthogonale® (g— + oc) **), die ,komplementire®

—g——tx . Diese Beziehungen sind gegenseitig, so da man

von ,zwei symmetrischen“ usw. Richtungen sprechen kann.
Man kann aus den Gleichungen (36) unmittelbar ablesen, in
welcher Bezichung die beiden Werte 2 oder die beiden
‘Werte P stehen, die zu zwei auf diese Art zusammen-
gehorigen Richtungen gehdren; wir iiberlassen es deshalb

*) Allerdings findet sich bei Kummer, J. f. M., Bd. 57, S. 200
eine Formel fiir P (dort %’) als Funktion eines unabhingigen

Parameters t; aber ¢ hat nicht unmittelbar die Bedeutung eines
Azimuts um den betrachteten Strahl, deshalb gestattet die Formel
keine einfache geometrische Deutung und wird auch gar nicht
weiter diskutiert. Die Gleichung (36a) kann bis auf eine Vor-
zeichenbestimmung eine der Gleichungen (36) ersetzen und findet
sich ebenfalls bei Cesaro, in geometrischer Form auch bei Mann-
heim (Géom. ciném., S. 281, Theorem 8.
**¥) Sie ist nicht im Sinne des § 46 orthogonal zu ().
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dem Leser, dies in Worten auszusprechen*). Auch sieht
man, daB die quasiorthogonale Richtung der symmetrischen
die komplementire ist, u. dgl.

§ 21. Die Umgebung der Hauptstrahlen der Netze.
Um die Gleichungen (25b) und (27b) auf die Hauptstrahlen

der Netze anzuwenden, miissen wir die Gleichungen (78a),

(83) und (85) in Bd. I, § 55 zuerst durch Yg¢} + ¢% + ¢
dividieren, um die Bedingung (23) zu erfiillen. Fiihren wir

dann die so geiinderten Groflen g;, ¢, als neue Parameter
ein und bezeichnen sie mit %, v, so erhalten wir fiir das
hyperbolische Netz

(37 gy =cutgp, g¢;—=—cvcoty,

wobei 2¢ der Winkel der Brennlinien, 2¢ der kiirzeste Ab-
stand derselben ist; fiir das elliptische Neta:

cv
(38) Q=—cmu, gg=——,
wobei 2¢ der Abstand der beiden Potenzebenen ist, m das
Achsenverhiltnis der Kehlellipsen der koaxialen Hyperboloide,
in die das Netz zerlegt werden kann; fiir das parabolische
Netz:

v
(39) q,=0, 95=—j-f;

in allen drei Fillen ist hinzuzufiigen:

h=u, @=v, g=7F1—ut—02
Es ist in der Tat g5, = g4, = 0, also sind die Bedingungen
fir die Anwendbarkeit der Gleichungen (25b) und (27b)
erfiillt und man erhilt fiir das hyperbolische Netz

sin2x

(P —_ 1 — 2

(40) =z csin2<p - P = c(tgp sin2a — cotp cos?yx),

*) Die entsprechenden Beziehungen zwischen den ,,Nachbar-
strahlen®, zu denen zwei symmetrische oder zwei quasiorthogonale
Richtungen fithren, finden sich (unter anderen Bezeichnungen)
bei Hensel (J. f. Math., Bd. 102, 1888). Der dortige Satz iiber
s, Diametralstrahlen® ist selbstverstindlich, sobald man den Begriff
der Richtung im Linienraum einfiihrt.

Zindler, Liniengeometrie. 6
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fiir das elliptische:

1—m? , : 1
(41) z2=¢ s sin2« , P=—c(msm20c+}—n—cos2oc),
fiir das parabolische:
8in 20 cos?x
(42) &= 2K ’ = K

Da in (40) c stets positiv und ¢ ein spitzer Winkel ist
(Bd. I, § 55,a), in (41) stets 0 <m =1 und ¢ bei den rechts-
gewundenen Netzen positiv ist (Bd. I, § 55,¢), so ordnen
sich die Gleichungspaare (40), (41), (42) der Reihe nach
unter die Fille (I), (IT), (III) des vorigen Paragraphen unter,
die eben mit Riicksicht auf diese einfachsten Beispiele so
normiert wurden. Vergleicht man die Ausdriicke fir z mit
der dritten Gleichung
2 =hsin2«

des Zylindroids (Bd. I, § 75), so folgt fiir alle drei Fille
(vgl. Bd. I, Satz 162):

Satz 41: Die Zentraltangenten aller Regelflichen,
die durch den Hauptstrahl eines Netzes gehen,

liegen auf einem Zylindroid, dessen Gesamthdhe
2k in den drei Féillen der Reihe nach durch

2¢
sin2¢’

¢ : =|1
(43) 2h = 2h——(1—m?), 2h~|Kl
bestimmt ist*).

Nur fiir den Fall daB P = 0 ist, wo also der Haupt-
strahl zugleich Kuspidalerzeugende wird, ist an Stelle der
Zentraltangente die im Kuspidalpunkt errichtete Normale
auf die lings der Kuspidallinie berithrende Ebene (die
,Kuspidalebene®) der Regelfliche zu setzen, weil die
Grenzlage des kiirzesten Abstandes in diese Linie {ibergeht.
Dieser Fall kann nur bei den hyperbolischen und para-
bolischen Netzen eintreten und zwar wird bei den ersteren
P =0 fir

(44) tga = 4 cote.
*) Man beachte, daf 2k zugleich der Abstand der Grenz-

punkte und in der ersten Gleichung 2¢ der Abstand der Brenn-
punkte ist.
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In der Tat stimmt dies mit der folgenden unmittelbaren
Uberlegung iiberein (vgl. Bd. I, Fig. 73 und die Diskussion
daselbst): Wenn e¢ine Brennlinie den Hauptsirahl in S
schneidet und man zieht durch S diejenige Parallele g zur
Mittelebene, welche die andere Brennlinie & senkrecht kreuzt,
so liegt auch g auf dem Zylindroid und ist als Grenzlage
des kiirzesten Abstandes derjenigen Netzstrahlen zu be-
trachten, die sich in S schneiden, also dem Biischel (S, ¥)
angehdren. Die Ebene dieses Biischels ist Kuspidalebene
fir alle Regelflichen, die man durch die Verbindungslinien
zweier Punkte P, P’ definiert, von denen P’ auf ¥ mit
endlicher Geschwindigkeit den Schnittpunkt mit dem Haupt-
strahl durchschreiten, dagegen P auf & so nach S gelangen
mdge, daBl dort die Geschwindigkeit Null wird (wobei im
gewohnlichen Fall P in S umkehren wird). Die Linie g
und die analoge § trennen auf dem Zylindroid die beiden
Gebiete, fiir welche die zu den Zylindroidstrahlen als Grenz-
lagen der kiirzesten Abstéinde gehorigen Werte P verschiedene
Vorzeichen haben.

§ 22. Die extremen Werte des Verteilungsparameters.

Aus dem Werte von 9.5 (Gleichung (36)) entnimmt man
unmittelbar: do

Satz 42: Die Extreme von P gehdren zu den-
jenigen Regelflichen der Kongruenz, deren Zentral-
tangenten in die Mittelebene von s fallen.

Wir hitten hier ebensogut sagen konnen ,deren Zentral-
ebenen die Halbierungsebenen der Winkel zwischen den
Hauptebenen sind“ und wollen diese Zentralebenen als
»sKrimmungsebenen® bezeichnen, weil ihr Azimut o den-
Jenigen Fortschreitungsrichtungen der Kongruenz zugehort,
in denen die beriihrenden Schraubenflichen, wie aus § 3,
Gleichung (27) hervorgeht, in ihren Zentralpunkten extreme
Werte des KriimmungsmafBies haben. Z. B. sind also fiir
die Hauptstrahlen der Netze bei der Lage des Zeigersystems,
wie sie in Bd. I, § 55a, ¢, d) und auch hier stets gewihlt
wurde, die XZ- und die YZ-Ebene die Kriimmungsebenen,
dagegen die Ebenen y — -+ z die Hauptebenen.

6*
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Die extremen Werte von P sind vom Zeigersystem
unabhiingige Zahlen, die zugleich mit den Konstanten 4
und B der Normalform (36) identisch sind. Diese
aber hingen wieder in einfacher Weise (vgl. den nichsten
Paragraphen) mit gewissen anderen Konstanten zusammen,
die fiir die Umgebung des betrachteten Strahles charakter-
istisch sind. Es ist daher wichtig, die Extreme von P fiir
eine beliebige Lage des Strahles gegen das Zeigersystem
zu berechnen: Wir setzen jetzt voraus, die Zeiger p des
Kongruenzstrahles seien als Funktionen irgend zweier Para-
meter %, v gegeben:

(45) Py =py(u, v).
Es ist nach den Bezeichnungen in Bd.I, § 37:

. M
P=-—11m—?;épq :

Hier haben wir, wenn die Umgebung des Strables p,(«, v)
betrachtet werden soll, die Entwicklungen von p, (% + 11, v+ b)
fiir ¢, in die Ausdriicke fiir M/ und w? einzusetzen. Durch
partielle Differentiation der Identitit

6
er‘p’p""'?' =0

findet man:

6 6
va+3 Pru = 0 ) Z_pv+3pvv =0 )
1 1

6 d2p 6
Zlvasm == —prs,upm usw.

Setzt man noch —3 - =1, so erhiilt man

R+2S14+ T2 )
Ut ewitva?
*) Im Zshler ist die alphabetische Ordnung R, §, T ein-

gehalten, aber nicht im Nenner, weil » zu V¥ in derselben Be-
ziehung steht, wie u zu U.

(46) P=

2 *)
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Dabei ist

3 3
R =vaupv+3,u ) T =vavpv+3, vy
(47) v=1 1

G -
S = ‘%‘vaupvﬁ-s,v .

(48) { U= 2(272103u —]’3]721:)2 ) V= 2(2’21’3:; _])3])2”)2)
W = Z(p2psu — PsP2u) (P2 P30 — PsP2o)

und die Summen in (48) beziehen sich auf noch zwei andere
Glieder, die durch zyklische Vertauschung der Marken 1, 2, 3
hervorgehen. Die Werte, welche P zu einem Extrem machen,
ergeben sich aus der Gleichung®)

(49) (U--2WA+Vi2)(S+ T =(R+284+T1)W+V1i)

oder U R 22
(50) I I Y
v r 1

Es kommt uns weniger auf die Berechnung dieser Werte 4
an, als auf die zugehorigen extremen Werte P,; fiir diese
entnehmen wir unmittelbar aus (46) und (49):
S+71 ,
wval
Eliminieren wir aus (50) und (51) das 4, so erhalten wir
die quadratische Gleichung fiir P,, deren Wurzeln die Werte 4
und B der Gleichung (36) sind (iiber die Ausfiihrung dieser
Elimination vgl. Scheffers, a. a. O)):
P (RT—82)—p2(UT—2WS+ VR)P,+(UV—W2)P2=0.
Insbesondere ist:
RIE—8% _UT'—2WS+VR
gy —with AT E="gy n

Es kann sein, da P von 1 unabhingig wird, indem
die Koeffizienten im Zihler und Nenner von (46) einander

(51) -Pa =

2

62) AB=—

*) Ganz analog ist die Aufgabe der Flichentheorie, die
Hauptkriimmungshalbmesser in einem Punkte einer Fliche zu
finden. Vgl z. B. Scheffers, Theorie der Flichen, S. 116 f.
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proportional werden. Ein solcher Strahl heifle isotrop.
Die Bedingungen fiir ihn sind:

53) UI—VR=0, US—WR=0, VS—WT=0,

unter denen sich zwei unabhiingige befinden*). Die Strahlen,
fir die 4 = —DB ist, nennen wir aus einem spiter (§ 30)
ersichtlichen Grunde Normalstrahlen. Die Bedingung fiir
einen solchen ist also:

(532) UT—2WS+VR=0.

Satz 43: Die isotropen Strahlen einer Kongruenz
sind im allgemeinen isoliert, die Normalstrahlen
bilden eine Regelfliche*¥), '

Es mag noch bemerkt werden, daf nicht nur U, V,
sondern auch UV — W? wesentlich positiv ist, weil es sich
nach der Identitit (24) des § 3 als Summe dreier Quadrate
darstellen liBt.

Fir die zylindrischen Strahlen wird (§ 20, SchluB)
T=V=W=0 und

R S

P durchliuft alle Werte zwischen —oco und oo (aufler
wenn auch S = 0).

Eine Kongruenz, deren simtliche Strahlen isotrop sind,
heift selbst isotrop; eine Kongruenz, deren Strahlen alle
Normalstrahlen sind, heifit eine Normalenkongruenz (vgl.
§ 30).

*) Wenn von den Determinanten einer Matrix mit zwei
Zeilen und drei Spalten zwei verschwinden, so kann man im
allgemeinen schlieben, daf auch die dritte verschwindet; nur
dann nicht, wenn das Verschwinden jener zwei dadurch entsteht,
daB die Elemente der gemeinsamen Spalte beide Null sind. Dieser
Fall wird in § 28 wichtig werden.

**) Dieser Satz ergibt sich auch mit den Hilfsmitteln des
folgenden Paragraphen; in der Tat ist es fiir das Hauptnetz eine
zweifache Bedingung, da jede seiner Brennlinien den unendlich
fernen imaginiren Kugelkreis trifft, dagegen nur eine einfache,
daB sich seine Brennlinien senkrecht kreuzen. Analog sind ja
die Kreispunkte einer Fliche im allgemeinen isoliert, dagegen
diejenigen in Kurven angeordnet, deren Indikatrix eine gleich-
seitige Hyperbe! ist.
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§ 23. Die beriihrenden Strahlennetze und das
beriihrende Schraubenbiischel.

Die Ergebnisse des § 21 lassen sich wortlich auf die
Umgebungen der reguliren Strahlen einer beliebigen Kon-
gruenz iibertragen, bei der wir 4 und B nach § 22 als
bekannt betrachten konnen; denn man kann im Falle (I)
(vgl. S. 79) die Gleichungen

ctgp=A, ccotp=—B,
im Falle (II) die Gleichungen

cem=—4, —=—B
m
reell nach ¢ und ¢ oder ¢ und 7 so auflosen, daB diese
Grofien auch die anderen nach (40) bis (42) angegebenen
Bedingungen erfiillen:

—
o=|V=2B|, wo=|)/-%],
(54) ~
tg2¢ — 2 A’ :_Ajf (fiir 1),
. 71
(55) c=YAB, m =V.B (fir 10),
(56) K=— (ftr II),

wobei in (55) das Vorzeichen von ¢ dem gemeinsamen
Zeichen von 4 und B entgegengesetzt zu wihlen ist. Also
léBt sich immer ein Strahlennetz finden, fiir welches eins der
Gleichungspaare (40)—(42) mit den gegebenen Gleichungen (36)
identisch wird. Wenn ein Strahlennetz N und eine beliebige
Kongruenz C einen Strahl s und alle Richtungen im Linien-
raum, die von s ausgehen, gemeinsam haben, so sagen wir,
C und N berithren sich in s. Dann konnen wir das
letzte Ergebnis so aussprechen:

Satz 44: Zu jedem reguliren nichtzylindrischen
Strahl s einer beliebigen Kongruenz C gibt es ein
Strahlennetz, das in seinem Hauptstrahl C beriihrt.
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Die Konstanten, die seine Form und GréBe be-
stimmen, sind durch eine der Gleichungsgruppen (54)
bis (56) eindeutig bestimmt.

Wir wollen dieses Strahlennetz zum Unterschied von
anderen ebenfalls in s beriihrenden Netzen das Hauptnetz
des Strables s nennen. Je nachdem das Hauptnetz eines
Strahles s hyperbolisch, clliptisch oder parabolisch ist, sei s
selbst hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ge-
nannt. Das zum Hauptnetz gehorige Zylindroid heife auch
Zylindroid des Strahles s; seine duBersten Erzeugenden
liegen in den Hauptebenen von s. Die Sitze und Uber-
legungen des § 21 lassen sich nun mittels des Hauptnetzes
auf beliebige Kongruenzen ibertragen: Zunichst wollen wir
auch hier die Verbindungsebenen der Brennlinien &, & des
Hauptnetzes mit s als Brennebenen, ihre Schnittpunkte
mit s als Brennpunkte von s bezeichnen. Aus (36)
geht hervor, daB der Halbierungspunkt der Strecke zwischen
den Brennpunkten mit dem in § 20 definierten Mittel-
punkt identisch ist. Wenn S der Schnittpunkt (s, b)
ist, ebenso §'=(s, V), so ist S¥ die Kuspidalebene fiir
solche in C enthaltene Regelflichen, die ihren Kuspidalpunkt
im Brennpunkt S haben und umgekehrt. Die beiden Brenn-
ebenen sind nicht etwa die durch die Gleichung (44) be-
stimmten, sondern die darauf senkrechten (vgl. die Uber-
legung im Anschluf8 an diese Gleichung). Die parabolischen
Strahlen haben nur einen Brennpunkt und eine Brennebene.
Alle Regelflichen, die von einem elliptischen Strahle einer
Kongruenz ausgehen, sind in der Umgebung dieses Strahles
gleich gewunden, weil P nach (36) in diesem Falle immer
einerlei Zeichen hat. Darnach nennen wir die Kongruenz
selbst an dieser Stelle links oder rechts gewunden, und
zwar entspricht der erstere Fall positiven Werten 4, B
vel. § 1).

& Unter den hyperbolischen Strahlen sind diejenigen hervor-
zuheben, bei denen das Hauptnetz rechtwinklig ist; hier
wird nach (40) oder (54) 4= —DB, wir finden also die
Normalstrahlen des vorigen Paragraphen wieder. Hier
liegen die Brennlinien des Hauptnetzes zugleich in den
Hauptebenen. Brennpunkte und Grenzpunkte fallen wegen

2¢ = % zusammen, ebenso Brennebenen und Hauptebenen.
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Die Gleichungen (40) nehmen die einfache Gestalt an:
(40a) z=csin2x¢, P=—ccos2ax.

Unter den elliptischen Strahlen sind diejenigen hervorzuheben,
fiir welche das Hauptnetz ein Rotationsnetz wird (m=1).
Aus den Gleichungen (41) wird hier:

(41a) 2=0, =—c.

Die Grenzpunkte fallen in den Mittelpunkt zusammen. Wir
erkennen hierin die im vorigen Paragraphen definierten
isotropen Strahlen.

Wenn in einem reguliren Strahl s einer Kongruenz C
auler dem Hauptnetz N noch ein anderes Strahlennetz N’
berithrt, so miissen sich auch N und N’ berithren. Wir
haben also, um die Krage nach allen beriihrenden Netzen
eines Strahles s zu erledigen, nur die Beriihrung zweier
Strahlennetze N und N’, wobei der gemeinsame Strahl fiir
das eine Netz N der Hauptstrahl ist, zu untersuchen, d. h.
wir haben fiir einen beliebigen Strahl s eines Netzes N’ das
Hauptnetz N zu suchen. )

Fiir die hyperbolischen Netze ist die Frage un-
mittelbar zu beantworten: Wenn s die Brennlinien b, ¥ von
N’in T, T’ schneidet und mit ihnen durch die Ebenen ¢, &
verbunden ist, so lassen sich Regelflichen mit den Kuspidal-
punkten 7', 7/ und den XKuspidalebenen ¢, ¢ bilden; also
miissen 7', 7" die Brennpunkte, ¢, ¢ die Brennebenen des
Strahles s sein und das Hauptnetz ist durch diejenigen
Strahlen der Bischel (S, ¢), (S, ¢) als Brennlinien definiert,
die auf s senkrecht stehen. Umgekehrt wird durch je einen
beliebigen Strahl beider Biischel ein allgemeines beriihrendes
Netz definiert, weil alle diese Netze zum selben Hauptnetz
zuriickfiihren.

Satz 45: Es gibt in einem reguliren Strahl einer
Kongruenz oo? berithrende Strahlennetze, die alle
gleichartig sind*).

Es ist némlich selbstverstindlich, daB ein derartiger
Satz von der Realitit der Brennpunkte unabhingig ist,
wenigstens solange die Konstantenzahl der Netze dieselbe
bleibt. Wir wollen ihn aber doch noch auf anderem Wege

*) Némlich entweder alle hyperbolisch, oder alle elliptisch,
oder alle parabolisch.
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beweisen, um auch fir die elliptischen und parabolischen
Strahlen etwas niheres iiber die Mannigfaltigkeit der be-
riihrenden Netze zu erfahren und weil die betreffenden
Formeln noch zu anderen Zwecken niitzlich sein werden.
Vorher aber werfen wir noch einen Blick auf das
andere Hilfsmittel, mit dem man die Umgebung eines Kon-
gruenzstrahles, soweit ihre Eigenschaften von keinen héheren
als ersten Ableitungen der Linienzeiger abhéingen, ebenfalls
beherrschen kann; das ist nimlich die Gesamtheit der in
§ 20 erwihnten co! beriihrenden Schraubenflichen, welche
das ,,beriihrende Schraubenbiischel &% ausmachen. Der
Strahl s, lings dessen die Beriihrung stattfindet, soll auch
Hauptstrahl von & heiBen. Fir eine berithrende Schrauben-

flache ist nicht nur limg - = P, sondern iiberhaupt (§ 20):

Z_p.
w
Wir suchen zunichst diejenigen Regelflichen in &, die
durch w = const. definiert sind, die ,Regelflichen kon-
stanter Neigung“. Fir sie erhilt man nach (36):

a = w(4sin?x + Beosx).

Dies ist schon (in Polarzeigern &, a) die Gleichung der-
jenigen Kurve, die entsteht, wenn man alle kiirzesten Ab-
stinde auf eine zum Hauptstrahl senkrechte Ebene projiziert.
Sie ist eine Kurve sechsten Grades (Hensel, J. f. Math,,
Bd. 102) und wird fiir den Fall der Normalstrahlen (4 = — B)
zum ,,Vierblatt«:

a = Bwcos2«x.

Die Regelfiche konstanter Neigung selbst ist jedoch von
der vierten Ordnung (Satz 26), weil sie durch einen un-
endlich fernen Kreis und die zwei Brennlinien als Leit-
kurven definiert ist.

Die ,,Regelflichen konstanten Abstandes® sind
durch @ = const. definiert. Wir wollen ihre Leitkurve L
in der unendlich fernen Ebene aufsuchen und L durch den
Verbindungskegel & mit dem Ursprung darstellen. Es ist:

a

Q) === TwE - > o e
A sin?x 4+ Beosx
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Da aber nur die Umgebung des Hauptstrables von © Be-
ziehung zur beriihrenden Kongruenz hat, koénnen wir, um
Sitze zu finden, die niherungsweise von der Umgebung
eines Strables einer beliebigen Kongruenz gelten, tgw an
Stelle von w schreiben. Setzen wir nun

tgw = Y22+ 92: 2,

so miissen wir, weil die Projektion eines Strahles und seines
kiirzesten Abstandes auf eine Normalebene von s selbst zu-
einander senkrecht sind, setzen:

. x2 y'.'.'
2 — 2 — —Y
S eI
um die Gleichung von & zu erhalten:
(A2 + By?)? = a®(2® + y?)2°,

wobei a ein kleiner Wert ist. & ist also von der vierten
und die Regelfliche konstanten Abstandes von der achten
Ordnung.

§ 24. Die Umgebung beliebiger Strahlen eines Netzes.

a) Wir wenden die Ergebnisse des § 22 auf einen be-
liebigen Strahl s eines elliptischen Netzes an, wobei wir
die einfachste Darstellung zugrunde legen:

pL=1u Py=—Cmu
¢
(67) D=7 Ps = _’m"v
»2
Pg=2¢C pt;:mu?—{—?‘n—.

In der Tat geniigen die p den beiden linearen Gleichungen:

c
(58) Ppyt+emp =0, Ps‘i“ﬁpe”—“o'

Um die geometrische Bedeutung der Parameter #, v zu er-
kennen, vergleichen wir diese Darstellung mit der in Bd. T,
§ b5 gegebenen:
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y

BT T Py=CY
(59) p,=mx ps=—cx
2
el e mps et

wo x und y die Zeiger des Schnittpunktes von s mit der
Mittelebene sind, und finden:

(60) u=—»Z?, V=M.
Nun ergibt § 22:

c

©1) R=—cm, T=—~w7, S§=0,
U=v2+¢?, V=wu?+c?, W=—uv.
AB=u?+v2+4c?,
(62)

1 1
A—{—B_————?[m(u?—{-c?)—{—;b— 02-}-02)].

Wir bezeichnen jetzt fiir das Hauptnetz des Strahles s die
GroBen ¢ und m mit C und M, wihrend die kleinen Buch-
staben eben fiir den Hauptstrahl des Netzes (wo das
Hauptnetz mit dem gegebenen Netz selbst zusammenfillt)
vorbehalten bleiben miissen. Bezeichnet man noch zur Ab-
kiirzung

(63) m(u? + c?) + % 24 =09,

so folgt aus den Gleichungen (55) und (62), weil 4 von den
beiden durch (62) bestimmten GréBen nach § 20 den kleineren
absoluten Betrag haben soll: :

O=Ya T ot e,

ul/o= Vo2 — 4c2(u? + v? + ¢?)
o+ Yo — 4c2(ut + v* + ¢
Alle Wurzeln sind positiv zu nehmen. Hiermit ist Form

und GroBe des Hauptnetzes fiir einen beliebigen Strahl «, v
bestimmt.

(64)
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Stellen wir uns nun auf den Standpunkt des vorigen
Paragraphen und denken uns C und M seien die Konstanten
des Hauptnetzes eines elliptischen Strahles einer beliebigen
Kongruenz, so sehen wir aus den Gleichungen (64) neuer-
dings, daB es oo? beriihrende Netze gibt. Denn wenn C und
M gegeben sind, kénnen wir von den Grofen u, v, c, m
zwei, etwa u, v, willkiirlich wihlen. Dann sind ¢ und ¢ als
wesentlich positive Grofien eindeutig bestimmt, nimlich

c=710% —uz—02, o=0(%+M>VC’?—u2—vz.

SchlieBlich ist m dureh die quadratische Gleichung (63)
bestimme.

Wir suchen jetzt die isotropen Strahlen eines elliptischen
Netzes. Die Bedingungen (53) werden hier:

uv=20, m(u2+c?)—%(v2+cz)=0

und werden nur erfiillt durch

(65) u=0, wv=cym®—1
oder durch

(652) v=0, u=—§z—}/1—m2.

Nur das zweite Losungspaar ist reell.

Satz 46: Ein elliptisches Strahlennetz hat zwei
reelle isotrope Strahlen, die nur fiir ein Rotations-
netz in den Hauptstrahl zusammenriicken.

Aus (60) finden wir die Schnittpunkte der isotropen
Strahlen mit der Mittelebene:

z=0, y=—cyl —m?.

Sind nun @, b die Halbachsen, ¢ die Exzentrizitit irgend
einer Ellipse des Satzes 109 (Bd. I), so ist

B o P
1—m prh

Also sind nach Bd. I, § 55, ¢)*) die groSen Halbachsen » der-
Jjenigen beiden kongruenten Ellipsen E, E’, die von den

*) Aus den Gleichungen fiir r cos# und rsinu (a. a. 0. S. 180)
folgt nimlich, daB der dortige Winkel % gleich 45° wird.
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isotropen Strahlen getroffen werden:

(66) r=| L] =1,

Hiernach konnte man die isotropen Strahlen konstruieren.
Sie treffen sowohl E als E’ in den Endpunkten solcher
Durchmesser, die ihren konjugierten gleich sind.

Bei einem Rotationsnetz nennen wir  den Abstand des
Schnittpunktes eines Strahles mit der Mittelebene vom Haupt-
strahl. Dann vereinfachen sich die Gleichungen (64) zu

= c
(64a) C=jyrite, M=m.

b) Bei einem hyperbolischen Netz gehen wir von
der Darstellung aus:

D= py=cutge
(67) P =0 ps = —cvcote
Py=¢C P = vicotp —ultgy.

Da die Zeiger £, n des Schnittpunktes eines Strahles mit
der Mittelebene nach Bd. I, § 55,a) durch
£ +o o+
2 2

usw. gegeben sind, so findet man durch Vergleich der Dar-
stellung (67) mit den Gleichungen (78) in Bd.I, § 55 als
geometrische Bedeutung der Parameter u, v:

(68) u=ncotp, v=~Eitgy

oder auch

(68a) u=13(8— dcosp, v=1%(¢+ d)sing.
Nun folgt aus § 22:

(61a) R=ctgp, T = —ccotp

(die iibrigen GroBen (61) bleiben unverindert) und analog
wie friher aus (52):

AB= —@t+ v 4 o),

cosg

B2 1 a + B= %[(u“’ + e)tgy — (v* + c?eotg] ,



§ 24. Die Umgebung beliebiger Strahlen eines Netzes. 95

ferner aus (64), wenn
(w2 + c)tgep — (v? 4 cHeotp =1
gesetzt wird*):

(70) C=Yu+ o+ c2,
(70a) tg2di=———2;|/u2+v2+c2=—gc;g.

Die Normalstrahlen des Netzes sind durch tg® =1, also
7z = 0 bestimmt. Gehen wir auf die Parameter é, & zuriick,
so erhalten wir

(1) 88— —4c2°02%

sin2¢ ’
also nach Bd. I, Aufgabe (72) ein Hyperboloid.

Satz 47: Die Fliache der Normalstrahlen eines
hyperbolischen Netzes ist ein Hyperboloid, das
beim rechtwinkligen Netz in zwei Strahlbiischel
zerfillt.

¢) Fir ein parabolisches Netz wihlen wir die Dar-
stellung (Bd. I, § 55,d):

G =u g.=0
cosv
(72) f=008¢ %=""F
. cos 2v
g = S0 % = Ksinv

und finden mittels
BR=8=W=0, U=1, V=1+u?,
(61Db) 1
I Ksin®y'
L
Ksin?y’
Bezeichnen wir die Konstante K fiir einen beliebigen Strahl

des Netzes mit K’, wihrend K fiir den Hauptstrahl vor-
behalten bleibt, so ist nach (56):

(74) K’'= Ksin?v.

*) Fir ¢ <45° und u=v=0 wird <0, aber tg2 ®=1g2¢>0;
dadurch rechtfertigt sich das Minuszeichen in (70a).

(13) A=0, B=
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Satz 48: AlleStrahlen eines parabolischen Netzes,
die demselben Biischel angehdren, haben kongruente
Umgebungen (mit Ausnahme der Brennlinie). ‘

Wollen wir also fiir einen parabolischen Strahl, dessen
Brennebene 8, Brennpunkt B und dessen Wert K’ gegeben
sind, ein beriihrendes Netz finden (das auch parabolisch
sein muf), so konnen wir seine Brennlinie innerhalb des
Biischels (B, f) und eine der GréBen K, v beliebig wihlen,
worauf die andere durch (74) bestimmt ist. Von v hiingt
die Entfernung zwischen B und dem Mittelpunkt des be-
rithrenden Netzes ab.

§ 25. Die Mittelfliiche, die Mitteleinhiillende und die
Grenzfliche einer Kongruenz.

Der Ort der Mittelpunkte aller Strahlen einer Kon-
gruenz heift Mittelfliche der Kongruenz, der Ort der
Grenzpunkte heift Grenzfliche. Um diese beiden Flichen
zu bestimmen, wollen wir zunichst fiir die Regelflichen einer
beliebigen Fortschreitungsrichtung 2 den Zentralpunkt be-
stimmen. Es hat keine Schwierigkeit, die Gleichung (17a)
des § 2 auf den Fall auszudehnen, daB die Zeiger p
Funktionen mehrerer unabhiingiger Verinderlichen sind;
fiir den Fall zweier solchen w, v haben wir (vgl. die Be-
zeichnungen in § 22)

UPyu+ DPys

statt jedes Symbols p;, in (17a) einzufiihren, setzen wieder

TI;_= 2 und finden, wenn

P Py P
Pru Peu Psu| = D(u), analog D (@)
Py Ps  Ds
bezeichnet wird:
o Aot Adt Ay 22
(75) Rk T
By + B A+ B, 2

Y= N, + 2N, i+ N2z’
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wobei
3 3
'M)=Zp1?u) lvl=21‘piu.piv) N:.’=Zp2c‘
=1 =

-Ao=p2up6u — Psu Psu — Plu -D(u) 9
Ay, =P2uPes + P20 Pou— PsuDss — Pso Psu—P1u D ©)—p1, D(w),
A2=p2u_p6u — P30 P59 —Z’wD(U)-

B, gebt aus A4, durch Vertauschung der Marken innerhalb
der Zyklen 1, 2, 3 und 4, 5, 6 hervor, usw. Die Grenz-
punkte konnen wir aus der Bedingung bestimmen, daB fir
sie die Gleichungen (75) eine Doppelwurzel 4 haben miissen
(man denke an das Zylindroid des betreffenden Strahles), also:

(15a)  4(4; — 2 N;)(4y — z Ny) — (4; — 22 N;)* = 0.

Durch Auflésung dieser Gleichung kann man die ersten
Zeiger z, , x, der Grenzpunkte finden; wir werden jedoch
bald einen iibersichtlicheren Ausdruck dafiir aufstellen, und
entnehmen daher nur die Zeiger &, 5, { des Mittelpunktes:

x1+x2=A0M+A2M—A1M

§= )
i 2 2N, N, — D)
K 2N, N, — N’

Hiermit ist eine Parameterdarstellung der Mittel-
fliche gegeben, die zur Voraussetzung hat, daB die Zeiger p
so geschrieben sind, da8

(717) P4+ pi+pi=1

ist. Wir wollen die Formeln (76) am Falle der Strahlen-
netze priifen und fiir das elliptische Netz bestitigen, da8
die Mittelfliche mit der Mittelebene identisch ist. Hierzu
wihlen wir die Darstellung (§ 21):

p=u po=—cmu
c

Pps=Yl—ut—v2=w p6=—2]—(cmu2+—7%v2).

Zindler, Liniengeometrie. ki
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Es ist

cv cmu
D(u):-—- ) D(v): )
m w
N 1— 2 : X N 1 —u?
(1] w2 ) 1 202 b o= w2 9
cCuY 1 — o2 ¢ 1 —u?
0= ————, Ci=cms——s — — e —— |
mw w? m w?
cmuv
C2= )
w?

also in der Tat £ =0.

Der halbe Abstand % der beiden Grenzpunkte ist zu-
gleich die halbe Hohe des zum Hauptnetz des betreffenden
Strahles gehdrigen Zylindroids und kann daher aus (43)
berechnet werden, wenn man die Werte ¢, ¢, m, K aus
(b4) bis (56) entnimmt. Man findet so (oder aus (36) un-
mittelbar):

(19) h =

und kann daraus eine explizite Darstellung der Grenz-
fliche zusammenstellen, die auch an die Bedingung (77)
gebunden ist*):

(80) x=&xhp, y=nthp, s2=C0thps.

Dabei sind die Werte &, 9, ¢ aus (76), der Wert /4 nach

(79) und (52) aus

A _YUT—2WS+VR? —4RT—83)(UV —W?)
B 20V — W?)

zu entnehmen. Die oberen Zeichen entsprechen dem einen,

die unteren dem anderen Mantel der Grenzfliche.

Wir besprechen noch kurz die Mitteleinhiillende
oder Mittelenveloppe**) einer Kongruenz; darunter ver-

(79a)

*) Lift man diese Bedingung fallen, so tritt in (79a) rechts
der Faktor p® hinzu, also in den zweiten Gliedern rechts in (80)
blofs der Faktor p.

**) Dieser Begriff stammt von Ribaucour, der gezeigt hat,
daB die Mitteleinhiillende einer isotropen Kongruenz eine Minimal-
fliiche ist (Mém. couronn. et des sav. étr. Acad. Belg. T. 44, 1882
oder Bianchi-Lukat, Vorl. iiber Differentialgeom., § 147).
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steht man die Einhiillende der Mittelebenen aller Strahlen
der Kongruenz. Man hat zu ihrer Bestimmung aus der

Gleichung
(81) Dy — )+ p(y—n)+p(—0=0,

wobei &, 5, { die Werte (76) sind, und aus den partiellen
Ableitungen dieser Gleichung nach % und v diese Parameter
zu eliminieren. Wir filhren die Rechnung fiir das elliptische
Netz durch. Hier wird nach Bd. I, § 55 (Gleichung (83a))
aus (81):

—v(@ —u)+m2uly—v)+cmzs=0"

und die erwiihnte Elimination ergibt:
mzxy +cz(l —m?)=0.

Analoges zeigt sich beim hyperbolischen Netz, nimlich:
Satz 49: Die Mitteleinhiillende eines Strahlen-
netzes ist ein gleichseitiges hyperbolisches Para-
boloid™®).
Nur fiir das Rotationsnetz und das parabolische Netz
artet die Mitteleinhiillende in leicht ersichtlicher Weise aus.

§ 26. Die Grenzflichen der Strahlennetze.

Aus (79), (62), (69) und (73) kann der Wert A fiir die
Strahlennetze berechnet werden und man findet fiir die ellip-
tischen, hyperbolischen und parabolischen Netze der Reihe nach

h=2—121/62 — 4c? (u? 02+ c?),

(52 ;
~ 2Ksin%y®

Da die Mittelfliiche bei den elliptischen und hyperbolischen
Netzen mit der X Y-Ebene identisch ist, bei den parabo-
lischen sich auf die Brennlinie reduziert, so kann man die
Zeiger eines Punktes der Grenzfliche leicht nach (80) zu-
zammenstellen:

h=21—c}/r2+4c2(u2+v2+c2), k

*) Sturm, Liniengeometrie, Bd. I, S. 167.
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a) Fir das elliptische Netz findet man die Para-
meterdarstellung der Grenzfliche:

uh vh
w’ =_’n“"_}"?7 Z=i"‘w_1
wobei % der erste der Werte (82) und

= Ju? 4 02 4 ¢?, a=m(u2+c?)+%(,,2+cz)

ist. Fihrt man statt %, v nach (60) die Zeiger z, y des
Schnittes eines Strahles mit der Mittelebene als Parameter
ein, so findet man:

yh mzh ch

By X=2FL., Y=yi™2, Z=32,

v
83) X=—_ 1

I
g

wobei jetzt

w=]/ma+ Lo, e=m@ )+ )

m? m

ist. Wir diskutieren das Ergebnis nur fiir den einfachsten
Fall des Rotationsnetzes (m = 1); hier wird
u? 40! x4 y?

2¢ 2¢
Es geniigt, die Strahlen zu betrachten, die etwa die X-Achse
schneiden; sie bilden wegen

(85) h—

das gleichseitige hyperbolische Paraboloid:
(86) cy=1xz. '

Man entnimmt nun aus (85) den Satz:

Satz 50: Begrenzt man eine Schar von Parallelen
zur Z-Achse in der XZ-Ebene durch die beiden
Parabeln '

2¢2= 122,

dreht dann jede so erhaltene Strecke um die X-Achse
so, daB die Strecken auf das Paraboloid (86) zu lie-
gen kommen, so bilden ihre Endpunkte eine KurveC
auf der Grenzfliche eines Rotationsnetzes.
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Die Zeiger eines Punktes von C sind nach (84):

3 x?
sefere D efare
Um hierans die Meridiankurve der Grenzfliche zu finden,
berechnen wir

§2=X2—|—Y2=x2(1+§;), r2 = 72
und eliminieren z:
(88) C2E — 4(E2 + £+ o)(22 + e?) 2.
Man braucht nur &2+ 5?2 statt &2 zu schreiben, um die
Gleichung der Grenzfliche selbst zu erhalten:
(89) (&2 4 )2 = 4(82 + 52 + L% + A)(C2 + ) e,

Satz 51: Die Grenzfliche eines Rotationsnetzes
ist von der sechsten Ordnung und besteht aus zwei
kongruenten Schalen, welche die Mittelebene im
Mittelpunkt des Netzes beriihren.

b) Fir das hyperbolische Netz findet man als
Parameterdarstellung der Grenzfliche:

87 X==, Y=

x4
)

h h
(90) X=vcot<p—_}—%, Y=utg¢i1;—v, Iz

wobei & der zweite Wert (82) ist und
w? = u? + 0?2 + c2, 7= (u? - c)tgp — (v2 4 c?)coty.
Fithrt man statt , » nach (68) die Zeiger z, y des Schnittes

eines Strahles mit der Mittelebene als neue Parameter ein,
so erhilt man:

o yh o xh ., ch
(903.) X——xiwcot(p, Y—-yivtg(p, Z-—i—‘*&;,
wobei jetzt
w2=x%tg?p+y2cot?p+4-c2, T=y2cotp—atgp—2cicot2¢.

c¢) Bei einem parabolischen Netz liegen nach Satz 48
die Grenzpunkte der Strahlen desselben Biischels auf einem
Kreis. Um zu erfabren, wie sein Halbmesser A mit dem
Abstand z seines Mittelpunktes vom Ursprung wichst, haben
wir aus der dritten Gleichung (82) und aus cotv = Kz
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(vgl. Bd. I, § 55,d) das v zu eliminieren:
(91) h L LS

— e = 2
2K~ 2"

Satz 52: FafBit man alle Strahlen eines para-
bolischen Netzes heraus, welche die Brennlinie
senkrecht schneiden, dreht sie um diese, bis sie in
dieselbe Ebene kommen, so liegen ihre Grenzpunkte
auf der Parabel (91) und der hierzu beziiglich der
X-Achse symmetrischen.

Um die Gleichung der Grenzfliche zu erhalten, hat
man aus den Gleichungen des beweglichen Kreises

cotv\® | n 1 &
(5 K ) Rk e 4K?sintv ?—tgv

das v zu eliminieren, was eine Gleichung sechsten Grades
ergibt. 1
Diese lautet, wenn - = ¢ gesetzt wird:

K
(92)  @r—cyre+ @+ st =T + 2.

Fir die Fliche (92) ist die X-Achse eine vierfache Linie,
durch die jedoch nur zwei reelle Mintel gehen*). Im Ur-
sprung fallen zwei biplanare Knotenpunkte zusammen.

Satz 53: Die Grenzfliche eines parabolischen
Netzes ist eine Fliche sechster Ordnung, die durch
Bewegung eines Kreises von verinderlichem Halb-
messer erzeugt werden kann.

Die Grenzfliche eines allgemeinen Strahlennetzes ist von
der zehnten Ordnung (Anh., Aufg. 21) und reduziert sich
aufler in den beiden hier behandelten Fillen nur noch im
Falle eines rechtwinkligen Netzes auf die sechste Ordnung.

§ 27. Die Brennfliche und die abwickelbaren Flichen
einer Kongruenz.

Der Ort der Brennpunkte aller Strahlen einer Kon-

gruenz heit Brennfliche. Wir gehen wieder von der

Darstellung (45) aus. Das ¢ des § 23 ist bei den hyper-

*) Ein Modell der Fliche ist im Verlag von Martin
Schilling (Halle a. 8.) erschienen.
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bolischen Hauptnetzen zugleich die halbe Distanz der Brenn-
punkte, also nach (52) und (54):

1/ 82— RT
PV o
uv—w:

und man kann von der Mittelfliche ausgehend analog wie

bei der Grenzfliche (§ 25) auch eine Darstellung der
Brennfliche aufschreiben:

(93) ¢ =

. ¢ ¢
(94) AX=5:|:;)‘P1; Y=7li‘§l72>

Hierbei sind &, 5, { aus (76), ¢ aus (93) zu entnehmen.
Durch eine Beziehung y(«, v) = 0 zwischen den Para-
metern oder auch

(95) u=9p@, v=y(Q
wird eine Regelfliiche R aus der Kongruenz herausgehoben.
Insbesondere nennen wir die Flichen, lings deren « allein
sich indert, die u-Flichen; sie sind also durch » = const.
definiert, analog die v-Flichen durch « = const. Beide
zusammen heifen Parameterflichen.

Wir versuchen jetzt die Beziehung (95) so zu wibhlen,
daB R abwickelbar wird. Hierzu mufi nach § 4

3
o@)=D P.prs=0
1

sein, Wenn nun die Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten,
so wird diese Gleichung:

(96) Ruw?2 4 28w+ Tv2=0,

wobei R, S, T dieselbe Bedeutung wie in § 22 haben.
Ubrigens entsteht diese Gleichung auch unmittelbar aus (46),

wenn man P=0 und 1= g—: setzt. Da dieselbe Beziehung

zwischen % und v in mannigfacher Art durch eine Hilfs-
verinderliche ¢ vermittelt werden kann, so liegt es in der
Natur der Sache, daB man die eine der beiden Grofen u, v
(z. B. %) als Funktion von ¢ beliebig wihlen kann, etwa
u =t, worauf sich fiir die andere v durch Aufldsung einer
quadratischen Gleichung eine Differentialgleichung von der Form

(97) o=, v)
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ergibt. In der Umgebung solcher Stellen, in denen die
beiden Zweige der Funktion f regulir und getrennt sind,
gibt es nach dem Existenztheorem iiber die Integrale von
Differentialgleichungen zwei Integrale der Gleichung (97) mit
je einer willkiirlichen Konstanten, die aber nicht reell sein
miissen.

Satz 54: In denjenigen Gebieten einer Kon-
gruenz, wo

S2— RT>0

ist, lassen sich die Strahlen in zweifacher Art zu
Scharen von je co! abwickelbaren Flichen anordnen.
T =0 bedeutet,

daf die v-Flichen ab-
wickelbar sind, denn
dann ist = const.
ein Integral von (96).
Also ist R=T1T=0
die Bedingung dafiir,
daf die Parameter-
flichen mit den ab-
wickelbaren iden-
tisch  sind. Da
UV — W2 stets posi-
tiv ist (§ 22), so
sind die abwickelbaren
Flidchen nach (93) ge-
nau im selben Gebiet
reell, in dem die
Hauptnetze  hyper-
bolisch sind und nach-
Fig. 8. dem in diesem Ge-

biet die Existenz der

abwickelbaren Flichen sichergestellt wurde, ist auch ihre Be-
zichung zur Brennfliche leicht zu erkennen: Sei ® eine Grat-
linie einer abwickelbaren Fliche ¥ der Kongruenz (Fig. 8),
s eine Tangente von &, @ ihr Beriihrungspunkt, ' die Schmie-
gungsebene von @ in Q. Dann ist der Verteilungsparameter P
fiir die Fliche ¥ gleich Null; ¥ muf also als Kuspidalebene
nach § 23 mit einer der schon dort definierten Brennebenen
identisch sein. Sei®, die Gratlinie der anderen abwickelbaren
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Fliche, der s noch angehdrt, @, der Beriihrungspunkt von s
mit @, und E, die Schmiegungsebene. Dann ist F, die zweite
Brennebene von s und @, @, sind die Brennpunkte. Bewegen
wir den Strahl s so, daf er Tangente an &, bleibt, so ist @,
das Momentanzentrum seiner Drehung in der Schmiegungs-
ebene E;. Es hat also auch der andere auf s gelegene
Brennpunkt @ einen Geschwindigkeitsvektor Q@' =17 in E|,
d. h. die Ebene FE; berithrt die Brennfliche in @, weil sie
zwei Tangenten s und t derselben enthilt. Ebenso beriihrt £
in @, den anderen Mantel und # habe die analoge Be-
deutung wie .

Satz 55: Die Gratlinien der belden Scharen ab-
wickelbarer Flichen einer Kongruenz erfiillen je
einen Mantel der Brennfliche, die von jedem Kon-
gruenzstrahl in seinen beiden Brennpunkten beriihrt
wird. Jede Brennebene beriihrt den einen Mantel
in einem Brennpunkt und ist im anderen Brenn-
punkt Schmiegungsebene der auf dem anderen
Mantel gelegenen Gratlinie; die Brennfliche ist also
auch Einhiillende der Brennebenen.

Man kann sich nun so eine anschauliche Vorstellung
von der zweifachen Anordnung der Kongruenzstrahlen nach
abwickelbaren Flichen machen: Man gehe von einer be-
liebigen Fliche F' aus und iiberdecke sie einfach mit einem
beliebigen Kurvensystem C,, C,, C; . .. (Fig. 9). Die Ge-
samtheit der Tangenten der Kurven C bildet eine Kon-
gruenz €, die bereits vermoge dieser Kurven selbst in co!
abwickelbare Flichen zerlegt ist. Es fragt sich: Wie konnen
ihre Strahlen noch anders zu abwickelbaren Flichen A zu-
sammengefafit werden? Die Berithrungspunkte der Strahlen
einer solchen Fliche ¥ mit 7' bilden eine Kurve I auf F'.
Die Beriihrungsebenen ¥ von F' in den Punkten von I}
sind auch die Beriihrungsebenen von . Die Fliche %A
kann also durch eine Ebene E erzeugt werden, die sich so
auf F' wilzt, daf sie stets in einem Punkte von I3 beriihrt.
Nun erinnern wir uns des Satzes der Flichentheorie (vgl.
z.B. Scheffers, Theorie der Flichen, S. 154 oder Bianchi-
Lukat, S.107), daB die Grenzlage der Verbindungslinie
zweier benachbarter Flichenpunkte und der Schnittlinie
ihrer beiden Beriihrungsebenen zueinander konjugiert sind.
Damit also durch Wilzung von E eine in ¢ enthaltene
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Regelfliche entsteht, ist es notwendig und hinreichend die
Kurve Iy zum System der C konjugiert zu wihlen.
Satz56: Auf jedem
Mantel der Brenn-
fliche sind die Grat-
linien der einen
Schar abwickel-
barer Flichen kon-
jugiert zu  den-
jenigen Kurven, in
denen die abwickel-
baren Flichen der
anderen Schar den-
selben Mantel be-
rihren.
Wir wissen aus
§ 23, daB je ein Strahl
der Biischel (@, %)) und
(Q,, E) zusammen ein
beriihrendes  Strahlen-
netz definieren. Alle
diese Netze sind ein-
ander dquivalent, so-
lange es sich nur um
Eigenschaften handelt,
die von keinen hoheren
als den ersten Ab-
leitungen der Linien-
zeiger nach den Para-
metern abhingen und
wir haben nur der An-
schaulichkeit halber das
Hauptnetz bevorzugt,
dessen Brennlinien b, b,
Fig. 9. auf s senkrecht stehen.
Geht man aber zu
Eigenschaften diber, die auch von hdheren Ableitungen ab-
hingen, so ist dasjenige Strahlennetz ausgezeichnet, das ¢, ¢
(Tangenten der Kurven I') zu Brennlinien hat.
Wir haben bisher vorausgesetzt, daB die abwickelbaren
Flichen der Kongruenz eigentliche Gratlinien haben. Es

G

N
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ist aber nicht ausgeschlossen, daf die eine oder beide Scharen
in Kegelflichen ausarten. Im ersten Fall tritt eine
Kurve C (der Ort der Spitzen der Kegel) an Stelle des
einen Mantels der Brennfliche und die Kongruenz besteht
aus den Tangenten, die aus den Punkten von C an eine
Fliche F (den anderen Mantel der Brennfliche) gezogen
werden konnen. Fir diesen Mantel gilt unveriindert der
Satz 56. Die Kurve C kann auch im Unendlichen liegen;
dann erhalten wir zylindrische Kongruenzen. Fiir sie gilt ja
unverindert der Existenzbeweis der abwickelbaren Flichen,
so daB auch umgekehrt alle zylindrischen Kongruenzen (bis
auf den spiter erwihnten Spezialfall) so erhalten werden,
d. h. aus den Strahlen von oo! Zylindern zusammengesetzt
werden konnen, die derselben Fliche umschrieben sind.

Wir konnen jetzt eine Bemerkung iiber die beriihrenden
Strahlennetze der zylindrischen Kongruenzen nachtragen :
Wir haben zwar diese Netze urspriinglich metrisch definiert,
sehen aber, daB sie durch die Biischel (@, E;) und (@,, E)
in projektiv invarianter Weise erhalten werden kionnen, wes-
halb die Ubertragung auf die zylindrischen Kongruenzen
nahe liegt: Es riickt nur der Scheitel @ des einen Biischels
(@, E,) ins Unendliche. Man sieht also, da8 die beriihrenden
Netze keineswegs bloB solche mit einer unendlich fernen
Brennlinie sind, sondern auch solche mit zwei endlichen
Brennlinien, von denen aber die eine dem betrachteten
Strahl s parallel ist. Es bedarf freilich noch der Bestitigung
durch die Rechnung (§ 34), daf diese Ubertragung auch
der urspriinglichen Definition der beriihrenden Netze durch
die gemeinsamen Fortschreitungsrichtungen im Linienraum
gerecht wird.

Wenn endlich beide Méntel der Brennfliche in Kurven
zusammenschrumpfen, so besteht die Kongruenz aus den
Treffgeraden zweier Kurven oder den Bisekanten einer ein-
zigen Kurve. Auch hier kann die eine Kurve unendlich
fern sein (was einen Spezialfall der zylindrischen Kon-
gruenzen ergibt) oder beide konnen in eine zusammenfallen,
die von den Kongruenzstrahlen im allgemeinen nur einmal
getroffen wird (§ 53, h).

Jede Kongruenz, die iiberhaupt reelle abwickelbare
Flichen enthilt, 148t sich durch Angabe der Gratlinien voll-
kommen bestimmen und zwar geniigt hierzu die Kenntnis
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der einen Schar C;, C,, C; ... Nun fillt die andere Schar
dann und nur dann mit der urspriinglichen zusammen, wenn
wir als das System der Kurven C die eine Schar der
Haupttangentenkurven (asymptotischen Linien) der Fliche
F wihlen, weil nur diese mit ihren konjugierten zusammen-
fallen. Dann gibt es fiir jeden Kongruenzstrahl nur einen
Brennpunkt und eine Brennebene. Alle Strahlen der Kon-
gruenz sind parabolisch, weshalb wir diese selbst para-
bolisch nennen und das Ergebnis kurz so aussprechen
konnen (Klein, Math. Ann. Bd. V., S.290):

Satz 57: Alle parabolischen Kongruenzen mit
eigentlichen Brennflichen bestehen aus den Tan-
genten der einen Schar von asymptotischen Linien
einer Fliche und umgekehrt: Jede solche Kon-
gruenz ist parabolisch. Fir diese Kongruenzen
gilt tiberall:

S?—RT=0.

§ 28. Die Hauptfliichen und die Kriimmungsfliichen
einer Kongruenz.

Bei Untersuchung der Umgebung eines Kongruenz-
strahls s haben wir zwei ausgezeichnete Stellungen durch s
unterschieden, die Hauptebenen (§ 20), sowie zwei andere:
die Kriimmungsebenen (§ 22). © Nun bezeichnen wir die-
jenigen Regelflichen, deren Zentraltangenten immer in eine
Kriimmungsebene des zugehorigen Strahls fallen, als
»Krimmungsflichen, diejenigen, deren Zentraltangenten
immer in eine Hauptebene fallen, als ,Hauptflichen*.
Dann folgt unmittelbar aus den angegebenen Stellen :

Satz 58: Die Striktionslinien der beiden Scharen
von Hauptflichen liegen auf der Grenzfliche, die
der beiden Scharen von Kriimmungsflichen auf der
Mittelfliche der Kongruenz.

Die Kriimmungsflichen folgen stets denjenigen Fort-
schreitungsrichtungen der Kongruenz, in welchen der Ver-
teilungsparameter, folglich auch das KriimmungsmaB im
Zentralpunkt extreme Werte hat, und zwar sind diese Ex-
treme des Parameters bei hyperbolischen Strahlen ungleich
bezeichnet, die des KriimmungsmaBes aber trotzdem beide
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negativ und beide Minima; daneben tritt fiir die abwickel-
baren Flichen noch das Maximum Null auf. Bei den el-
liptischen Strahlen sind die beiden Extreme des Parameters
gleich bezeichnet, die des Kriimmungsmafles beide negativ
(ein Maximum und ein Minimum).

Gleichung (50) ist schon die Differentialgleichung
der Kriimmungsflichen, wenn man 27 fir 4 schreibt:

du
2
(98) (Z—z) (WT—V8) + 20T — VR 4 (US — W) =O0.

Ahnlich wie bei Gleichung (96) schlieBt man: Wenn die
Kriimmungsflichen zugleich Parameterflichen sind (wir sagen
auch, wenn die Kongruenz ,auf die Kriimmungsflichen be-
zogen ist“), so muf sein:

TW—-VS=0, RW-US=0.

Da aber die Determinante 7'U — VR dieser Gleichungen
als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann (sonst
kimen wir nur auf den Spezialfall der isotropen Kon-
gruenzen), so folgt:

Satz 59: Das Kennzeichen dafiir, daB eine Kon-
gruenz auf ijhre Krimmungsflichen bezogen ist,
lautet*):

(99) S=W=0.

Um die Differentialgleichung der Hauptflichen zu finden,
bemerken wir, daf8 fir dieselben aus (36) folgt:

P—4(4+ B).

Setzen wir diesen Wert aus (52) in (46) ein, so erhalten wir

als Differentialgleichung der Hauptflichen <J.=%:—):

b (UT — 2WS +VR)(U + 2Wi+Vi3)
) — 2(UV — W2)(R + 284+ T.

Man sieht hieraus, da8 fiir die Normalenkongruenzen, wie es
selbstverstindlich ist, die Hauptflichen mit den abwickel-
*) Man sieht die Analogie mit dem Falle, dak eine Fliche
auf ihre Kriimmungslinien bezogen ist, wodurch sich der Name
»Kritmmungsfliichen” neuerdings rechtferti<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>