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Vorwort.

Eine systematische Liniengeometrie, die auch die ana-

lytischen Methoden beriicksichtigt, ist seit Pliickers Original-
werk ,,Neue Georaetrie des Raumes, gegriindet auf die Be-

trachtung der geraden Linie als Raumelement&quot; (I, 1868;

II, 1869) in deutscher Sprache nicht erschienen (Sturm s

Liniengeometrie 3 Bande 1892, 1893, 1896, ist rein syn-

thetisch); auch in anderen Sprachen giebt es nur Mono-

graphieen ttber einzelne allerdings ausgedehnte Teile der

Liniengeometrie (namentlich Koenigs, Geometrie reglee,

1895). So bin ich der Aufforderung, eine ,,Liniengeometrie&quot;

zu schreiben, gerne nachgekommen, da mir diese Aufgabe
lohnend schien.

Entsprechend den Zwecken der ,,Sammlung Schubert&quot;

sind die ersten beiden Abschnitte ganz elementar gehalten,
d. h. es wurde hier von Linienkoordinaten gar nicht, von

projektiver Geometrie sehr mafsiger Gebrauch gemacht. In

den letzten Abschnitten wachsen die Anforderungen an den

Leser etwas; doch ist die Darstellung immer noch Studierenden

hoherer Semester zuganglich.

Den Hauptgegenstand des vorliegenden ersten Bandes
bilden die linearen Komplexe und Kongruenzen und die

linearen Mannigfaltigkeiten solcher Komplexe saint den An-

wendungen, welche dieser Teil der Liniengeometrie gestattet.
Die Gebilde hoheren Grades, die dabei auftreten, dieneii

zugleich als Vorbereitung ftir den zweiten Band, der haupt-
sachlich die algebraischen Liniengebilde hoheren als des

ersten Grades und die infmitesimale Liniengeometrie be-

handeln soil. Da der angewandten Mathematik neuerdings
im Universitatsunterricht mehr Aufmerksamkeit geschenkt

105529



IV Vonvort.

wird, habe ich den Kreis der Anwendungen moglichst weit

gezogen, z. B. die Beziehungen der Liniengeometrie zur

graphischen Statik beriicksichtigt.
Um die Darstellung von anderen Bitchern rnoglichst

nnabhangig zu machen, habe ich einen Abschnitt ,,Imaginare
Elemente&quot; eingeschaltet, damit der Anfanger Gelegenheit hat,
sich diese nun einmal unentbehrlichen Theorieen und Aus-
drucksweisen nicht durch blofse Gewohnung^sondern durch

Einsicht in ihre Berechtigung anzueignen. Ahnliche Rttck-

sichten bewogen mich /Air Einschaltung des 80. Allerdings
habe ich mich in der Theorie des Imaginaren auf das engste
Gebiet beschrankt, in dem ein relativer Abschlufs erreicht

werden kann, namlich auf die Gesetze des Verbindens und

Schneidens, glaube aber hier einige Vereinfachungen erzielt

zu haben.

Alle Gebilde suchte ich moglichst der Anschauung zu-

ganglich zu machen. Die Anschaulichkeit hangt weniger
davon ab, ob die analytische oder die synthetische Methode
benutzt wird (denn die abstrakte Allgemeinheit der projek-
tiven Geometric ist ebenso unanschaulich als die analytische

Geometrie), als vielmehr davon, ob es gelingt, die Gebilde

in metrisch ausgezeichneter \Veise zu erzeugen. Dies ist

freilich nur in den elementaren Gebieten zu erreichen; hier

soil man es aber auch verlangen. Man hat sich z. B. auf-

fallend wenig darum gekitmmert, wie denn ein Strahlennetz

ohne reelle Brennlinien eigentlich ,,aussieht&quot;. Die Satze 105

bis 110 und Fig. 47 fiillen diese Lticke aus.

Inhaltlich Neues findet sich in den 43, 54, 55, 59,

60, 68, 83, B. Aufserdem wurden manchmal neue Beweise

alter Satze gegeben und Bekanntes in einzelnen Punkten

erganzt : So ditrfte die geometrische Bedeutung tetraedrischer

Linienzeiger in dieser Vollstandigkeit (Satz 47) noch nicht

ansgesprochen sein und die Diskussion der imaginaren Tan-

genten zweiter Art einer Flache zweiter Ordnung ( 72)

explicite nicht gegeben sein. Die Untersuchung der Achsen-

kongruenzen der Komplexnetze wurde mit Beriicksichtigung

aller speziellen Falle gefiihrt, was weder bei Pltick er noch

bei Ball (Theory of the Screws, 1900) geschieht, aber not-

wendig ist, wenn man ftir die Anwendungen auf Mechanik

und die Beurteilung jedes einzelnen Falles von Bewegungs-
ireiheit dritten Grades sicheren Boden gewinnen will,



Vorwort. V

Den bequemen Ausdruck Grafsmanns ,,Zeiger&quot; fttr

,,Koordinaten&quot; (dementsprechend ,,Zeigersystem
u

, ,,Linien-

zeiger&quot;
n. s. w.) halte ich einer grofseren Verbreitnng wert

and habe ihn ebenso angenommen, wie einige zweckmafsige

Bezeichmingen Sturms. Ich habe die Gelegenheit benutzt,

in den Ubmigsaufgftben den Leser auf weitere Litteratur

aufmerksam zu machen, zu deren Erwahnung ini Text kein

Anlafs war. Andere Bande der ,,Sammlung Schubert&quot; wurden

niit S. S. zitiert.

Zwiscben synthetischer und analytischer Methode wurde

nach Bedarf abgewechselt. Denn die ,,Rcinheit der Methode&quot;

befriedigt nur in den gmndlegenden Disziplinen. Spater
wirkt sie ermttdend und soil durch diejenigen Hilfsmittel

abgelost werden, die am raschesten und nattirlichsten weiter-

ftihren.

Innsbruck, am 2(5. Februar 1902.

Konracl Zindler.
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Einleitung.

Der Gegenstand der Linieng eometrie.

Die Mannigfaltigkeit der Geraden des Raumes 1st eine

yi erfache, d. h. die einzelne Gerade hangt von vier

Konstanten oder Parametern ab. Bestimmen wir z. B. eine

Gerade durch ihre Schnittpunkte S, S f mit zwei festen

Ebenen, so erhalten wir jede Gerade nur einmal, und jeder
der Punkte /S,

AS braucht zur Bestimmung in seiner Ebene
wieder zwei Zeiger (Koordinaten). Oder wenn wir die

analytische Darstellung

in einem Parallelzeigersystem mit den laufenden Zeigern
.#, y, z zu Grunde legen, so konnen wir a, 6, a, ft

als die

vier Parameter der Geraden betrachten. Innerhalb dieses

vierfachen Gebietes*) giebt es nun einfache, zweifache,
dreifache Gebiete, analog wie es innerhalb des dreifach

ausgedehnten Punktraumes einfache und zweifache Gebiete

(Kurven und Flachen) giebt. Die einfachen Gebiete gerader
Linien heifsen Regelflachen, die zweifachen Strahlen-

systeme, haufiger Strahlenkongruenzen (auch Linien-

kongruenzen oder Kongruenzen schlechtweg), die dreifachen

Linienkomplexe oder Komplexe. Z. B. bilden die samt-
lichen Normalen einer Flache eine Strahlenkongruenz, die

samtlichen Tangenten derselben einen Komplex (sehr spezieller

Art). Auch aus der obigen analytischen Darstellung erhalten

*) Statt ^Mannigfaltigkeit&quot; werden wir haufig den kiirzeren
Ausdruck ^Gebiet&quot; gebrauchen.

Zindler, Liniengeometrie. 1



2 Einleitung.

wir Komplexe, wenn wir die Wahl der vier Parameter
dadurch beschranken, dafs wir ihnen eine Bedingung

auferlegen. Zwei solche Bedingungen sondern Kongruenzen,
drei sondern Regelflachen aus. Vier unabhangige Be

dingungen sondern nurmehr eine diskrete Anzahl gerader
Linien aus, analog wie sich drei Flachen im allgemeinen
nur noch in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden.

Die Untersuchung der einfachen, zweifachen und drei-

fachen Geraden-Mannigfaltigkeiten bildet nun den Ge gen-
stand der Liniengeometrie im engeren Sinn

;
eine

Erweiterung wird dieser Stoff am Schlufs des 43 erfahren.

Daneben gestattet die Liniengeometrie Anwendungen auf

Mechanik, graphische Statik und Bewegungslehre, init denen

wir uns auch befassen werden.



I. Abschnitt.

Das Nullsystem und das Strahlengewinde,

1. Die Schraubenbewegung.

Es sei P em Punkt einer Kreiscylinderflache mit dem
Halbmesser r,

N seine senkrechte Projektion auf die Achse a

des Cylinders, P seine senkrechte Projektion auf eine zu a

senkrechte Ebene e (Fig. 1). Wenn sich dann P so bewegt,
dafs der von P beschriebene Kreisbogen und die von N
beschriebene Strecke zu alien Zeiten im selben Verhaltnis

stehen, so beschreibt P eine Schraubenlinie. Es ist am
einfachsten, sich die Bewegung von N, also auch von P
gleichf ormig zu denken; es sei T die Geschwindigkeit von

N, co die Winkelgeschwindigkeit des Punktes P
,

also rw
seine absolute Geschwindigkeit. Wenn man die Ebene e von

derjenigen Seite betrachtet, nach der T gerichtet ist, so kann
die Drehung von P noch im positiven oder negativen

Drehungssinn erfolgen, demgemafs co zweierlei Vorzeichen

haben. 1m ersten Fall heifst die Schraubenlinie rechts-

gewunden oder rechtsgangig (sie steigt, von der Aufsen-

seite des Cylinders betrachtet, nach rechts), im zweiten

linksgewunden oder linksgangig.*) Diese Festsetzung
ist vom Sinne, in dem die Schraubenlinie s durchlaufen wird,

unabhangig; denn drehen wir den Cylinder der Fig. 1 so um,
dafs seine Basis nach oben zu liegen kommt, so bleibt s

*) Danach sind z. B. die Korkzieher und die allgemein gebrauch-
lichen Schraubennagel ^rechtsgewunden&quot;. Dieser Sprachgebrauch ist

in der Maschinenlehre iiblich; in der theoretischen Geometric ist die

Bezeichnung mitunter umgekehrt.
1*



4 I. Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

rechtsgewunden. Es sei P der Schnitt von s und
e,

t die

Zeit, welche der Punkt von P bis P gebraucht hat; das

auf dem Cylinder gelegene Dreieck P P P konnen wir in

eine Ebene abwickeln und erhalten ein rechtwinkliges Dreieck

mit den Katheten:

die Neigung # der Schraubenlinie ist also bestimmt durch

1)

N

a

rto

Da a) ftir rechtsgewundene
Schraubenlinien positiv, fiir

linksgewundene negativ ist,

wird & im ersten Falle spitz,

im zweiten stumpf, d. h. wir

haben unter # immer den

Winkel zu verstehen, den der

Geschwindigkeitsvektor des

Punktes P mit der im Sinn

der positiven Drehung ge-

zogenen Kreistangente bildet.

Wenn P einen vollen Kreis

beschrieben hat, so ist

P P =2r7t geworden, also

2r7t = rwt und die zu-

gehorige Zeit

Fig. 1.

P P ist gleich der Gang
hohe h geworden; also ist

2)

Durch die Achse a und die Tangente T eines ihrer

Punkte ist s vollkommen bestimmt. Wenn s rechtsgewunden

ist, so ist es auch diejenige Schraubenlinie, die durch T als

Achse und a als Tangente bestimmt ist. Hiernach nennen

wir ein Paar windschiefer Geraden, die nicht auf-

einander senkrecht stehen, selbst rechts- oder links-



2. Das Nullsystem. 5

gewunden, je nachdem es die beiden Schraubenlinien sind,

die bestimmt werden, wenn man die eine Gerade als Achse,
die andere als Tangente nimmt.

Wenn ein geometrisches Gebilde sich mit der gleich-

formigen Winkelgeschwindigkeit to um a dreht und gleich-

zeitig langs a mit der gleichformigen Geschwindigkeit T fort-

schreitet, so sagt man, das Gebilde vollfiihre eine gleich-

formige Schraubenbewegung oder Schraubung um die

Achse a. Da man sich jeden Punkt des Raumes mit dem

beweglichen Gebilde fest verbunden denken kann, so gelangt
man zur Vorstellung, als ob der ganze bewegliche Raum 91

in einem zweiten ruhenden Raum eine Schraubung vollzoge.

Jeder Punkt P von 9? beschreibt dabei eine Schraubenlinie,
deren Ganghohe nach 2) von seiner Lage unabhangig ist,

deren Neigung nach 1) mit wachsendem r abnimmt; blofs

die Punkte von a beschreiben a selbst. Wir nennen die

ganze Schraubung rechts- oder linksgewunden, je nachdem
es ihre einzelnen Schraubenlinien sind. Dabei hangen die

Bahnen der Punkte nicht von den absoluten Werten T und w,

sondern nur von ihrem Verhaltnis

3)
to

und von der Lage der Achse ab; I heifst der Parameter
oder die Steigung der Schraubung. Fur r=l wird

tg& = f,
also :

Satz 1: Die Steigung der Schraubung ist gleich
der Tangente der Neigung derjenigen Schrauben

linien, die auf dem Cylinder mit dem Halbmesser
eins liegen.

2. Das Nullsystem.

Wir denken uns den Raum in einer Schraubung um a

begriffen und fassen einen bestimmten Zeitpunkt ins Auge;
die Normalebene der Bahn, die ein Punkt P zu dieser Zeit

hat, nennen wir aus einem spater zu besprechenden Grunde
seine Nullebene v. Hierdurch ist jedem Punkt des Raumes
eine durch ihn gehende Ebene zugeordnet. Denken wir uns

die Normalebene wahrend der Schraubung mitgeftihrt, so



6 I. Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

bleibt sie fttr jeden Zeitpunkt Nullebene des Punktes P.
Jene Zuordnung 1st also vom gewahlten Zeitpunkt unabhangig.
v enthalt die Normale PN des Punktes P auf a. Versuchen
wir umgekehrt, wenn v gegeben 1st, einen Punkt P zu finden,
dessen Nullebene v ist. Wenn v l a, so 1st ihr Schnittpunkt N
mit a der gesuchte Punkt, Andernfalls legen wir in v durch
N die Gerade gLa-, nur auf g haben wir P zu suchen.
Sein Abstand r von N mufs die Bedingung 1) erfiillen,
wobei & durch die Normale von v bekannt ist. Wenn wir

vorlaufig beiderseits nur die absoluten Werte dieser Gleichung
berttcksichtigen, so ist durch sie r eindeutig bestimmt. Aber
es giebt auf g zwei symmetrisch zu N gelegene Punkte
dieses Abstandes

; derjenige ist der gesuchte, dessen Normale
zu v gegen a ebenso gewunden ist, wie die gegebene
Schraubung. P heifst der Nullpunkt von v. Die Zuord-

nung ist also gegenseitig eindeutig; nur die zu a parallelen
Ebenen haben noch keine Nullpunkte erhalten. Diese Lticke

wird sich alsbald schliefsen.

Satz 2: In einer Schraubung sei jedem Punkt
die Normalebene seiner Bahn zugeordnet. Die so
definierte geometrische Verwandtschaft ist gegen
seitig eindeutig und heifst Nullsystem.

Die Achse a der Schraubung heifst auch Achse des

Nullsystems, der Parameter ! der Schraubung auch Para
meter (Steigung) des Nullsystems. Das Nullsystem hangt
von der Lage der Achse und von I ab; also giebt es, da
es oo 4 Gerade giebt, fiinffach unendlich viele Null-

system e. Aus der Entstehungsweise eines Nullsystems 9

geht hervor, dafs es bei einer Drehung um a in sich selbst

ubergeht, d. h.: Dreht man einen Punkt samt seiner Null

ebene um a, so bleibt die Ebene fortwahrend Nullebene des

Punktes. Man sagt, %i ,,gestatte&quot;
eine Drehung um a.

Ebenso gestattet es eine Schiebung langs a, daher auch eine

Schraubung, die irgendwie aus solchen Drehungen und

Schiebungen zusammengesetzt ist, also nicht nur diejenige

Schraubung, durch welche es definiert wurde, sondern:

Satz 3: Ein Nullsystem gestattet eine beliebige
Schraubung um seine Achse.

Hiernach kann man sich eine anschauliche Vorstellung

machen, in welcher Weise durch $1 die Punkte und Ebenen
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des Raumes einander zugeordnet sind. Man kann sich dabei

auf die Punkte P einer Geraden g beschranken, welche a

senkrecht in N schneidet. Denn jeden anderen Punkt des

Raumes kann man durch eine passende Schraubung in einen

Punkt von g tiberfuhren. Wir denken uns a der bequemeren
Ausdrucksweise halber lotrecht, schreiben die Gleichung 1)

in der Form

la) ^ =
-Jr

und ersehen daraus: Wenn r von Null bis oo wachst, be-

wegt sich P auf g von N ins Unendliche; dabei werden die

zugehorigen Schraubenlinien der Schraubung immer flacher,

dagegen die Nullebenen immer steiler gegen die Horizontal-

ebene.

3. Uber die Bewegung einer Geraden.

Eine Gerade g bewege sich irgendwie im Raume und
der Geschwindigkeitsvektor eines ihrer Punkte A sei auf

ihr senkrecht; /?
sei der Geschwindigkeitsvektor eines zweiten

Punktes B auf g, gl
eine Nachbarlage von g, g

r

die durch

A zu g^ gezogene Parallele, endlich e die Normalebene von

g in B. Dann konnen wir g nach g so tiberfuhren, dafs

wir g zuerst durch blofse Drehung um A nach g bringen,
dann durch eine Parallelverschiebung nach gl

der Ge
schwindigkeitsvektor von B wird beim ersten Schritt in e

liegen, weil er die Kugelflache aus A durch B beruhren

mufs, beim zweiten Schritt zu a parallel, also ebenfalls zu g
senkrecht sein. Aus diesen beiden Vektoren setzt sich j?

zusammen, liegt daher auch in
,

falls es nicht etwa ver-

schwindet. Wir wollen diese Uberlegung durch einen

analytischen Beweis erganzen, d. h. zeigen :

Satz4: Wenn bei einer Bewegung einer Geraden
die Bahntangente eines ihrer Punkte auf ihr senk
recht steht, so tritt dasselbe fur alle ihre Punkte
ein.*)

*) Dieser Satz diirfte zuerst von Chasles (nPropr. geom. rel. au
mouv. inf. petit . .

.&quot;, Comptes R. Bd. 16, 1843) ausgesprochen sein.
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Wir verlegen den Ursprung eines rechtwinkligen Zeiger-

systems nach A, die 2-Achse in die Gerade #; ein zweiter

Punkt B auf g habe den Zeiger z = r. Bei der Bewegung
von g wird A eine Kurve

4) *

mit der Tangente in

5) ^= f/)1 (*), y

Z

beschreiben und 5 eine Kurve

mit der Tangente ft in Z?.

Dabei mtissen zufolge der

Lage des Zeigersystems

alle sechs Funktionen
f/) 7

i//, ^ f ilr t= Q verschwin-

den, wenn wir die Zeit t

vom Beginn der Bewegung
an zahlen. Aber aufser-

dem mufs

sein; denn die Richtungs-
cosinus von a sind pro-

und nach Voraussetzung
Y

ist cos (a, Z) = 0. Zu be-

weisen ist, dafs auch r^-

Fig. 2.
dt

fur t = verschwindet.

Weil die Punkte A und B wahrend der Bewegung ihre

Entfernung r beibehalten, ist

durch Differentiation nach erhalten wir:

setzen wir hierin *=0, so kommt:

also ist
1

! (0)
= 0.
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4. Das Strahlengewinde.

Ein Punkt P hat bei einer Bewegung im Raume in

einembestimmtenAugenblick oo 1
Bahnnormalenundzwar,wenn

v die Normalebene seiner Bahn ist, alle Strahlen des Btischels

(P, v). Wir definieren:

Die Gesamtheit der Bahnnormalen aller Punkte
des Raumes bei einer Schraubung heifst Strahlen

gewinde oder Gewinde.
Mit jedem Nullsystem ist also nach Satz 2 zugleich ein

Gewinde definiert; indem wir namlich in jedem Punkte P
des Raumes alle Strahlen auffassen, die durch ihn gehen
und in seiner Nullebene v liegen, erhalten wir ein Gewinde.
Wir fragen, ob durch P noch ein Strahl s des Gewindes
aufserhalb v gehen kann? Ein solcher miifste in der Null-

ebene eines seiner Punkte liegen; dann stiinde die Bahn-

tangente dieses Punktes Q auf s senkrecht, daher*) nach
Satz 4 auch die Bahntangente von P. Dies ist aber nur

moglich, wenn s in v liegt. Zugleich folgt aus Satz 4, dafs

die Bahntangente jedes Punktes Q eines Gewindestrahls s

auf s senkrecht steht; daher ist s in der Nullebene v jedes
seiner Punkte Q enthalten. Bewegt sich Q auf

$, so dreht

sich v um
s, wobei es nach Satz 2 ausgeschlossen ist, dafs

v friiher in dieselbe Lage zuriickkehrt als Q. Es giebt oo 8

Punkte im Raume; durch jeden gehen oo
* Strahlen des Ge

windes, die ein ebenes Biischel bilden. Andererseits tritt

jeder Strahl bei jedem seiner Punkte als Strahl des zu-

gehbrigen Btischels auf. Es giebt also doch nur oo 3 Ge-
windestrahlen.

Satz 5: Die Strahlen eines Gewindes bilden
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit. Durch
jeden Punkt des Raumes geht und in jeder Ebene
des Raumes liegt davon ein lineares Buschel.

Den letzten Teil des Satzes mtissen wir noch beweisen :

Ist zunachst die Ebene e parallel zur Achse a, so wahlen
wir in ihr eine Gerade g parallel zu a. Alle Punkte von g
haben, da das Nullsystem eine Schiebung langs g gestattet,

*) Der in 3 vorgesehene Fall, dafs ft verschwindet, kann hier

nicht eintreten, weil bei einer gleichformigen Schraubung iiberhaupt
kein Punkt in Ruhe bleibt.
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parallele Nullebenen; sie schneiden s in einem Parallelbtischel,
dessen Strahlen dem Gewinde angehoren. Aufserdem giebt
es in e keinen Gewindestrahl

;
denn ftir jeden seiner Punkte

mtifste, da durch ihn noch ein zweiter Gewindestrahl in e

ginge, diese Ebene die Nullebene sein. 1st s nicht zu a

parallel, so kennen wir in s einen Buschel von Gewinde

strahlen, dessen Scheitel der nach 2 ihr zugeordnete Null-

punkt ist; aus demselben Grunde wie friiher kann kein

anderer Strahl von e dem Gewinde angehoren. Somit ist

Satz 5 vollstandig bewiesen und wir konnen jetzt auch den

Ebenen, die parallel zu a sind, also in 2 noch keinen

Nullpunkt erhielten, einen solchen zuordnen. Da namlich
fur eine solche Ebene e der Scheitel des Buschels der Ge
windestrahlen, der sonst zugleich der Nullpunkt ist, in be-

stimmter Richtung in unendliche Feme rttckt, so haben wir

den unendlich fernen Punkt V dieser Richtung als Nullpunkt
von e zu betrachten. Es giebt aufserdem keinen Gewinde
strahl durch F; denn legen wir durch einen solchen s eine

Ebene
,

so enthalt e zwei parallele Gewindestrahlen,
namlich s und die Schnittlinie mit

,
was unmoglich ist, da

r

ihren Nullpunkt im Endlichen hat. Aus 2 geht hervor,
dafs jetzt auch umgekehrt jedem unendlich fernen Punkte (vor-

laufig mit Ausnahme desjenigen U der Achsenrichtung) eine

Nullebene zugeordnet ist. Wenn aber eine Ebene, immer

parallel zu einer beliebigen Ausgangsstellung, ins Unendliche

rtickt, so rtickt ihr Nullpunkt immer in der Achsenrichtung
ins Unendliche

;
wir haben daher den Punkt U als Nullpunkt

der unendlich fernen Ebene zu betrachten. Damit stimmt

uberein, dafs U der einzige unendlich feme Punkt ist, durch

den keine im Endlichen liegenden Gewindestrahlen gehen.
Es sind also jetzt die Punkte und Ebenen des Raumes aus-
nahmslos (einschliefslich der unendlich fernen Elemente)
einander gegenseitig eindeutig in einem Nullsysteme zu

geordnet. Ein Gewindestrahl heifst auch Leitstrahl des

zugehorigen Nullsystems.

5. Die Paare polarer Geraden.

Fassen wir zwei Punkte P, P r
einer Geraden g auf

(Fig. 3), die dem Gewinde nicht angehort, so gehen ihre

Nullebenen nicht durch g, schneiden sich also in einer zu g
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windschiefen Geraden g . Alle Strahlen des Biischels (P, g \
ebenso des Buschels (P , g ) sind Gewindestrahlen, ins-

besondere auch QP und QP ,
wenn Q ein beliebiger Punkt

auf g ist. Der Ort der Gewindestrahlen durch Q ist ein

ebenes Strahlbuschel, das durch die beiden Strahlen QP
und QP vollkommen bestimmt ist;

also ist Qg die Nullebene von Q,
ebenso Q g von Q ,

so dafs auch um-

gekehrt g als Schnitt der Nullebenen

zweier beliebigen Punkte Q, Q auf g
bestimmt ist. Zwei so gegenseitig

zugeordnete Gerade heifsen Polar en
des Nullsystems oder Gewindes. Jeder
Strahl durch Q, der g schneidet, ge-
hort dem Gewinde an

;
dies gilt fttr Fig . 3 .

jeden Punkt Q auf g; also:

Satz 6: Alle Strahlen, die zwei zugeordnete
Polaren schneiden, gehoren zum Gewinde.

Die Nullebene eines Punktes einer der beiden Geraden
ist also die Verbindungsebene mit der anderen. Wir fassen

dies mit einem Ergebnis des 4 zusammen:

Satz 7: Wenn ein Punkt eine Gerade g be-

schreibt, so dreht sich seine Nullebene um eine
Gerade g ,

die mit g zusammenfallt oder zu ihr

windschief ist, je nachdem g ein Strahl des mit
dem Nullsystem verbundenen Gewindes ist oder

nicht; die Kollen von g und g sind vertauschbar.

Die Nullebenen zweier Punkte P, P sind, wie aus der

Erzeugungsweise des Nullsystems durch Schraubung unmittel-

bar hervorgeht, nur dann parallel, wenn die Verbindungs-
linie g von P und P zur Achse a parallel ist. Dann rtickt

g ins Unendliche und ist durch die Stellung des Parallel-

Ebenenbuschels reprasentiert, das die Nullebenen von g
bilden; g heifst alsdann ein Durchmesser des Nullsystems.
Der Satz 7 behalt also auch in diesem Falle seine sinngemafse

Geltung; nur tritt an Stelle einer eigentlichen Drehung eine

Parallelverschiebung. Wenn dagegen ein Punkt eine unend-
lich feme Gerade g beschreibt, so dreht sich die Nullebene
im eigentlichen Sinne um den polaren Durchmesser g. Nur
fur die unendlich fernen Geraden der Parallelebenen zu a,
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die als Gewindestrahlen zu betrachten sind, tritt an Stelle

der Drehung eine Parallelverschiebung. Die Achse ist der

einzige Durchmesser, fur den die zugeordnete Stellung auf
ihm senkrecht stebt.

Satz 8: Wenn ein Strahl des Gewindes eine
Gerade g schneidet, so schneidet er auch ihre
Polare g .

Denn er liegt zugleich mit g in der Nullebene seines

Schnittpunktes mit g. Es sei A, h r

ein zweites Polarenpaar,
wobei h weder g noch g schneiden moge. Ein Strahl s,

der g, g schneidet, ist ein Gewindestrahl
;
schneidet er auch

h, so schneidet er nach Satz 8 auch h . Nun bilden die

Strahlen s, welche drei gegebene g, g ,
h schneiden, eine

Regelschar SR zweiter Ordnung (vergl. Re ye, Geom. d.Lage, L
Vortr. 10). Da alle auch von h geschnitten werden, ist k

f

ein Strahl der Leitschar $R
,
der auch g, g ,

h angehoren. Man
sagt, vier Gerade haben hyperbolische Lage, wenn sie

derselben Regelschar zweiter Ordnung angehoren.
Wenn g und h sich schneiden (Fig. 4), mufs in der

Nullebene a des Schnittpunktes AS sowohl g als h liegen;
also schneiden sich auch

diese beiden in einem

Punkte Tj dessen Null

ebene T sowohl g als h

enthalt. Die vier Geraden

liegen so, dafs sie sich

zu je zweien schneiden,
wobei die Verbindungs-

F
.

g 4
linie der Schnittpunkte
mit der Schnittlinie der

Verbindungsebenen identisch ist. Wir wollen diese Lage
unter dem Namen ,,hyperbolische Lage&quot; einbegreifen (wenn
notig als ,,spezielle hyperbolische Lage&quot; von der ,,all-

gemeinen&quot; unterscheiden). Die Gesamtheit der Geraden,
welche #, /*, g schneiden, zerfallt hier in die beiden Strahl-

btischel (, a) und (T, r). Also konnen wir sagen:
Satz 9: Zwei beliebige Paare zugeordneter

Polaren eines Nullsystems haben hyperbolische
Lage.

Wir lassen jetzt h mit a zusammenfallen
;
wenn dann

eine Gerade s sowohl h als /* schneidet, so heifst das soviet,
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als dafs sie h senkrecht schneidet. 9^ enthalt jetzt eine

unendlich feme Gerade ti und 1st daher ein hyperbolisches
Paraboloid ^5, von dem die eine Leitebene auf der Achse
senkrecht steht, die andere zu ihr parallel ist;*) ^ ist also

gleichseitig und jede der beiden Haupterzeugenden wird
von alien Geraden der anderen Schar senkrecht geschnitten.
Die Achse ist die eine Haupterzeugende; die andere enthalt,

da sie von g, g senkrecht geschnitten wird, den kiirzesten

Abstand dieser beiden Geraden, also:

Satz 10: Der kiirzeste Abstand zweier Polaren
eines Nullsystems schneidet die Achse senkrecht.

Drei Strahlen bestimmen eine Regelschar. Gehoren alle

drei einem Gewinde an, so fassen wir eine Gerade g der

Leitschar auf; dann gehort ihre Polare g nach Satz 8 auch
zur Leitschar. Daraus folgt in Verbindung mit Satz 6:

Satz 11: Wenn drei Strahlen einer KegelscharSft
einem Gewinde angehoren, so gehort jeder Strahl
von 3^ dem Gewinde an.

6. Das Nullsystem als reciproke Verwandtschaft.

Aus Satz 7 und Ende des 4 ergiebt sich, dafs durch

ein Nullsystem jedem ,,Raumelement&quot;, namlich einem Punkt,
einer Geraden oder einer Ebene stets wieder ein Raum-
element und zwar bezw. eine Ebene, eine Gerade oder ein

Punkt zugeordnet wird und zwar so, dafs, wenn der Punkt
eine Gerade durchlauft (die Ebene um eine Gerade sich

dreht), die entsprechende Ebene sich um die entsprechende
Gerade dreht (der zugeordnete Punkt die entsprechende
Gerade beschreibt). Wenn der Punkt Q in der Nullebene v

des Punktes P liegt, so ist QP ein Strahl des zugehorigen

Gewindes; also geht auch umgekehrt die Nullebene von Q
durch P. Den Punkten des Feldes v entsprechen also die

Ebenen des Bundels P, ferner den Geraden des Feldes die

Geraden des Bundels. Wenn also g in v liegt, geht g durch
P. Wenn endlich zwei Gerade g, li sich schneiden, so

schneiden sich auch die entsprechenden ( 5).

*) Fur Leser, die mit der Geometrie der Lage nicht vertraut sind,
sei bemerkt, dafs der wichtige Satz 10 in 8 nochmals bewiesen
werden wird.
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Wenn ein Punkt in einer Ebene liegt oder ein Punkt
in einer Geraden oder eine Gerade in einer Ebene oder

endlich, wenn zwei Gerade sich schneiden, so sagt man
in alien diesen Fallen, die beiden Raumelemente seien in

cident. Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise konnen
wir die eben ausgesprochenen Einzelsatze in den einen Satz

zusammenfassen :

Satz 12: Wenn zwei Raumelemente incident sind,
so sind die in einem Nullsystem entsprechenden
auch incident.

Welcher Art diese Incidenz ist, bestimmt sich aus der

Art der Raumelemente von selbst. Das Nullsystem gehort
also zu den aus der projektiven Geometrie bekannten ,,reci-

proken Verwandtschaften&quot; oder ,,Korrelationen&quot;; wir werden

spater noch darauf zuruckkommen ( 46).

7. Analytische Darstellung des Nullsystems.
Wir knupfen unmittelbar an 2 an und wiinschen,

wenn die Zeiger #, y, z eines Punktes P gegeben sind, die

Gleichung seiner Nullebene hinschreiben zu konnen. Wir
lassen die ^-Achse eines rechtwinkligen Zeigersystems erster

Art mit der Achse a des Nullsystems zusammenfallen. Die

Gleichung einer Ebene durch P hat die Form:

6) ^(g-^ +^-^+Cg-^O,
wobei |, 17,

ihre laufenden Zeiger sind. Soil sie die Null

ebene von P sein, so mlissen A, B, C proportional den

Richtungs-Cosinus der Bahntangente von P bei der Schraubung

sein; diese Cosinus miissen wir also berechnen. Durch die

v Schraubung sei P nach der Zeit t

in die Lage P
1
=

(a?1 , y17
z

) ge-
kommen. P ==

(x, y , 0) und

Pj-ss-^, y1? 0) seien die Projek-
tionen von P und P

1
auf die X Y-

Ebene. Dann ist F
{

aus P durch

Drehung in der X Y-Ebene um den

Winkel (t
= wt hervorgegangen ( 1).

Wenn also r, a die Polarzeiger von

X P 1

in der X Y-Ebene sind (Fig. 5),

Fig. 5. r.
, a, von P . , so ist
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# = r cos a
l
=r (cos a cos /?

sin a sin ft)

y^
= r

x
sin a = r (sin a cos

/? -j- cos a sin
/?)

oder

^= # cos /? # sin
/?, #t

= # sin
/? -)- y cos /?;

aufserdem ist die Hohe von P liber der X Y-Ebene um T t

gewaehsen. Der Zusammenhang der Zeiger von P und P
wird also dargestellt durch:

x
l
= x cos cot y sin cot

7) ^ = # sin wi -\-y cos wi

^ =Z-\- Tt

Diese Gleichungen stellen die Bahnkurve des Punktes P
dar, in xv yl ,

z
l

als laufenden Zeigern und mit t als Para

meter. Fur =0wird, wie es sein mufs, P1
^P. Wollen

wir also drei Grofsen kenneu, die den Richtungs-Cosinus der

Bahntangente in P proportional sind, so mussen wir nach

t differenzieren und hierauf ^=0 setzen. Dies ergiebt:

Diese drei Grofsen haben wir fiir A, B, C in Gleichung 6)

einzusetzen und erhalten mit Berucksichtigung von Gleichung 3)

als Gleichung der Nullebene von P:

8) xri |y + f(f z)
= Q.

Wir betrachten jetzt T und w als mit einem Vorzeichen be-

haftete Grofsen
;
aber es bestatigt sich, dafs das Nullsystem

nur von ihrem Verhaltnis ! abhangt. Wenn beide gleich-

zeitig ihr Vorzeichen umkehren, geschieht die Schraubung
im entgegengesetzten Sinn, aber in denselben Bahnen wie

frtiher. Es entspricht einem positiven I eine rechtsgewundene,
einem negativen eine linksgewundene Schraubung.

8. Die Lage der Polarenpaare.

Da wir durch eine passende Drehung um die Achse a

des Nullsystems und eine Schiebung langs derselben es

dahin bringen konnen, dafs der kurzeste Abstand einer Ge-
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raden g von a in die X-Achse fallt, so konnen wir uns auf

die Geraden g beschranken, welche die Z-Achse senkrecht

schneiden. Eine solche ist durch den X-Zeiger c ihres

Schnittpunktes S und durch ihren Neigungswinkel v gegen
die X Y-Ebene bestimmt. Uber die Zahlung dieses Winkels

setzen wir folgendes fest: Durch die positive Seite der

X-Achse ist in der Y^-Ebene (und
in jeder zu ihr parallelen) ein posi-
tiver Drehungssinn fixiert. Wenn
nun

&amp;lt;7j

die Projektion von g auf

die YZ-Ebene ist (Fig. 6), so ver-

stehen wir unter dem Neigungs
winkel v von g mit der X Y-Ebene

den Winkel
( Y, g^). Wenn c und

v gegeben sind, stellen wir uns die

Aufgabe, die Polare g zu finden.
Fi&- 6 - Die Gleichungen der Geraden g sind

x = c. tan v.

y

Die Zeiger eines ihrer Puiikte P sind also

c, y, y . tan v

und nur von der einzigen Veranderlichen y abhangig. Setzen

wir sie in Gleichung 8) ein, so erhalten wir als Nullebene

von P:

9) c
rj + f C y (| + I tan v)

= 0.

Aus dieser Gleichung konnen wir durch Wahl von y noch

die Gleichung der Nullebene eines beliebigen Punktes von g

berechnen; insbesondere wollen wir die Nullebene e von S

finden und die Nullebene s des unendlich fernen Punktes U
Wir setzen y = und erhalten als Gleichung von e:von

10)
7?

c

T .

!

Um die Gleichung von e zu finden, schreiben wir Gleichung 9)

zunachst in der Form:

CY] + t

(g -f I tan v)
= 0.
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Lassen wir jetzt y unendlich werden, so nahert sich die

Ebene der Grenzlage

11) != Itany,

der Nullebene von U. Die Ebene 10) enthalt, wie es sein

mufs, die X-Achse, die Ebene 11) ist auf ihr senkrecht.

Die Schnittlinie beider ist nach 5 die gesuchte Polare g .

Ubrigens findet man aus der Form der Gleichung 9), dafs

die gemeinsamen Punkte der Ebenen 10) und 11) ftir jeden
Wert y in der Ebene 9) liegen, weil ihre Zeiger die Be-
standteile ci?-f-l und -{-Itsmv fur sich zu Null machen;
also dreht sich diese Ebene urn die Schnittlinie der beiden

anderen. Hiermit ist der erste Teil des Satzes 7 neuerdings
und unabhangig von 3 if. bewiesen worden, ebenso der

Satz 10. Denn die Gleichungen 10) und 11) stellen eine

Gerade g vor, die, wie g, die X-Achse senkrecht scLneidet;
sind c

,
v ihre analogen Bestimmungsstucke, so ist:

n

durch Vergleich mit 10) und 11) finden wir

s

tan v = p c = f tan v,

oder symmetrischer :

-, 9 ^
c = I tan v

c = ftanv,

wodurch die Beziehung zwischen den vier Bestimmungs-
stticken der Geraden #, g ausgedrUckt ist. Wir entnehmen
daraus noch:

13) c : c = tan v : tan v.

Wir fragen, wann g mit g zusammenfallt. Hierzu mufs
c =c sein, also auch nach Gleichung 12)

c== I tan v.

Fur die Gewindestrahlen s, deren Bestimmungsstiicke wir
durch den Index s kennzeichnen, gilt also

14)

Zindler, Liniengeoraetrie.
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Vergleichen wir die rechten Seiten dieser Gleichung und der

Gleichung 1), so finden wir (mit Riicksicht auf die Ande-

rungen in der Bezeichnung), dafs ihr Produkt 1 ist. In
TT

der That ist v urn grofser als #, wenn g in die
a

Lage s kommt.

Wir wollen uns einen anschaulichen Uberblick iiber die

Verteilung der Polarenpaare verschaffen, indem wir die

Gerade g das Biischel (S, s
) beschreiben lassen (Fig. 7) und

die Bewegung von g verfolgen. Da e,
U die entsprechen-

den Elemente von AS,
e sind, konnen wir aus Satz 12 folgern,

dafs g das Strahlbuschel (, U) beschreibt, d. h. in der Null-

ebene von parallel zur Lage s von g sich bewegt. Diesen

Umstand und die quantitativen Eigenschaften der Bewegung
konnen wir auch aus Gleichung 12) entnehmen. Aufser s

betrachten wir noch die zwei ausgezeichneten Lagen, in

denen g parallel zur Y- oder Z-Achse wird und nennen sie

p und q. Je nachdem I positiv oder negativ ist, wird g,

die Drehung im positiven Sinn von der Lage p aus be-

ginnend, zuerst die Lage q oder s durchschreiten; dies entnimmt
man aus der Gleichung 14) oder unmittelbar aus der geo-
metrischen Bedeutung des Vorzeichens von f ( 7). Um die

Vorstellungen zu fixieren, denken wir uns I positiv. Wahrend
1~C

v von bis wachst, nimmt c
r nach Gleichung 12) ab

2

von bis oo. Auch bei weiterer Drehung entsprechen
sich die nebeneinander stehenden Intervalle des folgenden
Schemas :

TC
bis T

7t

~2
&quot;

Vs

71

bis oo

- 00 C

c

Diese Verhaltnisse sind in der Fig. 7 ersichtlich gemacht, wo
die ausgezeichneten Lagen von g und die entsprechenden
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welche

Ziffern

Uoo

9. Das Strahlengebiisch.

von g eingezeichnet sind. Ferner sind die Winkel,
v beschreibt, durch Bogen angedeutet, die gleiche

tragen, wie die entsprechen-
den Strecken, welche der

Schnittpunkt (g
f

, X) durch-

lauft; q liegt im Unend-
lichen.

Wenn der kurzeste Ab-
stand von g, g diese Ge-

raden in N, N schneidet,
die Achse in M, so ent-

nehmen wir noch aus Figur
7 oder aus Gleichung 13)
den:

Satz 13: Je nachdem die Projektionen von g, g
auf die Y/^-Ebene in verschiedenen oder in den-
selben Quadranten liegen, liegt M innerhalb oder
aufserhalb

9. Das Strahlengebiisch.

Wir haben uns bisher stets eine eigentliche Schraubung
gedacht. Wenn jedoch die Schiebungskomponente r ver-

schwindet, so haben wir eine blofse Drehung urn a. Es
leuchtet unmittelbar ein, dafs die Bahnnormalen samtlicher

Raumpunkte in diesem Fall aus alien oo 8 Geraden bestehen,
die a schneiden. Man nennt ihre Gesamtheit ein ,,spezielles

Gewinde&quot; oder ein Strahlengebtisch und a seinen Trager.
Ihm entspricht kein eigentliches Nullsystem mehr. Denn die

Nullebene jedes Achsenpunktes wird unbestimmt, die aller

anderen Punkte geht durch die Achse. Die Nullpunkte der

Ebenen durch die Achse werden unbestimmt, die aller

anderen Ebenen liegen im Schnitt mit der Achse. Die

gegenseitige Eindeutigkeit der Zuordnung hbrt also auf.

Aber dieses ausgeartete Nullsystem wird immer noch durch

die Gleichung 8) dargestellt (I
=

0).

Wenn andererseits die Drehungskomponente w ver-

schwindet, so wird f unendlich. Dividiert man vorher

Gleichung 8) durch
f, so erhalt man fttr diesen Fall die

2*
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Gleichung c z =
;
in der That stellt sie noch immer die

Normalebenen der Bahnen aller Punkte dar; denn es liegt
eine Schiebung in der Richtung der ,^-Achse vor. Das Ge-
winde besteht jetzt aus alien oo 3

Strahlen, die zurX Y-Ebene

parallel sind und kann als ein Strahlengebiisch aufgefafst

werden, dessen Trager die imendlich feme Gerade dieser

Ebene ist.

10. Bestimmungsweisen ernes Gewindes oder

Nullsysterns.

Ein Gewinde ist eindeutig bestimmt:

a) Durch die Achse a und einen Strahl s (der zu
a windschief sein mufs). Denn wahlen wir den kurzesten

Abstand von a und s als X-Achse eines wie in 8 liegen-
den Zeigersystems, in der wir die positive Richtung will-

kurlich fixieren konnen, so sind damit vs und cs gegeben,
und man kann I aus Gleichung 14) berechnen.

Wenn von einem Nullsystem ein Polarenpaar g,g (mit
dem kurzesten Abstand NN

) gegeben ist, so mufs a die

Strecke NN senkrecht (in M) sehneiden. Aufserdem ist

noch die Bedingung 13) zu erfiillen. Man kann also die

Richtung von a inuerhalb eines Buschels willkiirlich wahlen,
wodurch auch die Ebene bestimmt ist, von der aus die

Winkelzahlung erfolgt. Alsdann ist M nach Gleichung 13)
dadurch eindeutig bestimmt, dafs man NN im Verhaltnis

tan v
r

: tan v zu teilen hat (vergl. auch Satz 13). Zieht man
eine Treffgerade von g,g hinzu, so ist man hiermit beim
Fall a) angekommen. Ein Nullsystem ist also auch ein

deutig bestimmt:

b) Durch ein Polarenpaar und die Richtung von a,

die dem Biischel der Richtungen g,g entnommen
sein mufs.

Es giebt also oo 1
Gewinde, in denen g,g* polar sind.

Wahlt man eine dritte Gerade h (zu g und g windschief),
so ist h durch Satz 9 auf die Regelschar beschrankt, der

#,# ,/* angehoren, kann also ebenfalls gerade noch oo 1

Lagen
einnehmen. Man wird also h innerhalb der Regelschar will

kiirlich wahlen diirfen. Dann ist aber ein Gewinde bestimmt.
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Denn wenn d der kiirzeste Abstand von g,g 1st, d^ von A,//,

so mufs a nach Satz 10 der ktirzeste Abstand von d^ sein.

Wenn d,t\ sich schneiden, 1st a die gemeinsame Senkrechte

im Schnittpunkte. Ein Nullsystem 1st also auch eindeutig
bestimmt :

c) Durch zwei Polarenpaare in hyperbolischer
Lage.

Insbesondere kann man h mit h identisch wahlen. Dann
1st vom Gewinde aufser g,g ein Strahl s gegeben, und man
kann zu jedem Punkte P des Raums die Nullebene kon-

struieren. Zunachst kann man namlich (Fig. 8) den Null-

punkt Q der Ebene (P,s)===e finden, indem man in dieser

Ebene aufser s noch den durch die Schnittpunkte mit g,g

Fig. 8. Fig. 9.

bestimmten Gewindestrahl s
1

kennt. Man kennt also durcb
P den Gewindestrahl PQ und denjenigen, der #, g schneidet.

Dual kann man zu jeder Ebene s des Raums (Fig. 9) den

Nullpunkt A konstruieren. Zunachst kann man namlich die

Nullebene ihres Schnittpunktes S mit s finden, indem man
durch S aufser s noch den Gewindestrahl s kennt, der g,g
schneidet. In erhalt man einen Gewindestrahl t als Schnitt

mit der Ebene (s,,) und einen zweiten t durch die Schnitt

punkte von g,g mit . Ein Nullsystem ist also auch be
stimmt durch:

d) Ein Polarenpaar und einen Leitstrahl.
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11. Anordnung der Gewindestrahlen.

Es 1st wichtig, sich eine moglichst anschauliche Vor-

stellung vom Strahlengewinde zu machen. Da aber eine

Mannigfaltigkeit von oo 3 Geraden unzerlegt schwer vor-

stellbar 1st, so 1st es forderlich, Zerlegungen in Teilmannig-
faltigkeiten vorzunehmen. Eine besonders anschauliche
wollen wir noch besprechen: Wir denken uns der leichteren

Ausdrucksweise halber die Achse a lotrecht; wenn dann
MN= c der kiirzeste Abstand eines Gewindestrahls s von a

ist, wobei M auf a, A7 auf s liegt, so ist die Neigung von s

gegen die Horizontalebene % durch Gleichung 14 bestimmt.

Beschreibt man um a einen Kreiscylinder mit dem Halb-
messer c, so beruhrt s diesen Cylinder; und alle Cylinder-

tangenten, die mit s die gleiche Neigung gegen 7 haben und

gegen a gleich gewunden ( 1) wie s sind, gelioren eben-
falls zum Gewinde. Diese Neigung wachst mit wachsendem

Cylinderhalbmesser nach Gleichung 14. Die oo 3 Gewinde
strahlen lassen sich also zu je oo 2

als Tangenten von oo 1

Kreiscylindern anordnen; in jedem Punkte eines Cylinders
beruhrt ein Gewindestrahl und steht auf der Bahntangente,
die der Punkt vermoge der zugehorigen Schraubung hat,
senkrecht. Die oo

2
Gewindestrahlen, die denselben Cylinder

bertihren, lassen sich also wieder zu je oo 1
als Tangenten

von oo x Schraubenlinien anordnen, welche die Bahnschrauben-
linien der Cylinderpunkte uberall senkrecht durchschneiden,
also mit ihnen entgegengesetzt gewunden sind. Man sagt,
eine Schraubenlinie (iiberhaupt eine Kurve) sei in einem
Gewinde enthalten, wenn ihre Tangenten dem Gewinde an-

gehoren. Je nach der Windung der in ihm enthaltenen

Schraubenlinien kann man das Gewinde selbst rechts oder
links gewunden nennen; also:

Satz 14: Ein Strahlengewinde ist entgegengesetzt
gewunden wie die Schraubung, durch die es definiert
wurde.

Wir haben in Fig. 10 drei von den koaxialen Cylinder-
flachen dargestellt, sie durch eine Ebene durch a geschnitten
und die Parallelbuschel von Gewindestrahlen, die langs der

so entstandenen Cylindererzeugenden beriihren, durch kurze

Striche angedeutet. Dreht man dieses System von oo
2 Ge

raden um a, so erhalt man samtliche Gewindestrahlen. Da nach
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Gleichung 3 einem positiven ! rechtsgewundene Schrauben-

linien entsprechen, so stellt Gleichung 8 fur
!&amp;gt;&amp;gt;0

ein links-

gewundenes Gewinde dar.

pV

12. Das Moment zweier Stabe und zweier Geraden.

Man nennt allgemein Strecken, an denen nur ihre Lange,

Richtung und Sinn in Betraeht kommt, Vector en. Sie sind

parallel zu sich selbst frei beweglich, ohne ihre Bedeutung
zu andern. Dagegen ist z. B. eine Kraft, die an einem
starren Korper angreift, an eine bestimmte Wirkungslinie

gebunden. Eine Strecke, bei der die Lange, die Gerade auf

der sie liegt und der Durchlaufungssinn in Betraeht kommen,
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nennen wir mit H. Grassmann d. J. (vergl. Ges. W. I, b
7

S. 438) einen Stab. Ein Stab 1st also nur langs dieser

Geraden, seines ,,Tragers&quot; frei verschiebbar, ohne seinen
Wert zu andern.

b) Unter dem Moment zweier Stabe a,b versteht

man das Produkt ihrer Langen, ihres kurzesten Abstands
und des sinus des Neigungswinkels ihrer Trager. Das
Moment wird also Null, wenn die Trager sich schneiden

(oder parallel sind). Um es aber auch dem Vorzeichen nach
definieren zu konnen, nehmen wir auf der Linie des kurzesten
Abstandes AB (wobei A auf a, B auf b liegt), willkiirlich

eine positive Richtung an, wodurch zugleich in den hierzu

senkrechten Ebenen ein positiver Drehungssinn*) und daher
der Winkel (a, b) fixiert ist (vergl. 8). Dann verstehen wir
unter dem Moment der beiden Stabe, wenn a und b zugleich
ihre Mafszahlen sind:

15) M(a,b) = a. b. AB. sin (a, 6).

Der Grund des Minuszeichens wird aus Satz 15 ersichtlich

werden. Das Moment ist davon unabhangig, wie im kurzesten

*) Als positiven Drehungssinn in einer Ebene betrachten wir den-

jenigen, der, von der positiven Seite ihrer Normalen aus gesehen, der

Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt ist, also mit dem Drehungssinn
der Erde urn ihre Achse, vom Nordpol aus gesehen, iibereinstimmt,
ferner mit dem Sinn der Bewegung der Erde in der Ekliptik, von der
Nordseite der Ekliptik aus gesehen, auf der sich die meisten Kultur-
lander das ganze Jahr hindurch befinden. Unter dem Winkel (a, b)
zweier Richtungen (Halbstrahlen) der Ebene versteht man nun den
Winkel der iiberstrichen wird, wenn man einen Halbstrahl aus der

Richtung a im positiven Drehuugssinn in die Richtung b dreht; es

ist also

Wo nur trigonometrische Funktionen in Betracht kommen, kann man
setzen :

2(M) = -^(&amp;lt;a),

und man kommt mit Winkeln zwischen Null und 2n (ausschliefslich
der oberen Grenze) aus. Es ist nicht immer nbtig, einen positiven

Drehungssinn einzufiihren oder, was auf dasselbe hinauskommt, die

Reihenfolge der Winkelschenkel zu beachten, weil viele Ergebnisse hier-

von unabhangig sind, z. B. alle jene, in denen nur der cos der Winkel
auftritt. Wir sprechen dann von absoluter Winkelzahlung. Sie

braucht sich nur von Null bis n (einschliefslich b eider Grenzen) zu
erstrecken. Wir werden sogleich ein Beispiel ihrer Verwendung haben

(Satz 15).
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Abstand die positive Richtung fixiert wurde; denn bei

Anderung derselben wechseln die letzten beiden Faktoren

ihr Vorzeichen. Aus demselben Grund ist

Wenn dagegen der eine Stab in den entgegengesetzten ver-

kehrt wird, andert das Moment sein Vorzeichen, well sich

der Winkel (a, b) um 7t andert. Wir haben uns bisher die

positive Richtung in den Tragern der Stabe durch diese

selbst fixiert gedacht, so dafs die Zahlen a, b positiv waren.

Eine etwaige andere Festsetzung hat auf das Moment keinen

Einflufs. Denn wechselt die postive Richtung im Trager von a,

so wechselt sowohl a als sin (a, 6) sein Vor-

zeichen. Aus Fig. 11 sieht man,*) dafs das

Moment der Stabe a, b positiv bleibt, so

lange der Drehungssinn, den der Stab b

in Bezug auf a bestimmt, positiv ist.**) In-

dem wir den Begriff der Windung zweier

Geraden ( 1) auch auf Stabe tibertragen,
konnen wir auch den letzten Teil des

folgenden Satzes aus Fig. 11 entnehmen.
Fig n

Satz 15: Das Moment zweier Stabe stimmt dem
Vorzeichen nach mit dem Drehungssinn iiberein,
den der eine Stab in Bezug auf den anderen be

stimmt; das Moment zweier rechts gewundenen
Stabe ist positiv, wenn sie einen absolut spitzen
Winkel bilden.

Die ubrigen Falle ergeben sich hieraus von selbst.

c) Unter dem Moment zweier Geraden verstehen

wir das Moment zweier Einheitsstabe auf diesen Geraden;
damit es also auch dem Vorzeichen nach bestimmt sei,

mtissen auf den Geraden positive Richtungen fixiert sein.

Unter dem Moment eines Stabes in Bezug auf eine

*) In Fig. 11 ist die Strecke AB nach rechts vorn unten gehend
zu denken. Dann liegt, wenn A B &amp;gt; 0, 2 (a, b) im vierten Quadranten.
Also ist M (a, b) &amp;gt;

0. Die Stabe sind rechts gewunden.
**) Man denke sich in b eine Kraft, die einen Korper um die

Achse a dreht. Je nachdem der Sinn dieser Drehung positiv oder

negativ ausfallt, sagen wir, der Stab b bestimme in Bezug auf den
Stab a einen positiven oder negativen Drehungssinn. Der Drehungs
sinn, den der Stab a in Bezug auf b bestimmt, hat dasselbe Vorzeichen.
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Achse verstehen wir das Moment des Stabes in Bezug auf

einen Einheitsstab auf der Achse; unter dem Moment
eines Stabes S T in Bezug auf einen Punkt P ver

stehen wir das Moment des Stabes in Bezug auf eine Achse,
die durch P senkrecht auf die Verbindungsebene PS T gelegt

1st; es ist also gleich dem doppelten Dreieck PST. Diese

Definitionen sind natiirlich den Bedurfnissen der Mechanik

angepafst.

d) Das Volumen eines Tetraeders ABCD be-

trachten wir als positiv oder negativ, je nachdem das Drei

eck AB C, yon D aus gesehen, fiir einen inneren Punkt den

positiven oder negativen Umfahrungssinn ergiebt.*) Es andert

also sein Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte oder iiber-

haupt zwei beliebige Symbole vertauscht (vergl. Baltzer,
Determin. 1), ebenso bei cyklischer Vertauschung der vier

Symbole. Dagegen ist

ABCD = CDAB.
Oder wenn man die Stabe A B, CD mit w, n bezeichnet

und durch Nebeneinandersetzen den durch sie bestimmten

Tetraederinhalt ausdruckt, so ist auch dem Vorzeichen nach

inn = nm.

Verschiebt man eine Kante eines

Tetraeders in sich selbst, ohne ihre

Lange zu andern (Fig. 12 ;
(?=BC\

so andert sich sein Inhalt nicht; denn

es hat weder die Hbhe aus D noch

die zugehorige Grundflache ihre

Grofse geandert. Verschiebt man
zwei Gegenkanten AA

,
BB eines

Fjg 12
Tetraeders (Fig. 11), bis ihre An-

fangspunkte in die Fufspunkte ihres

*) Mobius hat zuerst (1827) ein Vorzeichen des Tetraederinhalts

eingefiihrt; vergl. den Baryc. Calc., 19 (Ges. W., Bd. I) und wUber
die Bestimmung des Inh. eines Polyeders&quot;, 18 (Ges. W. Bd.

11).^
Er

nimmt den Drehungssinn des Uhrzeigers als den positiven, betrachtet

dagegen von A aus die Flache BCD
;

also hat trotzdem hier und bei

Mobius jedes Tetraeder ABCD dasselbe Vorzeichen. Fur die hier

getroffene Festsetzung spricht aufser dem Satz 16 noch der Umstand,
dafs das Tetraeder ABCD positiv ist, wenn A in den Ursprung,

B, C, D der Reihe nach in die positive X-, Y-, Z-Achse eines Zeiger-

systems erster Art fallen.
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kurzesten Abstands fallen, so sieht man, dafs der sechsfache

Tetraederinhalt 6 V dem absoluten Betrag nach gleich dem
Moment der Stabe AA

,
BB 1st. Denn 6 V 1st auch gleich

dem Inhalt eines Parallelepipeds, dessen Grundflache das

durch a, b
r

(b
f^ b durch -4) bestimmte Parallelogramm und

dessen Hohe AB ist. Aber diese Gleichheit gilt auch dem
Vorzeichen nach; denn aus der Definition des Vorzeichens

des Tetraederinhalts geht hervor, dafs es mit dem des

Drehungssinnes iibereinstimmt, den der Stab AA in Bezug
auf die Achse BB bestimmt. Durch Vergleich mit Satz 15
finden wir also :

Satz 16: Das Moment der Stabe AA
,
BB ist

auch dem Vorzeichen nach gleich dem sechsfachen
Inhalt des Tetraeders AA BB .

e) Hieraus kbnnen wir einen analytischen Ausdruck fur

das Moment zweier Geraden^, g.2 ableiten, wenn g^ durch

einen ihrer Punkte P
1
= (^ , ^ ,

C )
und ihre Richtungs-

winkel a
, ft, y1? analog #2

durch P
?
=(ga , i?8 ,

C2 ) und

&quot;2? ft? Xa gegeben ist. Liegen zunachst auf den Ge
raden zwei beliebige Stabe P

1 P{ und P
2
P.

,
so ist der

sechsfache Tetraederinhalt gegeben durch (vergl. Baltzer,
Determ. 15):

16) p pJ ^
b2

1

Dafs diese Gleichung auch dem Vorzeichen nach gilt, erkennt

man am einfachsten an einem Spezialfall: Nimmt man P
l

im Ursprung, PJ, P2 ,
P

2
bezw. auf der X-, Y-, Z-Achse

eines rechtwinkligen Systems erster Art in den Abstanden
eins vom Ursprung an, so wird 6 P

t PJ P2
P

2 + 1
;
anderer-

seits wird auch die Determinante

1000
1100
1010
1001

=
-f- 1.
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Da der Tetraederinhalt sein Vorzeichen nicht andert, solange
bei Bewegung seiner Eckpunkte mit Beibehaltung ihrer Reihen-

folge niemals eine Ecke die Ebene der drei anderen durch-

schreitet, und auch die Determinante unter dieser Voraus-

setzung nie verschwindet, mufs die Ubereinstimmung der

Vorzeichen immer gelten, sobald sie in einem speziellen Falle

gilt.*) Also ist (Satz 16):

o i2 -i! % % s,

1

Sind insbesondere P P\ und

so ist

|
f

, 1
= cos

j , 2 J2
= cos

2 ,
u. s. w.

;
also

i Einheitsstabe
r

17)

C2
COS

j
COS

2

-
ft COS ft COS ft

Co cos y, cos y

wobei ( 1? ft, c
t )

und (g2 , ft, ft) je ein beliebiger Punkt auf

und ist.

Ubungsaufgaben:

1. Es ist der eigentliche Inhalt des Satzes 7 fur den
Fall explicite auszusprechen, dafs g die unendlich feme
Gerade einer zur Achse parallelen Ebene ist.

2. Wie berechnet man, wenn eine Ebene A
j; -\-Brj

-\- Ct -)- D = gegeben ist, ihren Nullpunkt mit Hilfe der

Gleichung 8)?

3. Die Gleichung 8) darf sich zufolge der Eigenschaften
des Nullsystems nicht andern, wenn man das Zeigersystem

*) Es ist also zu beachten, dafs die Reihe der Einser als erste
Kolonne (oder Zeile) geschrieben werden mufs, hierauf die Reste der

Zeilen (oder Kolonnen) entsprechend der Reihenfolge der Eckpunkte.
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urn die Z-Achse dreht oder langs ihr verschiebt; dies 1st

unmittelbar zu bestatigen.

4. Die zur Fig. 7 analoge Figur fttr ein negatives I ist

zu zeichnen.

5. Es ist im Anschlufs daran g zu einer gegebenen

Lage von g zu konstruieren.

6. Was geschieht, wenn man in 10 bei der Be-

stimmungsweise b) die Achsenrichtung senkrecht zu g wahlt

oder parallel dazu?

7. Bei der Bestimmungsweise 10, c) ist unmittelbar

wie bei d) zu jedem Punkt die Nullebene und umgekehrt
zu konstruieren.

8. Wieso kann in 10 die Bestimmungsweise a) als

ein Spezialfall von d) aufgefafst werden?

9. Wie findet man bei 10, d) am schnellsten die

Achse ?

10. Wie hilft man sich, wenn d, d bei 10, c) zu-

sammenfallen ?

11. Wenn a die (lotrecht ge-

dachte) Achse eines Nullsystems ist

(Fig. 13), d der kiirzeste Abstand

eines Gewindestrahls /,
v seine Nei-

gung gegen die Horizontalebene, so

ist
(7, d) die Nullebene von P. Nach

Gleichung 14) gilt die Beziehung:
d . cot v = --

I. Haben d
l ,

v
t

fur

einen anderen Gewindestrahl ^ durch

P die entsprechende Bedeutung, so

mufs auch d cot v
l
= I sein.

Also ist

d^ cot v
1
= d . cot v.

Dies ist unmittelbar zu bestatigen.

12. Wenn man ein Tetraeder durch eine Ebene E nach

einem Parallelogramm schneidet (wie?) und dann eine Kante,

die zu E parallel ist, in sich selbst verschiebt ( 12), so

verschiebt sich das Parallelogramm kongruent mit sich selbst

Fig. 13.
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in E-, aueh hieraus kann man die Unveranderlichkeit des
Tetraederinhalts entnehmen (Prinzip von Cavalieri).

13. Fur alle in einem Nullsystem enthaltenen Schrauben-
linien ist der Quotient aus dem Querschnitt des Schrauben-

cylinders und der Hohe des Schraubenganges konstant

(Silldorf, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 20).

13 a) Drei Punkte ABC und drei der Reihe nach durch
sie gehende Ebenen

or, ft y bestimmen ein Nullsystem, wenn
die Ebene (A, B, C) durch den Punkt (a, ft y] geht.



II. Abschnitt.

Anwendungen auf Bewegungslehre,

Mechanik und graphiscke Statik.

13. Momente von Kraften.

Wenn ein starrer Korper um eine Achse a beweglich
1st, und es greift eine Kraft k an ihm an, zunachst langs
einer Wirkungslinie, die a senkrecht im Abstande AB=d
kreuzt (Bezeichnungen und Zeigersystem sind dieselben wie
im 12), so spielt das Produkt kd in der Theorie der

Drehung des Korpers bekanntlich*) eine analoge Kolle, wie
die Kraft in der Theorie des beweglichen Massenpunktes;
es heifst Moment der Kraft k bezuglich der Achse a. Wenn
in a eine positive Richtung fixiert ist, so ist hiermit auch
ein positiver Drehungssinn um a gegeben, und dann zahlt

man das Moment positiv oder negativ, je nachdem die Drehung,
die seine Kraft hervorbringt, im positiven oder negativen
Sinn erfolgt. Tragt man auf a eine Einheitsstrecke AE nach

der positiven Richtung ab, so ist das Moment (auch dem
Vorzeichen nach) gleich dem sechsfachen Tetraeder AEBB
(wenn k= BB

],
weil es gleich einem Parallelepiped mit

AE als Hohe und AB.BB als Basis ist.

Liegt k belie big gegen a, so kommt fttr die Drehung
um a nur die Komponente von k in Betracht, die durch

Projektion auf eine zu a senkrechte Ebene entsteht, und man
versteht unter dem Moment von k auf a das Moment dieser

*) In 13 erinnern wir an gewisse Satze der Mechanik, von denen
wir die einfachsten als bekannt voraussetzen.
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Komponente. Der Tetraederinhalt wird durch die Projektion
nicht geandert, well die Hohe ungeandert bleibt, wenn man
ABE als Basis betrachtet (Fig. 11). Also ist immer noch
das Moment von k bezuglich a gleich 6AEBB . Hieraus

folgt in Verbindung mit Satz 16, wenn g die Wirkungslinie
der Kraft ist:

Satz 17: Das Moment einer Kraft bezttglich einer
Achse a ist gleich dem Moment des Kraftstabs und
eines Einheitsstabes auf a oder gleich dem Moment
von a,g multipliziert mit dem Betrage der Kraft.

Unter dem Momente eines Kraftesystems beztiglich a

verstehen wir die algebraische Summe der Momente aller

Einzelkrafte beziiglich a. Ist das Kraftesystem insbesondere

ein Kraftepaar, so ist sein Moment beziiglich einer Normalen
seiner Ebene bekanntlich von der Lage dieser Normalen

unabhangig und heifst deshalb schlechtweg das Moment
des Kraftepaars. Es kann durch eine Strecke auf einer

solchen Normalen versinnlicht werden, deren Mafszahl gleich
der Momentmafszahl ist, und die so gerichtet ist, dafs sie

als positive Normale der Ebene des Kraftepaars das Vor-

y.eichen des Moments positiv macht. Da auch die Ebene
des Kraftepaars bekanntlich beliebig parallel zu sich selbst

verschoben werden darf, so hat die Strecke, durch die das

Moment dargestellt wird, den Charakter eines Vektors

(s. Anfang des 12). Die Momentvektoren diirfen bekanntlich

geometrisch addiert werden, ebenso wie Kraftstabe, deren

Trager sich schneiden (Parallelogramm der Krafte). Auch
in letzterem Falle hat die resultierende Kraft bezuglich jeder
Achse des Raums dasselbe Moment wie das System der

Komponenten.

Unter dem Moment einer Kraft k bezuglich des Punktes P
versteht man das Moment von k bezuglich einer durch P
gehenden Normalen der Ebene (P,k).

14. Normalform eines Kraftesystems.

Es sei eine Kraft k gegeben, l=AA k (Fig. 14) und

g ||
k durch A . Lassen wir in A zwei entgegengesetzt

gleiche Krafte &
13 \ angreifen (k1 =k) 1

so ist das ganze
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System der einzigen Kraft k gleichwertig. k und k
t

bilden ein Drehmoment, dessen Vektor m hinter die Zeichen-

ebene gerichtet ist; k^m liegen also (in

alphabetischer Reihenfolge) wie die Achsen

eines Zeigersystems erster Art. Bezeichnen k

wir die Mafszahlen dieser Stabe und

Vektoren mit denselben Symbolen,*) so I

ist m = kl] man kann das Ergebnis so ^ ^

aussprechen:

Satz 18: Man darf mit einem Kraft-

stab k in einer zu ihm senkrechten
Fig 14

Richtung eine Schiebung I vor-

nehmen, wenn man ein Moment m von der Grofse kl

so hinzufiigt, dafs k,l,m wie die Achsen eines Zeiger
systems erster Art liegen.

Da Kraftstabe auf ihren Tragern beliebig verschiebbar

sind, kann man I durch einen beliebigen Vektor ersetzen,

der von A zu irgend einem Punkte von g hinfuhrt; aber es

gentigt die speziellere Fassung des Satzes. Bei der Trans

formation des Satzes 18 andert sich auch das Moment be

zuglich einer beliebigen Achse des Raums nicht; denn es

ist als algebraische Summe von der Anordnung und Zusammen-

fassung der Posten unabhangig. Dabei ist das Moment
eines Momentvektors m bezuglich einer Achse a gleich der

nach a fallenden Komponente von m.

Wenn nun ein Kraftesystem gegeben ist, so konnen wir

es auf einen beliebigen Punkt P des Raums ,,reduzieren&quot;,

d. h. alle seine Krafte unter Hinzufugung geeigneter Dreh-

momente in P angreifen lassen, hierauf alle Krafte zu einer

einzigen Kraft und alle Drehmomente zu einem einzigen
Moment zusammensetzen. Waren dabei im System Krafte-

paare vorhanden, so konnen wir ihre Momentvektoren ohne

weiteres nach P verschieben. Die Reduktion auf P ist ein-

deutig und jetzt ist das Kraftesystem durch einen einzigen
Kraftstab k und einen einzigen Momentvektor M dargestellt,

den wir ebenfalls durch P gehen lassen. Aus Satz 18

folgt nun:

*) Ein Mifsverstandnis kann dadurch nicht entstehen, da wir
Grafsinanusche Symbolik (aufser im 16) nicht verwenden.

Zindler, Liniengeometrie. 3
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Satz 19: Lange und Richtung von k sind von der

Lage des Punktes P unabhangig.
Wir fragen, ob wir von hjer aus auf einen anderen

Punkt so reduzieren konnen, dafs die Ebene des Dreh-
moments auf der Wirkungslinie der
Kraft senkrecht wird, dafs also

Trager von k und M zusammen-
fallen. Wir zerlegen M in die zwei

Komponenten m
l
1 k und m

\\
k

(Fig. 15). Wir reduzieren dann auf

einen Punkt 0, der im Abstand I

auf derjenigen Halfte der Normalen
der Ebene (k,M) liegt, von der aus

der Winkel k
1
m

l
als 90 (nicht als

270) erscheint. Wir miissen dann

(Satz 18) einen Momentvektor m f

von der Grofse kl zufiigen, der mit m
lJ entgegengesetzt ge-

Fig. 15.

1)1,

richtet ist. Wahlen wir also I= -A so wird m
1
durch m

gerade getilgt, und es bleibt bei der Reduktion auf nur

eine Kraft von der Grofse k und das Moment m iibrig. Ein

beliebiger Punkt ihres neuen gemeinsamen Tragers a (,,Achse
u

des Kraftesystems) kann die Rolle von spielen. Aber ab-

gesehen hiervon ist die Reduktion auf diese
7,Normalform

a

des Kraftesystems eindeutig. Die Reduktion von P auf

ist namlich eindeutig; wiirde man von einem anderen Punkte
P aus zu einem Punkte einer Geraden a kommen, so

mtifste nach Satz 19 mindestens a
\\

a sein, und es wiirde

eine Reduktion von auf die Richtung des Moment-
vektors nicht andern. was nach Satz 18 unmoglich ist.

Wir nennen ein Aggregat einer Kraft und eines Dreh-

moments, dessen Ebene zur Kraft senkrecht steht, eine

Byname; sie hat wegen ihres Kraftanteils die Beweglichkeit
eines Stabes; solche, die durch Verschiebung langs ihres

Tragers auseinander hervorgehen, betrachten wir als nicht

verschieden.

Satz 20: Jedes raumliche Kraftesystem lafst

sich eindeutig auf eine Dyname reduzieren.
* Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dafs in speziellen

Fallen der Kraft- oder der Moment-Anteil der Dyname ver-

schwindet.
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15. Einfachste Formen eines Kraftesystems.
Als solche betrachten wir die Forrnen, in denen das

Kraftesystem ein Aggregat von moglichst wenig, namlich
zwei Bestandteilen ist, also entweder a) eine Kraft und ein

Drehmoment oder b) zwei Krafte enthalt.

a) Wir gehen jetzt von der Byname k, m mit dem
Trager a aus und verschieben (Fig. 16) A; nach k um die

Strecke OP=l unter Zufugung
des Momentes m = kl, das wir
mit m in P zu einem einzigen
Moment M zusammensetzen. Da
wir k, /,

m als die Achsen eines

Zeigersystems erster Art betrachten

konnen, ist der Winkel (m , k)
von P aus gesehen stets ein

Kechter. Wenn ferner M mit der

Ebene
/,
m den Winkel # bildet

(tiber die Winkelzahlung vergl. P
8), so ist Fig. 1C.

1)
in

wobei m positiv oder negativ ist, je nachdem es mit k gleich
oder entgegengesetzt gerichtet ist; k und I sind zufolge der

Einrichtung unseres Zeigersystems von selbst immer positiv.

Vergleichen wir Gleichung 1) mit Gleichung la) in Ab-
schnitt I, 2, so sehen wir, dafs beide Gleichungen bis

auf die Bezeichnung des Abstandes von der Achse identiseh

werden, wenn wir

setzen. Es stimmt also die Richtung von M iiberein mit

der Tangente einer Schraubenbewegung @ um a vom Para

meter -=-. Da die Konstruktion bei einer Schiebung langs a
/C

oder einer Drehung um a ihre Giiltigkeit behalt, so gilt dies

nicht nur fur den Punkt P, sondern fiir jeden Punkt des.

Raumes. Diese Schraubenbewegung ist gleichgewunden mit

derjenigen Schraubung ,
die einem homogenen koaxialen
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Kreiscylinder von der Dyname erteilt wiirde.*) Da die

Momentenebene und auch die Nullebene der Schraubung auf

M senkrecht stehen, konnen wir die wichtigeren Ergebnisse
so zusammenfassen und erganzen:

Satz21: Reduzieren wir eine Dyname &, m nach-
einander auf alle Punkte des Raums in die Formen
&

, M, so ist dadurch jedem Punkte P eine Momenten
ebene zugeordnet. Diese Zuordnung ist ein Null-

system mit dem Parameter l= m:k- die Schraubung,
die zum Nullsystem gehort, ist rechts oder links

gewunden, je nachdem &, m gleich oder entgegen-
gesetzt gerichtet sind. Wir nennen hiernach die

Dyname selbst und auch das Kraftesystem rechts
oder links gewunden. Der Betrag von M ist bei

jener Reduktion Vm*-\- Pr
2
,
wobei r = (P-\a) ist.**)

Da der Vektor M in den ersten oder vierten Quadranten
der Ebene (M, k

) zeigt, je nachdem die Dyname rechts oder

links gewunden ist, ergiebt sich die anschauliche Regel:

Satz 22: Die Achse einer Dyname S) liegt nach

derjenigen Seite, von der aus der Winkel (& , M)
hohl erscheint. ) ist rechts oder links gewunden,
je nachdem k

,
M einen absolut***) spitzen oder

stumpfen Winkel einschliefsen.

Suchen wir alle durch einen Punkt P gehenden Achsen a,

beziiglich deren ein gegebenes Kraftesystem das Moment
Null hat. Wenn wir das System auf P reduzieren, wodurch
die Form &

,
M entsteht, so wird k beziiglich einer Achse

durch P stets das Moment Null haben, M aber nur dann,
wenn die zugehorige Momentenebene E durch a geht. Die

..Nullachsen&quot; durch P bilden also das ebene Buschel

*) Statt des Cylinders kbnnte man einen beliebigen Korper nehmen,
von dem eine Haupttragheitsachse in a liegt. Man darf aber nicht

glauben, dafs 6 und &amp;lt;5 identisch sind. Denn welche Bewegung der

Korper unter dem Einflusse der Dyname annimmt, hangt nicht nur
von dieser ab, sondern auch von der Masse und Massenverteilung (Trag-
heitsmoment) des Kbrpers.

**) Wir verwenden die Bezeichnung von Rohn und Papperitz
(Darst. Geom.) fur den Abstand eines Punktes von einer Geraden.

***) Vergl. die erste Anm. zu 12.
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(P, JET).*) Aus Satz 21, Satz 14 und 4 folgt nun un-

mittelbar

Satz 23: Die Nullachsen eines Kraftesystems @
bilden ein Strahlengewinde, das entgegengesetzt
gewunden ist wie @.

b) Wir nennen ein System von zwei Staben ein Stab-

kreuz, in Anlehnung an Buddes ,,Vektorkreuz&quot; (Mechanik)

oder, wenn die Stabe Krafte vorstellen sollen, auch Kraft-

kreuz. Jetzt untersucben wir, wie ein Kraftesystem @, das

wir uns in Form einer Dyname ) gegeben denken, (lurch

ein Kraftkreuz k
J
&
2

ersetzt werden kann. Soil das Kraft-

kreuz ) gleichwertig sein, so mufs es bezttglich jeder Achse

dasselbe Moment wie 3) haben, auch bezuglich derselben Achsen

wie 3) das Moment Null haben. Nun bilden die Nullachsen

ein Gewinde (das zugehbrige Nullsystem heifse -ft).
Schneidet

ein Strahl s desselben &
t ,

so ist das Moment von ^ beziig

lich s Null
;
daher mufs auch das von &

2
auf s fiir sich Null

sein, d. h. s mufs auch k
2 schneiden. Wir haben also

( 5)

die Trager eines aquivalenten Stabkreuzes k
iy k^ jedenfalls

nur unter den Polarenpaaren von 9^ zu suchen.

Wir fragen, ob umgekehrt jedes Polarenpaar g^ g^ als

Trager eines solchen Stabkreuzes auftreten kann. Wir wahlen
eine beliebige Gerade g^ P sei auf ihr der Fufspunkt des

*) Jetzt erklart sich der Name ,,Nullsystem
u

. Da die durch

einen Punkt gehenden Nullachsen eine Ebene erfiillen, nannteMobius
(Statik, 84; Ges. W. Bd. Ill), der Entdecker des Nullsystems, diese

Ebene die ,,Nullebene&quot; des Punktes und umgekehrt den Punkt ihren

,,Nullpunkt&quot; (1837). Hierauf nannte v. Staudt (Geom. d. Lage,
Art. 321

; 1847) diese Zuordnung ein Nullsystem. In neuerer Zeit wird
mitunter Giorgini (,,Intorno alle propr. geom. dei movim. di un sist.

di punti di forma invar.&quot;. Mem. di mat. e di fis. della soc. it. delle

sc. res. in Modena, Tomo XXI, eingereicht 1830, gedruckt 1836) als

Entdecker des Nullsystems genannt. Er behandelt dort verschiedene

Aufgaben uber Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen;
aber gerade die charakteristische Zuordnung zwischen Punkten und

Ebeuen, die das Nullsystem ausmacht, findet sich bei ihm nicht. In

Art. 32 stellt er unrichtige Behauptungen auf, z. B. die Aufgabe, eine

Bewegung nach 3 gegebenen Achsen zu zerlegen sei i. A. losbar,
wahrend doch erst bei 7 Achsen die Bedingungen fortfallen (vergl.

hier, 85).
Die bisherigen Satze uber das Nullsystem waren grofstenteils

Mobius bekannt; vergl. aufser der Statik noch wUber eine bes. Art
dualer Verb

,
Journ. f. Math. Bd. 10 (1833).
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Fig. 17.

kiirzesten Abstands von der Achse a des Kraftesystems, e die

Ebene
||
a durch gim Reduzieren wir @ auf P, so liegen so-

wohl k als M in e. Die Ebene ^ des Momentes M steht senk-

recht auf dem Vektor M, daher auch auf

ffi der Zeichenebene e der Fig. 17, in der

ihre Spur G eingetragen ist. Nun kann
man die Grofse der Krafte eines Paares,
durch das man ein Drehmoment dar-

stellen will, beliebig wahlen und dar-

nach die Entfernung der Wirkungslinien
bestimmen. Wir legen die eine Kraft des

Paares, durch das wir M darstellen wollen,
durch P und wahlen sie so grofs, dafs

ihre Resultierende mit k in #, fallt.

Wir finden also diese Kraft PT, indem
wir QS ||

G und ST\\k ziehen. Wir haben nun erreicht,

dafs @ ersetzt ist durch eine Kraft \ = PS, die in gl
hin-

einfallt und die andere Kraft &
2

des Kraftepaares, die nach

dem friiheren von selbst in
&amp;lt;/2

fallen mufs.

Die Konstruktion versagt nur: Erstens, wenn g mit k
r

zusammenfallt (dann wird der Arm des Kraftepaars unendlich

und es tritt der Fall a) ein); zweitens, wenn gv
mit G zu

sammenfallt. Dann ist gi Leitstrahl von 9?, es fallt auch

#2
mit g zusammen, und es ist daher begreiflich, dafs die

Aufgabe nicht mehr losbar ist. Wir wollen uns anschaulich

machen, wie das Stabkreuz aussieht, wenn g sich um P
drehend in die Nahe der Lage G kommt: Dann riickt g.2

nach 8 ebenfalls in die Nahe der Lage (7,
und gleichzeitig

wachst P T unbegrenzt. Die beiden Stabe des Kraftkreuzes

werden also, wahrend ihre Trager immer naher riicken,

nahezu entgegengesetzt gerichtet und beide unendlich grofs.

Nachdem wir einmal wissen, dafs ein Polarenpaar #1 ,#2
wenn #t

und g2
verschieden sind und beide im Endlichen

liegen, immer Trager eines aquivalenten Kraftkreuzes im

eigentlichen Sinn sein konnen, finden wir die Stabe des

Kreuzes auf einfachere Weise, indem wir k nach den

Richtungen g^g^ zerlegen. Wir fassen zusammen:
Satz 24: Eine gegebene Dyname k,m kann auf

oo 4 Arten durch ein Kraftkreuz ersetzt werden. Die

Wirkungslinie gl
der einen Kraft kann man (aus-

schliefslich der Leitstrahlen und Durchmesser des
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zugehorigen Nullsystems 91) willkiirlich wahlen, die

andere ist ihre Polare #2
in 9?. Grofse und Sinn der

beiden Krafte erhalt man durch Zerlegung des
Vektors von k nach den Richtungen #,,&amp;lt;72

.

Umgekehrt wollen wir, wenn ein Kraftkreuz k^k2 ge-

geben ist, die gleichwertige Dyname k,m auf kurzestem

Wege suchen. Zwar konnte man das allgemeine Verfahren

von 14 auch hier anwenden, doch gelangt man tiber-

sichtlicher so zum
Ziel : Indem wir

die Vektoren von
kiy &

2 geometrisch

Fig. 18.

erhalten wir in k

(Fig. 18) Grofse und C

Richtung von kj von
dem wir aufserdem

wissen (Satz 10),

dafs es den kiir-

zesten Abstand PQ
der Stabe des

Kreuzes senkrecht schneidet. Es handelt sich also nur noch
urn Ermittlung dieses Schnittpunktes S. Nach Abschn. I,

Gleichung 13) mufs sein:

SP : S Q = tan v
2

: tan v
l
= cot v

v
: cot v

2J

wobei die Winkel r
1?

i/
2
von einer der beiden Richtungen h

aus gezahlt sind, die sowohl auf A:
,
wie auf PQ senkrecht

stehen; sie liegen in der Normalebene fe von &
,

die wir

uns wagerecht denken wollen. Wir wahlen also zur Kon-
struktion von S zwei Punkte A und B auf \ und &

2 in

gleichem Niveau iiber (CA || A), projizieren sie nach A
und B auf und schneiden PQ mit A B in S. Durch
wird ,der Raum in zwei Halften geteilt; ebenso durch die Ver-

bindungsebene 95 von k und k
,
k und &

2 weisen immer in ver-

schiedene Halbraume bezuglich der Teilung durch 95, konnen
aber bezuglich in denselben oder in verschiedeue Halb
raume weisen. In letzterem Fall sind PA und QB im
selben Halbraum bezuglich 95, und S liegt aufserhalb PQ.
Da zwei gegeniiber liegende Ecken eines Parallelogramms
von einer Diagonale gleichen Abstand haben, sind die Pro-
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jektionen von ^ und k
z
auf entgegengesetzt gleich, bilden

daher das Moment m der Byname, und es folgt:

Satz 25: Wenn man die Vectoren eines ge-
gebenen Kraftkreuzes k ,kz geometrisch addiert,
so erhalt man eine Richtung k. Der Stab der
gleichwertigen Dyname ) wird durch Zu-
sammensetzung der in die Richtung k fallenden

Komponentenvon&j,^ gefunden, wahrenddiein
die Normalebene von k fallenden Komponenten
das Drehmoment von ) bilden.

16. Ein Satz von Chasles.

Wenn k
v
= KL^ und k[,kz zwei gleichwertige Kraft-

kreuze sind, so haben sie bezuglich jeder Achse A dasselbe

Moment. Wenn e EE ein Einheitsstab auf A ist, so ist

das Moment von k beztiglich A gleich dem sechsfachen

Inhalt des Tetraerders EE KL. Wir konnen diesen Inhalt

auch kurz mit e\ bezeichnen, wo also jedes Stabsymbol
durch die beiden Symbole seiner Endpunkte ersetzt zu denken

ist. Obige Thatsache konnen wir nun durch die Gleichung

ek -\- ek^
= ek( -f- ek2

ausdriicken, die aber auch gilt, wenn wir e durch das Symbol
eines beliebigen Stabes a auf A ersetzen, weil dies einer

Multiplikation mit einem numerischen Faktor gleichkommt.

A, daher auch a konnte willkurlich gewahlt werden. Lassen

wir nun a nach einander mit alien vier Staben k zusammen-

fallen, so verschwindet immer je ein Tetraeder und wir er-

halten die Gleichungen:

A^ ^
2
= &! k[ -f- ki k2 , k^k = k2 k\ -\- k2 k2j

kM + k2 k( = kM, k,k2 + k2 k2 = k2 k[.

Durch Addition dieser vier Gleichungen erhalt man:

k k%
= k\ k2 .

Es gilt namlich fur zwei beliebige Stabe s,s
f

stets:

88* =
,

weil der Inhalt eines Tetraeders ABCD sein Vorzeichen

nicht andert, wenn man die Paare AB und CD als Ganzes

vertauscht ( 12, d). Also:
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Satz 26: Der Inhalt des Tetraeders, das durch
ein Kraftkreuz bestimmt wird, 1st fitr alle gleich-
wertigen Kraftkreuze konstant.

Die hier verwendete Symbolik stimmt thatsachlich mit

der Grassmannschen iiberein; der Beweis stammt von
Mobius (Ges. W. Bd. Ill, S. 503 oder Crelles J. Bd. 4,

S. 179, f.),
1829.

17. Zusammensetzung von Geschwindigkeiten.

Wenn sich ein starrer Korper bewegt, so hat in einem be-

stimmten Zeitpunkt jeder Punkt P eine gewisse Geschwindig-

keit, die durch eine von P ausgehende Strecke versinnlicht

werden kann. Ein solches System von oo 3
Strecken, deren jede

an einem bestimmten Punkte angebracht ist, nennt man ein

Vektorfeld.*) Die Geschwindigkeitsverteilung der Punkte

eines starren Korpers ist also durch ein Vektorfeld dar-

gestellt, das wir uns tiber den ganzen unendlichen Raum

ausgedehnt denken konnen, weil wir uns jeden Punkt des

Raums mit dem starren Korper fest verbunden denken
konnen ( 1).

Man pflegt nun von der Zusammensetzung von Ge

schwindigkeiten bei Bewegung eines starren Korpers in

zweierlei Sinn zu reden:

a) Ein starrer Korper K^ bewege sich in einem ruhend

gedachten Raum (die Erde im Weltraum bei fest gedachter

Sonne); dieser Bewegung entspricht ein Vektorfeld F . Ein

zweiter starrer Korper K^ bewege sich in Bezug auf K^
(ein Geschofs auf der Erde). Dieser Bewegung entspreche

(wenn man die Erde ruhend denkt) das Vektorfeld F
2

. Der

Bewegung von K2
im ruhenden Raum entspricht dann ein

Vektorfeld F. Es wird gefunden, indem man an jedem

*) Der Name ist insofern nicht ganz passend, als wir uns unter
Vektor eine im ganzen Raume mit Beibehaltung ihrer Richtung frei

bewegliche Strecke dachten, wahrend die Strecken des Vektorfeldes
sich von den Staben dadurch unterscheiden, dafs sogar auch noch ihr

Anfangspunkt fixiert ist. Die Bezeichnung mag jedoch umso eher

beibehalten werden, als es iiberhaupt nur oo 3 Vektoren im Raume giebt
(
oo 2 Richtungen und in jeder oo l

Langen), man daher von einer

Mannigfaltigkeit von oo 8 Vektoren im eigentlichen Sinne zu reden
kaum Anlafs haben wird.
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einzelnen Punkte die Strecken der Vektorfelder V
1
und F

2

geometrisch addiert. Man nennt diese Operation die Zu-

sammensetzung der Vektorfelder V
l
und F

2
. Da sich K

auch in Bezug auf den ruhenden Raum als starrer Korper
bewegt, ist von vornherein klar, dafs durch Zusammensetzuug
wieder ein solches Vektorfeld entsteht, dessen Geschwindig-
keitsverteilung einer moglichen Bewegung eines starren

Korpers entspricht.

b) Ein starrer Korper kann im ruhenden Raum ver-

schiedene Bewegungen ausfuhren. Wir fassen aus zwei Be-

wegungen je einen Zeitpunkt heraus und setzen die beiden

Vektorfelder F
1?
F

2 ,
die diesen Zeitpunkten entsprechen, zu

einem Feld F zusammen. In dieser Auffassung*) ist nicht

von vornherein klar, dafs F eine solche Geschwindigkeits-

verteilung darstellt, die einer moglichen Bewegung eines

starren Korpers entspricht; aber da wir es schon aus a)

wissen, folgt es auch hier; denn die Operation der Zu-

sammensetzung selbst unterscheidet sich in beiden Fallen

gar nicht. Aus diesem Grunde ist es nicht immer notig

hinzuzufiigen, welcher Auffassung eine bestimmte Zusammen-

setzung von Vektorfeldern entsprungen ist.

In speziellen Fallen ist ein Vektorfeld einer einfacheren

geometrischen Darstellung fahig : Wenn sich ein Korper um
eine Achse a mit der Winkelgeschwindigkeit CD dreht, so ist

dieser Zustand vollkommen gekennzeichnet, wenn man auf a

die Strecke w in derjenigen Richtung auftragt, die, als

positive von a angenommen, auch den gegebenen Drehungs-
sinn positiv erscheinen lafst. Die Strecke hat also den

Charakter eines Stabes und ersetzt uns das Vektorfeld, das

der Drehung entspricht; wir nennen sie einen Drehungs-

*) Sie greift in der Physik Platz (allerdings meist fur Be-

schleunigungen statt fiir Geschwindigkeiten), wo man die Bewegungen
kennt, die ein Korper infolge zweier gleichzeitig wirkender Ursachen
einzeln annimmt. Wir haben hier nur einen starren Korper (z. B.

einen frei fallenden Magnet) und immer denselben Bezugskorper (die

Erde). Man kennt die Beschleunigungen, die der Magnet infolge der

Schwere allein und infolge des magnetischen Feldes der Erde allein

annehmen wiirde. Dagegen tritt diese Auffassung auch bei Geschwindig
keiten ein, wo es sich um Impulskrafte handelt. Dabei ist zu be-

merken, dafs die beiden Vektorfelder V, die man fiir Beschleunigungen
bei analogen Definitionen in den Fallen a) und b) erhalt, nicht mehr
identisch sind (Satz von Coriolis).
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stab und a seinen Trager. Drehgesehwindigkeiten, deren

Achsen sich schneiden, werden bekanntlich zusammengesetzt,
indem man die entsprechenden Drehungsstabe geometrisch
addiert.

Wenn ein Korper eine Schiebung (Translation) vollfuhrt,

so kann dieser Zustand durch einen Schiebungsvektor ge-
kennzeichnet werden, der das Vektorfeld, das der Schiebung

entspricht, ersetzt. Auch die Zusammensetzung von Schie-

bungen erfolgt durch geometrische Addition der entsprechen
den Vektoren.

18. Dualismus zwischen Kraften und

Geschwindigkeiten.

Zwei Drehungsstabe, deren Trager parallel sind, deren

Strecken jedoch entgegengesetzt gleich sind (ein Drehungs-
paar), sind bekanntlich*) einem Schiebungsvektor gleich-

wertig, der seiner Grofse und Richtung nach durch die Stabe

ebenso bestimmt ist, wie der Momentvektor, falls die Stabe

ein Kraftepaar bedeuten. Deshalb behalt die Konstruktion,
die zum Satz 18 ftihrte, auch fur Bewegungen ihre Giiltig-

keit, wenn man jeden Kraftstab durch einen Drehungsstab
und jeden Momentvektor durch einen Schiebungsvektor er

setzt. Dem Satz 18 entspricht im Falle der Bewegungen der:

Satz 27: Man darf mit einem Drehungsstab d in

einer zu ihm senkrechten Richtung eine Schiebung /

vornehmen, wenn man einen Schiebungsvektor s

von der Grofse Id so zuftigt, dafs d, /,
s wie die

Achsen eines Zeigersystems erster Art liegen.**)

Uberhaupt hat sich bis jetzt zwischen Kraften an einem

starren Korper und Geschwindigkeiten folgende vollkommene

Analogic gezeigt, die man als Dualismus zwischen Kraften

und Geschwindigkeiten zu bezeichnen pflegt: Krafte und

Drehungsgeschwindigkeiten haben den Charakter von Staben
und werden, wenn sich ihre Trager schneiden, wie solche

*) Vergl. etwa Schell, Th. d. Beweg. u. d. Krafte, I. S. 168

(2. Aufl.).

**) Man bemerke, dafs sich die alphabetische Reihenfolge der

Symbole k
t

1. m des Satzes 18 auch hier bei d, I,
s erhalten hat.
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geometrisch addiert. Drehmoraente undSchiebungsgeschwindig-
keiten haben den Charakter von Vektoren und werden wie
solche geometrisch addiert. Ein Kraftepaar ist einem Dreh-
moment und ein Drehungspaar einer Schiebungsgeschwindig-
keit gleichwertig. Krafte kbnnen nach der Regel des Satzes 18,

Drehungen nach Satz 27 verschoben werden (der Vektor /

steht aufserhalb des Dualismus).
Man kann also solche Satze und Konstruktionen tiber

Kraftesysteme, die blofs aus den eben erwahnten Satzen und
aus rein geometrischen Eigenschaften des Nullsystems ab-

geleitet sind, sofort auf die Zusammensetzung und Zerlegung
von Geschwindigkeiten tibertragen, wenn man die in den
Satzen und Konstruktionen auftretenden Stabe und Vektoren
anders deutet, namlich die Stabe als Drehungsstabe und die

Vektoren als Schiebungsvektoren betrachtet. Wir sprechen
also den Satz aus, dessen Bedeutung wir alsbald noch im
einzelnen verfolgen werden:

Satz 28: In den Satzen tiber Zusammensetzung
und Zerlegung von Kraften und Geschwindigkeiten
bei starren Korpern kann man je zwei nebenein-
anderstehende der Begriffe

Kraft Drehungsgeschwindigkeit

Schiebungsgeschwindigkeit

gleichzeitig vertauschen.

Dabei gehort zur ,,Drehungsgeschwindigkeit&quot; immer eine

bestimmte Achse. Es ist zu beachten, dafs die voraus-

gesetzten Eigenschaften der Krafte nur ftir starre Kbrper
gelten; deshalb sagt Budde treffend, der Dualismus sei eine

Eigenschaft der starren Kbrper. Da die Dislokationen von
einer bestimmten Anfangszeit t angefangen den Geschwindig
keiten zur Zeit t um so genauer proportional sind, je kleiner

der Zeitzuwachs genommen wird, so gelten die Gesetze tiber

die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten angenahert
auch fur die Zusammensetzung kleiner Bewegungen; man

spricht deshalb manchmal von einer Zusammensetzung un-

endlich kleiner Bewegungen&quot;, was man genauer als Zu

sammensetzung von Geschwindigkeiten bezeichnet, indem man
sich den Ubergang von den Diiferenzen- zu den Differential-

quotienten vollzogen denkt.
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Wir nennen eine Schraubenbewegung, die m i t b e -

stimmter Geschwindigkeit vor sich geht, eine

Win dung. Sie entspricht im Dualismus nach Satz 28

der Dyname. Sowohl zu einer Windung (T, a&amp;gt;)

als zu einer

Dyname (m, k) gehort ein bestimmtes Nullsystem !&amp;gt;ft (
2

und 15). Aber umgekehrt gehoren zum selben 9^ unendlich

viele Windungen und Dynamen, die aus einer derselben

durch Multiplikation beider Bestandteile mit demselben

numerischen Faktor hervorgehen. Denn der Parameter

f von 9^ hangt in beiden Fallen nur vom Verhaltnis T : w,

bezw. m : k ab ( 1 und 15).*)

Bei vielen Untersuchungen uber Dynamen und Windungen
kommt nur das Nullsystem in Betracht, das durch sie defmiert

ist. Dieses wieder konnen wir uns durch eine Schrauben-

linie auf einem Cylinder vom Halbmesser eins und mit der

Steigung tg &= I vollkommen reprasentiert denken ( 1).

Wir nennen eine solche Schraubenlinie auf einem Cylinder
vom Halbmesser eins schlechtweg eine Schraube.**) Die

Nullsysteme und die Schrauben sind einander gegenseitig

eindeutig zugeordnet. Wir sagen mit Ball (Theory of the

Screws), eine Windung oder eine Dyname ,,liege auf einer

Schraube&quot;, oder auch ,,die Schraube sei Trager der

Windung oder der Dyname&quot;, wenn das Nullsystem der

Schraube identisch ist mit dem Nullsystem der Dyname oder

der Windung. Nur die Windung, aber nicht die Dyname,
hat einen unmittelbaren anschauliehen Zusammenhang mit

der Schraube, auf der sie liegt. Uberhaupt sei betont, dafs

eine Dyname und eine Windung, auch wenn sie auf derselben

Schraube liegen, an und fiir sich in keinem ursachlichen

Zusammenhang stehen (vgl. die erste Anm. zu 15), sondern

nur bei Zusammensetzung mit ihresgleichen dieselbe Rolle

spielen und im Dualismus einander entsprechen.
Wir konnen jetzt eine Windung auch bestimmen durch

ihren Parameter (Steigung) !, ihre Achse und ihre Ge

schwindigkeit w, die wir nicht nur als Geschwindigkeit des

Drehungsanteils, sondern auch als Geschwindigkeit der

Windung schlechtweg bezeichnen. Dann ist

T = lw.

. *) Urn es im richtigen Sinne zu bilden, halte man sich vor Augen.
dafs ! eine lineare Grofse ist.

**) Eine Erweiterung wird dieser Begriff in 36 erfahren.
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Analog konnen wir eine Dyname durch I, ihre Achse und
ihre ,,Intensitat&quot; k bestimmen. Dann 1st

m = lk.

Wir brauchen den Ausdruck ,,Steigung&quot; fur f (pitch bei

Ball) der Analogie wegen manchmal auch bei den Dynamen,
obgleich er hier keine unmittelbare mechanische Bedeutung
hat. Bei k = 1 entsteht die ,,Einheitsdyname&quot;, bei w = l

die ,,Einheitswindung
a

.

Auf den Dualismus zwischen Kraften und Drehungs-

geschwindigkeiten hat zuerst Poinsot (Theorie nouv. de la

rot. des corps, 1834) hingewiesen.

19. Psychologische Bemerkungen.
Die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten ist insofern

erkenntnis-theoretisch einfacher, als sie ein rein geometrisches
Problem ist, wahrend Kraft ein physikalischer Begriif ist.

Trotzdem ist die Theorie der Zusammensetzung der Krafte

anschaulicher und in alien iibrigen Beziehungen einfacher als

die entsprechende fur Geschwindigkeiten : Zunachst ist die Kraft

eine unter der Form, Druck oder Zug ebenso sinnlich wahr-

nehmbare Erscheinung*) wie die Bewegung, in deren Begriff
aber nicht schon (wie bei Geschwindigkeit) ein Differentiations-

prozess darin steckt. Ferner konnen an einem starren

Korper mehrere Krafte thatsachlich zugleich angreifen (z. B.

in Form von elastischen Schnuren oder Spiralfedern in einem

bestimmten Spannungszustand), wahrend ein Korper nicht

mehrere Geschwindigkeitszustande zugleich haben kann
;
viel-

mehr ist eine Zerlegung dieses Zustandes eine blofse Hilfs-

vorstellung. Endlich ist die Vorstellung eines Kraftesystems
in seinen einfachsten Formen sozusagen erschopfbar (zwei
Krafte beim Kraftkreuz, drei bei Kraft nebst Kraftepaar),
wahrend schon ein einzelner Drehungsstab von unendlich

vielen Punkten des Korpers etwas aussagt und das ganze
unendliche Vektorfeld vertritt. Es stellt also ein Kraftstab

das zu bezeichnende viel unmittelbarer dar als ein Drehungs
stab. Wir haben aus diesen Grtinden die Theorie der Krafte

als die einfachere vorangestellt.

*) Es ist weder wiinschenswert noch moglich, diese sinnliche Er

scheinung aus den Grundlagen der Mechanik zu entfernen.
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20. Die Momentanachse.

Die Lage eines Korpers K im Raume 1st durch die

Lage dreier seiner Punkte, die ein eigentliches Dreieck

bilden, vollkommen bestimmt, weil hierdurch die Lage einer

Ebene im Korper bestimmt ist. Nehmen wir zunachst einen

Punkt M von K als fest an, so konnen wir als die anderen

beiden A,B zwei Punkte derselben Kugelflache um M als

Mittelpunkt wahlen. Dann ist die Lage von K durch die

Lage von A,B allein bestimmt, die bei einer Bewegung in

eine Nachbarlage A ,
B iibergehen mogen. Man kann dieselbe

Dislokation erreichen, wenn man zuerst A nach A r

auf dem

grofsten Kugelkreise durch eine Drehung tiberfiihrt, worauf
B nach B durch eine Drehung um MA liberfiihrbar sein

mufs
;
und man kann die Uberfiihrung sich so bewerkstelligt

denken, dafs man MA mit einem zweiten starren Korper K
fest verbindet, der beziiglich des ruhend gedachten Raums
R nur die erste Drehung ausfiihrt. Nun konnen die Be-

wegungen von K beziiglich R und von K beziiglich K auch

gleichzeitig in mannigfacher Weise z. B. gleichformig aus-

gefiihrt werden. Gehen wir zur Grenze iiber, indem wir

die Nachbarlage A B in A,B hineinriicken lassen, so wird
im betrachteten Zeitpunkt die Bewegung von K1

beziiglich
R durch einen Drehungsstab charakterisiert sein, der auf

MA senkrecht steht und die Bewegung von K beziiglich K
durch einen Drehungsstab, dessen Trager mit MA zusammen-
fallt. Das Vektorfeld der thatsachlichen Bewegung von K
entsteht ( 17 a) durch Zusammensetzung der beiden Felder,
die den Drehungen entsprechen; wir wissen aber, dafs dies

wieder eine Drehung ergiebt. Also:

Satz 29: Bei Bewegung eines starren Korpers,
von dem ein Punkt fest ist, haben alle Punkte die-

selben Geschwindigkeiten, als ob der Korper um
eine bestimmte Achse mit bestimmter Geschwindig-
keit sich drehen wiirde.

Wir betrachten nun eine allgemeine Bewegung eines

Korpers K, bei der drei Punkten A,B,C die Nachbarlagen
A B C entsprechen mogen. Wir konnen dann die Dislokation

so bewerkstelligt denken, dafs wir den Punkt C von K mit

einem anderen Korper K fest verbunden denken, der blofs
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die Schiebung langs des Vektors CC ausftihrt, wahrend K
bezttglich K um C frei beweglich 1st. Durch einen analogen
Grenziibergang wie friiher erkennen wir, dafs das Vektor-

feld der wirklichen Bewegung von K durch Zusammen-

setzung zwcier Vektorfelder entsteht, von denen das eine

einer Schiebungsgeschwindigkeit T entspricht, deren Grbfse

und Richtung mit der Geschwindigkeit von C iibereinstimmt,
das andere der Drehung o&amp;gt;

,
die K beziiglich K ausfuhrt

(Satz 29). Wenn die Bewegungen von K beziiglich R und
von K beziiglich K willkiirlich angenommen werden, so

resultiert immer eine mogliehe Bewegung von K. Also sind

T und a) an und fur sich unabhangig von einander, aber

bei einer bestimmten Bewegung von K nach Wahl des

Punktes C auch vollkommen bestimmt. Wir sind hiermit

dazu gelangt, das Geschwindigkeitsvektorfeld eines starren

Korpers fur einen bestimmten Zeitpunkt durch das Aggregat
eines Drehungsstabes a/ und eines Schiebungsvektors T zu

kennzeichnen und hier ist der Punkt, wo die Thatsache des

Dualismus zwischen Kraften und Geschwindigkeiten ver-

wertet werden kann: Wir konnen T und at auf einen be-

liebigen Punkt des Raums reduzieren (gerade so wie ein

Kraftesystem in 14), entsprechend der beliebigen Wahl
von C. Wir konnen den Reduktionspunkt so wahlen, dafs

an Stelle von T ein Schiebungsvektor T von der Richtung
des Stabes w r

tritt (Analogon der Dyname), wobei w f

parallel
nach w verschoben werde. Dann definieren T und w eine

Windung ( 18) vom Parameter != ( 1).

Satz 30: Bei einer beliebigen Bewegung
eines starren Korpers haben in jedem Augen-
blick alle Punkte dieselbe Geschwindigkeit
als ob der Korper eine bestimmte Windung mit
bestimmter Geschwindigkeit ausfiihrte. Die
Achse dieser Windung heifst die ,,Momentan-
achse&quot;, ihr Parameter der ,,Momentanpara-
meter&quot; oder die ,,Momentansteigung&quot;. Durch
Momentanachse und Momentanparameter ,

die

zusammen die ,,Momentanwindung&quot; bestimmen,
ist das Geschwindigkeitsvektorfeld fiir diesen

Augenblick bis auf einen numerischen Faktor
vollkommen bestimmt.
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Es 1st nicbt ausgeschlossen, dafs T oder w verschwindet.

Im ersten Fall tritt reine Drehung an Stelle der Windung,
im zweiten reine Schiebung; man kann den zweiten mitunter

so auffassen, als ob die Momentanachse die unendlicb feme
Gerade aller Ebenen ware, die auf der Schiebung senkrecht

steben. Es konnen auch T und w gleichzeitig verscbwinden
;

in einem solchen Zeitpunkt haben alle Punkte des Korpers
die Geschwindigkeit Null, und die Momentanachse wird ent-

weder vollig unbestimmt oder ist als Grenzlage der Momentan-
achsen der Nachbarzeiten zu definieren. Wenn z. B. ein

Korper eine gleichformig beschleunigte Windung zur Zeit t

beginnt, so erhalt man auf diese Art die Achse der Windung
auch fiir t als Momentanachse.

Der Entdecker der Momentanachse ist Giulio Mozzi

(Discorso mat. sopra il rotamento mom. dei corpi,

Napoli 1763).*)

21. Zerlegung einer Windung in einfachste

Formen.

Wir batten diesen unmittelbar an 18 anschliefsen

konnen; nun aber wissen wir, dafs nach Satz 30 die Er-

gebnisse, die wir fiir das Geschwindigkeitsvektorfeld einer

Windung ableiten, fiir jeden Augenblick einer beliebigen
Bewegung gelten.

Wir ubertragen zunachst die wichtigsten Satze des 15

nach dem Gesetz des Dualismrfs auf den Fall einer Windung.
Wenn f = T : to die Steigung der Windung ist, so kann man
den Drehstab ID der Windung parallel zu sich selbst in einer

beliebigen auf ihm senkrechten Richtung um die Strecke r

verschieben, wenn man den Schiebungsvektor T durch einen

anderen T von der absoluten Grofse VT*-\- w
2 r 2

ersetzt,

der ebenso liegt, wie der Vektor M des 15 a). Ferner:

*) Folgende einfache Uberlegung des Korrolars IX dieser Schrift

ist noch erwahnenswert : Wenn beliebig viele Krafte gegeben sind,
kann man immer zwei ihnen gleichwertige finden, von denen die eine

in einer beliebig angenommenen Ebene E liegt, die andere auf E senk
recht steht. Denn man kann jede Kraft zerlegen in eine Komponente
in E und in eine senkrecht zu E.

Zindler, Liniengeometrie. 4
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Satz 31: Eine Windung (T, w) kann auf oo 4 Arteu
als Resultierende zweier Drehungsgeschwindig-
keiten dargestellt werden. Die Achse g der einen

Drehung kann man (ausschliefslich der Leitstrahlen
und Durchmesser des zur Windung gehorigen Null-

systems 91) beliebig wahlen. Die andere Achse ist

die Polare g von g in 91. Die Winkelgeschwindig-
keiten beider Drehungen erhalt man durch Zer-

legung von co nach den Richtungen g, g . Umgekehrt
dient zur Zusammensetzung zweier Drehungen un-
verandert die Konstruktion der Fig. 18.

Hierbei ist noch ein Bedenken zu beseitigen: Bei der

Ableitung des Satzes 24 wurde vom Begriff des Momentes
eines Kraftesystems bezuglieh einer Achse Gebrauch gemacht,
der in der Bewegungslehre kein ungezwungenes Analogon
hat. Ist man also berechtigt, nach dem Gesetz des Dualis-

mus die Ergebnisse hierher zu iibertragen ? Man weifs, dafs,
wenn man in so einem Ergebnis die Drehungsstabe wieder
durch Kraftstabe, die Schiebungsvektoren durch Moment-
vektoren ersetzt und hierauf die Keduktion auf einen Achsen-

punkt vornimmt, die gerade Dyname herauskommt. Also

mufs mit Beibehaltung der urspriinglichen Bedeutung bei

derselben Reduktion die gegebene Windung herauskommen,
weil die Satze liber Zusammensetzung und Zerlegung von
Staben und Vektoren nach 18, besonders Satz 27, davon

unabhangig sind, ob man sie als Krafte oder Geschwindigkeiten
deutet. Durch diese Uberlegung kann man sich nochmals

nachtraglich uberzeugen, dafs in der That alle Ergebnisse
des 15 in das Gebiet der Bewegungslehre tibertragen
werden konnen, wenn auch die Ableitung dieser Ergebnisse
nicht immer unmittelbar iibertragen werden kann.

Als Anwendung des Satzes 31 behandeln wir noch eine

Frage, die in der Theorie der Krafte kein Analogon hat:

Eine Ebene E eines starren Korpers bestimmt bei einer

beliebigen Bewegung desselben mit einer Nachbarlage eine

Schnittlinie gl
. Die Grenzlage von g (bezogen auf das Zu-

sammenfallen der Nachbarlage mit der urspriinglichen), oder

die ,,Charakteristik&quot; (Chasles) der Ebene E ist zu suchen.

Wenn E zur Momentanachse a senkrecht steht, so ist die

Charakteristik die unendlich ferae Gerade von E; wenn
E

|| a, so ist sie jene in E liegende Parallele zu a, die von
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a den kiirzesten Abstand hat. Diese beiden Spezialfalle
schliefsen wir nun aus.

Momentanachse und Momentansteigung bestimmen eine

Momentanwindung und ein zugehbriges Nullsystem. Um
einen Uberblick fiber die Verteilung der Geschwindigkeits-
vektoren aller Punkte von E zu erhalten, errichten wir im

Nullpunkt N von E eine Normale g . Die Polare g von g
r

liegt in E (Satz 12). Ersetzen wir die Momentanwindung
durch zwei Drehungsgeschwindigkeiten mit den Achsen g, g ,

so erteilt die Drehung g jedem Punkt von E eine auf E
senkrechte Geschwindigkeitskomponente 7

die Drehung g eine

in E liegende. Nur fiir die Punkte
von g verschwindet die erste, fiir

N die zweite Komponente. Man
kann sich nun

( 17) die Windung
so vollzogen denken (Fig. 19), dafs

sich E um g dreht, wahrend sich

gleichzeitig g um g dreht und dabei

in Nachbarlagen g\ kommt, die auch
in E liegen. Die bewegliche Ge-
rade g\ ist fortwahrend der Schnitt von E mit seinen

Nachbarlagen. Deshalb ist die Grenzlage g von g\ die

Charakteristik der Ebene. Also:

Satz 32: Bei einer Windung ist der Nullpnnkt N
einer Ebene E der einzige Punkt von E, dessen

Geschwindigkeit auf E senkrecht steht. Der Ort
der Punkte von E, deren Geschwindigkeit in E
fallt, ist eine Gerade g, die zur Normalen von E in

^V polar ist; g ist zugleich die Charakteristik von E.

Um die Lage von g genauer kennen zu lernen, setzen

wir in 8, Gleichung 12)

tan v = cot v

(da sich die Winkel selbst um 90 unterscheiden) und er-

halten :

d. h.:

Satz 33: Nullpunkt und Charakteristik einer
Ebene liegen auf entgegengesetzten Seiten der

4*
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Achse a in solchen Abstanden von a, dafs der Para
meter des Nullsystems die mittlere geometrische
Proportionale zwischen den absoluten Betragen
dieser Abstande ist.

22. Die Momentanwindung eines Korpers, von
dem fiinf Punkte gezwungen sind, auf fiinf Flachen

zu bleiben.

Wenn ein starres ebenes System sich in seiner Ebene

bewegt, so ist die Bewegung vollkommen bestimmt, wenn
fitr zwei Punkte die Bahnen vorgeschrieben sind, weil dann
die Bewegung der Verbindungsstrecke bestimmt ist, und diese

das ganze System eindeutig mit sich fiihrt. Analog konnen
wir bei Bewegung eines starren Korpers einer Anzahl seiner

Punkte P
1?
P

2 ,
. . . Pfc Flachen F^ F

z ,
. . . Fk vorschreiben,

auf denen sie wahrend der ganzen Bewegung bleiben mtissen.

Es wird sich zeigen, dafs fiir k = 5 die Bewegung des

Korpers i. A. gerade eindeutig bestimmt ist. Obgleich wir

die Richtung, die
P&amp;lt;

bei Beginn der Bewegung in Fi ein-

schlagen wird, nicht von vornherein kennen, wissen wir doch,
dafs die Normale nt der Flache Fi in Pi auch Bahnnormale
fiir Pt

-

7
also Leitstrahl des mit der Momentanwindung ver-

bundenen Nullsystems sein mufs. Wenn also ein Gewinde
durch die fiinf Strahlen n

l}
... n

5 vollstandig bestimmt ist,

so wird es auch die Momentanwindung der Bewegung sein,

die der Kbrper von der gegebenen Lage aus antreten kann,
und wir stehen vor der Aufgabe: Die Achse und den
Parameter eines Gewindes zu bestimmen, von dem
fttnf Strahlen w,, . . . n

5 gegeben sind.

Wir bestimmen die beiden gemeinsamen Transversalen

&amp;lt;7, g von w
1?

. . . w
4 ,

die nach Satz 8 im Gewinde zu ein-

ander polar sein miissen. Durch g, g , 6 ist dann das

Gewinde nach 10, d) bestimmt; g, g konstruiert man,
indem man das durch w

iy
rc
2 ,

n
s

bestimmte Hyperboloid H
mit n

4
zum Schnitt bringt. Durch die Schnittpunkte gehen

&amp;lt;7, g als die Strahlen der Leitschar von n^ n
zj n%. Wenn

die Schnittpunkte nicht reell sind, kann man auf folgende
Art eine reelle Konstruktion erzwingen (Fig. 20) : Man be-

trachte neben H noch das Hyperboloid (nSJ w
4 ,

n
b)^H r

.
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Fig. 20.

Schneidet man beide durch eine Ebene E, so erhalt man in

ihr zwei Kegelschnitte K, K
,

die den Punkt (E, w
g )
=

&amp;gt;S,

also mindestens noch einen zweiten reellen Punkt T gemein
haben. Durch T geht ein

Strahl n\ der Kegelschar

(/ig, n^ n
B ),

der nach Satz 11

auch Strahl des Gewindes

ist. Ersetzen wir n durch

n
4 ,

so werden
&amp;lt;/, g reell.

Wir verschaffen uns durch

Benutzung eines anderen

Quadrupels aus den ftinf

Strahlen n noch ein zweites

Polarenpaar A, ti und kon-

struieren dann die Momentan-

achse a nach Satz 10. Die

Bahntangente ^ von Pi ist

jene Tangente von FI in P,-,

die auf dem Schnitt von Fi
mit der Nullebene von

P&amp;lt;
senkrecht steht. Durch die Achse

und eine der Tangenten tt ist nun nach 1 die Momentan

windung bestimmt
;
also :

Satz 34: Wenn ftinf Punkte eines starren

Korpers gezwungen sind, auf je einer Flache zu

bleiben, so ist dadurch die Momentanwindung, die

der Korper ausfuhren kann, in alien Fallen (bis

auf ihre Geschwindigkeit) eindeutig bestimmt, in

denen durch die ftinf Flachennormalen ein Gewinde
eindeutig bestimmt ist.

Wenn P
a
und P2

zusammenfallen (nicht aber F1
und

.F
2 ),

ebenso P
3

und P
4 ,

so liegt der Fall vor, dafs von

einem Korper zwei Punkte gezwungen sind, auf zwei Kurven

(den Schnittkurven je eines Flachenpaares) und aufserdem

ein dritter Punkt auf einer Flache zu bleiben. Hier die

Momentanwindung zu bestimmen, ist also ein Spezialfall der

eben gelosten Aufgabe, von der wir tibrigens in 47, d)

eine line are Losung kennen lernen werden, weshalb nicht

alle sich darbietenden Spezialfalle berucksichtigt wurden.

Noch spater ( 70) werden wir sehen, dafs das Fehlen der

Schnittpunkte die Losung nicht stort.
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23. Ebene Fachwerke und zugehorige reciproke

Krafteplane.

Wir denken uns in einer Ebene ein System von
materiellen Staben, die an ihren Enden so mit einander ver-

bunden sind, dafs das System nur als Ganzes bewegt werden
kann. Der Einfachheit halber setzen wir ferner voraus, dafs

die Stabe sich nirgends iiberkreuzen, dafs also die von ihnen

gebildeten Polygone die Ebene gerade einfach Uberdecken.
Solehe Systeme von Staben sind spezielle Falle der ,,ebenen
Fachwerke&quot; und kommen bei eisernen Bracken, Dach-
stuhlen u. s. w. vor. Man mufs bei Konstruktion dieser

Objekte, wenn die aufseren Bedingungen (die Lasten auf
der Briicke, der Winddruck u. s. w. auf den Dachstuhl) ge-

geben sind, die Beanspruchung jedes einzelnen Stabes auf

Zug oder Druck kennen, um die Dicke bestimmen zu konnen,
die man ihm zu geben hat. Die Punkte, in denen mehrere
Stabe zusammentreffen, heifsen Knotenpunkte. Man macht
nun die Voraussetzung, dafs die aufseren Krafte nur an den

Knotenpunkten des Fachwerks angreifen, bezw. (einschliefs-
lich des Eigengewichts der Stabe) nach statischen Gesetzen
auf die Knotenpunkte verteilt werden konnen (,,statisch be-

stimmtes&quot; Fachwerk). Ferner beriicksichtigt man nur die

Zug- oder Druckspannungen in den Staben (nicht die Be

anspruchung auf Biegung oder Torsion), so als ob die Stabe
in den Knotenpunkten gelenkartig mit einander verbunden
waren. Diese Vorstellung hat sich als ftir die Anwendungen
ausreichend erwiesen, wenn sie auch von der Wirklichkeit

weit abweicht, indem die Verbindungen durch zahlreiche

Nieten hergestellt sind.

Wie man die Spannungen in einem ebenen Fachwerk
ausmitteln kann, zeigen wir an einem moglichst einfachen

Beispiel: Es seien A, B, C, D (Fig. 21) die Knotenpunkte
eines aus fiinf Staben 1, ... 5 bestehenden Fachwerks, das

einen Trager darstellt, der dem nach Grofse und Richtung

gegebenen Druck / auf den Knotenpunkt C Widerstand zu

leisten hat. Der Trager selbst stutzt sich bei B auf ein

festes, bei A auf ein bewegliches Auflager, um den

Temperatureinfliissen nachgeben zu konnen. Wenn wir der

Einfachheit halber vom Eigengewicht der Stabe absehen, so

wird I gewisse Auflagerdrucke a und b in A und B hervor-
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rufen, wobei a auf der Rollflaehe des beweglichen Auflagers
normal sein mufs

;
denn wenn wir von der Reibung absehen,

so konnen bewegliche Flachen nur einen Normaldruck auf-

einander iibertragen. Da die aufseren Krafte a, Z, b, die auf

den Trager wirken, im Gleichgewicht sind, mtissen ihre

Wirkungslinien durch einen Punkt S gehen, der durch die

bekannten Wirkungslinien von a und I bestimmt ist. Um
die Grofse von a und b zu finden, bedenke man, dafs be-

liebig viele durch einen Punkt gehenden Kraffce dann und

Fig. 22.

nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Vektoren, nach
den Regeln der geometrischen Addition zusammengefiigt, ein

geschlossenes Kraftepolygon ergeben. Man ziehe also

(Fig. 22) I
||

I und durch die Endpunkte dieser Strecke
b f

|| b, a
|| a; man erhalt so die Langen und den Sinn von

a und 6, da der Umfahrungssinn des Kraftepolygons durch
den Sinn von I gegeben ist. Um
die Spannungen in den Staben 1 und 2

zu bestimmen, denken wir uns den

Knotenpunkt A durch einen Schnitt,
der die Stabe 1 und 2 trifft, abgetrennt

(Fig. 23). Soil A im Gleichgewicht

bleiben, so mtissen wir die Spann- A
ungen in den Staben durch Krafte
an den Schnittflachen ersetzen, die

gegen A oder von A weggerichtet
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sind, je nachdem im betreffenden Stab eine Druck- oder
erne Zugspannung geherrscht hatte. Sinn und Grofse-

dieser Krafte erfahren wir, indem wir wieder ein Dreieck

zeichnen, dessen Seiten a
,
1

,
2 den drei Richtungen a, 1, 2

parallel sind, und in dem a mit a auch der Grofse nach
Ubereinstimmt. Man kann es gleich an Fig. 22 anschliefsen,
um es nicht nochmals verzeichnen zu miissen. Der Pfeil in

a giebt einen Umfahrungssinn, den auch die im Innern des

Dreiecks liegenden Pfeile befolgen. Diese geben daher den
Sinn der Krafte, die in den Schnittflachen angebracht werden

mussen, um die thatsachlichen Spannungen zu ersetzen. Man
sieht also, dafs 1 gedruckt, 2 gezogen wircl. Man kann nun
zu den Stabspannungen eines benachbarten Knotenpunktes
fortschreiten : Ein Schnitt durch 2, 3, 5 trennt D ab. Die

Spannung eines Stabes 2 durch diesen Knotenpunkt ist schon

bekannt. Man kann also die beiden anderen Spannungen
nach der eben angewendeten Methode finden, indem man das

Dreieck 2
,
3

,
5 an die beiden Dreiecke, die bis jetzt von

der Fig. 22 schon gezeichnet sind, anschliefst. Die Pfeile

im Innern dieses Dreiecks geben wieder den Sinn der Krafte

in den Schnittflachen. Dabei mtissen natiirlich die Pfeile auf

beiden Seiten von 2 entgegengesetzten Sinn haben, weil sich

die beiden Dreiecke, in denen 2 auftritt, auf zwei Knoten-

punkte beziehen, die an den Enden von 2 liegen und beide

gegen die Mitte des Stabes, also nach entgegengesetzten

Richtungen gezogen werden. Durch den Pfeil bei 2 ist auch

im Dreieck 2
,
5

,
3 ein Umfahrungssinn bestimmt, der die

Richtungen der beiden anderen Pfeile festlegt. Man sieht

also jetzt, dafs 3 gedruckt, 5 gezogen wird. So kann man
zu immer neuen benachbarten Knotenpunkten fortschreiten.

In unserem Beispiel erubrigt aber nur noch die Bestimmung
der Spannung im Stabe 4, den wir als zu B gehorig be-

trachten konnen. Wir schliefsen also an b das Dreieck

&
,
5

,
4 an, von dem auch die Seite 5 schon gezeichnet

ist; da sich das Dreieck schliefsen mufs, wenn wir

durch P die Parallele zu 4 ziehen, mufs von selbst die

Verbindungslinie PQ parallel zu 4 werden, worin eine

Kontrolle liegt.

Man kann die Pfeile beiderseits jedes Stabes so an-

ordnen, dafs man aus dem Krafteplan allein ersieht, ob der

betreffende Stab gedruckt oder gezogen wird; im ersten Fall
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zeichne man die Pfeile so, dafs die Spitzen, im zweiten so,

dafs die Anfange einander naher sind.

Die Fig. 22 bildet einen Krafteplan, d. h. ein Schema
von Geraden, die der Lange und Richtung nach die in den

Staben des Fachwerks herrschenden Spannungen darstellen.

Man sieht, dafs es hier gelungen ist, einen Krafteplan so zu

zeichnen, dafs zu jedem Stab nur einmal eine Parallele ge-

zogen wurde, obgleich er bei zwei Knotenpunkten auftritt.

Jedem Knotenpunkt des Fachwerks entspricht ein geschlossenes

Polygon des Krafteplans; dies gilt auch von C, wo die Linien

I, 1, 3, 4 zusammenstofsen. In der That bilden Z
,
1

,
3

,
4

ein geschlossenes Viereck. Da der Knotenpunkt C zur Kon-
struktion nicht verwendet wurde, hatte man diesen Umstand
nicht erzwingen konnen, wenn er nicht von selbst aufgetreten
ware. Der Umfahrungssinn, der die Krafte durch C liefert,

wird durch Pfeile am aufseren Rand dieses Vierecks be-

zeichnet. Nur im Dreieck, das den aufseren Kraften ent

spricht, sind naturgemafs die Pfeile nur einmal (in den

Seiten selbst) gezeichnet, wie es dem wirklichen Sinn

dieser Krafte entspricht. Aber auch umgekehrt ent-

sprechen solchen Linien, die im Fachwerk ein Polygon
bilden (z.

B. a, 2, 5, 6) im Krafteplan Linien, die durch

einen Punkt gehen. Wegen dieser Eigenschaften heifst

der Krafteplan reciprok.

Will man einen reciproken Krafteplan erreichen, so ist,

sobald das erste Dreieck a
,

&amp;gt;

,/ gezeichnet ist, der Fortgang
der Konstruktion eindeutig bestimmt. Zwar konnte man,
wenn es sich blofs darum handelte die Spannungen in den

Staben 1 und 2 zu ermitteln, anstatt der Linien V und 2

ebensogut die beiden punktierten verwenden; aber da in

Fig. 21 a,,l ein Dreieck bilden, miissen ,?,! durch einen

Punkt gehen. Es ist also nicht mehr zweifelhaft, durch

welchen Endpunkt von a man die Parallele zu 1 zu ziehen

hat. Die Moglichkeit reciproker Krafteplane ist keineswegs
evident; ihre Existenz fiir gewisse Arten von Fachwerken
zu beweisen, ist die Theorie des Nullsystems dienlich. Hierzu

miissen wir jedoch vorerst auf die Theorie der Polyeder
zuruckgreifen.
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24. Aus der Polyederlehre.

Wenn man jede Flache eines uberall konvexen, ganz
im Endlichen gelegenen Polyeders 9ft

im selben Sinn
(z. B.

von Aufsen betrachtet im positiven Sinn) umfahrt, so wird
dabei jede Kante zweimal im entgegengesetzten Sinn durch-

laufen. Dieses ,,Mobiussche Kantengesetz&quot; lafst sich auch
in einer dualen Form aussprechen: Wenn man um jede Ecke
von

9ft
eine Ebene im selben Sinn herumwalzt (die also das

Polyeder nie schneiden darf, aber immer eine Kante oder

Flache mit ihm gemein hat), so tritt dabei jede Kante
zweimal als Aehse entgegengesetzter Drehungen auf.

Beginnt man also eine Flache in einem willktirlichen

Sinn zu umfahren, so kann man auch ohne zu wissen ob
man sich auf der Aufsen- oder Innenseite von ^ befindet,
zu Nachbarflachen fortschreiten, indem man stets beachtet,
das dieselbe Kante als angehorige zweier verschiedenen

Flachen im entgegengesetzten Sinn durchlaufen werden mufs.

So erhalt unabhangig von der Art der Vermittelung
jede Flache einen bestimmten Umfahrungssinn.

t

Fig. 24.

Aber nicht bei alien Polyedern ist dies moglich: Um
zunachst von einer ,,einseitigen Zone&quot; eine anschauliche

Vorstellung zu gewinnen, biege man einen rechteckigen

Streifen AA B B (Fig. 24) so, dafs A auf B,B auf A zu
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liegen kommt. Der Kand des Streifens kann nun in einem

Zuge vollstandig durchlaufen werden. Verschiebt man eine

kleine geschlossene Kurve, die bei 1 etwa auf der sicht-

baren Seite gezeichnet sein soil, samt einem bestimmten

Drehungssinn in die Lagen 2, .... 5 bis sie wieder in 1 an-

langt, so ist dabei die Kurve auf die andere Seite der Stelle 1

gekommen tmd der Umfahrungssinn hat sich in den entgegen-

gesetzten verwandelt; ein auf der Flache stets normaler

Halbstrahl leistet dieselben Dienste wie die Kurve. Man
kann von jeder Stelle der Flache ohne den Rand zu tiber-

schreiten und ohne die Flache zu durchbrechen auf die

andere Seite der betreffenden Stelle gelangen. Man kann
also zwar an jeder einzelnen Stelle dieses Streifens aber

nicht beim Streifen als Ganzem zwei verschiedene Seiten

unterscheiden. Erst Mobius*) entdeckte (1858) diesen Um-
stand; nach ihm heifsen solche Flachen einseitig.**)

Um ein Beispiel einer geschlossenen einseitigen
Flache zu haben, braucht man nur den Rand des Streifens

zu beseitigen, etwa dadurch, dafs man einen beliebigen
Punkt des Raums mit ihm durch eine Kegelflache verbindet.

Dabei werden Selbstschnitte der Flache unvermeidlieh, und
man wird daher, wenn man von einer Seite einer Stelle

auf die andere gelangen will, die Flache allerdings durch

brechen miissen, aber niemals jenen Teil derselben, langs
dessen man sich gerade bewegt.

Analog kann man einseitige geschlossene Polyeder bilden,
indem man etwa (um ein moglichst einfaches Beispiel zu

geben) ein Netz von fiinf durch je eine Seite aneinander-

hangenden Dreiecken (Fig. 25; A B = AB) so langs der

gemeinsamen Dreieckseiten bricht, dafs wieder A mit B
B mit A zusammenfallt. Damit dies durchfiihrbar ist, darf

man das Netz nicht beliebig zeichnen (der Leser nehme es

iihnlich der Figur 25 und lasse langs AB einen Rand, um
ihn langs B A anzukleben oder mit einer Nadel zu be-

*) Und gleichzeitig Listing (vgl. Stackel, Math. Annal. Bd. 52).

**) Die Bezeichnung ,,Doppelflaehe&quot; der Funktionentheorie bedeutet
die einseitigen Flachen. Es liegt dabei folgende Vorstellung zu Grunde :

Wenn man sich auf einer bestimmten Seite einer zweiseitigen Flache

befindet, ist nur diese eine Seite zuganglich, wahrend bei den ein

seitigen Flachen beide Seiten der betreffenden Stelle zuganglich sind,
wodurch sich die betreffende Stelle sozusagen verdoppelt.
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festigen), sondern nur die ersten vier Dreiecke innerhalb

gewisser Grenzen willktirlich annehmen. Denn halt man
das mittlere Dreieck 3 fest, so 1st der geometrische Ort von
A eine Kugelflache vom Halbmesser AC (mit Ausschlufs

gewisser Teile der Kugelflache), der geometrische Ort von
B blofs ein Kreis. Man wird also B so weit drehen, dafs

es in die Entfernung AC von C kommt, worauf man A mit

B bei passender Wahl der Seitenlangen der Dreiecke zur

Koincidenz bringen kann. Das schliefsende Dreieck 5 ist

dann vollstandig bestimmt. Der Streifen hat nur ein en

JO

Fig. 25

Rand: A,C,E,A ^B^D^B ^A. Urn ein geschlossenes
einseitiges Polyeder zu erhalten, kann man den Rand be-

seitigen, indem man ihn mit einem beliebigen Raumpunkt
durch fttnf Dreiecke verbindet, aber nicht indem man einen

Eckpunkt des Randes selbst mit den Gegenkanten durch

drei Dreiecke verbindet; vgl. Bruckner ,,Vielecke und Viel-

flache, Theorie und Geschichte&quot;, 1900, Art. 55.

Fiir die einseitigen Polyeder gilt das Kantengesetz nicht;

aber es ist nicht auf liberal! konvexe Polyeder ^ beschrankt;
sondern ^ mufs nur zweiseitig sein, d. h. wenn man von

einer bestimmten Stelle der Oberflache ausgeht, so mufs

man, wie man auch auf der Flache sich bewegend zur

selben Stelle zuruckkommen mag, immer auf dieselbe Seite

dieser Stelle zuruckkommen. Dabei kann ^ ,,aufser-

gewohnlich&quot; sein, d. h. Flachen besitzen, deren Umfang sich

selbst schneidet; vgl. Bruckner, a. a. 0. Art. 60.
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25. Reciproke Polyeder.
Man suche zu jedem Elemente (Ecke, Kante, Flache)

eines Polyeders 9$ in einem Nullsystem, dessen Achse a wir

uns lotrecht denken, das entsprechende Element (beziehungs-
weise: Nullebene der Ecke, Polare der Kante, Nullpunkt
der Flache). Wenn durch eine Ecke E die Kanten &

,

&
2 ,

. . . k n gehen, so liegen ihre Polaren ki,k2 ,
. . . kn in der

Nullebene e von E (Satz 12), die auch unter den ent-

sprechenden Elementen vorkommt. Wenn umgekehrt die

Kanten x^Xg . . . x,H in einer Flache cp von ^ liegen, so

gehen die Polaren xi,/2, . . . yJm durch einen Punkt F von cp,

der auch unter den entsprechenden Elementen vorkommt. Um
uns aber zu iiberzeugen, dafs und wie alle entsprechenden
Elemente wirklich die Flachen, Kanten, Ecken eines zweiten

Polyeders ^ ausmachen, stellen wir noch folgende Uber-

legung an, bei der wir uns jedoch der Anschaulichkeit halber

aut den Fall beschranken, dafs
9ft
em tiberall konvexes ganz

im Endlichen liegendes Polyeder ist: Wir setzen voraus, dafs

keine Flache von ^ zu a parallel ist und projizieren ^ auf

eine wagrechte Ebene H. Die Kanten von *, die dabei

den Umrifs der Projektion liefern, bezeichnen wir auch im

Eaume als Umrifskanten
;
ihre Gesamtheit bildet den ,,wahren

Umrifs&quot; von
9ft.

Wenn eine Ebene ( sich um eine Kante
k von $P dreht, so kommt sie in zwei Lagen, wo sie Polyeder-
flache wird und auf der Polaren k die Nullpunkte dieser

Flachen herausschneidet. Indem wir eine Gerade als im

Unendlichen zusammenhangend denken, sagen wir, k werde
durch die zwei Nullpunkte nur in zwei Teile geteilt. Wenn
(

||
a wird, riickt der Nullpunkt ins Unendliche. Wenn also

eine Ebene ( um eine Ecke A von
?fi herumgewalzt wird,

so wird ihr Nullpunkt ein geschlossenes Polygon a be-

schreiben, das zwei unendliche Seiten hat oder ganz im
Endlichen liegt, je nachdem A dem wahren Umrifs von ^
angehort oder nicht. Aber im ersteren Fall andern wir

das Drehungsgesetz fur die Walzung so ab, dafs wir fur die

Umrifskanten und fur diese allein festsetzen, solle sich

um eine solche Kante von einer Polyederflache zur nachsten

so drehen, dafs sie den Keil beschreibt, in dem das Poly
eder selbst liegt. Eine Umrifskante k tritt nun nach wie

vor zweimal als Achse entgegengesetzter Drehungen auf,

weil jede der beiden friiheren (im vorigen festgesetzten)
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Drehungen in ihr Gegenteil verkehrt wurde. Daher wird

der Nullpunkt der Ebene das entsprechende (jetzt endliche

Stiick) der Polare k noch immer zweimal in entgegen-

gesetztem Sinn durchlaufen. Wir haben also den

Satz 35: Wenn ^ ein iiberall konvexes ganz im
Endlichen gelegenes Polyeder ist, von dem keine
Flache der Achse a eines Nullsystems parallel ist,

so schliefsen sich die endlichen Stilcke der Polaren
aller Kanten von

9ft
zu einem Polyeder ^ zusaminen,

fiir das ebenfalls das Kantengesetz gilt.

Denkt man sich namlich das Kantengesetz fur ^ in der

dualen Form
( 24, Anfang) ausgesprochen, so folgt es fiir

?$ in der urspriinglichen Form. Man kann leicht noch mehr

aussagen: Wenn sich ( in der soeben abgeanderten Weise

um A walzt, so kann sie dabei nur dann, wenn A dem
wahren Umrifs angehort, zweimal in dieselbe Lage kommen

(in der sie die beiden Umrifskanten verbindet). Daher

werden sich im entsprechenden Polygon von 9$ die

endlichen Stiicke der Seiten einmal uberschneiden, aufser

wenn jene Umrifskanten in der Ecke benachbart waren.

geht aus a dadurch hervor, dafs die etwaigen zwei un-

endlichen Seiten durch ihre endlichen Erganzungen ersetzt

werden.

Lassen wir jedoch die Ecke A durch eine Kante k be-

schreiben, die nacheinander alle Kantenwinkel der Ecke

uberstreicht, so wird die Kante nicht zweimal in dieselbe

Lage kommen, aufser wenn der Mantel der Ecke sich selbst

schneidet. Wenn A uberall konvex ist, so wird dabei k

aufserdem nie in die Erweiterung einer anderen Seite der

Ecke kommen, als in der sie sich gerade bewegt. Daher

wird sich k um die Ecken des Polygons a so drehen, dafs

sie nicht zweimal in dieselbe Lage kommt und nie durch

eine andere Ecke von a geht, als um welche sie sich gerade

dreht, d. h. sie wird sich an der Aufsenseite eines uberall

konvexen Polygons herumwalzen, sei es, dafs dieses ganz
im Endlichen liegt oder den Typus der Fig. 26 hat. Wir

folgern und fassen zusammen, indem wir die Polygone a

wieder durch die ersetzen, die in ^ auftreten:

Satz 36: Wenn A eine Ecke von ^ ist, die dem
wahren Umrifs angehort, so kbnnen die beiden durch
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A gehenden Umrifskanten durch gewohnliche Kanten
getrennt sein oder nicht; im ersten Fall besteht das

entsprechende Polygon a von ?$ aus zwei sich

schneidenden Strecken (AB^A B , Fig. 27) und zwei

Fig. 27.

ihre Endpunkte verbindenden Linienziigen, die dem
Doppelpunkt ihre konvexe Seite zukehren (sofern
sie iiberhaupt mehr als eine Strecke enthalten); im
zweiten Fall bleibt nur der Teil auf der einen Seite
des Doppelpunktes iibrig. Wenn A nicht dem Umrifs

angehort, so ist a ttberall konvex.

Man sieht daraus, dafs
*($ ,

wenn man die endlichen

Stiicke der Polaren k auffafst (wie es fiir unsere Zwecke

notwendig ist), i. A. ein aufsergewohnliches Polyeder sein

wird; deshalb war es notwendig, den Satz 35 sorgfaltig zu

beweisen. Beispiele findet man bei den Ubnngsaufgaben.
Aus Satz 10 folgt ferner:

Satz 37 : Die Pr ojektionen auf #entsprechen-
der Kanten reciproker Polyeder sind parallel.

Die Ecken und Flachen von
9ft

sind mit den Flachen
und Ecken von ^ incident; aber der letztere Umstand ist

fiir unseren jetzigen Zweck unwesentlich. Dagegen bleiben

die Satze 35 und 37 erhalten, wenn man ?$ durch ein

anderes Polyeder ^\ ersetzt, das aus ^3 durch eine beliebige

Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation hervor-
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gegangen 1st. Wenn wir nun
$)3

und $p ,

auf H orthogonal

projizieren, entstehen zwei Figuren 9?, %l
j

die wir reci-

proke Netze nennen wollen. Die Satze 35 und 37 er-

geben unmittelbar :

Satz 38: Wenn man ein konvexes, ganz im
End lichen liegendes Polyeder auf eine Ebene
senkrecht projiziert, die zu keiner Polyeder-
flache senkrecht ist, so entsteht ein Netz 9^,

zu welchem stets ein reciprokes Netz 9?

existiert, d. h. ein System von lauter endlichen
Strecken, deren jede einer Strecke von 9^

parallel ist, mit der Eigenschaft, dafs alien
Strecken in einem Netz, die von einem Punkte
auslaufen, Strecken im andern entsprechen,
die ein geschlossenes Polygon bilden. Auch
in 91 konnen alle diese Polygone so umfahren
werden, dafs jede Strecke in den beiden Poly-
gone n, denen sie angehort, entgegengesetzt
durchlaufen wird.

26. Die Existenz reciproker Krafteplane.

Wir setzen von einem ebenen Fachwerk F voraus, dafs

es samt den Wirkungslinien k der aufseren Krafte (ein-

schliefslich der Auflagerreaktionen) als Projektion eines

uberall konvexen raumlichen Polyeders ^ aufgefafst werden

kann; endlich sollen alle Linien k durch einen einzigen Punkt S

gehen, dann bilden sie samt den Staben s des Fachwerks
ein Netz 9?, zu dem wir ein reciprokes 9^ konstruieren.

Dem Punkt /S entspricht hierin ein Polygon o*,
das wir in

demjenigen Sinn umfahren, wie es den thatsachlichen Rich-

tungen der Krafte durch S entspricht. Wir markieren diesen

Umfahrungssinn durch Pfeile in den Polygonseiten k selbst

(vergl. Fig. 22), wodurch auch der Umfahrungssinn der Nach-

barpolygone bestimmt ist. Jede andere Strecke s von W
erhalt zwei Pfeile, je nachdem sie als Strecke des einen

oder des anderen Polygons aufgefafst wird, und zwar konnen

wir hiernach, immer zu Nachbarpolygonen fortschreitend, den

Umfahrungssinn eines jeden bestimmen, wobei wir nach

Satz 38 wissen, dafs das Ergebnis von der Wahl der ver-
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mittelnden Polygone unabhangig 1st, auch wenn einzelne

Polygone sich Uberschneiden sollten. Lassen wir nun auf

jeden Knotenpunkt des Fachwerks die durch das entsprechende

Polygon bestimmten Krafte wirken, so 1st das Fachwerk

jedenfalls im Gleichgewicht. Aber da bei Konstruktion von

9 mit Hilfe eines Nullsystems viele Annahmen willktirlich

gemacht werden kbnnen, so giebt es zum selben Netz SR

zahlreiche reciproke Netze 9^ ,*) nnd es 1st zu zeigen, dafs

unter diesen eins vorkommt, in dem die Strecken k gleich
den gegebenen aufseren Kraften sind. Wir richten nnser

Augenmerk auf die Ecke von $P, deren Projektion S ist und
beweisen zunachst den

Satz 39: Eine raumliche Ecke kann durch ein

Nullsystem stets so abgebildet werden, dafs die

Seiten ihres entsprechenden Polygons in 9
f will

ktirlich gegebene Langen haben, wenn nur die

geometrische Summe dieser Langen Null ist.

Wir nehmen die Richtigkeit dieses Satzes ftir Ecken
mit n 1 Kanten an und beweisen ihn ftir w-kantige Ecken :

Die gegebenen Langen seien auf den Linien kv durch AS auf-

Fig. 28 a) Fig. 28 b)

getragen und selbst durch kv bezeichnet. Wir ersetzen zwei

derselben, etwa kn _ T und kn durch ihre geometrische Summe k

(Fig. 28 a). Im Raume entspricht dieser Konstruktion eine

*) In der That kann man, auch wenn man an F, der Resultieren-
den R der aufseren Krafte, daher auch an den Auflagerreaktionen nichts

andert, R auf dieselben Wirkungslinien durch dieselben Knotenpunkte
noch in verschiedener Weise verteilen, erhalt also auch verschiedene

Spannungszustande.

Zindler, Liniengeometrie. 5
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Erweiterung derjenigen Seiten des w-Kants, die den Winkel-

raumen con _ 2 ,
ww entsprechen, bis sie sich in der neuen

Kante & schneiden (es 1st wonl kein Mifsverstandnis zu be-

fiirchten, wenn wir die Elemente iin Raume und ihre Pro-

jektionen durch dieselben Buchstaben bezeichnen); das rc-Kant

kann in mannigfacher Weise so gewahlt werden, dafs die

Projektion von & in die Diagonale k fallt. Fur die durch

die n 1 Kanten k
iy

&
2 ,

... &n _ 2 ,
k gebildete Ecke gelte

nun der Satz 39. Man kann dann ^durch Abbildung in einem

Nullsystem (Parallelverschiebung, Ahnlichkeitstransformation)
und Projektion ein Polygon G (Fig. 28 b) erhalten, in dem

jede der Seiten k\, k
2J

. . . Ai_ 2 ,
k nicht nur parallel, sondern

auch gleich der entsprechenden Strecke kv ist. Wenn wir

nun die urn die Kanten durch AS nach 25 sich walzende

Ebene, anstatt sie aus der Lage wn _ 2 unmittelbar durch eine

Drehung um k in die Lage wn tlberzuftihren, zuerst um kn _ L

in die Lage (kn _
i,

kn),
dann um kn in die Lage wn drehen,

so wird der ihrem Nullpunkt entsprechende Punkt in 9^
,

anstatt die Strecke k zu beschreiben, deren beide Endpunkte
auf dem Umwege kn _ ly

kn verbinden, dessen Strecken den

Strecken &n _i, kn nicht nur parallel, sondern auch gleich

sind, weil eine Strecke nach zwei gegebenen Richtungen nur

in einer Weise zerlegt werden kann. Der Satz 39 gilt also,

da er fiir dreikantige Ecken nach allem bisherigen selbst-

verstandlich ist, allgemein.

Da nun a die aufseren Krafte richtig darstellt, so ist

das Netz 9^ in der That ein reciproker Krafteplan des Fach-

werks. Denn einerseits ist der Spannungszustand durch die

aufseren Krafte eindeutig bestimmt, andererseits stellt 9^
,

wie wir schon frtther sahen, einen moglichen Gleichgewichts-

zustand des Fachwerks dar; es mufs also den thatsachlichen

Spannungszustand unter Einwirkung der gegebenen aufseren

Krafte darstellen, sobald nur diese durch 9 richtig dar-

gestellt sind. Wir haben also den

Satz 40: Lafst sich ein ebenes Fachwerk mit

zwei Auflagern samt den Wirkungslinien der

aufseren Krafte (die durch denselben Punkt S

gehen mogen) als Projektion eines konvexen Poly-
eders auffassen, so existiert ein reciproker Krafte

plan.
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Man wird nun zur wirklichen Konstruktion des Krafte-

plans natiirlich nicht auf das Nullsystem zuruckgehen, sondern

das Verfahren des 23 anwenden, das mindestens dann den

reciproken Krafteplan liefern mufs, wenn man bei Fortsetzung
des Verfahrens immer Nachbarknotenpunkte findet, bei denen
blofs in zwei Staben der Spannungszustand noch unbekannt
ist. Aber aus der Fortsetzbarkeit des Verfahrens hatte man
die Existenz des Krafteplans nicht erschliefsen konnen.

Es stort nun nicht, wenn der Punkt S ins Unendliche

rtickt; dann fallt a in eine Gerade zusammen, aber so, dafs

seine Seiten bestimmte Langen behalten. Riickt z. B. bei

Fig. 21 A$ ins Unendliche, so entsteht Fig. 29 (wir lassen zu-

gleich Symmetrie eintreten und bezeichnen die gedrtickten
Stabe durch doppelte Linien). Der reciproke Krafteplan
nimmt die Gestalt der Fig. 30 an. Man sieht leicht ein, dafs

die Voraussetzungen des Satzes 40 bei alien Tragern vom

V

Fig. 29. Fig. 30.

Typus der Fig. 31 erfullt sind: S liegt hier unendlich fern.

Den gebrochenen Linienzug AMB denke man sich in der

Zeichenebene, wahrend man die Gerade AB als Projektion
einer gebrochenen Linie betrachte, die den Abstand.4j5 bogen-
formig in einer zur Zeichenflache normalen Ebene uberwolbt.

Die parallelen Wirkungslinien der Krafte sind dann Kanten
eines prismatischen Mantels, von denen die durch A und B
gehenden in der Zeichenebene liegen. Man tibersieht auch,

dafs das Verfahren des 23 zur wirklichen Konstruktion

des reciproken Krafteplans hinreicht (vergl. Anhang I, Auf-

gabe 23).

5*
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Wir haben, um nicht zu weitlaufig zu werden und doch
vom Zusammenhang der Theorie des Nullsystems mit der

graphischen Statik eine Vorstellung zu geben, sehr ein-

schrankende Voraussetzungen gemacht, die nicht alle wesent-

lich sind, mussen aber bezuglich einer umfassenderen Theorie

auf folgende Schriften verweisen: Cremona-Migotti, die

reciproken Figuren in der graph. Statik (Zeitschr. d. osterr.

Ingenieur- u. Architektenver. 1873); F. Schur, Ub. d. recipr.

Fig. d. graph. Statik*) und besonders: F. Schur, Uber ebene

einfache Fachwerke (Math. Annalen, Bd. 48).

27. Das Polarsystem eines Umdrehungs-
paraboloides.

Wir setzen in diesem die Kenntnis der allgemeinen

Polareigenschaften der Flachen zweiten Grades voraus (vergl.

S. S., Bd. XXV, 4).

Wenn eine Meridianparabel eines Umdrehungspara-
boloides P in der Bildebene B liegt (Fig. 32), gt

die senk-

rechte Projektion einer Geraden g \\

B ist, d^ der zu g^

konjugierte Durchmesser der Meridianparabel, G und D die

Ebenen durch gl beziehungsweise d^ die zu B senkrecht

*) (Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 40.)
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sind
;
so ist D die Durchmesserebene fur die zu g^ parallelen

Sehnen von P; m. a. W. die Polarebene des unendlich

fernen Punktes dieser Sehnen.

Wenn also eine Gerade g
zu ^ parallel ist, so liegt

ihre Polare g in D. Pro

jiziert man g und g auf

eine zur Umdrehungsachse
senkrechte Ebene, so sind

die projizierenden Ebenen

beziehimgsweise parallel und
senkrecht zu B, also auf

einander senkrecht. Daraus Fi&- 32 -

folgt :

Satz 41: Zwei polare Geraden eines Umdrehungs-
paraboloides ergeben auf eine zur Achse senk
rechte Ebene projiziert, zwei auf einander senk
rechte Gerade.

Dieses Polarsystem ist ebenso wie das Nullsystem ein

Spezialfall der allgemeinen raumlichen Korrelation. Sucht

man zu einem Polyeder das entsprechende im Polarsystem,

projiziert dann beide Polyeder etwa auf die Scheitel-

Tangentialebene von P und dreht schliefslich das eine um
90, so erhalt man zwei Netze, welche dieselben Eigen-

schaften, wie die im 25 betrachteten, haben. Dies war
der Weg, auf dem zuerst Maxwell die Theorie der Korre-

lationen fur die graphische Statik verwertete; vgl. Hauck,
Uber die Beziehung des Nulls, u. lin. Strahlenkompl. zum

Polarsyst. des Kotationsparaboloides (Zeitschr. f. Math. u.

Phys., Bd. 31, 1886).

Ubungsaufgaben:

14. a) Beziiglich welcher von alien durch einen Punkt

Pgehenden Achsen hat ein Kraftesystem das grofste Moment?
b) Die Momente beziiglich aller durch P gehenden Achsen
sind den Abschnitten proportional, die durch eine gewisse
Kugelflache auf diesen Achsen bestimmt werden; c) Wenn
die Momente beztiglich dreier Achsen durch P gegeben sind,
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das Moment beztiglich einer vierten Achse durch P zu

finden.

15. a) Die Momente beziiglich der Achsen in einer

Ebene E sind den Abstanden dieser Achsen vom Nullpunkt
von E proportional, b) Aus den Momenten bezuglich dreier

Achsen in E das Moment bezuglich einer vierten Achse in E
zu konstruieren.

16. Es sind unter den moglichen Zerlegungen einer

Dyname in ein Kraftkreuz diejenigen herauszusuchen, bei

denen die beiden Krafte a) einen gleichen Betrag haben,

b) auf einander senkrecht stehen, c) bei denen beides zu-

gleich stattfindet.

17. Bei einer allgemeinen Bewegung eines starren

Korpers gehen in jedem Augenblick a) die Normalebenen
der Bahnen aller Punkte einer Ebene durch einen bestimmten

Punkt dieser Ebene; b) die Normalebenen der Bahnen aller

Punkte einer Geraden g wieder durch eine Gerade g
1

. Wenn
g und g verschieden sind, so sind die Geschwindigkeits-
Vektoren aller Punkte von g dieselben, als ob sich g um g
drehen wtirde

;
wenn g mit g identisch ist, sind die Vektoren

aller Punkte von g auf g senkrecht.

18. Wir fassen von einem sich bewegenden starren

Korper eine Gerade g ins Auge. a) Welcher Punkt derselben

hat die geringste Geschwindigkeit ? b) Welche Grenzlage
hat der Fufspunkt ihres kiirzesten Abstands von einer

Nachbarlage ?

19. Die senkrechten Projektionen zweier Polaren auf

eine Ebene E schneiden sich auf der Charakteristik von E
(Mannheim, Geometric cinematique, S. 105).

20. Wie vereinfacht sich in 22 die Aufsuchung der

Momentanwindung in dem am Schlufs dieses erwahnten

Spezialfall?

21. Es sind die Kugelgebiete, die fur den Punkt A
der Fig. 25 erreichbar sind, genauer zu ermitteln.

22. Es sind in einem Nullsystem mit der Achse A die

reciproken Polyeder zu ermitteln a) zu einem Tetraeder,

von dem eine Hohe in A Mit; b) zu a) einem Oktaeder,

/?) einem Wttrfel, von denen zwei gegenuberliegende Ecken
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in A fallen. Es sind die Uberlegungen und Satze des 25

an diesen Beispielen in konkreto zu verfolgen.

23. Zu dem in Fig. 31 dargestellten Fachwerk ist der

reciproke Krafteplan zu konstruieren, wenn auf alle Knoten-

punkte der wagrechten Strecke AB gleich grofse lotrechte

Krafte wirken.

24. Wenn man ein Polarsystem eines Umdrehungs-

paraboloides mit der Achse a und dem Parameter 2p um
a um 90 dreht und dann beztiglich der Scheiteltangential-
ebene spiegelt, so bildet es mit der ursprunglichen Lage
ein Nullsystem vam Parameter l=p.



III. Abschnitt.

Linienzeiger, Stabzeiger und Grleidmngen

zwischen ihnen.*)

28. Begriff der Linienzeiger.

Die Geraden des Raums bilden eine vierfache Mannig-

faltigkeit (s. Einleitung). Man braucht also, um eine einzelne

Gerade festzulegen, (mindestens) vier Zahlen, die man die

Zeiger (Koordinaten) der Geraden nennt. Diese fur die

Gerade charakteristischen Zahlen konnen noch in sehr ver-

schiedener Weise gewahlt werden: Z. B. kann man an die

Darstellung der Geraden in einem Parallelsystem

1) x = rz -f- Q, y = sz
-\- a

ankntipfen (#, y, z sind die laufenden Zeiger) und die vier

Zahlen r, s, , ff,
welche die Gerade vollkommen bestimmen

und umgekehrt einer solchen eindeutig zugeordnet sind, als

Zeiger defmieren.

Aber dieses Zeigersystem hatte einen grofsen Ubelstand:

Wttrde man eine Transformation desselben vornehmen, so

wtirden die Gleichungen 1) ubergehen in

2) * = rV+ Q , y = + a

und die neuen Zeiger /, s
, (&amp;gt; ,

a mtissen aus den alten be-

rechnet werden konnen, wenn die Lage der neuen Zeiger-

*) Als Einleitung zu diesem Abschnitt kann der Abschnitt III in

S. S. IX (Analyt. Geom. des Ratlines, I. Teil) nachgelesen werden, wo
die rechtwinkligen homogenen Linienzeiger unabhangig von den

tetraedrischen Zeigern aufgestellt werden, als deren Spezialfall sie

hier erscheinen.
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achsen gegen die alten gegeben 1st. Dabei wiirde sich her-

ausstellen, dafs die Formeln, welche die neuen Linienzeiger
als Funktion der alten (oder umgekehrt) darstellen, in diesen

Zeigern nicht linear sind. Um sich davon zu iiberzeugen,

geniigt es, einen Spezialfall zu betrachten: Wir denken uns

das urspriingliche Parallelsystem rechtwinklig und nehmen
dann eine cyklische Vertauschung der Zeigerachsen vor, also:

Die Gleichungen 1) gehen dadurch tiber in

Wir mtissen jetzt diese Gleichungen durch Auflosung nach

#
, y* auf die Form 2) bringen:

of
Z

v - r
z I

e ra
.

T~~T y
s
z +

s

durch Vergleich mit 2) finden wir:

,
1

,
G

r ^

_ __

Eine algebraische Gleichung zwischen Linienzeigern wiirde

daher durch Zeigertransformation ihren Grad andern. Wahrend
also bei den sonst ublichen Zeigersystemen der Grad etwas

fiir ein algebraisches geometrisches Gebilde charakteristisches

1st, wiirde hier der Grad nicht nur vom Gebilde selbst,

sondern auch vom Zeigersystem abhangen. Deshalb werden
wir an der e Grbfsen, die wir im Zusammenhang mit den

tetraedrischen Punkt- und Ebenenzeigern einftihren, als Linien-

zeiger definieren.

29. Homogene Punkt- und Ebenenzeiger.

Wir stellen in diesem und den beiden folgenden Para-

graphen die wichtigsten Eigenschaften der homogenen Punkt-
und Ebenenzeiger zusammen, um uns leichter darauf berufen

zu konnen; soweit hier nicht auch die Beweise mit auf-
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genommen sind, verweifen wir auf die ausfiihrliche Dar-

stellung in Killings Lehrbuch der analytischen Geometric.
1901 (II. Teil).

a) Definition: Wir wahlen ein ,,Zeigertetraeder&quot; oder

,,Grundtetraeder&quot;, fiir jede seiner Ebenen eine positive Seite

und bezeichnen die Abstande eines beliebigen Punktes P
von diesen Ebenen mit d

t , d^ d^ d. Als Zeiger des

Punktes P werden vier Zahlen definiert, die sich verhalten

wie diese Abstande, wenn jeder mit einer willkiirlichen

Mafseinheit gemessen wird. Mifst man di mit der Einheit e^
so ist d : ei die neue Mafszahl. Wenn

so konnen also

3) ^ = xid,(i=l,2,3,4)

als Definitionsgleichungen der Zeiger #&amp;lt; gelten. Die vier

Zahlen x sind fest fur alle Punkte des Raums; Q ist ein

willkurlicher Proportionalitatsfaktor.

Es sei E eine Ebene, bei der wir eine positive und
eine negative Seite unterscheiden und 6

19
d
2 ,

d
3 ,

d
4 seien die

Abstande der vier Tetraederecken von ihr, e; die Mafsein-

heiten, mit denen sie gemessen werden. Dann definiert man
die Zeiger u^u^u^ u der Ebene E analog durch

out
Cj

oder, wenn 1 : Ci
=

^,-,
durch

4) cTM, = ^(*=l,2,3,4).

Von den Zeigern eines Punktes oder einer Ebene kommen
also nur die Verhaltnisse in Betracht, unter denen sich

drei unabhangige befinden. Umgekehrt ist einem Zahlen-

quadrupel an oder ut eindeutig ein Punkt, bezw. eine Ebene

zugeordnet.

Im Grundtetraeder liegen die Flachen und Ecken mit

gleichen Indices einander gegeniiber.

b) Man kann die vier Konstanten x willkiirlich wahlen

und hierauf die Verhaltnisse der
A&amp;lt;

so bestimmen, dafs die
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Bedingung ftir die Incidenz von P und E moglichst einfach

wird, namlieh:
4

5) JFX^=0.= i

c) Geht man von einem homogenen Zeigersystem x^ ut

zu einem ebensolchen x{ , u\ iiber, so sind die alten Zeiger
lineare homogene Funktionen der gleichnamigen neuen,
ebenso die neuen der alten, namlich:

QXi
=

CLi ! Osi -f- di 2 Xz ~|- di 3 % + ai 4 #4

(Tt|=^ 1t4+^st4+^8^41^4i
wobei die ^4^ die Adjunkten der Determinante

|

i fc
|

sind.

Hieraus ergiebt sich durch Auflosung nach den neuen

Zeigern :

tfui^ ali u l -}-a2i u2

Umgekehrt kann jedes solche System von linearen Trans

formationen als eine Zeigertransformation aufgefafst werden.

Setzt man die rechten Seiten von Gleichung 6) gleich Null,

so erhalt man die Gleichungen der Flachen und Ecken des

alten Grundtetraeders in Bezug auf das neue, analog bei 7)
die Gleichungen der Elemente des neuen Tetraeders im alten

System.

d) Beim Ubergang von einem rechtwinkligen System
zu einem homogenen sind die homogenen Zeiger lineare

ganze Funktionen der rechtwinkligen #,y,z, diese lineare

homogene gebrochene Funktionen (mit gemeinsamem
Nenner) der homogenen Zeiger, namlich:

8) QXi= aivx -f- a^y -\- ai3 z -f- au (i
=

1, . . . 4).

4

SAnXi
x -~

i &amp;gt; y -

e) Die unendlich fernen Punkte erfahren in tetraedrischen

Zeigern eine eigentliche Darstellung: Ein Zahlenquadrupel
#, das den Nenner der Gleichungen 9) zu Null macht, be-

deutet einen unendlich fernen Punkt, dessen reprasentierende
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Richtung man findet, indem man die Verhaltnisse der

Zahler sucht.

f) Wenn i,k,l,m die Zahlen 1, 2, 3, 4 in irgend einer

Reihenfolge sind, P die Ecken, Et die gegenuberliegenden
Ebenen des Grundtetraeders, so sind x^x^xm auch die

trimetrischen Zeiger des Schnittpunktes von PiP mit der

Ebene E{ in dieser Ebene beztiglich Pk,PhPm als Grund-

dreieck; u^u^um sind auch die trimetrischen Zeiger der

Schnittlinie E,Ei in der Ebene Ei bezuglich desselben Grund-

dreiecks.

g) Der Punkt, dessen vier Zeiger einander gleich (z.
B.

gleich eins) sind, heifst Einheitspunkt e, die Ebene, deren

vier Zeiger einander gleich sind, Einheitsebene (. Wenn
die Konstanten &amp;gt;c und I nach b) gewahlt sind, besteht

zwischen e und @ folgende Beziehung: Wenn k eine

Tetraederkante ist, *S der Schnittpunkt der Gegenkante
mit (, so sind die beiden durch k gehenden Tetraederebenen

harmonisch getrennt durch e und S; und wenn $ die Ver-

bindungsebene der Gegenkante mit e ist, so sind die beiden

Tetraederecken auf k harmonisch getrennt durch @ und 35.

30. GeometrischeDarstellung derZeigerverhaltnisse
durch Doppelverhaltnisse.

Wir nehmen eine Ebene E mit den Zeigern w an und

betrachten ein bestimmtes Zeigerverhaltnis, z. B. u^-.u^. Es

sei A$ der Schnittpunkt der Kante P
t
P

2
des Grundtetraeders

mitE, @ mit @ (Fig. 33). Dann ist nach 29 a):

nun ist

weil das erstere Verhaltnis aus dem letzteren durch Pro-

jektion auf die Normalenrichtung von E hervorgeht.

Analog ist
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also*)

10) =(P,

Wir nehmen einen Punkt P mit den Zeigern a?&amp;lt;
an und

betrachten das Verhaltnis

Fig. 33.

Man kann nun die Punkte, P und e, was das Abstands-

verhaltnis von den Ebenen E^E^ betrifft, durch einen be-

liebigen Punkt der Verbindungsebenen PP3
P

4 und eP
8
P

4

* Wir verwenden fiir das Doppelverhaltnis die Bezeichnung

wobei wir AB als die geteilte Strecke, C, D als die teilenden Punkte
ansehen.
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ersetzen, z. B. durch ihre Schnittpunkte S und @ mit der

Kante P
l
P

2 (Fig. 34; P3
P

4 ==?/ 1st die Schnittlinie von E
1
E

% ;

vom Tetraeder sind nur zwei Ecken P^P^ zwei Flachen
E

1J
E

2
und zwei Kanten k,y gezeichnet). Wenn also d^dz

fur /S
f

; J,4 ftir @ die analoge Bedeutung haben wie die

ungestrichelten Grofsen fur P und
e,

so ist

also

Fig. 34.

Den Elementen P2 ,Pj,AS,@ in Gleichung 10) entsprechen
dual die vier Ebenen 2

s,l lf(P,y),(e,^); die letzteren wurden
dann mit k in S^S^S ,& zum Schnitt gebrachi Nun ist

S
9 ^PjJSj^Pg, und dies ist der Grund, warum in

Gleichung 11 die Punkte P
t ,P2 im Vergleich zu Gleichung 10)

ihre Stellen gewechselt haben.

Satz 42: Wenn P;Pfc eine Tetraederkante k ist,

y die Gegenkante, so las sen si ch dasZeigerverhaltnis
Ui : nk fur eine Ebene E und das Zeigerverhaltnis
Xi\xk ftir einen Punkt P durch je ein Doppelverhaltnis
auf k darstellen, u. zwar: Wenn 5,@ im erst en Fall die



31. Die Parallelzeiger als Spezialfall der tetraedrischen. 79

Schnittpunkte von k mit E und der Einheitsebene
sind, /S ,@ im zweiten Fall die Schnitte von k mit
den Ebenen P e so ist:

Diese geometrische Deutung der Zeigerverhaltnisse rtihrt

von Fiedler her (Darst. Geom.).

31. Die Parallelzeiger als Spezialfall der
tetraedrischen Zeiger.

Wir nehmen P als Ursprung eines Parallelsystems,
dessen positive Halbachsen X, Y, Z bezw. nach den anderen

Eckpunkten P2 ,
P

3 ,
P

4 des Grundtetraeders gerichtet sind,
und wollen den Zusammenhang zwischen den Parallelzeigern

as, y, z eines Punktes P und dessen tetraedrischen Zeigern x*

unter der Voraus-

setzung aufsuchen,
dafs wir die Te-
traederebene E ins

Unendliche riicken

lassen. Dann spielt
die X - Achse die

Rolle der Kante k \\ V /!% T 8
des vorigen Para-

graphen; die Gegen-
kante ist die unend-

lich ferae Gerade
der FZ-Ebene, da-

Fig. 35.und

S P
Nun wird

lim J ==

wenn E ins Unendliche rtickt
;

also wird #
2

: x^ genau
gleich a?,

falls wir P
1@

f =r 1 wahlen. Analoges gilt fur
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x
s

: x^ und x : x^. Wir wahlen daher den Einheitspunkt e

als den P^ gegentiberliegenden Eckpunkt eines Parallel

epipeds, das durch drei Einheitsstrecken auf den positiven
Halbachsen bestimmt 1st. Unter dieser Voraussetzung wird :

Als Einheitsebene ( mufs nun die Verbindungsebene der

drei von P ausgehenden negativen Einheitsstrecken an-

genommen werden. Wenn ferner
?/, v, w die Parallelzeiger

einer Ebene E, ut ihre tetraedrischen Zeiger sind, so 1st

1
u=

~p~s~

und es war

es ist

also

also genau gleich w, weil P
t@= 1 war. Da die Lage

von Einheitspunkt und Einheitsebene ein fur allemal gegen-

seitig bedingt wurden
( 29, g), konnen wir sagen:

Satz 43: Verlegen wir den Anfangspunkt eines

Parallelsystems in die Ecke P
l
des Grundtetraeders,

die positiven Halbachsen X, Y, Z in die Richtungen
nach P

2 ,
P

8 ,
P

4 ,
lassen die Einheitsebene von den

Halbachsen die Strecken 1 abschneiden und die

Tetraederebene E ins Unendliche riicken, so gehen
# X X. W WQ ^A
*-, 2-, *-; ^-, -3L. - bezw. uber in

as, y. z; u, v, w.

^ i *i w
i V w

i

Wenn also die Gleichung G eines Gebildes in homogenen
Punkt- oder Ebenen-Zeigern gegeben ist, so kann man dar-

aus die Gleichung G desselben Gebildes in Parallelzeigern
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dadurch ableiten, dafs man x^x^x^x^ w
t ,Ma ,

M
8 ,
w
4 bezw.

durch 1, #, y, z; 1, u, v, w ersetzt; und zwar gilt dies, wenn
die Koeffizienten von G numerisch sind, nur, wenn die beiden

Zeigersysteme so gegen einander liegen, wie im Satz 43 an-

gegeben, wenn sie jedoch allgemeine, unbeschrankt willkur-

licbe Zahlen sind, fiir eine beliebige Lage der Systeme
gegeneinander ( 29, c), in dem Sinne, dafs die Gesamtheit

der durcb G dargestellten Gebilde mit der Gesamtheit der

durch G dargestellten identisch ist.

32. Allgemeine (tetraedrische) homogene Linien

zeiger.

a) Die in 28 vortibergehend als Linienzeiger ver-

wendeten Grofsen r, s, ,
a sind zugleich Koeffizienten in

den Gleichungen zweier Ebenen, die durch die Gerade hin-

durchgehen und zwar zweier ausgezeichneten (projizierenden)
Ebenen. Analog wollen wir, wenn eine Gerade g gegeben
ist, bei Verwendung tetraedrischer Punkt- und Ebenen-Zeiger
die ausgezeichneten Ebenen ^ durch g und je einen Eckpunkt
Pi des Grundtetraeders betrachten, namentlich die Koeffizienten

ihrer Gleichungen oder, was dasselbe ist, ihre Zeiger be-

rechnen. Zwei solche Ebenen wiirden i. A. zur Bestimmung
von g genugen; um jedoch keine zu bevorzugen, wollen wir
alle vier beriicksichtigen; Wir denken uns g durch die Zeiger

,-, ivi zweier durch g gehenden Ebenen ev ,
ew gegeben. Dem

Ebenenbuschel
(&amp;lt;?, ) gehoren alle vier Ebenen t

-

an; die

Zeiger von ^ miissen also in der Form

12) ^=^ + ^^(1=1, 2, 3, 4)

enthalten sein. Zur Bestimmung des Verhaltnisses I : ^ dient

der Umstand, dafs fur eine durch P
1 gehende Ebene u =

ist. Also giebt Gleichung 12):

A w= -, z. J). A = w, . ii==v 1 .

(A Vj.

Setzen wir dies fur z=2, 3, 4 in Gleichung 12) ein, so
erhalten wir:

0, v w^ v*w^ v
1
iv.

3
-

Zindler, Liniengeometrie.
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als Zeiger der Ebene c, . Analog berechnet man die Zeiger
von c

a , 8 , 4 . Wir stellen sie in folgendem Schema zu-

sammen wobei

gesetzt ist; also ist

13) Pki= Pik-

Schema der Zeiger der Ebenen durch g und die Ecken des
Grnndtetraeders :

14) t

Pi* Pit Pu
*l P23 P24

SI P32 ?&amp;gt;34

l Pi* PiB 0.

Wegen Gleichung 13) konnte man die Zahlen dieses Schemas
so schreiben, dafs die sechs Grofsen

Pl2&amp;gt; Pl3&amp;gt; Pit* ^23? P4? Pi*

allein darin auftreten.*) Da schon die v und w, durch welche
die p definiert wurden, nur bis auf einen gemeinsamen Faktor
bestimmt sind, so kommen auch von den p nur ihre Ver-

haltnisse in Betracht. Wir definieren nun sechs Zahlen,
die sich verhalten wie diese sechs Grofsen p als

Linienzeiger der Geraden g, wobei (unter Hinzuftigung
eines Proportionalitatsfaktors Q)

15) Qpik = ViWk- VkWi

als endgultige Definition der Grofsen p beibehalten wird. Da
von den sechs Grofsen p nur ihre Verhaltnisse in Betracht

kommen, sind sie funf Zahlen Equivalent; es mufs also

zwischen ihnen noch eine Relation bestehen, da wir schon

wissen (Einl. und 28), dafs eine Gerade nur vier von ein-

ander unabhangige Zeiger haben kann. Diese Relation findet

man, indem man die Determinante

*) Man sieht, dafs die zwei Indices tiberall in der natiirlichen

Reihenfolge geschrieben sind, ausgenommen pw, dafs nicht pz \,

sondern p^ unter die sechs Zeiger aufgenommen wurde, hat seinen

Grund darin, dafs so die Formein am iibersichtlichsten werden. Z. B.

wiirde sonst in Gleichung 16) ein Minuszeichen auftreten.
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nach den Elementen der ersten beiden Zeilen (Laplacescher

Determinantensatz, vergl. Pascal, Determ. 4) entwickelt.

Andererseits 1st J = 0, well gleiche Zeilen vorkommen. Also

(indem wir einen Faktor 2 weglassen):

Je sechs Zeiger einer Geraden erfiillen diese Gleichung, die

zu einer Identitat wird, sobald man auf die v und w zurtick-

geht. Eine Gerade ist also i. A. schon durch funf ihrer

Zeiger (deren Verhaltnisse vier Grofsen Equivalent sind) be-

stimmt. In der That entspricht der Thatsache, dafs g schon

durch zwei der Ebenen bestimmt ist, der Umstand, dafs

je zwei Zeilen des Schemas 14) funf Grofsen p enthalten.

Man behalt trotzdem der Symmetrie wegen und noch aus

einem anderen Grunde, der aus 39, a) erhellt, alle sechs

Zeiger bei.

Umgekehrt konnen je sechs Zahlen, welche die Be-

dingung 16) erfullen, als Zeiger einer Geraden betrachtet

werden. Denn bildet man mit den sechs Zahlen das Schema 14),
so kann man diesem Schema entsprechend die Gleichungen
von vier Ebenen hinschreiben, von denen sich zeigen lafst,

dafs sie alle durch eine und dieselbe Gerade hindurchgehen.
Dies wird der Fall sein, wenn zwei von den vier Tripeln
aus den e* eine gemeinsame Schnittlinie haben. Hierftir ist

wieder das Kennzeichen, dafs alle Determinanten dritter

Ordnung aus den dreireihigen Matrices dieser zwei Tripel
verschwinden. Es ist also nachzuweisen, dafs die Adjunkten
zweier Zeilen des Schemas 14) verschwinden, sobald Gleichung
16) erftillt ist. Dieses Schema ist (wegen Gleichung 13))
schief symmetrisch; es verschwinden also die Adjunkten der

Hauptdiagonalglieder als schief symmetrische Determinanten

ungerader Ordnung (vergl. Pascal, Determ. 16). Die

Adjunkten zweier Elemente, die zur Hauptdiagonale sym-
metrisch sind, unterscheiden sich nur durch den Faktor

( I)
8

.

6*
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Man hat also die Rechnung nur fiir die Adjunkten von fiinf

Elementen durchzufiihren. Z. B. ist die Adjunkte von p12 :

Sie verschwindet also vermoge Gleichung 16); ebenso ent-

halten die ttbrigen Adjunkten die linke Seite von Gleichung 16)

als Faktor.

Satz 45: Die Geraden des Raums und die Ver-
haltnisse von sechs Zahlen, die der Gleichung 16)

geniigen, sind einander gegenseitig eindeutig zu-

geordnet.

Hierin sind auch die unendlich fernen Geraden ein-

bezogen; denn es wird nur das Biischel evi GW zu einem

Parallel-Ebenenbtischel, und alle Schliisse bleiben aufrecht.

b) Wir haben uns in a) die Gerade als Trager eines

Ebenenbiischels gedacht und die Zeiger derjenigen Ebenen

des Buschels berechnet, die durch die Ecken Pi des

Grundtetraeders gehen. Nach dem Prinzip der Dualitat

miissen wir folgendes Verfahren als gleichberechtigt aner-

kennen: Wir denken uns g als Trager einer Punktreihe

durcb zwei ihrer Punkte Py,Pz niit den Zeigern y^z{ gegeben
und berechnen die Schnittpunkte St mit den Tetraeder-

fiachen EI. Wenn P mit den Zeigern #,- irgend ein Punkt

der Reihe g ist, so ist:

a!i
= ^yi+ t4zi (i=l,2,3,4).

Soil P mit S
l zusammenfallen, so mufs ^ = sein

;
also

konnen wir A z
l ,ft
= yl

setzen. Wenn a ein will-

kurlicher Proportionalitatsfaktor ist, setzen wir

17) G7tik
= yiZk y^Zi (also 7tu = nik)

und erhalten als Zeiger von S :

0, KW **1B , Jt^.

Man sieht sehon, dafs man alle wesentlichen Ergebnisse aus a)

hierher ubertragen kann; namentlich: Die sechs Zahlen

^127 ^18&amp;gt; ^14 ^23? ^34? ^42

erfUllen die Beziehung:

16a) ^12^13 + ^13^42 + ^14^23 = &amp;gt;
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und unter dieser V oraussetzung sind deren Verhaltnisse den

Geraden des Raums gegenseitig eindeutig zugeordnet.

c) Da zur Bestimmung einer Geraden entweder das

System der p oder der TC ausreicht, so mufs das eine

System durch das andere bestimmt sein. Um diesen Zu-

sammenhang zu finden, schreiben wir zunachst das Schema 14)
und das entsprechende der TC nebeneinander:

PlS PlS Pit ^12 ^13 ^14

.m P*l PZS ?24 ^21 ^23 ^24
lo) ^ ^

PSI PS* ?34 ^81 ^32 Ttji

Eine Zeile links stellt die Zeiger einer Verbindungsebene

(g,Pi), eine Zeile rechts die Zeiger eines Schnittpunktes (g,Ei)

dar. Da jeder der vier Punkte 6
,-
in jeder der vier Ebenen

liegt, so mufs man Null erhalten, wenn man eine Zeile links

mit einer Zeile rechts derart kombiniert, dafs man die Summe
der Produkte gleichvielter Elemente bildet ( 29, b). Dies

giebt 16 Relationen, von denen die vier, die durch Kombination

gleichvielter Zeilen entstehen, dreigliedrig sind, die anderen

zweigliedrig. Wir schreiben von den letzteren diejenigen

an, die durch Verwendung der ersten Zeile links entstehen:

was wir auch schreiben konnen:

19)
Il2 == PW = Pit

^34 ^42 ^23

Dies ergiebt sich schon aus je zwei der Relationen; also ist

jede eine Folge der beiden anderen. Analog erhalt man
durch Verwendung der zweiten Zeile links:

Es fehlt noch eine Relation mit p34 . Man erhalt sie z. B.

aus der 3. Zeile links und der 2. rechts:

7^34 = Pl
8&amp;gt;

TC^ n Tttn
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Man . sieht, dafs die Gleichungskette 19) und die beiden

folgenden je ein Glied gemein haben. Man kann sie also

zu einer einzigen zusammenschliefsen :

20)
Pi 2 ._ -PlS _ Pl4 ___ PzS _ Ps 4 _ P42

7C84 ^42 ^23 ^14 ^12 ^13

Uber die Reihenfolge der Indices vergl. Anm. zu a).

Man bezeichnet die p als Achsenzeiger, die TT als

Strahlenzeiger, well g bei der Definition derp als Achse
eines Ebenenbtischels, bei der Definition der it als Trager
einer Punktreihe gedacht war. Die Achsenzeiger sind also

bis auf die Reihenfolge mit den Strahlenzeigern identisch.*)
Bezeichnet man

=
Pl2 P34 PlS P42

11 =^12 ^84 +^13^42 +^14^23?

so kann man den Zusammenhang auch kurz so schreiben:

dn dP

*) Da es in den meisten Untersucbungen iiberfliissig ist, beide Zeiger-
arten beizubehalten, mufs man doch, wenigstens in der Schreibweise,
das eine bevorzugen. Es niitzt nichts, wie es Koenigs thut, ein ge-
meinsames Symbol r&t einzufiibren (Geom. reglee, p. 8). Die Gleicb-

berecbtigung ist biermit nur scbeinbar gewabrt. Denn man mufs sich

docb entscbeiden, ob nk mit put oder TIM identisch sein soil; und indem

Koenigs das erstere annimmt, bevorzugt aucb er tbatsacblicb die Achsen

zeiger. Viele Autoren bezeicbnen umgekehrt die Strahlenzeiger mit

pik und die Achsenzeiger mk oder qik. Die Sache ist an und fur sich

nicht wichtig, aber fur die Bezeichnung der Achsenzeiger mit pik (mit

Koenigs) spricht folgender Umstand : Es ist allgemein iiblich
,
die

Symbole p als Linienzeiger beizubehalten, wo eine Unterscheidung
zwischen Achsen- und Strahlenzeigern nicht notig ist. Bei unserer

Wahl steht zugleich pik mil dem Moment der Geraden g bezuglich
der Tetraederkante PiPk in einem einfachen Zusammenhang ( 34).

Allerdings ist dasselbe bei nik der Fall, wenn man das Moment be

zuglich der Kante (Ei,Ek) betrachtet. Aber es ist bequemer, eine

Kante als Verbindungslinie zweier Punkte, wie als Schnitt zweier

Ebenen aufzufassen.
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33. Rechtwinklige homogene und nicht homogrene

Linienzeiger.

Die Linienzeiger behalten bei beliebiger Wahl des

Orundtetraeders ihre bestimmte Bedeutung, auch wenn eine

seiner Ebenen in unendliche Feme riickt. Wir wollen nach-

sehen, wie sich der Zusammenhang zwischen den Linien-

zeigern von g und den Punkt- und Ebenenzeigern der

Elemente, durch die wir uns g gegeben dachten, spezialisiert,

wenn E
1

mit der unendlich fernen Ebene zusammenfallt und

gleichzeitig die anderen drei Ebenen eine rechtwinklige
Ecke bilden. Wir sind durch 31 darauf vorbereitet und
nehmen wie dort Einheitspunkt und Einheitsebene so an,
dafs #

2
: x

l
in x u. s. w. (Satz 43) Ubergeht. Es war:

Da es sich hier um zwei Ebenen und zwei Punkte handelt,
so wollen wir ihre rechtwinkligen Zeiger so unterscheiden,
dafs wir die der Ebene Wi und des Punktes (zt)^P f

stricheln. Dann hat man nach Satz 43

durch die darunterstehenden Symbole zu ersetzen:

M, v, w, u
,

v
,

iff
; x, y, z- x

, y ,
z .

Setzen wir also Q = Q V^W^ G= o y^z^ und schreiben dann
wieder a statt (? so erhalten wir

Grt^ = x x, GTC^= xy x y,

23) 0nia = y y, 0^3*= V 2
?/ *&amp;gt;

(77T14
= Z* - Z, Grt%= ZX f- Z

f

X.

Wir setzen o= I und bezeichnen

X X ==
?l , yz y z= q^

24) y y = q*, zx z x=qb ,

z z = qs , xy ~x y = qQ .
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Diese sechs Grofsen q nennen wir die homogenen recht-

winkligen Zeiger der Geraden PP . Auch von ihnen

kommen, da P, P auf ihr willkurlich sind, nur die Verhalt-

nisse in Betracht, jedoch mit der Einschrankung, dafs das

Vorzeichen der Zeiger eine geometrische Bedeutung hat;

qt , &amp;lt;?2 , qs sind namlich den Cosinus der Richtung von P
nach P f

proportional. Den Zusammenhang zwischen den
Grofsen p, 7t, q stellen wir in folgendem Schema zusammen

(vergl. 20):

^12 ^13 7C14 ^34 ^42 ^23

25) ft ?2 ^3 ^4 ^5 ^6

^34 ^42 ^23 Pit Pi Pl4

Die Relation 16) geht also tiber in

26) im&amp;lt;+s
= -

Wenn umgekehrt sechs Grofsen q gegeben sind, die 26) er-

ftillen, so wissen wir schon aus 32 (Satz 45), dafs sie

Zeiger einer Geraden sind. Um zwei Punkte derselben zu

finden, kann man etwa z willkurlich annehmen und die

anderen Zeiger aus den Gleichungen 24) berechnen.

Auch
&amp;lt;?4? &amp;lt;75? #6 haben eine einfache geometrische Be

deutung; wir ermitteln sie zunachst unter der Voraussetzung,
dafs die absoluten Grofsen der q so fixiert sind, dafs

27) rf + 9i+ 3i=l-

Dies kann durch Multiplikation mit dem Faktor

wegen der Doppeldeutigkeit der Wurzel auf zweierlei Weise
erreicht werden (tiber den Fall q1= q3=qB=Q vergl. 36).

Jetzt 1st

28) PP =1.

Wenn diese Bedingung erfullt 1st, nennen wir die sechs

Zeiger Normalzeiger und bezeichnen sie mit q . Wenn
P der Ursprung des Zeigersystems ist, so hat die Gleichung
der Ebene P^PP ^E die Form
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Ax + By + Cz =
und wird durch die Zeiger von P und P erfiillt. Also 1st

A : B : C= yz y z : . . . = ?4
: qb : ft,

d. h., wenn n die Normale von E ist, so sind q^ g5 , qQ den

Cosinus der Richtung n proportional und fixieren auf n jene

Richtung, von der aus gesehen das Dreieck P PP positiv
erscheint. Vom letzteren iiberzeugt man sich am einfachsten

dadurch, dafs man die Strecke PP speziell (z. B. in der

-XY-Ebene) annimmt; dasselbe mufs dann allgemein gelten,

da solche Beziehungen beztiglich einer Zeigertransformation
invariant sind (vergl. 12, e). Um auch die Bedeutung der

absoluten Grofsen von q , qb , q6 zu ermitteln, tragen wir auf

n in der eben fixierten Richtung eine Strecke s auf, die dem
ktirzesten Abstand der Geraden g von P

1 gleich ist. Wegen
Gleichung 28) ist s auch das Moment des Stabes PP be-

zuglich PJ (vergl. 12, c). Wenn also s
1?

s
2 ,

s
3

die Pro-

jektionen von s auf die Zeigerachsen sind, so stellen sie die

Komponenten dieses Moments dar und sind den Flachen

der Projektionen des Dreiecks P PP
,

d. h. den Grofsen

yz y z numerisch gleich (beidemal wird mit dem cos des-

selben Winkels multipliziert) ;
sv s

2 ,
s
3

sind also mit
q&quot;4j q6 , qG

der Reihe nach identisch (v. Drach, Zur Theorie der Raum-

geraden und der lin. Kompl., Math. Ann. II, 1869).

Satz 46: Von den sechs Normalzeigern einer
Geraden g sind q{, q2j q3 die Richtungscosinus der

Geraden, g, qb , q6 die Projektionen eines Vektors
auf die Achsen, der dem kiirzesten Abstand der
Geraden vom Ursprung U gleich ist und auf einer
Normalen der Verbindungsebene (g, U) nach der-

jenigen Seite gerichtet ist, von der aus der

Drehungssinn, den die Richtung g um U bestimmt,
positiv ist; oder: q^ q 6 , q6 sind die Momente von g

beztiglich der X, Y, Z-Achse.

Den letzten Teil des Satzes kann man auch unmittelbar

bestatigen, indem man z. B. auf der Z-Achse einen Einheits-

stab UC anbringt und das Moment^ der Stabe PP
,
UC

nach 12, e) berechnet. Da C die Zeiger 0, 0, 1 hat,

findet man
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M,=

1 1

x x

y y

i i

o o

1

Also 1st Mz
= qs,

falls PP* ein Einheitsstab 1st.

Wir wollen noch den Zusammenhang zwischen den

Zeigern q und den Grofsen r, s, ^ G des 28 ermitteln:

Wenn die Punkte P=(as, y, z) P ^(x , y ,
z

) auf der Ge-
raden

= r + 9, ri
= 8+a

liegen, so sind die Gleichungen erfiillt:

a = rz + Q 9 y = sz -f G

Indem man aus ihnen der Reihe nach
, (7, r, s eliminiert,

hierauf noch xy x y bildet, findet man mit Riicksicht auf

die Gleichungen 24):

29)

&amp;lt;h

&amp;lt;h

ra 8 =

Bezeichnet man TO SQ mit
Y},

so geht die Relation 26) hier

in die Identitat

TG SQ r)
=

ttber. Die fiinf Grofsen r, s, ^&amp;gt;, (7, 17
heifsen nichthomogene

rechtwinklige Linienzeiger.

34. Geometrische Bedeutung der tetraedrischen

Linienzeiger.

Wir haben gesehen, dafs drei von den rechtwinkligen

Normalzeigern einer Geraden g gleich den Momenten von g
bezuglich der drei im Endlichen gebliebenen Kanten des
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Grnndtetraeders sind, und wir fragen, ob eine ahnliche Be-

ziehung auch fiir allgemeine tetraedrische Zeiger besteht?

Wir setzen voraus, das Grundtetraeder P P
2
P

3
P

4 habe einen

positiven Inhalt; dann 1st das Moment je zweier Gegen-
kanten P

1
P

27
P

3
P

4 ; P^P^j P^P9
P

S positiv, wobei
zu beachten 1st, dafs die Indices in derselben Reihenfolge

geschrieben sind, wie bei den Zeigern einer Geraden oder

wie in der Relation 16). Wir legen durch eine Kante P
X
P

2

eine Ebene J iP3
P

4
und betrachten den Schnittpunkt als

Ursprung eines rechtwinkligen Systems (Fig. 36) erster Art,
yon dem die X-Achse nach OP,, die ^-Achse in die Ricbtung
P

3
P

4
fallen moge. Zu Folge unserer Voraussetzungen ist

dann der Winkel P
1
OP

2
= w stets ein hohler. Wir be-

stimmen eine Gerade g (samt ihrer positiven Richtung)
durcb einen Einheitsstab PQ auf ihr; in Fig. 37 erscheint

Z

Fig. 36.

seine Projektion PQ auf die Zeichenebene E. Die Zeiger
von P seien im rechtwinkligen System l^,^, im tetraed-

rischen y^ analog ,i?,, z* von Q. Die Abstande der Punkte

P,Q von der Zeigerebene E^ seien d
2 ,&amp;lt;S2 ; analog d^ bei E^.

Wir wollen das Moment M^ des Stabes PQ beziiglich der

Z-Achse nach Abschn. I, Gleichung 17) berechnen. Wir
konnen

a , %, ?2 nach verlegen, haben cos /2
=

1, cos 2= cos
#&amp;gt;

= zu setzen und erhalten

oder da

wird:

30)

COS a =
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was man tibrigens unmittelbar hinschreiben kann, da das

Moment der doppelten Flache des Dreiecks OPQ gleich
sein mufs. Wir wollen diesen Ausdruck so umformen, dafs

nur die tetraedrischen Zeiger der Punkte P, Q darin er-

scheinen. Man kann setzen ( 29; der Einheitspunkt liege
im Tetraeder-Innern) :

31) ^= d,=r,v
Z

^ = d,
=

r,.

*2 *2

Wenn wir das reehtwinklige System um den Winkel to drehen

und die neuen Zeiger durch Striche bezeichnen, so wird

hierbei die positive Seite der Zeigerebene mitgefuhrt, gelangt
daher an die Aufsenseite des Tetraeders. Deshalb ist:

ferner

= cos to rf sin w

TI
= sin w -|- rf cos

a&amp;gt;,

also

rf= sin co -\- y cos to

und mit Riicksicht auf die Gleichungen 30) und 31):

sin w = 4- cos to

*l X
2

g. sin w = ^ +^ cos w
*i **

Hiermit wird:

Wenn wir die Faktoren Q und o in den Gleichungen 3), 4),

15) und 17) gleich -f~ 1 setzen, erhalten wir

33) Xj x
2
sin w34 . J/34= 7T

12
= p84 .

Wegen der Bemerkung am Anfang dieses Paragraphen sind die

analogen Formeln fur alle tibrigen Zeiger stets auch dem Vor-

zeichen nach richtig, wenn toik iiberall den innern Flachenwinkel

an der betreffenden Tetraederkante PiPk bedeutet. Wenn man
den Einheitspunkt unter Festhaltung des Tetraeders und der

Geraden g eine Tetraederebene EI passieren lafst, so wechselt

7tik das Vorzeichen, wenn I unter den Indices
z,
k vorkommt.
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Wenn man dagegen die Bezeichnung zweier Tetraedereck-

punkte vertauscht, wodurch das Moment zweier Gegenkanten
negativ wird, so wird if. Pl

OP
2 erhaben. Daraus folgt,

wenn i,k,l,m stets die vier Indices 1, 2, 3, 4 in irgend
einer Reihenfolge sind:

Satz 47: Es seien Y^(y) und Z^(zt) zwei Punkte
im Abstand eins, wik der absolut gezahlte innere
Flachenwinkel an der Kante PiPk des Grund-
tetraeders, Mik das Moment des Stabes YZbeziiglich
eines Einheitsstabes, der in der Kante P,-Pfc liegt und
mit ihrer Richtung ubereinstimmt. Ferner werde in

den Gleichungen 3), 4), 15), 17) = a= 1 gesetzt, so-
dafs durch

34) TCim ^r ylZm ym Zi

die Linienzeiger n und die ihnen nach Gleichung 20)

gleichzusetzenden p auch der absoluten Grofse nach
fixiert sind. Dann ist:

35) pik
= ci1c

Mik

wobei

36) cik = -[- wm sin wik .

Hierbei gilt fur ein Grundtetraeder mit positivem
Inhalt in irgend einer dieser sechs Gleichungen das
obere Zeichen, wenn der Einheitspunkt in dem-
jenigen Keil an der Kante PP

fc liegt, in dem das
Tetraeder selbst liegt, oder wenn er im Gegenkeil
liegt; sonst das untere Zeichen. Fur ein Grund
tetraeder mit negativem Inhalt ist es umgekehrt.
Die stets positiven Konstanten x haben die Be
deutung von 29.

Lafst man die absoluten Grofsen der Linienzeiger oder,
was auf dasselbe hinauskommt, die Voraussetzung iiber die

Lange des Stabes YZ fallen, so kann man immer noch

sagen: Die Linienzeiger p verhalten sich wie die Momente
der Geraden g beziiglich der Einheitsstabe auf den gleich-

namigen Tetraederkanten, wenn jedes Moment mit einer

gewissen (von der Lage der Geraden unabhangigen) Kon
stanten multipliziert wird. Durch Gleichung 36) sind dann
nurmehr die Verhaltnisse dieser Konstanten bestimmt.
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35. Stabzeiger.

Wenn wir von den Punkten P, P des 33 etwa P
festhalten und P auf der Geraden PP verschieben, so

andern sich die absoluten Betrage der rechtwinkligen Zeiger
der Geraden 24) proportional dem Abstande

PP=d,
wie aus der Ableitung der geometrischen Bedeutung von

% qb , qt hervorgeht und ubrigens arithmetisch bestatigt
werden kann:

qi
=x a;= d COS (g, x)

= dq(,

ft
= yz y z = y(* + &amp;lt;tyi) (y + d& z= d(yqi zq*\

u. s. w., wo der Faktor bei d konstant ist. Die absoluten

Grbfsen der Zeiger einer Geraden haben also eine Be

deutung, sobald man nieht nur die Gerade an sich, sondern
auch eine Lange auf ihr, d. h. einen Stab ( 12, a) be-

trachtet. Die durch die Gleichungen 24) definierten Zahlen q
werden auf diese Art Zeiger eines Stabes. Es giebt
fiinffach unendlich viele Stabe im Raum. In Ver-

bindung mit Satz 46 folgt:

Satz 48: Je sechs Zahlen 5, die der Relation 26)

geniigen, sind rechtwinklige Zeiger eines Stabes von

der Lange d= T^+ ^+ ^g,
^ er bezuglich der Achsen

die Momente
&amp;lt;?4 ,95 ,?6 hat; dieRichtungskosinus seines

Tragers sind q^q^ q8J proportional. Um einen Punkt
auf dem Trager zu finden, kann man etwa z will-

kiirlich annehmen und dann die tibrigen Zeiger des

Anfangspunktes aus den Gleichungen 24) berechnen.

Etwas analoges gilt fiir tetraedrische Zeiger: Wenn wir

den Punkt Y des Satzes 47 festhalten und Z auf g bewegen,
so konnen wir ansetzen

wobei die verschiedenen Werte & fiir dasselbe i der Ent-

fernung d des Punktes Z von Y proportional sind, weil auch

in tetraedrischen Zeigern die Entfernungen der Punkte von

ein und derselben Zeigerebene den gleichnamigen Zeigern

proportional sind. Also =
CjcZ, und
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wobei der bei d stehende Faktor von der Lage des Punktes Z
unabhangig 1st; also:

Satz 49: Fixiert man die absoluten Grbfsen der

Zeiger einer Linie wie in Satz 47, so kbnnen sie als

Zeiger eines Stabes F^betraehtet werden. Sind um-
gekehrt die Zeiger eines Stabes gegeben, so findet
man zwei Punkte, die den Stab reprasentieren,
indem man z. B. z

l
= setzt, y^ willktirlich wahlt und

hierauf die tibrigen sechs Grofsen z,y aus den

Gleichungen 34) berechnet.

36. Zeiger eines Feldes (Drehmoments) ;
der end

giiltige Begriff der Schraube.

Wenn q1
=

q%
= qs 0, ist Gleichung 26) immer erftillt;

aber einen Stab im eigentlichen Sinn bekommen wir doch

nicht. Um zu erkennen, ob und in welchem Sinn alsdann

q^ &amp;lt;?5&amp;gt; 9e nocn a^s Zeiger eines raumlichen Gebildes auf-

gefafst werden konnen, verbinden wir diesen Fall durch eine

Grenzbetrachtung mit dem regularen: Wir lassen g in der

Ebene E des 33 in beliebiger Art ins Unendliche riicken

und verkleinern gleichzeitig den Stab auf g so, dafs sein

Drehmoment beztiglich des Ursprungs P konstant bleibt.

Dann erleiden wahrend dessen q^ gB , q6 keine Anderung
(Satz 48), wahrend

q^ q^ qs proportional der Stablange ab-

nehmen und verschwinden. Die durch P und den Stab be-

stimmte Dreiecksflache ist dasjenige, was wahrend des ganzen
Prozesses unverandert bleibt, und an ihr kommt die Stellung
ihrer Ebene, ihre Grofse und der Umfahrungssinn in Betracht.

Diese Uberlegung wird durch eine andere gesttitzt und

vervollstandigt: Wenn der Stab P P&quot; eine Kraft bedeutet,

kbnnen wir ihn unter Zufugung des Drehmoments, das er

bezuglich des Ursprungs ausiibt, durch den Ursprung gehen
lassen

( 14) und hierauf sowohl Kraft als Drehmoment in

drei Komponenten zerlegen. Dadurch kommen wir genau
auf die sechs Zeiger &amp;lt;/!? ^e? ^e a^so aucn a^s 5?Zeiger
einer Kraft&quot; angesehen werden konnen. Wenn q

f

t eine

zweite Kraft ist, deren Trager den von qt schneiden mbge,
so haben beide Krafte eine Resultierende, deren Zeiger pi
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man durch algebraische Addition der gleichnamigen Zeiger
der Einzelkrafte findet:

Pi = &amp;lt;li

Jr &amp;lt;ji-

Wenn jedoch qt und q\ ein Kraftepaar bilden, so wird beim
selben Verfahren pl

= p2
= pQ

=: 0. Andererseits bedeutet

pfi
die algebraische Summe der X Y-

Projektionen der doppelten Dreiecke,
welche die beiden Stabe mit dem

Ursprung bestimmen. Nun sind die

Vektorteile der Stabe entgegengesetzt

gleich, also (Fig. 38):

l
2BfA P

l
=ABA B

,

d. h.: Der Ursprung fallt vollkommen heraus und p6
be

deutet ein Parallelogramm in der X Y-Ebene, von dem nur

seine Grofse und sein Umfahrungssinn in Betracht kommt.
Andererseits weifs man, dafs das Wesentliche eines Krafte-

paars nur in seinem Drehmoment liegt, das durch ein Flachen-

sttick der Ebene, in der es wirkt (oder einer parallelen Ebene)
charakterisiert ist. Indem wir von der mechanischen Be-

deutung absehen, betrachten wir nun

0, 0, 0, pv p6 , p6

als die Zeigei eines Flachenstlicks, von dem nur
seine Grofse, sein Umfahrungssinn und die Stellung
seiner Ebene in Betracht kommen, das wir also beliebig

(auch krummlinig) begrenzt denken konnen. Die drei Zeiger
des Flachenstucks sind seine drei Projektionen auf die drei

Zeigerebenen. Ein solches Flachenstiick heifst nach Grafs-

mann d. J. ein Feld, wahrend es, wenn auch die Lage

(nicht nur die Stellung) seiner Ebene in Betracht kommt,

ein Blatt heifst (vergl. Grafsmann, Ges. W. Bd. I, b,

S. 438).

Wir haben gesehen, wieso der Stab zu einem Felde

wird, wenn er in unendliche Feme ruckt und wie die Kraft,

die er etwa darstellt, gleichzeitig durch ein Drehmoment
ersetzt wird. Wir wollen den analogen Grenztlbergang noch

deuten, falls der Stab a als Einheitsstab die Achse einer

Drehung bedeutet. a bezeichnet eine Gerade, die bei der
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Bewegung des Korpers fest bleibt; riickt a ins Unendliche,
so bedeutet also das hervorgehende Feld / eine Ebene, deren

Stellung bei der Bewegung fest bleibt, und die Drehung geht
in eine Schiebung T senkrecht zum Felde iiber. Das Moment
einer Kraft k bezuglich a wird durch den sechsfachen Te-

traederinhalt gemessen, den die beiden Stabe bestimmen.

Auch k und / bestimmen ein Volumen F, indem man an /
einen cylindrischen Korper ansetzt, dessen Erzeugende die

Lange k haben. Die Komponente von k, die fur die Be

wegung in der Richtung T in Betracht kommt, ist nun in

der That V proportional und zwar genau gleich F, falls /
ein Einheitsfeld ist. Wir werden daher auch hier V das

Moment von k bezuglich / und das Moment eines Krafte-

systems die algebraische Summe der einzelnen Momente
nennen. Insbesondere werden wir noch verwenden:

Satz50: Sollen zwei Kraftesysteme gleichwertig
sein, so mtissen auch ihre Momente bezuglich einer

beliebigen Achse und eines beliebigen Feldes ein-

ander gleich sein.

Der zweite Teil des Satzes sagt nichts anderes, als dafs

ihre Komponenten nach einer beliebigen Richtung gleich sein

mussen; aber die obige Betrachtung lafst dies als einen

Spezialfall des ersten Teils erscheinen.

Durch dasselbe Volumen V wird auch das Moment des

Kraftepaars / bezuglich k dargestellt, wenn eben umgekehrt

/ ein Kraftepaar und k einen Einheitsstab darstellt. Es
ist nun durch den vorangehenden Grenziibergang auch das

Moment eines Feldes (Kraftepaars) bezuglich eines anderen

wohldefiniert, aber immer Null.

Ein Feld ist die adaquate geometrische Darstellung
eines Drehmoments (das wir bisher durch einen Vektor nach

13 darstellten) und kann ebenso vermoge des Dualismus
als Darstellung einer Translationsgeschwindigkeit (in Form
eines Drehungspaares) gelten. Wir werden also von nun an
auch eine Dyname und eine Windung anstatt durch einen

Stab und einen Vektor haufig durch einen Stab s und ein

darauf senkrechtes Feld / reprasentiert denken. Dieses

Aggregat 51 von Stab und Feld ist der rein geometrische
Begriff, der tibrig bleibt, wenn man einerseits von der

mechanischen Bedeutung der Dyname, andererseits von der

Zindler, Liniengeometrie. 7
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kinematischen der Winching abstrahiert. 21 bestimmt auch

vollstandig das Nullsystem N (mit der Steigung f = / : s),

das zur Dyname oder Windung gehbrt. Wir daehten uns N
in 18 durch eine gewisse Schraubenlinie, die ,,Schraube&quot;

reprasentiert. Wir konnen uns nun ebensogut N durch $1

reprasentiert denken und iibertragen die Bezeichnung

,,Schraube&quot; auf ein Aggregat von Stab und dazu
senkrechtem Feld. Wir dttrfen dies thun, da fur diesen

Begriff nur die Regeln der Zusammensetzung und Zerlegung
solcher Aggregate wesentlich sind, aber nicbt die Form der

Veranschaulichung, die wir wjihlen; sie kann in gleich-

berechtigter Weise entweder (im engeren Anschlufs an die

Windung) durch eine Schraubenlinie oder (im Anschlufs an

die Dyname) durch ein Aggregat von Stab und Feld ge-
schehen. Wir haben hiermit allerdings insofern eine Er-

weiterung des Begriffs verbunden, als nun auch die absoluten

Grofsen von s und / in Betracht kommen, die durch die

Schraubenlinie an sich nicht reprasentiert waren. Wo es

nicht ausdriicklich angegeben ist, wird es aus dem Zusammen-

hang hervorgehen, ob wir den Begriff ,,Schraube&quot; in der

engeren (ametrischen) oder weiteren (metrischen) Bedeutung

gebrauchen. Dyname, Schraube, Windung verhalten sieh

also begrifflich wie Kraft, Stab, Drehungsgeschwindigkeit

(urn eine bestimmte Achse); die drei letzteren sind Grenz-

falle der drei ersteren.

Fiir s = 1 erhalten wir eine ,,Einheitsschraube&quot; (vergl.

die analogen Begriffe am Schlufs des 18).

37. Moment zweier Stabe und kiirzester Abstand
zweier Geraden.

a) Es seien P P&quot;=p und Q Q&quot;=q zwei Stabe mit

den rechtwinkligen Zeigern pf und q^ ihre Endpunkte mogen
die Zeiger^,/,^ ; ^y&quot;,V

f

i ,*/, ; I&quot;,Y
Dann ist der sechsfache Jnhalt des Tetraeders ( 12, e)

y

i r f
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EbeBso grofs 1st nach Satz 16 das Moment M der beideu

Stabe. Entwickelt man die Determinante nach den ersten

beiden Zeilen (vergl. 32, a), so erhalt man also unter Be-

riicksichtigung der Gleichungen 24):

oder

wobei die Indices nur modulo 6 in Betracht kommen. Aus
Satz 48 geht hervor, dafs man das Moment der beiden

Trager bekommt, indem man durch p . q dividiert, wobei

b) Wenn zwei Gerade p, q samt ihren positiven Rich-

tungen durch zwei auf ihnen liegende Stabe gegeben sind,

so sei A der Fufspunkt ihres kurzesten Abstands auf p, B
auf q. Die Strecke

(alle Vorzeichenfestsetzungen wie in 12) fassen wir als

Stab auf und nennen sie den ,,Stab des Abstands von p
nach q^ oder ktirzer den ,,Abstandsstab (p, q)

u
]

dessen

Zeiger d-i wollen wir berechnen.

Wenn wir auf d stets den Sinn von p nach q, d. h. von
A nach B als positiven nehmen, so sind alle drei Grofsen

Pi &amp;lt;??

d positiv. Bezeichnen wir ferner den Winkel (p, q)
mit w, so ist (Satz 48):

PI QI H~ ?2 ^-2 H~ p* y*
cos w = l l 2 2 -^8 *8

.

pq

Setzen wir in 12, Gleichung 15) die bis jetzt bekannten
Grofsen ein, so erhalten wir:

ZpiQi + s
= pqd . sin w.

Hieraus konnen wir das Vorzeichen von sin to entnehmen,
diesen selbst aber aus
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Aus dem Vorzeichen von cos w sehen wir, ob die Stabe
einen absolut spitzen oder stumpfen Winkel bilden und hier-

auf aus Satz 15, ob sie rechts oder links gewunden siud.

Nennen wir die mit dem Vorzeichen von sin w versehene

Qaadratwurzel des Zahlers der letzten Formel w, so er-

halten wir:

37) d= -
w w

wobei d von selbst positiv herauskommt.

Zur Berechnung der Zeiger von d berucksichtigen wir,
dafs d sowohl p als q senkrecht schneidet, also:

M
f

, M
di= -^(P^B PB^ d =

--^
, a)

Die Klammern fiir sich wttrden diejenige Richtung auf d

definieren, von der aus der Drehungssinn von p durch den
hohlen Winkel nach q als positiv erscheinen wiirde (vergl.
die Ableitung des Satzes 46). Also werden durch diese

Gleichungen, wie man sich an irgend einem Spezialfall ttber-

zeugt, die Grofsen d^ d
2J

d
s

auch dem Vorzeichen nach

richtig wiedergegeben.

Die anderen drei Zeiger finden wir aus den Gleichungen

3 3

2qidi+i=

Ihre Determinante ist M. Man findet:
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wobei

Pi Pz Ps Q = Pi P* P

1l &amp;lt;?2 &amp;lt;?3 &amp;lt;7l ?2 ?:

d
bj

d& durch cyklische Vertauschung (Cay ley, Coll. Pap.
Vol. X. Abh. 682, 1878).

38. Incidenz einer Geraden mit einem Punkt oder

einer Ebene.

Soil die Gerade 7tik in der Ebene w liegen, so mtissen

die Zeiger der letzteren die Gleichungen der Schnittpunkte
von 7iik mit den Tetraederflachen erfullen; diese Gleichungen
kann man aus Schema 18) entnehmen. Also mufs sein:

38)

U
l

Wenn irgend zwei von diesen vier Gleichungen erfiillt sind,

so sind es die anderen von selbst, erstens aus geometrischen

Grtinden, zweitens weil alle Determinanten dritter Ordnung
aus dem Schema der TC verschwinden (32, a). Wir werden
von nun an haufig auch bei tetraedrischen Linienzeigern die

Symbole mit zwei Indices durch solche mit einem Index
nach Schema 25) ersetzen, nur dafs wir jetzt pi statt gt

-

schreiben, Wir schreiben z. B. Gleichung 38) in die neue

Bezeichmmg ura:

~Pl U
l

39)

Aus der linken Seite des Schemas 18) hatten sich die

Bedingungen fur das duale Vorkommnis ergeben. Aber das
Schema 25) zeigt, dafs wir nur im Resultat 39) die u durch
die x zu ersetzen und gleichzeitig jeden Index eines p urn 3
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zu andern haben, um die Bedingung zu erhalten, dafs der

Punkt x in der Geraden p liegt:

p^ = 0-

Man kann diese Bedingung nach 25) wieder je nach Bedarf
in Achsen- oder Strahlenzeiger umschreiben.

39. Besondere Lagen von Geraden.

a) Gegen das Grundtetraeder.

Satz 51: Wenn eine Gerade die Tetraederkante
PiPk schneidet, so versehwindet ihr Zeiger p ilt .

Dies folgt aus Satz 47
;
die parallele Lage ist natiirlich

inbegriffen. Auch aus der Definition der TC (Gleichung 17)

folgt, dafs TCim verschwindet, wenn die Gerade die Kante

Pi Pit schneidet. Der Leser wird nun leicht selbst folgern

konnen, was geschieht, wenn die Lage der Geraden noch

spezieller wird. Wenn sie schliefslich mit P P
lt zusammen-

fallt, ist nurmehr pim von Null verschieden. Satz 51 gilt

auch fttr rechtwinklige Linienzeiger. Nur treten dann an

Stelle der Tetraederkanten P2
P

3 ,
P

3
P

47
P

4
P

2
die Stellungen

der Zeigerebenen.

b) Incidenz zweier Geraden.

Es seien pj fc
und qik die Zeiger zweier Geraden p, q und

Wenn die Geraden incident sind (sich schneiden oder parallel

sind), so gehen die vier Ebenen v, w, v
,
w durch einen Punkt.

Also ist

J =
|

Vi Wi v i wi
I

=
(i
=

1, . . . 4).

Entwickelt man andererseits 4 nach den ersten beiden

Kolonnen (vergl. 32, a), so erhalt man

Satz 52: Die Bedingung der Incidenz zweier

Geraden p, q ist:
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oder (25):
6

Bezeichnet man

103

42) a&amp;gt; (p)
=

.

43) *KM)=
6 da)(p) 6 daj(q)

so lafst sich die Incidenzbedingung 41) schreiben:

44) a)(p,q) = Q.

und die Bedingung daftir, dafs die p Zeiger einer Geraden

(Gleichung 16) und 26)) sind:

45) w (p) 0.

Wenn die Bedingung 41) erfullt ist, ergiebt sich die

Aufgabe, die Zeiger w,- der Verbindungsebene der Geraden p, q
zu berechnen. Es mufs das System 39) erfullt sein und

ebenso :

39, a)

Verwendet man je die erste Gleichung von 39) und 39, a)

und nimmt zu diesem Gleichungspaar G noch etwa die

zweite Gleichung 39) hinzu, so findet man

Ps Pz

Ersetzt man nach Ausrechnung der ersten Determinante

P2 p5+ ^8 p6 durch -- p^, so tritt in alien Determinanten

der Faktor pi auf, und man findet mit Kiicksicht auf 41),
dafs die u der ersten Zeile des nachfolgenden Schemas 46)

proportional sind. Dasselbe erhalt man, welche dritte

Gleichung man auch mit dem Paar G verbinden mag. Nimmt
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man jedoch statt G ein anderes Paar gleichvielter Gleichungen
der beiden Quadrupel, so erhalt man die Verhaltnisse der
u in anderen Formen, namlich (wenn man piqk pk qi

=
(i, k) setzt) :

Satz 53: Die Zeiger der Verbindungsebenen
zweier incidenten Geraden p,q sind den Elementen
einer beliebigen Zeile des folgenden Schemas pro
portional (dessen zweiTeile nebeneinander zu denken sind):

PI^ + P^^ + P^Q (2, 3)

(6 &amp;gt;

5) Pifc+ Psft
(4, 6) (2, 4)

(5, 4) (3, 4)

46)
(3, 1) (1, 2)

(1, 5) (1, 6)

J^i+ Pefc & 6
)

(3, 5)

Wir erhalten die Zeiger des Schnittpunktes derselben

Geraden p, q, wenn wir ( 38) in diesem Schema samtliche

Indices um drei andern oder, was auf dasselbe hinauskommt,
Zeilen und Spalten vertauschen. Die Indices der

/?,
die in

jeder Zeile auftreten, sind beziehungsweise :

123
1 5 6426453

Man bemerkt die Gesetzmafsigkeit, nach der die letzteren

drei Tripel aus dem Schema

123456
herausgehoben sind.

Wir machen fur spateren Gebrauch noch auf folgenden
Umstand aufmerksam: Wenn die Grofsen p die Relation 45)

erfullen, ebenso die q und beide zusammen die Incidenz-

beziehung 44) ,
so werden die beiden zu 38) dualen

Gleichungssysteme

38a) i
m = 1
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durch ein und nur ein gemeinsames System x^ : x
2

: #
8

: #4
erfiillt. Dies 1st auch unabhangig von der geometrischen

Bedeutung der Grofsen eine analytische Thatsache, die

also ebenso fur komplexe Zahlen p, q,
x gilt. Denn wenn

man die aus 38 a) berechneten Werte x in die Gleichungen

einsetzt, so werden diese zu Identitaten.

c) Die Strahlen eines Buschels.

Es seien a und bi die Zeiger zweier Geraden a und b.

Wir bilden:

47) Pi=lai+pbi (i=l, ...6)

Dann ist

w(pi)
= w(yU; -j- fiibi)

= z (kai -j- pbj) (/Ui + 3 -j- ^6&amp;lt;+ 3)
i = 1

= tf. w (a) -f 2 I p . w (a, b) -j- ^. w
(b).

Es sind co (a)
= w (b)

=
0, weil ai und bi die Zeiger je einer

Geraden sind. Nun setzen wir voraus, dafs a, b sich

schneiden
;

dann ist aueh a) (a, b)
= und w (pj) wird

identisch Null, d. h. die pi sind stets Zeiger einer Geraden,
wie auch I und p gewahlt werden mogen. Da von diesen

Parametern nur das Verhaltnis in Betracht kommt, stellt 47)
nur eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden dar, von
der wir nachweisen werden, dafs sie mit deni Strahlbiischel

(a, b) identisch ist.

Es sei namlich c eine Gerade, die a und b schneidet;
dann ist

48) w (a, c)
= a) (b, c)

=
w (pj c]

= co (A a -f- p bjCY2(lai-\-p bfi c{ + 3

= A . w (a, c) -j- (A,
. w (6, c)

=
d. h. p und c sind incident fiir alle Werte A, (.1.

Wahlen
wir nun c beliebig in der Verbindungsebene E von a, 5, so

ist die Bedingung 48) erfiillt, und es folgt, dafs auch p in

E liegt. Legen wir aber c beliebig durch den Schnittpunkt
S von a und b, so folgt ebenso, dafs p durch -S geht. Also

gehbrt p dem Strahlbuschel (*S, E) an.

Wenn umgekehrt p eine bestimmte Gerade des Buschels

ist, und c eine Gerade, die p, aber nicht a und b zugleich

schneidet, so kann man I :
(.1

so bestimmen, dafs

A . w (a, c) -(- ILI
. to (6, c)

= 0.
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Diese Werte A, ^ liefern, in 47) eingesetzt, die Zeiger einer

Geraden p
f

,
die dem Biischel (a, b) angehort und zugleich c

schneidet, also mit p identisch sein mufs. Daher umfafst

die Darstellung 48) wirklich alle Strahlen des Btischels.

Wie sich durch Betrachtung des Schemas 25) ergiebt,
ist es gleichgiiltig, ob wir die a, b mit den Zeigern p oder

mit den Zeigern TC identifizieren. Indem wir wieder zu zwei

Indices iibergehen, kbnnen wir also setzen:

wobei v aus der Reihe 1, ... 6; z,
k aus der Keihe 1, 2, 3, 4

dem Schema 25) entsprechend zu wahlen sind. Setzen wir

voraus, dafs die x die Zeiger von S sind, so konnen wir

setzen :

also

p v
= ha v -f fib v

=
daher sind

zwei von den vier Zeigern eines Punktes Z auf der Ver-

bindungslinie der Punkte y, y . Setzen wir ftir [*:h = cp

nacheinander vier Werte cp^ . . . cp so erhalten wir vier

Strahlen p1?
. . .

J)4 des BUschels (a, b\ deren Doppelverhaltnis

gleich dem der entsprechenden Punkte Zv . . . Z4 ist, durch

die sie gehen. Das letztere Doppelverhaltnis aber ist (vergl.

Hesse, Vorl. aus d. anal. Geom. d. geraden L. u. s. w):

^i Zs . ^i ^4 = &amp;lt;P* 9i.9i (Pi-
Also erhalt man (Voss, Math. Ann. Bd. 8, S. 57):

Satz 54: Wenn a,- und 6,- zwei incidente Strahlen

sind, so wird das durch sie bestimmte Btischel durch

(i
=

1, . . . 6)

dargestellt, wobei das Doppelverhaltnis von vier

Strahlen des BUschels von den Parametern A und p
ebenso abhangt, wie bei den Punktreihen und

Ebenenbttscheln.
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Lassen wir insbesondere ^ mit a, p,2 mit b zusammen-
fallen und schreiben p, $ statt p3 , 47 so wird

also

Af\ \ f -L l\
CP

4y, aj (a, o, p, p J
=

^-.

Satz 55: Wenn % 6; zwei incidente Strahlen

sind, so ist das Doppelverhaltnis der vier Strahlen
a

\i b^ ai-\-(pbij Qi-\-(p
f

bi gleich cpicp ^
insbesondere

sind also a^bi durch Oi-\-(pbi und af cpbi harmonisch

getrennt.

Bilden wir aus den Zeigern a^ b^ pi dreier Strahlen

eines Biischels eine Matrix von drei Zeilen und sechs

Kolonnen, so verschwinden wegen 47) alle ihre dreireihigen
Determinanten. Wenn umgekehrt drei Strahlen a, 6, p ge-

geben sind, fiir die alle dreireihigen Determinanten der

Matrix ihrer Zeiger verschwinden, so konnen wir Multi-

plikatoren A, /M,
v bestimmen, die alle sechs Gleichungen

50) AJ -]- ju&j -|- vpi
=

(i
= 1

?
. . . 6)

erfiillen. Denn durch zwei derselben (etwa i = 1, 2) sind

die Verhaltnisse solcher Multiplikatoren eindeutig bestimmt.

Diese mttssen dann wegen des Verschwindens der Deter-

minante

;,
a a

\ Pz Pi

die Gleichung 50) auch fiir ein beliebiges i befriedigen.
Wahlen wir v = 1, so erhalten wir 47) zuriick. Man
sagt, eine Matrix sei vom Range r, wenn alle ihre Deter

minanten r-|-l-ter Ordnung, nicht aber alle r-ter Ordnung
verschwinden. Hiermit konnen wir einen Teil des Satzes 54
so aussprechen:

Satz 56: Die notwendige und hinreichende Be-

dingung dafttr, dafs drei Strahlen demselben
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Btischel angehoren, 1st, dafs der Rang der Matrix
ihrer Zeiger sich auf zwei erniedrigt.

d) Drei Strahlen eines Bundels oder eines
Feldes.

Es seien drei Gerade JP, q, r mit den Achsenzeigern p^
&amp;lt;7*fc,

rik und den Strahlenzeigern 7tik) x,- ft , (?; fe gegeben. Wir
setzen voraus, dafs jede die andere schneidet, ohne dafs sie

demselben Bitschel angehoren, was man nach b) und c) er-

kennen kann. Dann mtissen sie entweder demselben Biindel

oder demselben Feld angehoren. Um zu entscheiden, welches
von beiden stattfindet, betrachten wir die Determinante

7t{ k Tt{ i Tt{m

&quot;^ik &quot;A-il ^im

Qik Qil Qim

In jeder Zeile stehen nach Schema 18) die drei von Null

verschiedenen tetraedrischen Zeiger des Schnittpunktes einer

der Geraden mit der Tetraederebene E^ also auch seine

trimetrischen Zeiger in dieser Ebene ( 29, f
).

Gehoren p, q, r

demselben Feld an, so mussen diese drei Schmttpunkte in

einer Geraden liegen, also mufs Ji fur alle vier Werte i

verschwinden. Naturlich reicht i. A. das Verschwinden
einer dieser Determinanten hin, um die Entscheidung her-

beizufuhren.*)

Nennt man Di die Determinante, die aus Ji entsteht,
wenn man die griechischen Symbole unter Beibehaltung der

Indices durch die lateinischen ersetzt, so stehen in jeder
Zeile von Di die trimetrischen Zeiger der Projektion einer

der Geraden aus Pi auf Ei. Wenn also p, &amp;lt;?,

r demselben

Bundel angehoren, mussen alle vier Di verschwinden. Wir
konnen nattirlich die Kennzeichen so aussprechen, dafs ent-

weder nur Strahlen- oder nur Achsenzeiger verwendet werden.

*) Wenn man die Voraussetzuiig, dafs jede Gerade die andere

schneidet, nicht macht, so besagt das Verschwinden aller vier ^/ blofs,

dafs in jeder Tetraederebene die drei Schnittpunkte in einer Geraden gi

liegen. Das findet auch statt, wenn p, q, r mit zwei Gegenkanten des

Tetraeders derselben Regelschar angehoren. Eine analoge Bemerkung
gilt im dualen Fall.
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Satz57: Drei Gerade, von denen jede die andere

schneidet, gehoren demselben Biindel oder dem-
selben Feld an, je nachdem diejenigen dreireihigen
Determinanten aus der Matrix ihrer Strahlenzeiger
verschwinden, in deren Elementen ein Index ganz
fehlt oder diejenigen, in denen einer bei alien

neun Elementen auftritt. Bei Verwendung von

Achsenzeigern ist es umgekehrt.

e) Hyperbolische Lage von vier Geraden.

Es seien vier Gerade gegeben. Jede vierreihige De-
terminante aus der Matrix ihrer Zeiger a^ b

i7 c^p^ (i
=

1, . . . 6)

moge verschwinden. Dann lafst sich (vergl. den Schlufs von c))

eine Darstellung

51) pi = ;U; -f ph + va (*=!,... 6)

finden. Wenn qt irgend eine Gerade ist, so ist

52) co
(jp, q)

= I . w (a . q) -f- ^ . w (b, q) -f v . w
(c, q)

und (vergl. c))

-f- 2fiv . w (b, c) + 2vl.(0 (c, a) + 2A^ . w (a, b).

Aus 52) folgt, dafs jede Gerade q, die a, 6, c schneidet, auch

p schneidet.

Es konnten die drei Geraden a, 6, c demselben Biindel

oder demselben Feld angehoren. Dann gehort auch p diesem
Btindel oder Feld an. Umgekehrt sind je sechs Zahlen, die

sich aus 51) bei willkurlicher Wahl von A, ^w, v berechnen

lassen, die Zeiger einer Geraden (des Biindels oder Feldes),
weil w (p) nach 53) identisch verschwindet.

Wenn wir von diesem Spezialfall jetzt absehen, so folgt,

dafs, wenn von den vier gegebenen Geraden a, 6, c, p drei

a, 6, c gegenseitig zu einander windschief sind, alle vier

(allgemeine) hyperbolische Lage haben. Wenn wir um
gekehrt bei willkurlicher Wahl von A, ^ v die pi aus 51)

berechnen, so erhalten wir dann eine vierte Gerade der

Regelschar (a, 6, c), wenn die pt iiberhaupt Zeiger einer Ge
raden sind. Die Bedingung hierzu ist w (p)

= oder

54) fnv . W fac) -\-vh.a) (c, a) -\-lfi .to (a, b)
=

0,
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in der die drei Grofsen w konstante Zahlen sind. Ihr ge-

ntigen noch einfach unendlich viele Parameterverhaltnisse

AifLiiv entsprechend den oo 1 Geraden der Regelschar. Wir
werden darauf noch zuruckkommen.

Wenn sich jedoch etwa a und b in *S schneiden (vergl.

Fig. 5, wo a, b, c an Stelle von g, h, g
f

zu setzen sind) und
ihre Verbindungsebene i von c in T geschnitten wird, so

heifse o die Ebene (c, S). Soil q die drei Geraden a, 6, c

schneiden, so mufs es einem der Biischel (, a) oder
( T, T)

angehoren; p mufs also, da wir sowohl die eine als die

andere Wahl treffen konnen, einem der Buschel (S, T), (T, a)

angehoren. Umgekehrt reduziert sich die Bedingung 54) in

diesem Fall auf

fjiv . oj (6, c) -|- vk . aj
(c, a)

= 0.

Sie kann entweder durch v = erfiillt werden (dies liefert

das Buschel (5, T)) oder durch

dies liefert, wenn man willktirliche Werte v hinzunimmt, die

Geraden des Buschels (T, G). Wenn wir also den Fall, dafs

drei von den vier gegebenen Geraden a, 6, c, p demselben

Buschel angehoren, als durch Satz 56 erledigt ausschliefsen,

so gehortp dem Buschel T, G an und wir haben die spezielle

hyperbolische Lage vor uns
( 5).

Satz 58: Vier Gerade haben, wenn der Rang der
Matrix ihrer Zeiger sich auf drei (aber nicht noch

mehr) erniedrigt, entweder allgemeine oder spezielle

byperbolische Lage, oder sie gehoren demselben
Bundel oder demselben Feld an. Die Entscheidung
zwischen diesen vier Fallen geschieht nach b) und d).

tiber die Berechnung des Doppelverhaltnisses von vier

hyperbolischen Geraden vergl. Aufg. 82).

f) Rechtwinklige Zeiger.

Alle in diesem Paragraph abgeleiteten Ergebnisse finden

auch auf den besonderen Fall rechtwinkliger homogener

Zeiger sinngemafse Anwendung. Wir fiigen hier noch hinzu:
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Die Bedingung, dafs zwei Linien piy q{ aufeinander senk-
recht stehen, ist ( 37, b):

Besondere Lagen von mehr als vier Geraden konnen
wir erst spater besprechen (Satz 102).

40. Transformation der Linienzeiger.

Wenn durch

55) gxi= sau4 (i
=

1, 2, 3, 4)

eine Transformation der Punktzeiger festgelegt ist, so

wiinschen wir die Strahlenzeiger TC^ einer Geraden in Bezug
auf das alte Tetraeder durch die Zeiger Ttik in Bezug auf
das neue Tetraeder auszudrucken. Wir konnen setzen

und erhalten :

= 1 fi
= 1

Hierin hat x\y^ den Koeffizienten a^ak^ fc^%; x^yi den

Koeffizienten a^a^ fcu ^, der sich vom friiheren nur

durchs Vorzeichen unterscheidet. Also ist

56) QQ . Kik =
wobei sich die Summe nunmehr auf die sechs Kombinationen
zu zweien der griechischen Indices erstreckt. Die ver-

schiedenen Auswahlen i,
k ergeben sechs solche Gleichungen.

Wegen des Zusammenhanges Gleichung 20) kann man die

alten Strahlen- oder Achsenzeiger beliebig durch die neuen

Strahlen- oder Achsenzeiger ausdrticken. Aber das Wesent-

lichste ist der

Satz 59: Eine Transformation der tetraedrischen

Linienzeiger wird durch eine lineare homogene
Substitution der Linienzeiger vermittelt.
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Die aa (A
=

1, 2, 3, 4) waren die Zeiger der Ebene Et

des alten Tetraeders in Bezug auf das neue
( 29, c).

Also sind nach Gleichung 15) die Grofsen

56 a) an akli a^ a
i(JL

= fa ^
die Achsenzeiger der Kante

(-&quot;,-,
Ek) in Bezug auf das neue

Tetraeder. Bezeichnen wir (vergl. die zweite und dritte

Zeile des Schemas 25)) die Indexkombinatkmen

I) 34, 42, 23, 12, 13, 14

beziehungsweise durch die einzigen Symbole,

II) 1,2,3,4,5,6
setzen also z. B.

Pl4&amp;gt; 4-2 ==^62 5

so konnen wir Gleichung 56) auch schreiben:

6

57) 07tn =^J)nv 7iv (n=l, ...6),

Aus der geometrischen Bedeutung der Koeffizienten kann

man leicht entnehmen, dafs nicht jede lineare Substitution

von der Form 57) als Zeigertransformation gedeutet werden

kann. Vielmehr mussen erstens die p jeder Zeile Zeiger
einer Geraden sein, also die Beziehung

erfiillen; zweitens mussen nach Satz 57 gewisse dreigliedrige

Determinanten verschwinden : Drei Tetraederkanten, die sich

in Pi (z. B. in P
2 ) schneiden, entsprechen drei solche Paare

in der Zeile I), in denen i
(z.

B. 2) fehlt; gehen wir zur

Zeile II) liber, so mufs also nach Satz 57 z. B. die

Determinante

l pl/ Ply

verschwinden, sobald wir fur a, /?, 7 solche Zahlen der

Zeile II) setzen, die unter drei Paaren der Zeile I) mit

gemeinsamer Ziffer stehen. Da wir auch fur die ersten

Indices vier Auswahlen haben, giebt dies 16 Relationen.
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Ebenso viele erhalten wir, wenn wir ausdrucken, dafs vier-

mal drei Kanten des alten Tetraeders in einer Ebene liegen.
Aufserdem kann man die Bedingungen aufschreiben, dafs

sich die Tetraederkanten schneiden. Natiirlich sind nicht

alle diese Gleichungen von einander unabhangig; vielmehr

konnen wir die Anzahl der Bedingungen so abzahlen: Ftihren

wir in den Ausdruck

vermoge 57) die neuen Zeiger em, so entsteht eine quadratische
Form i. A. von 6 -)-() = 21 Gliedern, die sich jedoch,
wenn 57) eine Zeigertransformation darstellen soil, abgesehen
von einem konstanten Faktor auf

reduzieren mufs. Dann mufs namlich jedesmal, wenn die

TC Zeiger einer Geraden bedeuten, dasselbe mit den it der
Fall sein und umgekehrt. Die Gleichungen w

(it)
= und

w (re )
= miissen also vollkommen aquivalent sein und bei

der Transformation in einander ubergehen. Daher miissen
in der neuen quadratischen Form 18 Koeffizienten ver-

schwinden, die drei tibrigen einander gleich werden; dies

giebt 20 Bedingungen, auf deren nahere Diskussion wir
nicht eingehen (vergl. Klein, Uber die Transf. der allg. Gl.

des 2. Gr. zw. Linienkoord. auf eine kanon. Form, Math.
Ann. Bd. 23, S. 546

if.).

41. Transformation der rechtwinkligen homogenen
Stabzeiger.

Die rechtwinkligen homogenen Zeiger eines Stabes P P&quot;

waren nach den Gleichungen 24):

Zindler, Liniengeometrie.
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Wir drehen das Zeigersystem um den Ursprung, so dafs die

Kichtungscosinus der neuen Achsen g, 17, gegen die alten

#, y, z durch das folgende Schema gegeben sind:

58)
y

z

Die neuen Zeiger p des Stabes P P&quot; sind also:

24, b) ft=^-^ ft=rr;-rr

Wir wtinschen die alten Stabzeiger q durch die neuen p
auszudriicken. Man findet mitHilfe des Schemas unmittelbar:

ferner

Nun ist jedes der neun Elemente in 58) gleich seiner Ad-

junkte (S. S. Bd. IX, 18); also

oder:
3

60) qi=2oipi+ s , &

d. h. die drei letzten Zeiger drticken sich durch die ent-

sprechenden neuen ebenso aus, wie die drei ersten. Die

Gleichungen 59) und 60) stellen zusammen die gesuchte

Transformation ftir eine beliebige Drehung dar. Wenn ins-

besondere die Drehung um die X-Achse des alten Systems
um den Winkel w stattfindet, so treten an Stelle des

Schemas 58) in den Gleichungen 59) und 60) die Koeffizienten :

10
58, b) cosw sinw

sin w cosw.
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Bei einer darauffolgenden Parallelverschiebung des

Systems urn die Komponenten y, ty, i andern sich die ersten

drei Zeiger nicht; fiir die letzten drei finden wir, wenn die

Linienzeiger nach der Verschiebung mit x bezeichnet werden :

Aus 59), 60), 61) kbnnte man nun leicht die allgemeinen
Transformationsformeln znsammenstellen. Man sieht:

Satz 60: Bei einer Transformation der recht-

winkligen homogenen Stabzeiger drucken sich die

alten durch die neuen Zeiger (und umgekehrt)
linear und homogen aus.

42. Gleichungen zwischen Linienzeigern.

Wenn F eine ganze homogene Funktion n-ten Grades
der sechs Zeiger pilt einer Geraden ist, so wird durch die

Gleichung
62)

F
l (Pit, /&amp;gt;18 PlV JW Pw Pit)

=
&amp;gt;

die der Gleichung

63) F^ (7T34 ,
7T

42 ,
7T23 ,

7T
12 ,

7T
18 ,

7T14 )
=

gleichwertig ist, den Linienzeigern eine Bedingung auferlegt.
Es geniigen also noch die Zeiger von oo 8 Linien der

Gleichung, d. h. 62) oder 63) definiert einen Linienkomplex.
In der That kann man von den fiinf Zeigerverhaltnissen drei

willkurlich wahlen und die beiden anderen aus 62) und

16) P= p12 pu+PuPu+ PuPM=0
bestimmen. Die Zahl n nennen wir auch den Grad des

Komplexes. Der Grad ist nach Satz 59 vom Zeigersystem

unabhangig und daher etwas fiir den Komplex Charakte-

ristisches. Um seine geometrische Bedeutung zu ermitteln,
denken wir uns in 62) und 63) die Linienzeiger durch ihre

Ausdriicke in Ebenen- bezw. Punktzeigern ersetzt und er-

halten :

62, a) F
l (v1

w
9

-v
9
w

J v^w^ v^w^ ...)= 0,

63, a) F
l (ys 4 y4 8 , i/4

z
2 1/2

z
,

. .

.)
= 0.

8*
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Hier 1st die Gleichung 16) von selbst zwischen den Argu-
menten erf ttllt. Halten wir nun in 63, a) den Punkt y fest,

so stellt diese Gleichung eine Flache w-ten Grades in den

laufenden Zeigern z dar, die der Natur der Sache nach eine

Kegelflache mit der Spitze y sein mufs. Denn sie mufs der

Ort derjenigen Raumpunkte sein, deren Verbindungslinien
mit y Komplexstrahlen sind. Also:

Satz 61: Die Geraden eines Komplexes n-ten

Grades, die durch einen bestimmten Punkt geheii,

bilden i. A.*) eine Kegelflache n-ter Ordnung, den

,,Komplexkegel&quot; dieses Punktes.

Aus der dualen Betrachtung, die an Gleichung 62, a)

ankniipft, folgt:

Satz 62: Die Strahlen eines Komplexes w-ten

Grades, die in einer bestimmten Ebene liegen, um-

htillen i. A. eine Kurve w-ter Klasse, die ,,Komplex-
kurve&quot; dieser Ebene.

Aus jedem der beiden Satze folgt:

Satz 63: Der Grad eines Komplexes ist gleich
der Anzahl seiner Strahlen, die einem bestimmten

allgemein liegenden Strahlbuschel angehoren.

Ist insbesondere n=l (linearer Komplex), so bilden

alle Komplexstrahlen durch einen Punkt ein ebenes Strahl

buschel, ebenso alle Komplexstrahlen in einer Ebene, wie

wir es beim Gewinde angetroffen haben. Es wird sich in

der That zeigen ( 46), dafs der lineare Komplex mit dem

Gewinde (oder dem Strahlengebtisch) identisch ist.

Durch zwei Gleichungen 1^=0, F^= der Form 62)

von den Graden w, n werden nurmehr oo
2 Geraden des

Raums herausgehoben, also eine Linienkongruenz ( definiert.

Jede einzelne Gleichung stellt einen Komplex dar und S ist

die Gesamtheit der gemeinsamen Strahlen (der ,,Schnitt&quot;)

beider Komplexe C und C . Die beiden Kurven, die durch

C und C in einer Ebene definiert sind, haben die Klassen n

*) Ausnahmspunkte, bei denen dies nicht zutrifft, werden wir ini

II. Bd. besprechen; analog bei Satz 62.
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und n
j
also n . n gemeinsame Tangenten,*) die auch ( an-

gehoren. Ebenso gehen durch einen Punkt nn Strahlen

von (. Man nennt die Zahl der Strahlen einer Kongruenz,
die durch einen Punkt gehen, ihre Ordnung, die Zahl der

Strahlen, die in einer Ebene liegen, ihre Klasse; wenn

Ordnung und Klasse gleich sind, sagt man Grad der Kon

gruenz. Dann folgt:

Satz64: Die Kongruenz, welche der vollstandige
Schnitt zweier Komplexe der Grade n, n ist, hat
den Grad nn.

Nehmen wir noch eine dritte Gleichung FB
= von der

Form 62) und dem Grade n&quot; hinzu, so wird durch alle drei

Gleichungen i. A. eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden,
d. h. eine Regelflache defmiert, welche die gemeinsamen
Strahlen aller drei (durch die einzelnen Gleichungen defi-

nierten) Komplexe enthalt oder auch die gemeinsamen Strahlen

der durch zwei Gleichungen definierten Kongruenz und des

durch die dritte Gleichung definierten Komplexes. Sie heifst

auch der Schnitt der drei Komplexe (der Kongruenz und

des Komplexes). Um ihren Grad zu ermitteln, iiberlegen

wir, wie viele ihrer Geraden p eine bestimmte Gerade p
des Raums schneiden. Hierzu mufs neben den drei Gleichungen
Fi = noch Gleichung 16) und

Zpipi + 3=
erftillt sein. Diese Gleichungen haben in den p bezw. die

Gradzahlen:

n, n
, n&quot;, 2, 1,

bestimmen also 2nn n&quot; Zeigerverhaltnisse ;
d. h.

Satz65: Drei Komplexe der Grade w, n r

,
n&quot; haben

i. A.**) eine Regelflache vom Grade 2nn n&quot; gemein.

*) Beschrankt man sich auf reelle Eleraente, so miifste man hier

und spater bei ahnlichen Satzen das Wort rhbchstens
u

hinzufiigen.
Wir werden jedoch auch komplexen Linienzeigern eine Deutung geben
(Abschn. V).

**) Drei Flachen schneiden sich i. A. in einer endlichen Anzahl
von Punkten, konnen aber auch eine Kurve gemein haben; natiirlich

sind analoge Vorkommnisse in der Liniengeometrie nicht ausgeschlossen :

Drei Komplexe konnen eine Kongruenz gemein haben.
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Ebenso folgt:

Satz 66: Vier Komplexe der Grade w, n
, n&quot;,

n &quot;

haben i. A. 2nn n&quot;n&quot; Strahlen gemein.

43. Gleichungen zwischen Stabzeigern.

Die Mannigfaltigkeit der Stabe 1st eine funffache. Durch
eine Gleichung

64) &amp;lt;P

(7r,- fc)
=

wird den Stabzeigern, die daneben immer die Relation

3

16, a) ^7r;7F
i+ 3
=

erfiillen, eine Bedingung auferlegt, also eine vierfache Stab-

mannigfaltigkeit herausgehoben, die wir einen Stabwald
nennen wollen. Die drei-, zwei-, einfachen Stabmannigfaltig-
keiten nennen wir bezw. Stabkomplexe, Stabkon-

gruenzen, Stabflachen. Sie werden bezw. durch 2, 3, 4

Gleichungen zwischen Stabzeigern (,,Stabgleichungen
u
) dar-

gestellt. Da auch die absoluten Betrage von Stabzeigern in

Betracht kommen, werden diese Stabgleichungen i. A. nicht

homogen sein, obgleich wir stets homogene (rechtwinklige
oder tetraedrische) Stabzeiger verwenden. Jeder Stab eines

Stabgebildes liegt auf einer Geraden, seinem Trager. Die

Gesamtheit dieser Geraden bildet den ,,Trager&quot; des Stab

gebildes. Die Trager der Stabkomplexe, -kongruenzen,
-flachen sind also i. A. Linienkomplexe, -kongruenzen, -flachen,

wahrend als Trager eines Stabwalds (von Realitatsfragen

abgesehen) der ganze Linienraum zu betrachten ist. Nur
wenn alle darstellenden Gleichungen eines Stabgebildes

homogen sind, tritt der Fall em, dafs alle Stabe einer Ge

raden, auf der uberhaupt ein Stab des Gebildes liegt, eben-

falls dem Gebilde angehoren. Dann ist die Tragermannig-

faltigkeit des Stabgebildes urn eine Dimension niedriger als

dieses selbst. Da dieser Fall gegentiber den Liniengebilden
nichts Charakteristisches bietet, schliefsen wir ihn von nun

an aus. Da den Stabgebilden metrische Eigenschaften wesent-

lich sind (vor allem die Lange der Stabe), denken wir uns

von nun an rechtwinklige homogene Stabzeiger und schreiben

die Gleichungen des Stabgebildes in der Form:
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&(* x, y y, z z, yz y z, ...)== 0,

65) T(x x, y y, z&amp;gt;

z, yz y z, . .
.)
=

Wenn insbesondere #, ?T,
. . . ganze rationale Funktionen ihrer

sechs Argumente sind, heifst das Stabgebilde algebraisch.

Wir betrachten zunachst eine einzige Gleichung # = 0.

Halten wir den Punkt P= (#, ?/, z) fest, so wird durch 65)
eine Flache dargestellt und zwar der Ort der Endpunkte
P^=(1C

^ y ^
z

)
aller Stabe des Stabwalds, deren Trager durch

P gehen, wenn man die Anfangspunkte der Stabe nach P
selbst verlegt. 1st insbesondere der Stabwald algebraisch
vom n-ten Grade, so folgt:

Satz 67: Betrachtet man alle Stabe eines

algebraischen Stabwalds n-ten Grades, deren

Trager durch einen Punkt P gehen und nimmt P
als Anfangspunkt der Stabe, so liegen die End
punkte auf einer algebraischen Flache n-ter

Ordnung.
Diese Flache wird i. A. nicht durch P gehen (aufser

wenn das konstante Glied in 65) verschwindet).

Betrachten wir nun zwei Gleichungen &amp;lt;2&amp;gt;=0,
y 0;

durch sie wird ein Stabkomplex ( definiert. Jedem Punkte P
sind nun zwei Flachen zugeordnet, deren Schnittlinie als

Leitlinie desjenigen Komplexkegels von ( betrachtet werden

kann, der dem Punkt P zugeordnet ist. Wenn insbesondere (

algebraisch ist und n^ n die Grade von &amp;lt;P und sind, so

folgt aus Satz 67:

Satz 68: Betrachtet man alle Stabe eines al

gebraischen Stabkomplexes, deren Trager durch
einen Punkt P gehen und nimmt P als Anfangs
punkt der Stabe, so liegen ihre Endpunkte auf
einer algebraischen Raumkurve der Ordnung w w;
vom selben Grade ist also auch der Trager des

Stabkomplexes.
Auf dieselbe Art erschliefst man:

Satz 69: Der Trager einer durch drei Gleich

ungen der Grade w
, n, n 1 definierten algebraischen

Stabkongruenz ist eine Linienkongruenz der Ord
nung n

Q
nn . Nimmt man eine vierte Gleichung des
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Grades n&quot; hinzu, so erhalt man eine Stabflache,
deren Trager eine Linienflache des Grades
2n nn n&quot; ist.

Zum letzten Teil des Satzes vergleiche die Ableitung
des Satzes 65; analog dem Satz 66 gilt:

Satz70: Funf Stabwalder der Grade n
Q ,n,ri,ri ,ri&quot;

haben 2n nn n&quot;n
&quot; Stabe gemein.

Durch zwei Gleichungen der Form 65) und der Grade n
und m sei ein Stabkomplex ( gegeben. Wir stellen uns

die Aufgabe, die Gleichung des Tragers C von ( zu be-

rechnen. Um den Komplexkegel im Punkte P= (#, y, z) zu

finden, haben wir P mit alien Punkten P geradlinig zu ver-

binden, deren Zeiger #
, y\ z beiden Gleichungen 65) ge-

niigen. Die Gleichungen einer solchen Verbindungsgeraden
lauten :

66)
*-* *- ^~ Z

x x y y zz
Um die Gleichung des Komplexkegels zu erhalten, mtissen

wir eine Beziehung zwischen |, 17, ableiten, die fiir alle

Werte x
, y

:

z gilt, die 65) erfiillen.

&quot;

Wir haben also x
, y\ z

aus alien vier Gleichungen zu eliminieren und das Resultat

mufs sich der Natur der Sache nach in den Linienzeigern

allein schreiben lassen. Es fragt sich nur, wie man diese

Elimination zu vollziehen hat, ohne auf die Ausdriicke in

den Punktzeigern zuruckzugehen, wenn die Gleichungen 65)
in der Form

65, a) # (qv 2 ,
... qB )

=
0, y(q , q^ . . - q6 )

=
gegeben sind. Wir konnen statt 66) auch setzen:

x x= t
( x)

und nun aus den fiinf Gleichungen 65) und 68) die vier

Grofsen #
, y, z\ t eliminieren. Wir setzen zunachst fiir

jc
j y ,

z aus 68) die Ausdriicke in 65) ein; es wird z. B.:
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Wenn wir also die Linienzeiger 67) mit
x&amp;lt; bezeichnen, haben

wir aus den beiden Gleichungen
&amp;lt;*&amp;gt; (t^, . . . &amp;lt;x

6 )
=

0, !T
(&amp;lt;x ,

. . . *x
6 )
=

noch zu eliminieren. Im Ergebnis brauchen wir die x von

den q nicht mehr zu unterscheiden, konnen also folgende

Regel aussprechen:

Satz 71: Wenn durch die Gleichungen

ein Stabkomplex gegeben ist, so hat man zur Be-

rechnung seines Tragers aus den Gleichungen

69) $(t qi)
=

Q, T(t gi)
=

das * zu eliminieren.

Diese Regel gilt i ttr beliebige (auch transscendente)

Stabkomplexe.*) Ist jedoch ( algebraisch, so konnen wir

die Rechnung noch weiter ftihren und kommen auf eine be-

kannte algebraische Aufgabe: Bezeichnen wir namlich das

Aggregat der Glieder y-ter Dimension in und 1F bezw. mit

q&amp;gt;
v und

ijjr ,
so konnen wir 65, a) auch schreiben:

Vn + Cpn-l + + &amp;lt;Pi + &amp;lt;Po

=
0,

Ipm + V^m-1 + - + Vl+ ^0^ 0,

wahrend 69) die Form annimmt:

Aus den Gleichungen 70) eliminiert man
,
indem man die

Resultante der beiden ganzen Funktionen von t Null setzt

(vergl. Pascal, Determ., 57):

71) D=

&amp;lt;Pn

cp

*) Transscendente Linienkomplexe werden der Untersuchung
mit homogenen Liuienzeigern zuganglich, indem man sie als Trager
eines Stabkomplexes betrachtet, also durch zwei nichthomogene
Gleichungen in homogenen Linieuzeigern definiert, von denen mindestens
die eine nicht algebraisch ist.
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In dieser Determinante D treten die cp in m, die ty in n
Zeilen auf.

Wenn ein Stabgebilde durch / Gleichungen (I &amp;gt;&amp;gt; 2)
definiert ist, so konnen wir, indem wir eine Gleichung mit

je einer der A 1 iibrigen verbinden und Satz 71 anwenden,
A 1 Komplexe linden, die den Trager des Stabgebildes
definieren

;
ihre Gleichungen ersetzen I 1 der ursprung-

lichen Gleichungen.

Satz 72: Ein Stabgebilde lafst sich so dar-
stellen, dafs alle seine Gleichungen bis auf
eine homogen sin d. Nach We gl as sung der nicht-

homogenen Gleichung ist der Trager des G e -

bildes dargestellt.
Zur Liniengeometrie imweiterenSinn zahlen

wir nun auch die Untersuchung der Stabgebilde. Nicht

algebraische Liniengebilde konnen durch Gleichungen zwischen

Stabzeigern definiert werden, wobei man von der Lange der

Stabe absieht.

44. Geschichtliche Bemerkungen.

Gewisse Liniengebilde treten schon in der Flachen- und

in der Kurventheorie auf, z. B. die Normalenkongruenz einer

Flache, die Kegelflache der Tangenten, der Hauptnormalen
einer Raumkurve, u. s. w. Aber auch abgesehen hiervon

wurden Liniengebilde schon lange vor Entstehung der

systematischen Liniengeometrie betrachtet, z. B. von Binet

ein quadratischer Komplex, den wir im II. Bd. kennen

lernen werden. Wir wollen aber jetzt insbesondere die Ge-

schichte der Linienzeiger (Lmienkoordinaten) verfolgen.

Das Wesen der allgemeinen tetraedrischen Linien- und

Stabzeiger samt ihrer mechanischen Bedeutung (und noch

viel allgemeinere Begriffsbildungen) waren Grassmann
schon 1844 vollkommen gelaufig (Ausdehnungslehre, Ges. W.
Bd. la, 117), wenn er auch seine diesbeziiglichen An-

deutungen nicht so weit ausgearbeitet hat, dafs man damit

wirklich hatte rechnen konnen; auch blieben seine Werke

jahrzehntelang unbeachtet. Der Name Lmienkoordinaten&quot;

wurde zuerst von Plucker 1846 gebraucht, der die Grofsen
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r, s, Q, a, 17 (vergl. hier 33, Schlufs) so nannte (Syst. der

Geom. des Raumes in neuer analyt. Behandlung, Art. 258).
Sechs homogene Linienzeiger hat Cayley 1860 explicite

benutzt, urn eine Raumkurve analytisch durch eine einzige

Gleichung zwischen ihren Treffgeraden darzustellen (On a

new anal, repres. of Curves in space, Coll. pap. Vol. IV,
No. 284 und 294); hier findet sich auch die Gleichung des

Strahlengebusches. Er geht bei der Definition der Linien

zeiger von den Zeigern (#, y, 2, w\ (a, /?, y, &amp;lt;5)

zweier auf

ihr liegenden Punkte aus, die er jedoch als gewohnliehe

Zeiger ,,of the ordinary kind&quot; annimrat. Er hat hier also

trotz der formalen Identitat seiner Formeln mit den hier

als Gleichung 17) ( 32, b) vorkommenden i. J. 1860 noch

keine tetraedrischen Linienzeiger, weil die definierenden

Punktzeiger rechtwinklig und blofs aufserlich*) dadurch

homogen gemacht sind, dafs x : w, y :w, z\w statt #, y, z

geschrieben wurde.**)

In seiner grundlegenden Abhandlung ,,0n a new geometry
of

space&quot; (Phil. Transact., Bd. 155; Received Dec. 1864;
Read. Febr. 1865; Ges. math. Abh. No. 34) untersucht

Plucker im ersten Teil (S. 725 759) die Linienkomplexe
(er ftihrt hier das Wort ,,Komplex&quot; ein) und -congruenzen,
die Regelflachen zweiter Ordnung als Schnitt dreier Komplexe
und im Zusammenhang damit die zweifachen und dreifachen

linearen Komplexmannigfaltigkeiten. Er verwendet dabei

die nichthomogenen rechtwinkligen Strahlenzeiger r, s, Q, a, rj

und die entsprechenden Achsenzeiger, wodurch die Rechnungen

*) Man siebt, dafs der Name ,,tetraedrische&quot; Zeiger bezeichnender
ist als nhomogene

u
.

**) Dies gebt unzweifelbaft daraus bervor, dafs er S. 448 sagt
(in gekiirzter freier Ubersetzung): rt

Die secbs Linienzeiger konnen
nicbt in zwei gleicbbei ecbtigte Gruppen zu dreien geteilt werden.
Die Symmetrie der Zeiger ist vielmehr dieselbe, wie bei den Ecken

(Seiten) eines vollstandigen Vierseits (Vierecks). Wir konneu die

Zeiger auf vier Arten in zwei Gruppen teilen . . ., wo jede linke Gruppe
drei Ecken entspricbt, die ein Dreieck bilden und jede rechte Gruppe
den drei iibrigen Ecken, die in einer Geradeu liegen.&quot; Hiitte er an
das Tetraeder auch nur gedacbt, so hatte er sicher die Gruppievung
der Zeiger an den Tetraeder k ant en selbst erlautert und nicbt am
ferner liegenden Beispiel der Ecken eines vollstandigen Vierseits.

Es ist dies um so auffallender, als er nebenbei (in den Klammern) auf
das vollstandige Viereck hinweist, das als Projektion eines Tetraeders

aufgefafst werden kann.
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unsymmetrisch und uniibersichtlich werden. Auch die sechs
Ausdriicke x x, . . . yz y z, . . . der homogenen recht-

winkligen Linienzeiger treten hier gelegentlich auf, werden
aber noch nicht als Linienzeiger aufgefafst und ohne eigene

Symbole immer explicite ausgeschrieben. Im zweiten Teil

(S. 760 774) macht er Anwendungen auf die Lichtbrechung
in doppelt brechenden Krystallen, in einer ,.additional note&quot;

S. 774788 (received Dec. 1865) fuhrt er homogene recht-

winklige Linienzeiger em, indem er (wie Cay ley) von
kiinstlich homogen gemachten rechtwinkligen Punkt- und

Ebenenzeigern ausgeht, schreibt die Gleichung eines und des-

selben allgemeinen Komplexes in mannigfachen (acht) Formen
und beweist die allgemeinen grundlegenden Satze ttber

Komplexe und Kongruenzen beliebigen Grades (hier in 42).
Ferner stellt er, unmittelbar vom Gewinde ausgehend, Linien

zeiger auf, ohne auf die Punkt- und Ebenenzeiger zurtick-

zugehen und bemerkt, dafs auch die absoluten Grofsen der

Linienzeiger eine Bedeutung haben, eine Anregung,*) die

lange zu wenig beachtet wurde. In dieser Abhandlung finden

sich also schon die wesentlichsten Ideen seines Werkes ,,Neue
Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der

geraden Linie als Raumelement&quot; (herausgeg. von Klein,
1868); auch hat sie unmittelbar auf die Zeitgenossen Ein-

flujs genommen. Man wird deshalb, obgleich Malus (1808),
Hamilton (1828) und Kummer (1860) schon vorher wichtige

Untersuchungen liber Strahlenkongruenzen veroffentlicht haben,
1865 als das Geburtsjahr der Liniengeometrie zu be-

trachten haben, weil doch erst mit dem Gebrauch der Linien

zeiger ihre systematische Entwickelung anhebt.

Tetraedrische Linienzeiger wurden von Battaglini
(Intorno ai sist. di rette di sec. grado, Atti della ace. di sc.

Napoli, vol. Ill, 1866), Cayley (On the six coord, of a line,

Coll. pap. Vol. VII, No. 435, gelesen 1867, gedruckt 1869
Transact, of the cambr. phil. soc.) und Klein (Uber die

Transf. der allg. Gl. des 2. Grades zw. Linienkoord. auf eine

kanon. Form, Dissert. Bonn 1868, wieder abgedruckt Math.

Ann., Bd. 23) eingefiihrt. Die mechanische Bedeutung der

rechtwinkligen Linienzeiger findet sich bei Plilcker (1865),

*) In erweiterter Form findet sie sich in Art. 25 der MNeuen
Geometrie&quot;.
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die der tetraedrischen namentlich bei Zeuthen (1869), der

sie zum Ausgangspunkt ihrer Definition nimmt (Notes sur

nne syst. de coord, lin. dans Fespace, Math. Ann., Bd. 1).

Auf weitere Verallgemeinerungen les Zeigerbegriffs werden

wir noch zu sprechen kommen ( 49 und 81).

Ein ausfiihrlicher Bericht uber die alteren linien-

geometrischen Entdeckungen findet sich in Lie und En gel,

Geom. der Bertihrungstransf. Kap. 7, 2.

Ubungsaufgaben.

25. Die Determinante des Schemas 14) mufs als schief

symmetrische Determinante gerader Ordnung ein vollstandiges

Quadrat sein; da sie andererseits verschwindet, weil ihre

samtlichen Adjunkten verschwinden, mufs sie (bis auf einen

etwaigen konstanten Faktor) das Quadrat der linken Seite

von 16) sein. Dies ist unmittelbar zu bestatigen.

26. Die Grofsen p und TC mussen aus geometrischen
Grunden unabhangig davon sein, wie die Ebenen v{ und wt

durch g oder die Punkte yt und z
( 32, a) auf g gewahlt

werden. Dies ist durch Rechnung zu bestatigen.

27. Wir haben bei der Zeigerdefinition die Gerade g
einmal durch zwei Ebenen r , w ,

einmal durch zwei Punkte
Py,

Pz bestimmt gedacht, im ersten Fall die Zeiger ihrer

Verbindungsebenen mit den Tetraederecken, im zweiten Fall

die Zeiger ihrer Schnittpunkte mit den Tetraederflachen be-

rechnet. Man kann auch umgekehrt im ersten Fall die

Schnittpunkte, im zweiten Fall die Verbindungsebenen be-

rechnen und gelangt so zu denselben Zeigern. Dies ist

durchzufuhren.

28. Zu zeigen: Die notwendige und hinreichende Be-

dingung daftir, dafs zwei Gerade p, q mit den zwei Gegen-
kanten

(i, k\ (7, m) des Grundtetraeders hyperbolisch liegen,

ist, dafs die zwei Quadrupel, die nach Streichung der Zeiger
mit den Indicespaaren i, k; I,

m iibrig bleiben, einander pro

portional sind.

29. In 40 hatte man ebenso gut statt von den

Gleichungen 55) von den ihnen aquivalenten

^=^1(1=1, 2,3, 4)
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ausgehen konnen, wobei die AH die Adjnnkten in a i1t
\

sind. Man gelangt so zu

72) W t

pi = 2(Ali Amfl
Ami A lll) Pilt

.

Aus dieser Gleichung ist 56) abzuleiten.

30. Es ist durch Rechnung zu bestatigen, dafs 63, a)
die Gleichung einer Kegelflache ist, wenn der Punkt y
fest ist.

31. Soil die Gleiehung 71) wirklich den Tragerkomplex
darstellen, so mufs sie in den Linienzeigern homogen vom
Grade mn sein. Dies ist rein algebraisch durch Betrachtung
der Determinante D zu bestatigen.

32. In Pltickers Werk von 1846 finden sich an der

hier in 44 citierten Stelle die Worte: ,,Eine Gleiehung
zwischen diesen vier Koordinaten*) bestimmt noch keinen

geometrischen Ort fur die gerade Linie, soudern nur ein

Gesetz, nach welchem der unendliche Raum aus geraden
Linien besteht.&quot; In welchem Sinn ist diese auffallende Be-

merkurig zu verstehen?

*) Namlich zwischen r, a, (&amp;gt;,

o (vergl. hier 28).



IV. Abschnitt.

Lineare Stabwalder, Komplexe
und Kongruenzen mit Anwendungen auf

die Mechanik.

45. Die allgemeine lineare Stabgleichung.

Da die Stabgebilde weseiitlich metrische Eigenschaften

haben, setzen wir rechtwinklige homogene Stabzeiger voi&amp;gt;

aus, schreiben also die allgemeine lineare Stabgleichung in

der Form:

Drehen wir das Zeigersystem um den Ursprung und wahlen

av bljCl (41) so*) dafs

so verschwinden die Koeffizienten der neuen Zeiger pv p.
Wir konnen also (zu den ursprunglichen Symbolen q und a

zuruckkehrend) statt 1) die Gleichung

2) Oo+ flts^i+%?t+%%+eSf =0
voraussetzen, die noch immer den allgemeinen linearen Stab-

wald darstellt. Drehen wir das System nochmals um die

X-Achse um den Winkel w, so wird nach 41, Schema 58, b):

qb= cos a) .pb sin a) .pQ , q6= sin w . p5 -f cos w . pe ,

*) Dies 1st immer so moglich, dafs gleichzeitig die Relationen

erfiillt werden, die zwischen den neun Koeffizienten einer orthogonalen
Substitution bestehen miissen.
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wahrend die lineare homogene Funktion, die aus den Gliedern

mit
&amp;lt;72

und
&amp;lt;/3 gebildet wird, in eine ebensolche mit p^ ps

ubergeht. Bestimmen wir w aus

3) 5
cos w -\- 6

sin to = 0,

so verschwindet der Koeffizient von p5
. Indem wir also jetzt

die lineare Stabgleichung in der Form

4) + 2 22+ 3 ^3+ 6?6
=

voraussetzen, haben wir keine Spezialisierung des Stabwalds

vorgenommen, sondern nur seiner Lage gegen das Zeiger-

system. Nehmen wir schliefslich mit letzterem eine Schiebung

vor, so wird nach 41, Gleichungen 61), wenn
t)
=

0,

beliebig ist,

?6=?P2 +P6-
Also geht 4) liber in

+ (2+ 6 X) P2+ 8 P3

Wir setzen zunachst voraus:

6 =f=0,

dann wahlen wir:

und haben also die allgemeine lineare Stabgleichung durch

Zeigertransformation (indem wir wieder q statt p schreiben)
auf die Form gebracht:

5) o+89 r8+e?6= -

Das konstante Glied ist von diesen Rechnungen nicht be-

troffen worden. Die Transformationen gelten also auch fur

den speziellen Fall des linearen Komplexes (a = 0). Wenn
a
e =0, konnen wir durch Drehung um die X-Achse aus 4)

die Form

6) a -fa3 23
=0

erreichen, die in 5) enthalten ist, wenn wir 6
zulassen.

Satz 73: Die allgemeine lineare Stabgleichung
lafst sich durch Zeigertransformation stets auf die

Form 5) bringen.
Wir nennen einen Stabwald allgemein, wenn alle drei

Koeffizienten in 5) von Null verschieden sind, sonst speziell.



46. Der lineare Komplex. 129

46. Der lineare Komplex.

Vom Ergebnis des letzten Paragraphen diskutieren wir
zunachst den Fall des linearen Komplexes (

=
0). Indem wir

setzen, nimmt 5) die Form

7) f&amp;lt;/3+ &amp;lt;?6=0

an oder, wenn wir die Zeiger der Anfangspunkte P=(#, y, z]

und Endpunkte Q= (, 17, )
der Stabe einftihren :

8) ig sj +^ i^o.
Dies ist aber genau die G-leichung 8) des Abschnittes I,

stellt also i. A. ein Gewinde dar; wenn 3 =0, stellt

oder

alle Geraden dar, welche die Z-Achse schneiden; wenn
6
=

0, stellt 23
= oder = z alle Geraden dar, welche

zur X Y-Ebene parallel sind. Also :

Satz 74: Der lineare Komplex ist entweder mit
dem Strahlengewinde oder mit dem Strahlen-

gebiisch identisch;*) die Achse des letzteren kann
im Endlichen oder im Unendlichen liegen.

Nachdem wir dies wissen, konnen wir wieder allgemeine
tetraedrische Zeiger voraussetzen und schreiben die Gleichung
des linearen Komplexes in der Form**)

9)

oder

10)

*) Wir werden die Namen w Gewinde&quot; und B Strahlengebusch
tf

immer wie im ersten Abschnitt verwenden, wahrend wir Blinearer

Komplex&quot; als gemeinsame Bezeichnung beider beibehalten. Die Strahlen-

gebiische nennen wir auch singulare lineare Komplexe.

**) Wo alle vier Indices i, k, I, m auftreten, bezieht sich die
Summe stets auf die drei Anordnungen 12, 34; 13, 42; 14, 23 und
die durch die Vertauschungen der Paare entstehenden, also auf sechs
Olieder.

Zindler, Liniengeometrie. 9
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ferner sei bezeichnet:

11) J2 34+ a, 8 a42 -f au a
2 3
= ^-

Wenn J. = 0, so sind die & Zeiger einer Geraden, und
zwar betrachten wir sie als Achsenzeiger. Dann drttekt 10)

aus, dafs die Geraden a, p sich schneiden
( 39, b). In

diesem Fall ist also 9) oder 10) die Gleichung ernes

Strahlengebiisches.
Wir setzen jetzt voraus:

12) A 4r 0.

In diesem Falle giebt es keine Treffgerade samtlicher Ge
raden p, die 10) erftillen. Denn die Zeiger einer solchen

miifsten mit den aik identisch sein, deren Verhaltnisse dnrch

ftinf passend gewahlte Sextupel pt k vollkommen bestimmt

sind- Also stellt 9) oder 10) nach Satz 74 ein Gewinde
dar. Um die Zuordnung zwischen den Punkten und Ebenen
des Raums zu finden, fiihren wir

in 9) ein und ordnen nach den

(! *2+ tt
l

13)

Denken wir uns den Punkt xk festgehalten, so stellt 13) den

Ort der Punkte y dar, die mit xk verbunden, einen Komplex-
strahl liefern, also die Nullebene des Punktes x. Die

Koeffizienten der y sind daher die Zeiger u dieser Ebene.

Durch das Gewinde wird also eine Zuordnung von der Form

14) ^=1^^(1=1,... 4)
A =

definiert, wobei an 0, & = fc. Setzen wir daher

auch aik= aki ,
so konnen wir 14) in unserem Fall so

schreiben :

a18 *j a23 ^2
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Die Determinante D der aik ist als schiefsymmetrische De-
terminante geracler Ordmmg ein vollstandiges Quadrat (vergl.

Pascal, Determ. 16), und zwar

D = (a12
&amp;lt;z34 -f a, 3

a42 -f a, 4 23 )

2
.

Wegen der Voraussetzung 12) lassen sich die Gleichungen 15)
nach den x auflosen:

womit auch zu jeder Ebene u der Nullpunkt x gefunden ist;

und zwar haben die A ki den gemeinsamen Faktor A (vergl.

32, a)). Nach dessen Weglassung nehmen diese Gleichungen
die Form an:

16)
2

T^=
TX

^
=

Schreibt man die Gleichung des Gewindes in der Form

so hat man in den Gleichungen 15) und 16) auch die Indices

der a nach den ersten beiden Zeilen des Schemas 25) um-
zuschreiben und erhalt:

15 a)
*

~~
* B

~~~
* 4

6
^?
2 -f- 4

^
4

&amp;lt;7M

4
= a

3
a? -f a

B
^
2 4

j?
8

.

T^= 4
M
2+ flT

B
M
3 -f a

6
W
4

16 a)

=

Dabei ist festzuhalten, dafs die
(/. (ubrigens beliebige

tetraedrische) Strahlenzeiger bedeuten.

Die Gleichungen 14) definieren (auch bei beliebiger
Wahl der a, wenn nur die Determinante nicht verschwindet)
eine raumliche Korrelation (lineare reciproke Verwandt-
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schaft). Unsere Korrelation 1st dadurch ausgezeichnet, dafs

jeder Punkt in der ihm zugeordneten Ebene liegt. Fragen
wir nach der allgemeinsten Korrelation, welche diese Eigen-
schaft hat, so mufs

SuiXi =
identisch vermoge 14) erftillt sein; also

=. Saaxl -f

mufs bei willkurlicher Wahl der x verschwinden. Dies legt
den a die Bedingungen auf:

a = 0, abi= auc(i=k),

gerade dieselben, die in unserem Falle erfullt sind.

Satz75: Das durch ein Gewinde definierte Null-

system ist die allgemeinste Korrelation, bei der

jeder Punkt und seine entsprechende Ebene inci
dent sind.

Bei jeder Korrelation entspricht einer Geraden g als

Punktreihe eine Gerade g
1

(ihre Polare) als Achse des der

Punktreihe zugeordneten projektiven Ebenenbtischels. Beim

Nullsystem ist aber auch g die Polare von g ( 5); die

Korrelation eines Nullsystems ist also involutorisch. Falls

g und g verschieden sind, ist jene Projektivitat in unserem
Falle trivial, weil die Punktreihe g und der EbenenbUschel g
sogar perspektiv liegen. Wir sprechen also den betreffenden

Satz nur fiir die Gewindestrahlen aus (welche die in der

Korrelation sich selbst entsprechenden Geraden sind).

Satz 76: Beschreibt ein Punkt einen Gewinde-
strahl

,
so beschreibt seine Nullebene einen pro

jektiven Ebenenbiischel um s.

Wenn eine Gerade Trager einer Punktreihe und zugleich
Achse eines zur Punktreihe projektiven Ebenenbtischels ist,

so sagt man, die Gerade sei Trager einer Korrelation.

47. Weitere Eigenschaften und Erzeugungsweisen
des Gewindes.

a) Wir nehmen ftinf Punkte an, von denen keine vier

in einer Ebene liegen, verbinden sie in irgend einer Reihen-

folge zu einem einfachen raumlichen Funfseit, dessen Ecken
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und Flachen der Reihe nach mit 1, ... 5; I ... V bezeichnet

sein mogen, so dafs I die Flache 512 1st u. s. w. (Fig. 39).

Dann gehen auch keine vier der ftinf Ebenen I, ... V durch

einen Punkt. Denn drei

benachbarte derselben, P
z. B. I, II, III haben

blofs den Punkt 2 ge-

mein, der aber weder
in IV noch in V liegt.

Indem wir also den

Punkten 1, 2, ... bezw.

die Ebenen I, II, ...

zuordnen, ist jedenlalls
eine nicht ausgeartete Korrelation definiert (vergl. Killing,

Analyt. Geom. II, S. 236), von der wir zeigen wollen,
dafs sie ein Nullsystem ist (v. Staudt, Geom. d. Lage,
Art. 325).

Jede Seite des Fiinfseits entspricht sich selbst, dem

SchnittpunktP^ (34, 1) entspricht also die Verbindungsebene
(34, 1), die durch P geht. Im Strahlbiischel (1, 1) entsprechen
die drei Strahlen nach 5, P, 2 also alle Strahlen sich selbst.

Deshalb entspricht jedem Punkte in I, tiberhaupt in einer

der ftinf Ebenen I, II, ... eine Ebene, die durch ihn geht.
Um dasselbe fur einen beliebigen Punkt Q des Eaums zu

zeigen, legen wir durch Q eine Gerade g\ sie schneidet

mindestens drei der Ebenen I, II, ... in lauter verschiedenen

Punkten Pt . Fassen wir g als Punktreihe P auf, so ist g
der Trager eines projektiven Ebenenbtischels, das mit P
perspektiv liegt, da die drei Punkte PI von P in ihren ent-

sprechenden Ebenen liegen. Da mit jedem Nullsystem ein

Gewinde verbunden ist, konnen wir sagen:
Satz 77: Durch ein einfaches raumliches Ftinf-

seit ist ein Gewinde definiert, zu dessen Strahlen
die ftinf Seiten des Ftinfseits gehoren.

b) Aber auch wenn wir ftinf beliebige Strahlen des

Raums als Strahlen eines Gewindes annehmen, so ist dieses

dadurch i. A. gerade eindeutig bestimmt. Denn es seien

^(A=l,...5; t=l,...6)
die Zeiger der ftinf Strahlen, so mufs die Gleichung des

gesuchten Gewindes
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durch alle ftinf Sextupel

Gleichungen

.

= o

V erfiillt werden. Aus den

=l, ...5)

bestimmen sich die Verhaltnisse der a eindeutig, wenn die

Matrix der pW den Rang fiinf hat. Dann kann man die

Gleichung des Gewindes auch in Determinantenform an-

schreiben:

Pi p*

p

pflO

Satz 78: Ein Gewinde ist durch fiinf Strahlen

eindeutig bestimmt, wenn die Matrix ihrer Zeiger
den Rang fiinf hat.

Die geometrische Bedeutung dieser Bedingung konnen
wir erst spater (Satz 102) besprechen.

c) Wir betrachten zwei projektive Strahlbtisehel, bei

denen die Verbindungslinie a ihrer Scheitel mit der Schnitt-

linie ihrer Ebenen identisch und den beiden Biischeln ent-

sprechend gemein sein soil. Dann konnen wir diese pro-

jektiven Blischel p, p nach 39, c) in der Form darstellen :

pi == a,-+ pbi, p
r

i
= ai -\- pbit

wobei die demselben Werte ^ entspreehenden Strahlen ein-

ander zugeordnet sind. Stellen wir die Bedingung auf, dafs

ein Strahl q irgend zwei entsprechende Strahlen der Biischel

schneidet, so mufs sein:

^44.8

eliminieren wir hieraus u, so erhalten wir
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die Gleichung eines linearen Komplexes, der ein Gewinde

1st, wenn b und b sich nicht schneiden. Dann 1st namlich

(vergl. 39,e)):

b )=:a) (b) 2w (b, b
) -f w (b

f

)
= 2aj (6, b

) ^ 0.lo

Wir haben hiermit die Sylvestersche Erzeugungsweise (in

Comptes R. Bd. 52, 1861 auf synthetischem Wege zuerst ab-

geleitet) eines Gewindes kennen gelernt:

Satz 79: Es seien zwei projektive Strahlbiischel

mit einem entsprechend gemeinsamen Strahl aber
in verschiedenen Ebenen und mit verschiedenen
Scheiteln gegeben. Die Gesamtheit der Geraden,
welche zwei entsprechende Strahlen der Btischel

schneiden, bilden ein Gewinde.

Umgekehrt kann ein Gewinde auf oo
5 Arten so erzeugt

werden, da man einen Punkt und eine durchgehende Ebene
als Scheitel und Ebene des einen Biischels willkurlich wahlen

kann. Um zu einer Ebene E den Nullpunkt zu konstruieren,
beachte man, dafs E die beiden Buschel in zwei perspek-
tiven Punktreihen schneidet; das Perspektivitatscentrum ist

also der gesuehte Nullpunkt (duale Konstruktion?).

d) Die Sylvestersche Erzeugungsweise kann dazu bentitzt

werden, ein Gewinde aus fiinf Strahlen # ,
. . . gb

linear zu

konstruieren (Sturm, Liniengeom. Bd. I, Art. 74). Wenn

Fig. 40.
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(A, a) das eine Strahlbtischel dieser Erzeugungsweise ist,

konnen wir A auf g1
und a durch gv

nach c) willkiirlich

annehmen. Es seien (Fig. 40) A^ . . . A6 die Schnittpunkte
von g2J

... ^B mit a; B2 ,
. . . B

b
mit einer anderen Ebene

ft

durch ^ ;
5 ein zweiter Punkt auf ^5 a

a ,
. . . a5 die Strahlen

von ^4 nach A,, . . . A b ;
6
2 ,

. . . 6
5 von 5 nach B^ . . . jB

6 .

Wir haben dann
/?

und gleichzeitig B so zu wahlen, dafs

A (9i, a
*, 8 &amp;gt;

a
4? S) A 5

(#i&amp;gt; ^2&amp;gt; ^3 A&amp;gt; ^5)-

Wir suchen eine Lage B von #, wo dies zunachst blofs

fiir vier Strahlenpaare erreicht ist, namlich:

S
(ffll

b
21 \1 ^) A A

(ffl,
aV aV a4\

wozu wir die Ebene noch willkiirlich durch gl
wahlen

konnen. Wenn B^ der Schnittpunkt (B2
B

8 , g^) ist, so be-

stimmen wir auf B2 B3 einen Punkt B( so dafs

Dann schneidet B B auf g1
den Punkt B aus. Setzt man

in dieser Konstruktion g^ an Stelle von g^, so wird man
einen Punkt B5 statt B[ auf ^2

5
3 und einen Punkt B&quot;

statt B auf ^ erhalten. Die Losung wird dann erreicht

sein, wenn B und B&quot; zusammenfallen, wozu noch ft um g^

gedreht werden kann. Dabei durchlauft B
2
B

3
die Leit-

schar der Eegelschar 9^, der g^ , g2 , ^3 angehoren, daher 5J
einen Strahl ^4 von $ selbst, ebenso Bb einen Strahl gb

von ^R. Die Gerade B[ B4 beschreibt also bei Drehung von

ft
die Leitschar der Kegelschar #4,#4,&amp;lt;7i,

schneidet also auf

g1
eine zum Ebenenbiischel

ft projektive Punktreihe B aus.

Ebenso ist B f

zu
ft,

daher auch zu B projektiv. Wenn
ft

in die Lage a kommt, fallt B in den Schnittpunkt

(A 2
A

B ^ai\ daher B (ebenso B&quot;)
nach A. Also ist A der

eine Doppelpunkt der beiden projektiven Keihen B
,

B&quot;

auf gl ;
der andere Doppelpunkt B und die zugehorige Lage

von
ft

bestimmen das zweite Buschel der Sylvesterschen

Erzeugungsweise .

Es ist nur noch nachzutragen, wie man aus einem

Doppelpunkt A und zwei Paaren P, P ; Q, Q entsprechen-
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der Punkte auf g (Fig. 41) den zweiten Doppelpunkt B
linear konstruiert. Man projiziere P, Q aus einem be-

liebigen Punkte *S auf eine beliebige durch A gehende Ge-
rade h nach P1? Qr Dann sind die Reihen A F Q and

Fig. 41.

A P
1 Q perspektiv mit C als Centrum. Also wird B von

S C auf gl herausgeschnitten.

e) Es sei

17) 2,^^=
die Gleichung eines Gewindes. Wir setzen voraus, dafs wir

zwei Polaren desselben zu Gegenkanten 1 2, 3 4 des Grund-
tetraeders gemacht haben. Dann ist jede Gerade #, welche
diese beiden Kanten schneidet, ein Gewindestrahl. Anderer-

seits sind fiir g nach 39, a

Es mufs also bei willkurlicher Wahl der ubrigen vier Zeiger,
die nurmehr durch die Bedingung p13

&amp;gt;42 -\- PuPzs =
beschrankt ist

?
die Gleichung 17) erfullt sein, insbesondere

auch, w,enn wir g mit der Tetraederkante 1 3 zusammen-
fallen lassen, ftir die nur p42 von Null verschieden ist.

Also mufs a
4 2
=

sein, u. s. w.

Satz 80: Die Gleichung eines Gewindes, in dem
die Kanten

z,
k und l,m des Grundtetraeders polar

sind, hat die Form:

18) &amp;lt;*i kpik -f atm pim = 0.
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Aus Satz 47 finden wir

und aus Gleichung 18) fur die Gewindestrahlen :

Pik aim

Pirn &amp;lt;*&amp;gt;ik

also gilt fiir diese:

_^_ ==
a

&quot;
c^

d h .

Mim aik cik

Satz 81: Das Verhaltnis der Momente eines be-

liebigen Gewindestrahls bezttglich zweier fester
Polaren ist konstant.

Es zeigt sich neuerdings, dafs ein Gewinde durch zwei

Polaren und einen Strahl bestimmt ist; denn durch diesen

ist jene Konstante bestimmt.

f) Satz 82: Bildet man alle Strahlen eines Ge-
windes G durch eine Kollineation oder eine Kor
relation ab, so entsteht wieder ein Gewinde.

Denn man denke sich G durch ein Nullsystem definiert;

dieses wird als eine Korrelation durch eine Kollineation

oder eine Korrelation wieder in eine Korrelation und zwar

wegen der Erhaltung der Incidenzbeziehungen in ein Null-

system ubergefuhrt.

Da es nun oo 15
Kollineationen, aber nur oo

5 Gewinde

giebt, so folgt, dafs ein Gewinde bei oo 10 Kollineationen

in sich selbst ubergefuhrt wird oder sie ,,gestattet&quot;; ebenso

gestattet es oo 10 Korrelationen.

48. Der lineare Stabwald.

a) Die lineare Stabgleichung lafst sich nach Satz 73

auf die Form

19) + ?3 +y&amp;lt;Ze
=

bringen. Wir setzen zuerst voraus, dafs alle drei Koeffizienten

von Null verschieden sind, also der Stabwald allgemein
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1st. Lassen wir das konstante Glied fort, so erhalten wir

die Gleichung eines Gewindes :

20) /?, + y?. = o
a

oder, wenn ==f gesetzt wird,

21) t?3 + ?e=0,
das auch bei Untersuchung von @ eine Rolle spielt und das

diesem Stabwald zugehorige Gewinde heifsen soil. Seine

Achse heifse auch Achse von . Aus 41 geht hervor,
dafs bei Verschiebung eines Stabes langs der J^-Achse sich

nur die Zeiger q , qb andern, bei einer Drehung um die

Z-Achse nur die Zeiger &amp;lt;?i&amp;gt; #2? &amp;lt;74&amp;gt; ?5&amp;gt;

die a^er IQ 19) nicht

auftreten. @ gestattet also jede Schraubung um die Z-Achse.

Um daher samtliche Stabe von @ kennen zu lernen, geniigt

es, einen Punkt P auf der X-Achse zu verschieben und stets

eine durch ihn gehehende, zur X-Achse senkrechte Ebene
e mitzufiihren. Wenn man in alien Strahlbuscheln (P, )

die Lange der Stabe bestimmt hat, so kann hieraus durch

Schraubung jeder andere Stab von @ gefunden werden.

Jedem Punkt
(a?, y, z) ist durch @ nach Satz 67 eine

Ebene zugeordnet, deren Gleichung in den laufenden Zeigern
#

, y
f

,
z lautet :

22) a+ (z
-

z) + y (
Xy
- x y)

= 0.

Insbesondere ist also dem Punkte Pz=(as= c,y= z= Q)
die Ebene TC

23) a+ ftz
f+yey = Q

zugeordnet. Sie schneidet e in einer Geraden
7i,

welche

die Langen der Stabe des Biischels (P, e) begrenzt. Der

Neigungswinkel v von h gegen die X Y-Ebene ist bestimmt

durch (vergl. die Winkelzahlung und die Figuren in 8)

, yc c
tan/: .!_. ._.

Ebenso grofs ist aber nach Abschnitt I, Gleichung 12) die

Neigung desjenigen Strahls s von
,
der dem Buschel (P, e)

angehort. h entsteht also aus s durch Schiebung langs der

Z-Richtung um die von c unabhangige Strecke und

n ist der Nullebene von P in parallel.
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Satz 83: Die den Punkten des Raums durch
einen linearen Stabwald zugeordneten Ebenen ent-

stehen aus den Nullebenen des zugehbrigen Ge-
windes durch Verschiebung langs der Achsen-

richtung um eine konstante Strecke (vergl. auch

Pliicker, Fund. Views regarding Mechanics, 1866; Ges.

math. Abh. No. 35).

Betrachten wir nochmals die Konstruktion in 15, b

(Fig. 17), so liegt bei willkurlicher Wahl des dortigen g im
Biischel (P, e) der Endpunkt S stets auf der festen Geraden

QS, die aus dem Gewindestrahl G durch Schiebung langs
des Vektors k =k ensteht. Wahlen wir also den Bestand-

teil k einer Dyname gleich und bestimmen hierauf
P

den Bestandteil m aus m kt ( 15, a), also

a
/? _ , a

~

P y
=

y
}

so steht diese Dyname ) mit in einem innigen Zu-

sammenhang:
Satz 84: Die Stabe eines allgemeinen linearen

Stabwalds sind identisch mit der Gesamtheit aller

Stabkreuze, die einer gewissen Dyname aqui-
valent sind.

Um den Zusammenhang zwischen ) uud @ noch tiber-

sichtlicher zum Ausdruck zu bringen, ftthren wir in 19) die

Grofsen k
y
m statt der bisherigen Koeffizienten ein. Indem

wir mit multiplizieren, erhalten wir:

24) m qz -\- kq&
m k = .

Das charakteristische dieser Gleichung ist, dafs das konstante

Glied gleich dem negativen Produkt der beiden anderen

Koeffizienten ist. Diese Form heifse die Normalform der

Gleichung.*)

*) Sie spielt, wie wir bald sehen werden, eine ahnliche Rolle,

wie die Hessesche Normalform der Gleichung einer Ebene. Wahrend
es aber zwei Normalformen der Gleichung einer Ebene gibt (durch

Muitiplikation mit 1 entsteht wieder eine solche), ist hier bei einem

bestimrnten Zeigersystem nur eine vorhanden. Dagegen kann man eine

mit 24) gleichberechtigte Normalform erreichen, indem man die Rich-
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Hiernach kann man unmittelbar, wenn $) gegeben 1st,

die Gleichung des Stabwalds hinschreiben und umgekehrt,
wenn @ zunachst in dieser speziellen Lage zum Zeiger-

system gegeben 1st, ) finden, indem man die Gleichung von

&amp;lt;S auf die Normalform bringt. @ ist nur vom Verhaltnis

m : k abhangig, @ jedoch auch von den absoluten Grbfsen
der Bestandteile der Dyname. Zu jedem Gewinde gehoren
also oo 1 Stabwalder. Man sieht aus Satz 83 sehr deutlich,
in welcher Weise die Stabe der Stabkreuze unendlich wer-

den, wenn sich ihre Trager den Strahlen des zugehorigen
Gewindes nahern. Wir nennen einen Stabwald zugleich
mit dem zugehorigen Gewinde rechts- oder links-

gewunden.

b) Der Zusammenhang des Satzes 84 besteht nicht

mehr im Falle eines speziellen Stabwalds. Ist namlich

0=0 (f=0), so tritt an Stelle von ) eine Einzelkraft k

auf der Z-Achse. Andererseits reduziert sich Gleichung 23) auf

25) a + yey
r = 0.

Der Stabwald enthalt also auch Stabe, die zu k windschief

sind, wahrend alle Stabe, die durch Zerlegung von k in

zwei Krafte erhalten werden konnen, k selbst schneiden.

Vielmehr lafst sich der Stabwald jetzt geometrisch so

charakterisieren :

tung der Z-Achse umkehrt (in der That war a&amp;gt; durch Gleichung 3)
nur bis auf n bestimmt). Dann mufs man noch die Richtung einer

zweiten Achse, z. B. der Y-Achse umkehren, damit das Zeigersystem
von erster Art bleibt. Nennt man die neuen Zeiger

&amp;lt;^,

so ist

g.i
=

fy aufser q = +g4
.

Die q{ geniigen also der Gleichung

24 a) mq3 kq&
mk= 0,

was wieder eine Normalform ist. Durch Vergleich mit

m ^-f *Si m * =
findet man:

m = m
,

k = fe
,

was geometrisch selbstverstandlich ist. Trotzdem also bei einem be-

stimmten Zeigersystem nur eine Normalform existiert, kann man doch
immer eine Normalform erreichen, bei welcher der Koefflzient von q&

positiv ist, was darauf hinauskommt, die positive Richtung der Z-
Achse ubereinstimmend mit dem Stabteil der Dyname zu wahlen; m
kann dann noch doppeltes Vorzeichen haben.
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Satz 85: Die Gleiehung a jr yq6
= umfafst alle

Stabe, die bezuglich eines Einheitsstabes der

/^-Achse das konstante Moment -- haben.
7

Denn 25) stellt eine Ebene parallel zur Z-Achse dar.

Verschiebt man den Endpunkt des Stabes in ihrer Schnitt-

linie mit e, so andert sich die Projektion des Stabes auf die

X Y-Stelhmg nicht, daher auch nicht sein Moment bezuglich der

Z-Achse, das durch cy bestimmt ist. Unmittelbar ergiebt sich:

Satz 86: Die Gleiehung a-\-fiqs
= Q umfafst alle

Stabe, deren Projektion auf die Z-Richtung einen

konstanten Vektor von der Lange --r ergiebt.
p

Im Falle des Satzes 85 haben alle Stabe des Waldes

gegen einen beliebigen Stab k der Z-Achse das konstante

Moment -- . Analog tritt hier im Falle y (I
=

oo)

ein blofses Drehmoment m, das durch ein Feld reprasentiert
wird ( 36), an Stelle der Dyname und alle Stabe des Waldes
bestimmen mit dem Felde m ein konstantes Volumen, wenn
man das Feld als Basis eines Cylinders betrachtet, dessen

Erzeugende die Richtung und Lange eines solchen Stabes

haben.

Wir nennen einen speziellen Stabwald des Satzes 85

erster Art, einen des Satzes 86 zweiter Art. Ersterem ist

ein Strahlengebiisch mit einer Achse im Endlichen, letzterem

mit einer Achse im Unendlichen als ,,zugehorig&quot; zugeordnet.
Man erhalt seine Gleiehung, indem man das konstante Glied

Null setzt.

c) Wir mussen die Betrachtungen in a) auf eine be-

liebige Lage des Stabwaldes gegen das Zeigersystem S aus-

dehnen : Eine solche erhalten wir, wenn wir die Gleiehung 24)

einer beliebigen Zeigertransformation unterwerfen. Wir

drehen zuerst S um den Ursprung in die Lage AS . Wenn
die neuen Zeiger qi heifsen, so geht 24) nach 41 dadurch

ttber in

26) m(c1 q(+ c
9 q2+ c

B qs)+ k(c1 q^+ c
9 qi+ c

9 q
f

6)
km= Q.

Verschieben wir S in die Endlage $&quot;,
und nennen die

neuen Zeiger p^ so geht 26) in
ejne

Form tiber:

2ai+ 3 pi a = 0,



48. Der lineare Stabwald. 143

oder indem wir wieder qi schreiben : *)

27) fl&amp;lt; +8# = -

Dabei 1st nach 41, Gleichungen 61):

28) a
5
= m c

2
4- k (cs j c

29) &amp;lt;?!

=
&&amp;lt;?!,

a
2
= kc

2 ,

30) a
o
= k m .

Bilden wir

1

so wird der Koeffizient von k* Null
;
also :

oder:

Satz 87: Fur einen allgemeinen Stabwald ist A
von Null verschieden.

Die Beziehung 31) ist fttr die Grofsen a charakteristisch,

wenn wir von einer Normalform der Gleichung 24) aus-

gehen. Wenn sie erftillt ist, wollen wir auch hier 27) eine

,,Normalform&quot; der Gleichung des Stabwalds oder eine

Normalgleichung desselben nennen. Aus einer be-

liebigen Form

konnen wir die Normalform durch Multiplikation mit einem

geeigneten Faktor N erhalten. Wenn
3

1

so bestimmt sich der ,.normalmachende&quot; Faktor eindeutig aus

also

33)

*) Wamm wir den Koeffizienten von p i
mit a

i+ 3
und nicht mit a

i

bezeichnen, wird im nachsten Paragraphen ersichtlich werden.
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Wir kehren zur Normalgleichung 27) und der geo-
metrischen Bedeutung ihrer Koeffizienten zurttck: Wie aus

Schema 58) in 41 hervorgeht, sind c
iy

c
2 ,

c
3

die Richtungs-
cosinus der Achse a des Stabwalds bezuglich S&quot;

; , t), % die

Zeiger des Ursprungs von S&quot; beziiglich oder AS . Wenn
wir uns aber auf den Standpunkt stellen, die Gleichung 27)
and somit S&quot; seien ursprunglich gegeben, so sind j, t),

5 die Zeiger eines Punktes von a beztiglich S&quot;. Wenn
also eine Dyname und ihre Lage gegen das Zeigersystem
durch die Grofsen

34) k, m, c
17

c
a ,

c
8 , 5, t),

gegeben ist, so konnen wir vermoge der Gleichungen 28)

bis 30) die Gleichung 27) des zugehorigen Stabwalds

hinschreiben.

Wollen wir umgekehrt aus der Gleichung eines Stab

walds die geometrischen Bestimmungsstucke der zugehorigen

Dyname ermitteln, so mussen wir seine Gleichung zuerst

auf die Normalform bringen und dann die Gleichungen 28)

bis 30) (worunter sechs unabhangige), nach den Grofsen 34)
auflosen. Dies sind zwar 8 Grofsen, jedoch ist 2c 2=l
und von den Grofsen j, ^, ist der Natur der Sache nach

eine willkiirlich, da jeder Punkt von a die gleiche Rolle

spielt. Wir finden aus 29):

a35) k=Yal + a

und dtirfen den positiven Wert der Wurzel wahlen (vergl.

die Anmerkung unter a)); dann aus 28) und 30):

36) !
a
4 -j-

a
2
a
5 -f a

g
a
6
= k m

also

37)

-

W= A,

m ^

aus 29):
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wodurch 28) die Gestalt annehmen:

145

39)

d) Wir konnten nun eine der Grbfsen j,

wahlen und die anderen beiden

berechnen. Statt dessen suchen wir

die Zeiger cu des Stabes k= Q R.

Setzt man im Ursprung einen

Stab k an, dessen Vektorteil gleich
dem von k ist (Fig. 42), so sind

nach Gleichung 29) a
, 2 ,

a
s

die

Zeiger seines Endpunktes P, wah-
rend ( , t), &)

= # ein Punkt

von a ist. Es sei OR P die Pro-

jektion des Dreiecks ORP auf die

XY-Ebene, so ist

willktirlich

Fig. 42.

Ebenso grofs ist also ZOQ JR
,
was der Zeiger a6 von k

ist (Satz 48) ;
d. h. auf der linken Seite von 39) stehen

Zeiger von k und zugleich (wovon wir noch Gebrauch machen

werden) die Komponenten des Moments des Kraftepaars

k, k . Die Grofse A stellt auch einen bestimmten korper-
lichen Inhalt mk dar (Gleichung 37), andert sich also bei

einer Zeigertransformation nicht. Sie heifst deshalb eine

Invariante des Stabwalds; eine zweite Invariante ist I. Es
ist geometrisch klar, dafs es nur zwei unabhangige In-

varianten eines Stabwalds giebt. Vom algebraisehen Stand-

punkt wird man am einfachsten

A = o a
4 -f 2

a
5 und a* + ajj

vom geometrischen Standpunkt m und k oder m k und l =
iC

als solche wahlen. Wenn also ein allgemeiner linearer Stab
wald durch seine Gleichung gegeben ist, so hat man zur

Bestimmung der zugehorigen Byname (k, m) folgende Regel :

Zindler, Liniengeometrie. 10
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Satz 88: Man bringe seine Gleichung auf die
Normalform

Dann 1st:*)

35)

38)

und die Zeiger a von k sind:

40)
ai = ai

(=!, 2, 3)
f at

-
v

Der Stabwald und das zugehorige Gewinde sind
links oder rechts gewunden, je nachdem A positiv
oder negativ ist.

Der letzte Teil des Satzes folgt aus Satz 14 und

Gleichung 38). Da das konstante Glied von den Zeiger-
transformationen nicht betroffen wird, gilt Satz 88, soweit

er die Ermittlung von I und a betrifft, auch fiir ein Ge
winde (a = 0); von den a kommen dann nur die Ver-

haltnisse in Betracht.

e) Wenn der Stabwald speziell ist, so kann man die-

selben Umformungen, die wir in c) mit der Gleichung 24)

vorgenommen haben, (da jetzt keine Normalform existiert),

an die Gleiehung 19) ankniipfen, in der (da der Fall a

soeben erledigt wurde) entweder ft oder y Null zu setzen

ist. Man hat dementspreehend in den Gleicbungen unter c)

entweder m = oder k= zu setzen und zugleich be-

ziehungsweise entweder k wieder durch y, oder m durch ft

zu ersetzen.

Satz 89: Wenn die Invariante A einer linearen

Stabgleichung Null ist, liegt ein spezieller Stab-

* Man beachte, dafs av a
2 ,

a
8 , !, ^ von der ersten. a

4 ,
a
5 , a

6 ,
m

von der zweiten, A von der dritten Dimension sind. Der Zusammenhang
zwischen den Zeigern einer Dyname und denen ihrer Achse, wie er

durch die Gleichungen 38) und 40) ausgedriickt ist, diirfte zuerst von
Frank e (Uber geom. Eigensch. von Krafte- und Kot.-Syst. in Verb,

mit Linienkompl., Wiener Ber., Bd. 84, II, 1881) angegeben sein.



49. Zeiger einer Schraube und eines linearen Komplexes. 147

wald vor; er 1st von der ersten oder zweiten Art,
je nachdem !,a2 ,a3 nicht alle Null sind oder Null sind.

1m ersten Fall sind seine geometrischen Bestimmungs-
stticke ebenfalls durch Gleichung 40) (wobei jetzt nur die

Verhaltnisse der cu in Betracht kommen) und nach Satz 85
durch

41) M=

gegeben. Im zweiten Fall (vergl. Satz 86) ist der Stabwald
durch einen Vektor der Lange

42) o=

dessenRichtungscosinus proportional a4 ,a5 ,a6 sind, geometrisch
vollkommen charakterisiert.

49. Zeiger einer Sehraube und eines linearen

Komplexes.
Ein linearer Stabwald sei durch

43)

gegeben, wobei, wenn A 3= 0, die Normalform vorliegen,
also a = A sein soil. Wir wurden im vorigen Paragraph
zu einer mechanischen Deutung derselben gedrangt; aber

die Resultate gelten ebenso fur ein beliebiges Strecken-

system, das den Gesetzen der geometrischen Addition der

Stabe unterworfen ist, also fur die ,,Schrauben&quot; ( 36) und
die ihnen aquivalenten Stabkreuze. Wir haben nur der An-
schaulichkeit halber die mechanische Einkleidung vorgezogen,
und um bequemer an 15 anknupfen zu konnen.

Wir konnen also 43) ebenso gut wie als Gleichung eines

Stabwaldes auch als Gleichung der Schraube auffassen, die

mit dem Stabwald verbunden ist und haben die Bestimmungs-
stiicke dieser Schraube in Satz 88 finden gelernt. Die Schraube
ist durch die sechs Grofsen a^ ,

. . .
6 eindeutig bestimmt und

umgekehrt (nur mttssen wir den Stab und das Feld als Aus-

artungen der eigentlichen Schraube unter den allgemeinen
10*
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Begriff mitzahlen). Wir nennen deshalb diese sechs Grofsen

die Zeiger der Schraube und wollen jetzt ihre geometrische

Bedeutung ermitteln : Wir setzen zuerst A rj= voraus, be-

halten die Symbole &, m der Bestandteile einer Byname auch
fiir die Schraube S bei und konnen 2 auf den Ursprung
des Zeigersystems reduzieren

( 14), indem wir k nach k
r

parallel verschieben (Fig. 42) und das Kraftepaar $J3
=

(k, k
)

hinzufugen, dessen Komponenten ^, $P2 , -p8 sein mogen. Dann
konnen wir die Gleichungen 28), die den Zusammenhang
zwischen drei Zeigern und geometrischen Bestimmungsstucken
von 2 ausdriicken, auch so schreiben (vergl. 48, d)):

44) ^+ 3 = m Ci + % (i =1,2, 3).

Es sind also a^a^ a
Q

die Komponenten des gesamten Feldes,

das nach Reduktion von S auf den Ursprung des Zeiger

systems auftritt; also:

Satz 90: Von den sechs Zeigern der durch die

Normalgleichung

43) 2&amp;lt;+3#
&amp;lt;z
= (A = o

)

dargestellten Schraube bedeuten a
, 2 , 3

die Zeiger
des Stabes, a

4 ,
a
B ,

a
6

die Zeiger des Feldes, die nach
Reduktion der Schraube auf den Ursprung des

Zeigersystems auftreten.

Dasselbe gilt auch noch, wie man aus 48, e) unmittel-

bar sieht, wenn die Schraube von vornherein in einen Stab

oder ein Feld ausgeartet war; nur fallt dann die Bedingung

fort, dafs 43) eine Normalgleichung sein soil.

Deuten wir die Schraube als Byname, so sind also a
,

a
2 ,

a
s

die Komponenten der Kraft; a
4 , 5 ,

a
6

die des Mo-

mentes bei Reduktion auf den Ursprung. Beuten wir die

Schraube als Windung, so sind
15

a
2 , a^

die Komponenten
der Brehungsgeschwindigkeit; a

4 ,
a
B ,

a
6
die der Translations-

geschwindigkeit bei Reduktion auf den Ursprung. Benn 6

bedeutet zunachst zwei entgegengesetzt gleiche Brehungs-

geschwindigkeiten um parallele Achsen in der X Y-Ebene
;

diese setzen sich aber (Anfang des 18) zu einer Trans

lation in der ^-Richtung zusammen. Wir nennen in diesen

Fallen die
a&amp;lt;

auch die ,,Zeiger der Byname&quot; bezw. ,,der

Windung&quot;.
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Zur Schraube und zum Stabwald gehort ein linearer

Komplex

43, a) oi+8# = 0,

der durch die Verhaltnisse der a* eindeutig bestimmt 1st

(ebenso umgekehrt); wir nennen daher die a, von denen

jetzt nur die Verhaltnisse in Betracht kommen, die Zeiger
des Komplexes. Wenn insbesondere A = 0, so sind die

Zeiger des Strahlengebiisches zugleich die Stralenzeiger
des Tragers.*). Dies veranlafst uns, nicht nur bei einer Ge-

raden, sondern auch bei einem linearen Komplex und einer

Schraube Strahlenzeiger und Achsenzeiger zu unter-

scheiden. Da namlich die Gleichung

wenn sowohl die a als die q Strahlenzeiger (Achsenzeiger)
einer Geraden bedeuten, bei festen a einen Spezialfall eines

linearen Komplexes darstellt, so ist es folgerichtig, auch im
Fall eines Gewindes oder einer Schraube

die Grofsen a die Strahlenzeiger (Achsenzeiger) des Gewindes,
bezw. der Schraube zu nennen. Sind also bt die Achsen

zeiger (Strahlenzeiger) desselben Gebildes, so ist auch hier

45) bi

Schreibt man dagegen die Gleichung der Schraube in der
Form

so ist der Koeffizient des i-ten Strahlenzeigers eines Stabes q
der gleichnamige Achsenzeiger der Schraube und umgekehrt.

Dies ist entsprechend auf die andere Schreibweise einer

Gewindegleichung zu ubertragen: Sind also in

die 7t die Strahlenzeiger eines Gewindestrahls, so wollen
wir die a Achsenzeiger des Gewindes selbst nennen. Das-
selbe ist bei der Schreibweise

=
*) Das ware nicht der Fall gewesen, wenn wir die Stabgleichung

geschrieben batten.
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der Fall, wenn die p Achsenzeiger sind. Wir haben also

in 46 Achsenzeiger des Gewindes verwendet; hier jedoch,
wie immer bei einem reehtwinkligen System, Strahlenzeiger
der Schraube (Byname, Windung). Zu einem Komplex ge-
horen oo 1 metrische Schrauben (vergl. 36).

Satz 91: Es giebt oo
6 Schrauben.

50. Anwendungen auf die raumlichen

Kraftesysteme.

Wir berechnen zuerst das Moment einer Dyname $), die

durch ihre Zeiger a; gegeben ist, bezttglich einer Achse a.

Wir konnen 3) durch jedes aquivalente Kraftesystem, also

auch durch dasjenige ersetzen, das durch die sechs Zeiger

a,- dargestellt wird (Satz 90).

M=2M(ai, a}.

Hier treten zweierlei Momente auf, namlich der drei Stabe

an av S und der drei Felder a
4 ,

a
5 ,

a
6

. Denken wir uns

auf a einen Einheitsstab a mit den Zeigern a, so drucken

sich die Momente zweiter Art unmittelbar durch die Zeiger aus :

weil a3 als Hohe des auf Seite 97 ( 36) konstruierten

Cylinders betrachtet werden kann. Um auch die anderen

drei Momente am raschesten auszudrueken, beachten wir,

dafs wir zwei Stabe mit Beibehaltung ihrer Trager ver-

tauschen konnen ohne den Tetraederinhalt, der ihr Moment

darstellt, zu andern. Es ist also M(aB , a) auch gleich dem
Moment eines Stabes G von der Lange a

8 auf a in Bezug
auf einen Einheitsstab e auf der Z-Achse. Nun konnen wir a

wieder in seine Zeiger a
3 ctj zerlegen; daher

weil von den sechs Zeigern von a nur das Feld 3 ae mit e

ein von Null verschiedenes Volumen bestimmt. Uberhaupt
sieht man aus dieser Uberlegung, dafs man, wenn vom
Momente zweier beliebigen Stabe die Rede ist, jeden Stab

durch ein beliebiges aquivalentes Stabsystem oder Schrauben-

system ersetzen kann, ohne Riicksicht darauf, ob der Stab

eine Kraft oder eine Achse bedeutet.
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Satz 92: Wenn at die Zeiger einer Dyname 3),

Qi die Zeiger eines Einheitsstabes a auf der Achse a

sind, so ist das Moment M von $) beztiglich a:

46) M = Soi +s Cii.

Reduziert sich $) insbesondere auf einen Stab (fy), so

ist U6i+3 a der sechsfache Inhalt des durch (bt) und a be-

stiramten Tetraeders, also

47) 6.F=2&&amp;lt; + 8 aj

das Moment zweier beliebigen Stabe (b) und (a). Durch 46)

gewinnt die Normalgleichung 43) eines Stabwalds eine neue

Deutung: Unter dem Moment von $) beztiglich eines Stabes

qi haben wir das Moment beztiglich des Tragers des Stabes

( 13) multipliziert mit der Lange des Stabes zu verstehen.

Indem wir also Gleichung 46) mit der Lange des Stabes
&amp;lt;/

multiplizieren ,
erhalten wir Scti+ s qi ^ls Ausdruck des

Momentes von 5) beztiglich q^.

Das Moment M von 2) beztiglich des Tragers von

qi ist:

2
&amp;lt;*i+ 3 qi

weil wir duroh die Lange des Stabes dividieren mtissen. Also:

Satz 93: Sat+zqi ist das Moment der Dyname (a&amp;lt;)

beztiglich des Stabes (qi). Alle Stabe, beztiglich
deren eine Dyname ein konstantes Moment hat,
bilden einen linearen Stabwald und umgekehrt.
Alle Achsen, bezttglich deren eine Dyname ein kon
stantes Moment M hat, bilden einen quadratischen
Strahlenkomplex ( 2

.

Seine Gleichung ist namlich:*)

48) (S a, + 3 qtf
- M *

(q\ + ?J + jj)
= 0.

Man kann tibrigens den letzten Teil des Satzes 93 (und
noch mehr) noch anders erschliefsen : Um namlich die Achsen

*) Dieser Komplex findet sich schon bei Franke in der bei

Satz 88 citierten Schrift und wurde von Segre (Sur les droites, qui
ont des mom. donnes . . ., J. f. Math., Bd. 97

; 1884; genauer untersucht.
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konstanten Moments zu finden, hat man aus dem Stabwald
des Satzes 93 die Einheitsstabe, also solche konstanter Lange
herauszusuchen. Da aber die durch einen Punkt P gehenden
nach Satz 83 durch eine Ebene begrenzt werden, bilden sie

einen Rotationskegel.
Satz 94: Die Komplexkegel von (

2
sind Rotations

kegel, deren Achsen auf den Nullebenen senkrecht

stehen, die ihren Spitzen im zugehorigen Gewinde
zngeordnet sind. Die Komplexkurven sind Kreise,
die den Nullpunkt ihrer Ebene E zum Mittelpunkt
haben.

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, dafs das Moment
von 5) beziiglich einer in E liegenden Achse dem Abstand
der Achse vom Nullpunkt von E proportional ist (vergl.

Ubungsaufg. 15). Ersetzt man eine Dyname durch ein

gleichwertiges Kraftkreuz und betrachtet einen Stab des

Kreuzes als einen Stab
&amp;lt;#

des Satzes 93, so erhalt man
aus Satz 84 nochmals einen Beweis des Satzes von Chasles
in 16.

51. Die Berechnung der polaren Stabe und Geraden.

Wir nennen jeden von zwei nach Satz 84 einander zu-

geordneten Staben eines linearen Stabwalds @ den Polar-
stab des anderen. Wenn die Verhaltnisse der Zeiger

&amp;lt;?

eines

Stabes von &amp;lt;e&amp;gt; gegeben sind, wird man wtinschen, die Zeiger

qi des Polarstabes berechnen zu konnen. Dies mufs nach
Satz 24 moglich sein. Sollen das Stabkreuz (#), (qt) und
die Dyname (mit den Zeigern o&amp;lt;) Equivalent sein, so miissen

beide beztiglich eines beliebigen Stabes zt des Raumes
dasselbe Moment haben. Also mufs sein:

2 * + a %i= 2
(qt + a -f- qi+ 3)

zi-

Wir konnen insbesondere fe) nacheinander mit Staben in

den Zeigerachsen und mit Feldern in den Zeigerebenen zu-

sammenfallen lassen, woraus folgt:

49) q i
=

0,4 qit

Hiermit ist die Aufgabe gelost, da man die absoluten Be-

trage der qt aus der Gleichung von @:

=A
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oder

w (a, q)=A
berechnen kann. In der That kann man bestatigen, dafs

erstens (q$ iiberhaupt ein Stab 1st und dafs er zweitens @
angehort. Es 1st namlich

( 39, c) erstens

w (q
f

)
= w (a q)

= o)(a) 2 w (a, q) -j- w (q)

= 2A 2A + Q = Q
7

zweitens

w (a, q )
w (a, a q) 10 (a, a) w (a, q)

= 2A A=A.

Satz 95: Die gleichnamigen Zeiger zweier polaren
Stabe erganzen sich zu den Zeigern der aquivalenten
Dyname.

Dieser Satz ergiebt sich aus der geometrischen Be-

dentung der Zeiger auch unmittelbar, wenn man die Stabe
ebenso wie die Dyname auf den Ursprung des Zeigersystems
reduziert denkt.

Wir mttssen die analoge Aufgabe noch fiir ein Gewinde
losen: Seine Gleichung laute:

6 6

50) a&amp;lt;+ 8
J&amp;gt;i

= *P

Wir konnten die Zeiger qt einer beliebigen Geraden des

Ramnes, zu der die Polare zu suchen 1st, als Trager eines

Stabes eines zugehorigen Stabwalds

6

o,i _}_ 3 qi
= konst.

betrachten, dann Gleichung 49) anwenden und nachtraglich
von der Lange des Stabes

(&amp;lt;?J) absehen, indem wir nur die

Verhaltnisse der q\ berucksichtigen. Man wird aber wtinschen,
die ^ unmittelbar aus einer Formel zu berechnen, in der

die Linienzeiger nur homogen auftreten; eine solche erhalt

man, indem man 49) mit

multipliziert :

6

lai + 3 qi Aq{
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Indem man statt dieser q\ irgendwelche ihnen proportionate
Grofsen ebenso bezeichnet und dementsprechend links statt

A einen beliebigen Proportionalitatsfaktor Q schreibt, erhalt

man (Reye, Journ. f. Math. Bd. 95):

51) Qqi
= atw (a, q) Aq{.

Man kann in der That bestatigen, dafs jeder Komplexstrahl pi

(also 2aipi+ 3
=

0), der die Gerade
(&amp;lt;?,-)

schneidet (also
idet (Spi^q

f

i
=

0).
=

0), auch die Polare (q
r

) schnei

Denn aus 51) folgt:

i
= to (a, q) I

Wir dachten uns urspriinglich rechtwinklige Linienzeiger. Aber
der Nachweis der letzten fur die Polare charakteristischen

Eigenschaft ist hiervon unabhangig; also gilt 51) auch fttr

tetraedrische Linienzeiger.

52. Das Moment zweier Schrauben
und zweier Komplexe; die Arbeit einer Dyname

bei einer Windung.

a) Wir haben uns bisher im Ausdruck ^a,-_f_ 3 ^ die
&amp;lt;?

stets als Zeiger eines Stabes, also der Relation w(q) = Q

unterworfen gedacht. Es hindert nichts, davon abzusehen
und zu definieren: Unter dem Moment M zweier Schrauben 2(

und 21
,
deren Zeiger a und a\ sind, versteht man:

52) M=
i ^ai+ 3ai

= Zai a i + 3 .

Diese Begriffserweiterung ist allerdings zunachst rein formal,
wird aber sogleich einen wirklichen Inhalt gewinnen, wenn
wir das Moment zweier Schrauben durch ihre geometrischen

Bestimmungsstiicke ausdriicken; sie wird uberdies eine

wichtige mechanische Anwendung erfahren (b).

Es seien &, k die Stabanteile der beiden Schrauben und

zugleich die Langen der Stabe
; , J die Zeiger der Stabe,

Fder durch sie bestimmte Tetraederinhalt
; m, m die Feld-

anteile der Schrauben; f, I die Parameter der zugehorigen

Gewinde; d= NN der kttrzeste Abstand und w derWinkel
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der positiven Richtungen ihrer Achsen. Es ist an und ftir

sich gleichgtiltig, in welchem Drehungssinn man w zahlt;
nur ist durch die Art der Zahlung das Vorzeichen von d
nach 12, b) bestimmt. Wir konnen die Gleichungen 40)
so schreiben:

r f

Q&amp;gt;i Cfj Ct&amp;gt;i ftj .

-&amp;lt; a5 +3 = a2 + 3 + f; 1)2 3)l

also nach 52):

KON H/f VI t I /* I *f\ V&amp;gt; t

oo) M = L &i _|_ 3 -j- (i -\- i )
z cti a^.

Nun ist nach einer Grundformel der analytischen Geometric:

3

ZctiCti
1

=CQSW,

also nach Gleichung 47) und Satz 16:

wobei V nach der Regel von 12 mit einem Vorzeichen
behaftet ist. Nach Abschnitt I, Gleichung 15) konnen wir
schreiben :

54) M = kk
f

[(! + f)
cos a&amp;gt; d. sin at].

Wir haben aus dem Moment zweier Stabe in 12, c) das

Moment ihrer Trager abgeleitet, indem wir die Stabe durch

Einheitsstabe ersetzten. Analog bekoinmen wir, wenn wir

die Schrauben durch Einheitsschrauben
( 36) ersetzen,

einen Ausdruck, der noch immer ftir die zwei Komplexe
oharakteristisch ist, die zu den Schrauben 51, 51 gehoren.
Wir nennen ihn daher das Moment (

$Jl zweier Komplexe:*)

55) m= (I+ I ) cos w d . sin w.

Alle in diesem Paragraph abgeleiteten Formeln gelten
nach 49 auch noch, wenn sich eine oder beide Schrauben
auf einen Stab reduzieren. Im letzteren Fall wird I = f= 0,

*) Der Ausdruck auf der rechten Seite von 55) tritt zuerst bei
Klein auf, Math. Ann. Bd. II, S. 368 (1870).
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und man erhalt Gleichung 15) des Abschnitts I zurtick. Wenn
51 sich auf ein Feld reduziert (f

=
oo), so 1st a

1
= a

z
=a

B
=

0,

und man erhalt unmittelbar aus 52):

d. i. das Volumen, welches das Feld mit dem Stabanteil von
51 bestimmt (vergl. 50). ^Wenn beide Schrauben sich auf
Felder reduzieren, wird in Ubereinstimmung mit dem Schlufs

des 36:

M=Q.
Wenn man die geometrischen Bestimmungsstticke &, ?n;

kf

,
m der beiden Schrauben einfiihrt und mit diesen Sym-

bolen zugleich die Mafszahlen der betreffenden Grofsen be-

zeichnet, so erhalt man einen Ausdruck fur das Moment, der

fttr alle Spezialfalle unverandert gtiltig bleibt:

54 a) M= (km -\- k
rri) cos a) kk d . sin w.

Reduziert sich nun 51 auf ein Feld, so wird &= 0; jedoch
bleibt die Normale des Feldes zur Bestimmung des Winkels to

mafsgebend.
Da nun das Moment zweier Schrauben durch Grofsen

ausgedriickt ist, die vom Zeigersystem unabhangig sind, so

folgt, dafs es eine simultane Invariante der beiden

linearen Formen

Za
i + 3 gt

-

A, Zai+sgi A

ist, die, gleich Null gesetzt, die Gleichungen der Schrauben

in ihren Normalformen liefern. D. h.: Wenn durch eine

Zeigertransformation die Formen in

ubergehen, so mufs sein:

56)

Bezeichnen wir jetzt das Moment zweier Schrauben mit

(51, 5T), analog das Moment irgend zweier anderen geo-
metrisehen Grofsen, ferner das Aggregat k und m, aus dem 51

besteht, symbolisch durch k -\- m, so ist:

54 b) (*+ m,V+m) = (k,
m

) + (k
f

, m) + (k, k
) + (m, m ).
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Man erkennt namlich rechts in den ersten drei Gliedern die

drei Glieder der rechten Seite von 54 a), wahrend (wi,m )
=

ist. Es gilt also das distributive Gesetz. Wir haben hiermit

diese Beziehungen eigentlich in Grafsmannscher Symbolik

aufgeschrieben,*) und Gleichung 54 b) hatte fiir Grafsmanns
Methoden, die wir jedoch nicht voraussetzen durften, den Aus-

gangspunkt statt den Schlufs der Diskussion bilden konnen.

Wir wollten nur an einem Beispiel darauf hinweisen, wie

die Grafsmannsche Symbolik gewissen Problemen besonders

adaquat ist.

b) Wir wollen nun die Arbeit berechnen, die eine Byname
mit den Zeigern a; leistet, wahrend ein Korper eine Windung
mit den Zeigern bt durch eine

gewisse Zeit vollftihrt, mussen
aber einige Erorterungen voraus-

schicken: Ein Kraftepaar vom
Moment m in der Zeichenebene

(Fig. 43) wirke auf einen starren

Korper, der sich nur um eine

Achse drehen kann, die in A auf

der Ebene des Paares senkrecht

steht. Die Krafte des Paares

konnen wir uns beide im selben

Abstand, z. B. im Abstand eins Fig. 43.

in B und C
3 angreifend denken;

dann mufs jede die Grofse \ m haben. Wir suchen die

Arbeit, die das Kraftepaar bei Drehung des Korpers um den

*) Nur ist diese noch einfacher, indem Grafsmann schreiben

wiirde :

(m -f- k) (m + fe )
= mk -\-m k -f- kk -\- mm .

Wir durften dies nicht thun, um keine Vermengung mit der gewohn-
lichen Symbolik, die in 54 a) angewendet ist, eintreten zu lassen. Man
hat in neuerer Zeit mannigfache andere symbolische Schreibweisen ver-

wendet, die teils aus der Hamilton schen Quaternionenlehre, teils aus

der Grafs mann schen Ausdehnungslehre hervorgewachsen sind. So
kann man z. B. durch ein Symbol /? andeuten, dafs das nebenstehende

Symbol ein Feld bedeutet und demgemafs die Dyname schreiben:

Bei symbolischer Multiplikation hat man dann f Q zu setzen, und
es wird verstandlich, wieso man rkomplexe Einheiten&quot; einzufiihren

veranlafst sein kann, fiir die rj* ist (vergl. Fortschr. d. Math. Bd. 26

tiber 1895, S. 804, Bericht iiber Kotjelnikoff).
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Winkel & leistet. Da das Kraftepaar in seiner Ebene frei

beweglich ist, konnen wir es durch die Drehung mitgefuhrt
denken. Dann beschreibt jeder Angriffspunkt einen Weg
von der Lange #, der bei Berechnung der Arbeit voll in

Betracht kommt, weil seine Richtung stets mit der Kraft-

richtung tibereinstimmt. Die Arbeit des Paares ist also m&.
Dreht sich dagegen der Korper um irgend eine Achse in

der Zeichenebene, so leistet das Paar dabei keine Arbeit
y

weil die Bahnen der Angriffspunkte auf den Kraften senk-

recht stehen.

Die bi bedeuten Geschwindigkeitskomponenten; wir
denken uns die Geschwindigkeit der Windung gleichformig
und

*

erhalten durch Multiplikation mit der Zeitdauer t

der Bewegung die entsprechenden Wegkomponenten einer

Schraubung @. Wir konnen die bt t auch als ,,Zeiger der

Schraubung&quot; (zu unterscheiden von den Zeigern einer Schraube,

49) bezeichnen. Zur Berechnung der Arbeit konnen wir
ein Kraftesystem beliebig durch ein aquivalentes ersetzen

und die algebraische Summe der Einzelarbeiten bilden; ebenso

konnen wir die Windung beliebig zerlegen und auch beides

zugleich thun: Indem wir sowohl Dyname als Windung auf
den Ursprung reduzieren, erhalten wir die Arbeit 51 der

Dyname bei der Schraubung durch die Zeiger beider aus-

gedriickt. Bezeichnen wir mit 51 (k, w] die Arbeit der Kraft k

bei einer Bewegung w, die entweder in einer Translation

oder in einer Drehung bestehen kann, so ist also

Hier ist z. B.:

^(g,M)= %^^
weil b^t ein Weg langs der Z-Richtung ist, ferner

Denn b
s
t ist ein Drehungswinkel um die ^-Achse und a

6

das Drehmoment um dieselbe. Von den 36 Gliedern der

Summe sind nur 6 von Null verschieden:

57) Vt^Q
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Denken wir uns die Windung gleichformig in einem kon-

stanten Kraftfeld, so gilt diese Gleichung fiir eine beliebige

Zeitdauer t. Wir nennen

dt

die ,,Arbeitsgeschwindigkeit&quot;*) der Dyname bei der

Windung und erhalten:
6

57 a) K ssJtaffti+i.

Diese Gleichung gilt nun zufolge der Existenz einer Momentan-
achse ( 20) auch fiir eine beliebige Bewegung in jedem

Augenblick, wenn die b die Zeiger der Momentanwindung
sind und die a die Zeiger des wirkenden Kraftesystems im

betrachteten Zeitpunkt.

Wenn a die Geschwindigkeit der Windung ist (nach
18 der Intensitat k der Dyname dual), so konnen wir

nach den Gleichungen 52), 54) und 55) auch schreiben:

58) & = ka
[(I + f )

cos w d . sin w] = kaWl
,

hier ist 3Jt eine rein geometrische Grofse.

Satz 96: Wenn von zwei Schrauben die eine

Trager einer Dyname, die andere einer Windung
ist, so ist die Arbeitsgeschwindigkeit der Dyname
bei der Windung gleich dem Moment der ent-

sprechenden Einheitsschrauben multipliziert mit

der Intensitat der Dyname und der Geschwindig
keit der Windung.**). Wenn das Moment Null ist, so

befindet sich ein Korper, dessen Beweglichkeit auf
die Windung beschrankt ist, unter dem Einflufs

der Dyname im Gleichgewicht.

Der letzte Teil des Satzes, den wir spater ( 85) be-

deutend verallgemeinern werden, folgt aus dem Prinzip der

virtuellen Verschiebungen. Um auch alle Spezialfalle zu

umfassen, notieren wir aus 54, a) noch :

58 a)
(

$L = (kr -\- ma) eosto kad.sinw,

*) Sie hat die Dimension einer nPferdekraft
a

.

**) Zuerst von Klein (in etwas anderer Form) ausgesprochen,
Math. Ann. IV (1871).
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wobei T die Translationsgeschwindigkeit der Windung ist.

Hier ist nicht ausgeschlossen, dafs von den vorkommenden
Grofsen beliebige verschwinden.

53. Das Strahlennetz.

Der Schnitt zweier linearen Komplexe 5 und S3 ist

nach Satz 64) eine Kongruenz ersten Grades, d. h. sowohl
erster Ordnung als erster Klasse. Wir nennen sie (mit

Sturm) ktirzer Strahlennetz oder, wo kein Mifsverstandnis

moglich, noch kiirzer Netz. Wenn 91 und S3 durch irgend
welche Bestimmungsstticke ( 10, 47) gegeben sind, so findet

man den durch einen Punkt P gehenden Strahl des Netzes
Sft,

indem man die beiden Nullebenen yon P in 5t und S3 kon-

struiert und zum Schnitt bringt; analog dual. Fafst man
einen Strahl s von %l auf, so entspricht dem Ebenenbuschel
mit der Achse s sowohl in 51 als in S3 eine projektive Punkt-

reihe. Also hat man auf s zwei projektive Punktreihen;
ihre etwaigen Doppelpunkte D sind solche Punkte auf s,

denen in beiden Komplexen dieselbe Nullebene d entspricht.
Also gehort das ganze Biischel (D, 6) dem Netze an. Solche

Punkte, durch die mehr als ein Strahl (also ein ganzes

Biischel) des Netzes geht und solche Ebenen, in denen mehr
als ein Strahl (also ein ganzes Bttschel) des Netzes liegt,

heifsen singulare Punkte, bezw. Ebenen des Netzes.

Es seien in irgend welchen homogenen Zeigern

59) Zaipi
=

0, Ibipi =
die Gleichungen*) der beiden Komplexe 51 und S3, die das

Netz %l definieren. Mit 51 und S3 bezeichnen wir auch die

linearen Formen auf den linken Seiten von 59). Dann stellt

60) W + v =
bei willkurlicher Wahl der Konstanten I und ^ einen linearen

Komplex dar, der alle Geraden von %t enthalt, weil deren

Zeiger die beiden Glieder auf der linken Seite von 60) schon

einzeln zu Null machen. Durch verschiedene Wahl von

*) Wenn die geometrische Bedeutung der Koeffizienten nicht in

Betracht kommt, ist die Schreibweise 2ai -\-spi der vorhergehenden

Paragraphen nicht notig.
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A : p bekommt man aus 60) oo 1 lineare Komplexe, die ein

K o m p 1 e xb u s c h e 1&quot; mit dem ,,T r a g e r
&quot;

%l bilden. Seien

zwei verschiedene Komplexe des Buschels-

(also /tj^ A
2 &amp;lt;ut

=
0).

Dann sind die Gleichungen

62) i=0, 2
-=0

den Gleichungen 59) Equivalent, d. h. :

Satz 97: Ein Komplexbuschel (und sein

Trager) ist durch je zwei seiner Komplexe
ebenso bestimmt, wie durch die zwei ursprung-
lichen.

Satz 98: Eine beliebige Gerade des Raums
geho rt nur einem einzigen Komplex des
Buschels an, aufser wenn sie dem Trager an-

g e h o r t.

Setzt man namlich die Zeiger der Geraden in die

Formen 51 und $ ein, so ist durch 60) das Verhaltnis I : ^
eindeutig bestimmt.

Wir fassen eine Gerade g auf, die dem Netze nicht

angehoren mbge; wir diirfen dann nach Satz 97 und 98

voraussetzen, dafs g keinem der beiden definierenden Kom

plexe des Netzes angehort. In ihnen entspricht g je eine

Polare gl
und gz

. Alle Strahlen, die g schneiden und dem
Netze angehoren, sind nach Satz 6) und 8) zugleich die-

jenigen, welche g, #17 #2
treffen. Sie bilden also i. A. eine

Regelschar 91 und g, #17 #2
selbst gehoren zu ihrer Leit-

schar S; g und
&amp;lt;?2

sind zu g immer windschief, konnen

sich aber untereinander schneiden; dann treten an Stelle

von 91 zwei Strahlbiischel und der Schnittpunkt von g mit

der Ebene (g^ g9 ) ist (einziger) singularer Punkt auf g.

Wir kehren zum Fall zurttck, dafs g keinen singularen
Punkt hat; dann ist 91 durch drei seiner Strahlen bestimmt

und jeder Strahl von hatte dasselbe wie g leisten, namlich

auch zu 91 fiihren mtissen. Bewegt man g auf S, so be-

schreiben g und
&amp;lt;/2 ,

weil jedes Nullsystem eine Korrelation

Zindler, Liniengeometrie. 11
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1st, auf 2 zwei zu #, daher auch untereinander projektive
Regelscharen, die zwei Doppelstrahlen d

l , d% haben kbnnen.
Es sei

&amp;lt;7

die Lage von #, fiir die sich g^ und g2
in d

vereinigen. Dann sind
&amp;lt;7

und d^ in beiden Komplexen zu

einander polar; also miissen, wenn g nach d
1 kommt, gl

und #2
sich in gQ vereinigen, d. h. g und d^ sind identisch.

Es giebt also, falls zwei reelle, getrennte Doppelelemente
vorhanden sind, doch nur ein Paar gemeinsamer Polaren.

Ihre samtliehen Treffgeraden gehoren dem Netze an und

erschopfen dasselbe auch, wie sich gleich zeigen wird.

Je nachdem d^ d
2 getrennt sind, sich vereinigen oder fehlen,

werden wir drei Hauptarten von Strahlennetzen unterscheiden,
die wir sogleich analytisch untersuchen werden. Wir ent-

nehmen dieser Uberlegung vorlaufig nur den Satz:

Satz 99: Die Strahlen eines Netz es 9^, die eine
nicht zu 9^ gehorige Gerade schneiden, bilden
eine Regelschar; gehoren von einer Regelschar
drei Strahlen 9^ an, so gehoren ihm alle an.

Wir bentitzen den Satz 97, um womoglich die defi-

nierenden Komplexe des Biischels (^ durch zwei singulare
zu ersetzen und so einen anschaulichen Uberblick tiber die

Strahlen eines Netzes zu gewinnen. Damit

63) 2 (A at + in bt) Pi = cipi
=

ein Strahlengebusch darstelle, mufs nach 46 w (c)
=

sein, also :

64) a) (la + fib)
= k*. w (a) -f 2 lp . w (a, b) -f ^

2
. a&amp;gt; (b)

= 0.

Wir haben nun zur Bestimmung von A :
f.i

eine quadratische

Gleichung. Ihre Diskriminate ist:

65) (a, b)
=

[w (a, b)]
2 w (a) . w (b).

Jetzt sind vier Falle zu unterscheiden:

a) Q
^&amp;gt;

0. Dann erhalt man aus 64) zwei reelle ge
trennte Werte fiir I : ^, die, in 63) eingesetzt, die Gleichungen
der beiden in ( vorkommenden Strahlengebiische geben.
9^ besteht aus alien Treffgeraden der Achsen dieser beiden

Strahlengebiische, also zweier windschiefen Geraden, welche

die Brennlinien des Netzes heifsen; dafs sie wirklich

windschief sind, ergiebt sich aus der Diskussion des Falles c).
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Kreuzen sich insbesondere die Brennlinien senkrecht, so

nennen wir das Netz reehtwinklig.

b)
=

0, ohne dafs alle Coefficienten in 64) einzeln

verschwinden. Dann hat diese Gleichung eine Doppelwurzel
und ( enthalt nur e i n Strahlengebusch r mit der Achse s,

die jedem Gewinde von ( angehort. Denn hatte s in einem

Gewinde des Biischels eine Polare s
,

so bestiinde %t aus

den gemeinsamen Strahlen von und r, d. h. aus den

Treffgeraden von s,
s und wir batten den Fall a) vor uns.

Also besteht $1 aus alien Strahlen von ($, die einen Strahl

s von ($ selbst schneiden. Ein solches Netz heifst s p e z i e 1 1

und s seine Brennlinie. Nun ist s nach Satz 76 Trager
einer Korrelation. Man bekommt daher samtliche Strahlen

von 9^, wenn man ein Strahlbtischel so bewegt, dafs sein

Scheitel den Strahl s durehlauft und gleichzeitig seine

Ebene e ein zur Reihe S proiektives Biischel beschreibt.

Die Art der Bewegung kann durch die metrischen

Eigenschaften einer solchen Korrelation vollkommen an-

schaulich gemacht werden: Dem unendlich fernen Punkte U
von 6 entspreche eine Ebene

M ,
der zu zu senkrechten

Ebene ec (der ,,Central-

ebene&quot;)
ein Punkt C (der

,,Centralpunkt&quot; der Kor

relation). Zahlt man die

Abstande t auf s von C aus -

und die Winkel a um s

von ec aus (positive Rich- Fi
iar-

44 -

tung auf s und positiver Drehungssinn um s sind von

einander abhangig), so ist das Doppelverhaltnis von C, U
mit zwei anderen Punkten P

17
P

2
von s:

(CUP P *}

1 2J
&quot;

^ ^

das der vier entsprechenden Ebenen:

( e e )
= sin fegj) .

sin Qc 2 )
M l ^

sin(e1 M) sin( 2 M)

Setzt man insbesondere ^=1, tga1
= K, so kann man K

willkurlich wahlen, weil man den drei Punkten t = Q, l,oo

11*
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drei beliebige Ebenen zuordnen kann, um die Korrelation
zu definieren. Die Bedingung daftir, dafs P

2
und e

2
ein-

ander in dieser entsprechen, besteht dann in der Gleiehheit
der beiden Doppelverhaltnisse, namlich:

1- K
^~~ tga%

Lassen wir den Index fort, so sind also die entsprechenden
Punkte und Ebenen durch die Gleichung

66) tga= Kt

verkntipft. K heifst der Parameter der Korrelation.

Je nachdem er positiv oder negativ ist, dreht sich die Ebene,
wahrend der Punkt die Reihe im positiven Sinne durchlauft

im positiven oder negativen Sinn. Im ersten Fall nennen
wir das spezielle Strahlennetz r cents, im zweiten links

gewunden. Bewegt sich der Punkt gleichformig mit der

Geschwindigkeit eins, so ist die zugehorige Drehungs-

geschwindigkeit q&amp;gt;

der Ebene durch gegeben; also :

CL t

JT

67) &amp;lt;p=--

Flir t = wird cp
= K, womit eine zweite geometrische

Deutung des Parameters gewonnen ist.

Berucksichtigen wir noch die Lage von Sft in @, so

mufs M diejenige Ebene durch s sein, die zur Achse a von

($ parallel ist, C der Fufspunkt des kiirzesten Abstands

von 8 und a.

c) w (a)
= w (a, b)

= at (b)
= 0. Alle Komplexe des

Buschels sind singular; at und bt sind die Zeiger zweier sich

schneidender Geraden, die das Strahlenbiischel
&&amp;lt;%-{- ph be-

stimmen ( 39, c)). Also besteht S aus alien Strahlengebiischen,
deren Trager ein ebenes Strahlbtischel (5, )

bilden. Die ge-
meinsamen Strahlen aller Komplexe sind erstens alle Strahlen

durch AS, zweitens alle Strahlen in e. %l zerfallt also in ein

Strahlenbtindel und ein Strahlenfeld, deren Trager incident

sind. Ein solches Strahlennetz heifst singular oder aus-

geartet.

Wir haben nun in den Fallen a), b), c) einen voll-

standigen Uberblick Uber die Verteilung der singularen
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Punkte (und Ebenen) des Netzes. Bei a) und b) sind es

alle Punkte der Brennlinien (Ebenen durch dieselben), bei c)

alle Punkte von s (Ebenen durch S). Wir sehen auch, dafs

die Regelschar 9ft des Satzes 99 in den Fallen a) und b)

dann und nur dann in zwei Strahlbiischel zerfallt, wenn g
eine Brennlinie schneidet; gegenseitig kbnnen sich Strahlen

des Netzes nur auf einer Brennlinie schneiden. Im Falle c)

zerfallt 9ft imraer.

Nehmen wir an, einen Strahlnetz habe einen singularen
Punkt N; dann entsprechen dem Biindel N in der gemein-
samen Nullebene v beider definierenden Komplexe zwei kor-

relative (reciproke) Felder, die also unter einander kollinear

sind und mindestens eine reelle Doppellinie d haben. Giebt

es eine Doppellinie d, die nicht durch N geht, so bildet sie

mit der im Biindel entsprechenden Geraden i ein gemein-
sames Polarenpaar beider Komplexe und wir haben den

Fall a) vor uns. Giebt es nur eine Doppellinie d durch N,
so mufs

cZj
in v liegen, also mit d zusammenfallen, weil auch

jetzt t?,
d
l

einander in beiden Nullsystemen entsprechen ;
wir

kommen auf den Fall b). Sind endlich die beiden Felder

identisch, so entsteht der Fall c). Unter alien Umstanden
fuhrt also die Annahme auch nur eines einzigen singularen
Punktes auf einen schon bekannten Fall, weshalb wir sicher

sind, dafs es im noch zu besprechenden Fall &amp;lt;0
keine

singularen Punkte und Ebenen giebt.

Zunachst aber beweiseri wir noch einige Satze, die fur

jedes nicht singulare Strahlennetz gelten:

Satz 100: Zwei Ebenen E
,
#

2 ,
die durch einen

Strahl s eines Strahlennetzes %l gehen (ohne eine
Brennlinie zu enthalten), werden von 9ft in zwei
kollinearen Feldern geschnitten.

Fassen wir namlich eine allgemeine Gerade g in E
l

auf, so bilden die durch sie gehenden Strahlen von 9ft nach

Satz 99 eine Regelschar 9ft,
der auch s angehbrt. 9ft wird

also von E
2

in einer geraden Punktreihe geschnitten, die

durch 9ft auf die Reihe g projektiv bezogen ist. Da jeder
Strahl von 9ft, also auch s die etwaigen Brennlinien b, b

schneidet, so kann auch g eine Brennlinie nur in einem
Punkte von s schneiden. Es giebt daher in E

l
hochstens

zwei Strahlbiischel von Lagen #, fiir welche 9ft zerfallt. Sei
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y eine solche Lage und P ihr Schnittpunkt mit s. Dann
bilden alle Strahlen von 9?, die y in einem von P ver-

schiedenen Punkte schneiden, einen ebenen Strahlbiischel,

dessen Scheitel im Schnittpunkt der Ebene (6, y) mit b liegt

oder der Ebene (6, y) auf b zugeordnet ist, je nachdem neben
b noch eine andere Brennlinie b vorhanden ist oder nicht.

In beiden Fallen ist der Punktreihe y eine perspektive Reihe

in E
2 zugeordnet. Es ist also ausnahmslos jeder Geraden g

in E
l

eine projektive Reihe in E
z zugeordnet, was eben die

charakteristische Eigenschaft der kollinearen Beziehung ist.

Satz 101: Durch vier seiner Strahlen, die nicht

hyperbolische Lage haben, ist ein Strahlennetz

eindeutig bestimmt; wenn vier Strahlen eines

Netzes einem linearen Komplex angehoren, so ge-
horen ihm alle an.

Denn soil ein Komplex

68) ^0,^=
die vier Strahlen su (A

=
1, ... 4; i= 1, . . . 6) enthalten, so

legt dies den Koeffizienten die vier Bedingungen

69) 21=0 (*
= !,... 4)

auf, aus denen sich, da die Matrix der s den Rang vier hat

(Satz 58), vier Koeffizienten, etwa a
g ,

. . . a
e

als Funktionen

der beiden anderen a
17 2

berechnen lassen; % und a
2
bleiben

willkUrlich, treten in den Losungen homogen und linear auf

und spielen daher die Rolle der Grofsen I und ^ in den

Gleichungen 60) oder 63). Es wird also durch vier Strahlen

ein Komplexbuschel und somit auch ein Strahlennetz definiert.

Man erkennt jetzt auch die geometrische Bedeutung der Be-

dingung des Satzes 78: Sollen ftinf Strahlen einen linearen

Komplex bestimmen, so diirfen sie nicht demselben Strahlen

netz angehoren. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, bestimmen

vier von den ftinf Strahlen ein Strahlennetz und es folgt aus

Satz 98 neuerdings, dafs ftinf Strahlen einen linearen Kom

plex bestimmen. Auch folgt:

Satz 102: Wenn die Matrix der Zeiger von fiinf

Strahlen blofs den Rang vier hat, so gehoren die
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ftinf Strahlen demselben Netze an und umgekehrt.
Wenn die Determinante der Zeiger von sechs
Strahlen den Rang ftinf hat, so gehoren die

Strahlen demselben linearen Komplex an und um
gekehrt.

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, dafs die

Gleichungen

S 0^=0 (A=l,...6)
$ i

dann und nur dann durch von Null verschiedene a,- erfullt

werden konnen, wenn die Determinante der s^ Null ist.

Wir legen durch einen s von vier definierenden Strahlen

eines Netzes $1 so zwei Ebenen E^E^ dafs die drei anderen

Strahlen aus jeder Ebene ein eigentliches Dreieck heraus-

schneiden. In den Ebenen sind also drei Paare entsprechen-
der Punkte und ein Paar entsprechender Geraden (namlich
die entsprechend gemeinsame )

also zwei entsprechende

vollstandige Vierseite bekannt, wodurch eine Kollineation

definiert ist,*) die mit der durch 9 definierten identisch

sein mufs. Da die vier Strahlen willktirlich angenommen
werden dtirfen, so konnen die zwei Ebenen und die Kolli

neation zwischen ihnen als willktirlich betrachtet werden, bis

auf den Umstand, dafs s entsprechend gemeinsam ist.

Also folgt als Umkehrting des Satzes 100:

Satz 103: Zwei kollineare Felder, die ihre

Schnittlinie entsprechend gemein haben, erzeugen
ein Strahlennetz.

Insbesondere konnen wir ein gegebenes Netz 9 so er-

zeugt denken, das wir durch die einzige Gerade von 9?, die

in der unendlich fernen Ebene liegt, zwei beliebige Ebenen

legen, wobei die Felder des Satzes 100 zu affinen Feldern

werden.
Satz 104: Ein nicht singulares Strahlennetz

kann i. A. auf oo
2 Arten durch zwei parallele affine

Felder erzeugt werden.
Nur wenn eine Brennlinie des Netzes unendlich fern

liegt, hat man schon ftir die Stellung der affinen Felder oo 1

Auswahlen und demgemafs oo
3
Erzeugungen durch affine Felder.

*) Vergl. Reye, Geom. d. Lage, Bd. II, 3. Aufl., Vortr. 1.
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54. Das Strahlennetz ohne Brennlinien.

Der Satz 104 wird uns dazu verhelfen, fur den
aus dem vorigen Paragraph noch iibrig gebliebenen Fall

Q
&amp;lt;^

zu einer ebenso anschaulichen Vorstellung des Strahlen-

netzes zu gelangen, wie im Falle reeller Brennlinien.

Wir bezeichnen, wenn P, Q, . . . g, . . . Punkte oder Gerade
einer Ebene 2 bedeuten, mit Pv QIJ

. . . g^ . . . die ent-

sprechenden Elemente eines parallelen affinen Feldes 2^
mit Pr

, Q
r

,
. . . g ,

. . . die senkrechten Projektionen der

Elemente P
17 Q ,

. . . gv . . . auf Z, so dafs I
,

I. in ein-
ander liegende affine Systeme sind. Nacb Staudt,
Beitr. z. Geom. d. Lage, Art. 301 (vergl. Reye, a. a. 0.,
Bd. II, Vortrag 9) konnen die entsprechend gemeinsamen
Elemente zweier incidenten kollinearen Felder bestehen

(wenn wir den Fall der perspektiven Lage ausschliefsen,
da er hier nicht in Betracht kommt):

I) Aus den Ecken und Seiten eines eigentlichen Drei-

ecks, die entweder a) alle reell sind oder /), yon denen

blofs eine Ecke und die gegeniiberliegende Seite reell sind.

II) Aus zwei Punkten, ihrer Verbindungslinie und noch

einer Geraden durch einen der Punkte.

III) Aus einem Punkt und einer Geraden durch ihn.

Aber wir wollen jetzt nur den Fall verfolgen, dafs das

Strahlennetz keine reellen Brennlinien hat. Dann sind fur

2, 2 alle anderen Moglichkeiten aufser I, /?) ausgeschlossen.
Denn die unendlich ferae Gerade ist entsprechend gemein;
ware auf ihr noch ein Punkt entsprechend gemein, so gabe
dies zu parallelen ahnlichen Reihen in I1

und 2^ V eranlassung,
deren Perspektivitatscentrum ein singularer Punkt (gegen

53) ware. 2 und 2 haben also einen einzigen Punkt
M^M1

entsprechend gemein, der im Endlichen liegt.

MM heifst der Hauptstrahl a des Netzes und M ist

Trager zweier projektiver Strahlbtischel in 2 und 2
,

der

,,Centralstrahlenbtischel
u

. Je zwei entsprechende Strahlen

g, g derselben sind Trager zweier ahnlichen Punktreihen.

Also erzeugen gt g^ ein gleichseitiges Paraboloid
$)$,

von

welchem a die eine Haupterzeugende ist. Sft lafst sich so

in oo
1 gleichseitige Paraboloide zerlegen.

Zwei affine Felder
2&quot;,

2
{

sind durch drei Paare ent-

sprechender Punkte oder, was dasselbe ist, durch zwei ent-
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sprechende Dreiecke bestimmt (vergl. die Bestimmung
kollinearer Felder im vorigen Paragraph). Wir konnen

immer M, Ml
als das eine Paar nehmen. Da uberdies in

den Centralbiischeln zwei entsprechende rechte Winkel vor-^

kommen (vergl. etwa Hankel, Proj. Geom. Abschn. Ill, 4),

so konnen wir die entsprechenden Dreiecke MAB^
M^A^B^ beide (bei M und MJ rechtwinklig annehmen und

das eine MAB gleichschenklig.

Wir behandeln nun zuerst den Spezialfall, dafs auch

MI A l J5j gleichschenklig ist (Fig. 45) ;
die Zeichenebene

falle etwa mit 2 zusammen und

alle Punkte mit dem Index eins

denke man sich in einem kon-

stanten Abstand liber der Zeichen

ebene). Um zu einem beliebigen % ^^ R_ ^\ _p
Punkte P den entsprechenden P
in 2

1
zu konstruieren, ziehe man

PQ || BM, PR
|| AM; der Punkt

Q mufs M
L
^4

1
im selben Ver-

haltnis teilen, wie MA durch Q
geteilt wird, u. s. w. Also sieht

man, .dafs I aus 2 durch Drehung um den Winkel w und

eine Ahnlichkeitstransformation entsteht. Dem Biischel kon-

zentrischer Kreise um M entspricht ein ebensolches Biischel

um MI , wobei je zwei entsprechende Kreise eine Rotations-

regelschar erzeugen. Die kurzesten Abstande von a aller

Netzstrahlen, die entsprechende Punkte der Reihen MA und

M
l
A

l verbinden, liegen auf einer Geraden. Denn die

kurzesten Abstande von a aller Strahlen einer Regelschar
von $p liegen auf der andern Haupterzeugenden von s

$.
Daher haben alle Rotationshyperboloide ihre Kehlkreise in

derselben Ebene, der ,,Mittelebene&quot; Wl von -ft.*)

*) Bei einem Strahlennetz mit zwei Brennlinien nennen wir Haupt-
strahl denjenigen, der beide Brennlinien seukrecht schneidet, Mittel-

ebene diejenige, die zu beiden Brennliuien parallel ist und von ihnen

gleiche Abstande hat. Bei einem speziellen Strahlennetz nennen wir

Hauptstrahl den die Brennlinie im Centralpunkt senkrecht schneidenden.

Die r Mittelebene&quot; geht hier durch die Brennlinie und ist senkrecht

zum Hauptstrahl, also auch zur Centralebene. So wird es durch den

Grenziibergang aus dem hyperbolischen Netz gefordert.
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Satz 105: Unter den Strahlennetzen ohne Brenn-
linie giebt es Rotationsnetze, die durch Umdrehung
einer Regelschar eines gleichseitigen hyper-
bolischen Paraboloides um ihren Hauptstrahl er

zeugt werden und auch in oo 1
Rotationsregel-

scharen mit gemeinsamer Kehlebene zerlegt werden
konnen.

Unter den oo
2
Erzeugungsarten des Satzes 104 sind bei

den Rotationsnetzen oo
1 dadurch ausgezeichnet, dafs die

Felder beiderseits von 9ft gleich weit abstehen, also kon-

gruent sind, oo
1

dadurch, dafs 2&quot;

1
gegen I um einen

rechten Winkel verdreht ist, wo bei 9ft und die unendlich

feme Ebene einander zugeordnet sind. Wenn 2 und 2&quot;

t

beiderseits von $1 um 45 verdreht werden, so vereinigt
diese Erzeugungsweise die beiden ausgezeichneten Eigen-

schaften, also:

Satz 106: Ein Rotationsnetz kann auf oo 1 Arten
durch zwei kongruente und auf oo 1 Arten durch zwei
ahnliche um einen rechten Winkel gegeneinander
verdrehte Punktfelder, auf eine einzige Art durch
zwei kongruente um einen rechten Winkel verdrehte
Felder erzeugt werden.

Erzeugen wir ein Rotationsnetz durch zwei kongruente

Punktfelder, so konnen wir das eine Feld aus dem anderen

durch eine gleichformige Schraubenbewegung ableiten. Schon

ein beliebig kleines Stuck derselben definiert auf diese

Weise ein Rotationsnetz. Gehen wir zur Grenze tiber, so

erhalten wir den

Satz*) 107: Unterwirft man eine Ebene E einer

Schraubung, deren Achse a zu E normal ist, so

bilden die Tangenten der Bahnen aller Punkte von
E ein Rotationsnetz mit a als Hauptstrahl.

Legt man durcb den Hauptstrahl eines Rotationsnetzes

$ eine Ebene E und andert die Entfernungen aller Raum-

punkte von E im selben Verhaltnis, so entsteht aus $1 wieder

ein Strahlennetz 9?; denn durch diese (spezielle) affine

Transformation X gehen irgend zwei affine Felder, durch

die man sich etwa 9? erzeugt denken kann, wieder in affine

) Ich verdanke ihn einer miindlichen Mitteilung Studys.
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Felder tiber. Es fragt sich nur, ob man so schon alle

Strahlennetze ohne Brennlinien erhalten kann. Die Kon-

stantenzahlung wtirde es vermuten lassen. Um uns genauer
davon zu tiberzeugen, denken

wir uns 9i nach der zweiten

Erzeugungsart des Satzes 106

durch die gleichschenkligen,

rechtwinkligen DreieckeMA B,

M^ A l B^ (Fig. 46) gegeben
und legen E durch MB senk-

recht zur Zeichenebene I.

Durch X geht dann A in A&quot;,

B^ in B&quot; Uber, so dafs Fig. 46.

MA

daher ist = MA&quot;B

also so,,, dafs die in der Affinitat entsprechenden Katheten

in der Atmlichkeit n i c h t entsprechend sind. Wir sind am

Ziele, wenn wir zeigen kbnnen, dafs man jedes Strahlennetz

ohne Brennlinien durch eine Affinitat erzeugen kann, die

durch zwei derartige Dreiecke J und
J^

definiert ist. Hier

sind die CentralbUschel involutorisch, weil die entsprechenden
rechten Winkel aufeinander fallen. Man mufs also vor allem

zwei beliebige Systeme durch zwei solche mit involutorischen

CentralbUscheln ersetzen konnen. Zwei beliebige ineinander

liegende affine Felder r, Z\, die den Ursprung M ent

sprechend gemein haben, sind definiert durch

70)

yDer Richtung T= entspricht eine Richtung T = 7- und

man findet aus 70):

71)

oder

72)
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Sollen die Centralbuschel involutorisch sein, so darf sich

diese Gleichung bei Vertauschung von T und T nicht andern.

Also 1st

73) a = d

die Bedingung daftir. Da ^ aus 2 durch Parallelver-

schiebung in der /^-Kichtung um eine Strecke d hervorgeht,
sind die Zeiger zweier zugeordneter Punkte von 2 und 1^:

Also sind die Gleichungen der Verbindungslinie in den

laufenden Zeigern , 17,
:

x x y y d
oder

Fiir jede Wahl von x und y erhalt man aus 74) die

Gleichungen eines Strahles von 9^. Schneidet man 9? durch

die Ebene = d und setzt

so erhalt man ein Feld 2
Q
und die Affinitat zwischen I und

2 ist dargestellt durch:

g= (o--+l)*+ fl/?y

^
= c ^^ -f (cd c 4- 1) y.

Die Bedingung 73) lautet hier

ca c-\- 1 = cd -\- c 1,

wird also erfullt, wenn wir
_ 2

a + d 2

wahlen. Zu jedem System I erhalten wir so ein System S^
so dafs die zugehorigen Centralbuschel involutorisch sind;

geht man von Z aus, so kommt auf 2 zurtick.

Wir konnen nun voraussetzen, I und 2 hatten schon

diese Eigenschaft und verlegen die Achsen in die mit ihren
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nicht entsprechenden Schenkeln aufeinanderfallenden ent-

sprechenden rechten Winkel. Dann mufs einem Punkte

(#, 0) der .X-Achse ein Punkt (0, y )
der Y-Achse entsprechen

u. s. w. Die Gleichungen 70) reduzieren sich also auf :

76) a^/ty, y =y*-

Man findet

also in der That Involution der Centralbuschel; dabei haben

i nnd T entgegengesetzte Zeichen. Wir wahlen einen

Punkt .4=
, 0) auf der X-Achse und einen Punkt

5=s(0, y )
auf der Y-Achse. Dann ist

Soil nun

77) MAB^MB A
sein, wie es bei den Dreieeken 4 und 2/

t
der Fall war,

so mufs

also

was immer reell zu erreichen ist. Man kann also das recht-

winklige Dreieck MAB immer so wahlen, dafs es mit dem

entsprechenden die Bedingung 77) erfttllt. Unter dieser Vor-

aussetzung konnten aber die affinen Systeme aus zwei ahn-

lichen urn einen rechten Winkel gegeneinander verdrehten

Feldern durch die Transformation X abgeleitet werden. Wir

sind so zur anschaulichsten Erzeugungsweise eines Strahlen-

netzes ohne Brennlinien gelangt:

Satz 108: Das allgemeine Strahlennetz ohne
Brennlinien kann aus dem Rotationsnetz erhalten

werden, indem man durch den Hauptstrahl des

letzteren eine Ebene E legt und alle Abstande von
E im selben Verhaltnis andert.
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Bei Anwendung von X auf den letzten Teil des Satzes 106

folgt, dais die sich deckenden aber urn einen rechten Winkel

gegeneinander verdrehten entsprechenden Kreise von r,

in aufeinander liegende Ellipsen iibergehen; also:

Satz 109: Nimmt man in I eine Schar ahnlicher
und ahnlich gelegener Ellipsen an, ordnet jedem
Punkte P von I den auf derselben Ellipse in einem
bestimmten Drehungssinn nachstgelegenen End-

punkt P des zur Richtung MP konjugierten Durch-
messers zu und hebt dann dieses Feld I f senkrecht

von^nach^ ab, so erzeugen 2, ^ ein allgemeines
Strahlennetz ohne Brennlinien. Jedes solche Netz
kann auf eine einzige Art so erzeugt werden.*)

Man erkennt ferner unmittelbar den ersten Teil des

folgenden Satzes:

Satz 110: Alle Strahlen eines Netzes ohne
Brennlinien sind gegen den Hauptstrahl gleich ge-
wunden. Hiernach kann man das Netz selbst rechts

oder links gewunden nennen.**) Auch ein beliebiger
Strahl eines solchen Netzes ist gegen alle Netz-

strahlen einer gewissen Umgebung, die durch eine

Regelschar eines hyperbolischen Paraboloids um-

grenzt wird, gleich gewunden, wie das Netz selbst.

Das letztere folgt daraus, dafs ein Strahl bei kontinuier-

licher Bewegung seine Windung gegen einen anderen festen s

nur andern kann, indem er ihn einmal schneidet oder ein-

mal senkrecht kreuzt. Das erstere ist wegen der Abwesen-

heit singularer Punkte des Netzes ausgeschlossen ;
das letztere

ist wegen der Kontinuitat in einer gewissen Umgebung von s

ausgeschlossen. Hierdurch zeigt sich auch der Weg, die

Umgebung, fur die der Satz gilt, abzugrenzen. Dies ge-

schieht namlich durch die Strahlen, welche s senkrecht

kreuzen. Sie schneiden die unendlich feme Ebene in einer

*) Es handelte sich darum, die Satze dieses Paragraphen ohne

Anwendung der imaginaren Elemente zu beweisen, da uragekehrt die

Theorie der letzteren ira nachsten Abschnitt auf die Kenntnis der

Strahlennetze gegriindet werden soil.

**) Auch eine Regelschar nennen wir wrechts
u oder ,,links ge

wunden&quot;, je uachdem jeder ihrer Strahlen gegen seine Nachbarstrahlen

rechts oder links gewunden ist.



54. Das Strahlennetz ohiie Breiinlmien. 175

geraden Punktreihe, bilden daher nach Satz 99 eine RegeU
schar.

Wir haben nun von alien Arten Strahlennetzen eine an-

schauliche Vorstellung und fassen zusammen:

Satz 111: Die Strahlennetze sind entweder:

I) ,,Allgemein&quot;, und zwar a) mit zwei Brenn-
linien (,,hyperbolisch&quot;), p) ohne Brennlinien (,,ellip-

tisch&quot;) oder

II) ,,Speziell&quot;, mit einer Brennlinie (,,para-

bolisch&quot;) oder

III) ,,Singular&quot; (Strahlenbtindel samt Feld).

Die allgemeinen Strahlennetze hangen von 8,
die speziellen von 7, die singularen von 5 Para-
metern ab.

Dabei ergiebt sich von I, a) und II) je eine Abart,
wenn eine Brennlinie in unendliche Feme rttckt, bei III)

zwei Abarten, je nachdem blofs der Punkt S (vergl. 53, c)

oder auch die Ebene
e in unendliche Feme
riickt, so dafs wir mit

Berilcksichtigung der

unendlich fernen Ele-

mente acht Arten ha

ben, wovon drei singu
lar sind.

Von den Parametern

kommen 6 auf dieLage
im Raum. Es bleiben

also bei den allge
meinen Strahlennetzen

zwei fur die Form
und Grofse, d. h. ein

einziger fur die Form

tibrig. In der That ist

die Form bei I, a] durch

den Winkel, unter dem
sich die Brennlinien

kreuzen, bei I, (?)
durch

das Achsenverhaltnis

der Ellipsen des Satzes
Fig . 47 .



176 IV. Lineare Stabwalder, Komplexe und Kongruenzen etc.

108, das wir auch ,,Achsenverhaltnis des Netzes&quot; nennen,
vollkommen bestimmt. Alle speziellen Netze mit gleich-
bezeichneten Parametern sind nach 53, b) ahnlich.

In Fig. 47 1st ein elliptisches rechtsgewundenes Netz
nach Satz 109 dargestellt (vergl. Anh. II).

55. Einfachste analytische Darstellungen
der Strahlennetze.

Fiir metrisehe Untersuchungen 1st es vorteilhaft, das

Strahlennetz in eine moglichst einfache Lage gegen ein

rechtwinkliges Zeigersystem zu bringen. Wir verlegen die

:XY-Ebene in die Mittelebene, die Z-Achse in den Haupt-
strahl des Netzes %l und unterscheiden nun:

a) Wenn %l zwei Brennlinien 6, b hat, welche die

Z-Achse in den Punkten A7

,
N schneiden, so habe N nach

willkiirlicher Wahl der positiven Richtung in der Z-Achse

den Z-Zeiger c
;
dann hat N den Z-Zeiger -(- c. Wir

konnen die Bezeichnung immer so einrichten, dafs c
^&amp;gt;

ist.

Sind
/?, ft

die Projektionen von 6, b auf die Mittelebene, so

wahlen wir die positive Richtung in b willktirlich, in b

aber so, dafs der Winkel
(/?, (?) ein hohler ist. Endlich

verlegen wir die positive X-Achse in die Halbierungslinie des

Winkelraums (ft /? ).
Wenn nun

*(X, f) = a,

so ist a stets ein spitzer Winkel, und zwar kleiner als 45

(Fig. 48, a), wenn das Brennlinienpaar links gewunden ist
;

grofser als 45 (Fig. 48, b), wenn 6, b rechts gewunden

Fig. 48a. Fig. 48 b.
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sind. Denkt man sich die Mittelebene mit der (horizontalen)

Zeichenebene zusammenfallend, so 1st also in beiden Figuren
b unter, b Uber der Zeichenebene zu denken.

Haben die Schnittpunkte S, S
r

eines Netzstrahles s mit

b, b von N und Nf

bezw. die Abstande d und d
7

,
so sind

die Zeiger von S und S :

x= 6 cos a, ?/ d sin a, z= c
;

# = d cos a, y= d f

sin a, z
r= c.

Hiernach kann man die Linienzeiger qt von s nach 33,

Gleichungen 24) zusammenstellen :

qt
=

(d d) cos a
&amp;lt;?4 (& fy c sm a

78) ?2= (d +&amp;lt;$)sma ^6
=

(d -f- &amp;lt;5)

c cos a

^3= 2 c
&amp;lt;?6
= (5 d sin 2 a .

Wir haben hiermit eine ,,Parameterdarstellung&quot; des

Strahlennetzes I, a) gewonnen, d. h. die Linienzeiger der

doppelt unendlichen Strahlenmannigfaltigkeit des Netzes sind

durch zwei unabhangige Veranderliche
(5,

(5
,
die ,,Parameter&quot;*)

ausgedruckt. Die Kelation

ist vermoge 78) identisch erftillt. Die
(/

erftillen die

Gleichungen :

79) _*_ = c tana, -^- = ccota,
?i 72

die von den Parametern frei sind; es sind die Gleichungen
zweier linearen Komplexe, also des Netzes im Sinne von 53.

Ftihrt man

statt 6, d als Parameter ein
?
so erhalt man:

q^
= v cos a

&amp;lt;?4
= v c sin a

78a)
?2 =wsina gB= wccosa

qs =2c q6= -(w
2 v 2

)
sin 2 a

*) Diese Parameter finden sich bei D Emilio, Le superf. rig. di

una congr. lin. Alti del Ist. Yen. Ser. VI. Bd. 3, b.

Zindler, Liniengeometrie. 12
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als Darstellung des Netzes. Insbesondere erhalt man fttr

ein rechtwinkliges Netz (a 45), indem man -

v= statt u. v als neue Parameter einftthrt :

78b)
* *-
qs=2 G & =-2- (**-&quot;*)

Man kann noch auf andere Art zu Gleichungen des

Netzes gelangen, indem man zunachst die Zeiger b^ b\ ,
der

Brennlinien aufschreibt : Es sind (0, 0, c) und (cos a, sin a, c)

zwei Punkte von b
f

,
daher nach 33 :

b[ = cos
,

& = sin a
i &3 ,

bi = csina, bb c cos a, Jg = 0,

Die Gleichung des Strahlengebtisches mit dem Trager V ist:

also:

80) c
( q sin a -\- q^ cos a) -f- q cos a -|- ^B sin a rr= .

Um die Gleichung des Gebtisches b zu finden, hat man a

und c gleichzeitig durch a und c zu ersetzen:

81) c (q sin a + #2
cos a) -(- ^4 cos a qb sin a = .

An Stelle der Gleichungen 80) und 81) erhalt man durch

Addition und Subtraktion die einfacheren:

q cos a q c sin a =
, &amp;lt;?5

sin a -\- q2
c cos a =

,

die mit 79) ubereinstimmen.

b) Wenn die eine Brennlinie b ins Unendliche rilckt,

versagt diese Darstellung; dann verlegen wir die andere b

in die ZX-Ebene, wo sie die Z-Achse im Ursprung U unter

dem Winkel w schneiden moge (Fig. 49), wahrend alle

Strahlen des Netzes zur X Y-Ebene parallel sein sollen. Wenn
S ein Punkt von b und US = d ist, so sind

x= d sin w, y = 0, z= 6 cos o&amp;gt;
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die Zeiger von S. Als Zeiger der Netzstrahlen
a,

a durch /S,

die zur X- und Y-Achse parallel sind, findet man durch

ein analoges Verfahren wie bei a):

Also ist die Parameter -Dar-

stellung des Netzes:

= COS = kd COS

wobei (5 und A : ^ die Parameter sind. Als Schnitt zweier

Komplexe wird das Netz dargestellt durch :

82) q6 cos CD sin w = 0, qs
= 0.

c) Wenn 9? elliptisch ist, gehen wir vom Satz 109 aus:

Wenn r die grofse Achse einer Ellipse dieses Satzes, m eine

Konstante (0 &amp;lt;
m &amp;lt;C 1) ist, so sind die Zeiger von P:

x= r cos u mr sin

wobei i/ alle Werte von bis 2 a durchlauft. Die Zeiger
von P f

sind:

= r sin wr cos

wobei c fur rechts gewundene Netze positiv ist. Indem wir

wieder nach 33 die qt bilden, erhalten wir als Parameter-

darstellung des Netzes I, (I):

qt
= r (cos u -\- sin u) q = cmr (cos u -\- sin u)

83) q2= mr (cos u sin u) &amp;lt;?5
= cr (sin u cos M)

q^=2c ?6=mra
.

12*
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Durch Elimination der Parameter r und u erhalt man das-
selbe Netz als Schnitt zweier Komplexe dargestellt:

84)

Wenn der Schnittpunkt eines Strahles (M, r) mit der X F-Ebene

(der Mittelebene) die Zeiger X
Q , yQ hat, so mufs, da die Punkte

P, P auf entgegengesetzten Seiten von der Mittelebene gleich
weit entfernt sind, # das arithmetische Mittel von x und x

sein u. s. w., wie man tibrigens aus den Gleichungen 83) be-

statigen kann, wenn man links fur die q die Ausdrucke in

den Punktzeigern einfiihrt, dann z = setzt und nach 33

die tibrigen fiinf Zeiger berechnet Also:

x = r (cos u sin M), y = -~-mr (cos u -j- sin u)

oder

r cos u = + #
,

r sin u= ^-
.

Fiihrt man daher x^ y statt r, u als Parameter ein, so er

halt man folgende Parameterdarstellung (mit Fortlassung

eines Faktors 2):

83, a)

83) ist auch die Parameterdarstellung einer Regel-
schar, wenn man r als konstant betrachtet. Durch die

verschiedenen Werte von r ist das Netz in oo 1
Kegelscharen

zerlegt, deren Kehlellipsen, die wir auch Kehlellipsen des

Netzes nennen, alle in der Mittelebene liegen und die Achsen

der Lage nach gemein haben. Wir nennen die letzteren

auch ,,Achsen des Netzes&quot;. Sie schneiden einander und

den Hauptstrahl rechtwinklig im ,,Mittelpunkt&quot; des Netzes;

die beiden Ebenen des Satzes 109 seien ,,Potenzebenen
u

genannt.
Als Mittelpunkt eines hyperbolischen Netzes bezeichnen

wir die Mitte der von den Brennlinien auf dem Hauptstrahl
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ausgeschnittenen Strecke, als Achsen die Halbierungslinien
der Geraden

/?, f unter a).

d) Bei einem speziellen Strahlennetz verlegen wir die
Brennlinie in die X-Achse und die Mittelebene

( 54, Anm.)
in die XY-Ebene. 1st d der Abstand des Scheitels S eines
ebenen Strahlbiischels des Netzes vom Ursprung, dessen Ebene
mit der XY-Ebene den Winkel w bildet, so findet man ahn-
lich wie unter b) als Parameterdarstellung dieses Strahl-

bttschels:

9i
~==:

i $2
~=::

[^ cos
CO) On

fj,
sin w

&amp;lt;?4

=
0, qb = pd sin w, qB= fid cos to.

Dabei sind nach Gleichung 66) 6 und w durch die Gleichung

cot w = Kd

verkniipft; nach 54, Anm. erganzen sich namlich das a

der Gleichung 66) und das 10 zu . Wenn 6 wachst, wird
a

sich hier die zugeordnete Ebene bei positivem K im nega-
tiven Sinne drehen. Danach kann man entweder

85) _ n /it n cos 2 w

oder

86)
^1

=

als Darstellnng des Netzes wahlen; im ersten Fall sind

nnd A : ju, im zweiten &amp;lt;5 und I : j. die Parameter. Anch

87) ?4 =0,

sind Gleichungen des Netzes.

e) Wenn die Brennlinie des speziellen Strahlennetzes

unendlich fern ist, verlegen wir sie in die Stellung der

XY-Ebene. Die Punktreihe auf der Brennlinie, d. h. die

Richtungen des Strahlbiischels T = y : x und das Ebenen-
buschel z= 6 (daher auch ein beliebiger Schnitt desselben,
z. B. die Punktreihe auf der -Achse) sind dann einander
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projektiv zugeordnet. Indem wir auch das Btischel T = y : x
aus der Z-Achse projizieren, haben wir auf dieser eine

Korrelation, ftir die nach 66) bei einfachster Wahl des

Zeigersystems die Beziehung

gilt. Also sind

y = Kdx -\- v z = d

die Grleichungen aller Strahlen des Netzes und

die Parameterdarstellung,

89) ft =0, q, qt=0
die Schnittdarstellung desselben.

Im Bttschel giebt es zwei ausgezeichnete Richtungen,
namlich die der unendlich fernen Ebene entsprechende und
die darauf senkrechte, die ,,Hauptrichtung&quot; ;

ihre entsprechende
Ebene nennen wir die ,,Hauptebene&quot; des Netzes. Hier fallt

sie in die ZY-Ebene, und die Hauptrichtung in die X-Rich-

tung. Das Netz gestattet die oo
2

Translationen, bei denen
die Hauptebene in sich tibergeftihrt wird.

f) 1st $1 singular, so verlegen wir den Punkt S ( 53. c))

in den Ursprung, die Ebene s in die KY-Ebene. Die Strahlen

durch den Ursprung sind durch

^=^=^=^
die in der XY-Ebene durch

gekennzeichnet. Also sind

90) fc
=

fc
=

die Gleichungen des Netzes. In der That mufs umgekehrt,
wenn die Grleichungen 90) erfullt sind, wegen

entweder oder Null sein.
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Rtickt S auf der X-Achse ins Unendliche, so sind

3*
=

&amp;lt;lB=yi= Q

die Gleichungen des Strahlenbiindels,

78
==Sf4=&==

nach wie vor die des Strahlenfeldes, also

91) 23= &amp;lt;?4
=0

die des ganzen Netzes.

1st endlich e die unendlich ferae Ebene, und S durch

die Richtung der X-Achse reprasentiert, so sind wie friiher

ft=&amp;lt;?8
=?4= ()

die Gleichungen des Biindels, wahrend an Stelle des Strahlen-

feldes die Gesamtheit der Felder des Raums tritt
( 36):

qi
=

q*
=

&amp;lt;i3

= Q-

Daher sind

92) 2a =fc=0
die Gleichungen des Netzes.

Alle Parameterdarstellungen dieses Para-

graphen gelten auch, wenn die q tetraedrische

Zeiger bedeuten (nur verschwinden die event. Beziehungen
zu den unendlich fernen Elementen und die Parameter haben

tiberhaupt keine so einfache geometriscne Bedeutung mehr);
denn die Elimination der Parameter ftihrt zu denselben

Gleichungen wie fruher.

56. Die Involution zweier linearen Komplexe.

Wenn die simultane Invariante ( 52) zweier linearen

Komplexe

verschwindet, also

93) o&amp;gt; (a, b)
=

ist, so sagen wir, die Komplexe seien in Involution.*)
Wir setzen zuerst voraus, beide Komplexe seien Gewinde.

*) Der Begriff der Involution zweier Komplexe wurde von Klein
(Gott. Nachr. 1869) eingefuhrt^
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Um die geometrische Bedeutung ihrer involutorischen Lage
zu erkennen, bilden wir einen Strahl s des zweiten Gewindes

(bi) durch die Reciprocitat ab, die durch das erste Gewinde
definiert 1st, d. h. wir suchen die Polare J von s in (a) nach

Gleichung 51):

A . s.

Es lafst sich zeigen, dafs auch sj dem Komplex (b) angehortf
denn es ist:

Nun verschwinden beide Summen rechts, also auch die Summe
links. Umgekehrt verschwindet die Summe links nur dann,
wenn auch die erste Summe rechts verschwindet. Ist einer

oder beide Komplexe speziell, so ergiebt sich die Bedeutung
der Gleichung 93) unmittelbar; also:

Satz 112: Wenn zwei Gewinde involutorisch

sind, so wird jedes durch das Nullsystem des
anderen in sich selbst ubergeftihrt und umgekehrt
Sind ein Gewinde und ein Strahlengebtisch in

volutorisch, so gehort der Trager des letzteren

dem Gewinde an. Die Trager zweier involuto
rischen Strahlengebttsche schneiden sich.

Man kann aus diesem Satz eine andere noch anschau-

lichere Eigenschaft der involutorischen Lage entnehmen : Auf
einem gemeinsamen Strahle t

der Komplexe (a) und (b) wahle
man (Fig. 50) einen Punkt P;
ihm entspricht eine Nullebene a

in (a) und eine
ft

in (6); a habe

in (b) den Nullpunkt A auf *, /?

50 - in (a) den Nullpunkt B auf t.

Nun sind A und B identisch, wenn die Komplexe in Involution

sind. Denn dem Bttschel (P, ) entspricht im Nullsystem (b\

weil es den Scheitel P hat, ein Buschel in
ft

und weil es

in der Ebene a liegt, ein Btischel mit dem Scheitel A, also

das Btischel (-4, ft).
Andererseits mufs es nach Satz 112

wieder ein Bttschel von (a) sein, also da es in
ft liegt, das

Btischel (B, ft).
Daher sind A und B identisch. Ware man

vom Punkt A= B, den wir jetzt Q nennen, ausgegangen,
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so ware man durch dieses Verfahren zu P zurtickgekommen.
Jedes der vier Elemente P, Q, a, /? bestimmt die drei tibrigen.

Dreht sich a um
t,

so sind die Reihen P und Q auf t auch

bei zwei beliebigen Komplexen projektiv, hier aufserdem

involutorisch. Durch Zusammensetzung der beiden Recipro-

citaten, die durch zwei Gewinde definiert sind, entsteht eine

Kollineation, die also hier involutorisch 1st.

Satz 113: Durch zwei involutorische Gewinde
sind die Punkte (Ebenen) des Raums involutorisch

gepaart, indem die beiden Nullpunkte einer Ebene
(die beiden Nullebenen eines Punktes), die sich um
einen gemeinsamen Strahl t dreht (der sich auftfbe-

wegt), involutorische Reihen (Biischel) beschreiben.
Diese Involution ist eine Kollineation.

Wir wollen sie noch analytisch darstellen (Stolz, Math,

Ann., Bd. IV, S. 440), indem wir die Zeiger von g aus denen

von g berechnen. Es ist dabei gleichgiiltig, ob wir zuerst

die Polare g von g in (a) und dann die Polare g1
von g

in (b) suchen oder zuerst die Polare g\ von g in (b) und
dann die Polare y von g\ in (a); denn yl

mufs mit g zu-

sammenfallen. Wir schlagen etwa den ersten Weg ein:

Wenn s
t die Zeiger von g, sj von g ,

s&quot; von gl sind, so ist

nach Gleichung 51) (vergl. den Anfang dieses Paragraphen) :

94) Q si
== ai . w (a, s) A . 3$

95) Q s
i ^bi.w&s^B.s i,

wobei
B= Ibi bi^.

Setzen wir aus 94) die Werte in 95) ein, so wird

Q . CD (b, s
)
= 2bi+z . gsi

= to (a, f) . a) (bj a) A . w (5, s).

Da wegen der Involution a&amp;gt;

(6, a)
=

0, so bleibt

QQ S&quot;= Abi . w (b) s) Ba^ . w (a, s) -\- ABs^

oder indem man
(&amp;gt;(&amp;gt;

= a setzt:

96) 08?= Abi w (b, s) -\- Bai . w (a, s)
AB . s{.

Zwei Gewinde 5( und S3 mit den Zeigern at
- und bi be^

stimmen ein Buschel. Zwei Komplexe (S, ( desselben mogen
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die Zeiger Ao,- + ^6f und A a;-)-^ haben. Sie stehen in

Involution, wenn

_ at (lea + phi, Koi -\- p bi)
= U . w (a)

+ (V+ J - w (a, 6) +^ . w (6) = 0.

Wahlt man A : ^ willkiirlich, so ergiebt sich hieraus I : p
eindeutig; d. h.:

Satz 114: Zu jedem Gewinde eines Btischels

giebt es ein einziges desselben Btischels, das mit
ihm involutorisch liegt.

Waren insbesondere schon 21 und S3 involutorisch, so

reduziert sich Gleichung 97) auf

U .w(a) +^ . w(b) =
oder

98) U A + nn B= b.

Wenn der Trager %l des Btischels elliptisch ist, so sind

nach Gleichung 65) A und B gleichbezeichnet (das Um-
gekehrte gilt nicht), und wir wollen nachsehen, wie die

Windung von 91 vom Vorzeichen der Invariante samtlicher

Komplexe des Btischels abhangt. Wir dtirfen eine spezielle

Lage gegen das Zeigersystem voraussetzen und konnen also

aus Satz 88 und 55, c) nach der dort angegebenen Be-

deutung des Vorzeichens von c unmittelbar entnehmen:

Satz 115: Samtliche Gewinde eines Btischels mit

elliptischem Trager %l sind links oder rechts ge-
wunden, je nachdem 9^ rechts oder links gewunden
ist; im ersten Fall sind die Invarianten der Ge
winde positiy.

57. Die geschart involutorischen raumlichen

Systeme.

Wenn ffi ein Strahlennetz mit zwei Brennlinien 6, b ist,

so geht durch jeden Punkt P des Raumes ein Strahl von 9^,

auf dem wir dem Punkt P denjenigen P 1 zuordnen wollen,
der von P durch die Schnittpunkte mit 6,

b harmonisch ge-
trennt ist. Die Punkte des Kaums sind so einander involuto-
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risch zugeordnet, wobei die Punkte von b, b sich selbst ent-

sprechen (duale Konstruktion?). Diese Zuordnung 1st eine

Kollineation, well alien Punkten einer Geraden g die Punkte

derjenigen Geraden g projektiv zugeordnet sind, die auf der

Regelschar (g, 6,
b

) von g harmonisch getrennt ist. Die

Strahlen von 9? entsprechen sich in der Kollineation selbst.

Man nennt eine nicht perspektive raumliche Kollineation,*)
bei der oo 2

selbstentsprechende Strahlen vorkommen, eine

gescharte Kollineation, insbesondere, wenn sie involuto-

risch ist, eine gescharte Involution (Staudt, Beitr. zur

Geom. d. Lage, Art. 101; 1856).

Es ist nun fur den folgenden Abschnitt sehr wichtig zu

beweisen, dafs durch jedes allgemeine Strahlennetz un-

abhangig von der Existenz der Brennlinien eine gescharte
Involution eindeutig definiert ist. Das Netz bestimmt ein

Komplexbttschel ;
es ist also nur noch nachzuweisen, dafs die

Involution des Satzes 113 davon unabhangig ist, von welchem
der oo 1 involutorischen Komplexpaare des Biischels (Satz 114)
man ausgeht. Bestimmt man eine Involution 3 statt durch

die Komplexe 91 und 33 durch die Komplexe ( und & (vergl.

den Schlufs des vorhergehenden Paragraphen), so hat man,
um 8 analytisch darzustellen, in die Gleichung 96) einzu-

setzen :

statt a{

bt

A
, B

) w(a,s),waskurzerwa heifse

Wir konnen von nun an A = +B = + 1 voraussetzen (und
zwar fur elliptische Netze sicher A = B, nach Satz 115;
wir verfolgen von nun an nur diesen Fall, der andere ist

ganz analog), weil wir die Komplexgleichungen mit einem

*) Die perspektive raumliche Involution erhalt man, indem man
einen Punkt S und eine Ebene E annimmt und auf jedem Strahl s

durch S jedem Punkt den durch S uiid (s, E) harmonisch getrennten
zuordnet.
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beliebigen Faktor multiplizieren diirfen. Dann geht die

Relation 98) in

99) U +^ =0
ttber und die Gerade S^ die der

s&amp;lt;

in 3 entspricht, ist ge-

geben durch:

i om
&amp;gt;}

(*

Vermoge 99) ist

Ferner hat w
fe
den Koeffizienten :

Die rechten Seiten von 96) und 100) unterscheiden sich also

nur durch den Faktor (Aju
f

A 2
,
weshalb die St den sj

f

proportional sind.

Satz 116: Durch jedes allgemeine Strahlennetz
ist eindeutig eine gescharte Involution definiert,
namlich diejenige, welche irgend zwei involuto-
rische Komplexe des Biischels bestimmen, dessen

Trager das Netz ist.

Wir wollen uns noch uberzeugen, dafs im hyperbolischen
Falle die Involution 3 dieses Satzes mit der am Anfang
dieses Paragraphen aufgestellten 3 identisch ist: Um in

zu einem Punkte den entsprechenden zu finden, haben wir
in dem einen Komplex seine Nullebene und dann deren Null-

punkt im andern zu suchen. Die Punkte der Brennlinien

entsprechen sich also auch in 3 selbst. Da nun eine gerade
Punktinvolution durch ihre etwaigen Doppelpunkte vollkommen
bestimmt ist, so mtissen auf jedem Strahl des Netzes die

involutorischen Reihen von 3 und 3 identisch sein.

Wir wollen die Involution fiir den Fall eines elliptischen
Netzes noch als Punktverwandtschaft in der speziellen Lage
gegen das Zeigersystem ( 55, c)) analytisch darstellen: Wir
erhalten die Reciprocitat des ersten Nullsystems 84), wenn
wir in den Gleichungen 15, a) des 46
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alle Ubrigen a Null setzen. Wir berechnen ferner im zweiten

Nullsystem zu einer Ebene den Nullpunkt x^ wenn wir in

den Gleichungen 16, a) des 46

alle tibrigen a Null setzen. Diese beiden Verwandtschaften

r
&quot;

TX\ = m

101)

haben wir zusammenzusetzen:

102)

und schliefslich (nach der Regel von 31) #
2

os : x durch
a?, y, 2 zu ersetzen :

m ^

103) y = cm
z

In der That hat die Auflosung nach x,

c y x
=&quot;

dieselbe Form, wie die ursprunglichen Gleichungen, wie es

bei einer involutorischen Beziehung sein mufs. Da die beiden

Komplexe 84), von denen wir ausgingen, auch wenn die q
tetraedrische Zeiger bedeuten, involutorisch liegen, so wird
die zugehorige Involution fiir allgemeine Zeiger durch 102)

dargestellt. Das Grundtetraeder liegt dabei gegen das Netz
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so, dafs die Gegenkanten P
1
P

4 (#2
= #

3
=

0) und P
2
P

S

dem Netze angehoren und die beiden Eckpunkte des Te-
traeders auf jeder dieser beiden Kanten ein Paar der In

volution sind; analog dual.

Fassen wir zwei Strahlen
s,

s eines allgemeinen Netzes
und die Involution auf s auf, so giebt jedes Paar P, Pl

der-

selben, mit s als selbstentsprechendem Strahl verbunden,
zwei Ebenen, die in der gescharten Involution einander ent-

sprechen, also ein Paar der Involution um s
r

bilden; d. h.:

Projiziert man die Punktinvolution auf irgend einem Strahl

eines allgemeinen Netzes %l aus den anderen Strahlen von
9? und schneidet die Ebeneninvolution um irgend einen

Strahl von 9 mit den anderen Strahlen von 9^, so erhalt

man dieselben Involutionen, die schon durch 9 definiert

sind. Anders ausgedruckt:

Satz 117: Jede zu einem Strahl eines Netzes

gehorige Punktinvolution liegt zu jeder zu einem
Strahl desselben gehorigen Ebeneninvolution per-
spektiv.

Insbesondere sind also auch die ebenen affinen parallelen

Systeme, durch die %l erzeugt werden kann (Satz 104), in-

volutorisch gepaart und schneiden auf jedem endlichen Strahl

des Netzes die Involution auf diesem Strahl aus; ebenso sind

in der Stellung der Mittelebene die Richtungen involutorisch

gepaart (Involution der Centralbuschel nannten wir es in 54)
und bestimmen mit jedem endlichen Strahl die Ebenen
involution um diesen Strahl. Der unendlich fernen Ebene

entspricht die Mittelebene, auf der also die Centralpunkte
samtlicher geraden Punktinvolutionen liegen.

Wir nennen nach dem zugehorigen Netz auch eine ge-

scharte Involution elliptisch oder hyperbolisch.

58. Die speziellen Strahlennetze eines Gewindes
und die Parameter ihrer Korrelationen.

Jeder Strahl s eines Gewindes mit der Achse a ist

Brennlinie eines speziellen Strahlennetzes. Alle diese Netze

sind (nach 54, Schlufs) zweien von ihnen ahnlich und

unterscheiden sich nur durch den Parameter K der Kor-
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relation auf s,
den wir als Funktion des kiirzesten Abstands d

zwischen s und a und des Gewindeparameters I berechnen

wollen. Der Fufspunkt von d auf s sei N. Dann ist nach

53, b) nur die Winkelgesehwindigkeit cp zu berechnen, mit

der sich die Nullebene um s dreht,

wenn ein Punkt auf s den Punkt N
mit der Geschwindigkeit eins durch-

schreitet. Sei n die Normale der be-

weglichenNullebene ;
dann hat (Fig. 51)

der Winkel zwischen zwei beliebigen

Lagen von n die Stellung einer durch

die X-Achse gehenden Ebene. Die

Winkel -Geschwindigkeit kann also

durch die Anderung des Winkels

(J5T, ri)
= a) gemessen werden. Wenn

t der Abstand eines Punktes P auf s von N ist und

( Y, s)
= v

,
so sind die Zeiger von P :

Fig 51

x = d, y = t . cos v,

Nun ist nach 8, Gleichung 14):

t. sin v.

Wenn also

gesetzt wird, ist

sin v =
,w

_d_

n i^
\

= w

cos v =

Wahlt man namlich jene Richtung von s als positive, die

mit der Z-Achse ein6n spitzen Winkel einschliefst, so mufs

das negative Zeichen beim cos stehen, wie Fig. 51 mit Be-

rucksichtigung der geometrischen Bedeutung von ! zeigt

(Fig. 51 entspricht einem rechtsgewundenen Gewinde, also

einem negativen I; vergl. 11). Setzt man die Zeiger von

P, namlich

w
dt

w

in die Gleichung der Nullebene ( 7):
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eines beliebigen Punktes ein, so erhalt man:

wdri + I* + f (t0 tS)
=

als Gleichung aller Nullebenen von s. Wir entnehmen daraus :

It
cos w =

und mussen
&amp;lt;jp

= -j berechnen. Indem wir zunachst
L at Jj o

blofs den absoluten Betrag suchen und beriicksichtigen, dafs

fttr t gleich Null cos w = und sin co= + 1 1st, erhalten

wir durch Differentiation der Gleichung

unmittelbar :

da)
F
L ^

also :

f

Die Nullebene dreht sich bei wachsendem t im positiven

Sinn, wenn das Gewinde rechts gewunden (nach Satz 14

durch die Normalebenen einer linksgewundenen Schraubung

defmiert) ist, also wenn ( 11) I negativ ist.*) Wir wtinschen

durch das Vorzeichen des Parameters K der Korrelation

auf s auch den Drehungssinn der Nullebene auszudrttcken,

mussen also (vergl. 53, b)) schreiben :

104)

Hiermit konnen wir nach Gleichung 67) auch die Winkel-

geschwindigkeit cp der Nullebene in einem beliebigen
Punkte P von s berechnen:

*) Dies sieht man aus Fig. 51 unmittelbar, wenn man beriick-

sichtigt, dafs die Normale von P auf a stets der Nullebene angehort.
Nebenbei folgt : Die speziellen Strahlennetze eines Gewindes sind ebenso

gewunden, wie das Gewinde selbst.
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Andererseits 1st der Abstand Q des Punktes P von a. ge-

geben durch:

&amp;lt;&amp;gt;*=
t* cos 2 v + 6*=^- + &amp;lt;S

2
,

also:

und:

105) v=^=̂

Diese Gleichung enthalt 104) als Spezialfall in sich und

zeigt das spater noch zu beniitzende Ergebnis:

Satz 118: Bewegt sich ein Punkt P auf einem
Gewindestrahl mit der Geschwindigkeit eins, so ist

die Winkelgeschwindigkeit seiner Nullebene nur
von der Entfernung des Punktes von der Achse,
aber nicht von der Richtung der Bewegung ab-

hangig.

59. Erzeugung eines Gewindes durch Schiebung,
Drehung und Schraubung seiner Netze.

Eine Rotationsflache kann nicht nur durch Drehung
ihrer Meridiankurve, sondern auch einer beliebigen auf ihr

liegenden Kurve erzeugt werden. Allerdings wird sie dadurch
nicht immer vollstandig erhalten. Dreht sich z. B. ein

Kugelkreis um einen Durchmesser der Kugel, so wird i. A.

nur eine Kugelzone erzeugt. Analog wird, da ein Gewinde
nicht nur eine Drehung, sondern auch eine Schraubung um
seine Achse a gestattet, jedes in ($ enthaltene Netz %l durch

Schraubung um a das Gewinde erzeugen. Aber man wird
zu untersuchen haben, ob jeder Strahl von so erhalten

werden kann. Da die Schraubung in eine Schiebung und
eine Drehung zerlegt werden kann, genugt es, diese beiden
Falle zu betrachten.

a) Wir erzeugen durch Schiebung von W langs der

Richtung a und fragen, ob die Erzeugung vollstandig ist.

Zindler, Liniengeometrie. 13
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Wir suchen alle Strahlen von 9?, die irgend einen Durch-
messer d von schneiden; sie bilden nach Satz 99 eine

Regelschar 9ft zweiter Ordnung und zwar hier ein hyper-
bolisches Paraboloid, well sie auch die unendlich feme Polare

von d schneiden. Projizieren wir 3ft langs der Richtung d
auf die Nullebene v irgend eines Punktes P von d, so werden
die Projektionen das Buschel (P, v) vollstandig ausfullen

;.

daher wird dieses Buschel auch vollstandig durch die

Schiebung erhalten, wenn diese von oo bis -f- oo aus-

gedehnt wird.

Satz 119: Ein Gewinde wird durch Schiebung
jedes in ihm enthaltenen Netzes vollstandig er-

zeugt.

b) Wir erzeugen @ durch Drehung von 9? urn a. Die
unendlich feme Gerade von 9ft mufs auch in @ enthalten

sein, d. h. die Mittelebene von 9ft mufs parallel zu a sein

(ftir die hyperbolischen Netze folgt dies unmittelbar aus

Satz 10). Wir betrachten, falls 9ft allgemein ist, nur den

einfachsten Fall, dafs die Mittelebene a selbst enthalt 1st

dann

a) das Netz 9 hyperbolisch, so bilden die Brennlinien

b, b mit a gleiche Winkel. Wir betrachten eine Ebene E
\\

a

und fragen, ob in dieser alle Gewindestrahlen durch Drehung
von 9 erhalten werden konnen. Als Ausgangsstellung von

9^1 betrachten wir dabei diejenige, in welcher 6, b parallel
zu E sind. Bei Drehung um a beschreiben b, b dasselbe

Rotationshyperboloid, das von E in einer Hyperbel geschnitten

wird, deren Asymptoten die Richtungen b, b haben; und zwar

beschreibt bei halber Drehung von der Ausgangsstellung aus

der Schnittpunkt von b den einen, der von b den anderen

Ast der Hyperbel vollstandig. Je zwei Punkte der Hyperbel
auf verschiedenen Asten sind durch dieselbe Lage von 9

einander zugeordnet und wir wissen von vornherein, dafs

sich die Verbindungslinie zugeordneter Punkte parallel zu

sich selbst bewegt. Sie mufs also, da die Aste vollstandig

beschrieben werden, auch die Ebene E vollstandig durch-

schreiten (der Leser fertige eine Skizze selbst und verfolge
die zwei Moglichkeiten, dafs E von a durch &,

b getrennt
sein kann oder nicht). Nur wenn E durch b oder b geht,

werden die Gewindestrahlen in E nicht erhalten. Da aber
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solche Ebenen E nur eine einfache, ihre Strahlen also nur
eine zweifache Mannigfaltigkeit bilden, betrachten wir dies

als keinen Abbruch der Vollstandigkeit.

/?)
Wenn 9? ein beliebiges spezielles Netz von 1st, so

zeigt eine ahnliche Uberlegung wie bei a) die Vollstandig
keit der Erzeugung: Sei b die Brennlinie von 9 und a der

spitze Winkel (a, b)] legen wir wieder E
\\ a, so beschreibt

der Schnittpunkt S ==
(b, E] bei halber Umdrehung von 9

den einen Ast einer Hyperbel mit dem Asymptotenwinkel 2 a

vollstandig, von der die Neben- oder Hauptachse parallel
zu a ist, je nachdem E von der unendlich fernen Ebene
durch a, b getrennt ist oder nicht. Im ersten Fall schliefsen

die Gewindestrahlen s in E mit a einen spitzen Winkel ein,

der nach absoluter Zahlung ( 12, erste Anm.) grofser ist

als a, im zweiten Fall einen kleineren. Wahrend also S
den einen Ast der Hyperbel vollstandig durchlauft, tiber-

streicht in beiden Fallen der durch S gehende Strahl s die

Ebene E vollstandig.

y) Seien a, ^, h drei einander in A rechtwinklig
schneidende Strahlen und a die Achse eines Gewindes

,

also g, li Strahlen desselben. Alle Strahlen von
,
deren

kiirzester Abstand in

li fallt, bilden eine

Regelschar 9^ eines

gleichseitigen hyper-
bolischen Para-

boloides ^p, dessen

Haupterzeugende g
und k sind (Fig. 52).

Tragt man auf g von
A aus beiderseits

dieselbe Strecke auf
und zieht durch die

so erhaltenen Punkte

C, C die zweiten Er-

zeugenden r, r von

^3, so kann 9^ als Erzeugnis kongruenter Punktreihen auf

r, r aufgefafst werden. Dreht man also 9^ um #, so ent-

steht ein Rotationsnetz 9? (Satz 105) mit g als Hauptstrahl.
Es gehort ganz an; denn ein Strahl s von ^ gelangt bei

13*

52 -
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der Drehung zweimal in eine Lage, wo er a senkrecht
schneidet und gehort hier sicher @ an. Nach Satz 11 gehort
also jedes in 9? enthaltene Rotationshyperboloid dem Gewinde
an. @ kann daher durch Drehung eines Rotationsnetzes er-

zeugt werden. Da dieses selbst durch Drehung von 3^ er-

zeugt werden kann, so folgt (Zindler, Jahresber. d. D. Math.
Ver. IV), dafs ($ durch zweimalige Rotation einer einfachen

Linienmannigfaltigkeit erzeugt werden kann, namlich:

Satz 120: Dreht man eine Regelschar eines

gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids urn ihre

Haupterzeugende g, das so erhaltene Netz um eine
im Scheitel des Paraboloids auf g senkrechte Ge-
rade, so entsteht ein Gewinde.

Dabei ist jedesmal eine halbe Umdrehung auszufuhren;
dann ist die Erzeugung gerade vollstandig. Denn fragen

wir, ob in einer Ebene E
\\

a alle Strahlen s erhalten werden:

Derjenige s
,
welcher A (in B) schneidet, gehort %l schon in

der urspriinglichen Lage an. Die iibrigen gehen aus jenen
Strahlen von %l hervor, die den Cylinder mit der Achse a

uud dem Halbmesser AB beruhren, also in den Beruhrungs-
ebenen ft des Cylinders liegen. Wenn f$Lg ist, liegt der

Netzstrahl in
ft unendlich fern; dreht man

ft,
so kommt er

aus dem Unendlichen und zwar von derjenigen Seite, auf

welcher er gegen g ebenso gewunden ist, wie s (in der

Fig. 52 links gewunden, also von unten, falls die Anfangs-

lage von ft die positive Halbgerade g schneidet). Er be-

wegt sich kontinuierlich bis in die Lage s
,
wahrend

ft
sich

um einen rechten Winkel bis in die Lage E dreht. Dreht

sich ft
um einen rechten Winkel weiter, so geht der in ft

liegende Netzstrahl (indem er mit a immer denselben Winkel

bildet) von der Lage s wieder ins Unendliche, aber nach

der anderen Seite (hier nach oben), weil er gegen g immer

gleich gewunden sein mufs; er uberstreicht also die ganze
Ebene ft wahrend einer halben Drehung.

Legt man eine Ebene e La und andert die Abstande

aller Raumpunkte von e im selben Verhaltnis, so wird

durch diese (spezielle) affine Transformation das Rotations-

netz in ein allgemeines elliptisches verwandelt, das Ge
winde wieder in ein solches; die Drehung um a bleibt

als solche erhalten. Also auch wenn man ein allgemeines
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elliptisches Netz dreht, 1st die Erzeugung des Gewindes

vollstandig.
Dafs ein Gewinde stets entgegengesetzt gewunden 1st,

wie ein in ihm enthaltenes elliptisches Netz (Satz 115) ist

im Falle des Satzes 120 umnittelbar anschaulich: Denn jeder
Strahl s von ^ ist gegen a entgegengesetzt gewunden, wie

gegen g.

60. Parameterdarstellungen des Gewindes.

Wenn durch

106) opi = fi(u,v,w) (t=1...6),

wobei die Beziehung

107) SPi pi + B
=

identisch erfUllt sein soil, die Linienzeiger einer Geraden als

Funktionen dreier unabhangiger Veranderlichen, der Para

meter w, v, w gegeben^sind, so wird dadurch ein Linien-

komplex & definiert. Andert man einen Parameter allein,

so bekommt man eine in ( enthaltene Regelflache. Eine

w-Flache, d. i. eine solche, langs deren u allein sich andert,

wird also durch ein Wertepaar v = v
,
w = w ausgesondert.

S kann daher in oo
2
z-Flachen, in oo 2 v-Flachen oder in

oo
2 w-Flachen zerlegt werden. Analog wird durch w w

eine w, v-Kongruenz ausgesondert, und mit der Parameter-

darstellung selbst ist in dreifacher Weise eine Zerlegung
von S in oo 1

Kongruenzen gegeben. Jede Kongruenz ist

wieder in doppelter Weise in oo
1 Flachen zerlegt.

Filr ein Gewinde konnen wir solche Darstellungen aus

den Ergebnissen des vorigen Paragraphen unmittelbar ab-

leiten, da wir die Parameterdarstellungen der Netze schon

kennen gelernt haben. Wir beschranken uns auf die Ver-

wendung allgemeiner Netze zur Erzeugung des Gewindes ($.

a) Fur eine Schiebung langs der Z-Achse reduzieren

sich die Gleichungen 61) in 41 auf:

Pi= *i (t=l,2,3, 6)

108) J&amp;gt;4= 5i+ *4



198 IV. Lineare Stabwalder, Komplexe und Kongruenzen etc.

Hier sind die alten Stabzeiger p durch die neuen K aus-

gedruckt; bedeutet die Schiebung des Zeigersystems gegen
das Gebilde. Wir wollen umgekehrt die neuen Zeiger durch

die alten ausdrticken und zugleich statt die Schiebung des

Gebildes gegen ein festes Zeigersystem einfiihren, miissen

also in 108) statt j einsetzen und dann nach den K

auflosen. Dadurch gelangen wir aber zu Gleichungen genau
derselben Form, weshalb wir die Gleichungen 108) bei-

behalten und jetzt die p als die neuen Zeiger auffassen und

5 als die Schiebung des Gebildes gegen das Zeigersystera.
Man hatte dies auch durch blofse Uberlegung finden konnen.*)

In der Darstellung 78, a) fallt der Hauptstrahl des Netzes

in die Z-Achse, die wir aber schliefslich als Achse des Ge-

windes erhalten wollen. Wir vertauschen also in 78, a) die

Achsen cyklisch, wodurch wir erhalten :

x
t
= 2c x

4
= ^-

(w
2 v 2

)
sin 2a

109) K
2
=

Kft
= uc cos a.

o

Jetzt fallt der Hauptstrahl dieses hyperbolischen Netzes in

die X-Achse; wir erhalten durch Schiebung langs der

Z-Achse, konnen daher die Gleichungen 108) unmittelbar

anwenden:

pl==2c P vcos-|- (w
2 u 2

)sin2

110) p2
= v cos a p6

= 2c% -\- vc sin a

ps
= u sin a p6

= uc cos a.

Hier sind ?/, v, % die Parameter. Es besteht, wie es sein

mufs, die Beziehung 107) und die pi erfullen die lineare,

von den Parametern freie Gleichung:

111)
ItL^ ccota,
Ps

die also die Gleichung des Gewindes ist.

*) Eine analoge Bemerkung gilt fur erne beliebige Zeigertrans-

fonnation, iiamentlich fur die Deutung der Gleichungen 115).
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Legen wir ein elliptisches Netz zu Grunde, so erhalten

wir auf demselben Wege aus den Gleichungen 83, a) zunachst

(indem wir auch die Parameter #
, y ihrer geometrischen

Bedeutung wegen cyklisch vertauschen und den Index

fortlassen):

112) z

m

dann aus 108):

113) z

m

Ps =
oder:

114)
P*

c

m

Die einfachsten Darstellungen erhalt man, wenn man
bei 110) ein rechtwinkliges Netz (a= 45), bei 113) ein

Rotationsnetz (m = 1) zu Grunde legt; im ersten Fall ftihren

wir noch -7=, = als neue Parameter ein, im zweiten Fall

= w statt

2c

= 2 c 5 + c v



200 IV. Lineare Stabwalder, Komplexe und Kongruenzen etc.

b) Ftir eine Drehung urn die z-Achse um den Winkel to

reduzieren sich (mit Anderung der Bezeichnung) die

Gleichungen 59) und 60) in 41 auf:

Pi
= x

1
cos co x

2 sin to p^=n^ cos to x
5 sin a&amp;gt;

115) p2
= x sin w -f- x

a cos to p^ = x
4 sin to -\- x

5 cos to

Indem wir fur die x dieselben Werte einsetzen, die wir in

den Gleichungen 109) oder 112) vorbereitet haben, erhalten wir
zwei neue Parameterdarstellungen 116) des Gewindes, deren
ausdriickliche Anschreibung wir uns ersparen.

Alle diese Darstellungen gelten auch, wenn man die p
als allgemeine tetraedrische Zeiger betrachtet; denn
die Elimination der Parameter liefert immer eine lineare

Gleichung.

Es ist selbstverstandlich, dafs mit jeder Parameter-

darstellung eine Abbildung der Gewindestrahlen auf den
Punkt- oder Ebenenraum gegeben ist, indem man die

Parameter als irgendwelche Punkt- oder Ebenenzeiger deutet.

Betrachtet man sie z. B. als rechtwinklige Punktzeiger, so

werden durch 116) die Gewindestrahlen auf alle Punkte
einer von zwei parallelen Ebenen im Abstand TC begrenzten
Schichte des Raums vollstandig und gegenseitig eindeutig

abgebildet, durch 110) und 113) aber auf den ganzen
Punktraum. Man kann unbegrenzt viele solche Ab-

bildungen erhalten, indem man statt der Parameter Funktionen
derselben in die hier gegebenen Darstellungen einsetzt.

Die erste Abbildung des Gewindes auf den Punktraum
wurde von N other (Gottinger Nachr. 1869) gegeben.

Ubungsaufgaben:

33) Wie kann man, wenn ein Gewinde durch zwei

projektive Strahlbuschel gegeben ist (Sylvestersche Er-

zeugungsweise), am schnellsten seine Achse konstruieren?

34) Welche spezielle Formen nimmt die Gleichung eines

Gewindes an, wenn a) die Nullebene einer Ecke des Grand-



Ubungsaufgaben. 201

tetraeders in eine Flache des letzteren fallt; wenn dies
ft)

zweimal, y) dreimal eintritt?

35) Zu den Kollineationen gehort auch die (spezielle)

affine Transformation T, die darin besteht, dafs die Abstande

aller Punkte von einer festen Ebene E im selben Verhaltnis

q geandert werden. Legt man E durch die Achse eines

Gewindes Gr, so mufs also durch T das Gewinde wieder in

ein solches tibergehen (Satz 82). Andererseits scheint es,

als ob dabei seine axiale Symmetric verloren ginge, ahnlich

wie aus einem Kotationsellipsoid durch T ein allgemeines
wird. Wie lost sich diese Paradoxie?

36) Es ist (ahnlich wie es beim Gewinde in 11

geschah) ftir den Komplex 2
des Satzes 94 die Anordnung

der Komplexstrahlen mit Hilfe einer Schar koaxialer Kreis-

zylinder zu untersuchen.

37) Die Gleichung 56) ist ftir rechtwinklige Linienzeiger
durch Rechnung zu bestatigen. ( 52.)

38) Welche Satze treten bei hyperbolischen Netzen an

Stelle der Satze 106), 108), 109)?

39) Es ist zu bestatigen, dafs man, wenn man in

Gleichung 96) rechts die Zeiger si einsetzt, zu den Zeigern s

zuruckkommt.

40) Die Involution des allgemeinen Strahlennetzes ist

aus den Gleichungen 79) oder 84) als Ebenenverwandtschaft

darzustellen.

41) Die Involution des hyperbolischen Netzes ist aus

den Gleichungen 79) als Punktverwandtschaft darzustellen.

42) Seien #, # und y, y Paare entsprechender Punkte

zweier projektiver Reihen #, g\ Man betrachte xy
1 und

x y als Brennlinien eines Strahlennetzes. Die oo
2 so defi-

nierten Netze sind im selben Gewinde enthalten (Franel,

Vierteljahrsschr. d. naturf. Ges. Zurich, Bd. 40, 1895).

43) Wenn h ein Strahl eines Gewindes G ist, der die

Achse a senkrecht schneidet, so bilden die Strahlen von 6r,

deren kttrzester Abstand von a in h fallt, eine Regelschar 9ft

eines hyperbolischen Paraboloids. Von dieser ist eine

Parameterdarstellung zu suchen und daraus eine Darstellung
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des Gewindes abzuleiten, indem man SR zunachst um a dreht

und dann langs a verschiebt.

44) Wie kann die Vollstandigkeit der Erzeugungen, von
denen 59 die Rede war, aus den Parameterdarstellungen
des Gewindes entnommen werden?

45) Es sind die w-Flachen, v-Flachen, w, v-Kongruenzen,
u. s. w. bei den Darstellungen 110), 113) anzugeben.

46) Die Polaren einer festen Geraden g bezUglich aller

Komplexe eines Buschels bilden eine Regelschar.



V. Abschnitt.

Imaginare Elemente.

61. Die Transversalen eines Strahlenquadrupels

und das zugehorige Strahlennetz.

Wir sind schon einmal bei Berechnuhg von Linienzeigern
auf eine quadratische Gleichung gestofsen, namlich bei Be-

stimmung der Strahlengebttsche eines Komplexbuschels ( 53).

Es ist vom analytischen Standpunkt dieselbe Aufgabe: Die
schneidenden Transversalen von vier gegebenen
Geraden zu finden. Seien

stt (t
= l,...4; A = l, ...6)

die Zeiger der gegebenen Strahlen s und pi die einer ge-
suchten gemeinsamen schneidenden; dann miissen die

Gieichungen :

=0 (t=l, ...4)

erftillt sein. Wir setzen voraus, dafs die s nicht hyper-
bolische Lage haben; dann ist die Matrix s^ vom Range 4,

und wir konnen vier von den p, etwa
/&amp;gt;3 ,

. . . pQ als linearare

homogene Funktionen der beiden ubrigen berechnen:

3) ^
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Wir kbnnen auch schreiben: A = 1, ... 6, wenn wir festsetzen:

c1==l, c
}

=
C
2 =0, C2=l.

Die Werte 3) setzen wir in 2) em and erhalten:

oder:

4) a&amp;gt;(c).p* + 2w(c,c ) .jplPa+ w(c )
. p\
= 0.

Hierdurch ist das Verhaltnis pl
: p% und somit aller tibrigen

Zeiger bestimmt. Andererseits kann man die Transversalen

geometrisch konstruieren, indem man das Hyperboloid ,

auf dem die Regelschar 9fJ= (s1? 2 , 8 ) liegt, mit s
4 zum

Schnitt bringt. Ist 5 ein gemeinsamer Punkt von und s
4 ,

so ist der durch S gehende Leitstrahl der Schar 5R eine

gemeinsame Schneidende aller vier Strahlen. Die Realitat

der Lbsung mufs davon unabhangig sein, welches Tripel
man aus den vier Strahlen zur Bestimmung von aus-

gewahlt hat; also:

Satz 121: Die vier Hyperboloide, welche vier
Strahlen zu dreien bestimmen, werden vom vierten
Strahl alle zugleich entweder geschnitten oder be-
rtihrt oder nicht geschnitten.

Die Realitat der Wurzeln von 4) hangt ab vom Vor-

zeichen der Grofse:

5) Q=
[at (c,

c
)]

2 w (c) . &amp;lt;a (c ).

Wir wissen, dafs wenn die Matrix

der Zeiger von funf Strahlen sich auf den Rang 4 erniedrigt,

die funf Strahlen demselben Netz angehoren (Satz 102).

Unter dieser Voraussetzung lafst sich eine Zeile der Matrix

durch konstante Multiplikatoren aus den ubrigen Zeilen

zusammensetzen, z. B.:

6)
s
6i=SXiSu (A

=
l, ...6)

(vergl. die Schlufsweise 39, c). Umgekehrt wird bei Be-

stehen der Gleichungen 6) sich stets der Rang der Matrix s^ er-
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niedrigen. Wenn also s
5 ^ iiberhaupt Zeiger eines Strahles

bedeuten, so gehort er dem Netz an, das durch s
t

. . . s
4

bestimmt 1st. Ersetzt man daher die vier ursprunglichen
Strahlen s durch irgend welche vier andere unabhangige
desselben Netzes und sucht dann die gemeinsamen Trans

versalen, so kommt dies darauf hinaus, die Gleichungen 1) vier-

mal mit je vier Zahlen zu multiplizieren und zu addieren, d. h.

durch ein System aquivalenter Gleichungen zu ersetzen. Es
mttssen also auch die Losungen der Gleichungen dieselben

bleiben. D. h. :

Satz 122: Die Gleichung, die zur Bestimmung
der Zeiger der gemeinsamen Transversalen von vier
Strahlen dient, die innerhalb eines Netzes gewahlt
wurden, ist von dieser Wahl unabhangig.

Fur ein hyperbolisches Netz ist dies geometrisch selbst-

verstandlich; aber wir haben es allgemein bewiesen. Also

sind jetzt durch Satz 122 jedem allgemeinen Strahlennetz

zwei Sextupel von Zahlen zugeordnet, welche die Beziehung 2)
erftillen und fiir ein hyperbolisches Netz reell sind, fur ein

elliptisches konjugiert komplex, ftir ein spezielles zusammen-
fallen. Wir wollen das letzte Ergebnis umkehren, namlich

zeigen, wie jedem konjugiert-komplexen Sextupelpaar, das

die Bedingung 2) erflillt, ein elliptisches Strahlennetz zu

geordnet ist (Klein, Dissert. Art. 5, Math. Ann., Bd. 23). Sei

7)
*. = - + *

(x=1) ..,6)
px = a* ibx

das Sextupelpaar. Wir suchen alle reellen Geraden, deren

Zeiger q* zusammen mit den pK die Inzidenzbedingung

^(Piq) erfullen; sie zerfallt in die zwei Gleichungen:

8) IaxqK + 3 = Q, Zbx q + 3
=

0,

die als Gleichungen zweier linearen Komplexe, also eines

Strahlennetzes betrachtet werden konnen. Wenn sie erfullt

sind, ist auch w (p
f

, q)
= erfullt. Daher ist dieses Strahlen

netz ebensowohl durch die pK als durch die px bestimmt.

Wir setzen voraus:

oj (p)
= w(a) -\-2i. a)(a, b) -f- i

z
. w(b) =
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also:

9) (a)
= w(6)

10) a*(a,6) = 0.

Letztere Bedingung besagt, dafs die beiden Komplexe in-

volutorisch liegen. Ferner setzen wir zunachst voraus:

11) 01 (o) =1=0.

Nach 53, Gleichung 65) 1st hier Q stets negativ, daher:

Satz 123: Jedem Sextupel komplexer Zahlen, das
die Bedingungen 2) und 11) erfullt, ist eindeutig ein

elliptisches Strahlennetz und hierdurch eine ge-
scharte elliptische Involution zugeordnet, und zwar
dieselbe, wie dem Sextupel der konjugierten kom-
plexen Zahlen.

Wenn umgekehrt ein elliptisches Strahlennetz durch

zwei Gewinde gegeben ist, und man will die zugeordneten

Sextupel finden, so suche man zunachst nach 56 zu dem
einen Gewinde das involutorisch zugeordnete desselben

Buschels, wodurch Gleichung 10) erfullt wird. Da die In-

varianten der beiden Gewinde gleichbezeichnet sind (Satz 115),
ist es immer mbglich, die Gleichung 9) dadurch zu erfullen,

dafs man die Gleichung des einen Gewindes mit einem

passenden Faktor multipliziert. Dann kann man unmittelbar

nach 7) die Sextupel zusammensetzen. Man braucht also

die quadratische Gleichung 4) nicht wirklich aufzustellen.*)

Der Satz 123 erbffnet die Aussicht, auch komplexen
Linienzeigern eine geometrische Bedeutung beilegen zu

konnen. Da aber die Theorie der imaginaren Geraden sich

nur im Zusammenhang mit der Theorie der imaginaren
Punkte und Ebenen entwickeln lafst, so mussen wir etwas

weiter zuriickgreifen.

*) Der Grund dieser fur den ersten Augenblick uberraschenden
Thatsache ist geometrisch durchsichtig : Man kann eben die Involution

linear bestimmen, nicht aber ihre etwaigen Doppelelemente. Ubrigens
erfordert die Bestimmung des erwahnten Faktors die Auflosung einer

re in en quadratischen Gleichung.
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62. Geometrische Interpretation der imaginaren
Elemente.

Ein System von vier (drei) komplexen Zahlen nennen
wir einen ,,imaginaren Punkt&quot; oder eine ,,imaginare Ebene&quot;

r

je nachdem es sich bei Anwendung tetraedrischer (gewohn-

licher) Zeiger als Zeigersystem eines zu suchenden Punktes
oder einer Ebene bei Losung einer Aufgabe ergeben hat.

Analog nennen wir ein System von sechs komplexen Zahlen

,,eine imaginare Gerade&quot;, wenn sie derselben Bedingung 2)

genugen, die auch die Zeiger einer wirklichen Geraden er-

fiillen. Im Falle tetraedischer Zeiger soil es nur auf die

Verhaltnisse der Zahlen ankommen. Als gemeinsame Be-

zeichnung der imaginaren Punkte, Ebenen, Geraden ge-
brauchen wir ,,imaginare Elemente&quot;.*) Wir nennen ein

imaginares Element D zu einem anderen gleichartigen D
,,konjugiert&quot;, wenn die Zahlen des Systems, aus denen es

besteht, der Reihe nach zu denen von D konjugiert sind.

Diese Definition ist also zunachst rein analytisch**) r

aber es ist unsere nachste Aufgabe, den imaginaren Ele-

menten wirkliche geometrische Gebilde eindeutig zuzuordnen.

Schon die einfachste Grundaufgabe, bei der imaginare Punkte

auftreten, giebt einen Fingerzeig fur den einzuschlagenden

Weg: Berechnet man die Zeiger des Schnittpunktes einer

Geraden g mit einem Kegelschnitt (in derselben Ebene), so

werden sie reell oder komplex, je nachdem g den Kegel
schnitt schneidet oder nicht. Andererseits weifs man, dafs

durch einen Kegelschnitt K auf jeder Geraden g seiner

Ebene eine Punktinvolution definiert ist (S. S. VII, Art. 93),

die hyperbolisch, elliptisch oder ausgeartet ist, je nachdem

g den Kegelschnitt schneidet, nicht schneidet oder beriihrt;

im ersten Fall sind die Doppelpunkte der Involution zu-

gleich die Schnittpunkte mit K. Einer hyperbolischen ge-
raden Involution sind also (auch abgesehen von der Be-

*) Eigentlich sollte man sagen nkomplexe Elemente&quot;, weil in der

Algebra die imaginaren Zahlen nur ein Spezialfall der komplexen sind.

Jedoch hat sich der Name imaginare Elemente&quot; schon zu sehr ein-

geblirgert, als dafs man davon abgehen kbnnte.

**) Miifste man bei ihr endgiiltig stehen bleiben, so ware sie

wertlos; sie ist nur ein vorlaufiges Auskunftsmittel, um von der

ganzen Angelegenheit bequem reden zu konnen.
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ziehung zu K) zwei reelle Punkte und zwei Paare ebener

Zeiger zugeordnet ;
es fragt sich, ob analog einer elliptischen

Involution bestimmte (komplexe) Zahlensysteme zugeordnet
werden konnen.

Wenn

zwei Punkte einer Geraden g sind, so sind die Punktreihen

P= (A av -f I av\ Q^faav + ii cf)

projektiv, wenn zwischen den Parameterverhaltnissen A : A,

li \H eine bilineare Beziehung besteht:

Soil die Projektivitat eine Involution sein, so mufs die

Gleichung in Bezug auf die beiden Parameterverhaltnisse

synnnetrisch sein, d. h. : m= m . Sollen insbesondere A, A
ein Paar zugeordneter Punkte der Involution sein, so mufs
die Gleichung

12) C^
ILI -\- m (A|U

f

-|- A |W) -}- c hfi

sowohl durch

als durch

erftillt sein. Beides fiihrt, wie es sein mufs, auf dieselbe

Bedingung :

Setzen wir:

so folgt:

Man kann also in der Form

13) P=(Aay+ A o;), P ^(Vav

verschiedene Involutionen auf g darstellen, wenn man k nach-

einander alle reellen Werte erteilt, und zwar erhalt man ftir
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k = die parabolische, ftir k
^&amp;gt;

eine elliptische, ftir k

eine hyperbolische Involution, weil ftir die Doppelelemente
2= k

sein mufs. Man kann den absoluten Betrag von k bei einer

eigentlichen Involution immer auf eins bringen; wir ver-

folgen dies nur fur k
&amp;gt;

: Es sei

so kann man die Involution 13), wenn man die Zeiger von
P mit w multipliziert, auch schreiben:

Setzt man jetzt

I w = A
,

w av= a&quot;
,

so 1st die Involution 13) dargestellt durch

P= (I av + A af), P ^ (V** ^oO,
und der Punkt A&quot; ist mit A identisch. Um jetzt alle

elliptischen Involutionen zu erhalten, in denen A, A ein

Paar ist, mufs man die Zeiger des einen Punktes A fest-

halten, die des anderen A andern. Indem wir wieder zur

urspriinglichen Schreibweise zurtickkehren, konnen wir sagen :

Satz 124: Jede gerade elliptische Involution,
in der das Paar A, A vorkommt, kann in der Form
14) P^ (I av + AX), P ^ (Kav lav] (v

=
1, . . . 4)

dargestellt werden, wenn man die absoluten Be-
trage der Zeiger a passend wahlt.*)

Sollte P mit P zusammenfallen, so mtifste

d.h.

x a=+t
sein. Es giebt also nur imaginare Doppelelemente :

15) Z&amp;gt;
=

(ov+ X), D ^(av iav ,
v=

*) Jede hyperbolische Involution in der Form

P=(Aar + I
*;), P=(*X + AO-

Zindler, Liniengeometrie. 14
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und es 1st zunachst zu zeigen, dafs sie davon unabhangig
sind, welches Paar -4, A man der Darstellung 14) zu Grunde

gelegt hat : Es werde statt A, A das Paar P, P zu Grunde

gelegt; dann erhalt man als Doppelelemente :

a,

D! geht aus D r

durch Multiplikation mit A -j- i // hervor
;

analog sind Z&amp;gt; und D(, identisch. Umgekehrt kann man,.
wenn ein imaginares Element D 5=

(av -j- i a,) gegeben ist,

die zugehorige Involution 14) unmittelbar hinschreiben, bei

der sich D als das eine Doppelelement ergeben wiirde; man

ttberzeugt sich leicht durch Rechnung, dafs diese Involution

nur von den Verhaltnissen der vier Zahlen (D) abhangt,
was iibrigens auch daraus hervorgeht, dafs vom Faktor

A -j- % I der vorigen Rechnung nur die Amplitude, nicht der

absolute Betrag in Betracht kommt.

Satz 125: Jedem imaginaren Punkt D ist ein-

deutig eine gerade elliptische Involution zugeordnet;
umgekehrt gehort zu dieser Involution neben D
noch der konjugierte Punkt D .

Dieses Ergebnis lafst sich sofort aui den Fall tiber-

tragen, wo an Stelle der geraden Punktinvolution ein in-

volutorisches Ebenenbuschel oder StrahlenbUschel tritt: Wir
brauchen nur unter den av und av im ersten Fall die Zeiger
zweier Ebenen zu verstehn, im zweiten Fall (vergl. 39, c),

wahrend v gleichzeitig von 1 bis 6 geht, die Zeiger zweier

incidenten Geraden. Im letzten Fall wird namlich durch

14, a) pv= ;Uv+ ;iX, pv
= Vav lav (y

= l,...6)

eine Strahleninvolution dargestellt, und es ist

w (a)
= a) (a )

=
;
w (a,

a
)
=

,

also gerade der Fall, den wir im vorigen Paragraphen un-

berticksichtigt liefsen. Zusammenfassend konnen wir sagen:

Satz 126: Den Paaren konjugierter imaginarer
Elemente sind gegenseitig eindeutig elliptische
Involutionen zugeordnet, und zwar involutorische

Punktreihen, Ebenenbuschel, StrahlenbUschel und

gescharte Involutionen.
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Je nachdem dem Sextupel

av -\-iav (v
=

1, . . . 6)

ein involutorisches Strahlenbtischel oder eine gescharte
Involution zugeordnet 1st, nennt man es gewohnlich eine

imaginare Gerade ,,erster&quot;
oder ,,zweiter&quot; Art. Im ersten

Fall 1st

cj (a)
= a) (a )

=
im zweiten:

w (a)
= w (a ) 4=

(in beiden a&amp;gt; (a,a )=0); wir sagen daher lieber: ,,Spezielle&quot;

und ,,allgemeine&quot; imaginare Gerade.

Wir nennen die p die Strahlen- oder Achsenzeiger
der imaginaren Geraden, je nachdem die a und b in 7) die

Strahlen- oder Achsenzeiger von Gewinden (im Spezialfall:

von Geraden) sind. Wenn pv die Strahlen- und qv die

Achsenzeiger einer imaginaren Geraden sind, so gilt wegen

49, Gleichung 45) auch hier:

Wir verstehen ferner unter dem ,,Trager&quot; eines

imaginaren Punktes den Trager der zugehorigen Involution;

analog sagen wir ,,Achse&quot;
einer imaginaren Ebene.

63. Die Trennung zweier konjugiert-imaginaren
Elemente.

Wenn in einer geraden elliptischen Punktinvolution der

eine Punkt die Gerade in einem bestimmten Sinn durchlauft,

so bewegt sich der andere Punkt im selben Sinn. Man kann

also davon sprechen, dafs die Involution selbst in einera

bestimmten Sinne durchlaufen werde. Analog konnen auch

die elliptischen Strahlen- und Ebenen-Involutionen in zweierlei

Sinn durchlaufen werden. Endlich konnen bei einer ge-
scharten elliptischen Involution zunachst alle darin vor-

kommenden involutorischen Punktreihen und Ebenenbtischel

in zweierlei Sinn durchlaufen werden. Fixiert man aber auf

einer der Punktreihen g einen bestimmten Sinn, so ist durch

Satz 117 in alien Ebenenbilscheln ein bestimmter Drehungs-
14*
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sinn fixiert
;

diese schneiden auf jedem Strahl s des Netzes

dieselbe Involution und zwar mit demselben Durchlaufungs-
sinn aus. Denn anf g ist er derselbe

; bewegt man s von

g aus kontinuierlich im Netze, so kann sich der Sinn des

Schnittes auf s ftir ein Ebenenbtischel im Vergleich zu einem
anderen nicht plotzlich andern. Man kann also demgemafs
der gescharten Involution selbst zweierlei Durchlaufungssinn

beilegen. Ein solcher ist z. B. fixiert (vergl. den Schlufs

des 57), wenn wir entweder den Sinn der Involution der

ebenen affinen Systeme oder den Sinn auf dem unendlich

fernen Strahl des Netzes fixieren
;
und zwar ergiebt die An-

schauung, dafs zunachst beim Hauptstrahl und daher bei

jedem Strahl eines rechtsgewundenen Netzes einem be-

stimmten Durchlaufungssinn des Strahls derjenige Drehungs-
sinn um ihn zugeordnet ist, der fur den fixierten Sinn des

Strahls positiv erscheint. Bei den links gewundenen Netzen

ist es umgekehrt.

Alle Involutionen des Satzes 126 konnen also in zweierlei

Sinn durchlaufen werden, und es fragt sich, ob dieser Um-
stand dazu beniitzt werden kann, die beiden konjugierten

imaginaren Elemente eines Paares dadurch zu trennen, dafs

man dem einen Element einen bestimmten Sinn der zu-

gehorigen Involution, dem anderen Element dieselbe In

volution mit entgegengesetztem Sinn zuordnet.

Wir behandeln zunachst die imaginaren Punkte, Ebenen
und speziellen imaginaren Geraden gemeinsam: Wenn

A ==
(av),

A
) (v

=
1, . . . 4 oder 1, ... 6)

ein Paar der zugehorigen Involution ist, so ist

dasjenige Paar der Involution, das durch A, A harmonisch

getrennt ist.*)

*) Es giebt ein einziges solches Paar; denn es mufs hierzu

I V

d. h. I = ih I sein.
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Der Sinn
ABA

ist also dem Sinn
AB A

entgegengesetzt,*) aber dem Sinn

BA B oder A B A
gleichstimmig.

Regel: Wir ordnen dem Element

den Sinn
K), (av -f ai), (ai)

dem Element

den Sinn

(ar), (av ar), (a v)

zu.

Soil diese Festsetzung brauchbar sein, so ist noch zu

zeigen, dafs die Zuordnung davon unabhangig ist, welches

Paar man etwa statt A, A zu Grunde legt oder, was nach dem

vorigen Paragraphen auf dasselbe hinauskommt, dafs sie durch

Multiplikation aller Zahlen des imaginaren Elementes mit

demselben (komplexen) Faktor nicht geandert wird. Vorher

aber bemerken wir, dafs statt B= (av -\-av) ein beliebiger

Punkt C= (A av -f- 1 a f

v) verwendet werden kann, wenn
I : I positiv ist. Legt man nun statt A, A das Paar P, P
zu Grunde, wobei

pv
= I av -f- A av , pi = K a+ I av ,

also:

16) av
=

.!,.,&amp;lt;/,
a r

v
-

so ist (vgl. den vorigen Paragraphen) D mit D\= (pv ipv)

identisch. Andererseits ist D\ nach unserer Regel der Sinn pv r

Pv pi , p( zugeordnet. Es sei zunachst I : I positiv. Dann
ist dieser Sinn nach der eben gemachten Bemerkung und nach

*) Wir betrachteu die Gerade als im Unendlichen geschlossen;
dann ist auch fiir den Fall der Punktreihen erst durch die Auf-

einanderfolge dreier Elemente ein Sinn fixiert.
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Gleichung 16) mit dem Sinn PA P identiseh. Dieser aber istto^^^A
.

PA^^^A**&quot;^^.1st jedoch i -.i.
negativ, so ist der Sinn p,, p, p &quot;itdem Sinn PAP oder APA gleichstimm/ Andere^eitskann man dann APA statt ABA setzen. Aso Isbeiden Fal en die Zuordnung von der verschiedenen Fonnin der die imagmaren Elemente und die zugehOrSInyolutionen gegeben sein kiinnen, unabhangig.

Urn das analoge ftlr die allgemeinen imaginaren
mussen wir

Satz 127: Vier Komplexe eines BUschels be-

ha ?nr// nf
li

J eder
.

Ebene dasselbe Doppelver-
Nullnn tt K

16 &quot;&quot; (iD 6iner Geraden
&quot;egenden)Nullpnnkte, ebenso in jedem Punkte durch dievier (koaxialen) Nullebenen des Punktes

&quot;

* * die Achsenzeiger zweier Komplexe A, B-
S1 6 gei der ZW6i anderen fy c in derFom

darstellen. Es genttgt, von den zwei dualen Behauptungen

durch B die Ebene

durch C die Ebene

u. s.

w^
zugeordnet. Also ist das Doppelverhaltnis 6 der

*
*

dem Punkte * der Reihe nach
zugeordnet werden:
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daher von xk unabhangig. Man kann also vom Doppel-
verhaltnis der vier Komplexe sprechen, von der

projektiven Zuordnung der Komplexe zweierBttschel
oder auch desselben Btischels, und im letzteren Fall von der

Involution ineinander liegender Komplexbtischel.
Die Komplexe eines Btischels sind dadurch, dafs sie paar-
weise in Involution stehen, auch im neuen Sinne selbst

involutorisch gepaart ( 56, Gleichung 98 oder Beweis zu

Satz 113).*) Insbesondere sind:

ax ,
bx,

ax -j- bx,
ax bx

vier ,,harmonische Komplexe&quot; desjenigen Btischels, dessen

Trager der allgemeinen imaginaren Geraden

Px a*+ i b%

und ihrer Konjugierten zugeordnet ist. Wir kbnnen nun die

vorigen Uberlegungen auf diesen Fall tibertragen und unsere

Re gel dahin erganzen:

Der allgemeinen imaginaren Geraden aK -\-ibx
ordnen wir das zugehb rige Strahlennetz mit dem-

jenigen Sinne zu, der auf einem Strahl s des Netzes
und einer durch ihn gehenden festen Ebene durch
die Nullpunkte der Gewinde

bestimmt wird, der Geraden ax ibx dasselbe Netz
mit entgegengesetztem Sinn.

Es ist die Frage, ob wir in dieser Regel die Nullebenen
eines festen Punktes auf s statt der Nullpunkte einer festen

Ebene hatten verwenden konnen, ohne die Art der Zu

ordnung zu andern:

Bei Bestimmung der gescharten Involution dachten wir
uns bisher immer ein festes involutorisches Gewindepaar
und liefsen z. B. eine Ebene sich um einen Strahl s des

*) Man kann auch sagen, die Komplexe eines Buschels werden
durch die Nullpunkte einer festen Ebene auf eine gerade Punktreihe

projektiv abgebildet. Ist der Trager des Buschels hyperbolisch, so

werden zwei involutorische Komplexe des Buschels in jeder Ebene
zwei Nullpunkte haben, die durch die Schnittpunkte mit den Brenn-
linien harmonisch getrennt sind (und dual); denn die Doppelpunkte
iner Involution trennen jedes Paar harmonisch.
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Netzes drehen, wobei in jeder Lage die Nullpunkte de&

Gewindepaares ein Paar der Involution auf s herausschnitten.

Diese Zusammengehorigkeit zwischen einem Durchlaufungssinn
auf s und einem Drehungssinn um s nennen wir Z.

Statt dessen konnen wir jetzt die Ebene fest lassen

und die Paare der Involution als die Nullpunkte aller

involutorischen Gewindepaare des Buschels erhalten; denn
die gescharte Involution war davon unabhangig, welches

Gewindepaar man heranzog ( 57). Wenn wir nun ein

Gewinde kontinuierlich das Btischel durchlaufen lassen, so

wird sowohl der Nullpunkt einer festen Ebene durch s diesen

Strahl durchlaufen als auch die Nullebene eines festen Punktes
auf s um diesen Strahl sich drehen. Also wird auch hierdurch

eine Zusammengehbrigkeit Zf

eines Durchlaufungssinnes auf s-

und eines Drehungssinnes um s festgelegt, und es ist die

Frage, ob Z mit derjenigen Zusammengehorigkeit Z&quot; identisch

ist, die durch Satz 117 defmiert und ftir den Sinn der ge-
scharten Involution selbst mafsgebend ist. Um dies zu

entscheiden, vergleichen wir sowohl Z als Z&quot; mit Z.

Sei e die Nullebene Mvon A im
Gewinde (Fig. 53). Andern wir

kontinuierlich in ($
,

so drehe

sich
j
wenn A fest gedacht wird,

in die Nachbarlage 17, dagegen ver-

schiebe sich A, wenn e fest gedacht

wird, in die Lage B. Es sind also

der Fortschreitungssinn a und der

Drehungssinn T durch Z einander

zugeordnet. Bei festem entspricht
also der Drehung der Ebene von e

nach
17

ein Fortschreiten des Null-

punktes von B nach A; daher sind

die Zuordnungen Z und Z entgegen-

gesetzt.

Beim Vergleich von Z und Z&quot; setzen wir, um die Vor-

stellungen zu fixieren, ein rechtsgewundenes Strahlennetz

voraus. Dann ist jedes Gewinde des Buschels links ge-
wunden (Satz 115). Also dreht sich die Nullebene um einen

Gewindestrahl im negativen Sinn, wenn die Fortschreitungs-

richtung des Punktes als positiv angenommen wird ( 58,

Fig. 53.
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Anm.). Umgekehrt 1st es aber bei Z&quot; fiir ein rechtsge-
wundenes Netz (vgl. den Anfang dieses Paragraphen). Also sind

auch Z&quot; und Z entgegengesetzt, und Z, Z&quot; sind identisch.
Es ist also in der That gleichgiiltig, ob wir in obiger Regel
von den Nullpunkten einer festen Ebene oder den Nullebenen
eines festen Punktes reden.

Hiermit ist die gegenseitig eindeutige Zuordnung der

imaginaren Elemente und der mit Sinn begabten elliptischen
Involutionen abgeschlossen.*)

64. Incidenz imaginarer Elemente mit reellen.

Die Incidenz zwischen zwei Elementen, von denen eines

oder beide imaginar sind, wird durch dieselben Gleichungen
definiert, welche bei reellen Elementen erflillt sind. Also

heifsen ein Punkt x und eine Ebene u, von denen eins oder

beide imaginar sind, dann incident, wenn

17) 2um asm = Q,

ein Punkt x und eine Gerade pkm dann, wenn**)

18) S pkm*m= Q (&
= !,... 4)m = l

(analog dual), zwei Gerade p q dann, wenn

*) Wir haben darauf Wert gelegt, diese Zuordnung fiir sich zu
vollenden, und dann erst auf die Beziehungen der imaginaren Elemente
zu anderen (auf die Incidenzbeziehungen) einzugehen. In der That
war die Benutzung der Incidenzbeziehung w (p, q) = in 61 nicht
wesentlich und diente nur als heuristisches Mittel. Wir hatten ebenso

gut sofort sagen konnen: Wir ordnen der Geraden

die geschaarte Involution der involutorischen Komplexe a% und by. zu,
ohne vorher dayon zu reden, dafs die Ordnungsstrahlen dieser Involution

zugleich diejenigen sind, welche die Incidenzbeziehung mit p erfiillen.

**) Die Symbole p mit einem und mit zwei Indices sollen auch bei

imaginaren Geraden nach demselben Schema 25) des 33 zusammen-
hangen, das fiir reelle Gerade gilt. Die p sind als Achsenzeiger
zu betrachten, weil das System 18) zu den Gleichungen 38) des 38
dual ist.
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1st. Es handelt sich jetzt darum, die geometrische Be-

deutung des Erftilltseins dieser Gleichungen ftir komplexe
Zeiger zu ermitteln. Wir setzen zuerst voraus, das eine der
beiden Elemente sei reell.

1st u eine reelle Ebene,

m = ym + izm

ein imaginarer Punkt, so zerfallt 17) in zwei Bedingungen,
die ausdrticken, dafs sowohl der Punkt y als der Punkt z

in u liegen. Also liegt der Trager der geraden Punkt-
involution, welche x reprasentiert, in w; analog dual.

1st p eine reelle Gerade, a; wie oben ein imaginarer

Punkt, so zerfallt 18) in zwei Systeme, die ausdrticken, dafs

sowohl y als z auf p liegen, dafs also p der Trager der zu

x gehorigen Involution ist. 1st umgekehrt x ein reeller

Punkt,

eine imaginare Gerade, so zerfallt 18) in die beiden Systeme

20) Zahm xm = ^ Sbkm zm = (*=!,... 4).

1st nun die imaginare Gerade allgemein, so sind die De
terminanten

|

ak m
|

und bk m
\
(62) (zugleich die Invarianten

der Gewinde a und b) von Null verschieden ( 46). Die

Gleichungen 20) konnen dann nur dadurch erftillt werden,
dafs alle x gleich Null sind, d. h. es giebt keinen reellen

Punkt, der mit einer allgemeinen imaginaren Geraden inci

dent ware. Ist jedoch die imaginare Gerade speziell, so

sind beide Determinanten Null, und die Gleichungen 20)

sind, abgesehen von der Schreibweise, genau dieselben,
welche in 39, b zur Auffindung des Schnittpunktes zweier

incidenter Geraden a, b dienten. Der Scheitel der zu p
gehorigen Strahleninvolution ist der einzige reelle Pnnkt,
der auf p liegt; analog dual.

Die Incidenz einer reellen Geraden mit einer allgemeinen

imaginaren wurde schon in 61 besprochen. Fur eine

spezielle imaginare p und eine reelle q zerfallt 19) in zwei

Bedingungen, welche ausdrucken, dafs q von zwei Strahlen

der zu p gehorigen Involution geschnitten wird, daher ent-

weder mit dem Scheitel oder mit der Ebene des zu p ge

horigen Btischels incidiert. Wir fassen (auch die dualen

bisher noch nicht ausgesprochenen Ergebnisse) zusammen:
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Satz 128: Ein reeller Punkt liegt in einer

imaginaren Ebene, wenn er auf der Achse der

zugehorigen Involution liegt; ein imaginarer
Punkt auf einer reellen Ebene, wenn der

Trager seiner zugehorigen Involution in der
Ebene liegt. Eine reelle Gerade 1st mit einem
imaginaren Punkt oder einer imaginaren
Ebene incident, wenn sie mit dem Trager der

zugehorigen Involution identisch ist; eine

spezielle imaginare Gerade mit einem reellen

Punkt, wenn dieser der Seheitel, mit einer
reellen Ebene, wenn diese die Ebene des repra-
sentierenden Btischels ist, mit einer reellen
Gerade n, wenn diese entweder mit dem Seheitel
oder mit der Ebene des Bttschels incidiert, mit
einer allgemeinen imaginaren, wenn sie dem
zugehorigen Strahlennetz angehort. Ein
reeller Punkt oder eine reelle Ebene kann mit
einer allgemeinen imaginaren Geraden nicht
incident sein.*)

65. Incidenz imaginarer Elemente unter

einander.

a)**) Fiir die Incidenz des imaginaren Punktes

xm = ym+ izm (m=l,... 4)

und der imaginaren Ebene

um = vm -|- iwm (m = 1, . . . 4)

*) Es ist zu erwahnen, dafs, wenn eine reelle Gerade p und ein

imaginarer Punkt x nicht incident sind, neben der allgemeinen Lage
noch eine spezielle stattfinden kann, wenn namlich p vom Trager der

zu x gehbrigen Involution geschnitten wird; analog dual. Wenn
ferner eine spezielle imaginare Gerade q eine reelle p schneidet, so

konnen die zwei i. T. erwahnten Falle zugleich auftreten; dann ist

jp ein Strahl der zu q gehorigen Involution.

**) Nach einer (ungedruckten) Vorlesung v. Dantscher s (Univ.

Graz, Sommersem. 1890).
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zerfallt 17) in die beiden Bedingungen:

21) Sym vm 2zm wm = Q

22) 2ym wm+2zM vm = .

Aber wir konnen voraussetzen :

23) Sym vm = Q.

Denn wir konnen als Ausgangspaar ?/,
z der Involution :

m = tym + h Zm, n = ^m Azm ,

welche x zugehort, ein beliebiges Paar der Involution wahlen
r

also dasjenige, in dem der Schnittpunkt y ihres Tragers mit

der Ebene v vorkommt. Dann folgt:

24) 2zm wm = 0,

d. h. auch der andere Punkt dieses Paares fallt in die der

Ebene v zugeordnete Ebene w der Ebeneninvolution :

r]m
= pvm + p wm , if= n vm pwm

die u zugehort. Wir wahlen nun einen solchen Punkt der

einen und eine solche Ebene
T?

der anderen Involution,
welche incident sind, also vermoge 23) und 24):

25) lp 2ym wm + Vp2zm vm = 0.

Es kann nun sein, dafs die beiden lefzten Summen einzeln

verschwinden
;
dann liegt sowohl y als z sowohl in v als

in w, d. h. die Trager der Punkt- und der Ebeneninvolution

fallen zusammen. Anderenfalls reduziert sich 25) vermoge
22) auf

Ili*Vp=s9

d. h.: | und
r]

sind incident, wenn =
;
dann ist aber

^ A

auch ^r= 57-7
d. h. auch | und rf sind incident,

[A h

und die Involutionen liegen perspektiv.

Ferner haben wir dem Elemente x den Sinn

ym, ym + Zm, Zm

zugeordnet, dem Elemente u den Sinn

vm ,
vm -f wm ,

wm .
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Da die untereinander stehenden Elemente incident sind, so

wird, wenn die Punktinvolution im vorgeschriebenen Sinn

durehlaufen wird, die vermoge der perspektiven Beziehung

mitgeftihrte Ebene sich auch im vorgeschriebenen Sinn

drehen. Wir sagen in solchen Fallen, die Involutionen seien

,,einschliefslich des Sinnes&quot; perspektiv.

Satz 129: Ein imaginarer Punkt und eine

imaginare Ebene sind incident, wenn die zu-

gehorigen Involutionen einschliefslich des Sinnes

perspektiv sind (Hauptfall) oder, wenn die Trager
der Involutionen identisch sind (Spezialfall).

Aus diesem Satz (oder rein algebraisch) folgt unmittel-

bar, dafs, wenn der Punkt ym -|- izm und die Ebene vm -f- iwm
incident sind, dasselbe ftir ym izm und vm iwm gilt,

nicht aber etwa ftir ym -f- izm und vm iwm .

Wir konnen 17), ebenso wie bei reellen Elementen, als

Gleichung eines imaginaren Punktes oder einer Ebene

betrachten, je nachdem die x oder die u konstant sind.

b) Wenn die spezielle imaginare Gerade

mit dem imaginaren Punkt

Mm = ym + iZm

incident ist, so zerfallen die Bedingungen 18) in die zwei

Systeme

27) S akm zm + z bkm ym = Q
m = 1 m= 1

Dafs die beiden Systeme einander nicht widersprechen, wissen

wir von vornherein, weil das System 18), aus dem sie er-

halten wurden, vermoge des Verschwindens der Determinante

| pfcm |

Lbsungen x hat. Wir konnen aus demselben Grund,
wie unter a), voraussetzen, dafs
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dann folgt, dafs auch

d. h. der Trager der Punktinvolntion liegt in der Ebene des

Strahlbiischels. Er kann aber nicht mit einem Strahl des

Btischels zusammenfallen, sonst konnten wir y als den Scheitel

des Btischels wahlen, und es wurde folgen, dafs alle vier

Summen in 26) und 27) einzeln verschwinden, d. h. auch z

mtifste in den Scheitel fallen. Also konnen wir aus der

Darstellung der Involutionen:

und

genau wie unter a) schliefsen, dafs sie einschliefslich des

Sinnes perspektiv liegen.

Satz 130: Eine spezielle imaginare Gerade ist

mit einem imaginaren Punkt oder einer imaginaren
Ebene incident, wenn die beiden zugehorigen In
volutionen einschliefslich des Sinnes perspektiv
sind.

Eine spezielle imaginare Gerade p war mit einer reellen

q incident, wenn diese ( 64) entweder mit dem Scheitel oder

mit der Ebene der zu p gehorigen Involution J incident war.

Wir sind nun in der Lage, im ersten Fall die gemeinsame
Ebene E, im zweiten den gemeinsamen Punkt P anzu-

geben: E ist durch die Involution dargestellt, welche J
aus q projiziert, P durch die Involution, in der q von
J geschnitten wird.

c) Den Fall der Incidenz zweier speziellen imaginaren
Geraden p, q konnen wir nun erledigen, ohne auf die Dis-

kussion der Gleichung 19) unmittelbar zurttckzugehen. Denn
wenn diese Gleichung erftillt ist, so hatten die Geraden einen

gemeinsamen Punkt und es wurde ( 39, b)) darauf aufmerk-

sam gemacht, dafs diese analytische Thatsache unabhangig
von der Realitat der Elemente ist. Es giebt also einen

Punkt a, der sowohl mit p als mit q incident ist, ebenso

eine Ebene u, die mit beiden incident ist; und nachdem wir

diesen Umstand schon geometrisch gedeutet haben, mufs das

weitere ohne Rechnung folgen:
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Sei zuerst x reell; dann mufs x nach Satz 128 mit den

Scheiteln beider Involutionen zusammenfallen, aber ihre

Ebenen E, E konnen verschieden sein. Urn u zu finden,

bezeichnen wir die Schnitt-_
linie E, E 1

mit s (Fig. 54).

Ihr entsprieht in der In

volution p ein Strahl s
,

in q
ein Strahl a . Dann denken
wir uns die Involution p durch

das Paar s, s und das dazu

harmonische t,
t

f

gegeben; q
dureh s,

o und das dazu. har

monische Paar T, T . Nun

liegen die Strahlenwtirfe s, a
,

T, T und s,
s

, t,
t perspektiv, und zwar, wenn man auf

den Sinn keine Rttcksicht nimmt, auf doppelte Weise, weil

sowohl

Fig g4

(S, &amp;lt;/, T, T
)
=

(S,
S

, t,
t

),

als anch

1st aber
s, ,

s
f

der Sinn, der zu. p gehort und s, T, a der

Sinn, der zu q gehort, so giebt es nur eine Ebeneninvolution
r

die sowohl zu p als zu q einschliefslich des Sinnes perspektiv

liegt. Man findet ihre Achse. indem man z. B. die Ebenen
s

,
o und

t,
T zum Schnitt bringt.

Dual kann u reell sein und x imaginar; der Trager von
x ist dann die einzige Gerade in der Ebene u, auf der die

beiden Strahlbtischel p, q Involutionen ausschneiden, die ein

schliefslich des Sinnes perspektiv sind. Natiirlich kann so

wohl x als u reell sein; dann haben die beiden Involutionen

gemeinsamen Scheitel und liegen in derselben Ebene.

Endlich konnen x und u beide imaginar sein (allgemeiner

Fall); dann schneiden p und q auf der Schnittlinie ihrer

Ebenen dieselbe Punktinvolution aus und bestimmen zugleich
um die Verbindungslinie ihrer Scheitel als Achse dieselbe

Ebeneninvolution. Wir ersparen uns die nochmalige For-

mulierung aller dieser Moglichkeiten und heben blofs hervor:

Satz 131: Die Incidenz zweier speziellen imagi-
naren Geraden umfafst vier Falle.
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d) Wenn die allgemeine imaginare Gerade

Pkm = dkm + ibkm

mit dem imaginaren Punkt

%m = ym + i&amp;gt;Zm
incident 1st, so zerfallt das System 18) ebenfaUs in die beiden

Systeme

26) Zakmym Sbkm zm = Q
m m

27) 2 akm zm +Sbkmym =:0
(*==!, *)

wt tw

Die Determinanten
|

akm
\

und
|

bkm
\

sind jetzt von Null
verschieden ( 62 und 46) und numerisch gleich ( 61,

Gleichung 9). Diese Systeme widersprechen einander nicht,
aus demselben Grunde wie unter b). Da aber durch das
eine System zu gegebenen Werten y die zugehorigen z schon
bestimmt sind, so miissen die beiden Systeme Equivalent sein.

Wir schreiben zuerst die Darstellung der gescharten In
volution als Punktmannigfaltigkeit auf. Sie ist durch die

beiden Systeme

28) ouk= I akmym , 29) a uk= 2 bkmym (k= 1, . . . 4)
tn= l m= 1

definiert (vergl. 46); denn 28) drttckt den Zusammenhang
der Zeiger eines Punktes mit denen seiner Nullebene u im
Gewinde a, 29) im Gewinde b aus, und durch Zusammen-

setzung dieser beiden Verwandtschaften entsteht ja die ge-
scharte Involution. Urn also in ihr zu einem Punkt y un-

mittelbar die Zeiger y des entsprechenden Punktes berechnen
zu konnen, mtifsten wir 29) nach den y

1

auflosen und dann
auf den rechten Seiten ftir die u die Werte aus 28) ein-

setzen. Wir schreiben aber den Zusammenhang zwischen

den y und den y lieber in der Form:*)

*) Wenn es sich blofs um Berechnung eines einzelnen Werte-

systems y zu einem gegebenen System y handelte, konnte man den

Proportionalitatsfaktor r o:o f ems setzen. Wenn es sich jedoch,
wie hier, darum handelt, zu entscheiden, ob ein aus 30) berechnetes

Wertesystem y mit einem anderweitig gegebenen aquivalent ist, so

ist dies nicht gestattet. Dagegen ist es bei den Gleichungen 26) und

27) (auch schon bei 21) und 22)) nicht notig und auch nicht erlaubt,
dem einen Gliede einen Proportionalitatsfaktor hmzuzufiigen. Denn
wenn die absoluten Betrage der y fixiert sind, so sind auch die der z

fixiert (Satz 124), wenn die Involution die einfachste Darstellung er-

fahren soil
;
ebenso sind, wenn die absoluten Betrage der a fixiert sind,

die der b durch 61, Gleichung 9) bestimmt.
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30) 2 akmym= v i bkm y
r

M (k
=

1, . . . 4).m= 1

Der Vergleich der Systeme 26) und 30) zeigt, dafs dem
Punkte y in der geraden Involution J, welche x zugehort,
und in der gescharten Involution Jf

,
welche p zugehort,

derselbe Punkt entspricht. Da wir statt y, z ein beliebiges
anderes Paar der Darstellung von J zu Grunde legen konnen

( 62), so folgt, dafs dies fur jeden Punkt von J gilt, dafs

also J mit derjenigen Involution identisch ist, die auf seinem

Trager g durch J1

definiert ist; wir nennen sie
(J&quot; , g).

Wir wollen uns aber doch auch, ahnlich wie in den friiheren

Fallen, durch Rechnung davon tiberzeugen, um tiber die

Zuordnung der Sinne ins Klare zu kommen: x sei durch

die Involution

dargestellt. Wir suchen den zu |m in J entsprechenden
Punkt ymj indem wir gm statt ym in 30) einsetzen und er-

halten vermoge 26) und 27):

m = r bkm ymkm m

Diese Gleichung wird identisch erfiillt, wenn man m fttr

ym und i = 1 setzt. Nun giebt es nur ein Losungs-
system y \

also sind die entsprechenden Punkte von in J
und J identisch.

Zu x gehort der Sinn

ym, ym + zm ,
2m

auf g; zu p der Sinn, den die Gewinde

mittels der Nullpunkte einer festen durch g gehenden Ebene
bestimmen. Es fragt sich, ob der Sinn in beiden Fallen

derselbe ist? Wahlen wir als feste Ebene die Nullebene
von y in a (berechnen also die u aus 28), so ist im zweiten
Gewinde a -f- b ihr Nullpunkt y durch

31) T uk = z (akm+ bkm ) ym (k
=

1, . . . 4)m= l

Zindler, Liniengeometrie. 15
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bestimmt, im dritten b durch

4

und diese Werte z sind in der That wegen der Identitat

der Involutionen J und (J , g) mit denjenigen identisch, die

in der Darstellung
x y

\

j z

auftreten. Nun lafst sich zeigen, dafs der Punkt ym geradezu
mit ym -j- zm identisch ist. Berechnen wir namlich die Null-

ebene u k des letzteren Punktes im zweiten Gewinde, so

haben wir in 31) 3&=#-f- m einzusetzen. Von den
vier Summen tilgen sich zwei vermoge 27) und wir erhalten

33) Tuk

also:

&amp;gt;tui
=

(a-}- a
)
uk

d. h. u ist mit u identisch. Also sind die Involutionen J
und (./ , g) einschliefslich des Sinnes identisch.

Satz 132: Wenn die allgemeine imaginare Gerade
(die zugehorige gescharte Involution sei J

}

mit einem imaginaren Punkt (einer imaginare n

Ebene) iucidiert, ftir den g der Trager der zu-

gehorigen Punktinvolution J ist (fiir die g die
Achse der zugehorigenEbeneninvolutionJist),
so ist die Involution, welche J auf# (um#) be

stimmt, mit J einschliefslich des Sinnes
identisch.

Wir wollen auch in diesem Falle sagen, J liegt mit Jr

einschliefslich des Sinnes perspektiv, wenn auch hier J
eigentlich ein Teil von J ist. Eine allgemeine imaginare
Gerade enthalt also oo

2
imaginare Punkte namlich auf jedem

Strahl des zugehorigen Netzes einen; analog gehen durch

sie co
2
imaginare Ebenen.

e) Den Fall der Incidenz einer allgemeinen imaginaren
Geraden p mit einer speziellen imaginaren q konnen

&amp;gt;

wir

nun aus demselben Grunde, wie unter c), durch blofse Uber-

legungen erledigen: Der gemeinsame Punkt x von p und q
und die gemeinsame Ebene u konnen nach Satz 128 nicht
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reell sein; x mufs nach Satz 130 auf demjenigen Strahl s

des zu p gehorigen Netzes N liegen, der in der Ebene der

Strahleninvolution q liegt; und die Involution, welche q auf

* ausschneidet, mufs mit der zu p gehorigen gescharten
Involution J\ einschliefslich des Sinnes perspektiv sein.

Wenn dies der Fall ist, so mufs von selbst auch folgendes
eintreten (und umgekehrt): Durch den Scheitel von q geht
ein Strahl t von N, und die Ebeneninvolution, welche q
aus t projiziert, mufs zu J ebenfalls einschliefslich des

Sinnes perspektiv sein. Wir sagen in diesem Fall, die Strahlen

involution q liege zur gescharten Involution J einschliefslich

des Sinnes perspektiv.

Satz 133: Wenn eine allgemeine imaginare
Gerade mit einer speziellen inzidiert, soliegen
die entsprechende gescharte und die Strahlen
involution einschliefslich des Sinnes perspektiv.

f) Eine allgemeine imaginare Gerade

hat mit einer anderen allgemeinen

$k
= bk -f- i bk ,

wenn die Incidenzbeziehung erftillt ist, sowohl einen ima-

ginaren Punkt x (mit dem Trager g) als eine imaginare
Ebene u (mit der Achse h) gemein, und diese selbst miissen

unter einander incident sein. Es fragt sich, ob diese letztere

Incidenz nach dem Hauptfall oder dem Spezialfall (Satz 129)
stattfindet. Vor allem miissen g und h gemeinsame Strahlen

der beiden zu p und q gehorigen Netze N und N sein.

Wir kommen also auf die Frage, wieviel Strahlen zwei

(elliptische) Netze gemein haben konnen. Denken wir uns

jedes als Schnitt zweier Gewinde, so kommt dies darauf

hinaus, die gemeinsamen Strahlen von vier Gewinden zu

bestimmen. Wir werden die Beziehungen mehrerer Gewinde
zu einander im nachsten Abschnitt genauer untersuchen und
bemerken hier blofs, dafs die vier Gewindegleichungen

34) l^,u + 3 ^u = (i=.l,...v4)
,u-l

zusammen mit der Gleichung

co
(TT}
=

15*
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i. A. zwei Losungssysteme haben (ganz almlich wie in 61),
die nattirlich auch zusammenfallen konnen, aber in unserera

Fall gewifs reell sind.*) Wir nehmen zuerst an, g und li

seien verschieden und g der Trager des gemeinsamen
imaginaren Punktes as. Ware dann g auch die Achse der

gemeinsamen Ebene
?/,

so wtirde die Involution u auf clem

zweiten g-emeinsamen Strahl h der Netze einen zweiten

gemeinsamen imaginaren Punkt y herausschneiden (Satz 117).
Dann waren aber die gescharten Involutionen identisch, well

eine imaginare Gerade durch zwei ihrer Punkte gerade so

bestimmt ist, wie eine reelle.**) Wenn also g der Trager
von x ist, so ist h die Achse von u.

*) Die Gleichungen 34) konnten von einander abhangig sein und
unendlich viele Losungen haben; dies wird aber durch die folgendeu
Betrachtungen ebenfalls ausgeschlosseu.

**) Weim namlich das System 18) durch zwei (komplexe) Werte-

systerae xk und yk erfiillt wird, so sind dadurch die Verhaltnisse der

p vollkommen bestimmt. Z. B. findet man aus den ersten Gleichungen
jedes Systems:

Kurz, weiin x
t ym xm y l

=
(I, m) bezeichnet wird, so werden die

beiden Systeme durch

Pile
= & m\

wobei die Indicesreihe i,k;J,m nach bekaunten Gesetzen (46) zu
bilden ist, identisch erfiillt. Die p erfallen aber auch die Relation
ot (p) = 0, wie aus ihrem Ban (vergl. die Ableitung dieser E elation

in 32) oder daraus hervorgeht, dais der Faktor to (p) in der Deter-
minante der p auftritt

( 32), und wenn diese iiicht verschwande,
konnte das System nicht durch Werte x oder y erfiillt werden. Also
ist in der That durch zwei imagiiiare Punkte (Ebenen) eine Gerade

eiudeutig bestimmt. Wir wissen schon anderweitig, dafs diese allgemein
oder speziell imaginar oder reell ist. je nachdem die Trager der Punkte

(die Achsen der Ebenen) sicli uicht schneiden, sich schneiden oder
zusammenfallen.

Die p waren in 18) Achsenzeiger. Nennen wir also die Strahlen-

zeiger H
ik ,

so haben wir nach 62, Schlufs zu setzen :

Die Zeiger einer imaginaren Geraden haben hiermit formal dieselbe

Darstellung durch die Zeiger zweier ihrer Punkte (zweier Ebeiien)

erhalten, wie sie bei reellen Geraden zum Ausgaugspunkt der Definition

der Linierzeiger genommen wurde. Es folgt sofort, dafs auch fiir

imaginare Elemente durch

35) oz
k
= K
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Satz 134: Wenn zwei allgemeine imaginare
Gerade incident sind, so findet die Incidenz
zwischen ihrem gemeinsamen Punkt und ihrer ge-
meinsamen Ebene nach dem Hauptfall oder nach
dem Spezialfall des Satzes 129 statt, je nachdem
die beiden zageb.5rig.en Strahlennetze zwei oder
einen Strahl gemein haben.

g) Wir haben nun in alien moglichen Fallen die

Incidenzbeziehung zwischen imaginaren Elementen geo-
metrisch gedeutet, und es ist unmittelbar sowohl analytisch
als geometrisch evident:

Satz 135: Wenn zwei imaginare Elemente incident

sind, so sind auch die konjugierten incident.

Denn wenn zwei Involutionen einschliefslich des Sinnes

perspektiv sind, und man verkehrt in jeder den Sinn, so

sind sie wieder einschliefslich des Sinnes perspektiv.

h) Betrachtet man nur Elemente, die in einer festen

reellen Ebene E liegen, so fallen die imaginaren Ebenen
und allgemeinen imaginaren Geraden fort (Satz 128), und es

folgt auch fur die imaginaren Punkte und Geraden von E
aus dem zweiten Fall von 65, c) und aus diesem Paragraph, f)

(Mitte der Anm.), dafs je zwei Elemente der einen Art eins

der anderen bestimmen. Es ist also nicht notig, eine

,,Theorie der imaginaren Elemente in der Ebene&quot; vorher

besonders zu entwickeln. Analytisch macht sich diese Be-

schrankung der&amp;lt;Theorie auf die Ebene so, dafs man sich E
als eine Ebene des Grundtetraeders denkt, also fiir alle

Punkte einen Zeiger, fiir alle Geraden drei Zeiger von

die Gesamtheit der Punkte der Verbindungslinie xk , yk dargestellt

wird, denn in der Matrix

verschwindeu alle dreireihigen Determinanten, was die Eelatioueu 18)

ergiebt, welche ausdriicken, dafs z mit der Verbindungslinie x, y
incidiert. Die Wabl von A uud ^ schliefst jetzt eine vierfache Willkiir

in sicb; aber eiu und derselbe imaginare Punkt kann wegen Multi-

plikation mit einem koinplexen Faktor auf oo 2 Arten geschrieben
werden, so dafs wir doch nur, wie es sein mufs, oo2 Punkte der
Geraden bekomiuen. Wenn die x und die y reell sind, aber I und ft

komplex, so erbalten wir die imaginaren Punkte einer reellen Geraden;
in der That giebt es auf einer solchen oo

2
elliptische Involutionen.
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vornherein Null setzt. Also haben sowohl imaginare Punkte
als Geraden in der Ebene drei homogene Zeiger. In der

That folgt aus den Incidenzbeziehungen

Sni]t uh= (t=l,...4)

des 38 auch fiir imaginare Elemente, dafs, wenn z. B.

blofs M, von Null verschieden ist, die drei Grofsen n^it^,
7T

41 verschwinden. Ebenso konnte man von einer Theorie der

imaginaren Elemente im Strahlenbiindel reden, wo nur

imaginare Ebenen und spezielle imaginare Geraden vor-

kommen.

66. Verbinden und Schneiden imaginarer
Elemente.

Die linearen Konstruktionen, die fiir reelle Elemente

eindeutig sind, sind es auch ftir imaginare. Demi sie kommen
analytisch auf gewisse Determinanteneigenschaften oder

-rechnungen hinaus, die unabhangig davon gelten, ob die

Zahlen reell oder komplex sind. So haben wir uns in 65, f),

Anm. schon davon uberzeugt, dafs die Aufgabe, zwei Punkte
durch eine Gerade zu verbinden, auch im imaginaren Gebiet

losbar und eindeutig ist. Ferner ist z. B. stets durch drei

Punkte eine unabhangige Ebene bestimmt, weil sich aus

drei Gleichungen

die Verhaltnisse der u berechnen lassen. Daraus folgt, dafs

auch durch eine Gerade und einen Punkt eine Ebene be

stimmt ist, u. s. w. Es handelt sich also nur noch um die

konstruktive Durchftihrung der Losungen. Dabei werden

wir manchmal voraussetzen, dafs eine Involution durch zwei

solche Paare gegeben ist, die sich harmonisch trennen; wir

nennen sie ein ,,harmonisches Quadrupel&quot; der Involution.

Nach 63, erste Anm. ist ein harmonisches Quadrupel einer

elliptischen Involution durch eines seiner Elemente vollkommen

bestimmt.

Ist eine elliptische Involution durch zwei beliebige Paare

A, A -, B, B gegeben (Fig. 55), so kann man ein har-
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monisches Quadrupel derselben so finden: Man projiziere

A, A ; B, B aus irgend einem Punkte S eines Kegelschnittes
K auf diesen nacb a, a -

/?, //, bestimme das Centrum U
der krummen Involution und zeichne durch 7zwei konjugierte

Sehnen; z. B. verbinde man den Pol P von a, a mit U

M/ C A

Fig. 55.

und projiziere die Schnittpunkte y, / mit K aus S nach

,
C. Dann ist A, A

; C, C ein harmonisches Quadrupel
der Involution (vergl. hierzu S. S. VII. Art. 79, 92; es ist

namlicb (P, 77, y, y )
= 1

; projiziert man diese Punkte
aus a auf K, so folgt, dafs auch a, a

; y, y harrnonisch

liegen).

a) Zwei imaginare Punkte einer reellen Ebene zu
verbinden.

Wir denken uns die beiden Punkte zunachst durch die

beiden harmonischen Quadrupel S, AS
; T, T und S, *Si;

T
iy TI gegeben, in denen der Schnittpunkt S ihrer Trager

^ und gt
vorkommt (Fig. 56). Diese Quadrupel liegen auf

zweifache Art perspektiv (vergl. 65, c)). Wenn also der

Punkt x durch die Involution auf g mit dem Sinn STS
reprasentiert ist, der Punkt y durch die Involution auf g^
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mit dem Sinn
ST&amp;gt;S[,

und wenn die konjugierten Punkte
#

, y heifsen, so sind die Verbindungslinien

x y durch die Strahleninvolution um C mit dem Sinn G
x y a 11 n 11 11 11 11 11

&
x y 11 11 n n G a a a v
x y 11 n 11 n 11 11 11 11

t

Fig. 56.

reprasentiert. Auch ohne Riicksichtsnahme auf eine Figur
ist das richtige Centrum und der richtige Sinn in irgend
einem z. B. im dritten Fall durch die beiden Sinne

ST S

dadurch bestimmt, dafs man die untereinanderstehenden

Elemente der beiden letzten Paare verbindet. Der Schnitt-

punkt der so entstehenden Geraden bestimmt mit einer der

beiden Reihen den Sinn.

Wenn die Involutionen auf #, gl
durch je ein beliebiges

harmonisches Quadrupel gegeben sind, so kann man zur

Zuruckfuhrung dieses Falles auf den eben behandelten in

ahnlicher Weise wie in Fig. 55 einen Kegelschnitt beniitzen,

oder man kann die Aufgabe auch linear losen, was wir

nach Grunwald (Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 45, 1900)
im dualen Fall durchftthren :
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b) Zwei imaginare Geraden einer reellen Ebene
zum Schnitt zu bringen.

Die Geraden g und gl
seien durch die beiden elliptischen

Involutionen a, a
; 6, b und a

1? a\; b^ b( gegeben, die wir

auch nach ihren Scheiteln S, Sj benennen (Fig*. 57). Dann
handelt es sich blofs darum, diejenige Gerade der Ebene zu

finden, auf der durch S und S
1

dieselbe Involution aus-

geschnitten wird. Wir setzen blofs voraus, dafs (a, a
, 6, b

)=
(a l7 a[j b^ b(}. Dann sind die Involutionen projektiv

aufeinander bezogen und die Schnittpunkte a, , ^, f ent-

sprechender Strahlen liegen mit S und S^ auf demselben

Kegelschnitt K, auf dem durch a, a
; /?, ft eine krumme

Fig. 57.

Involution J mit dem Centrum U definiert ist. Die Polare

u von U hat die Eigenschaft, dafs die Involution, welche auf

ihr durch K definiert ist (S. S. VII, Art. 92, 5) auch er-

halten wird, indem J aus einem beliebigen Punkte von K
projiziert wird (S. S. VII, Art. 98, 4). Also ist u der ge-
suchte Trager des imaginaren Schnittpunktes P von g und gl

.

Eine Darstellung von P selbst erhalt man, wenn man eine

der Involutionen S oder S^ mit u zum Schnitt bringt; u
wird aus den Schnittpunkten der Gegenseiten des Vierecks

, /?,
a

, ft*
linear gefunden.

Waren insbesondere die beiden Strahlenquadrupel

harmonisch, so sind auch a, a
; ft, ft

auf K vier harmonische
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Punkte. Projiziert man sie aus einem derselben (z. B. aus a)
auf w, so erhalt man eine barmonische Darstellung von P.
Dabei 1st als Verbindungslinie ace die Tangente an K, in

,

also derjenige Strahl zu betrachten, der von a a durch aft
und

/? harmonisch getrennt ist. Sein Schnittpunkt mit u
ist identisch mit dem Punkt (w, pfl ). Man sieht, dafs in

diesem Fall der imaginiire Punkt durch das einfache Viereck

afia fi (dem ein Umfahrungssinn beizulegen ist) allein
schon bestimmt ist. Dieses kann also auch als eine ,,Dar-

stellung&quot; des imaginaren Punktes gelten. Aber die Vierecke

sind den imaginaren Punkteu nicht mehr gegenseitig ein-

deutig zugeordnet, wie die elliptischen Involutionen.

c) Eine allgemeine imaginare Gerade y mit einer
reellen Ebene E zum Schnitt zu bringen.

y sei durch zwei imaginare Punkte gegeben, d. h. durch

die Involutionen A, A
-, B, J3 auf g und A^ A(] B^ B\

auf g^ (Fig. 58); es sei wieder

(AA BB1

)
= (AiA{ B.B,)

= S).

Man projiziere die Involution auf g aus g^ durch die Ebenen

#, a
; /?, /? und umgekehrt die Involution auf g^ aus g durch

Fig. 58.
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die Ebenen a t , &amp;lt;x[ ; ft, fa auf E. Dadurch entstehen die

speziellen imaginaren Geraden (a, a
; 6, 6

)
und (a 1;

a i ;
6

ly 61),

deren gemeinsamen Punkt man nach b) konstruieren kann.

Man sieht, wie man so beliebig viele weitere Punkte einer

durch zwei Punkte gegebenen allgemeinen imaginaren
Geraden konstruieren kann.

War insbesondere 3) 1, so schneiden die vier

festen Geraden aav a i; /?ft, p fa (die auf derselben

Regelschar harmonisch liegen und dort eine Involution be-

stimmen) fiir eine beliebige Lage von E auf E vier Punkte

aus, durch die der imaginare Schnittpunkt (y E) im Sinne

von b) definiert ist.

d) Durch eine allgemeine imaginare Gerade y
und einen reellen Punkt Q eine Ebene zu legen.

y sei wie unter c) gegeben. Projizieren wir die

Involutionen A,A\ B,B und C,O] D,D aus Q, so er-

halten wir zwei spezielle imaginare Geraden, die beide in

der gesuchten Ebene liegen. Wir kommen also auf die in

65, c) geloste Aufgabe zurttck.

e) Durch drei imaginare Punkte J., 5, C all-

gemeiner Lage eine Ebene zu legen.

Man kann sich, um diese Aufgabe auf schon geloste

Teilaufgaben zurttckzufuhren, eine Skizze mit reellen Ele-

menten machen (Fig. 59).

Da die gegenseitigen Be-

stimmungsweisen der Punkte,
Ebenen und Geraden durch

einander von der Realitat der

Elemente unabhangig sind,

wird diese Skizze auch fur

imaginare Elemente eine

schematische Bedeutung
haben. Wir legen durch einen der Punkte A eine beliebige

reelle Ebene E, die wir mit der allgemeinen imaginaren
Geraden BC in P nach e) zum Schnitt bringen. Die Ver-

bindungslinie AP (eine spezielle imaginare Gerade), die

nach a) konstruiert wird, liegt in der gesuchten Ebene e.

Der Scheitel ihrer Involution ist also ein reeller Punkt von 6,

und wir sind auf den Fall d) zuruckgekommen.
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f) Eine allgemeine imaginare Gerade y mit einer

imaginaren Ebene zum Schnitt zu bringen. Wir
denken uns y durch zwei imaginare Ebenen bestimmt und
kommen so auf eine Aufgabe, die zur eben gelosten dual ist.

g) Zu entscheiden, ob zwei allgemeine imaginare
Geraden y und y sich schneiden.

Indem wir von einer reellen

/P Skizze (Fig. 60) wie unter e) Ge-
_^_

7
brauch machen, legen wir durch y

r

I / I eine beliebige Ebene E (d. h. wir

/ / J fassen irgend eine Ebeneninvolution

I / 2&quot; I auf, die zur gescharten perspektiv

/gr
/ liegt) und bringen sie nach f) mit

L y zum Schnitt. Wenn der Schnitt-

Fig. 60. punkt auch y
r

angehort, so schneiden

sich 7, y in diesem Punkte.

h) Urn Aufgaben liber imaginare Gerade konstruktiv

losen zu konnen, ist es noch notig, die Bestimmungsweise
des zugehorigen Netzes 9^ durch zwei imaginare Punkte auf

die durch vier Strahlen zuruckzufuhren (die Losung der um-

gekehrten Aufgabe ist in 66, c) enthalten), d. h. wenn vier

Strahlen
t , #2 , &amp;lt;73 , g, von 9^ gegeben sind, die zugehorige

gescharte Involution durch zwei imaginare Punkte zu be-

stimmen. Durch gl9 &amp;lt;/2 , g^ ist eine Regelschar $i bestimmt

und durch diese auf g eine Involution J. Projiziert man J
aus

&amp;lt;7j ,
so werden dadurch auch die Strahlen der Leitschar 8

von & involutorisch gepaart. 8 schneidet so auf irgend
zweien der Geraden glJ #2 , gB

zwei imaginare Punkte aus,
die eine Gerade y vollkommen bestimmen

;
diese ist die ge-

suchte. Denn 8 bestimmt auch eine gescharte Involution

(wir antizipieren Satz 137), in der den drei Ebenen, die

einen Punkt P von g mit g^ #2 , gz verbinden, drei solche

entsprechen, die sich in dem bezuglich 9^ konjugierten
Punkte P schneiden. Also gehort auch g dem Netze von y
an. Die Bestimmung der Involution J ist eine elementare

Aufgabe und kann gelost werden, indem man durch g eine

Ebene legt, diese mit dem Hyperboloid zum Schnitt bringt,

u. s. w.

Wir bemerken zur spateren Verwendung gleich hier,

dafs auch die Polare
&amp;lt;/ 4

von g zu 9 gehort. Denn legen
wir durch g zwei Ebenen, so erhalten wir zwei kollineare
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Felder (Satz 103), in denen die ganzen Schnittkurven mit SR

einander entsprechen, daher auch die Pole von g beziiglich

ihrer.

i) Die Losungen der anderen elementaren Sclmitt- und

Verbindungsaufgaben sind teils zu den vorhergehenden dual,

teils nach dem bisherigen selbstverstandlich. Wo z. B. ein

reelles Element mit einem imaginaren zu verbinden oder

zu schneiden ist, kommt dies auf Projizieren oder Schneiden

der betreffenden Involution hinaus, wenn es sich jedoch um
eine allgemeine imaginare Gerade handelt, auf die Auf-

suchung desjenigen Netzstrahles, der mit dem reellen Element

inzident ist (oder zusammenfallt).

67. Involutorische Regelscharen und ihre

Beziehungen zu den gescharten Involutionen.

Die Strahlen einer Regelschar 9^ kann man involutorisch

paaren, indem man auf irgend einem ihrer Leitstrahlen eine

Involution annimmt. Man nennt dann SR eine involutorische

Regelschar. Eine solche heifst in einer gescharten Involution J

enthalten, wenn ihre Strahlen ebenso einander zugeordnet

sind, wie durch J. Z. B. ist durch drei Strahlen
Z,

/
,

I&quot; des

zu J gehorigen Netzes N als Leitstrahlen eine in J ent-

haltene elliptisch-involutorische Regelschar $R definiert. Denn

jedem Strahl p, der
/,

/
,

/&quot; schneidet, entspricht in J ein

Strahl p ,
der dieselben Geraden schneidet, also zu SR gehort.

Durch die Involution auf einer der Geraden
Z,

Z
,

I&quot; ist in SR

eine Involution definiert, welche die Strahlen von $i ebenso

paart, wie J.

Wir denken uns J durch zwei imaginare Punkte be-

stimmt, namlich durch die elliptischen Involutionen a, $, x ,

auf g (Fig. 61) und y, 17, y , rf auf A, wobei die Reihenfolge
der Symbole zugleich den Sinn bestimmt. Es sei das Doppel-
verhaltnis

(x, y, I, |0 = 8.

Wir setzen voraus, auf h sei als y, y ein beliebiges Paar
der Involution gewahlt, jedoch als

77, rf dasjenige Paar, fUr

welches auch

36) (y, y , ij, r, )
= d.
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Dann konnen die Punktreihen #, h so projektiv auf einander

bezogen werden, dafs die Quadrupel a?,
#

, |, und y, y , ??, ?/
einander entsprechen. Nun erzeugen # und ^ eine in J ent-

haltene involutorische Regelschar, in der

und

zwei Paare entsprechender Strahlen sind.*)

Fig. 61.

Wir konnen setzen:

37)
&
II^~

Aber wegen 36) mufs

=
{.I Xi

sein, also konnen wir annehmen:

*) Da bei gegebenen luvolutionen auf g und h und festem x, x ,

I, I das Paar y, y (d. h. einer seiner Punkte) willkiirlich gewahlt
werden durfte, so geben die zwei Involutionen zu oo

1 involutorischen

Regelscharen Anlafs. Da man aber auch der Darstellung der Involution

auf h ein beliebiges Paar y, y zu Grunde legen kann, so gelten die

nachfolgenden Rechnungen fiir alle diese Regelscharen.
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Es 1st:

also

oox ***
OO J ,

nik

wenn
&amp;lt;/, &amp;lt;/

die Diagonalen des windschiefen Yierecks
a?, yy

?/ ,
x

1

sind. Betrachten wir hierin / : /* als veranderlich, so

haben wir eine Darstellung der elliptisch-involutorischen

Regelschar.

Wir berechnen ihre Doppelstrahlen c/,
d

,
indem wir

setzen:

nik = an
tkj

also:

(r-- op*) pi1t+ l^i (1 + C7) (qik + qlk) + (^ o^) pik= 0.

Diese sechs Gleichungen konnen nur zugleich erfiillt werden
?

wenn:
G= 1, p = -{^iL

Wir finden also:

OQX
dik = pik pik+ i (qik+ qik)

oy j -., i - r \
i \

dik = pik pnf
* (qik + qik).

Andererseits wissen wir ( 64, f
) Anm.), dafs die Zeiger einer

imaginaren Geraden, aus denen irgend zweier

li
=

i + ixi, t) fc
= yk+ iyk

ihrer Punkte sich ebenso wie bei einer reellen Geraden zu-

sammensetzen lassen. Also hat die zu J gehorige Gerade /
die Zeiger:

40) yik = jit) fc i^i= pik pik + i (qik + qik).

Wenn wir also noch die beiden Doppelstrahlen von 9^, analog
wie bei den friiheren Gebilden, dadurch trennen, dafs wir

dem Strahl d den Sinn p, rt,p
f

,
n dem Strahl d den Sinn

PJ n
, p

f

,
n der Involution zuordnen, so stimmt der Doppel-

strahl d genau iiberein mit derjenigen imaginaren Geraden,
die der gescharten Involution J zugeordnet ist. Da als #, h

zwei beliebige Strahlen von A7

genommen werden konnten,
so gilt dies ftir jede in J enthaltene involutorische Regel
schar. Jede solche mufs namlich alle ihre Leitstrahlen in
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Punktinvolutionen schneiden. Die Trager der in J ent-

haltenen Punktinvolutionen sind aber durch die Strahlen von

N erschopft. Daher liefert unsere Konstruktion alle liber-

haupt in J enthaltenen involutorischen Regelscharen.

Ftir eine hyperbolisch
- involutorische Regelschar tritt

nach Anmerkung zu Satz 124 in den Gleichungen 37), daher

aueh in 38) blofs ein Pluszeichen an Stelle des Minuszeichens.

Ihre Doppelstrahlen werden durch

39, a) &amp;lt;4*

= pfc+ Kfc+ #*+&amp;lt;*&amp;gt;
dik= pik -\-pik fe/c+^ifc)

dargestellt. Geht man von der Darstellung der Punkt-

involutionen auf g und h durch ihre Doppelpunkte s,
s

; t,
t

aus, namlich

|i
= Isi -f ps i

= ksi psi

rjk
ltk -\- (.it* r}ic

= htk fitkj

so erhalt man als Darstelluug der involutorischen Regelschar

(mit Weglassung der Indices) :

wobei r, / die Verbindungslinien s,
t und s t bedeuten.

Satz 136: Die Doppelstrahlen jeder in einer

gescharten Involution Jenthaltenen involutorischen

Regelschar 3ft sind identisch mit den beiden imagi-
naren Geraden, die zu J gehoren, wenn man J in

beiderlei Sinn durchlauft. Alle Leitstrahlen von 3ft

sind Strahlen des zu J gehorigen Netzes.

Den letzteren Umstand bestatigen wir noch analytisch
Seit t eine Gerade, die Pip ^ schneidet, also:

Dann ist auch:

2y*ktim= Q
,

t erfiillt also die Incidenzbedingung mit y, gehort daher ( 61)
zu den Strahlen von N.

Da durch eine elliptisch- involutorische Regelschar 9ft

(samt bestimmtem Sinn) eine imaginare Gerade vollkoramen
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bestimmt 1st, so mufs durch 3R auch eine gescharte In

volution bestimmt sein, wenn man die Voraussetzung hinzu-

nimmt, dafs alle ihre Leitstrahlen Ordnungsstrahlen der In

volution sind. In der That entsprechen den fttnf unabhangigen
Punkten #, #

, y, y ,
P (Fig. 61) die ftinf ebensolchen #

, x,

# , y, P j
wodurch eine Kollineation bestimmt ist (Killing,

Analyt. Geom. II. S. 231).

Satz 137: Eine gescharte Involution ist durch

jede in ihr enthaltene involutorische Regelschar
vollkommen bestimmt.

Aber die imaginare Gerade wurde durch eine involuto

rische Regelschar nicht definiert, weil die Leitstrahlen

einer solchen blofs oo
1 von den oo

2 Punkten einer imaginaren
Geraden enthalten, Uberhaupt die Zuordnung zwischen den

allgemeinen imaginaren Geraden und den elliptisch-involuto-

rischen Regelscharen keine gegenseitig eindeutige ist; viel-

mehr gehoren zu jeder allgemeinen imaginaren Geraden oo 3

involutorische Regelscharen.

Wir machen noch darauf aufmerksam, dafs die beiden

imaginaren Geraden 7, /, die zu einer gescharten Involution J
gehoren, auch als Ort der Doppelpunkte dieser Involution

aufzufassen sind. Denn jeder Punkt von y oder / ist

Doppelpunkt einer geraden in J enthaltenen elliptischen
Involution. Wir haben also in Verbindung mit 62 ganz
allgemein den

Satz: 138: Die imaginaren Elemente sind stets

auch die Doppelelemente der ihnen zugeordneten
Involutionen.

68. Imaginare Elemente im rechtwinkligen

Zeigersystem.

Wir konnen nach 31 die rechtwinkligen Zeiger als

Spezialfall der tetraedrischen auffassen. Dadurch, dafs

^=1^ = 1 wird, haben wir in einem rechtwinkligen System
auch fttr imaginare Punkte und Ebenen nunmehr je drei

Zeiger, fur imaginare Gerade jedoch sechs, die, wenn sie

Strahlenzeiger sind, mit den Punktzeigern nach den

Gleichungen 24) des 33 zusammenhangen (ygl. 65, f),

Zindler, Liniengeometrie. 16
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Anm.). Alle Untersuchungen iiber die geoinetrische Be-

deutung der Incidenzbedingungen, iiber die Identitat der

imaginaren Elemente mit den Doppelelementen der elliptischen

Involutionen u. s. w., kurz alle wesentlichen Resultate der vorher-

gehenden Paragraphen werden durch diese Spezialisierung
nicbt gestort. Es kommt bier nur noch die Aufgabe hinzu, die

Lage der imaginaren Elemente gegen das Zeigersystem zu

untersuchen, wobei aucb die metriscben Eigenschaften der

Involutionen nnd ihre ausgezeichneten Elemente zur Geltung
kommen.

a) Wir losen unsere Aufgabe fur den imaginaren Punkt

dadurch, dafs wir eine Darstellung der geraden elliptischen

Punktinvolution 3 in reehtwinkligen Zeigern geben und dann

deren Doppelelemente aufsucben. 8 ist vollkommen bekannt,
wenn wir ihren Centralpunkt C, die durch C gehende
Gerade #, auf der sie liegt, und ihre Potenz m 2

kennen.*)

Sind a, &amp;gt;,

c die Zeiger von C- a, /?, y die Richtungskosinus
von g\ x,y, z\ #

, y
f

,
z die Zeiger zweier zugeordneten Punkte

der Involution, so ist fur die Projektion der Involution auf

die X-Achse:

(x a) (x a)
= m 2 a 2

.

Also erhalten wir flir x = x = :

g = a 4-_m a.
i,

. . .

Daher sind

a + m a
i,

b + m
ft i,

c + m y i

die Zeiger der Doppelelemente der Involution $5 und machen

nach Satz 138 zugleich die zu 3 gehorigen imaginaren
Punkte aus. Setzen wir

m a a
,
ml=b r

j my = c
,

so ist

*) Sind S, die Abstande zweier zugeordneten Punkte einer ellip

tischen Involution vom Centralpunkt, so ist (S. S. VII. Art. 138):

S 8 = m 2
.

Fiir
|

8
|

=
j

S
|

= m erhalt man die beiden einander zugeordneten

,Potenzpunkte&quot;; die Potenzpunkte aller geraden in einer gescharten
Involution J enthaltenen Punktinvolutionen liegen (wie aus Satz 109

hervorgeht) auf den Potenzebenen von /; daher der Jetztere Name.
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Zur Trennung der beiden Punkte durch den Sinn von 8
bemerken wir, dafs C und der unendlich feme Punkt U von g
einander zugeordnet sind. Wenn also a-^- a

,
b

-|- b
,

c
-j- c

,

einem Punkt Q als Zeiger angehoren, so bestimmt die

Reihenfolge CQU den Sinn von C liber die endliche
Strecke nach Q.

Satzl39: Dem imaginaren Punkte a -\-a i, b-\-b i,

c-\-c i ist die Involution mit dem Centralpunkt
C=(a,b,c), der Potenz (a

2
-f 6 2

-f c
2
) und dem

Sinn von C nach (-[- ,
6 -)- b

,
c -\- c

) zugeordnet;
die Richtungskosinus ihres Tragers sind
proportional a ,b ,c .

b) Liegt ein elliptisches Netz ^l gegen das Zeigersystem
so, wie in 55, c), d. h. fallen seine Achsen mit der X- und
der Y-Achse zusammen, so finden wir die Doppelpunkte der

zugehorigen gescharten Involution aus den Gleichungen
(vgl. 57, Gleichungen 103)):

A o\
^ y ^ c~

*) x= .
, y cm. . z .

Von diesen kann die letzte aus den beiden ersten abgeleitet

werden; man findet also

A Q\ y
i i

4:Oj
=

( mi, z
( ci.

Dabei gehoren die beiden oberen und die beiden unteren
Zeichen zusammen, wahrend entweder x oder y willklirlich

bleibt. Durch diese zwei Lbsungen werden die zu Sft ge-
horigen imaginaren Geraden y, y dargestellt. Wir berechnen
die Zeiger von y nach 33, Gleichungen 24) aus denen
der beiden Punkte

x= 0, y = 0, z = ci

x = \, y = mi, z = ci

und finden :

44)
ft
=

!&amp;gt; & = mi&amp;gt;
&amp;gt; ^3

=
0,

^4
= cm, g& = cz, ^g = 0.

Die Zeiger von y sind diesen konjugiert. Wir nennen
stets y diejenige Gerade, ftir die der Koeffizient von i in q2
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positiv 1st, d. h. wir diirfen m
&amp;gt; voraussetzen, wie es

auch in 55, c) geschah ;
danach bestimmt sich aus q das

Vorzeichen von c und die Windung des Netzes
( 55, c)).

Satz 140: Liegt eine allgemeine imaginare
Gerade so, dafs die beiden Achsen des zugehorigen
Strahlennetzes mit der X- und der Y-Achse des

Zeigersystems zusammenfallen, so ist fiir diese

Lage charakteristisch, dafs die Zeiger &amp;lt;/3 , qe Null,
die Zeigerverhaltnisse q: qv q6 :q2 reell sind, #2 : ql

rein imaginar. Bringt man ql
auf eins, so ist der

absolute Betrag von
&amp;lt;?2

das Achsenverhaltnis des

Netzes, der von qb der halbe Abstand der Potenz-
ebenen.

Wir wenden nun die Formeln fur die Zeigertransformation

( 41) an.*) Lost man die dortigen Gleichungen 59) nach
den ueuen Zeigern p auf, so erhalt man zunachst fiir eine

blofse Drehung um den Ursprung :

45)

Setzt man hierin fiir die q die Ausdrticke aus 44), so wird :

46) pi = p!
Jr ipi = ;. -\-bj.mi (A

=
1, 2, 3).

Die neuen Zeiger p^p^-,p6 erhalt man, indem man in 45)
die Indices der q um drei erhoht (vgl. 41, Gleichungen .60)):

j rj\ I* / !7i/3*\

Aus den Eigenschaften der Koeffizienten einer orthogonalen
Substitution folgt:

48)
I
/

X

49) S

50) I

*) Sie gelten auch fiir imaginare Elemente; denn sie gelten fiir

die zugehorigen reellen Involutionen
,

deren Doppelelemente die

imaginaren Elemente sind (Satz 138).
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Von den Relationen 49) und 50) 1st nur je eine wesentlich
;

die andere folgt dann aus Ipipi + 3
= Q von selbst. Diese

Bedingungen sind fiir die jetzige Lage des Netzes noch

keineswegs charakteristisch, denn man kann alle p mit einem

gemeinsamen Faktor a -f- (li multiplizieren. Dadurch gehen
sie in Grofsen PI = Pi -f- iP { iiber und zwar ist

Pi = a pi pp%, Pi = ap
f

; -f /? pi.

Bezeichnet man zur Abkiirzung:

+ 3
=

so findet man mit Benutzung der Gleichungen 48) bis 50):

49 a) v = (a
2+ /2

50 a) ria
= = T

21 .

Es ist fiir ein Netz eine dreifache Bedingung, dafs sein

Mittelpunkt mit dem Ursprung zusammenfallt. Es mttssen

also drei Relationen zwischen den P
,

P&quot; allein bestehen,
welche diese Lage ausdrucken (wobei die aus

folgenden nicht mitzahlen). Eine davon ist 50 a), eine andere

Ferner ist

Wir verfolgen nicht die Ableitung der dritten Relation und
die Berechnung von m (vergl. den Schlufs von b)), sondern
wollen die Kennzeichen fur ein Rotationsnetz ableiten: Fiir

ein solches ist m= 1, also

= 0.
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Umgekehrt konnen von diesen Relationen die der ersten
Zeile oder auch die der letzten, ohne dafs a und

ft einzeln

verschwinden, nur erfiillt sein, wenn m = 1. Die ersten

beiden lassen sich zusammenziehen in

52)

die letzten beiden in

und zwar gilt 52) ftir eine beliebige Lage des Netzes,
weil bei einer Parallelverschiebung die ersten drei Zeiger
sich nicht andern (41). Also :

Satz 141: Sind q^ (I
=

1, . . . 6) die Zeiger einer

allgemeinen imaginaren Geraden, so ist die not-

wendige und hinreichende Bedingung daftir, dafs
das zugehorige Strahlennetz ein Rotationsnetz ist:

Fur eine Parallelverschiebung (, ty, 5) des Zeigersystems
(GMchungen 61) des 41) von der ursprunglichen speziellsten

Lage aus lautet der Zusammenhang zwischen den neuen

Zeigern x und den alten q:

*i = qi (A=l, 2, 3)

Setzt man hierin ftir die q die Ausdrucke aus 44), so er-

halt man:

Xj
= 1 x

4
= cm -\- 5 m i = jc

4 -|- i x
4

53) x
2
== m i x

5
=

5 -f ci = x
5 -j-

*
&amp;lt;

x
s
r^0 x

6
=

^ jme =x6 +tV6 .

Satz 142: Wenn die Achsen eines elliptischen
Netzes parallel zur X- und Y-Achse des Zeiger
systems sind, so ist ftir diese Lage charakteristisch,
dafs von den Zeigern der zugehorigen imaginaren
Geraden x

s Null ist, und dafs x
2

: x
x
rein imaginar
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1st. Wenn blofs der Hauptstrahl des Netzes parallel
zur Z&quot;-Achse 1st, so 1st immer noch x

8
=

0.*)

Der letzte Teil des Satzes folgt aus den Formeln fUr

die Drehung des Systems um die Z-Achse. Erfiillen ge-

gebene x diese beiden Bedingungen, so bringe man x
x

auf

eins; dann kann man die Grofsen m, c, , t), % aus den

Gleichungen 53) entnehmen.

1st eine allgemeine imaginare Gerade q[ -\- i q/ gegeben,
und ihre Lage gegen das Zeigersystem beliebig, so bestimme

man 6 c aus :

(wodurch die Richtung des Hauptstrahls gefunden ist), ferner

die ubrigen a, b, c aus :

a
&amp;lt;1\ + 6

2 9&quot;2 + C
Q ? 3
=

und den Bedingungen fiir eine orthogonale Substitution.

Dann ist die Zeigertransformation bekannt, durch welche

die Lage des Satzes 142 erreicht wird; nach ihrer

Durchfiihrung kann man die beiden fiir die Form und
Grbfse des Netzes ( 54, Schlufs) mafsgebenden Konstanten

m und c berechnen.

c) Fiir eine spezielle imaginare Gerade qi -\-iqi kann
man die Zeiger des Scheitels und der Ebene der zugehorigen
Strahleninvolution nach 39, b) berechnen, nachdem man die

Incidenzbedingungen in bekannter Weise
( 31) fiir recht-

winklige Zeiger spezialisiert hat. Ubrigens kann man auch

die Strahleninvolution selbst unmittelbar hinschreiben:

Pi = pqi + l* &amp;lt;l&quot;, pi = p qi l*qi (^
=

1, ... 6);

ihre analytische Darstellung unterscheidet sich bei recht

winkligen und tetraedrischen homogenen Linienzeigern gar
nicht.

*) Die letztere Bedingung zahlt fiir zwei.
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Etwas anders 1st es fttr den Fall der imaginaren Ebene
u\ -\- i ui : es sind

54) l+ ltii^= 0, 1*^=
die Gleichungen der Involutionsachse a, dagegen

54a) vi = u\ -f iiui, v[ = ?*i
---

iei (A
=

1, 2, 3)

die der Involution selbst. Denn eine beliebige Ebene v des

Btischels 54) wird durch die linken Gleichungen 54 a) dar-

gestellt, wenn auch die u&quot; selbst nicht Zeiger einer Ebene
des Bttschels sind ;*) vielmehr werden die Zeiger einer Ebene,
die man urn a so dreht, dafs sie durch den Ursprung geht,
so unendlich, dafs sich ihre Verhaltnisse denen der festen

Zahlen u&quot; nahern. Wir bezeichnen daher diese Ebene mit

w&quot;;
die rechte Gleichung 54) ist ihre Gleichung. 1st ferner

so ist:

(u u&quot;vw)
= .

Filr die entsprechenden Ebenen v
,
w mufs

(u u&quot; v w)= (u&quot; u v w
)

sein, weil w
,

u&quot; selbst ein Paar der Involution sind, also:

JL = OL
i

-
v

*) Will man die Zeiger v einer allgemeinen Ebene des Btischels

durch die Zeiger u, u zweier festen Ebenen des Buschels ausdrucken,
so ist bekanntlich

Man wurde von hier aus auf demselben Wege wie i. T.

als Darstellung einer Involution erhalten; jedoch ist die Darstellung 54 a)
nicht nur an sich einfacher, sondern lafst sich auch unmittelbar in

Zusammenhang mit den Zeigern der gegebenen imaginaren Ebene.

bringen.
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Denkt man sich das eine Paar w, iv fest, das andere v, v

beweglich, so findet man

(.1 {i
== konst.

als Zusammenhang zwischen den Parametern der zusammen-

gehorigen Ebenen eines Paares. Und zwar 1st ftir elliptische
Involutionen die Konstante negativ und hier so zu wahlen,
dafs als Doppelelemente der Involution gerade die gegebenen
imaginaren Ebenen herauskommen, also

pp= l.

Wir fragen noch, wann die Strahlen- oder Ebenen-
involution rechtwinklig ist. Im ersten Fall mufs

2 Pi pi = 0,

im zweiten
3

2 vi vi =
1

ftir jeden Wert fi : p oder ^ sein. Dies giebt:

Satz 143: Sollen die einer speziellen imaginaren
Geraden q[-\-iq{ oder einer imaginaren Ebene
lii-f-tui zugehorigen Involutionen rechtwinklig^
sein, so mufs s ein:

ftftf =0, Jgi=J^ 9
,

beziehungsweise :

was in je eine G-leichung: 2qf Q oder 2u?
2 Q zu-

sammengefafst werden kann.

69. Grundtetraeder mit teilweise imaginaren
Elementen.

Nach 29, c) kann jede lineare Transformation

,KX i
4

00
) Q %/.

=- 2 o/.ii xu O Ui =. -4/u uu

(I = 1, ... 4
4 4

56) &amp;gt; xi = 2
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deren Determinante
| a^ nicht verschwindet, als eine Zeiger-

transformation aufgefafst werden. Jedes dieser vier Gleichungs-

systeme bestimmt die drei anderen. Wir haben uns bisher die

Substitutionskoeffizienten a reell gedacht. Aber auch wenn
sie komplex sind, ist jedem (reellen oder komplexen) Werte-

quadrupel x oder u gegenseitig eindeutig ein Quadrupel x
oder u zugeordnet, so dafs die Werte x oder u zur Be-

stimmung eines (reellen oder imaginaren) Punktes oder einer

Ebene ebenso brauchbar sind, wie die x oder u. Wegen
des bekannten Zusammenhanges der Linienzeiger mit den
Punkt- oder Ebenenzeigern gilt dasselbe flir die Linienzeiger.

Ferner erhielten wir, wenn wir in 56) die rechten Seiten

Null setzten, die Gleichungen der Ecken und Flachen des

neuen Tetraeders im alten System, mit anderen Worten A^
(p 1, . . . 4) sind die Zeiger der A -ten Ebene und au ;.

(JM
=

1, . . . 4) die des A -ten Eckpunktes des neuen Tetraeders.

Auch fiir komplexe Substitutionen definieren wir diese

Zahlen als Zeiger der Ecken und Flachen des neuen

Tetraeders. In der That sind wir berechtigt zu sagen, sie

bilden ein Tetraeder, well dieselben Incidenzrelationen gegen
seitig stattfinden, wie bei einem reellen Tetraeder, wie aus

elementaren Determinanteneigenschaften erhellt.

Wir betrachten von nun an nur solche imaginare

Grundtetraeder, bei denen neben jedem imaginaren Element
auch das konjugierte unter den Elementen des Tetraeders

vorkommt. Dann konnen nur zwei Falle eintreten:

a) Zwei Ecken, etwa P
17
P

4 sind reell, die beiden

anderen Pa ,
P

3 konjugiert komplex, also ihre Verbindungs-
lime k reell. Dann sind auch von den vier Ebenen nur die

beiden (&, PJ und (&, P4 ),
reell. Ein Paar Gegenkanten ist

reell, die beiden anderen Paare imaginar, und zwar schneiden

sich je zwei konjugierte Kanten als spezielle imaginare
Gerade in einem reellen Eckpunkt.

b) Alle vier Ecken sind imaginar und etwa wieder P2 ,
P

3

konjugiert, ebenso P
1?
P

4
. Dann sind auch alle vier Ebenen

imaginar. Ein solches Tetraeder ist durch zwei gerade
Involutionen auf windschiefen Tragern ^, g bestimmt. Ein

Paar Gegenkanten g,g ist reell; jedes von den beiden

anderen Paaren besteht aus zwei allgemeinen konjugiert

imaginaren Geraden.



69. Grundtetraeder mit teilweise imaginaren Elementen. 251

a) Wir erhalten ein Tetraeder erster Art, wenn wir von
den Kolonnen der a zwei reell annehmen, die beiden anderen

konjugiert komplex. Da es uns nur darauf ankommt, solche

Grundtetraeder an sich und nicht in allgemeinster Lage
gegen das ursprtingliche reelle zu erhalten, so belassen wir

zur Erzielung einer moglichst einfachen Transformation die

Eckpunkte Ql , Q4 des alten Tetraeders auch als Ecken P
1 ,
P

4

des neuen und wahlen auf Q2 Qs
eine Involution, in der

$,=(0,1,0,0), Q.=:(0,0,l,0)

selbst ein Paar sind. Es sind

f 0,1, i,0), (0,1, 1,0)

die Doppelpunkte einer solchen Involution und daher
( 29 c)10000110

i i0001
das Substitutionsschema. Seine Adjunkten dttrfen wir ftir

unseren Zweck mit i multiplizieren und erhalten so die ge-
suchte Transformation :

58)

GU^ = U

&amp;lt;r
=

Q X
4
= X\ 6 U = u[

Die Transformation fur die Linienzeiger und zwar fiir die

Strahlenzeiger stellen wir nach den Gleichungen 56) des

40 zusammen:

59) trti3= i (12 *T
l 3)

* ^42 = ^4

T 7t
\ 4
~

^14 T ^23 = -
b) Um ein solches Tetraeder moglichst einfach zu er

halten, nehmen wir auf den Kanten Q , Q4 und Q2 , Q3 des
alten reellen Tetraeders je eine elliptische Involution an, in

der die beiden Ecken als Paar zusammengehoren. Dann
gehen auch die imaginaren Ecken P

17
P

4 aus den Zeigern
der reellen Q1? Q4 ebenso hervor, wie schon friiher P

a ,
P

3
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aus denen von Q2 , Q3
. Wir konnen also nach a) die ge-

suchte Transformation fUr die Punkt- und Ebenenzeiger un-

mittelbar hinschreiben und ftir die Linienzeiger aus dem
Schema

10010110
i i

1 i

analog wie frtiher zusammensetzen :

= u
\

62) T7T13 =i(^i2

c) Wir wollen noch das Zeigersystem betrachten, das

man aus einem rechtwinkligen erhalt, indem man statt der

rechtwinkligen Zeiger x, y, z vermoge der Gleichungen

63) |= a;-fiy, ri
= x iy, C= z

oder

64) *=
-|-(|

+ izX y = y(-l + ?),
*= C

neue einfuhrt. Mit Beriicksichtigung des 31 konnen wir

das neue System als Spezialfall von a) betrachten. Es sind

namlich die X Y-Ebene und die in unendliche Feme gertickte

Tetraederebene reell geblieben, dementsprechend von den

Ecken des Tetraeders der Ursprung und der unendlich feme
Punkt der ^-Achse. = und

17
= sind die Doppel-

elemente der rechtwinkligen Strahleninvolution

Die Transformation kommt also darauf hinaus, statt der

X- und Y-Achse die Doppelstrahlen dieser rechtwinkligen
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Involution einzuftihren. Wir wollen nachsehen, welche Trans
formation der Strahlenzeiger die Gleichungen 63) zur Folge
haben. Denken wir sie uns ein zweites Mai mit gestrichelten

Symbolen aufgeschrieben, so finden wir daraus mit Rucksicht
auf die Gleichungen 24) des 33, wenn wir mit p die neuen,
mit q die alten Strahlenzeiger bezeichnen.*)

Pi = ?i + tft P4
=

(fc

65) l&amp;gt;a

=
ft *0s P* = &amp;lt;lf&amp;gt;

i(

70. Imaginare Gerade reeller Liniengebilde.

a) Wir sagen, eine imaginare Gerade g sei in einem
reellen Liniengebilde 2 enthalten, wenn ihre Zeiger

pi=p\-{- ipi die Gleichungen von 2 erftillen. 1st 2 ein

Gewinde,**) so zerfallt die Gleichung

66)

in die beiden:

67)

1st nun g speziell, so bedeuten die Gleichungen 67), dafs

Scheitel und Ebene des zu g gehorigen involutorischen

StrahlenbUschels als Nullpunkt und Nullebene im Gewinde
einander zugeordnet sind. 1st g allgemein, so bedeuten diese

Gleichungen, dafs das gegebene Gewinde a mit den beiden

Gewinden p und
p&quot;

involutorisch liegt, durch welche das

zu g gehorige Netz bestimmt wird.

*) Man konnte glauben, die Gleichungen 65) miifsten sich auch
aus den nach den n aufgelosten Gleichungen o9) dadttroh ergeben,
dafs man die Syinbole mit zwei Indices nach dem Schema 25) des 33
durch Symbole mit einem Index ersetzt. In der That erhalt man nach
diesem Verfahren dieselben Gleichungen, wie durch die Transformation

die sich von 63) nur unwesentlich unterscheidet.

**) Die analoge Frage fiir ein reelles Strahlengebiisch beantwortet
sich nach iSatz 128 von selbst.
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b) Die Definition des Enthaltenseins einer imaginaren
Geraden in einem beliebigen Liniengebilde ist ganz analog.
Soil daher g in einem Strahlennetz %l, das durch die Kom-

plexe a und b definiert ist, enthalten sein, so mlissen aufser

67) noch erfiillt sein:

D. h., wenn g allgemein ist: Jeder der Komplexe a, b liegt

sowohl zu p als
p&quot;

involutorisch. Wenn g speziell ist, so

ist der Scheitel der Strahleninvolution ein singularer Punkt
und ihre Ebene eine singulare Ebene von !$. Diese Be-

dingung ist von der Art der Bestimmung eines Strahlennetzes

durch zwei Komplexe unabhangig; denn aus 53 geht un-

mittelbar hervor:

Satz 144: Liegt ein Komplex c zu zwei anderen

a, b involutorisch, so liegt er auch zu jedem Kom
plex des Bttschels a, b involutorisch.

Man kann hiernach sagen, c liege zum Btischel a, b

involutorisch.

c) Die Strahlen p einer Regelschar $1 haben wir bisher

( 39, e)) durch

mit der Bedingung

co (p)
=

analytisch dargestellt, wobei q, q , q&quot;
drei feste Strahlen von

9ft waren. Erteilen wir den Parametern A, p, v auch komplexe

Werte, so bekommen wir imaginare Strahlen der reellen

Regelschar. Sie sind auch dadurch vollstandig charakterisiert,

dafs sie irgend drei Strahlen s, ,
s&quot; der Leitschar Q schneiden,

weil die betreffende analytische Bedingung unabhangig von

der Realitat der Parameter erfiillt ist. Wir finden also die

imaginaren Geraden von $, wenn wir alle imaginaren ^Ge
raden p suchen, die mit den reellen Geraden s,

s
f

,
s&quot; je

einen Punkt haben. Die notwendige und hinreichende Be

dingung hierftir ist, dafs
, ,

s&quot; dem zu p gehorigen Netz 9Z

angehoren. Wir bekommen also alle imaginaren Geraden

von 9R, wenn wir durch *, /,
&quot; und einen beliebigen vierten

Strahl t ein Netz und hiermit eine gescharte Involution J
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bestimmen. Da t innerhalb desselben Netzes auf oo
2 Arten

gewahlt werden kann, so giebt es oo 2
imaginare Gerade

einer reellen Regelschar. J bestimmt nach 67 auf der

Leitschar von
,

d. h. auf SR selbst eine involutorische Regel
schar, zu deren Doppelstrahlen p gehort. Also:

Satz 145: Man erhalt alle imaginaren Geraden
einer reellen Regelschar $ als Doppelstrahlen
aller elliptischen Involutionen, in denen die
Strahlen von $ angeordnet sein konnen; SR ent-
halt daher oo

2
(allgemeine) imaginare Gerade.

71. Logische und geschichtliche Bemerkungen
iiber das ,,Imaginare&quot; in der Geometrie.

Wir iiberblicken nochmals den Gedankengang, den wir
in der Theorie der imaginaren Elemente bisher einschlugen:
In der analytischen Geometrie ergeben sich als Zeiger eines

gesuchten Elementes (Punkt, Ebene, Gerade) haufig komplexe
Werte. Es liefs sich jedem solchen System komplexer
Zeiger ein bestimmtes reelles geometrisches Gebilde gegen-
seitig eindeutig zuordnen

( 6163). Auch den analytisch
definierten Incidenzbeziehungen zwischen den komplexen
Elementen entsprachen bestimmte geometrische Thatsachen

( 64, 65). Die gegenseitige Bestimmbarkeit der Elemente
durch einander ist analytisch durch Gleichungen ausdrtickbar,

die unabhangig von der Realitat der Elemente gelten. Die
Schnitt- und Verbindungsgesetze haben also, nachdem die

Incidenzbeziehungen geometrisch gedeutet sind, auch im

imaginaren Gebiet erstens einen bestimmten Sinn und be-

halten zweitens ihre Gultigkeit. Die Aufgaben, zu denen
diese Gesetze Anlafs geben, wurden in 66 konstruktiv

gelost, nachdem ihre eindeutige Losbarkeit schon bei Beginn
dieses Paragraphen feststand. Hiermit waren die Konstruktionen
der Geometrie der

Lage&quot;, die blofs auf den Gesetzen des

Verbindens und Schneidens beruhen, auch fur das imaginare
Gebiet von der analytischen Geometrie und hiermit vom

Zeigersystem unabhangig gemacbt.

Man kann also eine Konstruktion der Geometrie der

Lage, bei der man zunachst reelle Elemente im Auge hatte
r
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in ein Schema bringen (vergl. das folgende Beispiel) und
dieses anwenden, unbekiimmert darum, ob im Verlauf der

Konstruktion imaginare Elemente auftreten. Man ist sicher,
dafs jeder Schritt des Schemas in wirkliche Konstruktionen

umgesetzt werden kounte und das Endergebnis richtig bleibt.

Dieses letztere kann z. B. der Natur der Sache nach reell

sein nnd trotzdem ein Schema nutzlich bleiben, in dem

imaginare Elemente auftreten. Aber dieser ,,Durchgang
durchs Imaginare&quot; ware nicht gestattet, wenn man nicht

jedem einzelnen Schritt eine bestimmte geometrische Be-

deutung beilegen konnte. Dafs man sich ihrer nicht immer

explizite zu erinnern braucht, wenn es blofs aufs Ergebnis
ankommt, ist eben ein Vorteil der Theorie der imaginaren Ele

mente, welche mit den kompli/ierten G-ebilden der Involutionen

ebenso zu operieren gestattet, als wenn es reelle Elemente
waren. Andererseits weifs man, dafs in der analytischen
Geometric der Lage jeder Schritt der Rechnung ohne
Riicksicht auf die Realitat der auftretenden Zahlen eine

Bedeutung hat; es ist zwischen den analytischen Operationen
und den geometrischen Konstruktionen im bezeichneten

Umfang ein vollkommener Parallelismus hergestellt, der es

erlaubt, die Resultate aus dem einen Gebiet sofort in das

andere zu tibertragen.
Man hat der Theorie der imaginaren Elemente gegen-

tiber dreierlei Standpunkt eingenommen:
a) Man hat Resultate, die nur ftir reelle Elemente

evident gemacht wurden, nach dem ,,Prinzip der Kontinuitat&quot;

auf den Fall tibertragen, wo nicht alle als Beweismittel

verwendeten Elemente reell sind, ohne tiberhaupt eigentlich

eine Theorie der imaginaren Elemente zu entwickeln. Z. B.

lautet ein Satz der Geometric : Wenn drei Kreise einer Ebene

zu zweien drei gemeinsame Sehnen haben, so schneiden sich

diese (die drei ,,Chordalen&quot;) im selben Punkt. Dieser Satz

lafst sich im Falle der Fig. 62 leicht einsehen, auch ohne

von der Eigenschaft der gemeinsamen Sehne als Potenzlinie

Gebrauch zu machen : Beschreibt man tiber den drei gegebenen
Kreisen als grofsten Kreisen drei Kugeln, so gehen die drei

Schnittkreise, welche die drei Kugeln zu zweien gemein

haben, durch die beiden Punkte P, P ,
die alien drei Kugeln

gemein sind. Die drei Kreisebenen gehen also durch die

Verbindungslinie PP und ihre drei Spuren auf der Zeichen-
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ebenc durch den Spurpunkt von PP . Man hat nun daraus

geschlossen, dafs die drei Kreisen etwa gemeinsamen Sehnen
auch dann sich in einem Punkte schneiden, wenn die drei

Kugeln keine reellen Punkte gemein haben (z.
B. Fig. 63).

Dies ist nicht korrekt. Man darf also bei einer solchen

Methode nicht endgiiltig stehen bleiben, wenn sie auch

als heuristisches Hilfsmittel sehr fruchtbar ist. Ebenso ist

es zu beurteilen, wenn die Satze der Algebra iiber gemein-
same Wurzeln von Gleichungen u. dergl. als blofse Rede-

weisen auf die Geometric ubertragen werden, ohne sich um
deren eigentlichen Sinn zu kummern.

Fig. 62. Fig. 63.

b) Man hat es iiberhaupt abgelehnt, imaginare Zahlen
in der Geometric zu verwenden und hier von imaginaren
Elementen zu reden. Dieser Staudpunkt ist logisch korrekt,
aber unzweckmafsig. Denn man ist dann gezwungen, von
vornherein alle Fallunterscheidungen, welche die Realitats-

fragen mit sich bringen, in der Untersuchung mitzufuhren,
wahrend man im Besitz einer Theorie der imaginaren
Elemente erst im Ergebnis die Falle zu trennen hat.

Dieselben Vorteile, die das Imaginare in der Algebra bietet,

sind auch in der Geometric erreichbar,*) sobald und in dem
Umfang, als eben den imaginaren Zahlen, die als Losung
einer urspriinglich reell vorgestellten Aufgabe herauskommen,
wirkliche geometrische Gebilde zugewiesen werden konnen.
Der Vortheil eines Schemas, wie im folgenden Beispiel,

*) Dies hat schon Staudt im Vorwort der ^Beitr. zur Geom. d.

Lage&quot; (156) betont.

Zindler, Liniengeometrie. 17
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wiirde ganz verloren gehen, wollte man die Theorie der

imaginaren Elemente ablehnen.

c) Man hat eine wirkliche Theorie der imaginaren
Elemente entwickelt (wie hier, wenigstens in beschranktem

Umfang, geschah), wodurch algebraische Operationen mit

komplexen Zahlen geometrisch verwertbar werden. Es ist

zwar richtig, dafs alle Resultate, die man so erhalt, auch

formuliert werden kbnnten, olme aus dem reellen Gebiet

herauszutreten, dafs also die Theorie der imaginaren Elemente

der Geometrie an wirklichem Inhalt nichts hinzufiigen kann,
sondern blofs eine abgekiirzte Redeweise ist. Aber gerade
in letzterem Umstand besteht ihr grofser Wert, der also

wesentlich in der ,,0konomie des Denkens&quot; (vergl. Mach,
Mechanik, Kap. IV, 4) liegt. Die Worter ,,Imaginarer Punkt,

Gerade&quot;, u. s. w. sind durchaus nicht Uberfliissig ;
sie erinnern

uns unmittelbar daran, dafs fiir die entsprechenden Gebilde

dieselben Gesetze wie fiir reelle gelten und erleichtern uns
y

dasselbe Gedankenschema oder Buchstabenschema, ja sogar
schematische Zeichnungen ( 66, e, g) anzuwenden, die zu

richtigen Resultaten fuhren, weil zwischen den Schemen und

den wirklichen Gebilden das logische Yerhaltnis der ,,voll-

kommenen Analogic&quot; besteht. Es ist daher in der That

eine ,,mechanische Handhabung des Begriffs der imaginaren
Punkte&quot; (sie wird S. S. VIL, S. 288 geleugnet) und tiber-

haupt der imaginaren Elemente moglich.

Eine logische Unklarheit kann der Benutzung des

Imaginaren nicht zum Vorwurf gemacht werden,*) solange
man es nur in den Grenzen anwendet, in denen die Theorie

begriindet wurde, also bel uns, solange es sich um die

Geometrie der Lage handelt. Dagegen konnten wir naeh

den bisherigen Entwickelungen mit einem imaginaren
Winkel&quot; oder mit ,,senkrechter Lage imaginarer Geraden&quot;

keinen Sinn verbinden. Es wurde zu weit von unserem

Gegenstande der Liniengeometrie abfithren, die Theorie der

imaginaren Elemente noch wesentlich weiter auszudehnen.

*) Dafs man bei den imaginaren Elementeu in der geometriscnen
Theorie bei den elliptischen Involutionen stehen bleiben mufs, wahrend

man bei den hyperbolischen Involutioneu zu den Doppelelementen

fortschreitet, ist eine kleiue Inkongruenz. die nicht beseitigt werden

kann, aber weder stort, noch Fehler mit sich bringt.
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Auch 1st in diesem Gebiet noch nicht alles wtinschenswerte

geleistet worden, wenn auch mehr vorliegt, als wir in unsere

Darstellung aufnehmen konnten. Z. B. findet sich in Clebsch-
Lindemanns Vorl. lib. Geom. Bd. II (S. 115, ff) eine Theorie
des Doppelverhartnisses imaginarer Elemente. Uberhaupt
wurde die Theorie der projektiven Verwandtschaften der

Grundgebilde schon von S t a u d t selbst auch auf imaginare
Elemente ausgedehnt. Ubrigens werden wir noch Gelegenheit
haben, die bisherige Theorie in einigen Punkten zu erganzen.
Zur Erlauterung des Gesagten betrachten wir noch ein

Beispiel: Es sei ein Nullsystem durch flinf reelle

Strahlen ^
1? ...^

5 des zugehorigen Gewindes gegeben; zu
einem reellen Punkt P die Nullebene v zu konstruieren.

Eine ahnliche Aufgabe ist uns schon begegnet, und wir
stellen die Konstruktionen, die sich aus 22 und 10, d)

ergeben, in einem Schema zusammen, in welchem Punkte
durch grofse lateinische, Gerade durch kleine lateinische,
Ebenen durch griechische Buchstaben bezeichnet sein mogen.
Das Zeichen === soil ,,incident mit&quot; bedeuten; wenn auf
einer oder beiden Seiten desselben mehrere Symbole von
Elementen stehen, so soil jedes Element auf der einen Seite

mit jedem auf der anderen incident sein. Man bestimme also

der Reihe nach:

9&amp;gt;9
= nv nv nv n

* ( 6M)
e= P, n

b (re ell)

S==g,*; S ^/,6 (66 ? c)

h^ S, S
r

(mufs reell sein)

Bezuglich der vorletzten Zeile des Schemas ist zu bemerken,
dafs t fur imaginare Elemente i. A. ebenso bestimmt wird,
wie flir reelle, d. h. diese Zeile liefse sich ersetzen durch:

a = P, g (dual zu 66, c)^y
*==, (dual zu 66, a).

17*
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Aber hier haben wir das nicht notig, well g, g (reell

oder) konjugiert imaginar sind. Die Aufgabe t ^= P, #, g
1

kommt also auf 66, d) hinaus; die Achse der Ebenen-
involution ist die Losung. Wenn man also aus der ana-

lytischen Geometric weifs, dafs ein Gewinde durch fiinl

Strahlen bestimmt ist, so giebt dieses Schema, auch wenn
eine lineare Konstruktion ( 47, d) nicht bekannt ware, unter

alien Umstanden die Losung der Aufgabe, ohne dafs wir es

mehr notig batten, wie in 22, die Realitat der Losung
durch einen Kunstgriff zu erzwingen.

Der Schopfer der Theorie der imaginaren Elemente ist

Staudt (Beitr. zur Geom. d. Lage; hier kommen das erste

Heft 1856 und das zweite 1857 in Betracht). Er ist rein

synthetisch verfahren
;
seine Hauptleistungen sind die Deutung

der allgemeinen imaginaren Geraden durch eine gescharte
Involution und die Trennung der konjugiert imaginaren
Elemente durch den Durchlaufungssinn. Die synthetische
Theorie wurde von L ii r o t h (Das Imaginare in der Geometric

und das Rechnen mit Wttrfen, Math. Ann. VIII, XI), Sturm
(Uber die v. Staudtschen Wtirfe, Math. Ann. IX) und fur die

Ebene von K otter (Grundz. einer rein geom. Theorie der

alg. eb. Kurven, Abh. d. Berl. Ak. 1887) weitergebildet, der

Zusammenhang mit der analytischen Geometric von Stolz

(Die geom. Bedeutung der kompl. Elemente in der anal.

Geom., Math. Ann. IV), August (Unters. liber d. Imaginare
in d. Geom., Progr. d. Friedr.-Realsch. 1872), Schroder
(Uber v. Staudts Rechnung mit Wiirfen u. verw. Prozesse,
Math. Ann., X), Segre (Le rappr. reali delle forme compl. etc.,

Math. Ann. Bd. 40) hergestellt. Die hier gegebene Darstellung
ist in manchen Punkten selbstandig.*) Eine ausftihrliche

geschichtliche Studie liber diesen Gegenstand hat Ram or in o

im Giorn. di Mat. Bd. 35 u. 36 (1898) gegeben.

Die analytisch-geometrische Theorie der imaginaren
Elemente ist der rein synthetischen iiberlegen; denn letztere

*) Z. JB. wurde die Bestimmung des Sinnes einer allgemeinen

imaginaren Geraden analog wie bei den librigen imaginaren Gebilden

dnrchgefiihrt, wodurch die involutorischen Regelscharen zu diesem

Zwecke entbehrlich wurden. Dieselben wurden nur anhangsweise in

67 behandelt. uachdem mit 66 das Hauptziel des Abschnittes er-

reicht war.
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wurde von Staudt eigentlich nur ftir die Gebilde zweiter

Ordnung zum Abschlufs gebracht und mufste erst mtihsam
auf hbhere Gebiete ausgedehnt werden. Nach der analytischen
Theorie gewinnt man jedoch mit einem Schlag einen all-

gemeineren Standpunkt : Z. B. gentigen einer algebraischen

Gleicbung rc-ten Grades mit reellen Koeffizienten zwischen
drei Veranderlichen (in rechtwinkligen Zeigern) auch kom-

plexe Wertetripel. Die Gesamtheit der so definierten imagi-
naren Punkte zahlen wir der Flache w-ter Ordnung zu

; ja diese

kann ausschliefslich imaginare Punkte entbalten. Sie hat,
wenn die Beriihrungspunkte entsprechend mehrfach gezahlt

werden, nach dem Fundamentalsatz der Algebra mit jeder
Geraden g genau n Punkte gemein, wobei die etwaigen
imaginaren, wenn g reell ist, paarweise konjugiert auftreten.*)
D.h.:

Satz 146: Die Zahlen r der reellen Schnitt-

punkte und s der elliptischen Involutionen, die
durch eine algebraische Flache w-ter Ordnung auf
einer allgemeinen reellen Geraden bestimmt werden,
stehen in der Beziehung:

Zu beweisen ist an diesem Satze nichts mehr; man
kann nur noch verlangen, dafs die Bestimmung der In

volutionen auch geometrisch durch gefiihrt werde (fiir n= 2

geschieht dies im nachsten Paragraphen). Analog hat jetzt
der Satz tiber die Zahl der Schnittpunkte dreier algebraischen
Flachen eine bestimmte geometrische Bedeutung u. s. w.

*) Wenn eine mehrfache komplexe Wurzel w vorhanden ist, so
sagen wir, die Gerade g stehe mit der Flache F in iinaginarer Be-
riihrung (aufser wenn auch alle partiellen Ableitungen der Flachen-

gleichung durch w erfiillt werden). Es hat keine Schwierigkeit, diesen
Umstand geometrisch zu deuten: Es miissen, wenn die Gerade aus
einer Nachbarlage g nach g hineinriickt, mehrere durch F definierte
Involutionen auf g existieren, die sich fiir die Lage g vereinigen, in-

dem sowohl ihre Centralpunkte zusammenriicken, als auch ihre Potenzen

gleich werden (kann erst fiir
n^&amp;gt;4 eintreten). Es ware wiinschens-

wert, den Fall der imaginaren Beriihrung vom Fall imaginarer
siiigularer Punkte durch geometrische Kennzeichen zu trennen.
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72. Die liniengeometrische Darstellung einer Flache

zweiter Ordnung; ihre imaginaren Elemente.

a)*) Es seien die a;. u reelle Grofsen, von denen wir
voraussetzen:

68) a
L,^ = a^ u .

Dann bezeichne man
44

so besteht die Identitat:

69) F(*)=i| i

*1Fa (),

und

70) F(ai)
= Q

stellt eine Flache zweiter Ordnung F2
dar. Wir wollen ihre

imaginaren Punkte der Anschaulichkeit halber zuerst unter

der Voraussetzung suchen, dafs sie auch reelle Punkte be-

sitzt, wobei wir die Polarentheorie fur Flachen zweiter Ord-

nung als bekannt annehmen. Soil

71) w = |A + iii, a = 1, ... 4)

70) erfttllen, so mufs

sein, was in die beiden Bedingungen zerfallt:

72) F(S) = F(?i),

73) ^FA (g)
= 0.

Die zweite Bedingung besagt, dafs die Punkte und
r?

be-

ztiglich F^ konjugiert sein mttssen, d. h. dafs jeder von ihnen

auf der Polarebene des anderen liegen mufs (S. S. XXV,
2). Denn bei festen Werten y stellt 73) die Gleichung

der Polarebene des Punktes
ry dar; ihre Zeiger sind also

74) ffw/ = ZaiuX^
ft

wenn wir x statt
17

schreiben und A, fj,
vertauschen.

*) Vergl. hierzu Stolz. a. a. 0. Art. 8.
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Durch FV wird der Kaum in zwei Gebiete geteilt, und
wir wissen schon aus Satz 146, dafs und

17
im selben

Gebiete liegen (bei den positiv gekrummten Flachen im

Aufseren), weil sonst ihre Verbindungslinie g reell schneiden

mtifste. Also haben F() und F(rj) jedenfalls gleiches Vor-

zeichen, und 72) lafst sich dadurch erftil] en, dafs man die

Zeiger des einen Punktes mit einer passenden Konstanten

multipliziert, worauf eben erst mit 71) nach 62 eine be-

stimmte Involution

75) Q^ = v^-{-v
f^ QXI = V %I VJ?;.

verkntipft ist. Wir wollen zeigen, dafs diese Involution mit

derjenigen identisch ist, welche durch F^ auf g definiert ist,

indem man die bezuglich F2 konjugierten Punkte einander

zuordnet. Setzt man x\ statt
r\i

und #u statt Ju aus 75) in

die linke Seite von 73) ein, so erhalt man

f ;. vrid Sa^ (v^ + v ^}

oder

vv [F -
F(r,)}

-
v^S^F,. (|) + v ^S^F, (,),

und dies verschwindet in der That vermoge 72) und 73)
identisch (die beiden Summen unterscheiden sich nur durch

die Anordnung der Glieder). Man nennt die reciproke Ver-

wandtschaft, die durch eine Flache zweiter Ordnung definiert

ist, indem jedem Punkt seine Polarebene zugeordnet wird,
ein (raumliches) Polarsystem. Dann lafst sich das eben

bewiesene und die duale Ubertragung*) so aussprechen:

Satz 147: Die etwaigen imaginaren Schnitt-

punkte einer Geraden g (oder Beriihrungsebenen
durch g} mit einer Flache zweiter Ordnung F

2
sind

durch die Involution reprasentiert, die das Polar-

system von F
2

auf g herausschneidet (urn g als

Achse bestimmt).

Dieser Satz behalt auch fUr den Fall Sinn und Giiltig-

keit, wenn die Form F
9 definit ist, also F^ keine reellen

*) Unter einer Beriihrungsebene der F* verstehen wir jede Ebene,
deren Zeiger die Gleichung der F* in Ebenenzeigern erfiillen; auch
ohne diese Gleichung aufzustellen, konneu wir die Ubertragung vor-
nehmen.
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Punkte enthalt. Denn auch dann 1st mit F
2

ein bestimmtes

Polarsystem verbunden, durch das die imaginare Flache in

ahnlicher Weise reprasentiert ist, wie ein imaginares Element
durch eine Involution: Gehen wir namlich von den Gleiehun-

gen 74) aus; sie ordnen jedem Punkt x des Raums eine

Ebene u zu und durch Auflosung nach den x

4

76) f*a== J

auch jeder Ebene u einen Punkt x\ wegen 68) konnten wir
statt 76) auch schreiben

77) Qon = SAipUp.

Wenn ferner dem Punkt y die Ebene v entspricht, also

78) &amp;lt;ni
=

Za&amp;gt;iryv

so wollen wir voraussetzen, v und x seien incident, also

79) Zv.xi =
und zeigen, dafs dann auch die entsprechenden Elemente y
und u incident sind. Aus 78) und 79) folgt:

i~ 0,

was wir wegen 68) schreiben konnen:

oder

Wenn sich also x in der festen Ebene v bewegt, so dreht

sich u um den festen Punkt y] bewegt sich x zugleich in

einer anderen festen Ebene w, so mufs sich u noch um einen

anderen festen Punkt z, d. h. um eine Grerade drehen, was
man tibrigens unmittelbar aus der Linearitat der Verwandt-

schaft entnehmen kann. Es sind hierdurch auch die Geraden

des Raumes einander zugeordnet. Einer Ebene v ist also

immer derselbe Punkt zugeordnet, gleichgtiltig, ob man diese

Zuordnung unmittelbar nach den Gleichungen 77) vornimmt,
oder ob man zuerst drei Punkte in ihr wahlt und deren zu-

geordnete Ebenen zum Schnitt bringt. Wegen dieser Eigen-
schaft heifst die durch die Gleichungen 74) definierte red-
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proke Verwandtschaft (Korrelation) involute risch, im

Gegensatz zur allgemeinen Korrelation, die durch dieselben

Gleichungen definiert 1st, wenn man die Bedingungen 68)
fallen lafst.

Diejenigen Punkte des Raumes, die in den zugeordneten
Ebenen liegen (die ,,0rdnungspunkte&quot;), bestimmt man aus

der Gleichung
SUM = 0,

die wegen 74) und 69) mit

F(x)=
tibereinstimmt. Eine involutorische Korrelation heifst auch
ein Polarsystem, und der Ort der Ordnungspunkte dieses

Polarsystems ist erne Flache zweiter Ordnung ;
beide hangen

nur von den a/ u ab, und man kann bei gegebenem Polar-

system die Gleichung der Flache oder umgekehrt unmittel-

bar hinschreiben. Aber das Polarsystem und die Rechnungen,
die zum Satze 147 fuhrten, sind von der Realitat der Ord-

nungsflache vollkommen unabhangig.
Wir wollen uns noch eine anschauliche Vorstellung eines

Polarsystems ohne reelle Ordnungsflache verschaffen*) und
setzen ein rechtwinkliges Zeigersystem voraus. Dann kann

jede definite Form in drei Veranderlichen durch Zeiger-
transformation (abgesehen von einem Faktor) auf die Form

xz
V

2 2

gebracht werden, also die Gleichung der imaginaren Flache
auf die Form:

Das zugehorige Polarfeld ist durch

*) Wir berucksichtigen nur den Fall, dafs die Determinante
|

A
|

nicht verschwindet
; andernfalls ist der ,,imaginare Kegel&quot; durch ein

Polarsystem im Strahlenbiindel reprasentiert, das man erhalt, wenn
man ein ebenes Polarfeld ohne reelle Ordnungskurve aus einem Punkte
projiziert.
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definiert. Wir betrachten daneben das Ellipsoid

r2
?/

2 ^ 2

Q2~\ __ L *L
|_

.^L \

und das zugehorige Polarfeld :

83) u =
5-,

v =
-J2-,

w f= ^-.
a 2

b&quot; c-

Man sieht, dafs die Ebenen w, v, w und M
,
v

y
WS die in beiden

Fallen demselben Punkt entsprechen, parallel zueinander in

gleichem Abstand beiderseits des Ursprungs liegen; also:

Satz 148: Das raumliehe Polarsystem ohne reelle

Ordnungsflache geht aus dem Polarsystem eines

Ellipsoids hervor, indem man die Punkte des Raumes
ungeandert lafst, die Ebenen beziiglich des Mittel-

punktes des Ellipsoids centralsymmetrisch trans-

formiert (oder umgekehrt).

Ist insbesondere a^b=c= r, so nennen wir die Flache

eine ,,imaginare Kugel&quot;. Ihr Polarsystem ist dadurch

vollkommen charakterisiert, dafs jeder Punkt und seine zu-

geordnete Ebene so liegen, dafs ihre Abstande
(5,

d vom

Ursprung auf derselben Greraden liegen und 6. 6 = r*
ist.*)

Schneidet man ein (raumliches^ Polarsystem durch eine

Ebene E, so erhalt man ein Polarfeld, dessen Ordnungs-
kurve reell oder imaginar ist, je nachdem E die Ordnungs
flache des Polarsystems reell schneidet oder nicht. Da es

(abgesehen vom Paare imaginarer spezieller Geraden) nur

eine Art imaginarer Kurven zweiter Ordnung giebt, wie aus

der analytischen Darstellung hervorgeht, so erhalt man
dieselben Polarfelder, die als Schnitt einer imaginaren Flache

zweiter Ordnung mit einer Ebene hervorgehen, auch aus den

*) Analog nennen wir die Kurve

einen ,,imaginaren Kreis&quot;; sein Polarfeld ist ebenso charakterisiert,

nur hat man ,,zugeordnete Gerade&quot; statt ,,Ebene
u zu sagen. Eine

Kugel wird von einer Ebene stets in einem (reellen oder imaginaren)
Kreis geschnitten.
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re ell en Flachen positive! Kriimmung durch die nicht reell

schneidenden Ebenen.

b) Wir wollen zunachst die Gesamtheit der Tangenten
einer Flache zweiten Grades durch eine Gleichung in Linien-

zeigern darstellen. Zu diesem Zweck stellen wir die Ver-

wandtschaft des Polarsystems in Linienzeigern dar, indem
wir ansetzen:

oui= 2 ai ^ xi a vk= 2 a
kf, y,c

Diese Gleichungen sind nur 74) in anderer Schreibweise.

Es entspricht der Verbindungsgeraden g EEE^
(#, y) die Schnitt-

linie g = (it, v). Setzen wir

so konnen wir durch genau dieselbe Rechnung wie am
Anfang des 40 die Achsenzeiger von g durch die Strahlen-

zeiger von g ausdrucken:

84) vpik =fu (a i}L akfl
akl aiu ) rt^

oder wenn wir wie in 40 von den Symbolen mit zwei
Indices zu denen mit einem Index ubergehen,

85) fpn= 2 Pv av (n
=

1, ... 6)

Die Tangenten der Flache sind dadurch gekennzeichnet,
dafs sie ihre Polaren schneiden. Die Incidenzbedingung
miissen wir jetzt so schreiben:

86) spp rt^
= 0.

Aus 85) und 86) erhalten wir als Bedingung fiir die Geraden TC,

die ihre Polaren schneiden:

87) lr 1
t
)i^ 7r

i
=

oder ausfiihrlicher geschrieben:

88) ^ 2 K/fe,u flfciflfu) rtikrtip
= 0.
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Wegen der Symmetric der Matrix aik ist bei 87)

89) t&amp;gt;v,u

=
JV r-

Dies ist die liniengeometrische Darstellung*) der
Flache zweiter Ordnung F^ :

70) ZoKXiXn = 0.

Wir definieren nun auch fiir imaginare Zeiger als Tan-
genten der Flache F

2
alle Geraden, deren Zeiger die

Gleichung 87) erftillen. Um dieselben geometrisch zu

charkterisieren, komien wir auf die Entstehung dieser

Gleichung zuruckgehen, anstatt uns unmittelbar an sie selbst

zu halten: Ftir imaginare Gerade zerfallt 85) in zwei

Gleichungen, welche besagen, dafs die reprasentierenden In-

volutionen polarer Geraden auch zu einander polar sind
; **)

*) Wenu ein Polartetraeder der Flache als Grundtetraeder ge-
wahlt wird, so setzen wir an = ai

;
alle iibrigen a verschwinden

(Killing, Lehrb. d. anal. Geom. II, 14). Die Gleichungen 74), 84),
88) nehmen dann die einfache Gestalt an:

74 a) oui =
84 a)

88 a)

**) Ist namlich n eine allgemeine imaginare Gerade n
-f- in&quot;, sa

geht sie in pn -f- ip^ iiber, wobei

Die n
v

sind Zeiger eines Gewindes mit der Gleichung

Es ist zu zeigen, dafs die p Zeiger desjenigen Gewindes sind, das
im Polarsystem entspricht. Die inverse Transformation zu 85) hat, da
die Polaren sich gegenseitig entsprechen, dieselbe Form wie 85) selbst

(vergl. die ahnliche Sachlage in 57). Wir brauchen also 85) nicht

nach den n aufzulosen, sondern haben nur n und p zu vertauschen,
aber gleichzeitig daftir zu sorgen, dafs wieder links Achsen-, rechts

Strahlenzeiger stehen. Wollen wir aber doch dieselben Zeiger bei-

behalten, so miissen wir schreiben:

92) n j?p p
V

Setzen wir hierin x statt n, q statt p und dann die Ausdriicke in 91)

ein, so erhalten wir die Beziehung
=

0,
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hiermit wissen wir, wie wir zu einer imaginaren Geraden die

Polare zu suchen haben, Da 86) auch fiir imaginare Gerade

gilt, so konnen wir sagen, dafs allgemein die Tangenten der

Flache F.2 dadurch gekennzeichnet sind, dafs sie ihre Polaren
schDeiden. Der Schnittpunkt mufs von selbst immer F

9
an-

gehoren. Denn dies gilt zunachst fiir reelle Gerade. Be-
rechnet man fiir solche seine Zeiger nach 39, b) als

Funktionen der TC und setzt in 70) ein, so mufs diese

Gleichung eine Identitat zwischen den 7t werden, die also

auch gilt, wenn^an Stelle der reellen Zahlen komplexe ge-
setzt werden. Ahnliches gilt fiir die Verbindungsebene E
und fiir den letzten Teil des folgenden Satzes.

Satz 149: Die Geraden #, deren Zeiger der

liniengeometrischen Gleichung einer Flache zweiter

Ordnung F
z geniigen, sind diejenigen, welche ihre

Polaren g schneiden. Der Schnittpunkt S liegt auf
F

2 ;
die Verbindungsebene E beriihrt F

2
. S und E

entsprechen einander im Polarsystem; in *S ver-

einigen sich auch die beiden Schnittpunkte von g
oder g mit F

z
.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun die imaginaren
Tangenten einer F

2 durch blofse Uberlegung finden:

I) Sei *S, also auch E reell. Wahlen wir als S einen
reellen Punkt der F^ als E die Beruhrungsebene in /S, so
sind die Bedingungen des Satzes 149 erfiillt, wenn wir im
Strahlbiischel (S, E) eine beliebige (elliptische) Strahlen-

involution annehmen. Jede solche spezielle imaginare Ge
rade g beriihrt also F^. Unter diesen Geraden sind jedoch,

welcher die Gesamtheit der Strahlen q geniigt, die den Strahlen *. des
Gewindes ($ entsprechen. Schreiben wir 93) in der Form

so ist

oder wegen 89)

a
v
= 2*vn nn .

n=l

Die rechten Seiten dieses Systems unterscheiden sich aber von 90) nur
durch Vertauschung von n und r- also sind die a den p

r

proportional,
womit der Beweis erbracht ist.
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wenn F
9 positiv gekrtimmt 1st, zwei y, / ausgezeichnet,

namlich deren Involution dieselbe 1st, die das Polarsystem
von F2

im Biisehel (*S, E) definiert. Schneiden wir y oder

/ mit einer beliebigen Ebene, so gehort der Schnittpunkt
nach Satz 147 auch F

(i
an. Also liegen die Geraden

y, / ganz auf F
2

.

II) Sei AS, daher auch E imaginar. Dann konnen:

a) #, g speziell sein. Sie mtissen dann wie im letzten

Fall von 65, c) liegen. Wir konnen als S einen beliebigen

imaginaren Punkt der F
2
wahlen (reprasentiert durch M, TV,

M
,
N in Fig. 64) und konnen die Ebene a. von g durch

den Trager s von S willktirlich annehmen; dann ist alles

andere bestimmt. Da
namlich *S und E ein-

ander entsprechen,
mufs die Polare s

r

von
s die Achse von E
sein; s

,
a schneiden

sich in einem Punkt

64 B, dessen Polarebene

ft durch s geht. Der
Punkt A ==

(s , /?) entspricht a. Dann sind die beiden Ge
raden g, g

r

durch die Involutionen (5, S) und (A, S) dar-

gestellt. Wenn F
2
reell ist, mufs mindestens eine der Ebenen

a, ft
sie reell schneiden. Aber die Uberlegung gilt auch fur

eine imaginare F^. Wenn F
2 positiv gekrtimmt ist, giebt

es unter den Lagen von a zwei ausgezeichnete, namlich die

reellen Beriihrungsebenen an F. Ftir diese fallt g mit g

zusammen, und wir kommen wie unter I) auf zwei Gerade

durch -S, die ganz auf F2 liegen.

Da eine imaginare Gerade, die mit einer Ebene incidiert,

speziell ist, und die Kurven zweiter Ordnung als ebene Schnitte

der Flachen zweiter Ordnung erhalten werden konnen, so

sind durch das Bisherige auch die imaginaren Tangenten
einer Kurve zweiter Ordnung erledigt.

ft) g, g konnen allgemein sein. Dann kann der erste

oder der zweite Fall des Satzes 134 stattfinden, d. h. die

zugehorigen Strahlennetze 9?, 9? konnen entweder zwei Strahlen

a, b oder nur einen a gemein haben.

Im ersten Fall sei a der Trager von /S, dann ist b die

Achse von E. Nach dem letzten Teil des Satzes 149 mttssen
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a mid b einander im Polarsystem entsprechen. Wenn wir

also einen imaginaren Punkt S einer gegebenen F2
wahlen

und auf der Polaren b seines Tragers a einen beliebigen

imaginaren Punkt T=(A, B, A
,
B

) annehmen, so be-

stimmen die auf b zu den Elementen A, B, A
,
B der In

volution T konjugierten Elemente erne Involution T . Die

Polare der Verbindungslinie g E= (S, T) ist durch die beiden

Ebeneninvolutionen (6, S), (a, T
)
bestimmt oder auch durch

ihre gegenseitigen Achsenschnitte $, T . Also erfltllen
&amp;lt;/, g

in der That die Bedingungen des Satzes 149. Wahlen wir

als T insbesondere einen auf b gelegenen imaginaren Punkt

von F
2 (bei positiv gekritmmten Flachen ist dies nicht

moglich), so wird g mit g identisch, und g mufs ganz auf

jP
2 liegen. Dies gilt namlich nicht nur flir reelle Geraden,

sondern aus ahnlichen Grtinden, wie vor Satz 149 angefiihrt

wurden, allgemein.

Im zweiten Fall des Satzes 134 ist a sowohl Trager
von S als Achse von E, mufs also im Polarsystem sich selbst

entsprechen und liegt auf F
z dieser Fall kann nur bei den

Regelflachen eintreten. Wir untersuchen, wann die Ver

bindungslinie g von 5 mit einem anderen imaginaren Punkt T
des Raumes eine Tangente von F

z
ist. Der Trager von T

sei
t,

seine Polare
; g ist durch E und die Ebeneninvolution

(^, T) bestimmt. Die letztere mufs auf a auch die Involution S

herausschneiden, wenn g, g sich schneiden sollen, da a nach

Voraussetzung der einzige gemeinsame Strahl der Netze g, g
r

ist. Wenn also S angenommen ist, so darf man nur noch

den Trager t von T beliebig annehmen, dann wird T selbst

durch die Ebene (/, S) auf t herausgeschnitten.*)

Wir richten unser Augenmerk auf die allgemeinen

imaginaren Geraden 7, die ganz auf einer Regelflache F9

liegen. Wahlen wir einen imaginaren Punkt S auf einem

Strahl a einer Regelschar $H von F^ so ist hierdurch eine

solche Gerade schon bestimmt. Denn S bestimmt in der

Leitschar von $R eiue Involution, also nach Satz 137 eine

imaginare Gerade y. Durch S gehen zwei Erzeugende von

*) Es entspricht dies vollkommen deii Verhaltnissen im Eeellen:

Durch Annahme von S ist E mitbestimmt; d. h. man kennt ein Biischel

(S, ), dem g angehort. Durch die Bedingung, eine zweite Gerade t

zu schneiden, ist eine Gerade des Blischels bestimmt.
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.F
2 ,

namlich y und der reelle Trager a von S. Wenn wir
auf einem bestimmten Strahl a alle moglichen imaginaren
Punkte 5 annehmen, so erhalten wir so oo 2 Gerade y; dies

sind schon samtliche allgemeinen imaginaren Geraden, die

auf jP
2 liegen. Denn bestimmen wir eine auf F

z liegende
Gerade y in allgemeinster Weise dadurch, dafs wir einen

beliebigen imaginaren Punkt S von F^ annehmen (dessen

Trager also nicht auf F
2 liegt), so haben wir nach Diskussion

des ersten Falles von
/?)

auf der Polaren t von t noch die

Auswahl des Sinnes zu treffen. Dann bestimmt t sowohl
mit der einen als mit der anderen Regelschar von F2 je ein

Strahlennetz 9?, 9
,

denen nach 66, h) auch t angehort.
Die beiden zu 9 und 9 gehorigen Geraden liegen ganz
auf F, weil sie nicht nur S enthalten, sondern auch oo 1

imaginare Punkte, deren Trager auf F
2 liegen.

Wir haben hiermit den folgenden Satz nicht nur be-

wiesen, sondern auch seinen Inhalt vollkomraen anschaulich

gemacht :

Satz 150: Auch durch jeden imaginaren Punkt P
einer Flache zweiter Ordnung F^ gehen zwei Er-

zeugende; dieselben sind, wenn jP
2 imaginar ist,

allgemein imaginar; wenn F^ reell ist, speziell
oder allgemein imaginar, je nachdem F

2 positive
oder negative Krummung hat. Nur wenn der

Trager von P im letzten Fall auf F
2 liegt, ist die

eine allgemein imaginar, die andere reell.

Auch die Sonderung der imaginaren Erzeugenden in

zwei Scharen ist leicht: Bei den positiv gekriimmten Flachen
kann man fur die zugehorigen Strahleninvolutionen, wenn
man sie vom Aufseren der Flache betrachtet, uberall

einen bestimmten Drehungssinn, z. B. den positiven fest-

setzen, um die eine Schar auszusondern. Bei einer Regel-
flache F

2 erhalten wir nach der eben durchgefiihrten Be-

trachtung jede imaginare Erzeugende y durch eine auf F9

liegende involutorische Regelschar 9i; y ist der Schar 9^

zuzuzahlen. Damit stimmt ttberein, dafs durch einen imagi
naren Punkt, dessen Trager auf F

2 liegt, die reelle Er

zeugende nach dieser Bestimmungsweise der anderen Schar

angehort. Bei den positiv gekrummten Flachen gehoren zwei

konjugiert imaginare Erzeugende verschiedenen Scharen an,
bei den Regelflachen derselben Schar.
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Endlich sei fur eine imaginare F2
der Centralpunkt der

Involution eines ihrer imaginaren Punkte J mit der Polaren t

des Tragers t von J durch eine Ebene e verbunden. Wahlt
man auf t den einen imaginaren Punkt von F^ so 1st durch

seinen Sinn auch in e ein positiver Drehungssinn fixiert,

somit auf t der eine imaginare Punkt von F2 ausgezeichnet.
Verbinden wir jeden imaginaren Punkt von jP

a
auf diese Art

mit einem bestimmten zweiten, so erhalten wir die Erzeugen-
den der einen Schar. Zwei konjugiert imaginare Erzeugende

gehoren hier derselben Schar an.

Ftir alle F
2 gilt, dafs von den beiden Erzeugenden

durch einen Punkt stets die eine der einen, die andere der

anderen Schar angehort.

Satz 151: Mit Berucksichtigung der imaginaren
Elemente hat eine Flache zweiter Ordnung oo 4

Punkte, die sich auf zweierlei Art zu je oo 2 in oo 2

gerade Linien anordnen lassen.

Die Entscheidung, ob eine gegebene allgemeine imaginare
Gerade eine F^ bertihrt, geschieht nach 66, g), nachdem
man ihre Polare konstruiert hat.

Es ist selbstv erstandlich, wie sich ein Teil der vor-

stehenden Untersuchungen fiir die Ebene und die imaginaren
Kurven zweiter Ordnung spezialisiert, wie z. B. das Polarfeld

einer solchen aus dem einer Ellipse erhalten werden kann.

73. Die unendlich fernen imaginaren Kugel
elemente.

Wir betrachten noch die unendlich fernen imaginaren
Elemente einer Flache zweiter Ordnung, insbesondere einer

Kugel. Durch eine F
2

ist wie in jeder Ebene, so auch in

der unendlich fernen U ein Polarfeld definiert, d. h. es ist

jeder Richtung im Raume eine Stellung zugeordnet (der

Richtung eines Durchmessers die Stellnng der konjugierten

Durchmesserebene); von den Paraboloiden, fur welche U
Bertihrungsebene ist, sehen wir hier ab. Ist F

2 eine Kugel K,
so ist jede Richtung auf der zugehbrigen Stellung senkrecht

Zindler, Liniengeometrie. 18
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Das Polarfeld 1st also in diesem Fall von der Lage der

Kugel unabhangig und bleibt bei alien oo
7

Bewegungen und
Ahnlichkeitstransformationen von K ungeandert. Man sagt

deshalb, alle Kugeln schneiden U (und einander) im selben

imaginaren Kugelkreis; er heifst mitunter schlechtweg ,,der

imaginare Kugelkreis&quot;, obgleich es natiirlich im Endlichen

noch andere imaginare Kugelkreise giebt (in jeder Ebene oo 3
).

Schneidet man das Polarsystem einer Kugel durch eine

Ebene E, so liegen auf jeder Geraden von E, also auch auf
der unendlich fernen u zwei Punkte J, J des Schnittkreises

(vergl. die letzte Anmerkung zu 72, a)). Die Involution, durcb

welche J, J reprasentiert werden, wird durch jede recht-

winklige Strahleninvolution in E auf u herausgeschnitten
und ist davon unabhangig, welche (reelle oder imaginare)

Kugel man mit E geschnitten hat. Man sagt deshalb, alle

(reellen oder imaginaren) Kreise einer Ebene E gehen durch

dieselben zwei unendlich fernen Punkte J, J von E, ,,die

imaginaren Kreispunkte&quot; von E. Sie sind zugleich die Schnitt-

punkte von E init dem imaginaren Kugelkreis.

Da der Mittelpunkt M eines Kreises k in E der Pol

von u ist, so reprasentiert die rechtwinklige Strahleninvolution

des Buschels (M,E) nach 72,b, II, a) zwei Tangenten von &;

sie haben nur J, J mit k gemein. Man nennt sie die beiden

Tangenten in den (unendlich fernen) imaginaren Kreispunkten.
Sie sind auch Tangenten jeder Kugel durch k.

Die Gesamtheit aller speziellen imaginaren Geradenr

die den imaginaren Kugelkreis $ schneiden, ist durch alle

rechtwinkligen Strahleninvolutionen uberhaupt reprasentiert;

es sind oo^. Je oo 3 haben dieselbe Stellung und gehen
durch denselben Punkt von $. Sie erfiillen nach Satz 143

die Gleichung:

Da die Polare eines Durchmessers d einer Kugel un

endlich fern liegt, so reprasentiert eine rechtwinklige Ebenen-

involution mit der Achse d eine solche Beruhrungsebene der

Kugel, deren Beruhrungspunkt unendlich fern, also auf $ liegt.

Eine solche Ebene beruhrt selbst $; denn hatte sie mit $
einen zweiten Punkt gemein, so hatte sie auch mit jeder
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Kugel einen solchen gemein. Die Ebenen, die den imaginaren

Kugelkreis beruhren, sind also durch alle rechtwinkligen
Ebeneninvolutionen tiberhaupt reprasentiert. Von hier aus

konnen wir unmittelbar zu einer analytischen Darstellung
von $ gelangen: Das Kennzeichen ftir eine rechtwinklige
Ebeneninvolution lautet namlich in den rechtwinkligen Zeigern

K, v, w nach Satz 143:

94) w 2
-fv

2

-|-w?
2 =0.

Dies ist also auch die Gleichung von $ in Ebenenzeigern.

Um eine allgemeine imaginare Tangente t einer Kugel
zu erhalten, konnen wir nach 72, b, II, ft) den imaginaren

Beriihrungspunkt A derselben beliebig wahlen und ihn mit

einem beliebigen imaginaren Punkt der Polare a des Tragers a

von A verbinden. Wahlen wir insbesondere A unendlich

fern, so ist a ein Durchmesser der Kugel, also auf der

Stellung von A und zugleich der Mittelebene des zu t ge-

hdrigen Netzes senkrecht. Daraus folgt, dafs a der Haupt-
strahl des Netzes und dieses ein Rotationsnetz ist.

Aber auch ohne Beziehung auf eine Kugel sehen wir

unmittelbar, dafs nur eine imaginare Gerade eines Rotation s-

netzes die Eigenschaft hat, den imaginaren Kugelkreis zu

treffen; denn das heifst nichts anderes, als dafs ihr Schnitt-

punkt mit der unendlich fernen Ebene durch den Schnitt

einer rechtwinkligen Strahleninvolution reprasentiert ist. Die

Rotationsnetze sind aber (Satz 141) durch die Gleichung

gekennzeichnet. Da auch die speziellen imaginaren Treff-

geraden von $ diese Gleichung erftillen, konnen wir sagen

(Lindemann, Math. Ann. Bd. 7):

Satz 152: Die Gleichung des imaginaren Kugel-
kreises in (rechtwinkligen) Linienzeigern*) lautet:

95) f + g + g = ()
,

*) Eine Kurve kann in Linienzeigern durch die Gesamtheit ihrer

Treffgeraden dargestellt werden, die einen Komplex bilden. Mit Be-

riicksichtigung der imaginaren Elemente enthalt ein Komplex oo 6 Linien.

In der That giebt es &amp;lt;x

8 Rotationsnetze.

18*
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in Ebenenzeigern:

u*+v*-\-w*=Q.
In Punktzeigern wird eine Kurve durch zwei Gleichungen

dargestellt. Da $ in der unendlich fernen Ebene liegt, und
deren Punkte in rechtwinkligen Punktzeigern keine eigent-
liche Darstellung besitzen, so kann auch $ in solchen keine

eigentliche Darstellung erfahren. Jedoch kann $ auch in

Punktzeigern vollkommen charakterisiert werden als Schnitt

der unendlich fernen Ebene mit einer Kegelflache, die aus

irgend einem Punkt im Endlichen, z. B. dem Ursprung, pro-
jiziert. Da die Erzeugenden der Kegelflache treffen, mtissen

ihre Zeiger 95) erfiillen. Wir konnen also diese Gleichung
sofort in Punktzeiger umsetzen; wenn wir nach 33

setzen und nun fiir #, y, z die festen Zeiger des Scheitels

der Kegelflache nehmen und #
, y ,

z als laufende Zeiger be-

trachten, oder umgekehrt. Also ist

96) &amp;lt;
z 2+ ?/

2

-f
2 =

die Grleichung desjenigen Kegels, der $ aus dem Ursprung
projiziert.

Da eine imaginare Gerade @ eines Rotationsnetzes 5l

schneidet und der Schnittpunkt auch jeder Kugel K angehort,
so wird @, wenn sie K iiberhaupt beriihrt, in einem unendlich

fernen Punkt beriihren; d. h. alien imaginaren Geraden, die K
im Endlichen beriihren, entsprechen keine Rotationsnetze.

Dies braucht nicht zu tiberraschen; denn schon bei den

speziellen imaginaren Geraden sieht man, dafs j e d e Involution

eines Btischels reeller Tangenten eine Tangente der Kugel
darstellt, dafs die zugehbrige Involution also keineswegs
immer ein Rotationsgebilde ist.

Wir stellen noch nach Gleichung 88 a) die Gleichung
der Kugel

97) a 2+ y
a + * 2 = r*

in Linienzeigern auf. Wir denken uns 97) durch eine vierte

Veranderliche t homogen gemacht und milssen dann den

Veranderlichen

, a, y, s
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der Reihe nach

x
\i XCLI x-?,i

x

entsprechen lassen (31), urn mit den gewahlten Be-

zeichnungen in Ubereinstimmung zu bleiben. Dies giebt:

98) 9! + 8j + j|
f

(9j + 9S + ^)
= -

Fur eine Kugeltangente ,
die triift, 1st

+!+ J
=

o,

also auch

In der That wissen wir schon, dafs der Hauptstrahl des

Netzes einer solchen Tangente durch den Ursprung geht,

und dafs ftir diese Lage nach 68, b) die Rotationsnetze

auch die letzte Gleichung erftillen.

Ubungsaufgaben:

47) Das analytische Kennzeichen flir die in 64,

Schlufs (Anm.) erwahnte spezielle Lage eines imaginaren
Punktes gegen eine nicht incidente reelle Gerade ist zu

suchen.

48) Die gescharte Involution ist als Punktverwandtschaft

auf Grand des 65, f), Anm., Gleichung 35) darzustellen.

49) Die zu den Konstruktionen des 66 dualen sind

auszufuhren.

50) Man iiberzeuge sich, dafs die Doppelstrahlen einer

elliptisch-involutorischen Regelschar davon unabhangig sind,

welches Paar man statt p, p ( 67) der Darstellung zu

Grunde legt.

51) Das rechtwinklige Paar der Involution einer

imaginaren Ebene oder speziellen imaginaren Geraden ist

aus den gegebenen Zeigern zu berechnen.

52) Die Gleichung einer Kugel mit dem Mittelpunkt

(a, 6, c) und dem Halbmesser r ist in Linienzeigern auf-

zustellen.
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53) Erne allgemeine imaginare Gerade
&amp;lt;s&amp;gt;

1st in der

speziellsten Lage gegen das Zeigersystem gegeben, namlich

( 68, b)):

?!
=

!, q9 =mi, & = 0,

qi==nm qb =m, q6 = 0.

Es 1st der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kugeln
zu suchen, welche @ beriihren.

54) Die Liniengleichungen )
des Rotationsparaboloides

x ~

~\~ y^ = ^ z und
ft)

des gleichseitigen hyperbolischen
Paraboloides x y = z sind aufzustellen.

55) In welcher Beziehung stehen die Rotationsflachen

zweiter Ordnung zum imaginaren Kugelkreis?

56) Es sind diejenigen imaginaren Erzeugenden einer

Regelflache F
2

zu finden, denen Rotationsnetze entsprechen.



VI. Abschnitt.

Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe
mit Anwendungen auf die Mechanik und

die Bewegungslehre.

74. Die Achsenmannigfaltigkeit der Komplexe
eines Biischels.

Wir haben schon mehrere Satze iiber Komplexbuschel
kennen gelernt (Satz 97, 98, 114, 115, 127), well sie zur

Untersuchung der Strahlennetze dienlich waren. Wir fragen

jetzt nach dem Ort samtlicher Achsen eines Komplexbiischels
und den zugehorigen Steigungen. Es ist gleichgiiltig, ob

wir unsere Uberlegungen an die abstrakteren Begriffe des

Gewindes und der Schraube oder an die konkreteren der

Byname und der Windung ankntipfen, da die Gesetze der

Zusammensetzung und der Zerlegung dieselben sind. Wir
werden zur Forderung der Ansehaulichkeit je nach Bedarf
bald das eine, bald das andere thun und meist von zwei

Satzen, die in der Bewegungslehre und der Mechanik ver-

moge des Dualismus ( 18) sich entsprechen, nur den einen

aussprechen.

Wir betrachten zwei Dynamen $1 und $8 mit den

Zeigern an und bn ;
die Verhaltnisse derselben Zahlen sind auch

Zeiger der zugehorigen Komplexe A und B. Die Dynamen &
von der Form
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bilden eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, zu der jedoch
blofs oo

J
lineare Komplexe gehoren. Denn wenn

und wenn

so erhalt man die Dyname ( aus ( durch Multiplikation
mit einem numerischen Faktor. Durch 1) werden also auch
die Zeiger des Komplexes C dargestellt, der zu alien oo 1

Dynamen gehort, fiir welche
f.i

: I = K denselben Wert hat.

Bei Anderung von /. durchlauft C ein Komplexbuschel. Wir
setzen nun zur vorlaufigen Orientierung zuerst voraus, dafs

I) Die Stabanteile der Dynamen 51 und 35 von Null

verschieden sind. Dann bestimmen ihre Richtungen*) eine

gemeinsame Stellung G, in welcher die Winkel # liegen,
welche die Komplexachsen mit einer Richtung von G bilden.

Denn der Stabanteil der resultierenden Dyname zweier

gegebenen wird seiner Richtung nach gefunden, indem man
die Stabanteile der gegebenen zusammensetzt, als ob sie

Vektoren waren ( 14). Die Werte x und tang # sind also

einander gegenseitig eindeutig zugeordnet, und wir konnen

tang # statt x als Parameter**) des Buschels verwenden.

II) Wenn der Stabanteil von $8 Null ist, so lafst sich $
in zwei Momente zerlegen, von denen eines eine blofse Ver-

schiebung der Dyname bewirkt ( 14). Die Achsen-

mannigfaltigkeit besteht also hier aus einem Parallel-

strahlenbiischel, und wir konnen eine lineare Grofse als

Parameter verwenden.

III) Wenn die Stabanteile beider Dynamen Null sind,

so haben wir zwei Momente vor uns, und alle aus diesen

zusammensetzbaren Kraftesysteme sind wieder nur Momente,
Als Achsenmannigfaltigkeitist das unendlich feme Strahlbtlschel

aufzufassen, dessen Scheitel durch die gemeinsame Richtung
der beiden Felder gegeben ist. Der Trager des Buschels

*) Wenn sie parallel sind, gilt ahnliches, wie unter II).

**) Wir werden von nun an, um Verwechslungen mit dem
,,Parameter&quot; einer Parameterdarstellnng vorzubeugen, die in 1 und
15 definierte Grofse I stets ,,Steigung&quot; der Schraube, Windung oder

Dyname nennen.
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1st em singulares Strahlennetz, bei dem e (in der Bezeichnung
des 54, Schlufs) unendlich fern liegt.

Uberhaupt sind in alien Fallen, wo das Netz singular

ist, auch alle Komplexe des Biischels singular (daher fallt

die Frage nach der Steigung weg), und die Achsen

mannigfaltigkeit ist ein ebenes Strahlbuschel. Diese Falle

konnen wir bei Seite lassen, da auch die Zusammensetzung
der gegebenen Kraftesysteme nach elementaren Regeln erfolgt
Es bleiben also zur eigentlichen Untersuchung nur die Falle :

a) Der Trager des Komplexbiischels ist ein hyperbolisches
Strahlennetz und beide Brennlinien liegen im Endlichen;

b) die eine liegt im Unendlichen.

c) Der Trager ist ein elliptisches Strahlennetz.

d) Der Trager ist ein spezielles Netz, dessen Brennlinie
im Endlichen liegt;

e) dessen Brennlinie im Unendlichen liegt.

Wir behandeln die Falle a), c), d) gemeinsam und legen
das Zeigersystem gegen das Strahlennetz moglichst einfach,
namlich so, wie in 55, a) c), d). Dann konnen wir die

Gleichungen 79), 84), 87) des 55 in der gemeinsamen Form

2)
?4 + * fc

= (Komplex A)

qb -J- ?qt
= (Komplex B)

schreiben, wobei in den Fallen a), c), d) der Reihe nach gilt:

a) I = c tang a, t = c cot a,

c) I= cm, I = c : ?n,

d) f= 0, t = K.
Dabei sind !, f nach 48, Gleichung 38) wirklich die

Steigungen der betreffenden Gewinde. Das charakteristische

der Falle ist, dafs f und f bei a) entgegengesetzt bezeichnet,
bei c) gleichbezeichnet sind. Wenn die Steigungen zweier
Gewinde gegeben sind, deren Achsen sich rechtwinklig
schneiden, so kann man aus den Gleichungen a) oder b)
die fur die Form und Grbfse des zugehorigen Netzes
charakteristischen Konstanten c und a, bezw. c und m be-
rechnen :

a
)

c
2 ^ ff, tang

2 a = !:!

c
) C

2 = ff, m a = f:f
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Nachdem m und tang a stets positiv sind, hat c das Vorzeichen
von I .

Ein linearer Komplex 1st durch seine Achse und seine

Steigung ! bestimmt; tragen wir die Grofse ! auf der
Achse mit Beriicksichtigung ihres Vorzeichens auf,
wobei der Drehungssinn der zugehorigen Schraubung die

positive Richtung der Achse bestimmt, so ist der Komplex
durch einen Stab, seinen ,,Steigungsstab&quot;, dargestellt.*)
Die Stabe eines Komplexbuschels bilden so eine Stab-
flache ( 43), die wir suchen wollen.

Vergleichen wir die Gleichungen 2) mit der Gleichung 7)
des 46, so sehen wir, dafs die Achse von A mit der

X-Achse, die von B mit der F-Achse zusammenfallt. Wir
werden manchmal sagen, ein Komplex oder eine Schraube

,,liege in einer Ebene&quot;, wenn der reprasentierende
Stab in der Ebene liegt. Dann liegt in der Moglichkeit,

jedes Komplexbtischel in den Fallen a), c), d) des 55 in

der Form 2) darzustellen, der

Satz 153: Jedes Komplexbltschel, dessen Trager
ein nicht singulares Strahlennetz mit einer Mittel-

ebene ist, kann durch die zwei in der Mittelebene

liegenden Komplexe, die ,,Hauptkomplexe&quot; des

Buschels, definiert werden; deren Achsen
stehen auf einander senkrecht und fallen bei
den allgemeinen Netzen mit den Achsen des
Netzes zusammen. Im Falle eines hyperbolischen
Netzes sind die Hauptkomplexe entgegengesetzt
gewunden, im Falle eines elliptischen Netzes
gleichgewunden; im Falle eines speziellen Netzes
ist der eine Hauptkomplex singular.

Beim Komplexbiischel 2) ist

a
t

l
?

a
4
=

!, die ubrigen an Null.

*) Ein Steigungsstab unterscheidet sich dadurch von einem

Kraftstab, dafs letzterer auch ohne Riicksicht auf eine positive

Richtung seines Tragers eine Bedeutung hat. Dagegen hat ein

Steigungsstab schon an sich ein bestimmtes Vorzeichen (dasjenige
von f); andert man also im Trager die positive Richtung, so mufs

man den Steigungsstab desselben Gewindes in entgegengesetztem
.Sinne auftragen.
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Also wird nach 1):

Wir nennen den Winkel, den eine Komplexachse mit der

X-Richtung bildet, # und wissen aus I), dafs tang # als un-

abhangige Veranderliche geeignet 1st, setzen also

A = cos #, ia
= sin #

und erhalten aus 48, Gleichungen 38) und 40) als Steigung
lc von C und als Zeiger a* seiner Achse:

3) fe
= fcos 2 # + F sin

2 #.

a,
= cos #, a

2
= sin #, a

3
= 0,

a = (f !)si

Der Stab a schneidet die ^-Achse und ist parallel zur

XY-Ebene; um seinen Abstand z von derselben zu finden,

ftihren wir fur die a nach 33, Gleichungen 24) die Aus-

dritcke in den Punktzeigern ein, wobei wir sofort x = y =
setzen. Wir erhalten zweimal tibereinstimmend:

Also geben die Gleichungen

x r cos #

5) y = r sin &
z = (f I) sin # cos #

fiir jeden Wert & eine Erzeugende der gesuchten Achsen-

flache des Komplexbuschels 2). Eliminiert man r und &
aus 5), so erhalt man die Gleichung einer Regelflache
dritter Ordnung, die ,,Cylindroid&quot; heifst:*)

6) (

*) Sie hat noch andere Namen, unter denen r Pliickersches Konoid&quot;

und ,,Cayleysche Linienflache&quot; noch einigermaCsen im Gebrauch sind.

Sie wurde von Hamilton (1830) entdeckt, genauer von Pliicker

(Neue Greom. des Raums 1868) untersucht, nach anderen Methoden am
ausfiihrlichsten von Ball in seinem Werke WA Treatise on the Theory
of Screws&quot; (Cambridge, 1900), das seine friiheren Forschungen auf dem
Oebiete der Kinematik und Mechanik (seit 1870) zusammenfafst. Dem
letzteren Werke folgen wir zum Teil in 76.



284 VI. Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe etc.

Je nachdem wir diese Flache als Linienflache oder als Stab-

flache betrachten, werden wir diese beiden Auffassungen,
wo es notig ist, als ,,Liniencylindroid&quot; oder ,,Stabcylindroid&quot;

unterscheiden; das letztere ist durch die Gleichungen 5) und 3)

zusammen definiert.

Wenn l =f, folgt aus der Gleichung c ):

m=l.

D. h.: Ist ein Rotationsnetz Trager des Buschels, so bilden

die Gewindeachsen ein ebenes Strahlbuschel in der Mittel-

ebene des Netzes; die Steigung ist jetzt nach 3) konstant.

Wir sehen, dafs die Rotationsnetze, von denen 59, b, y)

die Rede war, die einzigen sind, die einem gegebenen Ge-

winde angehoren.

b) In diesem Fall mufs die endliche Brennlinie ein

Durchmesser aller Gewinde des Buschels sein. Wir konnen

also voraussehen, dafs ihre Achsen i. A. ein Parallelstrahlen-

biischel bilden. Um jedoch die Steigungen auch dem Vor-

zeichen nach richtig zu erhalten, ist es auch hier am besten,

von der analytischen Darstellung des Strahlennetzes in 55, b)

Gleichungen 82) auszugehen: Wenn wir hier die Parameter 1

und (A der Gleichung 1) zunachst beibehalten, so giebt uns

dasselbe Verfahren wie fruher:

7) lc
=

-j-
cos CD.

dj A sin w, a2
= 0, as

= A cos w,

a, == u sin w cos w,

Die zwei mittleren Gleichungen zeigen, dafs alle Komplex-
achsen die Y-Achse senkrecht schneiden. Wir dtirfen also

beim Ubergang zu den Punktzeigern sofort x= z = setzen

und erhalten den Abstand y eines Stabes von der endlichen

Brennlinie :

und hieraus:

9) tc
= ycotw.
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Jedoch 1st fur w = unmittelbar klar, dafs die Stab-

flache aus alien Staben auf der Brennlinie besteht, weil das

Netz dann aus alien Strahlenbuscheln besteht, deren Scheitel

auf der Brennlinie liegen und deren Ebenen zu ihr senkrecht

sind. Wir nennen ein solches Netz mit Study ein Normalen-
netz (,,Ein neuer Zweig der Geometric&quot;, Jahresb. d. D. Math.

Ver. Bd. 11).

e) Hier erhalt man aus den Gleichungen 89) des 55

nach demselben Verfahren:

11) a2
= pK, a6

=
A, die tibrigen a Null.

Alle Gewinde des Buschels haben also dieselbe Steigung
und ihre Achsen bilden ein Parallelstrahlenbiischel in der

XY-Ebene, dem die X-Achse angehort. Wenn man ein

Gewinde in einer Kichtung verschiebt, die seine Achse senk

recht schneidet, so kann man in der That unmittelbar sich

anschaulich machen, dafs dabei alle Strahlen gemeinsam
bleiben, die zur Verbindungsebene der Achse und der Kich

tung parallel sind.

Wir haben nun alle moglichen Falle diskutiert und

fassen zusammen:

Satz 154: Die Achsenflache eines Komplex-
biischels besteht:

a) Wenn der Trager ein Rotationsnetz ist, aus
einem ebenen Biischel von Staben konstanter Lange,
dessen Scheitel mit dem Mittelpunkt des Netzes
und dessen Ebene mit der Mittelebene zusammen-
fallt.

/?) Wenn der Trager ein hyperbolisches Netz
mit einer unendlich fernen Brennlinie ist, deren

Stellung auf der endlichen Brennlinie b nicht senk
recht steht, aus einem ebenen Biischel von Stiiben,
die alle zu b parallel sind, und deren Lange pro
portional ihrem Abstand von b ist.

y) Wenn der Trager ein spezielles Netz mit un
endlich ferner Brennlinie ist, aus einem ebenen
Biischel gleicher und paralleler Stabe, die in der
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Hauptebene des Netzes senkrecht zur Hauptrich-
tung liegen.

(5)
Wenn der Trager singular 1st,*) aus einem

ebenen Strahlbiischel, dessen Scheitel und Ebene
mit Scheitel und Ebene des singularen Netzes zu-
sammenfallen.

) Wenn der Trager ein Normalennetz ist, aus
den Staben auf seiner Brennlinie.

Q In alien ubrigen (drei) Fallen aus einem
Cylindroid.

Wir nennen die Mittelebene des Strahlennetzes, von dem
wir ausgingen, auch Mittelebene des Cylindroids (sie fallt

bei der Darstellung b) mit der XF-Ebene zusammen), die
Achsen der Hauptkomplexe auch ,,Haupterzeugende&quot; des

Cylindroids.

75. Das Cylindroid.

a) Wenn wir F I= 2 A setzen, war das Stabcylindroid
definiert durch die Gleichungen

x = r cos

5) y = r sin i9-

z = h sin 2

das Liniencylindroid durch 5) allein oder durch

Wir diskutieren zuerst das letztere: In 6
) kommt ein einziger

Parameter h vor, der ungeandert bleibt, wenn man ! und f

gleichzeitig um gleichviel andert; also:

Satz 155: Alle Liniencylindroide sind einander

ahnlich, und zu jedem gehoren oo
l

Komplex-
biischel.

*) Hier kann man die Achsenflache nicht als Stabflache auffassen,
weil alle Stabe entweder die Lange Null oder Unendlich haben.
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Aus 5) entnimmtman, dafs alleErzeugenden des Cylindroids

die Z-Achse senkrecht schneiden. Fiir & - und
4 4

ergeben sich die ,,aufsersten&quot; Erzeugenden:

In jeder Parallelebene zwischen den ,,aufsersten&quot; Ebenen
z= -\-h und z= h liegen zwei Erzeugende des Cylindroids ;

denn die Gleichung sin 2 # z : h hat zwei Losungen &.

Aufserhalb dieser Ebenen liegen keine reellen Erzeugenden
der Flache. Die Z-Achse ist eine Doppellinie derselben

und gehort ihr dem ganzen Verlauf nach an. Um die Flache

vollstandig zu erhalten, geniigt es, # von Null bis it wachsen
zu lassen. Wir schneiden sie, um von ihr eine anschauliche

Vorstellung zu erhalten, mit einem Cylinder

Die Schnittkurve auf diesem wird durch die letzte Gleichung 5)

dargestellt. Wickeln wir den Cylinder in eine Ebene ab,
so erhalten wir zwei vollstandige Wellen einer Sinuslinie

im weiteren Sinne des Wortes. Lassen wir r bei einem und
demselben Cylindroid wachsen, so bleibt die Hohe dieser

Wellen ungeandert, ihre Lange wachst proportional r.

Man kann sich also mit den einfachsten Mitteln selbst

ein M o d e 1 1 des Cylindroids so herstellen : Man zeichne auf

starkem, eben noch biegsamen Karton im rechtwinkligen

Zeigersystem (#, z) zwei Wellen der Kurve

13) z= h sin 2 &

ftir einen bestimmten Wert A; und zwar empfiehlt es sich
r

um eine hinreichend grofse Umgebung der Doppellinie zu

erhalten, h =
-f

ferner den sechsfachen Mafsstab der Figur 65

Fig. 65.
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zu nehmen. Je kleiner man namlich h nimmt, desto grofser
wird die Umgebung der Doppellinie, die man erhalt, desto

kleiner aber auch der Mafsstab des Modells. Dann teile

man jeden Quadranten etwa noch in vier gleiche Teile,

durchsteche die bezeichneten Punkte 1, 2, 3, ... 16; 1
,
2

,
. .

.,

16
;

1&quot; mit einer Nadel, beschneide den Karton nach der

gestrichelten Lime, biege ihn zu einem KreiscyUnder urn,

so dafs die schraffierten Rander sich decken, und nahe diese

zusammen. Um die Kreisform der Cylinderbasis zu sichern,

versteift man das Modell sogleich, indem man einen nach

Innen kreisformig begrenzten Rahmen aus Karton urn den

Cylinder legt (Fig. 66) und an diesen annaht. Hierauf zieht

man einen Faden der Reihe nach durch 1,1 ,
2

, 2, 3, 3
,
4

u. s. w. Es empfiehlt sich, die Fadenlange so zu wahlen,
dafs sich die 16 Erzeugenden auf drei bis vier Faden ver-

teilen. In Fig. 66 ist das Modell mit einer kleinen Ab-

anderung gezeichnet (vergl. Anh. II).

Schneidet man das Cylindroid durch eine Ebene E, die

eine Erzeugende enthalt, so mufs der Rest des Schnittes eine
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Kurve zweiter Ordnung sein, und zwar eine Ellipse, weil er

ganz im Streifen von E zwischen den aufsersten Ebenen
enthalten ist.

Wir untersuchen jetzt den Schnitt eines Kreiscylinders C,
der die Doppellinie d als Erzeugende enthalt, mit dein

Cylindroid (. Da d zweifach

zu zahlen ist, mufs die Schnitt-

kurve in d und noch eineu

ebenen Kegelschnitt zerfallen,
was wir unmittelbar be-

statigen wollen : Sind #
, Q

die Polarzeiger des Schnitt-

punktes der Cylinderachse
mit der Mittelebene, so ist

(Fig. 67)

r = 2 cos (9- #
)

die Polargleichung der Cy-
linderbasis. Daher sind Fig. e?.

14)

x = 2 $ cos (9-

y = 2
(&amp;gt;

cos (&

cos

sin

die Gleichungen der Schnittkurve von C und (S. Bildet man

x sin # -f y cos ^ = 2 Q cos (& #
) sin (9-+ ^

)

= Q (sin 2 ^ -f- sin 2 ^
),

so sieht man, dafs man durch Elimination von & aus den

Gleichungen 14) eine line are Gleichung erhalt, die eine
Ebene E darstellt:

15) x sin # + y cos

Der Schnitt von C und & ist also auch Schnitt von C
und E, d. h. eine Ellipse. Wir wollen noch die Erzeugende
&i von ( suchen, die in E liegt. Hierzu hat man

x= r cos

Zindler, Liniengeometrie.

= r sn

19
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in 15) einzufiihren und fiir ^ die Bedingung aufzustellen,
dafs der so aus 15) berechnete Wert z nrit h sin 2 ^ iiberein-

stimme; aber man sieht sogleich, dafs

16) *1= -*
die Losung ist. Dreht man also C um die Doppellinie, so

durchlauft die Erzeugende, die E mit ( gemein hat, das

ganze Cylindroid im entgegengesetzten Sinn. Ferner ist der

Wink el y, den die Normale von E mit der Z-Achse bildet:

17) cosy

Wenn Q von Null bis Unendlich wachst, so durchlauft der

absolute Betrag von cos y alle Werte, die er iiberhaupt an-

nehmen kann; setzt man ferner

statt #
,
so sieht man aus 15), dafs die neue Ebene E das

Spiegelbild von E beziiglich der X Y-Ebene ist. Also sieht

man aus 16) und 17), dafs alle moglichen Lagen von E
die oo

2 Ebenen erschopfen, die durch die Erzeugenden
von S gehen.

Satz 156: Jede Ebene durch eine Erzeugende des

Cylindroids schneidet dasselbe in einer Ellipse,
deren Projektion auf die Mittelebene ein Kreis ist

Satz 157: Wahlt man auf einem Kreiscylinder
eine Ellipse und eine Erzeugende d beliebig, so ist

der geometrische Ort aller Geraden, welche die

Ellipse und d, und zwar letztere senkrecht

schneiden, ein Cylindroid.
Auch dieser Satz ftthrt zu einer einfachen Konstruktion

des Cylindroids, die in Fig. 68 durchgefuhrt ist; und zwar

ist die Erzeugende gewahlt, die durch den Endpunkt der

kleinen Achse BR der Ellipse geht. In der That erhalt

man auch durch diese spezielle Annahme noch jedes Cylindroid,

well man in 16) # = ^ = setzen kann; dasselbe folgt

iibrigens aus Satz 155. Man konnte auch einen bestimmten

Neigungswinkel der Ellipsenebene gegen die Basis x (man
kann letztere durch BB gehen lassen) bevorzugen. Jede Sehne

MN der Basis, die zu BB parallel ist, gehort zu zwei gleich



75. Das Cylindroid. 291

hohen Ellipsenpunkten J/, N. Macht man also BD = M M,
so sind DM und DN zwei Erzeugende des Cylindroids.

y ist von # unab-

hangig ;
dreht man

also C um die Doppel-
linie, so bleibt die

Neigung der Ellipsen-
ebene gegen die Basis

ungeandert, daher auch

die Ellipse sich selbst

kongruent. Das Cy-
lindroid mufs also

durch eine gewisse Be-

wegung dieser Ellipse

oder, was auf dasselbe

hinauskornmt, des Cy
linders, auf dem sie

liegt, erzeugt werden
konnen. Die Beweg-
ung mufs derartig sein,

dafs jeder Punkt der

Ellipse, daher auch
seine Projektion auf
die Basis, d. h. jeder
Punkt dieser Basis eine

Fig 68

gerade Linie be-

schreibt. Die Bewegung, welche diese Eigenschaft hat, besteht

bekanntlich darin, dafs der Kreis K auf der Innenseite eines

anderen von doppeltem Durchmesser rollt.*) Also:

*) Haben sich die Kreise ur-

spriinglich in A beriihrt (Fig. 69),
and ist der Beruhrungspunkt durch
die Eollung bis B fortgeriickt, so

sei A nach A gelangt. Es mufs

sein, deshalb

Da aber auch m = 2
,
so folgt :

d. h. der Punkt A befindet sich fur

jede Lage des Innenkreises auf der

Verbindungslinie MA.
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Satz 158: Kollt ein Kreiscylinder C auf der
Innenseite eines anderen mil doppeltem Durch-
messer, so beschreibt jeder Punkt einer auf C fest-

liegenden Ellipse eine Erzeugende eines und des-
selben Cylindroids.*)

Man kann aus den vorhergehenden Rechnungen und
Konstruktionen noch andere Satze entnehmen, z. B.: Die
Differenz der Achsenquadrate jeder Schnittellipse eines

Cylindroids ist konstant A 2
.

Jede auf einem Cylindroid ( liegende Ellipse schneidet

die Erzeugende ihrer Ebene zweimal; einmal auf der Doppel-
linie, ein zweites Mai in einem Punkte

*S,
fur den E Be-

riihrungsebene von ( ist; denn durch S gehen zwei Linien

in E, die ganz auf & liegen.

b) Wir gehen zur Untersuchung des Stabcylindroids
iiber. Tragen wir auf jeder Erzeugenden den zugehorigen
Stab vom Schnittpunkt mit der Doppellinie ab, so bilden die

Endpunkte der Stabe die ,,charakteristische Kurve&quot; auf dera

Liniencylindroid (, die durch ihre Projektion C eindeutig
bestimmt ist. Setzen wir in 3

= - cos sin
2 # = -l cos

und

so hat C die Polargleichung :

18) U= s

Hiernach kann man leicht beliebig viele Punkte von C find en.

Man zeichne (Fig. 70) mit dem Ursprung als Mittelpunkt
und s als Halbmesser einen Kreis K und mit h als Durch-

messer einen Kreis K
,

der die Y-Achse im Ursprung be-

rtthrt, und dessen Mittelpunkt auf der negativen oder posi-

tiven Seite der X-Achse liegt, je nachdem h positiv oder

negativ ist. Um zu einem Wert # den Punkt von C zu

*) Es ist eine niitzliche Ubung, sich mit Hilfe des Fadenmodells

diese Bewegung und ihre ausgezeichneten Phasen anschaulich zu ver-

gegenwartigen.
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linden, bringe man den Strahl 2# mit K in A zum Schnitt

und mache (mit Berticksichtigung der Vorzeichen) SB= OA,
analog S B = OA . Fur ein bestimmtes Cylindroid ist h

konstant; also:

Satz 159: Alle charakteristischen Kurven eines

Liniencylindroids erhalt man aus einer derselben,
indem man jeden ihrer Punkte um dieselbe Strecke
auf der Erzeugenden verschiebt, auf der er liegt,
wobei der Sinn der VerscMebung auf einer Er
zeugenden willkurlich gewahlt werden kann, auf
den ubrigen durch die Kontinuitat bestimmt ist.

Fig. 70.

Fig. 71.

Wir betrachten also zunachst den einfachsten Fall s = 0;
die Gleichung

19) fa- =
stellt in diesem Fall, da # nur von bis TT zu erstrecken

ist, die Halfte eines ,,vierblattrigen Kleeblatts&quot; (Fig. 71) dar,
wobei zu beachten ist, dafs U fur ein positives h im Bereich

&amp;lt;
#

&amp;lt;
45 negativ ist, daher das ganze Stuck A OB der

Kurve 1 zum erst en Quadranten von & gehort. Hat sich
der Fahrstrahl um it gedreht, so hat sich dabei seine positive
Richtung geandert; es ist also auch der Wert I in entgegen-
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gesetzter Richtung aufzutragen (vergl. die Anm. auf S. 282).
Daher kommt es, dafs die charakteristische Kurve nicht ge-
schlossen 1st, obgleich ihre Endpunkte demselben Gewinde

zugeordnet sind.

Auch die allgemeine Kurve 1st gegen die Y-Achse sym-

metrisch; wir brauchen sie also nur in einem Quadranten
zu verfolgen: Tragen wir in der jeweiligen Richtung # die

konstante Strecke s auf, so erhalten wir fttr ein positives s

aus 1 den Typus 2, 3 oder 4 (Fig. 71), je nachdem s kleiner,

gleich oder grofser als h 1st.*) Wir bezeichnen die Kurve C

je nach dem Typus, dem sie angehort, aach als C
x

... C
4

.

Die Gleichung von C
3

lautet :

20) t#=2hsm-&.

Die Tangentenrichtungen des etwaigen Doppelpunktes sind

durch

21)

bestimmt. Diesen Werten von -3&quot; entsprechen singulare

Komplexe.
Mit Hilfe der Kurven C kann man sich in alien Fallen

eine anschauliche Vorstellung von der Verteilung der

Steigungen der Komplexe eines Buschels machen, dessen

Liniencylindroid gegeben ist. Der Wahl des Zeigersystems
in 55 entspricht die Voraussetzung, dafs immer

ist, wie auch die Vorzeichen dieser Grofsen beschaffen sein

mbgen. Dann ist h positiv, und die Erzeugenden von (

liegen im ersten Quadranten liber, im zweiten unter der

XY-Ebene.

Beginnen wir mit dem Falle C^ wo

r=t=h
ist; die aufsersten Erzeugenden a, a von d sind hier zu-

gleich die Brennlinien 6, 6
X
des zugehorigen Netzes, das also

*) Die Bemerkung Pliickers (Neue Geom. des Raums, Art. 93),

man babe alle Punkte entweder der Doppellinie urn ein konstantes

Stiick zu nahern oder von ihr zu entfernen, ist also nicht allgemein

richtig.
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rechtwinklig 1st. Und zwar liegt b im Abstand- h iiber

der X Y-Ebene u. s. w. Die Vorzeichen in den Oktanten der

Fig. 72 zeigen die Windung der Komplexe des Biischels an,

so dafs den positiven Zeichen links gewundene Gewinde ent-

sprechen ( 11, Schlufs).

Fig. 72. Fig. 73.

Gehen wir zu anderen Komplexbuscheln desselben

Cylindroids iiber, indem wir I und I urn gleich viel wachsen

lassen (Fig. 73), so nahern sich b und b urn gleich viel der

X Y-Ebene, bis sie fiir != in ihr zusammenfallen, wodurch
sie zur Brennlinie eines speziellen Netzes werden. Wird
auch f positiv, so wird das Netz elliptisch; aber man kann

seine Konstanten c,
m aus den Gleichungen c

)
des 74 be-

rechnen und hiermit seine Lage gegen S bestimmen. Setzt

man dort t =l-\- 7i,
so erhalt man

22) 271-Vr
beide Wurzeln sind positiv zu nehmen. Das Netz ist links

gewunden und nahert sich mit wachsendem I immer mehr
einem Rotationsnetz. Die grofsen Achsen der Kehlellipsen
des Netzes fallen in die X-Achse. Alle Gewinde des

Biischels sind rechts gewunden.
Nun ist leicht zu verfolgen, was geschieht, wenn f and

I von den Anfangswerten beide um gleichviel abnehmen.
Wenn schliefslich beide negativ geworden sind, so ist in 22)
fur die erste Wurzel das negative Zeichen zu nehmen; es
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wird m
&amp;gt; 1, d. h. die grofsen Achsen der Kehlellipsen des

Netzes fallen in die Y-Achse, also immer in diejenige Achse,
die zum Hauptkomplex mit absolut kleinerer Steigung gehbrt.
Fiir alle Netze desselben Cylindroids gilt:

23)
i

1 m-2

Satz 160: Zu jedem Liniencylindroid gehbren
zwei spezielle und ein rechtwinkliges Strahlennetz,
ferner oo

1
hyperbolische und oc

1

elliptische Netze.
Das Brennlinienpaar der ersteren 1st links oder
rechts gewunden, je nachdem von den beiden

Steigungen I, f der Hauptkomplexe die positive
oder die negative den grofseren absoluten Betrag
hat. Die letzteren sind links oder rechts ge
wunden, je nachdem

I, ! beide positiv oder beide

negativ sind.

c) Wenn ein Strahl s eines Netzes %l von einem Strahl a

des zugehbrigen Cylindroids ( geschnitten wird, so gehort s

auch demjenigen Komplex C des zugehbrigen Buschels an,
dessen Achse nach a fallt. 1st also C ein Gewinde, so

schneiden sich a und s senkrecht. Da ( eine Flache dritter

Ordnung ist, so ist mindestens ein Schnittpunkt mit s reell.

Daraus folgt:

Satz 161 : Jeder Strahl eines Netzes 9? (aufser
dem Hauptstrahl) schneidet eine und nur eine Er-

zeugende des zugehorigen Cylindroids senkrecht.
Die beiden anderen Schnittpunkte sind reell oder

nicht, je nachdem %l hyperbolisch oder elliptisch

ist; im ersteren Falle liegen sie auf den Brenn-
linien.

s kann namlich nicht auf mehr als einer Erzeugenden
von (S senkrecht stehen ohne mit der Doppellinie ztisammen-

zufallen, mufs aber andererseits die etwaigen Brennlinien

von 9?, die auch auf S liegen, schneiden. Aus dem ersten

Teil des Satzes 161 und aus der gegenseitigen Lage von

S und 9^, die wir unter b) studiert haben, folgt unmittelbar:

Satz 162: Der Ort der kurzesten Abstande aller

Strahlen eines Netzes vom Hauptstrahl ist das zu-

gehorige Cylindroid des Netzes.
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Es liegen also je oc
1 dieser kurzesten Abstande auf

derselben Geraden; die zugehorigen Strahlen s bilden nach

Satz 99 eine Regelschar und zwar eines gleichseitigen

hyperbolischen Paraboloids.

76. Die Zusammensetzung zweier Dynamen
oder Windungen.

Die beiden Gleichungen

stellen die charakteristische Kurve des Stabcylindroids dar.

Alle seine Stabe wollen wir um die ^-Achse in dieselbe

Ebene drehen; dann bilden ihre Endpunkte eine ebene

Kurve, deren Gleichung wir durch Elimination von # aus

den Gleichungen 19) erhalten,

20) (U s)* + z* = h*,

also einen Kreis K \z
mit dem Halbmesser h.

Wir zeichnen K in

der XZ-Ebene; seine

Schnittpunkte mit der

.X-Achse haben die

X-Zeiger (Fig. 74):

durch die er voll-

kommen bestimmt ist.

Der Winkel 2# der

Gleichungen 19) findet

sich in der Figur als 4- AMP wieder; sein Drehungssinn
ist positiv, da die Y-Achse hinter die Zeichenebene ge-
richtet ist. Um die wirkliche Lage des Stabs P P im
Raum zu finden, haben wir ihn um den Winkel & um
die Z-Achse herauszudrehen, d. i. um einen Peripheriewinkel
ABP iiber dem Bogen A P. Daraus folgt der Satz von
Lewis:

Satz 163: Bewegt sich ein Punkt auf einem
Kreise ^Tmit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit,
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wahrend K selbst sich mit halber Winkel-

geschwindigkeit um eine in seiner Ebene liegenda
Achse Z dreht, so bilden die Abstande des Punktes
von Z die Stabe eines Cylindroids. Das zugehorige
Netz ist hyperbolisch, spezlell oder elliptisch, je
nachdem der Kreis K die Achse schneidet, beruhrt
oder nicht schneidet.

Dabei erhalt man das Stabcylindroid vollstandig, wenn
der Punkt auf K einen vollen Umlauf ausfiihrt, also # den

Bereich . . . it durchlauft. Ist ein Stabcylindroid durch die

,,Hauptstabe&quot; I, F gegeben, so ist nun unmittelbar ersicht-

lich, wie man fur jeden Wert # den zugehorigen Stab finden

kann : Man zeichne K, dann 4. ABP= #, bringe den zweiten

Schenkel in P mit K zum Schnitt und drehe P P um &
aus der Zeichenebene heraus.

Fig. 75.

Man kann aber auch aus zwei belie big en Staben

U ,
ln des Cylindroids*) den Kreis K und hiermit die Haupt-

stabe I, f finden : Sei Z die Linie des kurzesten Abstands

P Q
r

zwischen t und H; wir wahlen auf ihr jene Richtung

als positive, von der aus der Winkel ft f)
= a hohl erscheint

(Fig. 75). Die Ebene Z, t wahlen wir als Zeichenebene fur

K (Fig. 76) und drehen in sie t
r samt fy um Z zuriick. Dann

*) Dabei mufs auf deii Tragern t, t jedes Stabes eiue positive

Richtung gegeben sein, weil man sonst die Vorzeichen der Stabe nicht

beurteilen kann (vergl. 3. Anm. zu 74).
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mufs der Kreis K die Eigenschaft haben, dafs er durch die

Endpunkte P, Q der beiden Stabe geht, und G sein

Peripheriewinkel liber dem Bogen PQ ist. Es giebt zwei

solche Kreise mit den Mittelpunkten M, M f

;
aber nur bei

einem derselben (bei K) wird der Bogen PQ=2ff in jenem
Sinn durchlaufen, den die positiven Halbachsen Z und t in

dieser Reihenfolge bestimmen. Deshalb ist nur K der ge-
suchte Kreis. Man kennt nun den Winkel ABP=-3-= (X,t\
kann also die X-Achse in Fig. 75 verzeichnen, ebenso die

Hauptstabe f, I
,

deren Langen und Vorzeichen man aus

Fig. 76 (1=0 A^ l = OB) entnimmt. Auch die Lage des

Punktes auf dem kiirzesten Abstand ist durch Fig. 76
bestimmt

,
so dafs die Aufgabe ,

ein Stabcylindrold aus

zweien seiner Stabe zu finden, konstruktiy vollkommen

gelost ist;*) eine rechnerische Losung findet man in

Schell, Theorie der Bewegung und der Krafte, Bd. II,

S. 220 (2. Aufl.).

Hiermit ist auch die Aufgabe gelost, zwei gegebene
Dynamen mit Hilfe des Cylindroids zusammenzusetzen

(andere konstruktive Losungen hat Study in der Geometric
der Dynamen&quot; gegeben (I, 1901), wo die hierher gehorigen
Theorieen auf neuer Grundlage entwickelt sind). Denn nach

Beginn des 74 mufs der Steigungsstab der resultierenden

Dyname dem Cylindroid der beiden gegebenen angehoren,
und die Richtungen und Grofsen der Krafte der gegebenen
Dynamen bestimmen Richtung # und Grofse der resultierenden

Kraft. Es giebt aber in einem Cylindroid einen einzigen
Stab gegebener Richtung #, den wir soeben konstruieren

lernten
;
er giebt uns Lage und Steigung der resultierenden

Dyname. Die Ausfuhrung als Fortsetzung der Figuren 75
und 76 bleibe dem Leser iiberlassen. Dabei ist zu be-

achten : Wenn eine Dyname ) durch ihren Kraftanteil k und
und ihr Moment m (in Form eines Stabes und eines recht-

eckigen Feldes) gegeben ist, so ist ihr Steigungsstab
l#= m : k

;
seine Konstruktion kommt also darauf hinaus,

ein Rechteck in ein anderes zu verwandeln, von dem eine

Seite k gegeben ist. Sind jedoch die Steigungsstabe !#, ln

*) Die Figuren 75 und 76 sind fur den Fall entworfen, dafs Is-

negativ, 1^ positiv ist; der Leser iiberzeuge sich, dafs die Losung von
der Reihenfolge der beiden Stabe unabhangig ist.
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der Dynamen 2), 3) bekannt, so kann man, um sie voll-

standig zu geben, die Krafte k, k auf den Tragern t,
t

von 1 9- und ln noch nach Grofse und Sinn willktirlich an-

nehmen.

77. Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe.

Die linearen Komplexe bilden eine funffach unendliche

Mannigfaltigkeit ( 2), in der ein einzelnes Individuum durch
die Verhaltnisse von sechs Zahlen, seine (Strahlen- oder

Achsen-) Zeiger ( 49) in einem tetraedrischen Zeigersystem
bestimmt werden kann. Wir betrachten k-\-l Komplexe
C

, C^ . . . Ck mit den Zeigern :

21)

Wenn diese Matrix vom Kange k
-\- 1 (Definition des Ranges

39, c)) ist, nennen wir die Komplexe von einander unab-
h an gig, andernfalls von einander abhangig. Wir nehmen

jetzt an, (7 . . . Ck seien von einander unabhangig und setzen

aus ihren Zeigern die Zeiger eines Komplexes B auf folgende
Art zusammen:

22) ^V=^X CKV (y=l,...6)

$ ist ein Proportionalitatsfaktor. Es seien

k

Qbv
= I lx cKV (v= 1, ...6)

x=

die Zeiger von B
-,

dann ist B mit B nur identisch, wenn
die 1J den ^ proportional sind. Denn aus passenden k -j- 1

von den sechs Grleichungen

folgt
LA a Xx = (x

=
0, 1, ...k).

Lassen wir also die Verhaltnisse der I alle moglichen reellen

Werte annehmen, so stellt 22) eine ^-fach unendliche Mannig-
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faltigkeit Mk von Komplexen dar. Wir sagen, Mk sei von der

Men Dimension oder (mit Grrafsmann) von der& -\-l-teu
Stufe (k -f- 1-stufig), well zu ihrer Bestimmung k-\-l
Komplexe notwendig waren. Wir fassen jetzt k -\- I be-

stimmte Komplexe -6
,
B

v
. . . Bk aus Mk auf:

23) ^bav =jglflx
cxv (v

=
1, . . . 6; ft

=
0, . . . k).

Aus dem Multiplikationstheorem der Determinanten folgt,

dafs irgend eine k -\- 1-reihige Determinante der Matrix der

b aus der entsprechenden der Matrix 21) durch Multi-

plikation mit

erhalten wird. 1st also, wie wir jetzt voraussetzen,

24) ^0,
so sind auch B

,
. . . Bk von einander unabhanig. Wir be-

zeichnen mit B, C . . . nicht nur die Komplexe, sondern auch

die linearen Formen, die in ihren Gleichungen auftreten,
namlich :

u. s. w.
;
hierbei sind die p homogene Linienzeiger, und zwar

Strahlen- oder Achsenzeiger, je nachdem die Komplexzeiger
Achsen- oder Strahlenzeiger sind

( 49). Dann ist identisch :

25) Q lt Bu= SIUX CX .

x=

D. h. die Formen der B sind aus den Formen G ,,linear

abgeleitet&quot;, weshalb auch die Mannigfaltigkeit M linear
oder ein lineares Komplexgebiet heifst. Fiir kl
erhalten wir die uns wohl bekannten Komplexbiischel, ftir

k = 2 die ,.Komplexnetze&quot;, fur k = 3 die ,,Komplex-

gebiische&quot;, fiir k = 4 die ,,Komplexgewebe&quot; (Bezeichnungen

Reyes und Sturms), fur k 5 den ganzen ,,Komplexraum&quot;.

Wenn B aus C
,

. . . Ck linear ableitbar ist
,

so sind B,
&amp;lt;?

,
. . . Ck von einander abhangig, und umgekehrt. Da sich

aus sechs linearen Formen in sechs Veranderlichen jede
weitere lineare Form dieser Veranderlichen linear ableiten

lafst, so gilt:
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Satz 164: Mehr als sechs lineare Komplexe sind
stets von einander abhangig.

Wegen 24) lassen sich aus 23) auch die Formen Cx
linear durch die Bu darstellen. Das System der Gleichungen

26) J: o
/;

iU
^u =0 (r

= 0,...)

umfafst also fitr willktirliche A genau dieselben Komplexe,
wie das System der Gleichungen

fur willkltrliche L D. h. :

Satz 165: Ein lineares Komplexgebiet &-ter
Dimension ist durch je k-\-\ unabhangige seiner

Komplexe ebenso bestimml, wie durch die k -J- 1

urspriinglichen.

Wir bezeichnen von nun an durch M, A7

, S, V stets

lineare Komplexgebiete, deren Dimension durch den Index

angezeigt wird. Man kann nun von den I in den

Gleichungen 22) die ersten I -f- 1 willkttrlich lassen (I &amp;lt; &),

die anderen Null setzen. Dann folgt:

Satz 166: Sind bei zwei linearen Komplex-
gebieten I

-f- 1 unabhangige Komplexe des einen MI
im anderen Mk enthalten, so ist ganz MI in Mk ent-
halten.

Zufolge dem letzten Satze kann man z. B. ein Komplex-
netz auf folgende Art erhalten: Man verbindet jeden Komplex
eines (durch C

Q
und C definierten) Buschels mit einem nicht

dem Biischel angehorigen Komplex C
2

durch je ein Komplex-
buschel, so erhalt man die oo 2

Komplexe, die das Netz

ausmachen. Denn diesem Vorgang entspricht analytisch

der, dafs man bei Bildung der linearen Formen B aus

je eine feste Wahl von A : A
1

mit alien Werten A
2

ver

bindet. Analog kann man das Komplexgebusch aus dem

Komplexnetz und einem vierten Komplex ableiten, u. s. w.

Man bemerkt die Analogic mit folgenden Satzen der

Elementargeometrie : Eine Gerade (Ebene) ist durch zwei
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(drei) unabhangige ihrer Punkte bestimmt. Liegen zwei

Punkte einer Geraden in einer Ebene, so liegt sie ganz in

der Ebene. Man erhalt samtliche Punkte einer Ebene, wenn
man alle Punkte einer Geraden mit einem aufserhalb liegen
den Punkte durch Gerade verbindet, alle Punkte des Raums,
wenn man alle Punkte einer Ebene mit einem aufserhalb

liegenden Punkte verbindet. Wahrend aber im Punktraum
diese Konstruktion nun nicht mehr fortsetzbar ist, kann man
in der Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe noch zu vier-

dimensionalen Gebieten und zum fttnfdimensionalen Komplex
raum fortschreiten. Diese Bemerkung werden wir fiir die

grundsatzliche Auffassung der Geometric der ,,mehrdimen-
sionalen Raume&quot; verwerten

( 80); zunachst aber wollen

wir nachsehen, ob im Komplexraum auch die Schnitt- und

Verbindungsgesetze fur die linearen Gebilde des Punktraums
ihre Analoga haben. Diese Gesetze fur die Punkte, Ge
raden und Ebenen des Raums lassen sich so zusammenfassen

(der Index bezeichnet wieder die Dimension, der Index Null

einen Punkt) : 9ftm und %ln haben i. A. ein Schnitt-

gebilde sm + n _ 3 gemein oder bestimmen ein Verbindungs-

gebilde vm+ n + ij je nachdem
ra-j-w^&amp;gt;3

oder m -j- n
&amp;lt;

3

ist; dabei konnen m, n die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen.

Im Komplexraum definieren wir als das Verbind ungs -

gebiet zweier Gebiete die Gesamtheit aller Komplexe aller

Biischel, die je eineu Komplex des einen mit einem Komplex
des anderen Gebietes verbinden. Unter zwei allgemein
liegenden linearen Komplexgebieten Mk und Nt verstehen

wir, falls k -j- I
^&amp;gt;

5 ist, zwei solche, die in keinem niedri-

geren linearen Gebiet als im ganzen Komplexraum ent-

halten sind, wenn jedoch k -j- I
&amp;lt; 5, zwei solche, die keinen

Komplex gemein haben. Wir beweisen nun den

Satz 167: Zahlt man die Dimension s des Schnitt-

gebildes von Mm und Nn als 1, wenn gar kein

gemeinsamer Komplex vorhandenist, als Null,
wenn ein einziger solcher vorhanden ist, und ist v
die Dimension des Verbindungsgebietes, so ist

27) s -f v = m -f- n.

Wir denken uns Mm durch die unabhangigen Komplexe
I?

,
. . . Bm und Nn durch C

,
. . . Cn definiert. Dann lafst

sich irgend ein Komplex von M in der Form
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S

irgend einer von N in der Form

c-! ft

r
darstellen. Es mogen sich nun a, aber nicht mehr von

einander unabhangige unter den C finden lassen, die von

den B abhangig sind (a kann auch Null sein). Nach Satz 165
konnen wir voraussetzen, dafs diese a Komplexe die ersten a

der Reihe C
,

. . . Cn selbst sind. Dann definieren C
,

. . . Ca-i
das Schnittgebiet von der Dimension a 1 = s; ferner sind

28) B
Q , B^ . . . Bmj Caj . . . Cn

von einander unabhangig; denn ware etwa identisch

so ware die lineare Form beiderseits des Gleichbeitszeichens

gegen die Voraussetzung eine weltere a -\- 1-te von den (7,

aber nicht von C
OJ

. . . Ca abhangige Form, die auch von den

B abhangig 1st. Also defmiert die Reihe 28) das Ver-

bindungsgebiet von der Dimension v=m-\-l-\-(n -{-!) 1

=m-\~n-\-l a; daher ist (vergl. Grafsmann, Ges. W. I, b,

Art. 25):

v -|- s = m -)- n.

Der Satz 167 gilt auch, wenn man zu den Stufenzahlen tiber-

geht, weil sich dann jede der vier Zahlen um eins erhoht.

Fttr allgemein liegende Komplexgebiete ist v 5, falls

m -)- w^5; also :

Satz 168: Zwei allgemein liegende Komplex
gebiete Mm ,

Nn haben, wenn
m-j-w2&amp;gt;

5 ist, ein Schnitt-

gebilde der Dimension m-\-n 5 gemein.

Wenn a= 0, so sind alle m -f- n -f- 2 definierenden

Komplexe beider Gebiete von einander unabhangig; also

Satz 169: Zwei allgemein liegende Komplex
gebiete J/m,

Nn h a b e n
,
wenn

m-|-w&amp;lt;&amp;lt;5 ist, einVer-
bindungsgebiet der Dimension m-\-n-\-l.
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Z. B. kann man aus zwei allgemein liegenden Komplex-
btischeln ein Komplexgebusch geradeso als Gesamtheit der

verbindenden Biischel erhalten, wie man aus zwei wind-

schiefen Geraden den ganzen Punktraum als Verbindungs-
gebilde erhalt.

Schreibt man die Grofsen bv aus 22) als letzte Zeile

unter die Matrix 21), so erhalt man eine Matrix, in der

alle k -\- 2- reihigen Determinanten Null sind. Man ,hat

so die Grofsen A aus 22) eliminiert und lineare homogene
Gleichungen zwischen den b erhalten, deren Koeffizienten

nur von den gegebenen festen Grofsen c abhangen. Wir
wissen schon, dafs diesen Gleichungen mindestens oo fe Werte-

systeme b : \ : . . . b
Q genugen aber auch nicht mehr, weil

sich auch umgekehrt aus diesen Gleichungen das System 22)
ableiten lafst (vergl. den Schlufs von 39, c)). Also

genugen, wenn man auch die absoluten Werte der b beruck-

sichtigt, oo fc + 1

Wertesysteme bv den Gleichungen; daher sind

6 (& -f- 1) =5 k unter den letzteren unabhangig.

Satz 170: Ein lineares Komplexgebiet &-ter

Dimension lafst sich durch 5 k lineare homogene
Gleichungen zwischen den Komplexzeigern
darstellen.

Z. B. wird ein Komplexgewebe durch eine, ein Komplex-
buschel durch vier solche Gleichungen dargestellt. Man
bemerkt die Analogic mit den Satzen : Eine Ebene wird
durch eine, eine Gerade durch zwei lineare homogene
Gleichungen zwischen den tetraedrischen Punktzeigern dar

gestellt.

78. Erganzende Komplexgebiete.

Die Bedingung fiir die Involution zweier Komplexe A
und B mit den Zeigern a{ und 6,- war bilinear ( 56):

Nun ist

29) (&amp;lt;

A , w (a, V
Zindler, Liniengeometrie. 20
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Wenn B, 5 ,
... BM unabhangige Komplexe sind, definieren

sie ein lineares Gebiet Nk,
und es folgt:

Satz 171: Wenn ein Komplex zu k
-\- I unab

hangigen Komplexen eines linearen Gebietes Nk

involutorisch liegt, so liegt er zu jedem Komplex
von Nk involutorisch.

Wir fragen nun nach alien Komplexen A, die zu jedem
Komplex von Nk involutorisch liegen. Sie sind durch die

k -f- 1 von einander unabhangigen Gleichungen

30) w (a, V)
=

0, w (a, b
)
=

0, . . .

definiert, bilden also nach Satz 170 ein lineares Gebiet

.M4_ fc,
das wir das erganzende Gebiet von Nk nennen.

Es ist auch Nk das erganzende Gebiet von M4 _ k ]
denn es

1st jedenfalls in demselben enthalten, hat aber schon die

richtige Dimension. Wir sagen auch, M und N seien zwei

einander erganzende Gebiete&quot;.

Satz 172: Zu jedem linearen Komplexgebiet ge-
hort derart ein anderes, dafs jeder Komplex des

einen Gebietes zu jedem des anderen involutorisch

liegt und die Dimensionen solcher ,,einander er-

ganzenden&quot; Gebiete sich zu vier (die Stufenzahlen
zu sechs) erganzen.

Aus der Darstellung 25) eines linearen Komplexgebietes

folgt unmittelbar:

Satz 173: Die Strahlen, welche k-{-l unabhangigen
Komplexen eines linearen Gebietes Mk gemeinsam
sind, bilden die Gesamtheit der Strahlen, die alien

Komplexen von Mk gemein sind.

Ein singularer Komplex C ist mit einem beliebigen

Komplex C in Involution, wenn (Satz 112) C den Trager
von C als Komplexstrahl enthalt; daraus folgt:

Satz 174: Die Trager der singularen Komplexe
eines linearen Gebietes sind identisch mit den

gemeinsamen Strahlen des erganzenden Gebietes.

Aus Satz 172 und 168 kann man in jedem Falle leicht

beurteilen, wieviel unabhangige Komplexe innerhalb eines

linearen Gebietes LI zu einem gegebenen Gebiet M, das
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auch LI angehbrt, involutorisch liegen konnen. Nehmen wir

z. B. fur L ein Komplexnetz (I
=

2), so folgt, dafs es zu

einem Komplex von L innerhalb L ein Buschel involutorischer

Komplexe giebt. Man bemerkt die Analogic mit dem Satze

fur das Stahlenbundel: Zu einem Strahl s eines Biindels

giebt es ein Buschel von Normalstrahlen
;
wenn s auf zwei

Strahlen eines Buschels normal steht, so steht es auf alien

normal. Nicht nur zum Begriif des Senkrechtstehens, sondern

auch zum Winkelbegriff lafst sich im Komplexgebiet ein

Analogon finden. Hieruber vergl. D Ovidio (z. B, Le ser.

triple etc. Ace. dei Lincei, Atti, 1876; Ser. II, Tom. 3),

MiiHer (Die Liniengeom. nach d. Prinzipien d. Grafsmann-
schen Ausdehnungsl. Art. 12; Monatsh. f. Math. u. Phys. II).

Im Strahlenbtindel giebt es zwischen der normalen und
schiefen Lage kein Mittelding; anders im Komplexgebiete:
In einem beliebigen Komplexnetz M2 wird es i. A. keinen

Komplex geben, der zu alien Komplexen eines anderen

Netzes M
2 involutorisch liegt. Wenn aber M2 und das er-

ganzende Gebiet A7

2 von M^ nicht allgemein liegen, so

konnen ein, zwei oder drei von einander unabhangige
Komplexe in M2 vorkommen, welche die genannte Bedingung
erfullen. Darnach kann man M2 ,,einfach&quot;, ,,zweifach&quot; oder

,,dreifach normal&quot; zu M2 nennen (D Ovidio, a. a. 0.); im
letzten Fall ist M% mit N2 identisch. Wir iiberlassen die

Untersuchung der anderen Falle dem Leser und bemerken
nur noch, dafs sich die Bezeichnungen ,,einfach . . . normal&quot;

nicht auf die Stufenzahlen irgend welcher Gebiete beziehen

sollen, sondern nur auf die Reihenfolge der moglichen

speziellen Lagen. Also wird ein Komplexnetz M2 zu einem

Komplexbtischel Ml
erst dann einfach normal liegen, wenn

zwei Komplexe in M% gefunden werden konnen, die zu

alien Komplexen von M^ involutorisch liegen^ weil ein

solcher ohnehin immer vorhanden ist.

Man nennt zwei Komplexgebiete vollstandig zu ein

ander normal, wenn jeder Komplex des einen Gebietes zu

jedem des anderen involutorisch liegt; hierbei wird nicht

vorausgesetzt, dafs die Gebiete linear*) sind. Hieraus geht
hervor :

*) Nichtlineare Komplexgebiete denke man sich durch nichtlineare

Gleichungen zwischen den Komplexzeigern definiert.

20*
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Satz 175: Wenn G und G vollstandig zu ein-

ander normal sind und M das kleinste lineare Ge-
biet 1st, in dem G enthalten ist, so ist G im er-

ganzenden Gebiet von M enthalten.

Satz 176: Sind M und N einander erganzende
Gebiete, so ist jedes Teilgebiet von M zu jedem
Teilgebiet von N vollstandig normal. Das er

ganzende Gebiet jedes Gebietes von M enthalt N.

Insbesondere sind auch zwei involutorische Komplexe
vollstandig zu einander normal, aber der Zusatz voll

standig&quot; ist hier ttberflussig.

79. Die gemeinsainen Strahlen der Komplexe
ernes linearen Gebietes M*.

Fiir k=\ erhalten wir die Strahlennetze
( 53); wir

gehen zum Fall:

A) k= 2. Wir denken uns das Komplexnetz M^ durch

drei unabhangige Komplexe A, B, C mit den Zeigern

i, &$,
ct definiert. A und B bestiminen ein Strahlennetz 9.

Diejenigen Strahlen von 9, die auch C angehoren, sind die

gemeinsamen Strahlen von M2
. Wenn %l zwei Brennlinien

hat, bilden also diese Strahlen nach Satz 9 eine Regel-
schar 9ft. Um jedoch auch alle Spezialfalle und den Fall,

wo 9R imaginar wird, bequem zu tiberblicken, halten wir

uns an die analytische Darstellung eines vierten Komplexes
D von M9

in der Form:

31) D = lA-{-p.B + vC.

Nach Satz 174 ist es dieselbe Aufgabe, die Trager der

singularen Komplexe eines Netzes (namlich des erganzenden)
zu bestiminen. Wir stellen daher die Bedingung auf, dafs

D singular ist:

at (d)
= to (la + lib -f- vc) =

oder

32) A 2
. o)(a) + fi*. w(b) + v

2
.

a&amp;gt;(c) + 2)^i . io(a, b)

u(c, a) =/(A, , v)
= 0.
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Durch die Nullpunkte einer festen Ebene E werden die

Komplexe von M2
so auf E abgebildet, dafs jedem Komplex-

btischel eine Gerade entspricht; auch die Doppelverbaltnisse
bleiben nach Satz 127 bei dieser Abbildung 51 ungeandert.
Wir konnen also sagen:

Satz 177: Durch die Nullpunkte einer festen

Ebene E wird ein Komplexnetz auf E kollinear

abgebildet.
Deutet man andrerseits I :

(.1
: v in 31) als homogene

Punktzeiger in E, so erhalt man eine Abbildung 51 mit

wesentlich denselben Eigenschaften (vergl. den Ausdruck

fiir das Doppelverhaltnis von vier Komplexen in 63).
Auch 51 1st zu M

,
daher auch zu 51 kollinear. Man kann

also durch passende Wahl des Grunddreiecks fur I : ^ : v

erreichen, dafs 51 und 51 identisch werden.

Nun bedeutet 32) die Gleichung eines Kegelschnittes K
in E. Die Determinante seiner Gleichung ist

33)

a) (a) 10 (a, b) co (a, c)

co (a, b) w (b) w (6, c)

at (a, c) co (b) c) co (c)

Wir setzen zuerst voraus :

a) 4 sei von Null verschieden. Dann ist K ein eigent-
licher Kegelschnitt, der entweder a) reell oder

ft) imaginar
sein kann. Im ersten Fall entspricht einer Geraden in E,

je nachdem sie K schneidet, beriihrt oder nicht schneidet,
ein Komplexbuschel mit hyperbolischem, speziellem oder

elliptischem Trager. Es tritt also die Uberlegung am Anfang
dieses Paragraphen in Kraft (da man A und B in einem
Btischel mit hyperbolischem Trager wahlen kann), und die

gemeinsamen Strahlen von M
2

bilden eine reelle Regel-
schar SR, die E langs K schneidet. Aber auch im Falle

ft)

ist stets ein reelles Polarsystem I vorhanden, welches K
reprasentiert. Driicken wir aus, dafs ein Komplex I :

/&amp;lt;

: v

zu einem anderen h
:f.t :v

f

involutorisch liegt:

w(Aa-\- iib-{-vCj I d -\- f.t
b -\- v c)

=
oder

34) W. co (a) + (V+ * . co(a, b) -\- . . .
= 0.
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Halten wir P= (I : ^ -. v
)

fest, so stellt 34) die Polare
von P in S dar; also:

Satz 178: Zu jedem Komplex eines Netzes M
2

giebt es ein vollstandig normales Komplexbiischel
in M

2
. Diese Zuordnung in M^ ist ein Polarsystem

und bildet sich auch als solches vermoge Satz 177
auf jede Ebene E ab.

Wir konnen zeigen, dafs die oo 3
Polarsysteme, die so

fiir die verschiedenen Lagen von E hervorgehen, Schnitte

eines und desselben raumlichen Polarsystems @ sind;*) im
Falle a) ist durch $t defmiert. Im Falle ft) nehmen wir
als A, B, C drei solche Komplexe, deren Nullpunkte in E
an den Ecken J/, B ,

C eines Polardreiecks von^liegen;
seine Seiten seien A B =c, u. s. w. Jeder der Komplexe
A, B, C liegt mit jedem anderen in Involution. Drehen
wir also E um c, so werden A r

,
B r

zwei involutorische

Punktreihen
A&quot;,

B&quot; auf c beschreiben, von denen die ur-

spriinglichen Lagen A
,
B ein Paar sind, wahrend der

Nullpunkt C&quot; des dritten Komplexes C von C ausgehend
die Polare c von c in C beschreibt Dem Punkte A sind

also in den verschiedenen Lagen von E die Strahlen des

Biischels (B j
c

) zugeordnet, dessen Scheitel bei alien

moglichen Drehungen von E um A stets auf der festen

Geraden a liegt, also mit c eine feste Ebene a bestimmt,
die dem Punkt A in entspricht. Wenn also auch $ nicht

reell ist, so lafst sich doch das zugehorige Polarsystem
stets finden, weil die gescharte Involution eines elliptischen

Netzes (vergl. namentlich 66, h)) als bekannt anzusehen

ist. Die Ordnungsflache von @ kann nach 72 als imaginare

Eegelflache zweiter Ordnung betrachtet werden, und es folgt

in Verbindung mit Satz 174:

Satz 179: Wenn 4 von Null verschieden ist,

bilden die Trager der singularen Komplexe eines

Netzes M^ eine Regelschar $t, die gemeinsamen

*) Dieses ist nicht zu verwechseln mit dem Polarsystem, das

durch ein Komplexgebusch

lA+ ftB+vC+ fD
definiert ist, indem man zu jedem Komplex desselben das vollstandig

normaie Komplexnetz sucht und A : ft : v : g als homogene raumliche

Punktzeiger deutet.
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Strahlen aller Komplexe von i/
2

die Leitschar 2
von SR. Fur das erganzende Netz 7V

2
1st umgekehrt

der Ort der singularen Komplexe und 3^ der Ort

der gemeinsamen Strahlen.

Wenn 3^ imaginar 1st, haben alle Komplexe von M
z

gleichbezeichnete Steigungen, ebenso von N^. 2 heifst auch

die ,,Grundregelschar&quot; des Netzes M
z

.

b) d habe den Rang 2. Dann zerfallt K in zwei

gerade Linien #, g . Die BUschel #, B r

,
welche durch

g, g
r

abgebildet sind, enthalten lauter spezielle Komplexe,
darunter einen gemeinsamen C. Wir konnen uns B durch

die zwei Komplexe C, A und B durch (7, A bestimmt

denken; die Achsen von C, A, A 1

mogen c, a, a heifsen.

Dann schneiden sich c, a, ebenso c,
a

,
aber nicht a, a

,
weil

dies zu einem dritten Buschel singularer Komplexe in M
2

Anlafs gabe, wahrend K
nur zwei Gerade enthalt.

Die Achsen der singularen

Komplexe bilden die beiden

Strahlenbiischel c,
a=

(*S, a)

und^a as^flO (Fig- 77),

wahrend die gemeinsamen
Strahlen von M2

die Strahl-

buschel (S, a
)
und (8 , a)

sind. Eine ahnliche Figur
1st uns schon 56 (Fig. 50) begegnet. c 1st immer reell,

aber g, g ,
also auch a, a brauchen es nicht zu sein; dann

haben alle Komplexe von M2
einen einzigen reellen Strahl c

gemein, der zugleich Trager des einzigen singularen Kom-

plexes von M.2
ist. Diesen Fall erhalten wir offenbar,

wenn wir alle^ Komplexe eines Btischels mit elliptischem

Trager $1 mit einem singularen Komplex, dessen Trager c

auch 9? angehort, durch KomplexbUschel verbinden. Denn
dann ist c der einzige Strahl, der alien Komplexen von i/

2

gemein ist. Allgemeiner konnen wir sagen:
Satz 180: Hat J den Rang zwei, so kann man

das Komplexnetz Mz
dadurch erhalten, dafs man

alle Komplexe eines Buschels, dessen Trager 9

elliptisch oder hyperbolisch ist, mit einem solchen

singularen Komplex verbindet, dessen Achse 91

angehort
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c) d habe den Rang eins. Dann 1st /(A, ^, v) ein

vollstandiges Quadrat einer linearen Form (vergl. Killing,
Analyt. Geom. I, 17). In unserer Abbildung von l/

2 auf
E giebt es also eine einzige Gerade als Ort der Bilder von

singularen Komplexen. Die letzteren bilden ein Komplex-
biischel $. Wir konnen M

2
durch zwei Komplexe A, B

aus S3 und einen dritten Komplex C bestimmen; dann wird

w (a)
= to (b)

= cu (a, b)
= 0.

Damit nun // wirklich den Rang eins hat, mufs auch

co (by c)
= co (a, c)

=
sein; d. h. die Trager von A und B miissen in C ent-

halten sein.

Satz 181: Hat J den Rang eins, so erhalten wir
das Komplexnetz, indem wir alle Komplexe eines
Buschels singularer Komplexe mit einem solchen
Gewinde verbinden, in dem die Trager der singu
laren Komplexe enthalten sind.

d) Endlich habe J den Rang Null, d. h. alle Koeffizienten

von 32) verschwinden einzeln. Dann sind alle Komplexe
von A/

2 singular, und die Achsen irgend dreier von ihnen

miissen sich schneiden.

Satz 182: Hat J den Rang Null, so besteht M2

aus lauter singularen Komplexen, deren Achsen
entweder dasselbe Bundel oder dasselbe Feld er-

fullen.

Die tibrigen Falle konnen wir nun mit Hilfe des

Satzes 174 rasch erledigen:

B) k= 3. Das erganzende Gebiet N^ von M3 ist ein

Komplexbuschel; also:

Satz 183: Die Achsen der singularen Komplexe
eines Komplexgebiisches M

s
bilden ein Strahlen-

netz !ft. Je nachdem %l a) hyperbolisch, b) speziell,

c) elliptisch, d) singular ist, haben alle Komplexe
von Ms zwei, einen, keinen reellen Strahl oder ein

Biischel von Strahlen gemeinsam.
Durch yt ist umgekehrt l/

3 bestimmt, z. B. im letzten

Fall durch ein ebenes Strahlbtischel.
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C) k = 4. Das erganzende Gebiet von M
4 1st ein

einziger Komplex; also:

Satz 184: Die Achsen der singularen Komplexe
eines Komplexgewebes M bilden einen linearen

Komplex C; je nachdem C singular ist (a) oder
nicht (b), haben alle Komplexe von M einen Strahl

gemeinsam oder keinen.

80. Logische Bemerkungen iiber die Geometrie
der mehrdimensionalen Raume.

Wir haben schon im 77 auf gewisse Analogieen mit

der Geometrie des Punktraums aufmerksam gemacht, durch

welche die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe auch

unabhangig von ihrer analytischen Darstellung als eine

lineare charakterisiert ist, indem erstens, vom Komplex-
biischel ausgehend, durch Verbindung eines linearen Gebietes

mit einem ,,aufserhalb&quot; desselben liegenden Komplex ein

Gebiet nachst hoherer Stufe gewonnen wird, zweitens fiir

die so gewonnenen Gebiete die linearen Schnitt- und

Verbindungsgesetze&quot; gelten, die in den Satzen 165 169

ausgesprochen sind. Wir haben diese Satze auf dem kon-
kreten Boden der Liniengeometrie entwickelt; aber man
sieht, dafs bei ihrem Beweis die Zahl fiinf als obere Grenze
fiir die Dimension der vorhandenen Gebiete gar keine Rolle

spielt. Vielmehr konnten wir statt von 21) von einer Matrix

35)

ausgehen, die so aufzufassen ist, dafs den q -|- 1 Verander-
lichen #

,
... ^4-1, von denen nur die Verhaltnisse in

Betracht kommen, k-\-l spezielle Wertesysteme erteilt

wurden. Dann ist durch

Or\ ^ 1 r ( 1 I 1 \

ein arithmetisches Wertegebiet definiert, indem die y
nicht alle zugleich unbeschrankt veranderlich sind; sondern
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ihre Verhaltnisse konnen nur oo &
Wertesysteme annehmen.

Dasselbe Wertegebiet kann auch durch q k lineare homogene
Gleichungen zwischen den y dargestelltwerden (vergl. Satz 170)
und heifst deshalb linear. Nan tritt blofs die Zahl q an
Stelle von fiinf in den Satzen 168, 169 und in der Definition

des Allgemeinliegens. Im iibrigen gelten fur die g-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit der Veranderlichen x

l
: #

2
: . . . :

#g_f-i
und ihre linearen Teilgebiete die linearen Schnitt- und Ver-

bindungsgesetze, die denen unseres Raumes vollkommen

analog sind, weshalb man das gesamte Wertgebiet

^ : . . . :#g_|_i kurz als einen ,,^-dimensionalen Raum&quot; zu

bezeichnen pflegt. Die Gesetze, denen seine Teilgebiete

(auch die nicht linearen) unterliegen, bilden den Inhalt der

,,g-dimensionalen Geometrie&quot;. Insbesondere rechnet man
hierzu solche Satze, die eine Verallgemeinerung von Unter-

suchungen der analytischen Geometrie des Raumes sind oder
eine Anwendung auf die eigentliche Geometrie im Auge
haben oder endlich analogen Methoden und Vorstellungs-
weisen wie die synthetische Geometrie zuganglich sind. Fiir

letzteren Umstand wollen wir sogleich ein Beispiel geben.
Die funfdimensionale Geometrie ist namlich im Komplex-
gebiet verwirklicht.*) Wir konnen uns also, ohne den Boden

*) Dies beruhte auf der Thatsache, dafs sich jeder Komplex durch
die Verhaltnisse yon sechs Zahlen, seine Zeiger, bestimmen lafst, die

keinen weiteren Einschrankungen unterliegen, wahrend die Linieuzeiger
eine quadratische Gleichung erfiillen miissen. Deshalb bilden die ge-
raden Linien des Eaumes kein lineares Gebiet; es ist hier schon un-

moglich, zur Konstruktion eines linearen Gebietes den ersten Schritt

zu thun, namlich eine Regel anzugeben, nach der durch zwei Gerade
eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden derart bestimmt ware, dafs

sie durch je zwei andere ihrer Geraden nach derselben Begel bestimmt
ware. Die Linearitat des Komplexgebietes ist natiirlich einer syn-
thetischen Untersuchung zuganglich (Reye, Sturm), die durch Be-

nutzung eines B Fundamentalsatzes&quot; liber lineare Mannigfaltigkeiten
(vergl. Zindler, Nachweis lin. Mannigf. u. s. w., Wiener S. B. Math.
Cl. Bd. CI, Abt. II, 1892; 1) abgekiirzt werden kann. Hiernach
braucht die Geltung der Gesetze, welche die Linearitat ausmachen,
nur bis q= 2 im betreffenden Gebiet bewiesen zu werden, worauf sie

von selbst fur das gauze Gebiet gilt, wievielstufig es auch sei. Zur

Anwendung dieses Satzes braucht man also keine analytische Dar-

stellung des Gebietes zu besitzen, ja nicht einmal seine Dimension zu
kennen. Man wird also die Bestimmbarkeit der Individuen eines Ge
bietes durch Zahlen, die keinen Einschrankungen unterliegen, zwar als

hinreichendes Kennzeichen, aber nicht als Definition der Linearitat an-

zusehen haben.
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der gewohnlichen euklidischen Geometric zu verlassen, den

Komplexraum als Substrat fiir die linearen Konstruktionen

im funfdimensionalen Raum denken. Da aber seine sonstigen

Eigenschaften aufser den linearen Schnitt- und Verbindungs-

gesetzen dabei nicht in Betracht kommen, bezeichnen wir

seine eindimensionalen linearen Gebiete, um an die Analogic
zu erinnern, wie im Punktraum als Gerade, die zweidimen-

sionalen als Ebenen und deuten, wenn notig, durch Indices

die Dimension der Gebiete an. Die niedrigeren derselben

konnen wir auch scheniatisch durch Punkte, Gerade, ....

abbilden und in unserer Vorstellung festhalten.

Beispiel: Wir nehmen im fiinfdimensionalen Raum
drei Ebenen E, Ef

,
E&quot; (Fig. 78) in allgemeiner Lage ( 77)

an. Dann lafst sich durch einen

Punkt P von E eine einzige
Gerade G legen, die sowohl Er

als E&quot; schneidet, namlich die

Schnittlinie (Satz 168) der Ver-

bindungsraume R$= (P, E )
und

1% ==
(P, E&quot;).

Diese letzeren

haben wirklich nur eine Gerade

gemein, weil sie sonst in einem

S
4 enthalten waren

,
in dem

sich auch E und E&quot; schneiden

miifsten. G schneide E in Q,
E&quot; in ^V; analog sei durch den

Punkt P von E eine Gerade G
defmiert, welche E in Q ,

E 1

in N schneide. Dann liegen

imVerbindungsraum J?
3^(6r, G )

auch die Geraden PP
, QQ ,NN ,

definieren also dort eine Regelflache, der auch G, Gr

an-

gehoren; d. h.: Bewegt man P in E auf einer Geraden, so

bewegt sich G auf einer Regelschar. Daraus folgt:

Satz 185: Drei allgemein liegende Ebenen im
P

5 definieren ein System von oo
2

Geraden, von
denen sie samtlich geschnitten und durch die sie

kollinear aufeinander bezogen werden.

Der eigentliche Sinn derartiger Satze tritt hervor, wenn
man entweder eine arithmetische Mannigfaltigkeit als Sub-

Fig. 78.
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strat wahlt oder eine lineare Mannigfaltigkeit geometrischer

Gebilde.*) Nun ist das erstere ohne Zweifel logisch einfacher;
aber die arithmetische Methode mufs sich immer auf eine

bestimmte Darstellungsform der Wertgebiete stiitzen (schon
das Wertgebiet einer Geraden im Raum kann in mannig-
facher Weise dureh zwei Gleichungen dargestellt oder aus

zweien seiner Punkte abgeleitet werden), wodurch ubernussige
Elemente in die Untersuchung hineingetragen werden. Da-

gegen operiert die synthetische Methode nur mit den Ge-

bilden selbst, und gewifs hatte der Satz 185 durch Rechnung
im Gebiet von fiinf Veranderlichen nicht so einfach bewiesen

werden konnen. Ja sogar eine gewisse Anschaulichkeit

teilen die synthetischen Methoden der mehrdimensionalen

Geometric mit der gewohnlichen Geometric
;

sie bezieht sich

freilich nur auf die stellvertretenden Vorstellungen (,,Surrogat-

vorstellungen&quot;, vergl. Beitr. z. Th. d. math. Erkenntnis,
Wiener S. B. Phil.-hist. Cl. Bd. 118, 26) gewisser anderer

Objekte.

Die Anwendung der mehrdimensionalen Geometric auf

die Geometric des Punktraums gestaltet sich nun so : Hat
man in irgend einer rc-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
unseres Raumes einen Satz der reinen Geometric der Lage
bewiesen, so projiziere man zuerst das Ergebnis in ein

dreidimensionales Gebiet G
B

innerhalb M oder schneide

mit 6r
3 ;

dann bilde man G
B

kollinear auf den Punkt-

raum ab, wodurch man einen Satz des Punktraums erhalt.

Hierbei hat man bei keinem Schritte den Boden der

gewohnlichen Geometric verlassen. Z. B. lafst sich der

Satz 185 sofort so interpretieren, dafs sich im Punktraum
drei Ebenen so aufeinander kollinear beziehen lassen, dafs

*) Da die Koeffizienten einer Form m-ter Ordnung in x, y in der

Anzahl 1 + 2 + 3 + . . . + (m -f 1)
= (

m &quot; 2
&quot;)

vorhanden sind, so

liefern die ebenen algebraischen Kurven m-ter Ordnung lineare Ge-

biete bis zum Grade n = (
m

&quot;J J
1. Die Interpretation der mehr

dimensionalen Geometric durch Systeme algebraischer Gebilde hat den

Vorzug, mit einem Schlage fiir eine beliebige Dimension zu gelten,
aber den Nachteil durch die Theorie des Imaginaren kompliziert zu

sein; dagegen bilden die reellen Komplexe fiir sich ein liickenloses

fiinfdimensionales Gebiet (vergl. auch MSynth. Gewinnung geom. lin.

Mf. beliebiger Dim/, Journ. f r. u. a. Math., Bd. 111).
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je drei entsprechende projektive Punktreihen dieselbe

Regelschar definieren.

Hat man in dieser Art die Methoden des ,,Projizierens

und Sehneidens aus hoheren Raumen&quot; logisch einwandfrei

begriindet, so braucht man natiirlich nicht jedesmal bei ihrer

Anwendung an ein Substrat zu denken, sondern kann geradeso

operieren, als ob die Schranken gefallen waren, die den

Konstruktionen in unserem Raume durch die begrenzte Zahl

seiner Dimensionen gesetzt sind. Aber man darf diesen

Standpunkt nicht von vornherein einnehmen oder gar durch

Hereinziehung metaphysischer Spekulationen (wie den Hin-

weis auf die mogliche Begrenztheit unserer Wahrnehmungs-
fahigkeit) stiitzen wollen.

Man hat iiberhaupt der mehrdimensionalen Geometrie

gegeniiber (ahnlich wie in der Theorie der imaginaren Ele-

mente) dreierlei Standpunkt eingenommen :

a) Man hat den Schritt, der von der Ebene zum Raume

fuhrt, per analogiam wiederholt und sich die Konstruktionen,
die fur die Ebene und den Raum gelten, so fortsetzbar ge-

dacht, als ob aufserhalb unseres Raumes noch Punkte auf-

hndbar waren, die man mit den Ptmkten unseres Raumes
verbinden kbnnte. Dieses Verfahren ist logisch unzulanglich,

obgleich es zu richtigen Ergebnissen fiihrt. Bestenfalls konnte

man nach dieser Methode hypothetisch sagen : Wenn es irgend
welche hoheren Mannigfaltigkeiten gabe, fur welche die

Analogieen, von denen man ausgeht, verwirklicht waren, so

wiirden auch die weiteren Satze gelten, die daraus folgen.

Dies reicht aber nicht hin, um die mehrdimensionale Geo
metrie auf die gewohnliche Geometrie anzuwenden

;
da mufs

man solche Mannigfaltigkeiten wirklich autweisen, sich also

entweder auf die arithmetischen Gebiete oder die linearen

Systeme geometrischer Gebilde in unserem Raum stiitzen.

b) Man hat es abgelehnt, die Vorstellungsweisen und

Methoden, welche heute die mehrdimensionale Geometrie

ausmachen, iiberhaupt zu verwenden und es vorgezogen,

jedesmal, wenn lineare Systeme geometrischer Gebilde auf-

treten, unmittelbar die ursprimgliche reale Bedeutung fest-

zuhalten, welche derartige Untersuchungen haben konnen

(Sturm, Vorrede z. III. Bd. der Liniengeom.). Dieser Stand

punkt ist logisch korrekt, aber unzweckmafsig. Denn man
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giebt so den Vorteil auf, ein und dasselbe Schema auf viele

Untersuchungen anwenden zu konnen, die sonst in jedem
Einzelfall durchgefiihrt werden miifsten. Auch 1st der Vor-

wurf unzutreffend, die mehrdimensionale Geometrie ersetze

,,das Anschauliche durch das Nichtanschauliche&quot; (Sturm,
a. a. 0.). Vielmehr zeigt schon unser einfaches Beispiel,
wie anschaulich man mit den Begriffen der mehrdimensionalen

Geometrie umgehen kann; ja sogar durch schematische

Zeichnungen wird man gefordert, ahnlich wie in der Theorie

der imaginaren Elemente.

c) Man hat die Methoden der mehrdimensionalen Geo
metrie auf eine der beiden Arten begriindet, die schon am
Schlufs von a) angefiihrt wurden. 1st dies ein fiir allemal

geschehen, so ist damit nachtraglich der Standpunkt a)

legitimiert und man wird nun, um der Vorteile jener
Methoden teilhaftig zu werden, nurmehr mit den abstrakten

Begriffen der ,,Punkte, Geraden, . . . eines vier- oder n-

dimensionalen Kaumes&quot; operieren. Diese Worter sind durch-

aus nicht uberflttssig, sondern dienen der Okonomie des

Denkens ebenso, wie die Ausdriicke in der Theorie der

imaginaren Elemente. Diesen Standpunkt c) haben auch

wir eingenommen und suchten ihn in moglichst elementarer

Weise auf dem hierzu vorziiglich geeigneten Boden der

Liniengeometrie zu entwickeln.

Die Fahigkeit, die Methoden der mehrdimensionalen

Geometrie zu gebrauchen, oder wie man mitunter sagt, ,,in

n Dimensionen zu denken&quot; hat sich in den letzten Jahr-

zehnten unter den Mathematikern immer mehr verbreitet und

ist heutzutage in den meisten Zweigen der Mathematik un-

entbehrlich gewordeu. Auch wir werden von nun an diese

Methoden gelegentlich verwenden.

Man vergleiche tiber den Gegenstand dieses Paragraphen
auch Killing, Grundl. d. Geom. I, Abschn. 3.

81. Allgemeine Komplexzeiger und Linienzeiger ;

Kleinsche Linienzeiger ; koreciproke Gewinde.

Wir haben bisher immer die Verhaltnisse der in 49
definierten sechs Zahlen, die wir jetzt x

l ,
. . . XQ nennen, als

Komplexzeiger verwendet Dabei driickte die Beziehung

37) w (x)
== 2 0, x + x^ xb + z

3
ar
e )
=



ttl. Allgemeine Komplexzeiger und Linienzeiger etc. 319

aus, dafs der Komplex x ein spezieller 1st, und dann konnten

seine Zeiger auch als Zeiger seines Tragers betrachtet

werden; die Beziehung
6

38) a) 0, x
)
= 2ask 4 + s

=

zeigte die Involution der Komplexe x und x an. Nun
konnen wir durch eine lineare Transformation

39) QXi = 2aik yk (i=l,...6)
k=i

deren Determinante
|

aik = A wir von Null verschieden an-

nehmen, die Verhaltnisse der Wertesextupel x und y ein-

ander gegenseitig eindeutig zuordnen. Neben 39) stellt sich

40) oyk = A ik Xi (fc=l, ...6)
i= 1

wobei die Aik die Unterdeterminanten von A oder ihnen

proportional sind. Dann ist ein Komplex durch die Yer-

haltnisse der sechs Zahlen y ebenso bestimmt, wie durch

die
as, gleichgtiltig, ob sich die Transformation 39) als

Zeigeranderung deuten lafst ( 40) oder nicht und gleich-

giiltig, ob die aik reell oder komplex sind. Wir nennen die

y allgemeine Komplexzeiger.
Setzt man in die Form w (a) die Ausdrucke 39) ein, so

erhalt man eine quadratische Form Q(y). Die Gleichung

41) ^(y) =
bedeutet, dafs die y nun Zeiger eines speziellen Komplexes r

d. h. Linienzeiger sind; wir nennen sie allgemeine
Linienzeiger. Analog geht 38) in eine andere bilineare

Bedingung Uber:

Es ist identisch:

6 d to (x]
2 w (x, x )

= v

42)

d xi

Man kann zeigen, dafs ebenso

6 dQ(v
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Die Form auf der rechten Seite heifst Polarform der

Form Q(y). Entsprechen sich namlich die Wertesysteme x
und

?/, ebenso die Systeme x und y ,
so entsprechen sich

wegen der Linearitat der Transformationsgleichungen auch
die Systeme #,- -|- I x\ und yi -\- 1 y\ fur beliebige Werte A,

dafs also identisch

sobald man die x und x vermoge 39) durch die y und y
ausdriickt. Wir entwickeln beiderseits nach der Taylorschen
Reihe ftir sechs unabhangige Veranderliche :

co (x) +12A^L x . + i* w^

Nun wissen wir schon, dafs vermoge 39) identisch

1st. Es mussen also auch die beiden Summen identisch

ineinander ubergehen, von denen die auf der linken Seite

gleich 2 co (x, x ) 1st, wahrend wir dasjenige, in was diese

Form ubergeht, 2 8 (y, y ) genannt haben. Hiermit ist be-

wiesen (da die besondere Art der Form w und die Zahl der

Veranderlichen keine Rolle gespielt haben):

Satz 186 : Bei Transformation einer quadratischen
Form durch eine lineare Substitution geht gleich-
zeitig die Polarform der urspriinglichen Form in

die Polarform der neuen iiber.

Wenn die x und die y Linienzeiger sind, bedeutete das

Verschwinden eines #, dafs die Gerade eine Kante des

Grundtetraeders schneidet
(( 39, a)); also einem gewissen

speziellen Komplex angehort ; analog bedeutet jetzt y = 0,

dafs die Gerade y dem linearen Komplex

angehort. An Stelle der sechs Tetraederkanten sind also

sechs beliebige Komplexe, die ,,Fundamentalkomplexe&quot;
getreten.
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Man kann nun die a so wahlen, dafs die Form eine

besonders einfache Gestalt annimmt. Neben dem ursprung-
lichen Zeigersystem sind hierdurch die Klein schen Zeiger

(Math. Ann. Bd. II) ausgezeichnet,*) fiir sie ist (bis auf einen

etwaigen konstanten Faktor) :

43) (y)=jiyj.

Zu solchen Zeigern gelangt man z. B. sehr einfach

(Koenigs, Geom. reglee, Art. 75), wenn man mit Rticksicht

auf die Identitat

setzt :

^1+^4=^1 !

40a) ^
2 + a?

5
=

y, a?
a

x
b
= i y5

^3 + X
Q
=

y* xz~ x
^
= iy* 5

dementsprechend:

39a) ^
1
=
Y(y1 + *yJ, 4

= y (ft *
&)&amp;gt;

u - 8 - w -

Die Kleinschen Zeiger kbnnen naturlich nicht durch

ine reelle Transformation erreicht werden; wohl aber

kbnnen (wie hier) samtliche Fundamentalkomplexe reell sein.

Aus ihren Gleichungen

x^ -\-
x = 0, a?

t
x =

u. s. w.

sieht man, dafs keiner von ihnen speziell ist und je zwei

involutorisch liegen. Diese beiden Eigenschaften gelten ?
wie

wir jetzt zeigen wollen, auch fur die allgemeinsten Klein

schen Zeiger z. Man erhalt sie, wenn man auf die y eine

*) Auf mehr synthetischem Wege hat De Paolis (Atti della

B. Ace. dei Line. Ser. IV, Bd. I, 1885) Komplexzeiger auf Grund yon
sechs koreciproken Gewindeu aufgestellt. Er nimmt einen ^Einheits-

komplex&quot;, analog dein Einheitspunkt des Grundtetraeders an und

kniipft daran auch die analogen Konstruktionen. Mit Hilfe der Aus-

dehnungslehre hat die koreciproken Gewinde Miiller (Monatsh. f. Math,
u. Phys. II) behandelt.

Zindler, Liniengeometrie. 21
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beliebige orthogonale Substitution S anwendet, d. h. eine
solche lineare Substitution, fiir welche identisch

1st. 39) und S setzen sich zu einer linearen Transformation
T zusammen. Auch ohne sie anzuschreiben, wissen wir

7

dafs co
(#,

as
) durch T in

44) a
(*,*&amp;gt;)

= 2* $
iibergeht (Satz 186 und Gleichung 42)). Die Gleiehungen
der Fundamentalkomplexe sind jetzt:

45) zi = (i
=

1, . . . 6).

Die Gleichung eines linearen Komplexes

2Al e3L
= Q

geht durch T in eine Gleichung

tiber, wobei sich die B ebenfalls linear durch eine Substitution

T aus den A zusammensetzen. Auch ohne T auszurechnen,
kann man behaupten, dafs

= SB*

und flir je zwei Keihen von Koeffizienten:

Denn ftir das urspriingiiche Zeigersystem x sind Koeffizienten

und Zeiger je nach der Wahl der Bezeichnung entweder
identisch oder werden es, wenn man die Indices mod 3

andert. Ob ein Komplex speziell ist oder mit einem anderen
involutorisch liegt, kann man also auch im System z an den
Koeffizienten seiner Gleichung erkennen. Nun erkennt man
an den Koeffizienten der Gleiehungen 45) :

Satz 187: Von den Fundamentalkomplexen eines
Kleinschen Zeigersystems ist keiner speziell und
je zwei liegen involutorisch.

Ball nennt zwei involutorische Gewinde (Schrauben)

reciprok und mehrere Gewinde, von denen je zwei involu

torisch liegen, koreciprok. Man kann sechs koreciproke Ge-
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winde auf folgende Art erhalten: Das erste A wahle man

beliebig, das zweite B im erganzenden Gebiet
( 78) A

von A beliebig, das dritte C im erganzenden Gebiet B
B
des

Bilschels AB beliebig, u. s. w.; schliefslich ist das seehste

eindeutig bestimmt.

Ein hervorragend einfaches System von sechs koreci-

proken Gewinden hat Ball (Theory of the Screws, Art. 41)

angegeben : Aus dem Ausdruck f iir das Moment zweier Ge-

winde in 52, Gleichung 55) entnehmen wir namlich

zunachst den

Satz 188: Wenn sich die Achsen zweier Ge-
winde senkrecht schneiden, oder wenn sie sich

beliebig schneiden (parallel sind) und zugleich die

Steigungen entgegengesetzt gleich sind, so liegen
die Gewinde involutorisch.

Hieraus folgt unmittelbar Balls System von ,,kano-
nischen&quot; koreciproken Gewinden:

Satz 189: Macht man jede Achse eines recht-

winkligen Zeigersystems zur Achse zweier Gewinde
mit entgegengesetzt gleichen Steigungen, so erhalt
man sechs koreciproke Gewinde.

Sechs koreciproke Gewinde bestimmen zu zweien
15 Strahlennetze, zu dreien 20 Regelscharen 9ft; diese und
die Brennlinien jener Netze stehen in mannigfachen Be-

ziehungen zu einander. Fiir das Studium dieser Konfigu-
r at ion miissen wir jedoch auf die schon genannte Abhand-

lung von Klein und auf Koenigs (a. a. 0. Art. 78, ff.)

verweisen. Ferner giebt jedes Strahlennetz zu einer ge-
scharten Involution Anlafs (Satz 116), jede 9ft zu einem

Polarsystem, deren es aber nur zehn giebt, weil je zwei

9ft zu einander Leitscharen sind (Satz 179). Mit Einrechmmg
der sechs Nullsysteme und der Identitat haben wir also

16 Korrelationen und 16 Kollineationen. Es zeigt sich, dafs

diese geometrischen Verwandtschaften eine Gruppe mit

zahlreichen Untergruppen bilden (Sturm, Liniengeom. I,

Art. 175, ff.).

Die Verhaltnisse der y sind homogene Zeiger einer

funfdimensionalen Mannigfaltigkeit. Innerhalb dieser werden
die Geraden durch die quadratische Gleichung

o

21*
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ausgeschieden (auf deren spezielle Gestalt es nicht welter

ankommt), ahnlich wie im Punktraum durch eine quadratische

Gleichung eine Flache zweiter Ordnung ausgeschieden wird.

Man kann also auch sagen, dafs die Liniengeometrie darauf
hinauskomme (wenigstens die projektive), die Geometric
einer vierdimensionalen quadratischen Mannig
faltigkeit M im funfdimensionalen Raume zu ent-

wickeln (Klein, Math. Ann. V). Auch Segre hat diese

Auffassung fur die Liniengeometrie verwertet (Mem. dell Ace.

di Tor. Ser. II, Band 36). Nach ihr wird z. B. M von den

Komplexbiischeln mit speziellen Tragern ,,beriihrt
u

.

82. Die Achsenmannigfaltigkeiten der linearen

Komplexgebiete vierter und dritter Dimension.

Wenn wir nach 74 jeden Komplex durch einen Stab

darstellen, so werden die Achsen der Komplexe eines linearen

Gebietes eine Stabmannigfaltigkeit bilden, welche dasKomplex-
gebiet selbst vollkommen reprasentiert, wenn das Vorzeichen

jedes Stabes bekannt ist. Wir haben von diesen Stab-

gebilden bisher nur die Stabflache des Komplexbtischels

genau diskutiert
( 74, 75). Unser nachster Gegenstand ist:

I) Der Stabwald @ des Komplexgewebes.
Er besteht aus den Staben samtlicher Komplexe (7,

die

zu einem gegebenen O reciprok sind (Satz 172), kann also

nach 52 durch die Gleichung

46) (I -f- f )
cos w d sin a)=

dargestellt werden, wobei f konstant, f, d, a&amp;gt; veranderlich

sind. Wenn nun die Zeiger des Stabs von C, al die des

Stabs von C sind, so konnen wir die entsprechende Stab-

gleichung unmittelbar aus 52, Gleichung 53) entnehmen:

47) . (f + f) *{ + 2cti i 3 J
= 0.

i i

Dabei mufs, damit die Stabe die gehorige Lange haben,
nach Satz 48 sein:

48) I = ya2 I a2 I a2
7

f=
-|^a 2 _L a 2

_j_ ff
2
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Schafft man in 47) das Wurzelzeichen uber den verander-
lichen Grofsen weg, so kommt man auf eine Gleichung
vierten Grades in den ;.

Satz 190: Der Stabwald @ des Komplexgewebes
ist vom vierten Grade.

Urn ihn naher zu untersuchen, legen wir das Zeiger-

system so, dafs der Stab a\ in die Z-Achse fallt, also aufser

3 alle a Null werden. Dann lautet die Gleichung von @:

49) (f + r)a8 +a6
= 0.

Wahlen wir von @ diejenigen Stabe aus, fiir welche f einen

bestimmten Wert hat, so sehen wir:

Satz 191: Der Stabwald lafst sich nach der

Lange seiner Stabe in oo
1 Gewinde mit gemein-

samer Achse zerlegen.*)

Fig. 79.

Diese Achse ist hier die Z-Achse
;

fallen wir auf sie

aus einem Punkte P die Normale n mit dem Fufspunkt A
T

,

so folgt:

Satz 192: Die Flache vierter OrdnungT^, die
dem Punkt P durch @ nach Satz 67 zugeordnet ist,
lafst sich dadurch erzeugen, dafs ein Kreis mit
veranderlichem Halbmesser r, dessen Mittelpunkt
stets in P liegt, sich um n dreht.

*) Dieser Satz und die analogen fiir die anderen Achsenmannig
faltigkeiten linden sich (in anderer Form) bei D Emilio, Gli Assoidi ...

(Atti del Ist. Yen. (6), 3, b; 1885).



326 VI. Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe etc.

Die Abhangigkeit zwischen r und der Stellung der
Kreisebene entnehmen wir aus 46):

51) tang 10 = ~
.

Dabei kann d (nach 12, b) stets positiv gezahlt werden;
aber dann 1st der Drehungssinn fur

durch NP als positive Halbnormale der Stellung (f, I) be-

stimmt. Da auch negative Werte I Bedeutung haben, mufs
r das ganze Intervall oo

...-(- oo durchlaufen. Eine an-

schauliche Vorstellung des ,,Pektenoides&quot; F erhalten wir,
wenn wir durch P cine Ebene E senkrecht zu PN legen
und mit F schneiden. Dann ist 51) oder

52) r = d tang w t

die Polargleichung der Schnittkurve. Die Polarachse ist

parallel zur Z-Achse
;

die letztere liegt im Abstand d
hinter der Zeichenebene Ef

. Aus dem Grenzwert, den
Tt= r cos a) = d sin w ! cos a&amp;gt; ftir to = + -~- annimmt,

sieht man, dafs die Kurve die beiden Geraden + d zu

Asymptoten hat. Die Figur ist fur positives I gezeichnet
2

(und zwar fur f = d). Wenn T der Punkt ist, der am
o

weitesten von der Asymptote absteht, so ist TP auf der

Tangente t im Ursprung P senkrecht; t ist bestimmt durch

tang a) = t :d. Die vollstandige F entsteht, wenn man
ftir jeden Punkt A der Kurve PB= AP macht und tiber

AB als Durchmesser einen Kreis beschreibt, dessen Ebene
auf der Zeichenebene E senkrecht steht. Es gentigt jedoch
aus einem ahnlichen Grunde, wie beim Stabcylindroid (wo
nur die Halfte der charakteristischen Kurve zu nehmen war),
co nur das Intervall . . . TC durchlaufen zu lassen, dem-
nach nur den Halbkreis sich bewegen zu lassen, dessen Pro-

jektion die Strecke AP doppelt iiberdeckt. Dem Intervall

Tt
w

o &amp;lt;C
w

&amp;lt;C
-9&quot;

entsprechen Stabe mit positivem Vorzeichen,

also links gewundene Komplexe, den beiden anderen Inter-

vallen rechts gewundene. Eine Abbildung des Pektenoids
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findet sich in Balls Theory of the Screws, Art. 236. FUr

d=0 sieht man unmittelbar (vergl. Satz 188), dafs Ft
in

eine Kugel und eine (doppelt zu zahlende) Ebene zerfallt.

Eine mechanische Deutung erhalt diese Unter-

suchung, wenn wir uns f als Bild einer Windung W vor-

stellen. Dann 1st der Stabwald aller I nach Satz 96 die

Darstellung aller Dynamen, unter deren Einflufs ein Korper,

der nur die Windung W auszufUhren die Freiheit hat, im

Gleichgewicht bleibt. Die Untersuchung gilt auch fur

f= 0, d. h. wenn W sich auf eine reine Drehung reduziert.

Dagegen miissen wir fur f= oo (W eine Translation) auf

Gleichung 54 a) des 52 zuriickgehen. Setzen wir dort

jfc =0, so erhalten wir k cos w = als Bedingung dafttr,

dafs eine Byname (&, m) bei der Translation keine Arbeit

leistet. besteht jetzt aus alien Staben, welche zur

Z-Achse senkrecht sind und aus alien unendlich fernen

Staben, d. h. Drehmomenten, ein Ergebnis, das mechanisch

selbstverstandlich ist.

Natiirlich ist auch die duale Deutung moglich: Man
kann unter F das Bild einer Dyname D verstehen; dann

stellt der Stabwald alle Windungen dar, die ein Korper aus-

ftthren kann, ohne dafs D dabei Arbeit leistet. Insbesondere

stellen die Stabe t von der Lange Null, deren Richtung auf

die Beruhrungsebene des Pektenoids beschrankt ist, die

(schon M obi us bekannten) Drehungsachsen dar, fttr

welche D das Gleichgewicht nicht stort.

II) Der Stabkomplex ( des Komplexgebiisches.

Ein Komplexgebusch kann dadurch defmiert werden,

dafs es zu einem Komplexbuschel 35 das erganzende Gebiet

ist. Indem wir die Bezeichnung ,,reziprok&quot;
yon den Komplexen

und Schrauben auf die sie darstellenden Stabe tibertragen,

konnen wir sagen : Wir haben alle Stabe zu suchen, die zu

den Staben der Stabflache % von 53 reciprok sind; es
^ge-

nttgt hierzu, dafs sie zu zwei Staben I
,!&quot;

von gf reciprok sind.

a) Fur den Hauptfall, dafs g ein eigentliches Cylindroid

ist, nehmen wir die Stabe der Hauptkomplexe als f und f&quot;

und setzen wie in 74 voraus, f liege in der X-, T in

der Y-Achse. Wir umfassen damit aufserdem den Fall a)

des Satzes 154 (f =f&quot;). Nennen wir I den veranderlichen
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Stab der zu F und F reciprok sein soil, so mtissen seine

Zeiger die Gleichungen

53) (f+ f) l + i
=

0, (f+ !&quot;) 2+ 6
=

erfullen, die aus 49) durch eyklische Vertauschung hervor-

gehen. Dabei ist wieder:

Um den Tragerkomplex $ von ( zu linden, haben wir nach
Satz 71 aus den Gleichungen

das zu eliminieren. Dies giebt als Gleichung von X:

54) (F
-

f
&quot;) ffl , + 2 4

-
a, B

- 0.

Satz 193: Die Achsen der Komplexe eines

Komplexgebiisches bilden einen quadratischen
Komplex X.

54) wird immer durch
x
=

2
=

erftillt; d. h. der

Komplexkegel jedes Punktes enthalt die Parallele p zum

Hauptstrahl des Strahlennetzes von S3 (zur Doppellinie des

Cylindroids g). Die Gleichungen 53) stellen (S als Schnitt

zweier Stabwalder dar; es folgt also aus Satz 191:

Satz 194: ( lafst sich nach der (mit Vorzeichen

behafteten) Lange seiner Stabe in oo 1 Strahlennetze
zerfallen.

Die Gleichungen eines solchen ftir die Lange l= r sind :

55) (r+*K+4= &amp;gt; (^+n 2 + 5-o.

Wir suchen den Stab des Netzes, der durch den Punkt

P ==
(x j y ,

z
} geht. Bezeichnen wir mit A, ^ v seine

Kichtungskosinus, so ist

56) a^=xaf=+_ Xr, cf
4
= y

r

z y

u. s. w.

Die Gleichungen 55) gehen iiber in
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somit:

57) A : /u : v

Halten wir P fest, so haben wir hiermit den Komplex-
kegel & als Stabflache dargestellt, indem wir nun die Richtung
des Stabes als Funktion seiner Lange kennen. Fiir r = oo wird
A : v=

(LI
: v= 0. Also 1st p Asymtote der ,,charakteristischen

Kurve&quot;, auf der die Endpunkte der Stabe liegen; r hat das

ganze Intervall -f- oo . . . oo zu durchlaufen. Bei r =
geht die Kurve durch die Kegelspitze, wobei die zugehorigen
Schrauben den Sinn der Windung andern.

Vermoge 56) wird aus 54):

58) (A
a+ .**)

z lii (f f&quot;) + Ivaf iivy^O.

Man kann dies als Gleichung der Schnittkurve U von $ mit

der unendlich fernen Ebene in den homogenen Zeigern
A : ^ : v auffassen. Soil II in zwei Gerade zerfallen, so

mufs sein:

2 z
(I&quot; f)

(!&quot; f) 2* y
a -y

oder

Satz 195: Die Komplexkegel von & zerfallen in
zwei Ebenen fur die Punkte desjenigen Cylindroids,
das zum reciproken Komplexbuschel gehort.

Es hat keine Schwierigkeit, mit Hilfe von 56) und 57)
die Zeiger a?, y, z eines Punktes der charakteristischen Kurve
als Funktion von r darzustellen.

Bei den analogen Untersuchungen der itbrigen Falle
konnen wir uns kurzer fassen:

b) In den Fallen
/*)

und y) des Satzes 154 besteht g
aus lauter parallelen Staben. Einen derselben I verlegen
wir in die Z-Achse; ein anderer f soil die Y-Achse im
Punkte y = y schneiden. Dann sind die von Null ver-
schiedenen Zeiger von I&quot;:
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und die Gleichungen von (:

59) (!+ rK + 6
=

o&amp;gt; (f --f) 8 +&&amp;gt;i==o,

die letztere zugleich die des Tragerkomplexes X, der hier

linear und singular mit unendlich ferner Achse ist.

c) Im Fall e) des Satzes 154 verlegen wir b in die

Z-Achse und erhalten:

Beide Gleichungen konnen nur durch
3
=

6
== er-

fiillt werden, was nach Satz 46 mechanisch selbstverstand-

lich ist. Der Komplex ( besteht hier aus alien Staben,

die auf den Strahlen eines Normalennetzes liegen.

d) Ist endlich der Trager des Komplexbiischels $
singular, so sind alle Komplexe singular, und ihre Achsen

bilden ein ebenes Btischel. Liegen sowohl dessen Ebene E
als dessen Scheitel S im Endlichen, so kann man dies als

Grenzfall des Falles a) auffassen, wenn man dort in den

Ergebnissen f = I&quot; werden lafst. Liegt E im Endlichen,

aber nicht -S, so lasse man im Falle b) f =f&quot;=0 werden.

Liegen endlich sowohl S als E im Unendlichen, so kann

man das Komplexbuschel durch alle Translationen versinn-

lichen, die auf einer bestimmten Richtung Q senkrecht stehen.

Denn zu jeder Translation gehort ein singularer Komplex
mit unendlich ferner Achse. Man kann nun entweder un-

mittelbar die Dynamen suchen, welche bezuglich dieser Be-

wegungen keine Arbeit leisten oder aus der Diskussion des

Falles f= oo unter I) entnehmen, dafs @ aus alien Staben

besteht, die durch den unendlich fernen Punkt von gehen.

83. Die Stabkongruenz Cf] des Komplexnetzes.

A) Die Stabflache eines Komplexbuschels konnten wir

im Hauptfall durch zwei sich senkrecht schneidende Stabe f, I

bestimmen ( 74). Legen wir das Zeigersystem wie dort

und fttgen einen dritten Stab I&quot; in der Z-Achse hinzu, so

definieren die drei sich senkrecht schneidenden Stabe jeden-

falls ein Komplexnetz 9?. Es fragt sich nur, ob dieses all-

gemein ist. Die Konstantenzahlung wurde es vermuten
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lassen;*) um es zu entscheiden, berechnen wir die Regel-
schar $1 der singularen Komplexe in

Sft,
das durch die drei

Komplexe

60) p,+ t Pl
=

0, p, + l&quot;p,
=

0, p, + l
&quot;p,
=

bestimmt 1st. Um die Punktgleichung von 9^ fiir ein be-

liebiges Komplexnetz zu finden, baben wir auszudrucken,
dafs ein Punkt P=(#, y, z) auf einer gemeinsamen Linie

der drei definierenden Komplexe

61) 0^ + 3
=

0, 2fyp&amp;lt;+ 3 = 0, 2cipi + 3
=

Q,

liegen soil. Die Bedingung fiir die Incidenz von P und p
war durch die vier Grleichungen 40) in 38 ausgedruckt,
unter denen jedoch nur zwei unabhangige waren. Es mussen

also fiir einen Punkt P von SR zwei von diesen Gleichungen,
die drei Gleichungen 61) und

62) w(p) = Spipi + 3
= Q

zusammen durch Werte p erfullbar sein. Statt 62) konnen

wir aber auch die beiden anderen der erwahnten Gleichungen 40)
hinzunehmen. Denn die Vertraglichkeit der Gleichungen 40)

bringt von selbst die Erfullung von 62) mit sich, weil in

der Determinante von 40) der Faktor w (p) enthalten ist.

Also haben wir 7 lineare homogene Gleichungen in den p.

Die 7 Determinanten sechster Ordnung aus der Matrix ihrer

Koeffizienten mussen verschwinden. Von den Gleichungen,
die wir so erhalten, sind die vier, welche die drei Reihen

a, b, c
tt enthalten, Equivalent, weil die Gleichungen 40)

durch Anderung der Bezeichnung in einander iibergeftihrt

werden konnen, die anderen drei identisch erfiillt, weil

sich sonst eine Bedingung dafur ergabe, dafs ein Punkt

auf einem gemeinsamen Strahl zweier Komplexe liegt.

Es bleibt also eine einzige Bedingung fur P iibrig, die

sich in unserem Falle (mit Weglassung der ersten Zeile

der Matrix) auf

*) Ein Komplexnetz ist als Ebene eines fiinfdimensionalen

Eaumes von 3.5 3.2 = 9 Konstanten abhangig; ebensoviel

schliefst die Wahl dreier Stabe in sich, die ein rechtwinkliges
Dreikant bilden.
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63)

I&quot;

i
&quot;

I

reduziert. Durch Entwickelung nach den drei letzten Zeilen

erhalt man:

63 a) f I&quot; f
&quot;+ !

x\ + f&quot;J + l
&quot;x\

= 0.

Die bisherige Rechnung gilt fiir ein beliebiges Zeigersystem ;

ftir unser rechtwinkliges sind x^ #
2 , ic^ x durch 1, #, y, z

zu ersetzen ( 31). Also 1st die Gleichung von SR:

64\
^

i
y

i _f__LI _ ou*/ f f &quot;

t&quot;

f

t
f f f

/r

Dies 1st eine imaginare Flache oder ein Hyperboloid, je
nachdem a) alle drei Grofsen I gleichbezeichnet sind ft)

oder nicht

Satz 196: Wenn die singulare Flache F^ eines

Komplexnetzes 9^ eine eigentliche Mittelpunkts-
flache zweiten Grades ist, so lafst sich 9^ durch
drei Komplexe definieren, deren Achsen in die

Hauptachsen von F^ fallen.

Wir haben also mit unserer Annahme in der That den

Hanptfall, die ,,allgemeinen&quot; Komplexnetze, getroifen.

Andern wir bei alien drei ! das Vorzeichen, so erhalten wir

nach Satz 189 das erganzende Gebiet von 9^, von dem wir

schon wissen (Satz 179), dafs es dieselbe singulare Flache

besitzt, was sich hier bestatigt. Aus den Zeigern

der drei ,,Hauptkomplexe&quot; des Netzes setzen wir die eines

beliebigen vierten Komplexes d nach der Formel

di = Idi -f fibi -f- vci (i
=

1, . . . 6)
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zusammen :

d
l
= A cL = (A cL = v

j * j *&quot; j *nt

und berechnen nach Satz 88 die Steigung I von d und die

Linienzeiger a* seinerAchse. Dabei konnen wir A 2
-|-ft

2
-|-j&amp;gt;

2=l
voraussetzen, d. h. diese Grofsen als Richtungscosinus der

Achse deuten.

66)

67)
(U4__^_ t; us_^ _

i} ue_^ _

Die Gleichungen 67) stellen einen Einheitsstab auf der

Komplexachse vor, wahrend 66) die Lange des darstellenden

Stabes von d angiebt. 67) stellt also die Achsenkongruenz C
von 9^ ohne Riicksicht auf die Steigungen der Komplexe
d. h. als Liniengebilde dar, dagegen 67) und 66) zusammen
als Stabkongruenz. Drucken wir aus, dafs der Stab 67)
mit dem Punkt

(a?, y, z) incidiert, so erhalten wir aus den

Gleichungen 40) des 38, wenn wir zur Abkiirzung

f_ | = &amp;lt;5

,
u. s. w.

setzen

68)

69)

Aus 69) folgt

70)

f-l z -y
-z r ! x

y -x ri
zur Bestimmung von I,

worauf jeder Wurzel eindeutig eine

Richtung l\y.\v zugeordnet ist. Drucken wir aber aus, dafs

der Stab 67) mit der Ebene (M, v, w] incidiert, so folgt aus

den Gleichungen 39) des 38 analog:
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70 a) d w 1 6&quot; u
&quot;

1

0.

Diese Gleichung 1st in ! nur vom zweiten Grad: also:

Satz 197: Die Achsenkongruenz eines all-

gemeinen Komplexnetzes ist von der dritten Ord-

nung und zweiten Klasse.

Ftir die unendlich fernen Punkte ist jedoch immer nur
einer der durchgehenden Strahlen reell, weil durch 67) die

Zeiger eindeutig als Funktionen der Richtung gegeben sind.

Aus 67) leiten wir drei Gleichungen ab, die fiir ein kon-

stantes f linear sind :

71) a4
=

!,&amp;lt;} ,
a6 =a2 &amp;lt;5&quot;,

ae
= a

s
cT .

Aber das Schnittgebilde dreier linearer Komplexe ist

eine Regelschar, also:

Satz 198: Die Achsenkongruenz eines all-

gemeinen Komplexnetzes lafst sich nach der Lange
ihrer Stabe in oo

1
Regelscharen zerfallen.

Die Gleichungen dieser Regelscharen konnen wir ebenso,
wie vorher die Gleichungen von F^ finden. Aber wir sehen
aus dem Anblick der Formeln, dafs wir nur im Ergebnis
I ! u. s. w. an Stelle von f u. s. w. zu setzen brauchen.

Also ist

o

o&amp;gt;

i
__ y

&quot;

(! !&quot;)(! f&quot;)

z i

(f_f)(f_f)
+ 1 =

die Gleichung dieser Regelflachen (naturlich ist F2 selbst

darunter fur 1 = enthalten). Sie stellt fiir alle Werte f

ein System koaxialer Flachen dar, das neben imaginaren
Flachen in der That nur Hyperboloide enthalt Wir trennen
die Falle:

a) Z. B. seien alle drei Hauptstabe positiv. Wir konnen
immer voraussetzen, der von mittlerer Lange liege auf der
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Y-Achse, miisse aber dann, um das Zeigersystem als solches

erster Art zu wahren, zwei Falle zulassen:

!
&amp;lt; !&quot;&amp;lt;

f
&quot;

oder f
&amp;gt; t&quot;&amp;gt;

f &quot;.

Es gentigt, einen, etwa den ersten, zu diskutieren: Wir
erhalten reelle Flachen fiir die Intervalle t

&amp;lt;^
I

&amp;lt;
I&quot; und

F f f
&quot; und setzen im ersten Intervall :

73)

Dann sind ai, 6, c der Keihe nach die drei Haupt-
achsen des Hyperboloides H. Lassen wir ! gegen I ab-

nehmen, so umschliefst H immer enger die X-Achse
;
lassen

wir es aber gegen I&quot; wachsen, so nahert sich der

Asymptotenkegel von H der YZ-Ebene, wahrend gleichzeitig
die Kehlellipse in dieser Ebene sich einer bestimmten end-

lichen Strecke auf der Y-Achse nahert. Lafst man f das

Intervall f &quot;. . . !&quot; abnehmend durchlaufen, so beginnt dieser

zweite Teil der Schar von Hyperboloiden mit solchen, welche

die Z-Achse eng umschliefsen und schliefst mit solchen,
deren Kehlellipsen derselben Strecke wie frtiher, aber dies-

mal in der XY- Ebene sich nahern. Danach kann man
sich eine anschauliche Vorstellung ttber die Verteilung der

Stabe in dieser Kongruenz bilden.

Im Falle
/?) andert sich an der vorstehenden Diskussion

gar nichts, nur dafs eins der Hyperboloide zur singularen
Flache F% wird. Ubrigens sieht man aus 72), dafs wenn
man alle drei Grbfsen f, I&quot;,

I
&quot; um denselben Betrag andert,

die Flachenschar dieselbe bleibt; nur verschiebt sich die

singulare Flache innerhalb der Schar, und tiberhaupt sind

die einzelnen Flachen den Werten ! anders zugeordnet. Ein

analoger Umstand trat schon beim Cylindroid auf und gilt

fur die Achsenmannigfaltigkeit eines linearen Komplex-
gebietes belie biger Dimension. Denn da in der Bedingung
fiir die Keciprocitat zweier Komplexe

(I -f- f) cos w d sin co=
nur die Summe der Steigungen auftritt, so folgt (Ball):

Wenn man die Steigungen aller Komplexe eines linearen
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Gebietes um den gleichen Betrag (mit Beibehaltung der

Achsen) vermehrt und gleichzeitig die Steigungen aller

Komplexe des erganzenden Gebietes um denselben Betrag

vermindert, so ist nach wie vor jeder Komplex des einen

Gebietes zu jedem des anderen reciprok. Aber auch die

Gebiete miissen, weil sie ihre Dimension beibehalten haben,
linear geblieben sein (vergl. Satz 175).

Satz 199: Jede Achsenmannigfaltigkeit eines
linearen Komplexgebietes gehort noch zu oo 1

anderen Gebieten derselben Dimension. Die zu-

gehorigen Stabgebilde gehen aus einem derselben

hervor, indem man die Langen aller Stabe um
gleichviel andert.

Wenn f = I&quot; ist, bleibt nur der zweite Teil der Schar

H iibrig, die jetzt aus Umdrehungshyperboloiden besteht.

Besonders bemerkenswert ist der Fall f I&quot; I &quot;. Hier

folgt aus 66), dafs alle Stabe gleich lang sind und aus 67),

dafs sie durch den Ursprung gehen. In der That kann man
dies auch synthetisch folgern : Denn f, t&quot; bestimmen nach

Satz 154, a) ein Buschel von Staben konstanter Lange. Ver-

binden wir einen veranderlichen Stab desselben mit
f&quot;,

so

erhalten wir oo
1 solche Buschel, welche die Kongruenz

ausmachen.

Satz 200: Zu den Komplexnetzen gehort auch die

Gesarntheit der Komplexe konstanter Steigung,
deren Achsen sich im selben Punkte schneiden oder
in derselben Ebene liegen.

Der letzte Teil des Satzes erhellt namlich durch eine

ganz analoge Konstruktion. Die erganzenden Netze bestehen

in diesen Fallen aus alien Komplexen entgegengesetzter

Steigung mit denselben Achsen.

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuruck und richten

unser Augenmerk auf den Fall, wo I gleich einem der Haupt-
stabe wird, z. B. I I . Die Gleichungen 71) werden hier:

a4
=

0, a5 =a2 (f -f), a6
= a3 (f&quot;-f).

Die letzten beiden Gleichungen definieren ein Strahlen-

netz; von ihm sind jene Strahlen herauszusuchen, welche

die X-Achse schneiden, die aber selbst zu den Strahlen des

Netzes gehort. Die Regelflache zerfallt also hier in zwei
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(reelle oder imaginare) Strahlbiischel, wie wir das schon
ofter antrafen.

Die G-leichungen ihrer Ebenen erhalt man aus 72),
wenn man zuerst von den Nennern befreit und dann I

spezialisiert, z. B. fur I = I&quot;

&quot;

I&quot;

Man sieht: Von den drei unter den Regelscharen vor-

kommenden Strahlbiischelpaaren sind zwei imaginar, eins
reell. Die Entfernungen der Scheitel vom Ursprung sind

gleich den Grenzwerten, welche die auf derselben Zeiger-
achse gelegenen Hauptachsen der Regelflachen annehmen,
also z. B. fur f = f&quot;:

e
2
= /(f

&quot;

I&quot;) (I&quot;
f) .

Wir bestatigen dies, indem wir aus 69) und 70) alle

Strahlen der Kongruenz suchen, welche durch den Punkt

0, e
2 , gehen. 70) ergiebt hier:

*&quot;(&quot;+
= 0.

Fur 6&quot;= oder I = I&quot; wird in der That p unbestimmt
und v : I reell. Wir bekommen das uns schon bekannte
Strahlbuschel. Die Gleichung

hat nochmals die Wurzel 1 =
1&quot;,

aber aufserdem :

l l t +V?,
wofiir n = Q und v : A reell wird. Durch die Scheitel der

Bttschel geht also noch ein im Biischel nicht enthaltener

Strahl der Kongruenz. Also :

Satz 201: Die allgemeine Achsenkongruenz Cf
}

kann auch bestimmt werden durch ein Biischel von
singularen Komplexen und ein Gewinde, dessen
Achse durch den Scheitel des Buschels geht.

Wenn nun unter den drei Hauptkomplexen des Netzes
ein singularer ist (z. B. f= 0), so zeigt die Achsenkongruenz
und die Schar H an und fiir sich gar keine Besonderheit

Zindler, Liniengeometrie. 22



338 VI. Die Mannigfaltigkeit der linearen Komplexe etc.

(Satz 199); nur riickt die Flache F
2 der Achsen der sin-

gularen Komplexe in eine zerfallende Flache der Schar H
ein (deren i. A. drei in der Schar vorkommen), und wir
haben den Fall A, b) des 79 vor uns.

Fur l= T zerfallt H in zwei Strahlbttschel nur, wenn
! {&quot; ist. Dagegen erkennt man ebenfalls aus 71), dafs

es sich fur f = f = f&quot; auf ein StrahlbUschel in der XY-
Ebene reduziert, und es liegt der Fall A c) des 79 vor. End-
lich haben wir fur f=f =f&quot;=0 einen Fall A, d] des 79.

Wir haben also nur noch die Falle zu untersuchen, wo
die Grundregelschar des Netzes (oder ihre Ausartungen)
gegen die unendlich feme Ebene ein besonderes Verhalten

zeigen, betrachten aber vorher die Beziehung der beiden

Kongruenzen (7, O zu einander, die durch ein Komplexnetz
$ft und das erganzende %l

f

definiert sind. Die analytische

Darstellung von Cr

geht aus der von C hervor, wenn man
in den Formeln gleichzeitig die Vorzeichen von f

, f&quot;,
f&quot;

andert. Die Flachenschar 72) andert sich dadurch nicht;
vielmehr gehort in jeder Flache der Schar die eine Regel-
schar zu (7, die andere zu (7, wie durch Satz 188 bestatigt
wird. Schneidet eine Gerade g zwei Strahlen t^ t

2 von C
senkrecht, so gehort sie zu (7; denn man lege durch einen

willkurlichen Punkt P von g einen Strahl t von C. Er ist

Achse eines Gewindes G von 9, dessen Steigung ! sei.

Lafst man nun g Achse eines Gewindes G mit der Steigung
f sein, so ist nach Satz 188 G sowohl zu G reciprok,

als auch zu den zwei Gewinden von 9?, deren Achsen auf

p 2 liegen. Also gehort G zu Sft .

Satz 202: Von den Achsenkongruenzen, die zu
zwei einander erganzenden allgemeinen Komplex-
netzen gehoren, ist jede das System der kiirzesten

Transversalen zwischen je zwei Strahlen der
anderen.

Fafst man aus der Schar 72) ein Hyperboloid und auf

demselben die Regelschar R von C heraus, so definiert die-

selbe schon oo 2
ktirzeste Transversalen, die demnach O an-

gehoren. Schneidet umgekehrt ein Strahl von C zwei

Strahlen &amp;lt;

,
&amp;lt;

2 von R reell, so mufs dies nach Satz 188

senkrecht geschehen; denn die zu s und t gehbrigen

Steigungen konnen nicht entgegengesetzt gleich sein, weil s

und t
l

auf verschiedenen Flachen der Schar liegen. Also:
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Satz 203: DasSystem der oo 2 kiirzesten Abstande*)
zwischen je zwei Strahlen einer Regelschar zweiter

Ordnung 1st abgesehen von Realitatsfragen mit der

Achsenkongruenz eines Komplexnetzes identisch.

B) Wir wenden uns zu den Fallen, wo in der Achsen

kongruenz eines Komplexnetzes N keine drei sich gegen-

seitig senkreeht schneidenden Strahlen vorkommen, das sind

eben die Falle, auf die wir bisher noch nicht gestofsen
sind (vergl. 79):

a) Wenn die Grundregelschar R von N auf einem

hyperbolischen Paraboloid P liegt.

b) Wenn N nach Art des Satzes 180 erhalten werden

kann, und zwar so, dafs a) einer oder (f)
beide Scheitel,

der Strahlbiischel, in welche R zerfallt, unendlich fern

liegen; in letzterem Fall kann 7) eins der BUschel selbst

unendlich fern liegen.

c) Wenn N nach Art des Satzes 181 so entsteht, dafs

der Scheitel S des Buschels singularer Komplexe unendlich

fern ist.

d) Wenn die Achen der Komplexe von N a) ein Biindel

mit unendlich fernem Scheitel oder
ft)

das unendlich feme
Feld erfullen (der Fall des Feldes im Endlichen ist durch

Satz 200 erledigt).

a) Wir haben unter A) gesehen, dafs dort unter den
Flaehen H zerfallende auftraten, die zum Ausgangspunkt
der Untersuchung hatten dienen konnen, was aber dort

keinen Vorteil geboten hatte. Ebenso ist hier zu erwarten,
dafs die Falle a) und b, a) identisch sind, weshalb wir
zuerst b, a) untersuchen. Nur den Fall, dafs P gleich-
seitig ist, nehmen wir seiner Besonderheit wegen voraus:

Die X- und die Y-Achse eines rechtwinkligen Systems
seien die Haupterzeugenden von P, und zwar letztere die-

jenige, welche in R enthalten ist. Dann ist die Leitschar
L von R der Ort der Achsen der singularen Komplexe von

*) Von diesem Ausgangspunkt hat Waelsch (Uber eine Strahlen-

kongruenz beim Hyperboloid, Wiener Sitzgsber. Bd. 95, II; 1887)
diese Kongruenz untersucht, zu deren Definition jede Flache der Schar H,
auch eine in zwei Strahlbiischel zerfallende, tauglich ist. S. auch
Demoulin, Applic. d uiie m6th. vect. etc. Bruxelles 1894.

22*
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N und kann durch die X-Achse, die unendlich feme Gerade
u der YZ-Ebene und eine Gerade I definiert werden, welche

die Y-Achse senkrecht schneidet

und init den anderen Achsen

gleiche Winkel bildet. Als von
Null verschiedene Zeiger a^ b^ GI

dieser drei Geraden kbnnen wir

der Reihe nach annehmen:

Fig. 80-
w - -

vg
_ v

4
- v

e
-

Die drei singularen Komplexe a, 6, c definieren 2V voll-

kommen, ebenso aber auch die drei Komplexe a&amp;lt;, b^

Gi bi at

-

d. h. wir brauchen von der letzten Zeile nur

beizubehalten :

C
3
= 1 C

6
= 1

und setzen nun die Zeiger eines beliebigen Komplexes von A^
nach der Formel

c?&amp;lt;

= A at -\- fi bt -\-vci zusammen :

74)

Die Aehse von d ist nach Satz 88 bestimmt durch:

75)

76)
a2
= 0, a

8
= v

Af, a6 =0, a6

Die Achsen genttgen also stets den drei Gleichungen

77) a2 =0, a6 =0,

von denen die ersten zwei das Normalennetz I der Y-Achse

definieren; die dritte stellt fiir konstantes f ein Gewinde

dar, dessen Achse in die Z-Achse fallt, das also aus S eine

Regelschar eines gleichseitigen Paraboloides heraushebt.

Satz 204: Die Achsenkongruenz eines Komplex-
netzes, dessen Grundregelschar R auf einem gleich
seitigen Paraboloid P liegt, besteht aus dem
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Normalennetz der Haupterzeugenden von R. Die

Kongruenz zerlegt sich nach der Lange ihrer Stabe
in oo

1

Regelscharen gleichseitiger Paraboloide, die

alle mit P die Haupterzeugenden gemein haben.

Eine dieser Regelscharen != 1 zerfallt in zwei

Strahlenbiischel, wovon das eine unendlich fernen Scheitel

hat (Fig. 80).

b, a). Zwei Strahlbiischel mit gemeinsamem Strahl

seien durch drei Gerade a, 6, c definiert, von denen sich

a, c schneiden, ebenso b, c, nicht

aber a, b. E, E seien die Ebenen
der Busehel und b unendlich fern

(Fig. 81). Wir verlegen den

Ursprung eines rechtwinkligen

Systems in den Scheitel des

Btischels (a , c) ,
die Z- Achse

nach c, die X- und die Y-

Achse in die Halbierungsebenen
der beiden Keile (E ,

E
).

Wenn wir schliefslich a i c

voraussetzen
,

konnen wir als

die von Null verschiedenen

Zeiger von a, 6, c annehmen:

hoc

Fig. 81.

= m

Wir konnen den Fall m = 1, wo E i E
,

als soeben erledigt
beiseite lassen und m

&amp;lt;^
1 voraussetzen, was darauf hinaus-

kommt, die X-Achse in den spitzen Keil zu verlegen.

a, b
t

c definieren als Achsen singularer Komplexe ein

Komplexnetz TV; ein beliebiger Komplex von N hat die

Zeiger:

78) O
4
=

t

um

und die Achse (Satz

79)

8
= V

d=0

= km
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wobei

_ 2A^m~
V(l + m*) + v*.

Die a geniigen den Gleichungen:

81) m^ a2
=

0, Ia3+ a6
=

0, 1(1 m 2

)a1 -)-a4 ma5
=

0,

die fiir ein konstantes ! eine Regelschar als Schnitt dreier

Komplexe darstellen. Ihre Gleichung in Punktzeigern erhalt

man durch eine ahnliche Rechnung wie unter A) als:

82) y
2 m*x- 2mfz+ !

2
(1 m 2

)
= 0.

Fur ! = erhalten wir das Ebenenpaar, von dem wir aus-

gingen, aber fiir alle anderen Werte I Paraboloide mit

gemeinsamen Hauptebenen E, E ]
sie haben alle dieselbe

Form; ihre Grbfse ist proportional Yl. Hiermit haben wir

eine anschauliche Vorstellung von der Verteilung der Stabe
im Raum. Die Gleichung 82) ist nur insofern noch speziell,
als die Stabe I = in die zerfallende Flache fallen. Wir
brauchen nur ! I statt I zu schreiben (Satz 199), damit

die Achsen der singularen Komplexe in eine allgemeine
Flache der Schar riicken:

y&quot;-?^ 2m z 9

$_l&amp;gt;y

-
j^=r|F + l&quot;-w

a==0.

Da die auftretenden Paraboloide allgemein sind, und durch

jedes von ihnen die ganze Schar bestimmt ist, so sehen wir

nachtraglich, dafs hiermit auch der Fall a) erledigt ist. Es
hat keine Schwierigkeit, die den Gleichungen 70)uiid70a)
hier entsprechenden aufzuschreiben und daraus zu ersehen,
dafs die Achsenkongruenz jetzt von der zweiten Ordnung
und Klasse ist. Mmmt man von alien Paraboloiden diejenige

Regelschar, die zu einer bestimmten Hauptebene E parallel

ist, so sind alle ktirzesten Transversalen je zweier Strahlen

auf E senkrecht; es hat sich also in der That von der all-

gemeinen C& des Falles A) ein Strahlenbtindel mit unendlich

fernem Scheitel abgesondert.

Satz 205: Liegt die Grundregelschar eines

Komplexnetzes auf einem schiefen Paraboloid P,
so ist die Achsenkongruenz von der zweiten Ord-
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nung und Klasse und zerlegt sich nach der Lange
der Stabe in oo 1

Regelscharen (darunter eine zer-

fallende) auf Paraboloiden, die mit P die Haupt-
ebenen (aber nicht mehr den Scheitel) gemein haben.

b, /?)
Wir erhalten diesen Fall, wenn wir ein Komplex-

biischel B mit einem singularen Komplex C verbinden,

dessen Achse in den unendlich fernen Strahl des Strahlen-

netzes N von B fallt. Die Stabflache von B sei ein Cylin-

droid; ein Stab desselben definiert mit C ein Komplex-

biischel, dessen Achsenflache aus lauter gleichen und

parallelen Staben besteht (Satz 154, y).

Satz 206: Wenn die Grundregelschar eines

Komplexnetzes in zwei Strahlenbiischel mit un
endlich fernen Scheiteln zerfallt, so zerlegt
sich die Achsenkongruenz nach der Lange ihrer

Stabe in oo
1 Parallelstrahlenbtischel und lafst

sich aus einem Stabeylindroid erhalten, indem
man jeden seiner Stabe in einer zur Doppellinie
senkrechten (aber nicht mit ihm zusammenfallen-

den) Richtung verschiebt.

b, y) Das Komplexnetz N kann hier durch zwei unend

lich feme Geraden zweier (aufeinander senkrechten) Ebenen

E, E und durch eine Gerade g in E als Achsen dreier

singularer Komplexe definiert werden. Die Schnittlinie s

von E, E ist Achse einen Ebenenblischels, dessen samtliche

unendlich ferae Geraden u singulare Komplexe definieren,

die N angehoren. N kann also auch als Gesamtheit der

Komplexbiischel definiert werden, die g mit alien Strahlen-

gebtischen u verbinden. Dies sind lauter Komplexbiischel,
deren Stabe nach Satz 154, /?) ein Parallelbuschel ausmachen,
dem g angehort. Die Stabe von N bilden also i. A. ein

Parallelbundel, das durch drei seiner Stabe definiert sein

mufs. In der That sieht man unmittelbar: Wenn man ein

Komplexnetz durch drei parallele Stabe der Richtung Q

definiert, ihre Anfangs- und Endpunkte durch je eine Ebene

verbindet, so gehoren nach Satz 154, /?)
und y) zur Stab

kongruenz des Netzes alle Stabe der Richtung ,
die von

den beiden Ebenen begrenzt werden.

b, 6) Wenn aber g auf s senkrecht steht, besteht die

Stabkongruenz (vergl. 74, b) aus alien Staben eines
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Parallelstrahlenbiischels. Man erhalt diesen Fall, wenn man
die drei parallelen Stabe in derselben Ebene annimmt (aber
nicht von zwei Geraden begrenzbar).

c) Sei E die Ebene des Biischels B singularer Kom
plexe C mil parallelen Achsen a und a die Achse eines

Gewindes 6r, das alle Achsen a enthalt; dann 1st a
\\
E.

Definieren wir durch G und zwei der C ein Komplexnetz N,
so gehoren zu N auch alle Gewinde 6r

,
die durch Ver-

schiebung von G in der Richtung a entstehen. Denn sie

bilden ein Komplexbiischel, dessen Trager ein spezielles
Strahlennetz mit unendlich ferner Brennlinie (Satz 154, y)

ist, das andererseits durch G und die unendlich feme Gerade
von E definiert ist. Irgend ein G und irgend ein C defi-

nieren ein Cylindroid, dessen Stabflache in der Achsen-

kongruenz ( von N vorkommt. Wir erhalten oo
2
solche

Cylindroide, die jedoch nur oo
2 Strahlen enthalten. Jedes

derselben kann aus jedem anderen durch eine Translation

der Stellung E erhalten werden. Wir sind wieder auf den
Fall b, ft) gekommen. ( ist hier von der zweiten Ordnung
und ersten Klasse. Denn ein Strahl von & in einer be-

liebigen Ebene @ kann nur die Richtung (E, @) haben, die

in einem Cylindroid nur einmal vertreten ist.

Wenn jedoch die Achsen der singularen Komplexe C
ein unendlich femes Buschel bilden, so definiert jeder C
mit G ein spezielles Strahlennetz mit unendlich ferner Brenn
linie. Man kommt also nach Satz 154, y) auf den Fall, dafs

die Stabkongruenz aus lauter parallelen Staben gleicher

Lange besteht, der unter b, y) enthalten ist.

d, a) ist durch b, y) erledigt ;
zu d, ft)

ist nichts weiter

zu bemerken.

Wir stellen nun die mannigfachen Ausartungen der

Achsenkongruenz eines Komplexnetzes zusammen, ohne die

Falle, wo sie auftreten, nochmals namhaft zu machen:

Satz 207 : Die Stabkongruenz, welche die Achsen
und Steigungen der Komplexe eines Netzes dar-

stellt, ist i. A. von der dritten Ordnung und zweiten

Klasse, in speziellen Fallen von der zweiten Ord

nung und zweiten Klasse oder von der zweiten

Ordnung und ersten Klasse oder ein Normalennetz;
oder ihre Stabe gehoren demselben Btindel an (sie
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sind gleich lang oder konnen ungleich sein, je
nachdem der Scheitel des Biindels im Endlichen

liegt oder nieht), oder demselben Feld (und sind

gleich lang, wenn das Feld im Endlichen liegt);
oder ihre Stabe fiillen ein ParallelstrahlenbiischeL

84. Die Grade der Bewegungsfreiheit.

Die Lage eines frei beweglichen starren Korpers K ist

von sechs Konstanten c; abhangig (z. B. braucht man drei
r

um einen Punkt P desselben zu fixieren, zwei weitere, um
eine durch P gehende Achse a, die letzte um das Azimut

um a festzulegen). Ist die Bewegung des Korpers von vorn-

herein Bedingungen unterworfen, so verringert sich die An-
zahl der Konstanten. Z. B. ist die Beschrankung, dafs ein

Punkt Q des Korpers gezwungen ist, auf einer Flache zu

bleiben, eine ,,einfache Bedingung&quot;, d. h. sie hat zwischen

den Konstanten Ci eine Gleichung zur Folge. Diese ist die

Flachengleichung selbst, wenn man die Zeiger von Q unter die

^ aufnimmt; der Korper wird nurmehr oo 5
Lagen annehmen

konnen. Man sagt nun, ein Korper habe Bewegungsfreiheit
&-ten Grades, wenn er oo fe

Lagen annehmen kann, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, wenn zur Bestimmung seiner

Lage aufser den gegebenen Bedingungen noch die Wahl
der Werte von k Parametern notig ist. Z. B. hat ein Korper,
von dem 6 k Punkte gezwungen sind, auf je einer Flache
zu bleiben, Bewegungsfreiheit &-ten Grades (&=!,... 6),

ein Korper, von dem ein Punkt fest ist, Freiheit dritten

Grades.

Wenn K von einer bestimmten Anfangslage L aus irgend
eine Bewegung antritt, so wird dem Beginn der Bewegung
eine bestimmte Momentanwindung entsprechen ( 20), die

(abgesehen von ihrer Geschwindigkeit und ihrem Sinn) durch
den (mit Vorzeichen behafteten) Steigungsstab der zugehorigen
Momentanschraube bestimmt ist. Es handelt sich darum,
den Zusammenhang zwischen dem Grade der Bewegungs
freiheit und der Mannigfaltigkeit aller Momentanschrauben
zu finden, die der Lage L entsprechen. Wenn zwei Win-

dungen W
l
und W

2
mit den Bedingungen vertraglich sind,

so kann man diese mit beliebigem Geschwindigkeitsverhaltnis
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zusammensetzen und erhalt dadurch eine Windung W, die

auch mit den Bedingungen vertraglich 1st. Denn anstatt

K umnittelbar den gegebenen Bedingungen zu unterwerfen,
kann man sich diesen Korper mit einem anderen K so

verbunden denken
,

dafs er in Bezug auf K nur die

Momentanwindung Wl
antreten kann, wahrend K denselben

Bedingungen unterworfen sein soil, wie friiher K. Dadurch
hat K denselben Grad der Freiheit behalten, weil die Be-

weglichkeit von K beztiglich K auf eine Windung beschrankt

ist, die auch K schon mit beliebiger Geschwindigkeit an

treten kann. Dafs sich aber die Windungsgeschwindigkeiten
derselben Schraube nur algebraisch addieren, ist klar. Obiger
Ersatz ist also wirklich mit den urspriinglichen Bedingungen

Equivalent. Lassen wir nun K beziiglich Kr

die Windung
TTj antreten und gleichzeitig K selbst die Windung W

2 ,

beide mit beliebigen Geschwindigkeiten, so erhalten wir

( 17) eine Momentanwindung von K, die sich vermoge des

Dualismus ( 18) aus W und W^ ebenso zusammensetzt,
wie eine Dyname aus zwei gegebenen. Den letzten Fall

haben wir aber ausftihrlich diskutiert
(

74 76) und konnen
daher die Ergebnisse hierher ubertragen: Stellt man W

t

und PF
2

durch je einen Stab dar, so wird auch jede Windung
der dadurch definierten Stabflache F (i. A. ein Stabcylindroid,

vergl. jedoch Satz 154) mit den Bedingungen vertraglich sein.

Ist neben W und W
2
noch eine dritte von diesen un-

abhangige (d. h. nicht zu F gehorige) Windung Ws von K
mit den Bedingungen vertraglich, so wird auch jede Stab

flache, die durch W% und einen Stab von F defmiert ist,

lauter mit den Bedingungen vertragliche Windungen dar-

stellen, und wir gelangen so zu den in 83 genau studierten

Stabkongruenzen u. s. w.

Satz 208: Die Momentanwindungen, die ein

Korper mit Bewegungsfreiheit k-ten Grades von
einer bestimmten Lage aus antreten kann, bilden

ein lineares Gebiet &-ter Stufe.

Wir nennen dieses lineare Gebiet das jener Lage ,,zu-

geordnete Windungsgebiet&quot;. Wir konnen alle Satze,

die wir ttber lineare Komplexgebiete und ihre Darstellung

durch Stabgebilde kennen gelernt haben, hierher ubertragen.

Jeder Stab stellt hier eine Windung dar; wird die Stablange
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Null, wahrend der Trager erne bestimmte Lage beibehalt,

so geht die Windung in eine reine Drehung liber; entfernt

sich der Trager ins Unendliche, so stellt er die Translation

dar, die auf der Stellung seiner reprasentierenden Ebene
senkrecht steht.

Betrachten wir zuerst die Freiheit zweiten Grades

etwas genauer : Durch zwei Windungen W^ W^ ist hier das

ganze einer Lage zugeordnete Windungsgebiet G definiert.

Mit Wv TF
2

sind zwei lineare Komplexe Cj,
C
2 gegeben,

die ein Strahlennetz N gemein haben. W sei eine beliebige

Windung des Gebiets und C der zugehorige lineare Komplex.
Dann wird einem Punkt P durch W eine Fortschreitungs-

richtung v zugeordnet, die in der Normalen der Nullebene

von P beziiglich C liegt. Lasseu wir W alle moglichen

Lagen auf der Stabflache annehmen, so beschreibt C das

Komplexbuschel, dessen Achsenflache F ist; also dreht sich

v urn den Strahl von N durch P. Geht jedoch durch P ein

ganzes Buschel solcher Strahlen von jV, so liegt v unver-

anderlich in der Normalen dieses Biischels; geht endlich

durch P ein ganzes Biindel von Netzstrahlen (was nur bei

singularen Netzen moglich ist),
so ist P fest. Da umgekehrt

durch ein Strahlennetz auch ein Komplexbuschel eindeutig

festgelegt ist, konnen wir sagen:

Satz*) 209: Eine Bewegungsfreiheit zweiten
Grades ist durch ein Strahlennetz N vollkommen
bestimmt. Die Geschwindigkeiten, die ein Punkt P
bei alien zulassigen Bewegungen annehmen kann,
sind i. A. auf ein ebenes Strahlbus6hel beschrankt,
dessen Normale der Strahl von N durch P ist. Nur
wenn durch P oo

1 oder oo 2 Strahlen von N gehen,
ist die Geschwindigkeit von P bezw. auf eine

einzige Richtung (mit beiderlei Sinn) beschrankt
oder Null.

Ist N hyperbolisch, so ist fiir jeden Punkt einer Brenn-

linie b die Normale auf seiner Verbindungsebene mit der

anderen Brennlinie V die einzig mogliche Fortschreitungs-

richtung. Dies stimmt damit uberein, dafs sich jede Windung

*) Stammt im wesentlichen von Schonemann (Tiber die Konstr.

der Normalen u. s. w., Berliner Akad. 1855, wieder abgedruckt Journ.

f. Math. Bd. 90).
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von G aus zwei Drehungen um b, b zusammensetzen lafst;

b, b
f

sind namlich das gemeinsame Polarenpaar ftir alle

Strahlengewinde des Biischels (vergl. 53 und Satz 31). In
anderer ausgezeichneter und von der Realitat der Brenn-
linien unabhangiger Weise kann man jede Windung von G
aus zwei solchen zusammensetzen, deren Achsen sich senk-
recht schneiden (man nehme die Hauptstabe des Cylindroids);
ist N parabolisch, so geht die eine Windung in eine Drehung
iiber.*)

Stellt man die Uberlegungen, die zu diesem Satz fiihrten,
in ganz analoger Weise auch bei hoheren Freiheitsgraden
an, so ergiebt sich:

Satz 210: Besitzt ein starrer Korper Bewegungs-
freiheit &-ten Grades

(&^&amp;gt;3),
so kann einer seiner

Punkte P sich i. A. nach alien Richtungen des Raums
bewegen. Nur wenn durch P bezw. einer, oo 1

oder oo 2
gemeinsame Strahlen von k unabhangigen

linearen Komplexen des zugeordneten Windungs-
gebietes gehen, sind die Bewegungsrichtungen auf
ein ebenes Strahlbuschel oder auf eine Gerade be-
schrankt oder ganz aufgehoben.

Bilden z. B. bei Freiheit dritten Grades die gemein-
samen Strahlen des zugeordneten Komplexnetzes eine reelle

Regelschar, so haben die Punkte dieses Hyperboloids sozu-

sagen nur Freiheit zweiten Grades. Wir tibergehen die

iibrigen Falle, weil wir fast nur die Diskussion des 79
zu wiederholen hatten. Auch viele Satze liber Zerlegung
und Zusammensetzung der Windungen bei hoheren Freiheits

graden ergeben sich auf dem jetzigen Standpunkt von selbstr
z. B. (vergl. die Bestimmung der Stabkongruenz des 83
durch die drei Hauptstabe):

Satz 211: Im allgemeinen Fall der Bewegungs-
freiheit dritten Grades lafst sich jede mogliche
Windung aus drei Windungen zusammensetzen,
deren Achsen ein rechtwinkliges Dreikant bilden.

Wenn wir flir vier Punkte eines starren Korpers je
eine Flache vorschreiben, die nicht verlassen werden darf,

*) Die Ansicht Schonemanns, dafs sich die Bewegung in

diesem Fall auf eine Drehung um die einzige Brennlinie reduziere

(a. a. 0. Art. 3), ist also unrichtig.
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so haben wir eine Freiheit zweiten Grades, und die vier

Normalen der Flachen in den vier Punkten bestimmen fur

jede Lage des Korpers das zugeordnete Strahlennetz. Da
wir alle Strahlennetze durch vier Strahlen bestimmen konnen,

so konnen wir umgekehrt jede Freiheit zweiten Grades so

erhalten; die Auswahl der vier Punkte des Korpers ist nur

dadureh beschrankt, dafs die vier Normalen wirklich ein

Netz bestimmen miissen; es hindert also z. B. nichts, dafs

drei davon in einer Geraden liegen.

Wir konnen schon nicht mehr jede Freiheit dritten

Grades auf analoge Art erhalten. Denn schreiben wir drei

Punkten je eine Flache vor, so sind die drei Normalen ge-

meinsame Strahlen aller Komplexe des zugeordneten Win-

dungsgebietes. Die Grundregelschar @ dieses Gebietes ist

also immer reell. Es fragt sich, ob der Fall, wo nicht

reell ist und alle iibrigen (speziellen) Falle uberhaupt durch

reelle Bewegungen verwirklicht werden konnen. Eine ein-

fache Uberlegung bejaht dies: Definieren wir ein beliebig

vorgegebenes Windungsgebiet k-tei Stufe durch k unabhangige

Windungen W^ ... W^ so konnen wir den Korper K mit

einem anderen K
l

so verbinden, dafs er bezuglich K nur

W antreten kann, dann K
v
mit K

2 so, dafs K bezuglich
K

2
nur W2

antreten kann u. s. w. Schliefslich wird K gegen-
iiber Kk Freiheit k-tQu Grades mit dem vorgegebenen Win

dungsgebiet haben.

Satz 212: Jedes lineare Windungsgebiet kann
als zugeordnetes Gebiet einer reellen Bewegung
auftreten.

Satz 213: Nur fur k=l und 2 kann jede Frei

heit &-ten Grades dadureh erhalten werden, dafs

man 6 k passende Punkte des Korpers zwingt,
auf je einer Flache zu bleiben.

Fur eine bestimmte Lage kommen dabei nur die Be-

riihrungsebenen der Flachen in Betracht. Der eben an-

gedeutete Weg zur Verwirklichung einer beliebigen Freiheit

k-teu Grades ist natttrlich nicht der einfachste. Wie z. B.

die Freiheit fttnften Grades durch eine einfache mechanische

Vorrichtung in allgemeinster Weise erreicht werden kann,
darliber sehe man Thomson und Tait, Theor. Phys. I,

Art. 201.
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85. Das Gleichgewicht eines starren Korpers.

Wir beginnen zunachst mit einem Satz der Bewegungs-
lehre, den wir dann vermoge des Dualismus fur Krafte-

systeme verwerten werden. Wenn man aus k unabhangigen
Windungen W^ . . .W^ die also ein &-stufiges lineares Gebiet

G definieren, eine neue Windung W linear ableitet, d. h.

jene k Windungen mit beliebigen Geschwindigkeitsverhalt-
nissen zusammensetzt, so gehort W auch dem Gebiet G an

(vergl. den Beweis des Satzes 208) und umgekehrt : Jede G
angehorige Windung mufs sich aus FPj, . . .Wk linear ableiten

lassen (vergl. 77). Aus sechs unabhangigen Windungen
mufs sich jede Windung iiberhaupt ableiten lassen. Ersetzen

wir die resultierende Windung W durch die entgegengesetzte

W, die auch G angehort, so geben die k -\- 1 Windungen
W, W17

... WK die resultierende Null.

Satz 214: Haben n Windungen die Resultierende

Null, so gehoren sie demselben n 1-stufigen
Windungsgebiet an; ihre darstellenden Stabe ge
horen also demselben n 2-dimensionalen Stab-

gebilde an, namlich fur n = 3, 4, 5, 6 i. A. beziehungs-
weise einem Stabcylindroid, einer Stabkongruenz
3. Ordnung, 2. Klasse, einem quadratischen Stab-

komplex, einem Stabwald vierten Grades ( 82).
Sieben Windungen konnen stets mit solchen Ge-

schwindigkeiten zusammengesetzt werden, dafs sie

die Resultierende Null ergeben.

Verlangen wir insbesondere, dafs alle Windungen die-

selbe Steigung besitzen, so folgt aus der Zerlegung dieser

Stabgebilde nach der Lange ihrer Stabe (Satze 191, 194,

198, 204, 205):

Satz 215: Haben n Windungen gleicher Steigung
die Resultierende Null, so gehoren ihre Achsen fttr

n = 4, 5, 6 bezw. derselben Regelschar, demselben

Strahlennetz, demselben linearen Komplex an.

Der Satz gilt auch fur den speziellen Fall der Drehungen

(Steigung Null); wir sprechen dies im dualen Gebiet aus:

Satz 216: Stehen n Krafte im Gleichgewicht, so

gehoren ihre Wirkungslinien fttr n 4, 5, 6 bezw.
derselben Regelschar, demselben Strahlennetz, dem-
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selben linearen Komplex an. Auf 7 Geraden lassen
sich immer Krafte finden, die im Gleichgewicht
stehen.

Der Spezialfall der Krafte im Gleichgewicht ist natiirlich

einer elementaren Behandlung zuganglich : Legt man z. B.

bei vier Kraften eine Gerade #, welche die Wirkungslinie
dreier schneidet, so mufs auch das Moment der vierten

Kraft beziiglich g Null sein (Mobius), u. s. w. Bei ftinf

Kraften kann man den entsprechenden Satz nur dann auf

diese Art erschliefsen, wenn das zugehorige Strahlennetz

reelle, getrennte Brennlinien hat.

Wenn n Gerade
&amp;lt;717 ...#n die Bedingungen des Satzes 216

erftillen, so fragt es sich, wie man n Krafte auf ihnen

konstruiert, die im Gleichgewicht sind.

a) n 4. Das zugehorige Kraftepolygon mufs ge-
schlossen sein. Wahlt man daher eine Kraft auf #, beliebig,
zieht zu #2

und g in den Enden ihres Stabes Parallele gz

und g\, so findet man einen einzigen Strahl gB ,
der g^, g[

schneidet und zu g.A parallel ist. Die Seiten dieses ge-
schlossenen windschiefen Vierecks stellen die Grofse der

Krafte dar.

Satz 217: Zwei Regelscharen desselben Strahlen-
netzes oder eine Regelschar und ein Strahlennetz
desselben linearen Komplexes haben zwei Strahlen

gemein.
Im ersten Fall kann man namlich das Strahlennetz

durch zwei lineare Gleichungen zwischen Linienzeigern dar-

stellen und jede der Regelscharen durch je eine hinzu-

tretende dritte Gleichung ;
mit Riicksicht auf die Relation

zwischen den Linienzeigern ergiebt sich der erste Teil des

Satzes, der zweite analog.

b) n = 5
;

wir behandeln noch diesen Fall nach

Sturm, Sulle forze in equil. (Ann. di Mat. Ser. 2, Bd. 7, 1875) r

woselbst auch die Ubrigen Fitlle nebst Angabe der alteren

Litteratur*) erledigt sind. Es bestimmen g^g^g^ und #17

*) Unter dieser sind (aufser schon geiiannten von Mobius), die

Arbeiten von Sylvester und besonders von C basics (Comptes R.

Bd. 16 u. 2) bervorzuheben. Wir bringen nocb eine bervorragend
einfache Uberlegung des letzteren: Wenn secbs Krafte mit den
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&amp;lt;74 , #5 zwei Regelscharen R und R r

,
die nach Satz 216 dem-

selben Strahlennetz N angehoren und daher nach Satz 217
aufser gt

noch einen zweiten Strahl g gemein haben; er

lafst sich linear finden, indem man durch gl
zwei Ebenen

Ej E legt und N als Erzeugnis zweier kollinearen Felder
betrachtet (Satz 100). Hierdurch werden R, R in E durch
Gerade r, r abgebildet. Der Schnittpunkt von r, r bestimmt

g . Wahlt man nun auf g zwei entgegengesetzt gleiche
Krafte k, k, konstruiert dann nach a) ein System S, das
auf y^ffii g9i$f im Gleichgewicht ist, und dem k angehort,
ferner ein System *S

,
das auf g^g^g^g im Gleichgewicht

ist, und dem k angehort, so wird auch das System S -j- 8
im Gleichgewicht sein. Aber die Krafte auf g tilgen sich,
so dafs nur ein System von 5 Kraften auf den gegebenen
Wirkungslinien tibrig bleibt. Fallt der Schnittpunkt von

r, / auf
&amp;lt;/! ,

so fallt g mit g^ zusammen, und R, R beriihren

sich langs gl
. Dann lasse man eine andere der fiinf Ge-

raden die Rolle von g l spielen.

Die bisherigen Satze liber Krafte im Gleichgewicht

(und die duale Ubertragung von Satz 214) konnen als Satze

iiber das Gleichgewicht eines freien starren Korpers auf-

gefafst werden. Wir wenden uns zum allgemeinsten Satz,
der iiber das Gleichgewicht eines starren Korpers aufgestellt

worden ist*): Die Windungen, die K in einem gegebenen

Augenblick ausfuhren kann, sind durch ein lineares

Windungsgebiet G definiert ( 84). Soil K bei einer Dyname
D im Gleichgewicht bleiben, so mufs D zu jeder Windung
von G reciprok sein (vergl. Satz 96). Umgekehrt ist diese

Bedingung hinreichend
;
denn wttrde K bei D eine Windung

W antreten, so wttrde D dabei Arbeit leisten, ware also

Wirkungslinien g\, . . . g& an einem starren Korper jfiTim Gleichgewicht
sind, so mufs die Summe der Arbeiten, die sie bei einer beliebigen

Bewegung von K leisten, Null sein. Bestimmt man nun durch

&amp;lt;/i,... #5 ein Gewinde 6r, und erteilt K die dadurch definierte

Momentanwindung, so stehen die entsprechenden Krafte senkrecht auf

den Bahnen ihrer Angriffspunkte ( 22), leisten also kerne Arbeit.

Daher kann auch die sechste Kraft keine Arbeit leisten und wirkt

senkrecht auf der Bahn ihres Angriifspunktes ;
d. h. ihre Wirkungs-

linie gehbrt Gr an.

*) Ball, Theory of the Screws, Art. 73. Wir machen nochmals

nachdriicklich auf dieses reichhaltige und originelle Werk aufmerksam.
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nicht zu W reciprok. Nun bilden die Schrauben, auf denen

samtliche zu alien Windungen von G reciproken Dynamen
liegen, auch ein lineares Gebiet, namlich das erganzende
Gebiet ( 78); also:

Satz 218: Ein starrer Korper K mit Bewegungs-
freiheit m-ten Grades bleibt bei alien Dynamen im

Gleichgewicht, deren Schrauben das 6 m-stufige
erganzende Gebiet des Windungsgebietes von K
erfullen.

Da wir die linearen Schraubengebiete, ihre Beziebung
zu den erganzenden Gebieten und ihre Darstellung durch

Stabgebilde genau erortert haben, konnen wir diesen Satz

trotz seiner grofsen Allgemeinheit auch mit einem anschau-

lichen Inhalt ausstatten und zahlreiche Folgerungen daraus

ziehen, z. B. : Bestimmt man durch die Achsen dreier Win

dungen eines Kbrpers mit Freiheit dritten Grades eine Regel-
schar R, so bilden die Achsen der Dynamen, unter denen
K im Gleichgewicht bleibt, das System der ktirzesten

Transversalen je zweier Strahlen von R (vergl. Satz 202
und 203).

86. Zeiger der linearen Komplexgebiete.

Wir konnen den Schritt, der uns von den Punktzeigern
y,u den Linienzeigern ftihrte, im Komplexraum wiederholen:

Es seien:

84) XH, tf
&amp;lt;2 ,

. . .
a?&amp;lt; 6 i= (1, PI P &amp;lt; 6)

die Zeiger von
fji

linearen Komplexen. Wir setzen voraus,
die Matrix 84) sei vom Range ^t; dann ist durch sie ein

/&amp;lt;-stufiges
lineares Komplexgebiet G definiert. Wir nennen

die (
j

Determinanten ^u-ter Ordnung, die sich aus - ihr

bilden lassen, die homogenen Zeiger von G. Es kommt
nur auf ihre Verhaltnisse an, die von der Auswahl der

Komplexe innerhalb G unabhangig sind. Denn setzt man

^Vi* %iv (v
=

1, . . . 6
;
x = 1, . . .

fi}

an Stelle von xxv ,
so multiplizieren sich alle Zeiger mit der

Substitutionsdeterminante
|

aix (vergl. Aufg. 26). Da ein

Z indie r, Liniengeometrie. 23
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und dasselbe G durch Annahme von ^ Komplexen aui

oo^Cu-i) Arten bestimmt werden kann, hangt es von

Konstanten ab. Es mUssen also zwischen den Verhaltnissen

der Zeiger

Relationen bestehen und zwischen den Zeigern selbst eben-

soviel homogene Relationen. Die Betrachtung andert sich

nicht, wenn wir statt des fiinfdimensionalen Komplexraums.
einen beliebigen rc-dimensionalen Raum zu Grande legen und

demgemafs n -\- I statt 6 in die Formeln einsetzen :

Satz 219: Von den (
n

j homogenen Zeigern

eines p 1 -dimensionalen linearen Gebietes im
n-dimensionalen Raum sind durch I -\- LI (n -\- I LI)

passende unter ihnen, die von einander unabhangig
sind, alle Ubrigen bestimmt.

Beim Komplexbtischel heifst die Matrix

85)

Wir setzen # x^ x
llt #2

= Uiu. Urn die sechs Relationen

zwischen den u zu finden, denken wir uns unter 85) noch-

mals dieselbe Matrix angeschrieben, so dafs wir nun aus
der neuen Matrix 15 viergliedrige Determinanten bilden

konnen, die samtlich Null sind und genau wie bei den

Linienzeigern ( 32) je eine Relation liefern. Von diesen

Relationen mtissen jedoch 9 passend gewahlte eine Folge
der sechs Ubrigen sein. Wir betrachten insbesondere die

sechs Relationen die wir erhalten, wenn wir bei Bildung
der Determinanten zwei feste Spalten, z. B. die letzten zwei

auf alle Arten mit zwei andern verbinden. Diese sechs

Relationen sind sicher von einander unabhangig; dennjedes
uik ft k

&amp;lt;^ 4) kommt nur in einer von ihnen vor. Deshalb

sind auch diese Relationen nach den genannten sechs uik
rational auflosbar.

Satz 220: Zwischen den 15 homogenen Zeigern
eines Komplexbiischels (Strahlennetzes) bestehen
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sechs unabhangige quadratische Relationen; durch
neun passend gewahlte lassen sich die sechs iibrigen

Zeiger rational ausdrucken.

Der Zusatz ,,passend gewahlte&quot; ist notig, um gewisse

spezielle Auswahlen auszuschliefsen
;

z. B. ist klar, dafs

durch neun solche Zeiger, zu deren Bildung nur 5 Spalten
der Matrix herangezogen wurden, die ubrigen nicht bestimmt

sein konnen, well das Strahlennetz selbst nicht bestimmt ist.

Um die 10 Relationen fur p = 3 zu finden, mtissen

wir das Verfahren Vahlens (,,Uber die Relationen zw. den
Determ. einer Matrix&quot;, Journ. f. Math., Bd. 112) anwenden:
Wir bezeichnen mit uMm die Determinante aus der &-ten,

/-ten und m-ten Spalte der Matrix

86)

&quot;11 16

#36

in w128 mit wobei wir w
128

Dann ist nach

und die Adjunkte von
von Null verschieden voraussetzen dttrfen.

dem Multiplikationssatz, wenn wir Spalten mit Spalten ver-

binden :

r , 7.
, rp C t

^ifc ^iz ^im sn 512 513
nn\ t iT t
OfJ ^2fc ^2Z ^27n bai bSi ?23

t t t t = 1

(A
=

k, I, m; IJL
=

1, 2, 3).

Jedes Element der Determinante rechts ist selbst eine

Determinante, die entsteht, indem man aus der Matrix von

^123 Je nacn dem Wert von \i entweder die 1. oder 2. oder
3. Spalte streicht und dafttr je nach dem Wert von A die

k-te oder l-te oder w-te Spalte von 86) einsetzt; also:

Ul2k

88)

Setzen wir k, I,
m (in irgend einer Reihenfolge, deren Anderung

nur eventuelle Zeichenanderung beider Seiten zur Folge hat)

gleich 1, 2, 3, so erhalten wir die Identitat

123

23
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Wahlen wir von den drei Zahlen &, /,
m nur eine grofser

als drei, so erhalten wir auch Identitaten. Wahlen wir

dagegen zwei der Zahlen grofser als drei, z. B. k = 1,

3, m ]&amp;gt; 4, so erhalten wir

Solcher Relationen ergeben sich neun. Wahlen wir endlich

k, I,
m= 4, 5, 6, so erhalten wir eine Relation dritten Grades.

Diese 10 Relationen sind von einander unabhangig, weil in

jeder derselben ein w, namlich das auf der linken Seite

stehende ukimy vorkommt, das in keiner der ubrigen auftritt.

Rechts ist namlich nur ein Index grofser als drei, links aber

in Mfcim mindestens zwei. Zugleich sind die Relationen nach

diesen zehn u aufgelost.

Satz 221: Zwischen den 20 homogenen Zeigern
eines Komplexnetzes (einer Regelschar) bestehen
zehn unabhangige Relationen, von denen eine 3.,

die ubrigen 2. Grades sind. Durch zehn passend
gewahlte Zeiger lassen sich die ubrigen rational

ausdriicken.

Fur n = 4 erhalten wir nach demselben Verfahren

wieder sechs unabhangige quadratische Beziehungen, wie

sich aus der Dualitat zwischen den linearen Komplex-
gebieten und ihren erganzenden von vornherein vermuten

liefs. Fur ^ 5 erhalt man keine Beziehungen mehr.

Wir haben die Komplexgebiete mittlerer Dimension

(JJL
=

2, 3, 4) bei Definition ihrer Zeiger als verbindende

Gebiete aufgefafst. Man konnte sie auch als Schnittgebilde
der Gebiete hbchster Dimension

(j.t
= 5) auffassen und so

fiir die drei Gebietarten mittlerer Dimension zweierlei Zeiger

erhalten, ahnlich wie wir bei den Linien des Raums Strahlen-

und Achsenzeiger unterschieden. Der Zusammenhang zwischen

diesen zwei Zeigerarten wiirde sich aus Pasch, Zur Th.

d. lin. Kompl. 1, 2 (Journ. f. Math. Bd. 75) ergeben.
Dabei kann das urspriingliche Zeigersystem, in dem die

Komplexzeiger definiert sind, tetraedrisch oder rechtwinklig

sein; demnach konnen wir auch fur die linearen Komplex
gebiete tetraedrische und rechtwinklige homogene
Zeiger unterscheiden. Wir wollen dies nicht weiter ver-

folgen, sondern nur darauf aufmerksam machen, dafs durch
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Verbindung der Ergebnisse dieses und des 84 Satze, wie

der folgende, selbstverstandlich werden:

Satz 222: Die Bedingungen, denen ein starrer

Korper mit Bewegungsfreiheit dritten Grades unter-
worfen ist, lassen sich in jedem Augenblick durch
20 homogene Zeiger, unter denen sich 10 unab-

hangige (d. h. 9 wesentliche Parameter) finden, voll-

kommen kennzeichnen.

Ub lings aufgab en:

57) Wann tritt es ein, dafs eine auf einem Cylindroid

liegende Ellipse die Erzeugende ihrer Ebene E bertthrt?

58) Aus dem Satz 163 sind die vorhergehenden Satze

tiber das Cylindroid, soweit als moglich, abzuleiten.

59) In der Fig. 76 ist U negativ, 1^ positiv; der Leser

zeichne auch andere Falle.

60) Die Determinante 33) multipliziert sich nur mit

einem Faktor, wenn man an Stelle von a, 6, c drei andere

Komplexe des Netzes setzt.

61) Es sind die (sechs) Falle namhaft zu machen, in

denen ein lineares Komplexgebiet mit seinem erganzenden
Gebiet Komplexe gemein hat.

62) Wenn ein Komplex eines Biischels B gefunden
werden kann, der zu alien Komplexen eines anderen

Biischels JB involutorisch liegt, so kann umgekehrt ein

Komplex von B gefunden werden, der zu alien Komplexen
von B involutorisch liegt (Ball, Th. of the Screws, Art. 118).

63) Welchen Fall eines Komplexnetzes erhalt man,
wenn man ein Biischel singularer Komplexe, deren Achsen
das ebene Biischel B bilden, mit einem Gewinde verbindet,
dessen Achse B angehort?

64) Bewegt sich eine Gerade g mit drei Punkten

A, B, C auf drei Flachen, so wird jeder Punkt von g sich

auf einer Flache bewegen, deren Normale mit den drei

Flachennormalen in A, B, C hyperbolisch liegt (Schone-
mann, Journ. f. Math. Bd. 90).
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65) Man zeige, dafs in 85, a) die Reihenfolge, in der

man die Geraden zur Konstruktion heranzieht, auf das Er-

gebnis keinen Einflufs hat.

66) Nach Analogic der Aufgabe 85, b) sind auch die

Falle n = 6, 7 zu behandeln.

Vermischte Ubungsaufgaben:

67) Wenn eine Gerade bei einer Bewegung Tangente
eines ihrer Punkte ist, so 1st es auch ihre Polare bezuglich
des Gewindes, das zur Momentanschraubung gehort.

68) Wenn eine Gerade Charakteristik einer Ebene ist,

so ist ihre Polare Charakteristik einer anderen Ebene, die

auf E senkrecht steht.

69) Wenn sich eine Gerade g bewegt, so bilden die

Tangenten der Bahnen ihrer Punkte ein Paraboloid.

70) Der Inhalt des Parallelepipeds, das von irgend drei

Erzeugenden derselben Regelschar bestimmt wird, ist konstant.

71) Wenn man die Ecken zweier Tetraeder irgendwie
einander zuordnet, so definieren die vier Verbindungsstrahlen
ein Strahlennetz, ebenso die Schnittlinien der Paare von

Gegenebenen. Diese beiden Netze sind von derselben Art.

72) Wenn bei der Darstellung 55, a) eines Strahlen-

netzes die Parameter d, 6
r

der Gleichung

aSd f

-}-bd-\-cd
r+d =

genugen, so wird aus dem Netz eine Regelschar heraus-

gehoben, die ftir a= ein Paraboloid ist.

73) Zu zeigen, dafs die Gerade

ff=^z-\-fia^ y =.
[iz -]- kb

bei veranderlichem I und ^ ein Strahlennetz durchlauft.

74) Wenn die zwei Transversalen von vier Geraden in

eine einzige t zusammenfallen, so ist das Doppelverhaltnis
ihrer vier Schnittpunkte mit t gleich dem Doppelverhaltnis
ihrer vier Verbindungsebenen mit t.

75) Ahnlich wie in 60 elliptische und hyperbolische
Netze zur Ableitung von Parameterdarstellungen des Gewindes

verwendet wurden, ist dies mit den parabolischen Netzen

durchzufiihren.
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76) Drei gegenseitig involutorische Komplexe gruppieren
die Punkte des Raums nach Tetraedern (vergl. die Gruppierung
nach vier Elementen P, Q, a, ft

in 56 durch zwei involutorische

Komplexe). Vier gegenseitig involutorische Komplexe geben
zu Gruppen von acht Punkten und acht Ebenen Anlafs, die

sich in vierfacher Weise als zwei Mobiussche Tetraeder auf-

fassen lassen.

77) Die Komplexe eines Btischels sind beziiglich eines

unter ihnen paarweise reciprok.

78) Ein Strahlennetz kann durch oo 1
Regelscharen er-

zeugt werden, von denen zwei Strahlen s,
s fest sind, der

dritte t sich auf einer Regelschar R bewegt, die durch einen

s der festen Strahlen geht.

79) Ein Gewinde kann durch oo 2
Regelscharen erzeugt

werden, von denen zwei Strahlen s,
s fest sind, der dritte t

in einem Strahlennetz beweglich, dem auch einer s der festen

Strahlen angehort; oder durch oo
2
Regelscharen, von denen

ein Strahl fest, die beiden anderen in einem Strahlennetz

frei beweglich sind
;
oder durch oo

l
Strahlennetze, von denen

drei Strahlen s,
s

,
s&quot; fest sind, der vierte t in einer Regel

schar beweglich, von der zwei Strahlen der Regelschar

(s,
s

, s&quot;) angehoren.

80) Die Polaren einer festen Geraden bezuglich aller

Komplexe a) eines Komplexnetzes, /?) Gebtisches, /) Ge-

webes bilden a) ein Strahlennetz, /?)
einen linearen Komplex,

y) erfiillen den ganzen Raum.

81) Der geometrische Ort der Geraden, auf denen zwei

projektive Ebenenbtischel eine Involution bestimmen, ist ein

linearer Komplex.

82) Das Doppelverhaltnis (abed) von vier hyperbolischen
Geraden aus ihren Zeigern a,-, b^ c, d^ zu berechnen.
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Anleitung zur Losung der Ubungsaufgaben.

Einige der leichteren Aufgaben sind hier mit Still-

schweigen tibergangen; bei den anderen wurde je nach der

Natur der Aufgabe der Beginn oder die Hauptschritte des

Losungsverfahrens oder das Endergebnis mitgeteilt oder end-

lich auf eine Abhandlung verwiesen, wo die Losung gefunden
werden kann. Wo ein Autor schon bei Stellung der Aufgabe
citiert wurde, ist die hier gegebene Losung eine andere.

Abschnitt I.

1) Dreht sich ein Strahl m in einer zur Achse parallelen
Ebene E, so ftillen fur jede Lage von m die zu m parallelen

Gewindestrahlen eine Ebene. Diese Ebenen bilden ein

Parallel-Ebenenbtischel, dem auch E angehort.

2) Seine Zeiger sind:

IB IA D^
~c~&amp;gt;

y &quot;

&quot;IT
1

&quot;

c

3) Man ftthre in Gleichung 8) gleichzeitig ein:

#==#!_ cos a yl
sin a

y = x
l
sin a -)- yt

cos a

g= gt
cos a ^ sin a

y= gt sin a -f- ^j cos
7

u. s. w.

5) Vergl. die Konstruktion in Fig. 17.

6) Wahlt man die Achsenrichtung senkrecht zu g, so

wircl g von der Achse geschnitten; wahlt man sie parallel
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zu #, so erhalt man kein eigentliches Gewinde, wolil aber

ein Strahlengebiisch.

9) Man konstruiere die Nullebene des unendlich fernen

Punktes von s; jene Richtung in ihr, die zugleich zum
kiirzesten Abstand von g und g senkrecht steht, ist die

Achsenrichtung. Hiermit ist man bei der Bestimmungs-
weise b) angelangt. Wenn jedoch diese Losung versagt

(wieso?), verschafft man sich ein zweites Polarenpaar; am
einfachsten dadurch, dafs man zu einer Verbindungslinie
eines Punktes von g und eines von s die Polare sucht.

10) Man konstruiere zu einer Transversale von g und h

die Polare u. s. w.

11) Wenn /
,
und d\ die senkrechten Projektionen von

Z und d
l

auf die horizontale Ebene durch P sind, so ist

dj_
=

d\
= d . sin a.

Es ist also nur noch zu zeigen, dafs

sin a . cot v
l
= cot v,

was mit Hilfe eines spharisehen Dreiecks geschieht, dessen

Ecken auf Z
17 l\ ,

d liegen.

13) Die Hohe des Schraubenganges wachst im qua-
dratischen Verhaltnis mit dem Cylinderhalbmesser, weil so-

wohl die Tangente des Steigwinkels als der Kreisumfang
im einfachen Verhaltnis wachsen.

Absehnitt II.

14 a) Bezuglich der Normalen der Nullebene v von P;
b) und c) Die Kugel beruhrt v in P (Mobius, Statik, 89).

15 b) Wenn M^ und l/
2

die Momente beziiglich a und

2 sind, so mufs der Nullpunkt auf einer Geraden liegen,

deren Punkte von a^ und a
2 ,

das Abstandsverhaltnis M1
:M9

haben, u. s. w. (Mobius, Statik, 96).

16 c) Wenn k, m die gegebene Dyname, K die Grbfse
der Stabe des Kreuzes, d ihre Entfernung von der Achse

ist, so ergiebt der Satz 25 :

K= ~
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18 b) Die Grenzlage ist nach 17 b) dieselbe, als ob sich

g um g* drehen wtirde, also der Fufspunkt des kiirzesten

Abstands von g ,
daher auch von der Axe.

19) Die Normale von E, welche beide Polaren schneidet,
ist Strahl des zugehorigen Gewindes; ihr Schnittpunkt mit

E hat also einen Geschwindigkeitsvektor in E selbst.

21) Die erreichbare Zone wird von zwei Kreisen mit

den Halbmessern co und co -\-2y (Fig. 25) aus dem Mittel-

punkt A&quot; begrenzt.

22 a) Die Hohe ist auch im reciproken Tetraeder eine

Hohe
;
aber Spitze und Fufspunkt sind vertauscht. b, a) Dem

Oktaeder entspricht ein Korper, der von zwei Quadraten
und vier iiberschlagenen Vierecken (Fig. 82) begrenzt ist;

Fig. 82. Fig. 83.

M ist nicht als Ecke des Polyeders zu betrachten
; /?)

Dem
Wttrfel ein Korper, der von den zwei durch Parallel-

verschiebung in einander ttberftihrbaren Dreiecken ABC
und A B C und den sechs Dreiecken A 1 B C, B C A,
C AB; AB tf, BOA ,

C A B (Fig. 83) begrenzt ist.

Die Seiten des Dreiecks PQR sind nicht als Polyeder-
kanten zu betrachten, ebensowenig die uberschlagenen Vier-

ecke ABA B u. s. w. als Polyederflachen.
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23) Die Losung 1st in Fig. 84 zur Halfte gezeichnet;
die andere Halfte erhalt man durch Spiegelung langs M N.

Es wurde damit begonnen, PQ= a= -c parallel zu a zu
&

ziehen, dann 1, 2 parallel den gleichnamigen Staben in

Fig. 31
;
dann wurde PS = c gemacht, u. s. w.

Fig. 84.

24) Vergleiche die in 27 zitierte Schrift von Hauck;
noch allgemeinere Satze finden sich bei Hauck, Journ. f. d.

r. u. a. Math. Bde. 100 und 120; Schmid, Monatsh. f. Math,

u. Phys., Bd. VIII.

Absehnitt HI.

26) Ftihrt man statt der Zeiger y,z lineare homogene
Formen derselben ein:

so multiplizieren sich die Linienzeiger mit Faktoren, die von

den Indices unabhangig sind.

29) Es ist

LmA

L ai

t
ak

wobei das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem
die Permutationen

/, m, i,
k und A, ^ L,

x derselben oder ver-
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schiedenen Klassen angehoren (vergl. Pascal, Determ. 8).

Da jedoch in Gleichung 72) die Permutation
/, m, i, k fest

ist und es nur auf die Verhaltnisse der Koeffizienten der

p ankommt, konnen wir das Vorzeichen von der Permutation

A, /M, fc,
x allein abhangen lassen, u. s. w.

31) Es sei eine Determinante v-ter Ordnung von der

Form

_ v -f 2

gegeben, wobei jedes Element eine homogene Funktion irgend
welcher anderen Grofsen pi ist, deren Grad durch den

Index angezeigt wird. Dann ist J eine homogene Funktion

Av-ten Grades in den p;, wie man sich durch den Schlufs

von v auf v -f- 1 uberzeugt (andert man in einer derartigen
Determinante alle Indices einer Zeile oder Kolonne um

gleich viel, so bleibt sie homogen in den pi, wenn sie es

frtiher war). Hieran wird nichts geandert, wenn man be-

liebig viele Elemente durch Nullen ersetzt.

Wenn wir
m&amp;lt;^n voraussetzen,

kann der Bau von D durch Fig. 85

versinnlicht werden, wobei die zwei

stark begrenzten Parallelogramme
durch Elemente cp und

\f&amp;gt;

erfiillt sind

(einschliefslich der schragen Begrenz-

ungen), die ubrigen Raume durch

Nullen. Entwickelt man D nach

den Unterdeterminanten der ersten

m Zeilen, so erhalt man lauter Pro-

dukte von Determinanten J9 . Jy,
wobei im Hauptglied

Fig. 85.

Es ist also im Hauptglied Jv von der Dimension wn,
Jy von der Dimension Null. Aus dem Hauptglied erhalt

man alle anderen, indem man der Keihe nach die Teil-

kolonnen kv (k &amp;lt;^ m) von Jv durch andere ky (k
f

^&amp;gt; m) er

setzt und gleichzeitig in Jy die erganzenden Teilkolonnen
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ky vertauscht. Dabei andern sich die Dimensionen

und J im entgegengesetzten Sinne um die gleiche

ky und
von Jv
Anzahl.

32) ,,0rt&quot;
kann hier nur im Sinne der Punktgeometrie

verstanden werden. Dann bestimmen aber auch sogar zwei

Gleichungen zwischen Linienzeigern noch keinen ,,0rt&quot;.

Absehnitt IV.

33) Wenn die projektiven Buschel durch
(&amp;lt;S; a, b, c) und

(*S ; a, b
j
c

) gegeben sind (Fig. 86), so wird die Achsen-

richtung a als Nullpunkt der unendlich fernen Ebene kon-

struiert, indem man jS||6 , y\\c

durch *S zieht und die Ebenen
b

/?
und c y zum Schnitt bringt.

Obgleich das raumliche Ge-

bilde durch die in der Zeich-

nung angenommenenElemente
bei weitem noch nicht fixiert

ist, kann man doch einen

Punkt T von a konstruieren,
indem man eine Hilfsebene

E
\\a beniitzt. Um die Achse

selbst zu finden, mufs man
den Nullpunkt einer zu a

senkrechten Ebene suchen (ist

nicht mehr ausgefiihrt und Fig. 86.

ware erst moglieh nach Beseitigung der erwahnten Viel-

deutigkeit der Figur).

35) Thatsachlich verliert das Gewinde nicht seine axiale

Symmetric, aber sein Parameter andert sich im Verhaltnis ^,

wie man sowohl an den Nullebenen der Punkte in E leicht

bestatigen kann, als auch derjenigen, deren kiirzester Ab-

stand von der Achse zu E senkrecht ist.

36) Macht man die Achse des Gewindes zur Z-Achse,
so nimmt die Gleiehung des zugehorigen ( 2 die einfachere

Form an:

- 0.
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Man kann sich auf die Untersuchung der Komplexkegel
beschranken, deren Scheitel (mit der Abscisse x) auf der

X-Achse liegen und hier wieder auf die Aufsuchung jener
zwei Strahlen, welche die .X-Achse senkrecht schneiden,

Setzt man noch

wobei also ! der Parameter des zugehorigen Gewindes

ist, so erhalt man als Gleichung des erwahnten Geradenpaars

1) (!
2

m) z*+ 2 1 xy z + (x* m) y&quot;*

= 0.

Der Richtungskoeffizient ^ = z : y lafst sich hieraus

leicht berechnen, ebenso der Offnungswinkel des Kegels.

S2 kann also durch Schiebung und Schraubung der

Regelflache 1), d. i. einer Regelflache vierter Ordnung,
geradeso erzeugt werden, wie das Gewinde durch Schiebung
und Schraubung des hyperbolischen Paraboloids :

X

Wenn zunachst:

I) m = !
2
,
so folgt aus 1), dafs alle Durchmesser von

($ zu ( 2 gehbren.

In der That ist von vornherein mechanisch selbst-

verstandlich, dafs ftir M 2=
a*, d. h. wenn das gegebene

Moment gleich dem Feld der aquivalenten Dyname ist, alle

Durchmesser von ($ der Aufgabe gentigen; denn der Stab-

anteil der Dyname hat beziiglich derselben das Moment Null,

und der Feldanteil hat beziiglich aller Durchmesser dasselbe

Moment. Die Regelflache reduziert sich hier auf den

dritten Grad.

II) Wenn m
&amp;lt;

f
2
,

so ist mechanisch selbstverstandlich,
dafs umsomehr durch jeden Punkt reelle Strahlen von (

2

gehen miissen, weil das erreichbare Moment fttr die Achsen
(larch einen Punkt seinem absoluten Betrage nach ein

Maximum, aber kein von Null verschiedenes Minimum hat

(Aufgabe 14).
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III) Wenn m
&amp;gt;

I
2

,
so dringen in das Innere des

Cylinders vom Halbmesser Vm I
2 keine Strahlen von

(L&amp;gt;

ein. Es beruhren ihn Strahlen mit der Neigung

f

Samtliche Strahlen von ( 2 konnen nach Tangenten von
Schraubenlinien angeordnet werden, von denen auf jedem
der koaxialen Cylinder zwei Scharen von je oo 1

liegen. Es
sind die Spezialfalle ! =

0,&amp;lt;x&amp;gt;

zu beachten (vergl. 48, b).

38) Jedes hyperbolische Netz kann durch eine Trans

formation X des Satzes 108 aus einem reehtwinkligen Netz

%l erhalten werden. Schneidet man %l durch zwei zur Mittel-

ebene parallele Ebenen, welche die Brennlinien harmonisch

trennen, so erhalt man zwei solche affine Systeme Z, Z
lt

deren Projektionen I1

,
21

auf einander involutorische Central-

buschel haben. Maeht man ihre Doppelstrahlen zu Achsen, so

kann die Affmitat zwischen Z und S durch die Gleichungen :

1) x =-HX, y= f.iy

dargestellt werden. Aus

7-= -
&amp;gt;

* y = i^ ftyX X

geht hervor, dafs das System Z&quot; aus Z durch Spiegelung

langs einer Geraden nnd ahnliche Vergrofserung im Ver-

haltnis fi abgeleitet werden kann. Also kann 9^ auf oo 1

Arten durch zwei solche affine Systeme erzeugt werden, die

durch Spiegelung, Ahnlichkeitstransformation und Translation

auseinander ableitbar sind.

Schneidet man 51 durch zwei Ebenen, die von der

Mittelebene beiderseits gleichen Abstand haben, so treten an

Stelle von 1) die Gleichungen

2) ^= xo?, y =y,
wobei x eine positive oder negative Konstante bedeutet, je
nachdem die beiden Ebenen zwischen den Brennlinien liegen
oder aufserhalb derselben.
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Die weiteren Gleichungen

K ~~r=
-f-

ay= *y

ergeben keine so einfache Deutung mehr.

2

41) x = c cot a .
, y = c tang a .

,
z = .

42) Wenn man y, y als fest, #, a? als beweglich be-

trachtet, kommt man zur Sylvesterschen Erzeugungsweise;
dem Punkt x ist die Ebene (#, # )

als Nullebene zugeordnet,
also immer dieselbe, welches Paar man auch statt y, y als

fest betrachtet. Da g, g auch Strahlen aller Gewinde sind,

so sind diese identisch. Diese Bestimmungsweise durch

zwei projektive Punktreihen kommt auch darauf hinaus, vom
Gewinde ein spezielles Strahlennetz und noch einen Strahl

zu geben.

44) Z. B. kann sie aus 113, a) so entnommen werden:
Wahlt man irgend welche Grofsen pt ,

die der Komplex-
gleichung

und der Gleichung
o\ y Tt- n-

gentigen, so kann man aus den vier Gleichungen

die vier Grofsen
&amp;lt;r, y, Zj w reell bereehnen; die beiden iiber-

zahligen Gleichungen

sind dann vermoge 1) und 2) von selbst erfttllt.

45) Bei 110) sind die w-Flachen und die v-Flachen

hyperbolische Paraboloide, die M, 5- und die v, -Kongruenzen

spezielle Strahlennetze und zwar im einen Fall solche, deren

Brennlinie unendlich fern liegt; analog bei 113).

46) Man wahle auf g zwei Punkte; ihre Nullebenen

beziiglich der Komplexe des Btischels beschreiben zwei pro

jektive Ebenenblischel, u. s. w.
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Absehnitt V.

48) Setzt man

Xk = &amp;lt;*k-r
* ak i #& bk -j- i b

kj

schreibt

I -f- i K statt A,

^ -j-
i !* ^j

~fc -|-
i zk n zk ?

so wird:

Lost man jedes der beiden Systeme nach den Klammern

auf, und setzt die Auflosungen einander proportional, so

erhalt man eine Darstellung der gescharten involutorischen

Kollineation, die frei von Parametern ist. Dieselbe lautet,

wenn man in der Determinante

|

% ai bk bk (k
=

1, . . . 4)

die Adjunkte jedes Elementes mit dem entsprechenden

griechiscben Symbol bezeicbnet:

TZak zi = S ak zk , Tlfazk = S ft zk ,

Man sieht aus den Gleichungen, dafs die Kollineation

involutorisch ist, und dafs keine reellen Doppelpunkte vor-

handen sind. Denn fiir die Doppelpunkte folgt T 2 = 1.

52) (b*+ c--r

+ 2 (ft ^?5 ?2 ft)+ 2 ^
(ft ?6 ft ft)

53) Der Ort ist das gleichseitige Paraboloid:

ab n-= -(1 771
2
).

c m
Walt man den Mittelpunkt auf dieser Flache, so ist der

Halbmesser der Kugel durch

b* a*- in- + (6
2 r* 7i

2
) (1 m 2

)
=

Zindler, Liniengeometrie. 24
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bestimmt. In der That 1st es fur eine Kugel eine zwei-

fache Bedingung, eine imaginare Gerade zu berlihren, well

sie die konjugierte von selbst beriihrt.

54) tf tf+ a&fc &fc)= o
f

Vergl. auch Zeuthen, Math. Ann. Bd. I.

55) In doppelter Beruhrung; denn sie haben mit ihm

nur zwei gemeinsame Punkte und die Zahl der Schnittpunkte
kann sich im imaginaren Gebiet nur verringern, indem einige

zusammenfalien. In der That kann man dies durch einen

Grenztibergang aus einer allgemeinen Flache anschaulich

verfolgen, indem zwei Nabelpunkte in einen Scheitel zu-

sammenrticken, somit auch ihre Tangenteninvolutionen auf

der unendlich fernen Geraden aller Parallelkreisebenen die-

selbe Involution herausschneiden.

56) Es sind diejenigen, die den imaginaren Kugelkreis

$ treffen. Dies kann nur in den gemeinsamen Punkten von

$ und der unendlich fernen Kurve C von F% geschehen. C
ist auch der Schnitt des Asymptotenkegels A von F

2
mit

der unendlich fernen Ebene. Die Strahleninvolutionen in den

cyklischen Ebenen von A definieren solche imaginare

Strahlen von A, die auch $ treffen. Sie schneiden also auf

der unendlich fernen Ebene, da sie in beiderlei Sinn zu

nehmen sind, die vier Schnittpunkte von C und aus. Man
hat daher folgenden Satz: In einem Parallelebenenbuschel.

das eine cyklische Ebene eines Hyperboloids H enthalt, ist

durch H eine Involution definiert. Diese schneidet auf irgend

einer Erzeugenden e von H auch eine Involution aus
r

wodurch auch eine gescharte raumliche Involution definiert

ist (Satz 137); die Ordnungsstrahlen der letzteren

bilden ein Rotationsnetz. Wir haben das Ergebnis reell

formuliert; aber es hatte ohne die Theorie der imaginaren

Elemente nicht so leicht abgeleitet werden konnen. Diese

Aufgabe ist ein schlagendes Beispiel ftir die Verwendbarkeit

dieser Theorie.

Absehnitt VI.

57) Wenn E durch eine der aufsersten Erzeugenden

des Cylindroids geht.
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61) Nach der Einteilung des 79 sind es die Falle

A) b, c, d; B) b, d; C) a. Die gemeinsamen Komplexe
konnen nur singular sein.

62) Sei C derjenige Komplex von B, der zu B voll-

standig normal liegt ( 78); dann liegt B im erganzenden
Gebiet C

4 von C (Satz 175). Aber auch das erganzende
Gebiet B

B
von B liegt in C^ schneidet also hier B in

einem Komplex C
,
der zu B vollstandig normal ist.

63) Den Fall, dafs die Grundregelschar ein gleich-

seitiges Paraboloid ist
( 83, B, a).

64) Wie man auch g als Bestandteil eines Korpers mit

Freiheit dritten Grades betrachten mag, die Flachennormalen

in A, B, C definieren die Grundregelschar des zugehorigen
linearen Windungsgebietes.

66) Vergl. die in 85 zitierte Schrift Sturm s.

Vermischte Ubungsaufgaben.

69) Chasles, C. R. 16 (1843); es sei bei dieser Ge-

legenheit auf die beiden Werke von Schon flies Geometric

der Bewegung in synth. Darst&quot; (1886) und von Mannheim
,,Geometrie cinematique&quot; (1894) hingewiesen.

70) Franel, Vierteljahrsschr. der naturf. Ges. Zurich,
Bd. 40, 1895.

71) Franel, ebenda; fur den Fall, dafs die Netze

identisch sind, vergl. Kohn, Wiener Sitzgsber. Bd. 107,

II, 1898.

72) Durch die Gleichung wird auf den Brennlinien eine

Projektivitat definiert (D Emilio, die in 55 zitierte Schrift.)

73) Sie schneidet stets die beiden Geraden

und

(Hermes, liber Strahlensyst. 1. Ord. u. Kl. Journ. f. Math.

Bd. 67, 1867). Das Netz ist hyperbolisch oder elliptisch,

je nachdem a, b gleichbezeichnet sind oder nicht.

24*
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74) Denn t ist Brennlinie eines parabolischen Strahlen-

netzes, das durch eine Korrelation mit dem Trager t definiert

werden kann ( 58).

76) Klein, Math. Ann. Bd. II; Caporali und del Pezzo,
Introd. alia teoria dello sp. rig. (in den Mem. di Greom. von

Caporali).

77) Denn jeder Strahl des zugehorigen Netzes wird
durch einen Komplex des Biischels in sich selbst abgebildet

(Caporali u. del Pezzo, a. a. 0. 8).

78) R sei durch s,t ,t&quot;
definiert

;
dann bestimmen

s,s ,t ,t&quot;
ein Strahlennetz JV, dem samtliche erwahnten oo 1

Regelscharen angehoren (Satz 99), dasselbe aber auch er-

schopfen, wie man erkennt, wenn man durch s zwei Ebenen

legt und N durch zwei kollineare Felder erzeugt (Satz 100).

79) N sei durch s,
tv 2 ,

t
z definiert; dann ist durch

s,s ,tv t
z ,ts eine Gewinde G bestimmt, dem samtliche oo

2

Regelscharen angehoren (Satz 101 und 11), dasselbe aber

auch erschopfen ;
denn wahlt man einen beliebigen Strahl p

von 6r, so bestimmt er mit s,
s

f

eine Regelschar, die nach

Satz 217 N aufser in s noch in einem zweiten Strahl

schneidet, der als t zu nehmen ist, wenn man auf p kommen
will. Analog in den anderen Fallen.

80) Sturm, Liniengeom. I, Art. 130, 142, 154.

81) Caporali u. del Pezzo, a. a. 0. 4.

82) Wir schneiden a, 6, c,
d durch zwei Strahlen ^ t

der Leitschar. Dann ist (Fig. 87):

a
Nun mtissen sich nach

39, c) die Zeiger von y
und d in der Form

Pig . 87 .

*
schreiben lassen, wobei A

und
f.t

aus der Bedingung
zu bestimmen sind, dafs

sich /, c schneiden, ebenso

d, d. Setzen wir also
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w
(a, c)

= I di + 3 a = (a c) ,

u. s. w., so 1st

(a c) + A (0 c)
=

(a d) +
und nach Satz 55 :

Nun vertauschen \vir a, b, ebenso
t,

t und lassen 5 die
Rolle von S spielen. Dann erhalten wir

(tic) (lid)

und durch Elimination von ?:

&amp;lt;&quot;-

Es ist noch das Vorzeichen der Wurzel, deren positiven
Wert wir u nennen, zu bestimmen : Berechnen wir nach der-
selben Regel

(acbd) = -|- v,
so ist einerseits

(abed)+ (del ft) i=l,
andererseits kann von den drei Gleichungen

u-\-v=l, u v== i^
_u jrv== i

nur eine durch die positiven Werte u, v erfullt werden. Das
Doppelverhaltnis lafst sich der Natur der Sache nach auch
rational durch die Zeiger ausdriicken (Voss, Math. Ann.
Bd. 8

7
S. 61).
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Die Anfertigung der Figuren.

Wenn auch die folgenden Erlauterungen zum Verstandnis
des Buches nicht unentbehrlich sind, soil sich doch ein

Geometer daruber Rechenschaft geben konnen, wie raumliche
Gebilde richtig zu zeichnen sind. Bei einigen der folgenden
Erklarungen wird die Kenntnis der Elemente der darstellenden
Geometrie vorausgesetzt. Alle Figuren des Buehes sind,
wo nicht ausdrucklich anders bemerkt, in axonometrischer

Projektion gezeichnet, wofern sie iiberhaupt raumliche
Gebilde darstellen.

Absehnitt L

Fig. 1. Der Kreis wurde in der Umlegung in 12 gleiche
Teile geteilt und die Teilpunkte durch Parallele zur Achse
auf die Ellipse projiziert. Indem man die Strecke 11 von 1

aus einmal, von 2 aus zweimal u. s. w. in der Richtung a

auftragt, erhalt man Punkte der Schraubenlinie.

Fig. 10. Da durch das Achsenverhaltnis der Ellipsen,
welche Kreise darstellen, die Neigung ihrer Ebene und somit

die Lage der ganzen raumlichen Figur gegen die Bildebene

sich vollkommen bestimmt, ist auch die Neigung v der

Cylindertangente I gegen die Kreisebene, d. h. gegen die

Kreistangente t in B bestimmt. Die willktirliche Annahme
des Gewindestrahls I durch B im Bilde bestimmt somit den

Parameter f des Gewindes. Sein Strahl ^ mit der Neigung v

(analog Z
2 )

mufs aus der Proportion

tan v
l

: tan v = c : c

(Gleichung 14) konstruiert werden. Dies ist in der Neben-

figur (in vergrofsertem Mafsstab) geschehen. Um die
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Richtung von t zu finden, ziehe man PT\\DA; dann 1st

*|| TQ, well PTQ im Raume ein reehter Winkel 1st. Es
1st ^A^! * (Lange beliebig), 2 \\ ^ \\ t,

n
2 \\ n^ \\

n
\\ a; S ist

als Schnittpunkt von / und n bestimmt; dann schneidet NS
auf Wj und n

2 Punkte von l
t
mid Z

2 heraus, well n, w,, n
2 ,

proportional den Tangenten der Winkel v, v
t ,

v
2

sind.

Fig. 13. Die Geraden a, Z
1? d, d

l
warden im Bilde

willkiirlich angenommen, hierauf n\\ a durch Q, d[ \\ d^ durch
N gezogen, wodurch l{ bestimmt ist. Man sieht jetzt zu-

gleich, dafs man jene vier Geraden in der That willkurlich

annehmen durfte; denn man kann n, Z[, d{ als das Achsen-
kreuz betrachten u. s. w. Schliefslich mufs I

\\ NQ gezogen
werden.

Absehnitt II.

Fig. 20. Die Hyperboloide sind blofs skizziert und

durchsichtig gedacht.

Absehnitt III.

Fig. 33. Das Dreikant P
l
wird von E in STU, von

( in @XU geschnitten. Die Eckpunkte dieser beiden
Dreiecke wurden auf den Kanten beliebig angenommen, zu-

gleich @ horizontal gedacht. Hierauf wurde die Spur Eh von
E auf ( konstruiert, indem *S T mit (g % zum Schnitt ge-
bracht wurde, u. s. w. Es sei P

l P{ = e
t

die Senkreehte
von PI auf d, d die Senkreehte von P auf E, N die

Verbindungsebene (e , (5,).
Dann konnen e

x
und J^ noch

beliebig angenommen werden; denn jetzt konnen Eh ,
Nh ,

e

als die Achsenrichtungen betrachtet werden. Die Spur Ne

von N auf E mufs jedoch (z. B. mit Hilfe von PG) kon-
struiert werden. Um 6^ zu finden, handelt es sich nur noch

darum, von P
x

auf iVe die Senkreehte zu konstruieren.

Zieht man P^B\.Eh ,
so ist P

l
B parallel zur Bildspur von ^V.

Wenn also ACiP
l B^ so ist ACB auch im Raume ein

reehter Winkel, daher A C eine Hohe des in ^V gelegenen
Dreiecks ABP^. Eine zweite Hohe und somit den Hohen-

schnittpunkt w findet man, indem man B w
\\
Nh zieht

P^D durch co ist die gesuchte Strecke d
t ;

d
z

zieht man
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parallel dazu durch P
2
und begrenzt es durch D S. Analog-

findet man e2
.

Fig. 34. Zuerst wurden E
1

und E
2

als im Raume
rechteckig begrenzt angenommen, dann P

1
in E^ P

2
in E^..

Zieht man a, x parallel zu den Randern der Ebenen, so

kann die senkrechte Projektion P2
r von P

2
auf E

2
noch

beliebig auf x angenommen werden. Aber jetzt sind drei

aufeinander senkrechte Richtungen #, y, Pz P2 bekannt, die

als Achsenrichtungen betrachtet werden konnen, und die

Projektion P[ von P
l

auf E
1

mufs konstruiert werden,
weil die Lage der Figur gegen die Bildebene (bis auf ihre

Entfernung von derselben) bestimmt ist. Legen wir also

Pz in die Bildebene, so erhalten wir durch o Ly und

TlPg A zwe* Punkte der Bildspur p von E - P
1 P[ mufs

senkrecht zu
/? gezogen und durch Parallele zu den Randern be

grenzt werden. Nun kennt man die Projektionen k und k&quot;

von k auf E
1
und E

z ,
kann daher, wenn S und @ auf k

angenommen werden, die Strecken d und e zeichnen.

Absehnitt IV.

Fig. 40. Um moglichst einfach eine richtige Skizze zu

erhalten, wurde A
& C= A

2
A

B
= NA^ gemacht, ebenso

B,B[ = B,B, = B,B,.

Fig. 47. Die Paare kongruenter Ellipsen der beiden

Scharen des Satzes 109 bestimmen Hyperboloide, fiir welche

der Hauptstrahl des Netzes eine Achse ist. Drei dieser

Hyperboloide wurden gezeichnet und drei Paare konjugierter

Richtungen in den Ellipsen (z. B. A A
,
B B

).
Die Kon-

touren der Hyperboloide sind nicht uberall gezeichnet; je-
doch trennt uberall ihr Beruhrungspunkt mit den Netzstrahlen

einen voll ausgezogenen und einen punktierten Teil des

Strahls. Die Netzstrahlen lassen sich auch nach gleich-

seitigen hyperbolischen Paraboloiden anordnen, wenn man
alle zusammenfafst, die einen Durchmesser einer Ellipsen-
schar (z. B. A A

,
daher auch B B

) schneiden. Dieselbe

Figur kann sowohl als Bild eines Rotationsnetzes als ernes

allgemeinen elliptischen aufgefafst werden.
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Abschnitt V.

Fig. 58. Da die Lage der Geraden g,gv
durch ihre

axonometrisehe Projektion allein noch nicht bestimmt ist,

kann man in E die Richtung der Spuren /*, \ des Paares

paralleler Ebenen durch g und gl
willkiirlich annehmen.

Projiziert man dann den Punktwurf auf g in der Richtung

g und umgekehrt, so erhalt man Punkte auf den Strahlen

der Quadrupel a, a
; b,b und ai,a{; b^b[. Jetzt konnte

man unmittelbar die weitere Konstruktion des gemeinsamen
Punktes nach b) anschliefsen. Denn diese Konstruktion

hat projektiven Charakter
;

es macht daher keinen Unter-

schied, dafs sie hier blofs das Bild einer Konstruktion 1st,

die sich in Wirklichkeit in einer anderen Ebene abspielt.

Absehnitt VI.

Fig. 66. Ein Kreis K des Krelscylinders wurde (nach
derselben Methode wie bei Fig. 1) in 32 gleiche Teile ge-

teilt; durch die Teilpunkte wurden die Senkrechten auf

seine Ebene gezogen und auf diesen nach oben oder unten

die Ordinaten der Kurve z= \ sin 2 # aufgetragen. Dabei
ist die grofse Halbachse der Ellipse K die Einheit in wahrer

Lange, also die Excentricitat von K ihre Lange in der

Verkiirzung nach der Z-Richtung. Nimmt man daher die

halbe Excentricitat CH als Einheit, macht danach einen

Mafsstab, und betrachtet -^ des Kreisumfangs als aqui-
valent 22^, so kann man die aufzutragenden Werte z

unmittelbar aus der Sinustafel ablesen und dann am Mafs-

stab abnehmen.

A A und BB sind die Achsen der Hauptkomplexe
des Biischels und liegen in der Mittelebene. G G r

ist die

tiefste, HH die hochste Erzeugende; beide sind die

,,aufsersten&quot;. Ihre Richtuugen halbieren den (rechten)
Winkel zwischen AA und BB\ DD ist die Doppellinie r

soweit sich auf ihr zwei reelle Erzeugende schneiden. Die

Figur des Modells ist der Ubersichtlichkeit halber anstatt

durch die gestrichelte Linie der Figur 65 durch die Sinus-

lime selbst begrenzt, was beim wirklichen Modell allerdings
nicht ausfiihrbar ist. Der Cylinder ist undurchsichtig ge-

dacht, das Cylindroid jedoch durchsichtig, wie es ja bei

einem Fadenmodell der Fall ist.
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Fig. 68. Erne Ellipse K wurde beliebig gezeichnet und
als Projektion ernes Kreises betrachtet, ferner d durch einen

Punkt B von K parallel zur kleinen Achse der Ellipse an-

genommen. Der zu BB konjugierte Durchmesser A A
von K steht im Raume auf BB senkrecht. Macht man
A fi = AG

|| d, so ist GH\m Raume die grofse Achse

einer auf dem Kreiscylinder durch K liegenden Ellipse,

die also aus den konjugierten Durchmessern BB und GH
gezeichnet werden kann (Krtimmungskreise in den End-

punkten dieser Durchmesser nach Rohn und Papperitz,
Darst. Geom., Art. 410). Die Erzeugenden des Cylindroids
findet man nun, wie i. T. angedeutet. Die durch G und H
gehenden sind bezw. die tiefste und die hochste. B B und

die Tangente in B an K sind die Haupterzeugenden.

Fig. 81. Es ist darauf zu achten, dafs X, a, Y, a ein

harmonisches Biischel bilden; man erreicht dies am ein-

fachsten, indem man auf einer Parallelen zu a zwei gleiche

Strecken aneinanderlegt, durch deren Endpunkte X, a, Y gehen
mttssen.

OF THE

:
NIVERSITY

^^UFOR^A^*
Berichtigungen.

Seite 19 in Figur 7 lies U^ statt u^.
Seite 25 in Figur 11 lies E statt e.

Seite 77 in Figur 33 lies d, e2 statt hi, 7i2 .

Seite 79 in Figur 35 lies E statt .

Seite 177, Anm. lies Atti statt Alti.

Seite 234 in Figur 58 lies im reehten Teil der Figur Aj statt A.

Seite 241, letzte Zeile lies / statt /).
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62 Landerkunde von Europa von Dr. Franz

Heiderich, Professor am Francisco-Josephinum
in Modling. Mit 14 Textkartchen und Dia-
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63 Landerkuiide der aussereuropaischen Erd-

teile von Dr. Franz Heiderich, Professor am
Francisco- Josephineum in Modling. Mit

11 Textkartchen und Profilen.

64 Deutsches Worterbuch von Dr. Ferdinand

Detter, Professor an der Ouiversitat Prag.

65 Analytische Geometrie der Ebene von Prof

Dr. M. Simon in Strassburg. Mit 57 Fig.

66 Russische Grammatik von Dr. Erich Berneker

Professor an der Universitat Prag.

67 Russisches Lesebuch mit Glossar v. Dr. Eric!

Berneker, Professor an der Universitat Prag

68 Rnssisch-Deutsches Gesprachsbuch von Di

Erich Berneker, Prof. a. d. Universitat Prag

69 Englische Litteraturgeschichte von Dr.Kai

Weiser in Wien.
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und 40 Abbildungen.
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kanntesten Arten von Dr. F. Keinecke in

Breslau nnd Dr. W. Migula, Professor an der
Techn. Hochschule Karlsruhe. Mit 50 Fig.

123 Nutzpflanzen von Dr. J. Behrens in Weins-

berg. Mit 53 Abbildungen.

124 Die dentschen AltertUmer von Dr. Franz

Fnhse, Direktor d. stadt. Museums in Braun

schweig. Mit 70 Abbildungen.

125 Italienisclie Litteraturgeschichte von Dr.
Karl Vossler, Privatdozent a. der Universitat

Heidelberg.

126 Deutsche Stammeskunde von Dr. Rudolf

Much, Privatdozent an der Universitat Wien.
Mit 2 Karten und 2 Tafeln.

127 Pflanzenbiologie von Dr. W. Migula, Prof,

an der Teclmiscben Hochschule Karlsruhe.
Mit 50 Abbildungen.

128 Romanische Sprachwissenschaft von Dr.
Adolf Zauner, k. k. Realschulprofessor in Wien.

129 Die Alpen von Dr. Rob. Sieger, Privatdozent
an der Universitat u. Professor an d. Export-
akademie des k. k. Handelsmuseums in Wien.
Mit 19 Abbildungen nnd 1 Karte.

130 Das b fientl, Untcrrichtswesen Deutschlands
in der Gegenwart von Dr. Paul Stotzner,

Gymnasialoberlehrer in Zwickau.

131 Abriss der Biologic derTierel: Entstehung
und Weiterbildung der Tierwelt, Beziehungen
zur organischen Natur von Dr. Heinrich

Simroth, Professor an der Universitat Leipzig.
Mit 33 Abbildungen.

132 Abriss der Biologic der Tiere II: Beziehung.
der Tiere zur organischen Natnr von Dr.

Heinrich Simroth, Professor an der Univers.

Leipzig. Mit 35 Abbildungen.

133 Volkswirtschattslehre von Dr. Carl Johs.

Fuchs, Professor a. d. Universitat Freiburg i. B.

134 Dentscbe Litteraturgeschichte des 19. Jahr-
hunderts I. von Dr. Karl Weitbrecht, Prof,

an der Technischen Hochschule Stuttgart.

135 Deutsclie Litteraturgeschichte des* 19. Jahr-
hunderts II. von Dr. Karl Weitbrecht, Prof,
an der Technischen Hochschule Stuttgart.

136 Physikalische Pormelsammlung v. G. Mahler,
Professor am Gymnasium in Ulm.

137 Dichtungen aus mitteihochdeutscher Friih-
zeit. In Auswahl mit Einleitungen und
Worterbuch herausgegeben von Dr. Hermann
Juntzen in Breslau.

138 Simplicius Simplicissimus von Hans Jakob
Christoifel v. Grimmelshausen. In Answahl
hrsg. von Professor Dr. F. Bobertag, Dozent
an der Universitat Breslau.

139 Kaufmannisches Rechnen I. von Rich. Just,
Oberlehver an der Offentl. Handelslehranstalt
der Dresdener Kaufmannschaft.

140 Kaufmannisches Rpchnen II. von Rich. Just,
Oberlehrer an der Offentl. Handelslehranstalt
der Dresdener Kaufraannschaft.

141 Movphologie, Anatomic u. Physiologic der
Ptiauzen. Von Dr. W. Migula, Professor an
der Technischen Hochschule Karlsruhe. Mit
vielen Abbildungen.

142 Darstellende Geometric I. Von Dr. Rob.

Haussner, Professor a. d. Universitat Giessen.

Mit 100 Figuren.

145 Geschichte der Padagogik von Oberlehrer
Dr. H. Weimer in Wiesbaden.

146 Repetitorium und Aufgabensammlung zur

Differentialrechnung von Dr. Friedrich

Junker, Professor am Realgymnasinm und an
der Realanstalt in Ulm. Mit vielen Figuren.

147 Repetitorium und Aufgabensainmlnng zur

Integralrechnung von Dr. Friedrich Junker,
Professor am Realgymnasium und an der

Realanstalt in Ulm. Mit vielen Figuren.

148 Finanzwissenschaft von Professor Dr. R. van
der Borght in JFriedenau-Berlin.

149 Musikalische Formenlehre (Kompositions-
lehre) von Stephan Krehl. I. Toil. Mit vielen

Notenbeispielen.

151 Schmarotzcr und Schmarotzertum in der

Tierwelt. Erste Einfuhrung in die tierische

Schmarotzerkunde von Dr. Franz v. Wagner,
a. o. Professor an der Universitat Giessen.

Mit vielen Abbildungen.

152 Eisen-Hutten-Kunde von A. Krauss, dipl.

Hutteningenieur. I. Toil: Das Roheisen. Mit

17 Figuren und 4 Tafeln.

153 Eisen-HUtten-Kunde von A. Krauss, dipl.

Hutteningenieur. II. Toil: Das Schmiedeisen.

Mit 25 Figuren und 5 Tafeln.

154 Gletscherkunde von Dr. Fritz Machacek in

Wien. Mit 5 Abbild. im Text und 11 Tafeln.

155 Das Fernsprechweseu von Dr. Ludwig Rell-

stab in Berlin. Mit 47 Fignren und 1 Tafel.

Die Sammlung wird in rascher Folge fortgesetzt.
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Cieduldspielen, Kunststucken und

Unterhaltungsaufgaben
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Von

Dr. Hermann Srlniin-ri.
Professor an der Gelehrtenschtile des Johannetuus zu Hamburg.

Ausg. in :J Bdn. k Mk. 4. gebd. Kleine Ansg. gebd. Mk. :.-

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng wissenschaft-
liches Werk, sondern um ein Buch, in dein der Verfasser allerhand Gedanken iiber

Dinge niedergelegt ha r

, die mit der Mathematik in Beruhrung stehen und mit denen
sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mussestunden beschaftigt. Es sind un-

gezwungene kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien iiber
alle moelichen Probleme und Kunststiicke, die in einer auch dem Laien leicht fass-
lichen Form vorgefiihrt, erklart und erganzt werden.

Geduldspiele
fiir Nichtmathematiker

zum Zwecke der Dnterhaltung historisch u. kritisch beleachtet,

Von

Dr. Hermann Schubert,
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg.

Originell kartonniert Mk. 2..

Neue Ausgabe.
In einigen dieser Spiele diirfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die

ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die Arbeit,
wenn man den Weisungen des Verfassers folgt. Derselbe l)egniigt sich iibrigens nicht
mit der Schilderung der Spiele und der Enthiillung ihrer Gelieimnisse, sondern erteilt

zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschliisse.

Der Name des Verfassers biirgt fur einen gediegenen Inhalt, und somit diirften
die Biicher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich nur
einigermassen fiir diese Wissenschaft interessiert, ja iiberhaupt jedem denkenden,
gebildeten Laien manche genussreiche Stunde schaffen.
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mit 50 Figuren von Prof. Dr. Friedr. Junker.
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von Dr. K. Doehlemann.
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18 Figuren von Prof. Biirklen.
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GeodUsic mit 66 Abbildungen von Prof. Dr. C. Reinhertz.
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