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Vorwort.

Eine systematische Liniengeometrie, die auch die ana-
lytischen Methoden berticksichtigt, ist seit Plickers Original-
werk ,Neue Geometrie des Raumes, gegriindet anf die Be-
trachtung der geraden Linie als Raumelement“ (I, 1868;
IT, 1869) in deutscher Sprache nicht erschienen (Sturms
Liniengeometrie 3 Binde 1892, 1893, 1896, ist rein syn-
thetisch); auch in anderen Sprachen giebt es nur Mono-
graphieen tiber einzelne allerdings ausgedehnte Teile der
Liniengeometrie (namentlich Koenigs, Géométrie réglée,
1895). So bin ich der Aufforderung, eine ,Liniengeometrie®
zu schreiben, gerne nachgekommen, da mir diese Aufgabe
lohnend schien.

Entsprechend den Zwecken der ,Sammlung Schubert“
sind die ersten beiden Abschnitte ganz elementar gehalten,
d. h. es wurde hier von Linienkoordinaten gar nicht, von
projektiver Geometrie sehr mifsiger Gebrauch gemacht. In
den letzten Abschnitten wachsen die Anforderungen an den
Leser etwas; doch ist die Darstellung immer noch Studierenden
hoherer Semester zuginglich.

Den Hauptgegenstand des vorliegenden ersten Bandes
bilden die linearen Komplexe und Kongruenzen und die
linearen Mannigfaltigkeiten solcher Komplexe samt den An-
wendungen, welche dieser Teil der Liniengeometrie gestattet.
Die Gebilde hoheren Grades, die dabei auftreten, dienen
zugleich als Vorbereitung fiir den zweiten Band, der haupt-
sichlich die algebraischen Liniengebilde hoheren als des
ersten Grades und die infinitesimale Liniengeometrie be-
handeln soll. Da der angewandten Mathematik neuerdings
im Universititsunterricht mehr Aufmerksamkeit geschenkt

105529



1V Vorwort.

wird, habe ich den Kreis der Anwendungen moglichst weit
gezogen, z. B. die Beziehungen der Liniengeometrie zur
graphischen Statik beriicksichtigt.

Um die Darstellung von anderen Biichern moglichst
unabhiingig zu machen, habe ich einen Abschnitt ,,Imaginire
Elemente“ eingeschaltet, damit der Anfinger Gelegenheit hat,
sich diese nun einmal unentbehrlichen Theorieen und Aus-
drucksweisen nicht durch blofse Gewdhnung, sondern durch
Einsicht in ihre Berechtigung anzueignen. Ahnliche Riick-
sichten bewogen mich zur Einschaltung des § 80. Allerdings
habe ich mich in der Theorie des Imaginiren auf das engste
Gebiet beschriinkt, in dem ein relativer Abschlufs erreicht
werden kann, nimlich auf die Gesetze des Verbindens und
Schneidens, glaube aber hier einige Vereinfachungen erzielt
za haben.

Alle Gebilde suchte ich moglichst der Anschauung zu-
giinglich zu machen. Die Anschaulichkeit hingt weniger
davon ab, ob die analytische oder die synthetische Methode
benutzt wird (denn die abstrakte Allgemeinheit der projek-
tiven Geometrie ist ebenso unanschaulich als dic analytische
Geometrie), als vielmehr davon, ob es gelingt, die Gebilde
in metrisch ausgezeichneter Weise zu erzeugen. Dies ist
freilich nur in den elementaren Gebieten zu erreichen; hier
soll man es aber auch verlangen. Man hat sich z B. auf-
fallend wenig darum gektimmert, wie denn ein Strahlennetz
ohne reelle Brennlinien eigentlich ,aussieht*. Die Sitze 105
bis 110 und Fig. 47 fiillen diese Liicke aus.

Inhaltlich Neues findet sich in den §§ 43, 54, 55, 59,
60, 68, 83,B. Aulserdem wurden manchmal neue Beweise
alter Sitze gegeben und Bekanntes in einzelnen Punkten
erganzt: So diirfte die geometrische Bedeutung tetraedrischer
Linienzeiger in dieser Vollstéindigkeit (Satz 47) noch nicht
ausgesprochen sein und die Diskussion der imaginiren Tan-
genten zweiter Art einer Fliche zweiter Ordnung (§ 72)
explicite nicht gegeben sein. Die Untersuchung der Achsen-
kongruenzen der Komplexnetze wurde mit Beriicksichtigung
aller speziellen Fille gefiihrt, was weder bei Pliicker noch
bei Ball (Theory of the Screws, 1900) geschieht, aber not-
wendig ist, wenn man fiir die Anwendungen auf Mechanik
und die Beurteilung jedes einzelnen Falles von Bewegungs-
freiheit dritten Grades sicheren Boden gewinnen will,



Vorwort. Vv

Den bequemen Ausdruck Grafsmanns ,Zeiger* fiir
,Koordinaten“ (dementsprechend ,Zeigersystem®, ,Linien-
zeiger® u. s. w.) halte ich einer griofseren Verbreitung wert
und habe ihn ebenso angenommen, wie einige zweekmilsige
Bezeichnungen Sturms. Ieh habe die Gelegenheit benutzt,
in den Ubungsaufgaben den Leser auf weitere Litteratur
aufmerksam zu machen, zu deren Erwihnung im Text kein
Anlafs war. Andere Binde der ,Sammlung Schubert“ wurden
mit S. S. zitiert.

Zwischen synthetischer und analytischer Methode wurde
nach Bedarf abgewechselt. Denn die ,,Reinheit der Methode*
befriedigt nur in den grundlegenden Disziplinen. Spiter
wirkt sie ermtidend und soll durch diejenigen Hilfsmittel
abgeltst werden, dic am raschesten und natiirlichsten weiter-
fiihren.

Innsbruck, am 26. Februar 1902.

Konrad Zindler.
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Einleitung.

Der Gegenstand der Liniengeometrie.

Die Mannigfaltigkeit der Geraden des Raumes ist eine
vierfache, d. h. die einzelne Gerade hiingt von vier
Konstanten oder Parametern ab. Bestimmen wir z. B. eine
Gerade durch ihre Schnittpunkte S, §' mit zwei festen
Ebenen, so erhalten wir jede Gerade nur einmal, und jeder
der Punkte S, S’ braucht zur Bestimmung in seiner Ebene
wieder zwei Zeiger (Koordinaten). Oder wenn wir die
analytische Darstellung

z=az- ¢, y=bz-48

in einem Parallelzeigersystem mit den laufenden Zeigern
x, y, z zu Grunde legen, so kénnen wir a, b, «, g als die
vier Parameter der Geraden betrachten. Innerhalb dieses
vierfachen Gebietes¥*) giebt es nun einfache, zweifache,
dreifache Gebiete, analog wie es innerhalb des dreifach
ausgedehnten Punktraumes einfache und zweifache Gebiete
(Kurven und Flichen) giebt. Die einfachen Gebiete gerader
Linien heifsen Regelflichen, die zweifachen Strahlen-
systeme, hiufiger Strahlenkongruenzen (auch Linien-
kongruenzen oder Kongruenzen schlechtweg), die dreifachen
Linienkomplexe oder Komplexe. Z. B. bilden die simt-
lichen Normalen einer Fliche eine Strahlenkongruenz, die
simtlichen Tangenten derselben einen Komplex (sehr spezieller
Art). Auch aus der obigen analytischen Darstellung erhalten

*) Statt ,Mannigfaltigkeit* werden wir hi#ufig den kiirzeren
Ausdruck ,Gebiet“ gebrauchen.

Zindler, Liniengeometrie. 1



92 Einleitung.

wir Komplexe, wenn wir die Wahl der vier Parameter
dadurch beschrinken, dafs wir ihnen eine Bedingung

f(a,b,ce,ﬂ)-_—O

auferlegen. Zwei solche Bedingungen sondern Kongruenzen,
drei sondern Regelflichen aus. Vier wunabhingige Be-
dingangen sondern nurmehr eine diskrete Anzahl gerader
Linien aus, analog wie sich drei Flichen im allgemeinen
nur noch in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden.

Die Untersuchung der einfachen, zweifachen und drei-
fachen Geraden-Mannigfaltigkeiten bildet nun den Gegen-
stand der Liniengeometrie im engeren Sinn; eine
Erweiterung wird dieser Stoff am Schlufs des § 43 erfahren.
Daneben gestattet die Liniengeometrie Anwendungen auf
Mechanik, graphische Statik und Bewegungslehre, mit denen
wir uns auch befassen werden.



I. Abschnitt.

Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

§ 1. Die Schraubenbewegung.

Es sei P ein Punkt einer Kreiscylinderfliiche mit dem
Halbmesser », IV seine senkrechte Projektion auf die Achse a
des Cylinders, P’ seine senkrechte Projektion auf eine zu a
senkrechte Ebene ¢ (Fig. 1). Wenn sich dann £ so bewegt,
dafs der von P’ beschriebene Kreisbogen und die von N
beschriebene Strecke zu allen Zeiten im selben Verhiltnis
steben, so beschreibt P eine Schraubenlinie. Es ist am
einfachsten, sich die Bewegung von &, also auch von P’
gleichformig zu denken; es sei v die Geschwindigkeit von
N, w die Winkelgeschwindigkeit des Punktes /', also rw
seine absolute Geschwindigkeit. Wenn man die Ebene ¢ von
derjenigen Seite betrachtet, nach der = gerichtet ist, so kann
die Drehung von #’ noch im positiven oder negativen
Drehungssinn erfolgen, demgemifls w zweierlei Vorzeichen
haben. lm ersten Fall heilst die Schraubenlinie rechts-
gewunden oder rechtsgiingig (sie steigt, von der Aufsen-
seite des Cylinders betrachtet, nach rechts), im zweiten
linksgewunden oder linksgingig*) Diese Festsetzung
ist vom Sinne, in dem die Schraubenlinie s durchlaufen wird,
unabhiingig; denn drehen wir den Cylinder der Fig. 1 so um,
dafs seine Basis nach oben zu liegen kommt, so bleibt s

*) Danach sind z. B. die Korkzieher und die allgemein gebriuch-
lichen Schraubennigel ,rechtsgewunden“. Dieser Sprachgebrauch ist
in der Maschinenlehre iiblich; in der theoretischen Geometrie ist die
_ Bezeichnang mitunter umgekehrt.

1#



4 I. Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

rechtsgewunden. Es sei P, der Schnitt von s und ¢, ¢ die
Zeit, welche der Punkt von P, bis P gebraucht hat; das
auf dem Cylinder gelegene Dreieck P, /' kinnen wir in
eine Ebene abwickeln und erhalten ein rechtwinkliges Dreieck
mit den Katheten:

P P'=rowt, P'P=r1t;
die Neigung 3 der Schraubenlinie ist also bestimmt durch

T

Da w fiir rechtsgewundene
Schraubenlinien positiv, fiir
T linksgewundene negativ ist,
wird & im ersten Falle spitz,
im zweiten stumpf, d. h. wir
haben unter & immer den
Winkel zu verstehen, den der
Geschwindigkeitsvektor des
Punktes 7, mit der im Sinn
. der positiven Drehung ge-
a zogenen Kreistangente bildet.
Wenn P’ einen vollen Kreis
ﬁ: beschrieben hat, so st
P, P'=2rm geworden, also
27w =rwt und die zu-

e AT RGNS iy gehorige Zeit

=

w

\\l i
; 2 ) P'P ist gleich der Gang-
\\\L J// hshe % geworden; also ist
R R 2nT
Fig. 1. 2) h= .

w

Durch die Achse ¢« und die Tangente 7' eines ihrer
Punkte ist s vollkommen bestimmt. Wenn s rechtsgewunden
ist, so ist es auch diejenige Schraubenlinie, die durch 7" als
Achse und « als Tangente bestimmt ist. Hiernach nennen
wir ein Paar windschiefer Geraden, die nicht auf-
einander senkrecht stehen, selbst rechts- oder links-
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gewunden, je nachdem es die beiden Schraubenlinien sind,
die bestimmt werden, wenn man die eine Gerade als Achse,
die andere als Tangente nimmt.

Wenn ein geometrisches Gebilde sich mit der gleich-
formigen Winkelgeschwindigkeit @ um @ dreht und gleich-
zeitig lings a mit der gleichformigen Geschwindigkeit z fort-
schreitet, so sagt man, das Gebilde vollfihre eine gleich-
formige Schranbenbewegung oder Schraubung um die
Achse a. Da man sich jeden Punkt des Raumes mit dem
beweglichen Gebilde fest verbunden denken kann, so gelangt
man zur Vorstellung, als ob der ganze bewegliche Raum R
in einem zweiten ruhenden Raum eine Schraubung vollzige.
Jeder Punkt 2 von R beschreibt dabei eine Schraubenlinie,
deren Ganghthe nach 2) von seiner Lage unabhiingig ist,
deren Neigung nach 1) mit wachsendem » abnimmt; blofs
die Punkie von a beschreiben a selbst. Wir nennen die
ganze Schraubung rechts- oder linksgewunden, je nachdem
es ihre einzelnen Schraubenlinien sind. Dabei hingen die
Bahnen der Punkte nicht von den absoluten Werten = und w,
sondern nur von ihrem Verhiltnis

T
3) = =
und von der Lage der Achse ab; f heilst der Parameter
oder die Steigung der Schraubung. Fir =1 wird
tgd =1, also:

Satz 1: Die Steigung der Schraubung ist gleich
der Tangente der Neigung derjenigen Schrauben-
linien, die auf dem Cylinder mit dem Halbmesser
eins liegen.

§ 2. Das Nullsystem.

Wir denken uns den Raum in einer Schraubung um «a
begriffen und fassen einen bestimmten Zeitpunkt ins Auge;
die Normalebene der Bahn, die ein Punkt P zu dieser Zeit
hat, nennen wir aus einem spiiter zu besprechenden Grunde
seine Nullebene ». Hierdurch ist jedem Punkt des Raumes
eine durch ihn gehende Ebene zugeordnet. Denken wir uns
die Normalebene wihrend der Schraubung mitgefiihrt, so
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bleibt sie fir jeden Zeitpunkt Nullebene des Punktes 2.
Jene Zuordnung ist also vom gewiihlten Zeitpunkt unabhiingig.
v enthilt die Normale PN des Punktes 7 auf a. Versuchen
wir umgekehrt, wenn » gegeben ist, einen Punkt P zu finden,
dessen Nullebene » ist. Wenn v 1 a, so ist ihr Schnittpunkt NV
mit a der gesuchte Punkt. Andernfalls legen wir in » durch
N die Gerade gla; nur auf g haben wir £ zu suchen.
Sein Abstand » von N mufs die Bedingung 1) erfiillen,
wobei < durch die Normale von » bekannt ist. Wenn wir
vorldufig beiderseits nur die absoluten Werte dieser Gleichung
berticksiehtigen, so ist durch sie » eindeutig bestimmt. Aber
es giebt auf g zwei symmetrisch zu N gelegene Punkte
dieses Abstandes; derjenige ist der gesuchte, dessen Normale
zu v gegen a ebenso gewunden ist, wie die gegebene
Schraubung. 7 heifst der Nullpunkt von ». Die Zuord-
nung ist also gegenseitig eindeutig; nur die zu a parallelen
Ebenen haben noch keine Nullpunkte erhalten. Diese Liicke
wird sich alsbald schliefsen.

Satz 2: In einer Schraubung sei jedem Punkt
die Normalebene seiner Bahn zugeordnet. Die so
definierte geometrische Verwandtschaft ist gegen-
seitig eindeutig und heilst Nullsystem.

Die Achse a der Schraubung heilst auch Achse des
Nullsystems, der Parameter f der Schraubung auch Para-
meter (Steigung) des Nullsystems. Das Nullsystem hiingt
von der Lage der Achse und von [ ab; also giebt es, da
es o * Gerade giebt, fiinffach unendlich viele Null-
systeme. Aus der Entstehungsweise eines Nullsystems
geht hervor, dals es bei einer Drebung um «a in sich selbst
itbergeht, d. h.: Dreht man einen Punkt samt seiner Null-
ebene um a, so bleibt die Ebene fortwiihrend Nullebene des
Punktes. Man sagt, N ,gestatte“ eine Drehung um a.
Ebenso gestattet es eine Schiebung lédngs e, daher auch eine
Schraubung, die irgendwie aus solehen Drehungen und
Schiebungen zusammengesetzt ist, also nicht nur diejenige
Schraubung, durch welche es definiert wurde, sondern:

Satz 3: Ein Nullsystem gestattet eine beliebige
Schraubung um seine Achse.

Hiernach kann man sich eine anschauliche Vorstellung
machen, in welcher Weise durch ¢ die Punkte und Ebenen
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des Raumes einander zugeordnet sind. Man kann sich dabei
auf die Punkte P einer Geraden g beschrinken, welche a
senkrecht in NV schneidet. Denn jeden anderen Punkt des
Raumes kann man durch eine passende Schraubung in einen
Punkt von g iiberfithren. Wir denken uns a der bequemeren
Ausdrucksweise halber lotrecht, schreiben die Gleichung 1)
in der Form

f
la) t93_7

und ersehen daraus: Wenn » von Null bis oo wiichst, be-
wegt sich P auf ¢ von N ins Unendliche; dabei werden die
zugehorigen Schraubenlinien der Schraubung immer flacher,
dagegen die Nullebenen immer steiler gegen die Horizontal-
ebene.

§ 3. Uber die Bewegung einer Geraden.

Eine Gerade g bewege sich irgendwie im Raume und
der Geschwindigkeitsvektor « eines ihrer Punkte A4 sei auf
ihr senkrecht; @ sei der Geschwindigkeitsvektor eines zweiten
Punktes B auf g, g, eine Nachbarlage von ¢, ¢’ die durch
A zu g, gezogene Parallele, endlich ¢ die Normalebene von
¢ in B. Dann konnen wir g nach g, so tiberfithren, dafs
wir g zuerst durch blofse Drehung um A nach ¢’ bringen,
dann durch eine Parallelverschiebung nach g,; der Ge-
schwindigkeitsvektor von B wird beim ersten Schritt in &
liegen, weil er die Kugelfliiche aus 4 durch B berithren
mufs, beim zweiten Schritt zu o« parallel, also ebenfalls zu ¢
senkrecht sein. Aus diesen beiden Vektoren setzt sich g
zusammen, liegt daher auch in ¢, falls es nicht etwa ver-
schwindet. Wir wollen diese Uberlegung durch einen
analytischen Beweis erginzen, d. h. zeigen:

Satz4: Wenn bei einer Bewegung einer Geraden
die Bahntangente eines ihrer Punkte auf ihr senk-
recht steht, so tritt dasselbe fiir alle ihre Punkte
ein.¥)

*) Dieser Satz diirfte zuerst von Chasles (,Propr. géom. rel. au
mouv. inf. petit ...%, Comptes R. Bd. 16, 1843) ausgesprochen sein.
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Wir verlegen den Ursprung eines rechtwinkligen Zeiger-
systems nach A, die z-Achse in die Gerade g; ein zweiter
Punkt B auf g habe den Zeiger z —r. Bei der Bewegung
von g wird A eine Kurve

4) =90, y=p @), =10
mit der Tangente « in A beschreiben und B eine Kurve
5) z=0 &), yy =Y, (&), =2, +r

mit der Tangente 8 in B.
Dabei miissen zufolge der
Lage des Zeigersystems
alle sechs Funktionen ¢,
Y, x fiir t=0 verschwin-
den, wenn wir die Zeit ¢
vom Beginn der Bewegung
an zihlen. Aber auflser-
dem mufs

7 (0)=0

sein; denn die Richtungs-
cosinus von ¢ sind pro-
portional ¢’ (9, ¥’ (9, ' (9
und nach Voraussetzung
ist cos (¢, Z) = 0. Zu be-
dz,
dt
fir ¢ =0 verschwindet.
Weil die Punkte A und B wihrend der Bewegung ihre
Entfernung » beibehalten, ist

@, — 9’4+ W, — )+ O+ 2, —2)'=r%
durch Differentiation nach ¢ erhalten wir:
(91— Pl )5t Womr ) W— )
+e+u—x @—x)=0;
setzen wir hierin ¢t= 0, so kommt:
7 [} (0) — ' (0)] =0,

%(0)=0:

weisen ist, dals auch

Fig. 2.

also ist
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§ 4. Das Strahlengewinde.

Ein Punkt 2 hat bei einer Bewegung im Raume in
einem bestimmten Augenblick oo * Bahnnormalen undzwar, wenn
v die Normalebene seiner Bahn ist, alle Strahlen des Biischels
(£, v). Wir definieren:

Die Gesamtheit der Bahnnormalen aller Punkte
des Raumes bei einer Sehraubung heifst Strahlen-
gewinde oder Gewinde.

Mit jedem Nullsystem ist also nach Satz 2 zugleich ein
Gewinde definiert; indem wir nimlich in jedem Punkte P
des Raumes alle Strahlen auffassen, die durch ihn gehen
und in seiner Nullebene » liegen, erhalten wir ein Gewinde.
Wir fragen, ob durch # noch ein Strahl s des Gewindes
aufserhalb » gehen kann? Ein solcher miifste in der Null-
ebene eines seiner Punkte liegen; dann stiinde die Bahn-
tangente dieses Punktes ) auf s senkrecht, daher*) nach
Satz 4 auch die Bahntangente von 2. Dies ist aber nur
moglich, wenn s in » legt. Zugleich folgt aus Satz 4, dafs
die Bahntangente jedes Punktes () eines Gewindestrahls s
auf s’senkrecht steht; daher ist s in der Nullebene » jedes
seiner Punkte Q enthalten. Bewegt sich Q auf s, so dreht
sich » um s, wobei es nach Satz 2 ausgeschlossen ist, dafls
v friher in dieselbe Lage zurtickkehrt als Q. Es giebt oo ?
Punkte im Raume; durch jeden gehen oo ! Strahlen des Ge-
windes, die ein ebenes Biischel bilden. Andererseits tritt
jeder Strahl bei jedem seiner Punkte als Strahl des zu-
gehorigen Biischels auf. Es giebt also doch nur oo ? Ge-
windestrahlen.

Satz 5: Die Strahlen eines Gewindes bilden
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit. Durch
jeden Punkt des Raumes geht und in jeder Ebene
des Raumes liegt davon ein lineares Biischel.

Den letzten Teil des Satzes miissen wir noch beweisen:
Ist zundichst die Ebene e parallel zur Achse a, so wihlen
wir in ihr eine Gerade g parallel zu a. Alle Punkte von ¢
haben, da das Nullsystem eine Schiebung lings ¢ gestattet,

*) Der in § 3 vorgesehene Fall, dafs g verschwindet, kann hier
nicht eintreten, weil bei einer glelchformlgen Schraubuno' itberhaupt
kein Punkt in Ruhe bleibt.
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parallele Nullebenen; sie schneiden ¢ in einem Parallelbtischel,
dessen Strahlen dem Gewinde angehoren. Aufserdem giebt
es in ¢ keinen Gewindestrahl; denn fiir jeden seiner Punkte
miifste, da durch ihn noch ein zweiter Gewindestrahl in ¢
ginge, diese Ebene die Nullebene sein. Ist ¢ nicht zu «
parallel, so kennen wir in ¢ einen Biischel von Gewinde-
strahlen, dessen Scheitel der nach § 2 ihr zugeordnete Null-
punkt ist; aus demselben Grunde wie frither kann kein
anderer Strahl von ¢ dem Gewinde angehoren. Somit ist
Satz 5 vollstindig bewiesen und wir konnen jetzt auch den
Ebenen, die parallel zu a sind, also in § 2 noch keinen
Nullpunkt erhielten, einen solchen zuordnen. Da nimlich
fiir eine soleche Ebene & der Scheitel des Biischels der Ge-
windestrahlen, der sonst zugleich der Nullpunkt ist, in be-
stimmter Richtung in unendliche Ferne riickt, so haben wir
den unendlich fernen Punkt V' dieser Richtung als Nullpunkt
von & zu betrachten. Es giebt aufserdem keinen Gewinde-
strahl durch V; denn legen wir durch einen solchen s eine
Ebene ¢, so enthilt & zwei parallele Gewindestrahlen,
nimlich s und die Schnittlinie mit ¢, was unmdglich ist, da
¢ ihren Nullpunkt im Endlichen hat. Aus § 2 geht hervor,
dafs jetzt auch umgekehrt jedem unendlich fernen Punkte (vor-
liufig mit Ausnahme desjenigen U der Achsenrichtung) eine
Nullebene zugeordnet ist. Wenn aber eine Ebene, immer
parallel zu einer beliebigen Ausgangsstellung, ins Unendliche
riickt, so riickt ihr Nullpunkt immer in der Achsenrichtung
ins Unendliche; wir haben daher den Punkt U als Nullpunkt
der unendlich fernen Ebene zu betrachten. Damit stimmt
itherein, dafs U/ der einzige unendlich ferne Punkt ist, durch
den keine im Endlichen liegenden Gewindestrahlen gehen.
Es sind also jetzt die Punkte und Ebenen des Raumes aus-
nahmslos (einschliefslich der unendlich fernen Elemente)
einander gegenseitig eindeutig in einem Nullsysteme zu-
geordnet. Ein Gewindestrahl heilst auch Leitstrahl des
zugehtrigen Nullsystems.

§ 5. Die Paare polarer Geraden.
Fassen wir zwei Punkte P, P’ einer Geraden g auf
(Fig. 3), die dem Gewinde nicht angehdrt, so gehen ihre
Nullebenen nicht durch g, schneiden sich also in einer zu ¢
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windsehiefen Geraden ¢'. Alle Strahlen des Biischels (2, ¢'),
ebenso des Biischels (P’, ¢') sind Gewindestrahlen, ins-
besondere auch QP und QP’', wenn @ ein beliebiger Punkt
auf ¢’ ist. Der Ort der Gewindestrahlen durch @ ist ein
ebenes Strahlbiischel, das durch die beiden Strahlen Q2
und QP’ vollkommen bestimmt ist;

’

also ist Qg die Nullebene von Q, ¥ g
ebenso Qg von @', so dafs auch um-
gekehrt ¢ als Schnitt der Nullebenen ¢’ P

zweier beliebigen Punkte ), Q' auf ¢’

bestimmt ist. Zwei so gegenseitig

zugeordnete Gerade heifsen Polaren

des Nullsystems oder Gewindes. Jeder p
Strahl durch @, der ¢ schneidet, ge- ¢

hort dem Gewinde an; dies gilt fiir Fig. 3.
Jjeden Punkt Q auf g; also:

Satz 6: Alle Strahlen, die zwei zugeordnete
Polaren schneiden, gehdren zum Gewinde.

Die Nullebene eines Punktes einer der beiden Geraden
ist also die Verbindungsebene mit der anderen. Wir fassen
dies mit einem Ergebnis des § 4 zusammen:

Satz 7: Wenn ein Punkt einre Gerade g be-
schreibt, so dreht sich seine Nullebene um eine
Gerade ¢, die mit ¢ zusammenf#llt oder zu ihr
windschief ist, je nachdem ¢ ein Strahl des mit
dem Nullsystem verbundenen Gewindes ist oder
nicht; die Rollen von ¢ und ¢’ sind vertauschbar.

Die Nullebenen zweier Punkte #, P’ sind, wie aus der
Erzeugungsweise des Nullsystems durch Schraubung unmittel-
bar hervorgeht, nur dann parallel, wenn die Verbindungs-
linie ¢ von P und P’ zur Achse a parallel ist. Dann riickt
¢’ ins Unendliche und ist durch die Stellung des Parallel-
Ebenenbiischels repriisentiert, das die Nullebenen von g
bilden; ¢ heifst alsdann ein Durchmesser des Nullsystems.
Der Satz 7 behilt also auch in diesem Falle seine sinngemifse
Geltung; nur tritt an Stelle einer eigentlichen Drehung eine
Parallelverschiebung. Wenn dagegen ein Punkt eine unend-
lich ferne Gerade g’ beschreibt, so dreht sich die Nullebene
im eigentlichen Sinne um den polaren Durchmesser g. Nur
fiir die unendlich fernen Geraden der Parallelebenen zu a,
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die als Gewindestrahlen zu betrachten sind, tritt an Stelle
der Drehung eine Parallelverschiebung. Die Achse ist der
einzige Durchmesser, fiir den die zugeordnete Stellung auf
ibm senkrecht stebt.

Satz 8: Wenn ein Strahl des Gewindes eine
Gerade g schneidet, so schneidet er auch ihre
Polare ¢'.

Denn er liegt zugleich mit ¢’ in der Nullebene seines
Schnittpunktes mit g. Es sei 4, 2’ ein zweites Polarenpaar,
wobei A weder ¢ noch ¢’ schneiden moge. Fin Strahl s,
der g, ¢’ schneidet, ist ein Gewindestrahl; schneidet er auch
h, so schneidet er nach Satz 8 auch %. Nun bilden die
Strahlen s, welche drei gegebene g, ¢', & schneiden, eine
Regelschar i zweiter Ordnung (vergl. Reye, Geom. d. Lage, L.
Vortr. 10). Da alle auch von A" geschnitten werden, ist /A’
ein Strabl der Leitschar ', der auch g, ¢’, & angehtren. Man
sagt, vier Gerade haben hyperbolische Lage, wenn sie
derselben Regelschar zweiter Ordnung angehiren.

Wenn ¢ und % sich schneiden (Fig. 4), mufls in der
Nullebene ¢ des Schnittpunktes S sowohl ¢’ als A’ liegen;

also schneiden sich auch
diese beiden in einem
Punkte 7, dessen Null-
ebene 7z sowohl ¢ als 4
enthilt. Die vier Geraden

liegen so, dafs sie sich
zu je zweien schneiden,
wobei die Verbindungs-

Fig. 4 linie der Schnittpunkte
i mit der Schnittlinie der
Verbindungsebenen identisch ist. Wir wollen diese Lage
unter dem Namen ,hyperbolische Lage“ einbegreifen (wenn
notig als ,spezielle hyperbolische Lage* von der ,all-
gemeinen“ unterscheiden). Die Gesamtheit der Geraden,
welche g, A, ¢’ schneiden, zerféllt hier in die beiden Strahl-
btischel (S, ¢) und (7, z). Also konnen wir sagen:

Satz 9: Zwei beliebige Paare zugeordneter
Polaren eines Nullsystems haben hyperbolische
Lage.

Wir lassen jetzt 2 mit e« zusammenfallen; wenn dann
eine Gerade s sowohl % als A’ schneidet, so heilst das soviel,
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als dafs sie & senkrecht schneidet. R’ enthilt jetzt eine
unendlich ferne Gerade A’ und ist daher ein hyperbolisches
Paraboloid 3, von dem die eine Leitebene auf der Achse
senkrecht steht, die andere zu ihr parallel ist;*) P ist also
gleichseitig und jede der beiden Haupterzeugenden wird
von allen Geraden der anderen Schar senkrecht geschnitten.
Die Achse ist die eine Haupterzeugende; die andere enthiilt,
da sie von g, ¢’ senkrecht geschnitten wird, den kiirzesten
Abstand dieser beiden Geraden, also:

Satz 10: Der kiirzeste Abstand zweier Polaren
eines Nullsystems schneidet die Achse senkrecht.

Drei Strahlen bestimmen eine Regelschar. Gehtren alle
drei einem Gewinde an, so fassen wir eine Gerade ¢ der
Leitschar auf; dann gehort ihre Polare ¢’ nach Satz 8 auch
zur Leitschar. Daraus folgt in Verbindung mit Satz 6:

Satz 11: Wenn drei Strahlen einer Regelschar i
einem Gewinde angehiren, so gehdrt jeder Strahl
von R dem Gewinde an.

§ 6. Das Nullsystem als reciproke Verwandtschaft.

Aus Satz 7 und Ende des § 4 ergiebt sich, dafs durch
ein Nullsystem jedem ,Raumelement, nimlich einem Punkt,
einer Geraden oder einer Ebene stets wieder ein Raum-
element und zwar bezw. eine Ebene, eine Gerade oder ein
Punkt zugeordnet wird und zwar so, dafs, wenn der Punkt
eine Gerade durchliuft (die Ebene um eine Gerade sich
dreht), die entsprechende Ebene sich um die entsprechende
Gerade dreht (der zugeordnete Punkt die entsprechende
Gerade beschreibt), Wenn der Punkt @ in der Nullebene »
des Punktes / liegt, so ist Q P ein Strahl des zugehdrigen
Gewindes; also geht auch umgekehrt die Nullebene von Q
durch 7. Den Punkten des Feldes » entsprechen also die
Ebenen des Biindels P, ferner den Geraden des Feldes die
Geraden des Biindels. Wenn also g in » liegt, geht ¢’ durch
L. Wenn endlich zwei Gerade g, % sich schneiden, so
schneiden sich auch die entsprechenden (§ 5).

. *) Fiir Leser, die mit der Geometrie der Lage nicht vertraut sind,
sel bemerkt, dafs der wichtige Satz 10 in § 8 nochmals bewiesen
werden wird.
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Wenn ein Punkt in einer Ebene liegt oder ein Punkt
in einer Geraden oder eine Gerade in einer Ebene oder
endlich, wenn zwei Gerade sich schneiden, so sagt man
in allen diesen Fillen, die beiden Raumelemente seien in-
cident. Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise konnen
wir die eben ausgesprochenen Einzelsiitze in den einen Satz
zusammenfassen :

Satz 12: Wenn zwei Raumelemente incident sind,
so sind die in einem Nullsystem entsprechenden
auch incident.

Welcher Art diese Incidenz ist, bestimmt sich aus der
Art der Raumelemente von selbst. Das Nullsystem gehort
also zu den aus der projektiven Geometrie bekannten ,reci-
proken Verwandtschaften“ oder ,Korrelationen“; wir werden
spiter noch darauf zurtickkommen (§ 46).

§ 7. Analytische Darstellung des Nullsystems.

Wir kniipfen unmittelbar an § 2 an und wiinschen,
wenn die Zeiger , y, 2z eines Punktes P gegeben sind, die
Gleichung seiner Nullebene hinschreiben zu konnen. Wir
lassen die Z-Achse eines rechtwinkligen Zeigersystems erster
Art mit der Achse a des Nullsystems zusammenfallen. Die
Gleichung einer Ebene durch P hat die Form:

6) AG—a)+Bm—y+CE—2)=0,
wobei &, 5, { ibre lanfenden Zeiger sind. Soll sie die Null-
ebene von P sein, so miissen 4, B, C proportional den
Richtungs-Cosinus der Bahntangente von £ bei der Schraubung
sein; diese Cosinus mtissen wir also berechnen. Durch die
v Schraubung sei P nach der Zeit ¢
, in die Lage P, =(x,, ¥, %) ge-
F kommen. P’ = (z, y, 0) und
P|= (2, y,, 0) seien die Projek-
&/ tionen von P und P, auf die X Y-
P Ebene. Dann ist 7, aus P’ durch
Drehung in der X Y-Ebene um den
Winkel 8= w¢ hervorgegangen (§ 1).
i Wenn also 7, « die Polarzeiger von
X P’ in der X Y-Ebene sind (Fig. 5),

Fig. 6. 7, @ von P, so ist
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n=r q=a-tf

&, =7, €08 ;== (€0S « ¢0s § — sin « sin )

y,=r, sine, =7 (sin @ eos 3 |- ¢os « sin §)
oder

x,—axcos §—ysin g, y,=asin § 1y cos §;
aufserdem ist die Hohe von P iiber der X Y-Ebene um z¢
gewachsen. Der Zusammenhang der Zeiger von / und P,
wird also dargestellt durch:

2, — z c0s wt— ¥y sin wt
7 y, = @ 8in wt - y cos wt

2, =z-Frt
Diese Gleichungen stellen die Bahnkurve des Punktes P
dar, in =, y,, 2, als laufenden Zeigern und mit ¢ als Para-
meter. FKiir ¢ = 0 wird, wie es sein mufs, ;= P. Wollen
wir also drei Grifsen kennen, die den Richtungs-Cosinus der
Bahntangente in P proportional sind, so miissen wir nach
t differenzieren und hierauf ¢= 0 setzen. Dies ergiebt:

d.z'l)_ (dyl)_ dz;
( dt 0_—yw, dt o_xw’ TdgiTe
Diese drei Grofsen haben wir fiir 4, B, C in Gleichung 6)

einzusetzen und erhalten mit Berticksichtigung von Gleichung 3)
als Gleichung der Nullebene von F:

8) an—Ey+EfC—2)=0.

Wir betrachten jetzt ¢ und w als mit einem Vorzeichen be-
haftete Grofsen; aber es bestitigt sich, dafs das Nullsystem
nur von ihrem Verhiltnis f abhingt. Wenn beide gleich-
zeitig ihr Vorzeichen umkehren, geschieht die Schraubung
im entgegengesetzten Sinn, aber in denselben Bahnen wie
frither. Es entspricht einem positiven f eine rechtsgewundene,
einem negativen eine linksgewundene Schraubung.

§ 8 Die Lage der Polarenpaare.

Da wir durch eine passende Drehung um die Achse a
des Nullsystems und eine Schiebung lings derselben es
dahin bringen konnen, dafs der kiirzeste Abstand einer Ge-
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raden g von a in die X-Achse fillt, so konnen wir uns auf
die Geraden ¢ beschrinken, welche die X-Achse senkrecht
schneiden. Eine solche ist durch den X-Zeiger ¢ ihres
Schnittpunktes S und durch ihren Neigungswinkel » gegen
die X Y-Ebene bestimmt. Uber die Zi#hlung dieses Winkels
setzen wir folgendes fest: Durch die positive Seite der
7 X-Achse ist in der YZ-Ebene (und

in jeder zu ihr parallelen) ein posi-

tiver Drehungssinn fixiert. Wenn

7 nun g, die Projektion von g auf

1 die Y Z-Ebene ist (Fig. 6), so ver-

g stehen wir unter dem Neigungs-
winkel ¥ von ¢ mit der X Y-Ebene

3 ¢ den Winkel (Y, g,). Wenn ¢ und
¥ r, gegeben sind, stellen wir uns die
Aufgabe, die Polare ¢’ zu finden.

Fig. 6.

Die Gleichungen der Geraden g sind
5= Z —tan».

Die Zeiger eines ihrer Punkte F sind also
¢, y,y.tany

und nur von der einzigen Veriinderlichen y abhingig. Setzen
wir sie in Gleichung 8) ein, so erhalten wir als Nullebene
von P:

9) e+t —y(E -+ Eftany)=0.

Aus dieser Gleichung konnen wir durch Wahl von y noch

die Gleichung der Nullebene eines beliebigen Punktes von g

berechnen; inshesondere wollen wir die Nullebene & von S

finden und die Nullebene ¢ des unendlich fernen Punktes U

von g. Wir setzen y = 0 und erhalten als Gleichung von &:
g ¢

10) e

Um die Gleichung von & zu finden, schreiben wir Gleichung 9)

zuniichst in der Form: :

in—jjjﬁ—(g—}—ftanv)zo.
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Lassen wir jetzt y unendlich werden, so nihert sich die
Ebene der Grenzlage

11) £=—Tftanv,

der Nullebene von U. Die Ebene 10) enthiilt, wie es sein
muls, die X-Achse, die Ebene 11) ist auf ihr senkrecht.
Die Schnittlinie beider ist nach § 5 die gesuchte Polare g'.
Ubrigens findet man aus der Form der Gleichung 9), dals
die gemeinsamen Punkte der Ebenen 10) und 11) fiir jeden
Wert y in der Ebene 9) liegen, weil ihre Zeiger die Be-
standteile ¢y - £ und § -+ ftanv fiir sich zo Null machen;
also dreht sich diese Ebene um die Schnittlinie der beiden
anderen. Hiermit ist der erste Teil des Satzes 7 neuerdings
und unabhingig von § 3 ff. bewiesen worden, ebenso der
Satz 10. Denn die Gleichungen 10) und 11) stellen eine
Gerade ¢’ vor, die, wie g, die X-Achse senkrecht schneidet;
sind ¢, »' ihre analogen Bestimmungsstiicke, so ist:

—C—ztan =0,
G

durch Vergleich mit 10) und 11) finden wir

tan »' = — %, ¢'=—Ttany,
oder symmetrischer:
¢c=—"%tany
12) ¢'=—1{tany,

wodurch die Beziehung zwischen den vier Bestimmungs-
stiicken der Geraden g, ¢’ ausgedriickt ist. Wir entnehmen
daraus noch:
13) c:c¢’'=tan': tan .
Wir fragen, wann ¢’ mit ¢ zusammenfillt. Hierzu mufs
¢'=c sein, also auch nach Gleichung 12)

¢=—"{tan».

Fir die Gewindestrahlen s, deren Bestimmungsstiicke wir
durch den Index s kennzeichnen, gilt also
Cs

14) A= e

Zindler, Liniengeometrie. 2
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Vergleichen wir die rechten Seiten dieser Gleichung und der
Gleichung 1), so finden wir (mit Riicksicht auf die Ande-
rungen in der Bezeichnung), dafs ihr Produkt — 1 ist. In
7

der That ist » um 3

grofser als <, wenn ¢ in die
Lage s kommt.

Wir wollen uns einen anschaulichen Uberblick tiber die
Verteilung der Polarenpaare verschaffen, indem wir die
Gerade g das Biischel (S, &) beschreiben lassen (Fig. 7) und
die Bewegung von ¢’ verfolgen. Da & U die entsprechen-
den Elemente von S, &' sind, konnen wir aus Satz 12 folgern,
dals ¢’ das Strahlbiischel (s, U) beschreibt, d. h. in der Null-
ebene von S parallel zur Lage s von ¢ sich bewegt. Diesen
Umstand und die quantitativen Eigenschaften der Bewegung
konnen wir auch aus Gleichung 12) entnehmen. Aufser s
betrachten wir noch die zwei ausgezeichneten Lagen, in
denen ¢ parallel zur Y- oder Z-Achse wird und nennen sie
p und ¢. Je nachdem f positiv oder negativ ist, wird g,
die Drehung im positiven Sinn von der Lage p aus be-
ginnend, zuerst die Lage ¢ oder s durchschreiten; dies entnimmt
man aus der Gleichung 14) oder unmittelbar aus der geo-
metrischen Bedeutung des Vorzeichens von f (§ 7). Um die
Vorstellungen zu fixieren, denken wir uns f positiv. Wihrend
v von 0 bis —g— wichst, nimmt ¢’ nach Gleichung 12) ab
von O bis —oo. Auch bei weiterer Drehung entsprechen
sich die nebeneinander stehenden Intervalle des folgenden
Schemas:

v 4

0 bis = | 0 bis— oo

%
7T
5 7 Ve |0 5 €
Vs 5 TT L 0

Diese Verhiltnisse sind in der Fig. 7 ersichtlich gemacht, wo
die ausgezeichneten Lagen von g und die entsprechenden
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von ¢' eingezeichnet sind. Ferner sind die Winkel, welche
v beschreibt, durch Bogen angedeutet, die gleiche Ziffern
tragen, wie die entsprechen- 7

den Strecken, welche der
Schnittpunkt (¢, X) durch-
lauft; ¢' liegt im Unend-
lichen.

Wenn der kiirzeste Ab-
stand von g, ¢ diese Ge-
raden in N, N' schneidet,
die Achse in M, so ent-
nehmen wir noch aus Figur =

7 oder aus Gleichung 13) § ¢
den: Fig. 7.

Satz 13: Je nachdem die Projektionen von g, ¢'
auf die YZ-Ebene in verschiedenen oder in den-
selben Quadranten liegen, liegt M innerhalb oder
aufserhalb NN’

§ 9. Das Strahlengebiisch.

Wir haben uns bisher stets eine eigentliche Schraubung
gedacht. Wenn jedoch die Schiebungskomponente z ver-
schwindet, so haben wir eine blofse Drehung um a. Es
leuchtet unmittelbar ein, dafs die Bahnnormalen simtlicher
Raumpunkte in diesem Fall aus allen oo® Geraden bestehen,
die a schneiden. Man nennt ihre Gesamtheit ein ,spezielles
Gewinde* oder ein Strahlengebtisch und @ seinen Triger.
Ihm entspricht kein eigentliches Nullsystem mehr. Denn die
Nullebene jedes Achsenpunktes wird unbestimmt, die aller
anderen Punkte geht durch die Achse. Die Nullpunkte der
Ebenen durch die Achse werden unbestimmt, die aller
anderen Ebenen liegen im Schnitt mit der Achse. Die
gegenseitige Eindeutigkeit der Zuordnung hort alse auf.
Aber dieses ausgeartete Nullsystem wird immer noch durch
die Gleichung 8) dargestellt (f = 0).

Wenn andererseits die Drehungskomponente « ver-
schwindet, so wird f unendlich. Dividiert man vorher
Gleichung 8) durch f, so erhdlt man fiur diesen Fall die

2*
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Gleichung £ — z=10; in der That stellt sie noch immer die
Normalebenen der Bahnen aller Punkte dar; denn es liegt
eine Schiebung in der Richtung der Z-Achse vor. Das Ge-
winde besteht jetzt aus allen co® Strahlen, die zur X Y-Ebene
parallel sind und kann als ein Strahlengebiisch aufgefafst
werden, dessen Triiger die unendlich ferne Gerade dieser
Ebene ist.

§ 10. Bestimmungsweisen eines Gewindes oder
Nullsystems.

Ein Gewinde ist eindeutig bestimmt:

a) Durch die Achse ¢ und einen Strahl s (der zu
a windschief sein mufs). Denn wihlen wir den kiirzesten
Abstand von @ und s als X-Achse eines wie in § 8 liegen-
den Zeigersystems, in der wir die positive Richtung will-
kiirlich fixieren k0nnen, so sind damit », und ¢, gegeben,
und man kann f aus Gleichung 14) berechnen.

Wenn von einem Nullsystem ein Polarenpaar ¢,¢’ (mit
dem Kkiirzesten Abstand IVN') gegeben ist, so mufs a die
Strecke NN’ senkrecht (in M) schneiden. Aufserdem ist
noch die Bedingung 13) zu erfillen. Man kann also die
Richtung von @ innerhalb eines Biischels willkiirlich wihlen,
wodurch auch die Ebene bestimmt ist, von der aus die
Winkelzihlung erfolgt. Alsdann ist M nach Gleichung 13)
dadurch eindeutig bestimmt, dafs man NN’ im Verhiltnis
tan »':tan » zu teilen hat (vergl. auch Satz 13). Zieht man
eine Treftgerade von ¢,¢' hinzu, so ist man hiermit beim
Fall a) angekommen. Ein Nullsystem ist also auch ein-
deutig bestimmt:

b) Durch ein Polarenpaar und die Richtung von a,
die dem Biischel der Richtungen g,9' entnommen
sein mufs.

Es giebt also o' Gewinde, in denen g,¢' polar sind.
Wihlt man eine dritte Gerade % (zu ¢ und ¢’ windschief),
so ist A durech Satz 9 auf die Regelschar beschrinkt, der
9,9',h angehoren, kann also ebenfalls gerade noch o' Lagen
einnehmen. Man wird also 2’ innerhalb der Regelschar will-
Kkiirlich withlen diirfen. Dann ist aber ein Gewinde bestimmt.
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Denn wenn d der kiirzeste Abstand von ¢,¢’ ist, d, von 4, %',
so mufs a nach Satz 10 der kiirzeste Abstand von d,d, sein.
Wenn d,d, sich schneiden, ist a die gemeinsame Senkrechte
im Schnittpunkte. Ein Nullsystem ist also auch eindeuntig
bestimmt :

¢) Durch zwei Polarenpaare in hyperbolischer
Lage.

Insbesondere kann man A’ mit % identisch wihlen. Dann
ist vom Gewinde aufser g,¢" ein Strahl s gegeben, und man
kann zo jedem Punkte £ des Raums die Nullebene kon-
struieren. Zuniichst kann man nimlich (Fig. 8) den Null-
punkt @ der Ebene (F,s)=¢ finden, indem man in dieser
Ebene auflser s noch den durch die Schnittpunkte mit g,g¢’

Fig. 8. Fig. 9.

bestimmten Gewindestrahl s, kennt. Man kennt also durch
P den Gewindestrahl PQ und denjenigen, der g, ¢’ schneidet.
Dual kann man zu jeder Ebene & des Raums (Fig. 9) den
Nullpunkt 4 konstruieren. Zunichst kann man némlich die
Nullebene ihres Schnittpunktes S mit s finden, indem man
durch S aufser s noch den Gewindestrahl s, kennt, der g,¢’
schneidet. In ¢ erhiilt man einen Gewindestrahl ¢ als Schnitt
mit der Ebene (s,s,) und einen zweiten ¢, durch die Schnitt-
punkte von g,¢' mit e&. Ein Nullsystem ist also auch be-
stimmt durch:

d) Ein Polarenpaar und einen Leitstrahl.
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§ 11. Anordnung der Gewindestrahlen.

Es ist wichtig, sich eine moglichst ansehauliche Vor-
stellung vom Strahlengewinde zu machen. Da aber eine
Mannigfaltigkeit von oo® Geraden unzerlegt schwer vor-
stellbar ist, so ist es forderlich, Zerlegungen in Teilmannig-
faltigkeiten vorzunehmen. Eine besonders anschauliche
wollen wir noch besprechen: Wir denken uns der leichteren
Ausdrucksweise halber die Achse o lotrecht; wenn dann
MN = ¢ der kiirzeste Abstand eines Gewindestrahls s von «
ist, wobei M auf a, N auf s liegt, so ist die Neigung von s
gegen die Horizontalebene y durch Gleichung 14 bestimmt.
Beschreibt man um ¢ einen Kreiseylinder mit dem Halb-
messer ¢, so beriihrt s diesen Cylinder; und alle Cylinder-
tangenten, die mit s die gleiche Neigung gegen y haben und
gegen a gleich gewunden (§ 1) wie s sind, gehoren eben-
falls zum Gewinde. Diese Neigung wichst mit wachsendem
Cylinderhalbmesser nach Gleichung 14. Die «? Gewinde-
strahlen lassen sich also zu je o? als Tangenten von oo?
Kreiscylindern anordnen; in jedem Punkte eines Cylinders
beriibrt ein Gewindestrahl und steht auf der Bahntangente,
die der Punkt vermige der zugehdrigen Schraubung hat,
senkrecht. Die «? Gewindestrahlen, die denselben Cylinder
bertihren, lassen sich also wieder zu je ! als Tangenten
von oo Schraubenlinien anordnen, welche die Bahnschrauben-
linien der Cylinderpunkte tiberall senkrecht durchschneiden,
also mit ihnen entgegengesetzt gewunden sind. Man sagt,
eine Schraubenlinie (itberhaupt eine Kurve) sei in einem
Gewinde enthalten, wenn ihre Tangenten dem Gewinde an-
gehoren. Je nach der Windung der in ihm enthaltenen
Schraubenlinien kann man das Gewinde selbst rechts oder
links gewunden nennen; also:

Satz 14: Ein Strahlengewinde istentgegengesetzt
gewunden wie die Schraubung, durch die es definiert
wurde.

Wir haben in Fig. 10 drei von den koaxialen Cylinder-
flichen dargestellt, sie durch eine Ebene durch a geschnitten
und die Parallelbiischel von Gewindestrahlen, die lings der
so entstandenen Cylindererzeugenden berithren, durch kurze
Striche angedeutet. Dreht man dieses System von oo? Ge-
raden um «, so erhilt man simtliche Gewindestrahlen. Da nach
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Gleichung 3 einem positiven f rechtsgewundene Schrauben-
linien entsprechen, so stellt Gleichung 8 fiir >0 ein links-
gewundenes Gewinde dar.

/:s
</

§ 12. Das Moment zweier Stibe und zweier Geraden.

Man nennt allgemein Strecken, an denen nur ihre Linge,
Richtung und Sinn in Betracht kommt, Vectoren. Sie sind
parallel zu sich selbst frei beweglich, ohne ihre Bedeutung
zn #ndern. Dagegen ist z. B. eine Kraft, die an einem
starren Korper angreift, an eine bestimmte Wirkungslinie
gebunden. Eine Strecke, bei der die Liinge, die Gerade auf
der sie liegt und der Durchlaufungssinn in Betracht kommen,
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nennen wir mit H. Grassmann d. J. (vergl. Ges. W. I, b,
S. 438) einen Stab. Ein Stab ist also nur lings dieser
Geraden, seines ,Trdgers“ frei verschiebbar, ohne seinen
Wert zu #ndern.

b) Unter dem Moment zweier Stibe a,b versteht
man das Produkt ihrer Lingen, ihres kiirzesten Abstands
und des sinus des Neigungswinkels ihrer Triger. Das
Moment wird also Null, wenn die Triger sich schneiden
(oder parallel sind). Um es aber auch dem Vorzeichen nach
definieren zu konnen, nehmen wir auf der Linie des kiirzesten
Abstandes AB (wobei A auf ¢, B auf b liegt), willkiirlich
eine positive Richtung an, wodurch zugleich in den hierzu
senkrechten Ebenen ein positiver Drehungssion®) und daher
der Winkel (a,b) fixiert ist (vergl. § 8). Dann verstehen wir
unter dem Moment der beiden Stibe, wenn a und & zugleich
ihre Mafszahlen sind:

15) M (a,b) = — a.b. AB. sin (a,b).

Der Grund des Minuszeichens wird aus Satz 15 ersichtlich
werden. Das Moment ist davon unabhiingig, wie im kiirzesten

#) Als positiven Drehungssinn in einer Ebene betrachten wir den-
Jenigen, der, von der positiven Seite ihrer Normalen aus gesehen, der
Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt ist, also mit dem Drehungssinn
der Erde um ihre Achse, vom Nordpol aus gesehen, iibereinstimmt,
ferner mit dem Sinn der Bewegung der Erde in der Ekliptik, von der
Nordseite der Ekliptik aus gesehen, auf der sich die meisten Kultur-
linder das ganze Jahr hindurch befinden. TUnter dem Winkel (a,b)
zweier Richtungen (Halbstrahlen) der Ebene versteht man nun den
Winkel der iiberstrichen wird, wenn man einen Halbstrahl aus der
Richtung @ im positiven Drehungssinn in die Richtung b dreht; es

ist also
2L (ba) =27 — 2 (a,b).
Wo nur trigonometrische Funktionen in Betracht kommen, kann man

setzen :
2 (ba)=— X (a, b),

und man kommt mit Winkeln zwischen Null und 27 (ausschliefslich
der oberen Grenze) aus. Es ist nicht immer n&tig, einen positiven
Drehungssinn einzufiihren oder, was auf dasselbe hinauskommt, die
Reihenfolge der Winkelschenkel zu beachten, weil viele Ergebnisse hier-
von unabhiéngig sind, z. B. alle jene, in denen nur der cos der Winkel
auftritt. Wir sprechen dann von absoluter Winkelzihlung. Sie
braucht sich nur von Null bis = (einschliefslich beider Grenzen) zu
erstrecken. Wir werden sogleich ein Beispiel ihrer Verwendung haben
(Satz 15).
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Abstand die positive Richtung fixiert wurde; denn bei
Anderung derselben wechseln die letzten beiden Faktoren
ihr Vorzeichen. Aus demselben Grund ist

M (b,a) = M (a,b).

Wenn dagegen der eine Stab in den entgegengesetzten ver-
kehrt wird, #ndert das Moment sein Vorzeichen, weil sich
der Winkel (a,0) um 7z #ndert. Wir haben uns bisher die
positive Richtung in den Trigern der Stibe durch diese
selbst fixiert gedacht, so dafs die Zahlen «,b positiv waren.
Eine etwaige andere Festsetzung hat auf das Moment keinen
Einflufs. Denn wechselt die postive Richtung im Triger von a,
so wechselt sowohl « als sin (a,b) sein Vor-
zeichen. Aus Fig. 11 sieht man,*) dafs das
Moment der Stibe a, b positiv bleibt, so
lange der Drehungssinn, den der Stab b
in Bezug auf a bestimmt, positiv ist.**) In-
dem wir den Begriff der Windung zweier
Geraden (§ 1) auch auf Stiibe iibertragen,
kéonnen wir auch den letzten Teil des
folgenden Satzes aus Fig. 11 entnehmen. Fig. 11.

Satz 15: Das Moment zweier Stéibe stimmt dem
Vorzeichen nach mit dem Drehungssinn tiberein,
den der eine Stab in Bezug auf den anderen be-
stimmt; das Moment zweier rechts gewundenen
Stibe ist positiv, wenn sie einen absolut spitzen
Winkel bilden.

Die iibrigen Fille ergeben sich hieraus von selbst.

¢) Unter dem Moment zweier Geraden verstehen
wir das Moment zweier Einheitsstibe auf diesen Geraden;
damit es also auch dem Vorzeichen nach bestimmt sei,
miissen auf den Geraden positive Richtungen fixiert sein.
Unter dem Moment eines Stabes in Bezug auf eine

*) In Fig. 11 ist die Strecke A.B nach rechts vorn unten gehend
zu denken. Dann liegt, wenn A B > 0, £ (a,b) im vierten Quadranten.
Also ist M (a,b) > 0. Die Stibe sind rechts gewunden.

**) Man denke sich in b eine Kraft, die einen Korper um die
Achse a drebt. Je nachdem der Sinn dieser Drehung positiv oder
negativ ausfillt, sagen wir, der Stab b bestimme in Bezug auf den
Stab o einen positiven oder negativen Drehungssinn. Der Drehungs-
sinn, den der Stab @ in Bezug auf b bestimmt, hat dasselbe Vorzeichen.
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Achse verstehen wir das Moment des Stabes in Bezug auf
einen Einheitsstab auf der Achse; unter dem Moment
eines Stabes ST in Bezug auf einen Punkt P ver-
stehen wir das Moment des Stabes in Bezug auf eine Achse,
die durch £ senkrecht auf die Verbindungsebene ST gelegt
ist; es ist also gleich dem doppelten Dreieck PST. Diese
Definitionen sind natiirlich den Bediirfnissen der Mechanik
angepalst.

d) Das Volumen eines Tetraeders ABCD be-
trachten wir als positiv oder negativ, je nachdem das Drei-
eck ABC, von D aus gesehen, fiir einen inneren Punkt den
positiven oder negativen Umfahrungssinn ergiebt.*) Es #ndert
also sein Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte oder iiber-
haupt zwei beliebige Symbole vertauscht (vergl. Baltzer,
Determin. § 1), ebenso bei cyklischer Vertauschung der vier
Symbole. Dagegen ist

ABCD = CDAB.

Oder wenn man die Stibe A B, CD mit m, n bezeichnet
und durch Nebeneinandersetzen den durch sie bestimmten
Tetraederinhalt ausdriickt, so ist auch dem Vorzeichen nach

mn—nm.

Verschiebt man eine Kante eines
Tetraeders in sich selbst, ohne ihre
Lange zu dndern (Fig.12; B'C'=B(),
so #ndert sich sein Inhalt nicht; denn
es hat weder die Hohe aus D) noch
die zugehvrige Grundfliche ihre
Grofse gedindert, Verschiebt man
zwei Gegenkanten AA4', BB' eines
Tetraeders (Fig. 11), bis ihre An-
fangspunkte in die Fufspunkte ihres

Fig. 12.

*) Mobius hat zuerst (1827) ein Vorzeichen des Tetraederinhalts
eingefithrt; vergl. den Barye. Cale., § 19 (Ges. W., Bd. I) und ,Uber
die Bestimmung des Inh. eines Polyeders“, § 18 (Ges. W. Bd. II). Er
nimmt den Drehungssinn des Uhrzeigers als den positiven, betrachtet
dagegen von 4 aus die Fliche BCD; also hat trotzdem hier und bei
Mobius jedes Tetraeder A BCD dasselbe Vorzeichen. Fiir die hier
getroffene Festsetzung spricht aufser dem Satz 16 noch der Umstand,
dafs das Tetraeder ABCD positiv ist, wenn 4 in den Ursprung,
B, C, D der Reihe nach in die positive X-, Y-, Z-Achse eines Zeiger-
systems erster Art fallen.
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kiirzesten Abstands fallen, so sieht man, dafs der sechsfache
Tetraederinhalt 6 7 dem absoluten Betrag nach gleich dem
Moment der Stibe AA’, BB’ ist. Denn 6 V ist auch gleich
dem Inhalt eines Parallelepipeds, dessen Grundfliche das
durch a, &' (6’1 b durch A) bestimmte Parallelogramm und
dessen Hohe A B ist. Aber diese Gleichheit gilt auch dem
Vorzeichen nach; denn aus der Definition des Vorzeichens
des Tetraederinhalts geht hervor, dals es mit dem des
Drehungssinnes iibereinstimmt, den der Stab 44’ in Bezug
auf die Achse BB’ bestimmt. Durch Vergleich mit Satz 15
finden wir also:

Satz 16: Das Moment der Stibe 44', BB ist
auch dem Vorzeichen nach gleich dem sechsfachen
Inhalt des Tetraeders AA'BB.

e) Hierans kinnen wir einen analytischen Ausdruck fiir
das Moment zweier Geraden g,, g, ableiten, wenn ¢, durch
einen ihrer Punkte 2, =(§,, ,,{,) und ihre Richtungs-
winkel o, 8, 7, analog A durch P, =(,, 75, ;) und
oy, By, ¥, gegeben ist. Liegen zunachst anf den Ge-
raden zwei beliebige Stibe P, P; und P, P, so ist der
sechsfache Tetraederinhalt gegeben durch (vergl. Baltzer,
Determ. § 15):

1 & 7 &,

, , 1 r 14 ~’

16) 6 PP PPy = | g; h
L& 0 5

Dalfs diese Gleichung auch dem Vorzeichen nach gilt, erkennt
man am einfachsten an einem Spezialfall: Nimmt man P,
im Ursprung, 7], P,, P, bezw. auf der X-, Y-, Z-Achse
eines rechtwinkligen Systems erster Art in den Abstéinden
eins vom Ursprung an, so wird 6 P, P} P, P, = +-1; anderer-
seits wird auch die Determinante

e
= S ==
(=) | Nl
SRS O
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Da der Tetraederinhalt sein Vorzeichen nicht #ndert, solange
bei Bewegung seiner Eckpunkte mit Beibehaltung ihrer Reihen-
folge niemals eine Ecke die Ebene der drei anderen durch-
schreitet, und auech die Determinante unter dieser Voraus-
setzung nie verschwindet, mufs die Ubereinstimmung der
Vorzeichen immer gelten, sobald sie in einem speziellen Falle
gilt.*) Also ist (Satz 16):

I m Gy
» ' 0 & —§& 7, —n & —¢
p) ol ) [ — 1 t 1
'M(‘ZIII’ ]2P2)_— O ‘_E ES" ,'72 — rh Ly — C]
0 &, —8& ny,—m 5H—0

Sind insbesondere P, P; und P, P, zwei Einheitsstibe,
80 ist

g, —§ =cosa,, § — & =cos a,, u. s w.; also

§,—§& cose cosa ‘
?

17) M(g,,9,)=|n,—m, cosp, cos}p,
§,—1C, cosy, cosy, i

wobei (&), ’717 £,) und (&,, 1., 7,) je ein beliebiger Punkt auf
g, und g, ist.

Ubungsaufgaben:

1. Es ist der eigentliche Inhalt des Satzes 7 fiir den
Fall explicite auszusprechen, dafs ¢ die unendlich ferne
Gerade einer zur Achse parallelen Ebene ist.

2. Wie berechnet man, wenn eine Ebene A& -4 By
+ CL+ D=0 gegeben ist, ihren Nullpunkt mit Hilfe der
Gleichung 8)?

3. Die Gleichung 8) darf sich zufolge der Eigenschaften
des Nullsystems nicht #ndern, wenn man das Zeigersystem

*) Es ist also zu beachten, dals die Reihe der Einser als erste
Kolonne (oder Zeile) geschrieben werden muls, hierauf die Reste der
Zeilen (oder Kolonnen) entsprechend der Reihenfolge der Eckpunkte.
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um die Z-Achse dreht oder lings ibr verschiebt; dies ist
unmittelbar zu bestitigen.

4. Die zur Fig. 7 analoge Figur fiir ein negatives [ ist
zu zeichnen.

5. Es ist im Anschlufs daran ¢’ zu einer gegebenen
Lage von g zu konstruieren.

6. Was geschieht, wenn man in § 10 bei der Be-
stimmungsweise b) die Achsenrichtung senkrecht zu ¢ wihlt
oder parallel dazu?

7. Bei der Bestimmungsweise § 10, ¢) ist unmittelbar
wie bei d) zu jedem Punkt die Nullebene und umgekehrt
zu konstruieren.

8. Wieso kann in § 10 die Bestimmungsweise a) als
ein Spezialfall von d) aufgefafst werden?

9. Wie findet man bei § 10, d) am schnellsten die
Achse ?

10. Wie hilft man sich, wenn d, d, bei § 10, ¢) zu-
sammenfallen ?

11. Wenn « die (lotrecht ge-
dachte) Achse eines Nullsystems ist
(Fig. 13), d der Kkiirzeste Abstand
eines Gewindestrahls /, » seine Nei-
gung gegen die Horizontalebene, so
ist (/, d) die Nullebene von P. Nach
Gleichung 14) gilt die Beziehung:
d.cotv= — £ Haben d, » fir
einen anderen Gewindestrahl /, durch
P die entsprechende Bedentung, so
mufs auch d, cot », = — [ sein.
Also ist

d, cotv,=d. cot .
Dies ist unmittelbar zu bestéitigen.

12. Wenn man ein Tetraeder durch eine Ebene £ nach
einem Parallelogramm schneidet (wie?) und dann eine Kante,
die zu E parallel ist, in sich selbst verschiebt (§ 12), so
verschiebt sich das Parallelogramm kongruent mit sich selbst
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in £; auch hieraus kann man die Unversinderlichkeit des
Tetraederinhalts entnehmen (Prinzip von Cavalieri).

13. Fiir alle in einem Nullsystem enthaltenen Schrauben-
linjien ist der Quotient aus dem Querschnitt des Sehrauben-
cylinders und der Hohe des Schraubenganges konstant
(Silldorf, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 20).

13a) Drei Punkte 4B C und drei der Reihe nach durch
sie gehende Ebenen «, 3, y bestimmen ein Nullsystem, wenn
die Ebene (4, B, C) durch den Punkt (e, 3, y) geht.



I1I. Abschnitt.

Anwendungen auf Bewegungslehre,
Mechanik und graphische Statik.

§ 13. Momente von Kriiften.

Wenn ein starrer Korper um eine Achse a beweglich
ist, und es greift eine Kraft £ an ihm an, zunichst lings
einer Wirkungslinie, die a senkrecht im Abstande 4B =d
kreuzt (Bezeichnungen und Zeigersystem sind dieselben wie
im § 12), so spielt das Produkt kd in der Theorie der
Drehung des Korpers bekanntlich*) eine analoge Rolle, wie
die Kraft in der Theorie des beweglichen Massenpunktes;
es heifst Moment der Kraft % beziiglich der Achse a. Wenn
in a eine positive Richtung fixiert ist, so ist hiermit auch
ein positiver Drehungssinn um « gegeben, und dann z#hlé
man das Moment positiv oder negativ, je nachdem die Drehung,
die seine Kraft hervorbringt, im positiven oder negativen
Sinn erfolgt. Trigt man auf e eine Einheitsstrecke .4 £ nach
der positiven Richtung ab, so ist das Moment (auch dem
Vorzeichen nach) gleich dem sechsfachen Tetraeder A EB B’
(wenn k= BAB'), weil es gleich einem Parallelepiped mit
AE als Hohe und AB.BB als Basis ist.

Liegt £ beliebig gegen a, so kommt fir die Drehung
um o nur die Komponente von % in Betracht, die durch
Projektion auf eine zu a senkrechte Ebene entsteht, und man
versteht unter dem Moment von k auf o das Moment dieser

. %) In § 13 erinnern wir an gewisse Sitze der Mechanik, von denen
wir die einfachsten als bekannt voraussetzen.
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Komponente. Der Tetraederinhalt wird durch die Projektion
nicht gelindert, weil die Hohe ungeindert bleibt, wenn man
ABE als Basis betrachtet (Fig. 11). Also ist immer noch
das Moment von % beziiglich a gleich 6 A EBB'. Hieraus
folgt in Verbindung mit Satz 16, wenn ¢ die Wirkungslinie
der Kraft ist:

Satz 17: Das Moment einer Kraft beziiglich einer
Achse a ist gleich dem Moment des Kraftstabs und
eines Einheitsstabes auf o oder gleich dem Moment
von a,9 multipliziert mit dem Betrage der Kraft.

Unter dem Momente eines Kriftesystems beziiglich a
verstehen wir die algebraische Summe der Momente aller
Einzelkrifte beziiglich a. Ist das Kriftesystem insbesondere
ein Kriiftepaar, so ist sein Moment beziiglich einer Normalen
seiner Ebene bekanntlich von der Lage dieser Normalen
unabhingig und heilst deshalb schlechtweg das Moment
des Kriaftepaars. Es kann durch eine Strecke auf einer
solechen Normalen versinnlicht werden, deren Mafszahl gleich
der Momentmafszahl ist, und die so gerichtet ist, dafls sie
als positive Normale der Ebene des Kriftepaars das Vor-
zeichen des Moments positiv macht. Da auch die Ebene
des Kriftepaars bekanntlich beliebig parallel zu sich selbst
verschoben werden darf, so hat die Strecke, durch die das
Moment dargestellt erd den Charakter eines Vektors
(s. Anfang des § 12). Die Momentvektoren ditrfen bekanntlich
geometrisch addiert werden, ebenso wie Kraftstibe, deren
Triiger sich schneiden (Parallelogramm der Krifte). Auch
in letzterem Falle hat die resultierende Kraft beziiglich jeder
Achse des Raums dasselbe Moment wie das System der
Komponenten.

Unter dem Moment einer Kraft & beziiglich des Punktes P
versteht man das Moment von % beziiglich einer durch 7
gehenden Normalen der Ebene (/7)%).

§ 14. Normalform eines Kriiftesystems.

Es sei eine Kraft & gegeben, /= A4 A4'1k (Fig. 14) und
g |l k durch A'. Lassen wir in A’ zwei entgegengesetzt
gleiche Krifte &, — &, so ist das ganze
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System der einzigen Kraft k gleichwertig. 4 und — %,
bilden ein Drehmoment, dessen Vektor m hinter die Zeichen-
ebene gerichtet ist; %, {m liegen also (in

alphabetischer Reihenfolge) wie die Achsen

eines Zeigersystems erster Art. Bezeichnen & k,

wir die Malszahlen dieser Stibe und

Vektoren mit denselben Symbolen*) so VL

ist m — k/; man kann das Ergebnis so 4 l

aussprechen: N
Satz 18: Man darf mit einem Kraft- z

stab & in einer zu ihm senkrechten
Richtung eine Schiebung ! vor-
nehmen, wenn man ein Moment m von der Grofse £/
so hinzufiigt, dafls £,/,m wie die Achsen eines Zeiger-
systems erster Art liegen.

TFig. 14,

Da Kraftstibe auf ihren Trigern beliebig verschiebbar
sind, kann man [ durch einen beliebigen Vektor ersetzen,
der von 4 zu irgend einem Punkte von ¢ hinfithrt; aber es
geniigt die speziellere Fassung des Satzes. Bei der Trans-
formation des Satzes 18 #ndert sich auch das Moment be-
ziiglich einer beliebigen Achse des Raums nicht; denn es
ist als algebraische Summe von der Anordnung und Zusammen-
fassung der Posten unabhingig. Dabei ist das Moment
eines Momentvektors m beziiglich einer Achse a gleich der
nach o fallenden Komponente von m.

Wenn nun ein Kriiftesystem gegeben ist, so konnen wir
es auf einen beliebigen Punkt # des Raums ,reduzieren*,
d. h. alle seine Kriifte unter Hinzufiigung geeigneter Dreh-
momente in 7 angreifen lassen, hierauf alle Krifte zu einer
einzigen Kraft und alle Drehmomente zu einem einzigen
Moment zusammensetzen. Waren dabei im System Kriifte-
paare vorhanden, so konnen wir ihre Momentvektoren ohne
weiteres nach P verschieben. Die Reéduktion auf P ist ein-
deutig und jetzt ist das Kriftesystem durch einen einzigen
Krafistab & und einen einzigen Momentvektor M dargestellt,
den wir ebenfalls durch P gehen lassen. Aus Satz 18
folgt nun:

*) Ein Milsverstindnis kann dadurch nicht entstehen, da wir
Grafsmannsche Symbolik (aufser im § 16) nicht verwenden.

Zindler, Liniengeometrie. 3
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Satz 19: Linge und Richtung von % sind von der
Lage des Punktes 7 unabhingig.

Wir fragen, ob wir von hjer aus auf einen anderen

Punkt O so reduzieren konnen, dafs die Ebene des Dreh-

moments auf der Wirkungslinie der

i Kraft senkrecht wird, dafs also

Triger von £ und M zusammen-

fallen. Wir zerlegen M in die zwei

Komponenten m, L £ und m| &

(Fig. 15). Wir reduzieren dann auf

M einen Punkt O, der im Abstand [

m' auf derjenigen Hilfte der Normalen

P der Ebene (kM) liegt, von der aus

my 4 ., der Winkel k,m, als 90° (nieht als

270 erscheint. Wir miissen dann

(Satz 18) einen Momentvektor '

von der Grofse k[ zufiigen, der mit m,, entgegengesetzt ge-

Fig. 15.

richtet ist. Wihlen wir also Z:T%, so wird m, durch m’'

gerade getilgt, und es bleibt bei der Reduktion auf O nur
eine Kraft von der Grofse £ und das Moment m iibrig. Ein
beliebiger Punkt ihres neuen gemeinsamen Trigers a (,,Achse
des Kriiftesystems) kann die Rolle von O spielen. Aber ab-
gesehen hiervon ist die Reduktion auf diese ,,Normalform¢
des Kriiftesystems eindeutig. Die Reduktion von 2 auf O
ist nidmlich eindeutig; wiirde man von einem anderen Punkte
P aus zu einem Punkte O’ einer Geraden o' kommen, so
miifste nach Satz 19 mindestens a' || @ sein, und es wiirde
eine Reduktion von O auf O' die Richtung des Moment-
vektors nicht indern, was nach Satz 18 unméglich ist.

Wir nennen ein Aggregat einer Kraft und eines Dreh-
moments, dessen Ebene zur Kraft senkrecht steht, eine
Dyname; sie hat wegen ihres Kraftanteils die Beweglichkeit
eines Stabes; solche, die durch Verschiebung lings ihres
Trégers auseinander hervorgehen, betrachten wir als nicht
verschieden.

Satz 20: Jedes riumliche Kriiftesystem ldlst
sich eindeutig auf eine Dyname reduzieren.
. Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dafs in speziellen
Fillen der Kraft- oder der Moment-Anteil der Dyname ver-
schwindet.
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§ 15. Einfachste Formen eines Kriiftesystems.

Als solche betrachten wir die Formen, in denen das
Kriftesystem ein Aggregat von moglichst wenig, nimlich
zwei Bestandteilen ist, also entweder a) eine Kraft und ein
Drehmoment oder b) zwei Krifte enthilt.

a) Wir gehen jetzt von der Dyname k, m mit dem
Triger a aus und verschieben (Fig. 16) £ nach ¥ um die
Strecke OF = { unter Zufiigung
des Momentes m'=£kl, das wir
mit m in P zu einem -einzigen
Moment M zusammensetzen. Da
wir &, [, m' als die Achsen eines
Zeigersystems erster Art betrachten
konnen, ist der Winkel (m/!, k)
von P aus gesehen stets ein
Rechter. Wenn ferner M mit der
Ebene /, m' den Winkel 9 bildet
(iber die Winkelzdhlung vergl. P
§ 8), so ist Big Ao

m m

b s

wobei m positiv oder negativ ist, je nachdem es mit % gleich
oder entgegengesetzt gerichtet ist; £ und / sind zufolge der
Einrichtung unseres Zeigersystems von selbst immer positiv.
Vergleichen wir Gleichung 1) mit Gleichung 1a) in Ab-
schnitt I, § 2, so sehen wir, dals beide Gleichungen bis
auf die Bezeichnung des Abstandes von der Achse identisch
werden, wenn wir

setzen. Es stimmt also die Richtung von M iiberein mit
der Tangente einer Schraubenbewegung @ um e vom Para-
meter % Da die Konstruktion bei einer Schiebung lings a
oder einer Drehung um o ihre Giiltigkeit behiilt, so gilt dies
nicht nur fiir den Punkt P, sondern fiir jeden Punkt deg
Raumes. Diese Schraubenbewegung ist gleichgewunden mit
derjenigen Schraubung €', die einem homogenen koaxialen

3!&
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Kreiscylinder von der Dyname erteilt wiirde.*) Da die
Momentenebene und auch die Nullebene der Schraubung auf
M senkrecht stehen, konnen wir die wichtigeren Ergebnisse
so zusammenfassen und erginzen:

Satz 21: Reduzieren wir eine Dyname %, m nach-
einander auf alle Punkte des Raums in die Formen
k', M, so ist dadurch jedem Punkte P’ eine Momenten-
ebene zugeordnet. Diese Zunordnung ist ein Null-
system mit dem Parameter f==m:k; die Schraubung,
die zum Nullsystem gehort, ist rechts oder links
gewunden, je nachdem k, m gleich oder entgegen-
gesetzt gerichtet sind. Wir nennen hiernach die
Dyname selbst und auch das Kriftesystem rechts
oder links gewunden. Der Betrag von M ist bei

jener Reduktion V'm?J k2r%, wobei » = (P - a) ist.*¥)

Da der Vektor M in den ersten oder vierten Quadranten
der Ebene (M, k') zeigt, je nachdem die Dyname rechts oder
links gewunden ist, ergiebt sich die anschauliche Regel:

Satz 22: Die Achse einer Dyname ® liegt nach
derjenigen Seite, von der aus der Winkel (&, M)
hohl erscheint. D ist rechts oder links gewunden,
je nachdem %, M einen absolut**¥) gpitzen oder
stumpfen Winkel einsechlielsen.

Suchen wir alle durch einen Punkt 7 gehenden Achsen ¢,
beziiglich deren ein gegebenes Kriftesystem das Moment
Null hat. Wenn wir das System auf P reduzieren, wodurch
die Form %', M entsteht, so wird %' beziiglich einer Achse
durch P stets das Moment Null haben, M aber nur dann,
wenn die zugehorige Momentenebene E durch « geht. Die
sNullachsen“ durch /# bilden also das ebene Biischel

*) Statt des Cylinders konnte man einen beliebigen Korper nehmen,
von dem eine Haupttrigheitsachse in a liegt. Man darf aber nicht
glauben, dafs € und & identisch sind. Denn welche Bewegung der
Korper unter dem Einflusse der Dyname annimmt, hdngt nicht nur
von dieser ab, sondern auch von der Masse und Massenverteilung (Trig-
heitsmoment) des Korpers.

**) Wir verwenden die Bezeichnung von Rohn und Papperitz
(Darst. Geom.) fiir den Abstand eines Punktes von einer Geraden.

*#¥) Vergl. die erste Anm. zu § 12.
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(P, E)¥) Aus Satz 21, Satz 14 und § 4 folgt nun un-
mittelbar

Satz 23: Die Nullachsen eines Kriftesystems &
bilden ein Strahlengewinde, das entgegengesetzt
gewunden ist wie &.

b) Wir nennen ein System von zwei Stéiben ein Stab-
kreuz, in Anlehnung an Buddes , Vektorkreuz“ (Mechanik)
oder, wenn die Stibe Kriifte vorstellen sollen, auch Kraft-
kreuz Jetzt untersuchen wir, wie ein Kriftesystem &, das
wir uns in Form einer Dyname © gegeben denken, durch
ein Kraftkreuz k,, k, ersetzt werden kann. Soll das Kraft-
kreuz D gleichwertig sein, so mufs es beztiglich jeder Achse
dasselbe Moment wie © haben, auch beziiglich derselben Achsen
wie ® das Moment Null haben. Nun. bilden die Nullachsen
ein Gewinde (das zugehorige Nullsystem heifse 9t). Schneidet
ein Strahl s desselben £,, so ist das Moment von &, beziig-
lich s Null; daher mufs auch das von %, auf s fiir sich Null
sein, d. h. s mufs auch %, schneiden. Wir haben also (§ 5)
die Triger eines dquivalenten Stabkreuzes k,, k, jedenfalls
nur unter den Polarenpaaren von 9 zu suchen.

Wir fragen, ob umgekehrt jedes Polarenpaar g,, g, als
Triiger eines solchen Stabkreuzes auftreten kann. Wir wihlen
eine beliebige Gerade g,; P sei auf ihr der Fulspunkt des

*) Jetzt erklirt sich der Name ,Nullsystem“. Da die durch
einen Punkt gehenden Nullachsen eine Ebene erfiillen, nannte Mébius
(Statik, § 84; Ges. W. Bd. ITI), der Entdecker des Nullsystems, diese
Ebene die ,Nullebene“ des Punktes und umgekehrt den Punkt ihren
»Nullpunkt“ (1837). Hierauf nannte v. Staudt (Geom. d. Lage,
Art. 321; 1847) diese Zuordnung ein Nullsystem. In neuerer Zeit wird
mitunter Giorgini (,Intorno alle propr. geom. dei movim. di un sist.
di punti di forma invar.“. Mem. di mat. e di fis. della soc. it. delle
sc. res. in Modena, Tomo XXI, eingereicht 1830, gedruckt 1836) als
Entdecker des Nullsystems genannt. Er behandelt dort verschiedene
Aufgaben fiber Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen;
aber gerade die charakteristische Zuordnung zwischen Punkten und
Ebenen, die das Nullsystem ausmacht, findet sich bei ihm nicht. In
Art. 32 stellt er unrichtige Behauptungen auf, z. B. die Aufgabe, eine
Bewegung nach 3 gegebenen Achsen zu zerlegen sei i. A. loshar,
wihrend doch erst bel 7 Achsen die Bedingungen fortfallen (vergl.
hier, § 85).

Die bisherigen Sitze iiber das Nullsystem waren grofstenteﬂs
Mobius bekannt; vergl. aufser der Statik noch ,Uber eine bes. Art
dualer Verh. . . “ Journ. f. Math. Bd. 10 (1833).
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kiirzesten Abstands von der Achse o des Kriiftesystems, ¢ die
Ebene || @ durch g,. Reduzieren wir & auf 2, so liegen so-
wohl £’ als M in e. Die Ebene ¢ des Momentes M steht senk-
recht auf dem Vektor M, daher auch auf
der Zeichenebene ¢ der Fig. 17, in der
ihre Spur ¢ eingetragen ist. Nun kann
man die Grofse der Krifte eines Paares,
durch das man ein Drehmoment dar-
stellen will, beliebig wiihlen und dar-
nach die Entfernung der Wirkungslinien
bestimmen. Wir legen die eine Kraft des
Paares, durch das wir M darstellen wollen,
durch £ und wihlen sie so grofs, dafs
ihre Resultierende mit £’ in ¢, fallt.

BT Mk Wir finden also diese Kraft 7, indem
wir QS| o und ST| % ziehen. Wir haben nun erreicht,
dafs & ersetzt ist durch eine Kraft k, — P8, die in g, hin-
einféllt und die andere Kraft £, des Kriftepaares, die nach
dem fritheren von selbst in ¢, fallen mufs.

Die Konstruktion versagt nur: Erstens, wenn ¢, mit £’
zusammenfillt (dann wird der Arm des Kriiftepaars unendlich
und es tritt der Fall a) ein); zweitens, wenn g, mit ¢ zu-
sammenfillt. Dann ist ¢, Leitstrahl von N, es fillt auch
g, mit g, zusammen, und es ist daher begreiflich, dafs die
Aufgabe nicht mehr lshar ist. Wir wollen uns anschaulich
machen, wie das Stabkreuz aussieht, wenn ¢, sich um P
drehend in die Nihe der Lage ¢ kommt: Dann riickt g,
nach § 8 ebenfalls in die Nihe der Lage o, und gleichzeitig
wiichst P T unbegrenzt. Die beiden Stiibe des Kraftkreuzes
werden also, withrend ihre Triiger immer niher riicken,
nahezu entgegengesetzt gerichtet und beide unendlich grofs.
Nachdem wir einmal wissen, dafs ein Polarenpaar g,,9,
wenn ¢, und g, verschieden sind und beide im KEndlichen
liegen, immer Triger eines #quivalenten Kraftkreuzes im
eigentlichen Sinn sein konnen, finden wir die Stibe des
Kreuzes auf einfachere Weise, indem wir % nach den
Richtungen g¢,,9, zerlegen. Wir fassen zusammen:

Satz 24: Eine gegebene Dyname k,m kann auf
ow* Arten durch ein Kraftkreuz ersetzt werden. Die
Wirkungslinie g, der einen Kraft kann man (aus-
schlielslich der Leitstrahlen und Durchmesser des
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zugehdrigen Nullsystems ) willkiirlich wihlen, die
andere ist ihre Polare g, in N. Grofse und Sinn der
beiden Kriifte erhfilt man durch Zerlegung des
Vektors von k nach den Richtungen g,,9,.

Umgekehrt wollen wir, wenn ein Kraftkreuz k,,%, ge-
geben ist, die gleichwertige Dyname km auf Kkiirzestem
Wege suchen. Zwar konnte man das allgemeine Verfahren
von § 14 auch hier anwenden, doch gelangt man iiber-
sichtlicher so zum
Ziel: Indem wir
die Vektoren von
ky, k, geometrisch
addieren(PCHQB)
erhalten wir in &'
(Fig. 18) Grofse und
Richtung von %, von
dem wir aufserdem
wissen (Satz 10),
dafs es den Kkiir-
zesten Abstand PQ

der Stibe des
Kreuzes senkrecht schneidet. Es handelt sich also nur noch
um Ermittlung dieses Schnittpunktes S. Nach Absechn. I,
Gleichung 13) mufs sein:

Fig. 18.

SP:S8Q=tanvy,: tany, = cot v, : cotv,,

wobei die Winkel »,», von einer der beiden Richtungen %
aus gezihlt sind, die sowohl auf &', wie auf PQ senkrecht
stehen; sie liegen in der Normalebene § von %', die wir
uns wagerecht denken wollen. Wir wiihlen also zur Kon-
struktion von S zwei Punkte 4 und B auf k, und %, in
gleichem Niveau iiber § (CA || &), projizieren sie nach A’
und B’ auf § und schneiden PQ mit 4’8’ in S. Durch
wird der Raum in zwei Hilften geteilt; ebenso durch die Ver-
bindungsebene ¥ von % und %'; £, und %, weisen immer in ver-
schiedene Halbriume beziiglich der Teilung durch %, kinnen
aber beziiglich $ in denselben oder in verschiedene Halb-
rdume weisen. In letzterem Fall sind PA’ und QB' im
selben Halbraum beziiglich L, und S liegt aufserhalb Q.
Da zwei gegentiber liegende Ecken eines Parallelogramms
von einer Diagonale gleichen Abstand haben, sind die Pro-
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jektionen von k, und %, auf § entgegengesetzt gleich, bilden
daher das Moment m der Dyname, und es folgt:

Satz 25: Wenn man die Vectoren eines ge-
gebenen Kraftkreuzes k,,k, geometrisch addiert,
so erhdlt man eine Richtung £ Der Stab der
gleichwertigen Dyname ® wird durech Zu-
sammensetzung der in die Richtung £ fallenden
Komponentenvon &,k gefunden, withrend diein
die Normalebene von %k fallenden Komponenten
das Drehmoment von © bilden.

§ 16. Ein Satz von Chasles.

Wenn b, = KLk, und %,k zwei gleichwertige Kraft-
kreuze sind, so haben sie beztiglich jeder Achse 4 dasselbe
Moment. Wenn ¢e= EE’ ein Einheitsstab auf 4 ist, so ist
das Moment von k, beziiglich 4 gleich dem sechsfachen
Inhalt des Tetraerders EE’'K L. Wir konnen diesen Inhalt
auch kurz mit ek, bezeichnen, wo also jedes Stabsymbol
durch die beiden Symbole seiner Endpunkte ersetzt zu denken
ist. Obige Thatsache konnen wir nun durch die Gleichung

ek, + ek, = ek -+ ekb

ausdriicken, die aber auch gilf, wenn wir e durch das Symbol
eines beliebigen Stabes ¢ auf A ersetzen, weil dies einer
Multiplikation mit einem numerischen Faktor gleichkommt.
A, daher auch a konnte willkiirlich gewihlt werden. Lassen
wir nun ¢ nach einander mit allen vier Stiben % zusammen-
fallen, so verschwindet immer je ein Tetraeder und wir er-
halten die Gleichungen:

kyky = kiky + kiky, ko, = koK) + ko,

kK - koky = Kk, Rike - koK = K3k
Durch Addition dieser vier Gleichungen erhdlf man:

k k, = ki k5.
Es gilt ndmlich fiir zwei beliebige Stibe s,s’ stets:
38’ =4's,

weil der Inhalt eines Tetraeders ABCD sein Vorzeichen
nicht #ndert, wenn man die Paare AB und CD als Ganzes
vertauscht (§ 12, d). Also:
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Satz 26: Der Inhalt des Tetraeders, das durch
ein Kraftkreuz bestimmt wird, ist fiir alle gleich-
wertigen Kraftkreuze konstant.

Die hier verwendete Symbolik stimmt thatséichlich mit
der Grassmannschen tiiberein; der Beweis stammf von
Mobius (Ges. W. Bd. III, S. 503 oder Crelles J. Bd. 4,
S. 179, f.), 1829.

§ 17. Zusammensetzung von Geschwindigkeiten.

Wenn sich ein starrer Korper bewegt, so hat in einem be-
stimmten Zeitpunkt jeder Punkt 2 eine gewisse Geschwindig-
keit, die durch eine von P ausgehende Strecke versinnlicht
werden kann. Ein solches System von oo® Strecken, deren jede
an einem bestimmten Punkte angebracht ist, nennt man ein
Vektorfeld.*) Die Geschwindigkeitsverteilung der Punkte
eines starren Korpers ist also durch ein Vektorfeld dar-
gestellt, das wir uns iiber den ganzen unendlichen Raum
ausgedehnt denken konnen, weil wir uns jeden Punkt des
Raums mit dem starren Korper fest verbunden denken
konnen (§ 1).

Man pflegt nun von der Zusammensetzung von Ge-
schwindigkeiten bei Bewegung eines starren Korpers in
zweierlei Sinn zu reden:

a) Ein starrer Korper K, bewege sich in einem ruhend
gedachten Raum (die Erde im Weltraum bei fest gedachter
Sonne); dieser Bewegung entspricht ein Vektorfeld V,. Ein
zweiter starrer Korper K, bewege sich in Bezug auf K|
(ein Geschofs auf der Erde). Dieser Bewegung entspreche
(wenn man die Erde ruhend denkt) das Vektorfeld V,. Der
Bewegung von K, im ruhenden Raum entspricht dann ein
Vektorfeld V. Es wird gefunden, indem man an jedem

*) Der Name ist insofern nicht ganz passend, als wir uns unter
Vektor eine im ganzen Raume mit Beibehaltung ihrer Richtung frei
bewegliche Strecke dachten, wihrend die Strecken des Vektorfeldes
sich von den Stiben dadurch unterscheiden, dafs sogar auch noch ihr
Anfangspunkt fixiert ist. Die Bezeichnung mag jedoch umso eher
beibehalten werden, als es iiberhaupt nur oo® Vektoren im Raume giebt
(cc® Richtungen und in jederco! Lingen), man daher von einer
Mannigfaltigkeit von o® Vektoren im elgenthchen Sinne zu reden
kaum Anlafs haben wird.
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einzelnen Punkte die Strecken der Vektorfelder V, und V,
geometrisch addiert. Man nennt diese Operation die Zu-
sammensetzung der Vektorfelder V, und V,. Da sich K,
auch in-Bezug auf den ruhenden Raum als starrer Korper
bewegt, ist von vornherein klar, dafs durch Zusammensetzung
wieder ein solches Vektorfeld entsteht, dessen Geschwindig-
keitsverteilung einer moglichen Bewegung eines starren

Kérpers entsprichs.

b) Ein starrer Korper kann im ruhenden Raum ver-
schiedene Bewegungen ausfithren. Wir fassen aus zwei Be-
wegungen je einen Zeitpunkt heraus und setzen die beiden
Vektorfelder V,, V,, die diesen Zeitpunkten entsprechen, zu
einem Feld V zusammen. In dieser Auffassung®) ist nicht
von vornherein klar, dals V eine solche Geschwindigkeits-
verteilung darstellt, die einer moglichen Bewegung eines
starren Korpers entspricht; aber da wir es schon aus a)
wissen, folgt es auch hier; denn die Operation der Zu-
sammensetzung selbst unterscheidet sich in beiden Fillen
gar nicht. Aus diesem Grunde ist es nicht immer notig
hinzuzufigen, welcher Auffassung eine bestimmte Zusammen-
setzung von Vektorfeldern entsprungen ist.

In speziellen Fillen ist ein Vektorfeld einer einfacheren
geometrischen Darstellung féhig: Wenn sich ein Korper um
eine Achse ¢ mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht, so ist
dieser Zustand vollkommen gekennzeichnet, wenn man auf ¢
die Strecke w in derjenigen Richtung auftriigt, die, als
positive von a angenommen, auch den gegebenen Drehungs-
sinn positiv erscheinen lifst. Die Strecke hat also den
Charakter eines Stabes und ersetzt uns das Vektorfeld, das
der Drehung entspricht; wir nennen sie einen Drehungs-

*) Sie greift in der Physik Platz (allerdings meist fiir Be-
schleunigungen statt fiir Geschwindigkeiten), wo man die Bewegungen
kennt, die ein Korper infolge zweier gleichzeitig wirkender Ursachen
einzeln annimmt. Wir haben hier nur einen starren Korper (z. B.
einen frei fallenden Magnet) und immer denselben Bezugskéorper (die
Erde). Man kennt die Beschleunigungen, die der Magnet infolge der
Schwere allein und infolge des magnetischen Feldes der Erde allein
annehmen wiirde. Dagegen tritt diese Auffassung auch bei Geschwindig-
keiten ein, wo es sich um Impulskrifte handelt. Dabei ist zu be-
merken, dals die beiden Vektorfelder V, die man fiir Beschleunigungen
bei analogen Definitionen in den Fillen a) und b) erhidlt, nicht mehr
identisch sind (Satz von Coriolis).
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stab und a seinen Tréger. Drehgesehwindigkeiten, deren
Achsen sich schneiden, werden hekanntlich zusammengesetat,
indem man die entsprechenden Drehungsstibe geometrisch
addiert.

Wenn ein Korper eine Schiebung (Translation) vollfiihrt,
so kann dieser Zustand durch einen Schiebungsvektor ge-
kennzeichnet werden, der das Vektorfeld, das der Schiebung
entspricht, ersetzt. Auch die Zusammensetzung von Schie-
bungen erfolgt durch geometrische Addition der entsprechen-
den Vektoren.

§ 18. Dualismus zwischen Kriften und
Geschwindigkeiten.

Zwei Drehungsstiibe, deren Triger parallel sind, deren
Strecken jedoch entgegengesetzt gleich sind (ein Drehungs-
paar), sind bekanntlich*) einem Schiebungsvektor gleich-
wertig, der seiner Grifse und Richtung nach durch die Stibe
ebenso bestimmt ist, wie der Momentvektor, falls die Stibe
ein Kriftepaar bedeuten. Deshalb behilt die Konstruktion,
die zum Satz 18 fithrte, auch fiir Bewegungen ihre Giiltig-
keit, wenn man jeden Kraftstab durch einen Drehungsstab
und jeden Momentvektor durch einen Schiebungsvektor er-
setzt. Dem Satz 18 entspricht im Falle der Bewegungen der:

Satz 27: Man darf mit einem Drehungsstab d in
einer zu ihm senkrechten Richtung eine Schiebung/
vornehmen, wenn man einen Schiebungsvektor s
von der Grofse I/d so zufiigt, dafls d, /, s wie die
Achsen eines Zeigersystems erster Art liegen.®¥)

Uberhaupt hat sich bis jetzt zwischen Kriften an einem
starren Korper und Geschwindigkeiten folgende vollkommene
Analogie gezeigt, die man als Dualismus zwischen Kriiften
und Geschwindigkeiten zu bezeichnen pflegt: Kréfte und
Drehungsgeschwindigkeiten haben den Charakter von Stiben
und werden, wenn sich ihre Triiger schneiden, wie solche

*) Vergl. etwa Schell, Th. d. Beweg. u. d. Kriifte, I. S. 168
(2. Aufl.).

**) Man bemerke, dafs sich die alphabetische Reihenfolge der
Symbole k, I, m des Satzes 18 auch hier bei d, I, s erhalten hat.
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geometrisch addiert. Drehmomente und Schiebungsgeschwindig-
keiten haben den Charakter von Vektoren und werden wie
solche geometrisch addiert. Ein Kriftepaar ist einem Dreh-
moment und ein Drehungspaar einer Schiebungsgeschwindig-
keit gleichwertig. Kriifte kinnen nach der Regel des Satzes 18,
Drehungen nach Satz 27 verschoben werden (der Vektor !/
steht aufserhalb des Dualismus).

Man kann also solche Sitze und Konstruktionen tiber
Kriftesysteme, die blofs aus den eben erwihnten Siitzen und
aus rein geometrischen Eigenschaften des Nullsystems ab-
geleitet sind, sofort auf die Zusammensetzung und Zerlegung
von Geschwindigkeiten ibertragen, wenn man die in den
Sitzen und Konstruktionen auftretenden Stibe und Vektoren
anders deutet, niimlich die Stibe als Drehungsstiibe und die
Vektoren als Schiebungsvektoren betrachtet. Wir sprechen
also den Satz aus, dessen Bedeutung wir alsbald noch im
einzelnen verfolgen werden:

Satz 28: In den S#tzen iiber Zusammensetzung
und Zerlegung von Kriften und Geschwindigkeiten
bei starren Korpern kann man je zwei nebenein-
anderstehende der Begriffe

Kraft Drehungsgeschwindigkeit
Drehmoment g o .
(Kriftepaar) Schiebungsgeschwindigkeit

gleichzeitig vertauschen.

Dabei gehort zur ,,Drehungsgeschwindigkeit immer eine
bestimmte Achse. Es ist zu beachten, dafls die voraus-
gesetzten Eigenschaften der Kriifte nur fiir starre Korper
gelten; deshalb sagt Budde treffend, der Dualismus sei eine
Eigenschaft der starren Korper. Da die Dislokationen von
einer bestimmten Anfangszeit ¢ angefangen den Geschwindig-
keiten zur Zeit ¢ um so genauer proportional sind, je kleiner
der Zeitzuwachs genommen wird, so gelten die Gesetze iiber
die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten angenihert
auch fiir die Zusammensetzung kleiner Bewegungen; man
spricht deshalb manchmal von einer ,Zusammensetzung un-
endlich kleiner Bewegungen“, was man genauer als Zu-
sammensetzung von Geschwindigkeiten bezeichnet, indem man
sich den Ubergang von den Differenzen- zu den Differential-
quotienten vollzogen denkt.
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Wir nennen eine Schraubenbewegung, die mit be-
stimmter Geschwindigkeit vor sich geht, eine
Windung. Sie entspricht im Dualismos nach Satz 28
der Dyname. Sowohl zu einer Windung (7, w) als zu einer
Dyname (m, k) gehort ein bestimmtes Nullsystem N (§ 2
und 15). Aber umgekehrt gehoren zum selben N unendlich
viele Windungen und Dynamen, die aus einer derselben
darch Multiplikation beider Bestandteile mit demselben
numerischen Faktor hervorgehen. Denn der Parameter
f von N hingt in beiden Fillen nur vom Verhiiltnis 7: w,
bezw. m:k ab (§ 1 und 15).%)

Bei vielen Untersuchungen itber Dynamen und Windungen
kommt nur das Nullsystem in Betracht, das durch sie definiert
ist. Dieses wieder konnen wir uns durch eine Schrauben-
linie auf einem Cylinder vom Halbmesser eins und mit der
Steigung tg ¢ =TI vollkommen repriisenfiert denken (§ 1).
Wir nennen eine solche Schraubenlinie auf einem Cylinder
vom Halbmesser eins schlechtweg eine Sehraube.®*) Die
Nullsysteme und die Schrauben sind einander gegenseitig
eindeutig zugeordnet. Wir sagen mit Ball (Theory of the
Serews), eine Windung oder eine Dyname ,liege aufeiner
Schraube“, oder auch ,die Schraube sei Triger der
Windung oder der Dyname®, wenn das Nullsystem der
Schraube identisech ist mit dem Nullsystem der Dyname oder
der Windung. Nur die Windung, aber nicht die Dyname,
hat einen unmittelbaren anschaulichen Zusammenhang mit
der Schraube, auf der sie liegt. Uberhaupt sei betont, dals
eine Dyname und eine Windung, auch wenn sie auf derselben
Schraube liegen, an und fiur sich in keinem ursichlichen
Zusammenhang stehen (vgl. die erste Anm. zu § 15), sondern
nur bei Zusammensetzung mit ihresgleichen dieselbe Rolle
spielen und im Dualismus einander entsprechen.

Wir konnen jetzt eine Windung auch bestimmen durch
ihren Parameter (Steigung) f, ihre Achse und ihre Ge-
schwindigkeit w, die wir nicht nor als Geschwindigkeit des
Drehungsanteils, sondern auch als Geschwindigkeit der
Windung schlechtweg bezeichnen. Dann ist

7="1o.

*) Um es im nchtlgen Sinne zu bilden, halte man sich vor Augen,
dafs ¥ eine lineare Grofse ist.

**) Eine Erweiterung wird dieser Begriff in § 36 erfahren.
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Analog konnen wir eine Dyname durch f, ihre Achse und
ihre ,Intensitét“ & bestimmen. Dann ist
m=—"1F

Wir brauchen den Ausdruck ,Steigung® fiir f (pitch bei
Ball) der Analogie wegen manchmal auch bei den Dynamen,
obgleich er hier keine unmittelbare mechanische Bedeutung
hat. Bei k=1 entsteht die ,Einheitsdyname“, bei w =1
die ,,Einheitswindung.

Auf den Dualismus zwischen Kriiften und Drehungs-
geschwindigkeiten hat zuerst Poinsot (Théorie nouv. de la
rot. des corps, 1834) hingewiesen.

§ 19. Psychologische Bemerkungen.

Die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten ist insofern
erkenntnis-theoretisch einfacher, als sie ein rein geometrisches
Problem ist, wihrend Kraft ein physikalischer Begriff ist.
Trotzdem ist die Theorie der Zusammensetzung der Kriifte
anschaulicher und in allen tibrigen Beziehungen einfacher als
die entsprechende fiir Geschwindigkeiten: Zunichst ist die Kraft
eine unter der Form, Druck oder Zug ebenso sinnlich wahr-
nehmbare Erscheinung*) wie die Bewegung, in deren Begriff
aber nicht schon (wie bei Geschwindigkeit) ein Differentiations-
prozess darin steckt. Ferner konnen an einem starren
Korper mehrere Kriifte thatsdchlich zugleich angreifen (z. B.
in Form von elastischen Schniiren oder Spiralfedern in einem
bestimmten Spannungszustand), wihrend ein Korper nicht
mehrere Geschwindigkeitszustinde zugleich haben kann; viel-
mehr ist eine Zerlegung dieses Zustandes eine blofse Hilfs-
vorstellung. Endlich ist die Vorstellung eines Kriftesystems
in seinen einfachsten Formen sozusagen erschipfbar (zwei
Krifte beim Kraftkreuz, drei bei Kraft nebst Kriiftepaar),
wihrend schon ein einzelner Drehungsstab von unendlich
vielen Puakten des Korpers etwas aussagt und das ganze
unendliche Vektorfeld vertritt. Es stellt also ein Kraftstab
das zu bezeichnende viel unmittelbarer dar als ein Drehungs-
stab. Wir haben aus diesen Griinden die Theorie der Krifte
als die einfachere vorangestellt.

*) Es ist weder wiinschenswert noch moglich, diese sinnliche Er-
scheinung aus den Grundlagen der Mechanik zu entfernen.
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§ 20. Die Momentanachse.

Die Lage eines Korpers K im Raume ist darch die
Lage dreier seiner Punkte, die ein eigentliches Dreieck
bilden, vollkommen bestimmt, weil hierdurch die Lage einer
Ebene im Korper bestimmt ist. Nehmen wir zunichst einen
Punkt M von K als fest an, so konnen wir als die anderen
beiden 4,B zwei Punkte derselben Kugelfliche um M als
Mittelpunkt wihlen. Dann ist die Lage von K durch die
Lage von 4,5 allein bestimmt, die bei eciner Bewegung in
eine Nachbarlage A', B’ iibergehen mogen. Man kann dieselbe
Dislokation erreichen, wenn man zuerst 4 nach 4’ auf dem
grifsten Kugelkreise durch eine Drehung tiberfiihrt, worauf
B pach B’ durch eine Drchung um MA’ iberfithrbar sein
mufs; und man kann die Uberfithrung sich so bewerkstelligt
denken, dafls man M A’ mit einem zweiten starren Korper K’
fest verbindet, der beziiglich des ruhend gedachten Raums
R nur die erste Drehung ausfilhrt. Non konnen die Be-
wegungen von K’ beziiglich R und von K beziiglich K’ auch
gleichzeitig in mannigfacher Weise z. B. gleichformig aus-
gefiihrt werden. Gehen wir zur Grenze iiber, indem wir
die Nachbarlage A’5’ in A4,B hineinriicken lassen, so wird
im betrachteten Zeitpunkt die Bewegung von K’ beziiglich
L2 durch einen Drehungsstab charakterisiert sein, der auf
MA senkrecht steht und die Bewegung von K beztiglich K’
durch einen Drehungsstah, dessen Triger mit M A zusammen-
fallt. Das Vektorfeld der thatsiichlichen Bewegung von X
entsteht (§ 17a) durch Zusammensetzung der beiden Felder,
die den Drehungen entsprechen; wir wissen aber, dals dies
wieder eine Drehung ergiebt. Also:

Satz 29: Bei' Bewegung eines starren Kirpers,
von dem ein Punkt fest ist, haben alle Punkte die-
selben Geschwindigkeiten, als ob der Korper um
eine bestimmte Achse mit bestimmter Gesechwindig-
keit sich drehen wiirde.

Wir betrachten nun eine allgemeine Bewegung eines
Korpers K, bei der drei Punkten A,B,C die Nachbarlagen
A'B'C’ entsprechen migen. Wir kinnen dann die Dislokation
so bewerkstelligt denken, dals wir den Punkt C von K mit
einem anderen Korper K’ fest verbunden denken, der blofs
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die Schiebung lings des Vektors CC' ausfiihrt, wihrend K
beztiglich K’ um C frei beweglich ist. Durch einen analogen
Grenziibergang wie frither erkennen wir, dals das Vektor-
feld der wirklichen Bewegung von K durch Zusammen-
setzung zweier Vektorfelder entsteht, von denen das eine
einer Schiebungsgeschwindigkeit 7’ entspricht, deren Grifse
und Richtung mit der Geschwindigkeit von C iibereinstimmt,
das andere der Drehung «’, die K beziiglich X' ausfiihrt
(Satz 29). Wenn die Bewegungen von K’ beziiglich R und
von K beztiglich K' willkiirlich angenommen werden, so
resultiert immer eine mogliche Bewegung von K. Also sind
7’ und ' an und fiir sich unabhiingig von einander, aber
bei einer bestimmten Bewegung von K nach Wahl des
Punktes C auch vollkommen bestimmt. Wir sind hiermit
dazu gelangt, das Geschwindigkeitsvektorfeld eines starren
Korpers fiir einen bestimmten Zeitpunkt durch das Aggregat
eines Drehungsstabes ' und eines Schiebungsvektors z' zu
kennzeichnen und hier ist der Punkt, wo die Thatsache des
Dualismus zwischen Kriiften und Geschwindigkeiten ver-
wertet werden kann: Wir konnen 7' und ' auf einen be-
liebigen Punkt des Raums reduzieren (gerade so wie ein
Kriftesystem in § 14), entsprechend der beliebigen Wahl
von C. Wir kionnen den Reduktionspunkt so wéihlen, dafs
an Stelle von 7z’ ein Schiebungsvektor z von der Richtung
des Stabes «' tritt (Analogon der Dyname), wobei w’ parallel
nach ® verschoben werde. Dann definieren z und w eine

Windung (§ 18) vom Parameter f:% § 1.

Satz 30: Bei einer beliebigen Bewegung
eines starren Korpers haben in jedem Augen-
blick alle Punkte dieselbe Geschwindigkeit
als ob der Korper eine hestimmte Windung mit
bestimmter Geschwindigkeit ausfiithrte. Die
Achse dieser Windung heiflst die ,Momentan-
achse*, ihr Parameter der ,Momentanpara-
meter“ oder die ,Momentansteigung® Durch
Momentanachse und Momentanparameter, die
zusammen die ,Momentanwindung* bestimmen,
ist das Geschwindigkeitsvektorfeld fiir diesen
Augenblick bis auf einen numerischen Faktor
vollkommen bestimmt.
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Es ist nicht ausgeschlossen, dafs z oder w verschwindet.
Im ersten Fall tritt reine Drehung an Stelle der Windung,
im zweiten reine Schiebung; man kann den zweiten mitunter
so auffassen, als ob die Momentanachse die unendlich ferne
Gerade aller Ebenen wire, die auf der Schiebung senkrecht
stehen. Es konnen auch 7 und o gleichzeitig verschwinden;
in einem solchen Zeitpunkt haben alle Punkte des Korpers
die Geschwindigkeit Null, und die Momentanachse wird ent-
weder vollig unbestimmt oder ist als Grenzlage der Momentan-
achsen der Nachbarzeiten zu definieren. Wenn z. B. ein
Korper eine gleichférmig beschleunigte Windung zur Zeit ¢
beginnt, so erhiilt man auf diese Art die Achse der Windung
auch fiir ¢ als Momentanachse.

Der Entdecker der Momentanachse ist Giulio Mozzi
{Discorso mat. sopra il rotamento mom. dei corpi,
Napoli 1763).%)

§ 21. Zerlegung einer Windung in einfachste
Formen.

Wir hiétten diesen § unmittelbar an § 18 anschlielsen
konnen; nun aber wissen wir, dals nach Satz 30 die Er-
gebnisse, die wir fir das Geschwindigkeitsvektorfeld einer
Windung ableiten, fiir jeden Augenblick einer beliebigen
Bewegung gelten.

Wir iibertragen zunichst die wichtigsten Sitze des § 15
nach dem Gesetz des Dualismus auf den Fall einer Windung.
Wenn {=17:w die Steigung der Windung ist, so kann man
den Drehstab w der Windung parallel zu sich selbst in einer
beliebigen auf ihm senkrechten Richtung um die Strecke »
verschieben, wenn man den Schiebungsvektor z durch einen

anderen 1' von der absoluten Griflse V 22} w?r? ersetzt,
der ebenso liegt, wie der Vektor M des § 15a). Ferner:

*) Folgende einfache Uberlegung des Korrolars IX dieser Schrift
ist noch erwihnenswert: Wenn beliebig viele Krifte gegeben sind,
kann man immer zwei ihnen gleichwertige finden, von denen die eine
in einer beliebig angenommenen Ebene X liegt, die andere auf E senk-
recht steht. Denn man kann jede Kraft zerlegen in eine Komponente
in E und in eine senkrecht zu E.

Zindler, Liniengeometrie. 4
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Satz 31: Eine Windung (7, w) kann auf oo Arten
als Resultierende zweier Drehungsgeschwindig-
keiten dargestellt werden. Die Achse ¢ der einen
Drehung kann man (ausschliefslich der Leitstrahlen
und Durchmesser des zur Windung gehérigen Null-
systems 9t) beliebig wiahlen. Die andere Achse ist
die Polare ¢’ von ¢ in . Die Winkelgeschwindig-
keiten beider Drehungen erhalt man durch Zer-
legung von w nach den Richtungen g, ¢'. Umgekehrt
dient zur Zusammensetzung zweier Drehungen un-
verdndert die Konstruktion der Fig. 18.

Hierbei ist noch ein Bedenken zu beseitigen: Bei der
Ableitung des Satzes 24 wurde vom Begriff des Momentes.
eines Kriiftesystems beziiglich einer Achse Gebrauch gemacht,
der in der Bewegungslehre kein ungezwungenes Analogon
hat. Ist man also berechtigt, nach dem Gesetz des Dualis-
mus die Ergebnisse hierher zu iibertragen? Man weifs, dals,
wenn man in so einem Ergebnis die Drehungsstibe wieder
durch Kraftstibe, die Schiebungsvektoren durch Moment-
vektoren ersetzt und hierauf die Reduktion auf einen Achsen-
punkt vornimmt, die gerade Dyname herauskommt. Also
mufs mit Beibehaltung der urspriinglichen Bedeutung bei
derselben Reduktion die gegebene Windung herauskommen,
weil die Siitze iiber Zusammensetzung und Zerlegung von
Stiiben und Vektoren nach § 18, besonders Satz 27, davon
unabhiingig sind, ob man sie als Kriifte oder Geschwindigkeiten
deutet. Durch diese Uberlegung kann man sich nochmals
nachtriiglich tiberzeugen, dafs in der That alle Ergebnisse
des § 15 in das Gebiet der Bewegungslehre iibertragen
werden konnen, wenn auch die Ableitung dieser Ergebnisse
nicht immer unmittelbar iibertragen werden kann.

Als Anwendung des Satzes 31 behandeln wir noch eine
Frage, die in der Theorie der Kriifte kein Analogon hat:
Eine Ebene £ eines starren Korpers bestimmt bei einer
beliebigen Bewegung desselben mit einer Nachbarlage eine
Schnittlinie g,. Die Grenzlage von g, (bezogen auf das Zu-
sammenfallen der Nachharlage mit der urspriinglichen), oder
die ,Charakteristik“ (Chasles) der Ebene £ ist zu suchen.
Wenn E zur Momentanachse a senkrecht stehi, so ist die
Charakteristik die unendlich ferne Gerade von [£; wenn
E || a, so ist sie jene in E liegende Parallele zu a, die von
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a den kiirzesten Abstand hat. Diese beiden Spezialfille
schliefsen wir nun aus.

Momentanachse und Momentansteigung bestimmen eine
Momentanwindung und ein zugehoriges Nullsystem. Um
einen Uberblick iiber die Verteilung der Geschwindigkeits-
vektoren aller Punkte von £ zu erhalten, errichten wir im
Nullpunkt V von E eine Normale ¢'. Die Polare ¢ von ¢’
liegt in I (Satz 12). Ersetzen wir die Momentanwindung
durch zwei Drehungsgeschwindigkeiten mit den Achsen g, o',
so erteilt die Drehung ¢ jedem Punkt von £ eine auf
senkrechte Geschwindigkeitskomponente, die Drehung ¢’ eine
in & liegende. Nur fiir die Punkte
von ¢ verschwindet die erste, fir VA
N die zweite Komponente. Man
kann sich nun (§ 17) die Windung
so vollzogen denken (Fig. 19), dals
sich £ um ¢ dreht, wihrend sich
gleichzeitig ¢ um ¢’ dreht und dabei
in Nachbarlagen ¢', kommt, die anch Fig. 19.
in £ liegen. Die bewegliche Ge-
rade ¢ ist fortwihrend der Schnitt von /£ mit seinen
Nachbarlagen. Deshalb ist die Grenzlage ¢ von g die
Charakteristik der Ebene. Also:

Satz 32: Bei einer Windung ist der Nullpunkt .V
einer Ebene £ der einzige Punkt von E, dessen
Geschwindigkeit auf £ senkrecht steht. Der Ort
der Punkte von FE, deren Geschwindigkeit in £
fallt, ist eine Gerade ¢, die zur Normalen von £ in
N polar ist; ¢ ist zugleich die Charakteristik von £.

Um die Lage von ¢ genauer kennen zu lernen, setzen
wir in-§ 8, Gleichung 12)

tan v = — cot v’

(da sich die Winkel selbst um 90° unterscheiden) und er-
halten :

. £ 2
cc'=— {23

d. h.:

Satz 33: Nullpunkt und Charakteristik einer
Ebene liegen auf entgegengesetzten Seiten der
4%
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Achse a in solchen Abstinden von a, dafs der Para-
meter des Nullsystems die mittlere geometrische
Proportionale zwischen den absoluten Betrigen
dieser Abstinde ist.

§ 22. Die Momentanwindung eines Korpers, von
dem fiinf Punkte gezwungen sind, auf fiinf Flichen
zu bleiben.

Wenn ein starres ebenes System sich in seiner Ebene
bewegt, so ist die Bewegung vollkommen bestimmt, wenn
fiir zwei Punkte die Bahnen vorgeschrieben sind, weil dann
die Bewegung der Verbindungsstrecke bestimmt ist, und diese
das ganze System eindeutig mit sich fithrt. Analog konnen
wir bei Bewegung eines starren Korpers einer Anzahl seiner
Punkte £, P,, ... % Flichen F,, F,, ... Fy, vorschreiben,
auf denen sie wihrend der ganzen Bewegung bleiben miissen.
Es wird sich zeigen, dafs fiir k=25 die Bewegung des
Korpers i. A. gerade eindeutig bestimmt ist. Obgleich wir
die Richtung, die /; bei Beginn der Bewegung in F; ein-
schlagen wird, nicht von vornherein kennen, wissen wir doch,
dafs die Normale n; der Fliche F; in /% auch Bahnnormale
fiir £;, also Leitstrahl des mit der Momentanwindung ver-
bundenen Nullsystems sein mufs. Wenn also ein Gewinde
durch die finf Strahlen =, ... n; vollstindig bestimmt ist,
so wird es auch die Momentanwindung der Bewegung sein,
die der Korper von der gegebenen Lage aus antreten kann,
und wir stehen vor der Aufgabe: Die Achse und den
Parameter eines Gewindes zu bestimmen, von dem
finf Strahlen =, ... n, gegeben sind.

Wir bestimmen die beiden gemeinsamen Transversalen
¢, ¢’ von n,, ... n, die nach Satz 8 im Gewinde zn ein-
ander polar sein miissen. Durch g, ¢', n, ist dann das
Gewinde nach & 10, d) bestimmt; g, ¢’ konstruiert man,
indem man das durch =, n,, n; bestimmte Hyperboloid /7
mit », zum Schnitt bringt. Durch die Schnittpunkte gehen
g, o als die Strahlen der Leitschar von n,, n,, n;. Wenn
die Schuittpunkte nicht reell sind, kann man auf folgende
Art eine reelle Konstruktion erzwingen (Fig. 20): Man be-
trachte neben Z noch das Hyperboloid (ng, n,, ng)= H'.
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Schneidet man beide durch eine Ebene E, so erhdlt man in
jhr zwei Kegelschnitte K, K’, die den Punkt (F, n;) =S5,
also mindestens noch einen zweiten reellen Punkt 7" gemein
haben. Durch 7' geht ein
Strahl 2/, der Regelschar
(ng, ny, 1), der nach Satz 11
auch Strahl des Gewindes
ist. Ersetzen wir », durch
n',, so werden g, ¢' reell.
Wir verschaffen uns durch
Benutzung eines anderen
Quadrupels aus den finf
Strahlen » noch ein zweites
Polarenpaar A, /' und kon-
struieren dann die Momentan-
achse a nach Satz 10. Die
Bahntangente ¢ von 7 ist
jene Tangente von F;in /%
die auf dem Schnitt von F;
mit der Nullebene von P; senkrecht steht. Durch die Achse
und eine der Tangenten ¢ ist nun nach § 1 die Momentan-
windung bestimmt; also:

Satz 34: Wenn fiinf Punkte eines starren
Korpers gezwungen sind, auf je einer Fldche zu
bleiben, so ist dadurch die Momentanwindung, die
der Korper ausfithren kann, in allen Fiallen (bis
auf ihre Geschwindigkeit) eindeutig bestimmt, in
denen durch die fiinf Flichennormalen ein Gewinde
eindeutig bestimmt ist.

Wenn P, und F, zusammenfallen (nicht aber F, und
F,), ebenso P, und P,, so liegt der Fall vor, dafs von
einem Korper zwei Punkte gezwungen sind, auf zwei Kurven
(den Schnittkurven je eines Flichenpaares) und aufserdem
ein dritter Punkt auf einer Fliche zu bleiben. Hier die
Momentanwindung zu bestimmen, ist also ein Spezialfall der
eben gelosten Aufgabe, von der wir iibrigens in § 47, d)
eine lineare Losung kennen lernen werden, weshalb nicht
alle sich darbietenden Spezialfiille beriicksichtigt wurden.
Noch spiter (§ 70) werden wir sehen, dafs das Fehlen der
Schnittpunkte die Losung nicht stort.

Fig. 20.
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§ 23. Ebene Fachwerke und zugehorige reciproke
Kriiftepliine.

Wir denken uns in einer Ebene ein System von
materiellen Stében, die an ihren Enden so mit einander ver-
bunden sind, dafs das System nur als Ganzes bewegt werden
kann. Der Einfachheit halber setzen wir ferner voraus, dafs
die Stdbe sich nirgends tiberkreuzen, dafs also die von ihnen
gebildeten Polygone die Ebene gerade einfach iiberdecken.
Solche Systeme von Stiiben sind spezielle Fiille der ,ebenen
Fachwerke“ und kommen bei eisernen Briicken, Dach-
stithlen u. s. w. vor. Man mufs bei Konstruktion dieser
Objekte, wenn die #ufseren Bedingungen (die Lasten auf
der Briicke, der Winddruck u. s. w. auf den Dachstuhl) ge-
geben sind, die Beanspruchung jedes einzelnen Stabes auf
Zug oder Druck kennen, um die Dicke bestimmen zu kénnen,
die man ihm zu geben hat. Die Punkte, in denen mehrere
Stibe zusammentreffen, heifsen Knotenpunkte. Man macht
nun die Voraussetzung, dals die Hufseren Krifte nur an den
Knotenpunkten des Fachwerks angreifen, bezw. (einschliels-
lich des Eigengewichts der Stibe) nach statischen Gesetzen
auf die Knotenpunkte verteilt werden kionnen (,statiseh be-
stimmtes“ Fachwerk). Ferner berticksichtigt man nur die
Zug- oder Druckspannungen in den Stiben (nicht die Be-
anspruchung auf Biegung oder Torsion), so als ob die Stiibe
in den Knotenpunkten gelenkartig mit einander verbunden
wiren. Diese Vorstellung hat sich als fiir die Anwendungen
ausreichend erwiesen, wenn sie auch von der Wirklichkeit
weit abweicht, indem die Verbindungen durch zahlreiche
Nieten hergestellt sind.

Wie man die Spannungen in einem ebenen Fachwerk
ausmitteln kann, zeigen wir an einem méglichst einfachen
Beispiel: Es seien 4, B, C, D (Fig. 21) die Knotenpunkte
eines aus finf Stdiben 1, ...5 bestehenden Fachwerks, das
einen Triger darstellt, der dem nach Grofse und Richtung
gegebenen Druck / auf den Knotenpunkt C Widerstand zu
leisten hat. Der Triger selbst stiitzt sich bei B auf ein
festes, bei A auf ein bewegliches Auflager, um den
Temperatureinfliissen nachgeben zu konnen. Wenn wir der
Einfachheit halber vom Eigengewicht der Stiibe absehen, so
wird ! gewisse Auflagerdriicke ¢ und & in A und B hervor-
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rufen, wobei a auf der Rollfliiche des beweglichen Auflagers
normal sein mufs; denn wenn wir von der Reibung absehen,
so konnen bewegliche Flichen nur einen Normaldruck auf-
einander tibertragen. Da die dulseren Krifte a, [, 0, die auf
den Triger wirken, im Gleichgewicht sind, miissen ihre
Wirkungslinien durch einen Punkt S gehen, der durch die
bekannten Wirkungslinien von @ und [ bestimmt ist. Um
die Grofse von a und & zu finden, bedenke man, dafs be-
liebig viele durch einen Punkt gehenden Krifte dann und

Fig. 22.

nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Vektoren, nach
den Regeln der geometrischen Addition zusammengefiigt, ein
geschlossenes Kriiftepolygon ergeben. Man ziehe also
(Fig. 22) I'||{ und durch die Endpunkte dieser Strecke
b | b,a" || a; man erhilt so die Lingen und den Sinn von
a und b, da der Umfahrungssinn des Kriftepolygons durch
den Sinn von 7 gegeben ist. Um
die Spannungen in den Stiben 1 und 2
zu bestimmen, denken wir uns den
Knotenpunkt 4 durch einen Sechnitt,
der die Stébe 1 und 2 trifft, abgetrennt
(Fig. 23). Soll 4 im Gleichgewicht
bleiben, so miissen wir die Spann-
ungen in den Stiben durch Kriifte
an den Schnittflichen ersetzen, die ~
gegen A oder von A weggerichtet Fig. 25.
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sind, je nachdem im betreffenden Stab eine Druck- oder
eine Zugspannung geherrscht hatte. Sinn und Grifse
dieser Kriifte erfahren wir, indem wir wieder ein Dreieck
zeichnen, dessen Seiten o/, 1, 2’ den drei Richtungen a, 1, 2
parallel sind, und in dem o’ mit ¢ auch der Gréfse nach
iibereinstimmt. Man kann es gleich an Fig. 22 anschliefsen,
um es nicht nochmals verzeichnen zu miissen. Der Pfeil in
a' giebt einen Umfahrungssinn, den auch die im Innern des
Dreijecks liegenden Pfeile befolgen. Diese geben daher den
Sinn der Krifte, die in den Schnittfliichen angebracht werden
miissen, um die thatsiichlichen Spannungen zu ersetzen. Man
sieht also, dafs 1 gedriickt, 2 gezogen wird. Man kann nun
zu den Stabspannungen eines benachbarten Knotenpunktes
fortschreiten: Ein Schnitt durch 2, 3, 5 trennt [0 ab. Die
Spannung eines Stabes 2 durch diesen Knotenpunkt ist schon
bekannt. Man kann also die beiden anderen Spannungen
nach der eben angewendeten Methode finden, indem man das
Dreieck 2', 38’, 5" an die beiden Dreiecke, die his jetzt von
der Fig. 22 schon gezeichnet sind, anschliefst. Die Pfeile
im Innern dieses Dreiecks geben wieder den Sinn der Krifte
in den Schnittfliichen. Dabei miissen natiirlich die Pfeile auf
beiden Seiten von 2’ entgegengesetzten Sinn haben, weil sich
die beiden Dreiecke, in denen 2' auftritt, auf zwei Knoten-
punkte beziehen, die an den Enden von 2 liegen und beide
gegen die Mitte des Stabes, also nach entgegengesetzten
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