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Fin da quando, quattro anni or sono, fui chiamato
ad insegnare Geometria proiettiva all’ Universita di Bologna.
io mi proposi di svolgere gli elementi di tale scienza,
secondo 1’ indirizzo dello Staupt, sulla base di un sistema
di postulati puramente grafici, esplicitamente enunciati;
intendendo, non gia di bandire, ma di tenere distinte le
applicazioni metriche.

A rendere interamente possibile 1" attuazione del detto
fine, occorsero alcune ricerche dirette ad eliminare 1’ uso
di nozioni metriche, che pur compariva in qualche punto fon-
damentale delle trattazioni di KreiN, Pasch, DE PaoLis ecc.;
ricerche onde ebbe origine la mia nota « Sui fondamenti
della Geometria proiettiva » pubblicata nei Rendiconti
dell’ Istituto lombardo del 1894.

Ma, risoluto il problema sotto 1 aspetto scientifico,
occorreva ancora elaborare la forma della trattazione e
svolgerla pilt compiutamente nei suoi dettagli, in guisa
da renderla accettabile nella scuola.
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A questo scopo didattico mi sembra si sieno venute
avvicinando, durante i tre anni scorsi, le lezioni che ora
pubblico per le stampe.

Nelle quali ho cercato di contemperare le esigenze
dello spirito logico coi vantaggi e colle attrattive che
I’ intuizione conferisce agli studi geometrici. La traccia
dello svolgimento, rigorosamente matematico, corre indi-
pendente dalle osservazioni di carattere intuitivo, le quali,
dopo I' enunciazione dei postulati, non sono pit necessarie;
ma esse compariscono tuttavia a lumeggiare alcuni concetti
o ragionamenti pilt astrusi, ed in taluni punti possono
anzi sostituire con vantaggio didattico il procedimento
1‘ig01‘6so della dimostrazione. .

Debbo ora esporre, in breve, il contenuto di queste
lezioni.

I primi 5 capitoli, come quelli che conducono dal-
I’ analisi delle piut elementari proposizioni grafiche alla
dimostrazione del teorema fondamentale della proiettivita,
racchiudono la parte piu originale del libro. Io non staro
qui ad indicare i punti salienti di questa trattazione, riman-
dando per cid alla mia nota citata dell’ Istituto lombardo.
Ma, mi permetterd tuttavia di richiamare 1’ attenzione del
lettore sulle considerazioni relative alla legge di dualita
nel piano (§ 9), per le quali essa risulta stabilita a priori,
con una estensione maggiore dell’ ordinario.

Le principali relazioni cui da luogo lo studio della
proiettivita e dell’involuzione in forme di 1.* specie, spe-
cialmente del piano, occupano i capitoli VI e VII; dove,
in particolare, i casi metrici pitt notevoli vengono trattati
sistematicamente , ricorrendo al principio generale del
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movimenlo, secondo lo stesso spirito che ha informato
sviluppi di simil genere concernenti i gruppi arnionici (§ 17).

Il cap. VIII é dedicato all’ omografia e alla correla-
zione tra piani (o stelle) studiate dapprima sotto un aspetto
comune, e quindi nelle relazioni differenti cui esse danno
luogo ove si considerino in forme sovrapposte. I casi par-
ticolari metrici dell’ omografia si trovano svolti assai ampia-
mente, in modo da trarne la deduzione che « tutli i rap-
porti metrici delle figure, nel piano o nella stella, si
possono riguardare come rapporti grafici coll’assoluto »; e
a questo fatto ben noto si riattaccano alcune considera-
zioni, che stimo non prive di qualche interesse, in ordine
alla estensione a priori della legge di dualita.

Le coniche, definite mediante le polarita, vengono
studiate nei 4 capitoli successivi; ed anche qui il contenuto
delle proposizioni grafiche viene lumeggiato da abbondanti
applicazioni metriche, atte a farne risaltare 1’ importanza.
Mi permetto in particolare di indicare all’ attenzione del
lettore il cap. XI, che tratta 1’argomento delicato dei
problemi determinati. Occorre in tali sviluppi la tradu-
zione geometrica dei concetti relativi al campo di razio-
nalita, introdotti dal KroNEckerR nell’ Algebra; i quali
concetti conducorno a fissare bene, per ogni problema,
quali elementi s’intendano dati e quali si vogliono costruire,
apparendo cosl la necessita di porre 1’ assoluto del piano
fra gli elementi dati, ogniqualvolta si tratti di problemi
metrici.

Fra i problemi che trovano posto nel detto cap. XI,
non sono soltanto i pitt usuali problemi di 2.° grado, bensi
anche alcuni di 3.° grado, che ricevono, per la prima
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volta in un trattato, uno svolgimento geometrico rigoroso,
(cfr. la nota di MaccarerrI citata a pag. 287). E cosi si
ottiene la determinazione degli elementi uniti d’un’omo-
grafia nel piano o nella stella; e se ne traggono quindi
le proprieta relative agli assi e alle sezioni circolari dei
coni quadrici (cap. XIIT).

Infine, nell’ ultimo capitolo, viene fatto lo studio delle
proiettivita dello spazio, secondo lo stesso spirito che
informa la trattazione dell’ argomento analogo riferentesi
al piano (cap. VIII), ma pit rapidamente.

Di seguito al libro ho posto un’appendice contenente
alcuni brevissimi cenni di svilupp-i complementari.

In questa, spiegato il concetto della Geometria astratta,
ne deduco la determinazione delle coordinate proiettive
nello spazio, ponendo una proiettivita tra I’ ordinario spazio
di punti, e lo spazio (‘analitico) avente come elementi i
gruppi omogenei di quattro numeri.

E dalla rappresentazione analitica dei punti dello
spazio traggo occasione per accennare agli elementi imma-
ginari, ed alla loro interpretazione geometrica.

Termino con alcune notizie storico-critiche che racco-
mando specialmente ai giovani desiderosi di conoscere la
genesi dei concetti fondamentali della Geometria proiettiva.

Ora affido il libro al giudizio del pubblico, coll’ au-
gurio che esso contribuisca a tener sempre vivo, nel nostro
paese, 1’ amore agli studi geometrici.

Ma prima di chiudere queste linee di prefazione debbo
ringraziare i professori C. Skeri: e G. CASTELNUOVO per i
consigli amichevoli di cui mi furono larghi fino dai prin-
cipii del mio insegnamento.
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Ringraziamenti cordiali sieno pur resi ai miei allievi
signori Uso AMALDI e RoBerTo BoNora per I’aiuto intel-
ligente prestatomi durante la revisione delle bozze, e 1'in-
cisione delle figure.
Infine sia espressa la mia gratitudine al signor Zaxi-
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Introduzione.

1. Dall’ ordine delle cose esterne, nella rappresenta-
zione data alla mente dai sensi, scaturisce il concetto di
spazio. La Geometria studia questo concetto gia formato
nella mente del geometra, senza porsi il problema (psico-
logico ma non matematico) della sua genesi. Sono dunque
oggetto di studio, nella Geometria, i rapporti intercedenti
fra gli elementi (punti, linee, superficie, rette, piani ecc.)
che costituiscono il concetto complesso di spazio: a tali
rapporti si da il nome di proprietd spaziali o geometriche.

In virtu dei rapporti intercedenti fra i vari elementi
del concetto di spazio, alcuni di questi possono essere
definiti (logicamente) mediante altri: cosi p. e. il piano puo
essere definito mediante la retta e il punto ecc. Tuttavia
alcuni elementi debbono essere introdotti come elementi
primi o fondamentali della Geometria, senza definizione,
giacche non si potrebbe dare una definizione (logica) di
tutti senza cadere in un circolo vizioso.

La scelta degli elementi fondamentali della Geometria
non ¢ a priori determinata; si scelgono come tali gli
elementi pii semplici rispetto alla intuizione psicologica,
cioé quelli di cui la nozione si trova formata nella nostra
mente come contenuto del concetto di spazio: tali sono

p. e. il punto, la retta e il piano.
1



Si considera generalmente come criterio teorico di
perfezione (logica) lo scegliere il minimo numero possi-
bile di elementi geometrici come fondamentali ; ma questo
criterio non ha valore imperativo, e non soddisfa sempre

_il senso psicologico dell’ intuizione, allorché porta a sosti-
tuire con una definizione la nozione intuitiva di un ele-
mento di cui la mente ha una chiarissima immagine ; cosi
p. e. la nozione intuitiva del piano & (psicologicamente)
pit semplice di quella ricavata dalla sua definizione logica
mediante il punto e la retta. Comunque perd si sieno
scelti gli elementi geometrici fondamentali in modo arbi-
trario ed in numero sovrabbondante, ogni altro ente geome-
trico successivamente introdotlo dovrd essere definito
logicamente mediante gli elementi fondamentali, salvo che
si dichiari esplicitamente di introdurlo come un nuovo ele-
mento fondamentale dato intuitivamente (psicologicamente).

Abbiamo detto che fra gli elementi (e gli enti geome-
trici definiti a mezzo di essi) intercedono dei rapporti che
costituiscono appunto le proprieth geometriche. Lo studio
di queste proprieta si fa dal matematico in due modi:

1.° esercitando 7’ intuizione (psicologica) sopra i
concetti spaziali; :

2.% deducendo col ragionamento logico nuove pro-
prieta da quelle date dall’intuizione, (le nuove proprieta
ottenute diconsi dimostrate).

Si chiamano postulati le proprieta geometriche date
(immediatamente) dall’ intuizione ; feoremi le proprieta
che se ne deducono logicamente (e quindi si appoggiano
mediatamente sull’ intuizione).

Un postulato introdotto nella Geometria diventa super-
fluo allorché si pud dimostrare mediante gli altri; allora
si puo toglierlo dal numero dei postulati e darlo come
teorema.

Tuttavia non & possibile dimostrare tutte le proprieta
che si assumono come postulati senza cadere in un circolo
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vizioso. E dunque necessario porre in principio della
‘Geometria alcuni postulati; questi si scelgono fra le pro-
prieta che hanno maggiore evidenza intuitiva, ma la loro
scelta non & @ priori determinata.

Si potra considerare come un criterio di perfezione
(logica) il ridurre il numero dei postulati, per quanto &
possibile (assumendo postulati tutti indipendenti); ma questo
criterio non ha valore imperativo e non soddisfa sempre
il senso psicologico della intuizione allorché porta a dare
la dimostrazione di proprieta (intuitivamente) evidenti. In
ogni caso ¢ rigore matematico esige che ogni qualvolta
st assume una proprietd geometrica come data dal-
U intuizione st enunci esplicitamente come un postulato :
ogni altra proprieta geometrica deve essere dimostrata
matematicamente, cioé dedotta con ragionamento logico
dai postulati gia introdotti.

2. Le proprieta geometriche sono tutte trasforma-
zioni logiche di quelle contenute nei postulati, le quali
alla lor volta si aggruppano, in varie categorie, attorno
ad un certo numero di nozioni (pia o meno complesse)
non suscettibili di paragone, ma intuitivamente compren-
sibili di per sé stesse. Cosl p. e. possiamo distinguere le
proprieta geometriche in due grandi categorie:

1.2 le proprieta grafiche relative alle nozioni di
retta e di piano ecc; (pilt rette passano per un punto o
giacciono in un piano, pilt piani passano per una retta o
per un punto ecc);

2. le proprieta metriche relative alle nozioni di
distanza (o lunghezza di un segmento), di (grandezza
d’) angolo di due rette o di due piani ecc.

Possiamo dire che queste due categorie di proprieta
geometriche nascono da due forme dell’intuizione spaziale:
U intuizione grafica e I’ intuizione metrica, le quali forme
sono bensi mescolate in un’ unica intuizione completa dello
spazio, ma possono essere distinte da una analisi soggettiva.
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Noi pensiamo (per ragioni dedotte dalla psicologia fisiolo-
gica) che queste due forme dell’intuizione spaziale si
riattacchino nella psicogenesi a due gruppi diversi di
sensazioni: le sensazioni visive da un lato, le sensazioni
tattili e di movimento dall’ altro lato; le dette forme si
sarebbero poi fuse per associazione. Ci limiteremo qui a
constatare (e cio fard capir meglio la distinzione fra pro-
prieta grafiche e metriche, che pit tardi sara precisata)
che allorquando si tratta di verificare proprieta grafiche
di una figura fisica, ricorriamo (preferibilmente) alla
vista; cosi ad es. per verificare se una linea é retta,
guardiamo se tutti i suoi punti danno una sola immagine
allorché si pone 1’occhio in un punto di essa, ecc.: invece
per verificare le proprieta metriche, ricorriamo (preferi-
bilmente) alla misura e quindi al tatto; cosi p. e. se si
tratta di verificare che due segmenti sono uguali proviamo
a trasportare un segmento rigido (capace di misurarli)
adagiandolo sull’ uno e sull’ altro ecec.

La Geometria proiettiva ha come oggetto lo studio
delle proprietd grafiche.

Essa introduce soltanto postulati grafici (rviferentisi a
proprieta della categoria menzionata) ed esclude sistema-
ticamente 1’ impiego di considerazioni metriche nella dimo-
strazione dei teoremi.

La Geometria proiettiva ha perd delle relazioni inte-
ressanti colla Geomelria metrica ; queste formano 1’ oggetto
di applicazioni della Geometria proiettiva e trovano posto
accanto alle proposizioni della Geometria proiettiva pro-
priamente detta; nella dimostrazione di esse non bastano
piu i postulati (grafici) della Geometria proiettiva, ma si
richiedono ancora quelli relativi alle nozioni metriche:
anzi in queste considerazioni metrico-proiettive (ed in esse
soltanto) noi supporremo noti anche i pit semplici teoremi
della Geometria elementare.




CAPITOLO 1

Proposizioni fondamentali.

§ 1. Forme geometriche fondamentali. — La Geome-
tria proiettiva muove dai concetti semplici di punto, retia
e piano. Il punto, la retta ed il piano vengono deno-
minati elementi fondamentali. Indicheremo i punti colle
lettere maiuscole dell’ alfabeto latino A B C...., le rette
colle lettere minuscole dell’ alfabeto latino a & c...., ed i
piani colle lettere dell’ alfabeto greco « § y....

Un insieme di elementi fondamentali, cioé¢ un insieme
di punti, rette e piani, dicesi Figura. Vi sono alcuni modi
semplici di aggruppare fra loro gli elementi fondamentali,
e questi aggruppamenti danno luogo a certe figure ele-
mentari che vengono denominate Forime geometriche fon-
damentali: esse rispondono ai vari modi‘con cui ciascuno
degli elementi pud concepirsi come generato dall’insieme
di infiniti altri di nome diverso.

Una retta puod considerarsi come generata dall’ insieme
di tutti i suoi punti o come I’ insieme di tutti i piani
che passano per essa: da questa considerazione nascono
due forme fondamentali, cioé:

1.° la retta punteggiata, figura costituita da tutti gli
infiniti punti d’una retta, che dicesi sostegno della punteggiata.



2.4l fascio di piani, figura costituita da tutti gli
infiniti piani passanti per una retta, che dicesi asse del
fascio.

Un piano pud considerarsi come 1’insieme di tutti i
suoi punti o come 1’ insieme di tutte le sue rette; nascono
quindi le due forme fondamentali seguenti:

3.2 4l piano punteggialo, figura costitnita da tutti
gli infiniti punti d’un piano, che dicesi sostegno della
forma.

4.° il prano rigato, figura costituita da tuite le
infinite rette di un piano, che dicesi sostegno della forma.

Quando si considera il piano come il complesso di
tutti i suoi elementi fondamentali (punti e rette), senza
distinguerne il nome, si ha la forma detta sistema piano,
che comprende in sé il piano punteggiato ed il piano
rigato.

In un sistema piano la retta puod considerarsi soltanto
come 1’ insieme dei suoi punti, cioé soltanto come soste-
gno di una punteggiata (non come asse di un faseio di
piani); il punto pud considerarsi come 1’ insieme di tutte
le rette (del piano) che passano per esso e si ha cosi la
forma :

5.° fascio di raggi, che ¢ la figura costituita da
tatte le infinite rette che passano per un punto (centro
del fascio) e giacciono in un piano (detto piano del fascio).

Un punto, considerato come appartenente allo spazio,
pud essere generato dall’insieme di tutte le rette o di
tutti 1 piani che passano per esso; quindi da luogo alle
due forme fondamentali seguenti:

6.° la stella di raggi, figura costituita da tutte le
infinite rette (dello spazio) passanti per un punto, che
dicesi centro della stella.

7.2 la stella di piani, figura costituita da tutti gli
infiniti piani passanti per un punto, che ¢ detto centro
della stella.
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Quando si considera il punto come |'insieme di tutti
gli elementi fondamentali (rette e piani) a cui appartiene,
senza distinguerne il nome, si ha la forma detta stella,
che comprende. in sé la stella di raggi e di piani e di
cui il punto & ancora il centro.

In una stella la retta pud considerarsi soltanto come
I”insieme di tutti i piani passanti per essa, cioé come
asse di un fascio di piani (non come sostegno di una pun-
teggiata) ; il piano pud considerarsi soltanto come 1'in-
sieme di tutte le sue rette che passano pel centro della
stella, ossia come un fascio di raggi. Il fascio di raggi
¢ dunque una forma appartenente tanto ad un sistema
piano, anzi precisamente ad un piano rigato, quanto ad
una stella e precisamente ad una stella di raggi; esso &
la forma costituita dagli elementi comuni ad un piano e
ad una stella di cui il centro appartiene al piano.

Infine lo spazio pud considerarsi come I’ insieme di
tutte le sue rette o come I’ insieme di tutti i suoi piani.
Si hanno cosi le tre forme fondamentali: spazio punteg-
gialo, spazio rigato, spazio di piani; ma soltanto la
prima e 1’ ultima saranno considerate nel seguito, saranno
cioé considerate le due forme seguenti:

8.2 lo spazio punleggialo, che & la figura costituita
da tutti gli infiniti punti dello spazio ;

9.° lo spasio di piani, che é la figura costituita
da tutti gli infiniti piani-dello spazio.

Diremo che due elementi fondamentali si apparten-
gono quando uno di essi & contenuto nell’altro; cosi una
retta ed un suo punto si appartengono, similmente si
appartengono un punto ed un piano che passa per esso,
ecc. Se due elementi si appartengono diremo indifferen-
temente che 1’uno appartiene all’ altro. Allora possiamo
dire che le nove forme geometriche fondamentali che
abbiamo definito individualmente, sono le figure costituite
da tutti gli elementi fondamentali di dato nome che appar-
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tengono ad uno stesso elemento fondamentale (sostegno)
0 a due elementi fondamentali (punto e piano) apparte-
nentisi fra loro. Gli elementi fondamentali il cui insieme
costituisce una forma si diranno elementi generatori della
forma.

Le forme: punteggiata, fascio di piani e fascio di
raggi, si dicono di 1.* specie; esse vengono generate dal
semplice movimento di un loro elemento. Si dicono invece
forme di 2.* specie: il piano punteggiato o rigato e la
stella di raggi o di piani. Ogni forma di seconda specie
contiene in sé¢ infinite forme di prima specie i cui ele-
menti generatori sono pure elementi generatori della forma
di 2.* specie: tali forme vengono generate dal movimento
doppio di un loro elemento, ossia dal movimento semplice
di una forma di prima specie in esse contenuta. Finalmente
si dicono forme di 3.% specie: lo spazio punteggiato e lo
spazio di piani, ciascuno dei quali contiene in sé infinite
forme di 2.* specie (rispettivamente piani punteggiati e
stelle di piani): le forme di 3.* specie vengono generate
dal movimento triplo di un loro elemento, ossia dal mo-
vimento semplice di una forma di 2.* specie in esse
contenuta.

OsservazioNE — Per individuare analiticamente un
elemento d’una forma fondamentale, occorrono rispetti-
vamente una, due, tre coordinate, secondoché la forma é
di prima, seconda o terza specie. 3

S 2. Elementi impropri. — Dobbiamo ora ricordare
alcune proposizioni fondamentali della Geometria, che si
desumono immediatamente dall’ intuizione e possono quindi
essere introdotte come postulati (sebbene forse non sieno
tutte indipendenti, cioé alcune di esse possano dedursi
logicamente dalle altre). Esaminando tali proposizioni po-
tremo con definizioni opportune enunciarle sotto una forma
pit breve ed uniforme, cid che sara utile in seguito.
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Per raggiungere piu presto lo scopo che ci propo-
niamo, giovera usare due locuzioni che pure trovano
posto nel linguaggio comune della Geometria elementare.
Invece di dire « due rette sono parallele » diremo che
« hanno la stessa direzione » o che « hanno comune la
direzione »; e cosi invece di dire che « due piani sono
paralleli » diremo che « hanno la stessa giacitura ». E ci
‘converra anche di dire che una retta appartiene alla sua
direzione e viceversa, ed analogamente che un piano ap-
partiene alla sua giacitura e viceversa. FFatta questa avver-
tenza, possiamo enunciare le seguenti proposizioni: (*)

1.2 Due punti determinano wna retta che ad essi
appartiene (e cui essi appartengono).

2.2 Due piani determinano wuna retta che ad essi
appartiene (la loro intersezione), oppure una giacitura che
ad essi appartiene (sono paralleli).

3.2 Un punto e una direzione determinano una retta
cui appartengono (la retta passante per il punto che ha
la data direzione). 4

4% Due direzioni determinano wna giacitura cui
appartengono (cioé « vi sono infiniti piani paralleli a due
rette che non hanno la stessa direzione e questi piani
sono tutti paralleli fra loro »).

5.2 Tre punti non appartenenti ad una retta deter-
minano #n piano a cui appartengono.

6.* Tre piani non passanti per una retta e (non
paralleli fra loro cioé) non aventi comune la giacitura,
determinano wn punto o una direzione che ad essi ap-
partiene (cioé hanno un punto comune o sono paralleli
ad infinite rette tutte parallele fra loro).

~ 7. Due punti e una direzione determinano wun
piano a cui appartengono (cioé « per due punti passa un
piano parallelo ad una retta data »).

(1) Dove coll’ articolo un intendiamo « uno ed uno solo ».
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8.2 Un punto e due direzioni determinano un piano
a cui appartengono (cioé « per un punto passa un piano
parallelo a due rette che hanno direzione diversa »).
Dall’ esame di queste proposizioni si vede che in esse
la parola « direzione » sostituisce in molti casi la parola
« punto » e la parola « giacitura » sostituisce la parola
« retta ». Sorge pero l'idea di definire come « punto » e
« retta » rispettivamente la direzione di una retta e la gia-
citura d’un piano. Per distinguere poi, ove occorra, i
nuovo ente (direzione) che viene designato col nome di
punto, dall’ente che ordinariamente si designa con tal
nome, si dirh punto proprio un punto nel significato
ordinario e punfo improprio (o punto all’ infinito) la
direzione di una retta: parimenti si fara, ove occorra, la
distinzione fra retta propria (retta nel significato ordinario)
e retta impropria o all’infinito (giacitura d’un piano) (*).

() E utile notare come il pensiero matematico sia giunto a con-
siderare come un punto all’infinito la direzione d’ una retta (¢ analoga-
mente come retta all'infinito la giacitura d' un piano).

Sia ¢ una retta ed O un punto fuori di essa: consideriamo una

] 0 retta O P passante per O e
segante la « in un punto P.

Se facciamo ruotare la retta
O P attorno ad O in uno
dei due sensi, in guisa da
tendere alla posizione limite
@ della retta b parallela alla a,
7 P P P il pl.lntO a mcontro.P della

nominata retta mobile con @
assume successive posizioni P’, P'',.... che si vanno allontanando indefi-
nitamente da un punto fisso 4 su «. Questo punto d’ intersezione della
trasyersale mobile per O con a, scompare quando la trasversale acquista
la posizione della b parallela ad @, e ricompare poi dall’ altra parte avvi-
cinandosi sempre ad 4 se si continua la rotazione della retia per O nel
medesimo senso, oltre la posizione di parallelismo. Percid il punto P
comune ad « e ad una trasversale per O nel piano Oa, tende ad essere
sostituito dalla direzione comune alle rette b« quando P si allontana inde-
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Conforme alle locuzioni introdotte dovremo dire che:

Ad una retta appartiene un punto improprio (la sua
direzione).

Ad un piano appartiene una retta impropria (la sua
giacitura).

Con cio le proposizioni date si possono enunciare
pit compendiosamente.

Le proposizioni 7, 3, 4 si riuniscono nel solo enunciato:

1.° Due punti (propri o impropri) determinano una
retta (propria o impropria).

La 2 si puo enunciare:

2.° Due piani determinano una retta (propria o
impropria).

Le proposizioni 5, 7, 8 danno luogo all’ enunciato
comprensivo :

3.° Tre punti non appartenenti ad una retta, di cui
uno almeno proprio e gli altri due propri o impropri,
determinano un piano.

Infine la 6 si enuncia:

4.° Tre piani non aventi in comune una retta (pro-
pria o impropria) determinano un punto (proprio o im-
proprio).

Nell’ enunciato della proposizione 3.* compare pero
una restrizione per la quale non si puo dire che gli ele-
menti propri e impropri entrino ugualmente nei quattro
enunciati: invero tre punti impropri (non appartenenti
ad una retta) non individuano alecun piano, poiché non
vi & in generale un piano parallelo a tre rette date. Per
togliere questo caso d’eccezione, definiremo come piano
improprio (o all’ infinito) 1’ insieme di tutti i punti im-
propri e di tutte le rette improprie dello spazio, cioe

finitamente su « nell'uno o nell’altro senso. Appare cosi naturale di riguar-
dare due rette parallele come aventi un (unico) punto comune (improprio)
all” infinito.



12

I’insieme di tutte le direzioni e giaciture. Perd, affinche
si possano considerare indifferentemente piani ordinari
(propri) e il piano improprio nelle proposizioni 1.2, 2.2,
3.%, 4.* (e quindi anche in quelle dedotte da esse), occor-
rera verificare che le proposizioni 2.* e 4. valgono ancora
se uno dei piani ivi menzionati é il piano improprio:
ora cosi accade infatti, giacché in tal caso queste due
proposizioni si riducono a dire rispettivamente. che « ad
un piano proprio appartiene una retta impropria (e non
punti impropri fuori di essa) » e che « all’intersezione
(retta) propria di due piani propri appartiene un punto
improprio ».

Cid posto, si puo dire che valgono le proposizioni
seguenti, riassumenti quelle enunciate innanzi, dove non
vi ¢ distinzione di elementi propri ed impropri.

a) Due punti deter- b) Due piani deter-
minano una retta cui appar- minano una retta che ad essi
tengono. appartiene.

¢) Tre punti non ap- d) Tre piani, non ap-

partenenti ad una retta, de- partenenti ad una retta, de-
terminano un piano cui ap- terminano un punto che ad
tengono. ‘ essi appartiene.

Accanto a queste proposizioni enunciamo le seguenti
che, come si verifica subito, valgono pure senza eccezione
dando ai punti e alle rette il significato pit largo.

e) Un punto ed una /) Un piano ed una
retta che non si apparten- retta che non si apparten-
gono determinano wn piano gono determinano un punto
a cui appartengono. che ad essi appartiene.

Le proposizioni a, b, ¢, d, e, f, (data la convenzione
riguardante gli elementi impropri) si desumono immedia-
tamente dall’ intuizione e perd possono riguardarsi come
costituenti un primo gruppo di postulati della Geometria
proiettiva, che ci converva tra poco di porre sotto altra
forma (§ 3).
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1l fatto che in questi postulati non si distinguono
gli elementi propri dagli impropri, porta come conse-
guenza che i teoremi fondati su di essi valgono indif-
Jerentemente ove gli elementi in esst menzionati si con-
siderino come propri od tmpropri.

Aggiungendo altri postulati in cui si contemplino pure
indifferentemente elementi propri ed impropri, la cosa
continuera a sussistere; e poiché a questo requisito sod-
disfaranno i nuovi postulati che introdurremo per fondare
la Geometria proiettiva, si potra affermare che:

Nella Geometria proietiiva ( fondata su tali postu-
lati ) gli elementt propri ed tmpropri possono e debbono
considerarst indifferentemente.

Cosi si giustifica I’ introduzione e I’ uso degli elementi
impropri.

Diamo subito un esempio relativo alle cose dette,
dimostrando la proposizione:

In un piano (proprio o improprio) due rette (pro-
prie o improprie) hanno sempre comune un punto ( proprio
o improprio).

Nel piano « si abbiano due rette », s. Per », s con-
duciamo rispettivamente due piani p, ¢ diversi da «; que-
sti hanno comune una retta A diversa da », s: la & non
giace nel piano « e perd ha comune con esso un punto O
che ¢ anche comune ad 7, s: queste hanno dunque comune
un punto c. d. d.; (d’ altronde se avessero comuni due punti
coinciderebbero pel postulato a).

Nella dimostrazione data c¢i fondiamo sui postulati
a, b, ¢, d, e, [, senza distinguere il caso di elementi propri
od impropri; dunque la proposizione stessa resta stabilita
senza eccezione: ove volesse farsi la menzionata distin-
zione, la proposizione stessa darebbe luogo a piu altre
della Geometria elementare, le quali (potrebbero anche
desumersi dall’ intuizione, ma) sarebbero conseguenze delle
varie proposizioni 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, sopra enunciate.
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Il modo piu rapido con cui si perviene alla conclusione
comprensiva enunciata ¢ un vantaggio che si ripete in casi
pilt elevati, dovuto all’introduzione degli elementi impropri.

8 3. Primo gruppo di proposizioni fondamentali della
Geometria Proiettiva. — Per 1’ introduzione degli elementi
impropri dobhiamo estendere le definizioni date di forme
fondamentali e considerare le seguenti forme tmproprie:

1.° la retta impropria punteggiata (retta impro-
pria, luogo dei suoi infiniti punti, ossia insieme delle dire-
zioni contenute in una giacitura);

2.° 1l fascio tmproprio di piani (insieme di tutti
gli infiniti piani che hanno una giacitura);

3.2 4l piano improprio punteggiato e rigato (in-
sieme di tutte le infinite direzioni e rispettivamente gia-
citure );

4.° il fascio improprio di raggi (insieme delle
infinite rette che hanno una data direzione e giacciono
in un piano proprio, oppure insieme delle giaciture che
hanno comune una direzione);

5.° la stella impropria di raggi e di piani (insieme
delle infinite rette e rispettivamente degli infiniti piani
paralleli ad una retta fissa, cioé contenente una direzione ).

Dopo cid le proposizioni a, b, ¢, d, e, f, del prece-
dente § si possono compendiare nei soli enunciati seguenti,
dove (come sempre nel seguito salvo esplicito avviso)
vengono designati indifferentemente col nome di elementi
{ punti, rette e piani) e col nome di forme, gli elementi
e le forme propri e impropri.

L. In una forma di 3.* specie due elementi fon-
damentali determinano una forma di 1.* specie (conte-
nuta nella data di 3.* specie) a cui appartengono; (com-
prende le proposizioni a, b).

IL. In una forma di 3.2 specie tre elementi fonda-
mentali non appartenenti ad una forma di 1.* specie
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determinano una forma di 2% specie (contenuta nella
data di 3. specie) a cui appartengono (comprende le
proposizioni ¢, d ). ]

HI. In una forma di 3.* specie un elemento fon-
damentale ed una forma di 1.* specie che non si appar-
tengono, determinano una forma di 2.* specie a cui
appartengono; (comprende le proposizioni e, f).

Considereremo le proposizioni I, II, III come un primo
gruppo di proposizioni fondamentali (postulati) della Geo-
metria proiettiva; esso equivale all’insieme delle propo-
sizioni @, b, ¢, d, e, f.

Da queste proposizioni si deduce quella (gia conside-
rata per i piani) secondo la quale «In wuna forma di
2% specie due forme di 1.* specie hanno un elemento
comune ». Questa del resto, tanto per il piano che per la
stella, esprime verita intuitive.

NorazioNt. — Indicheremo con (4 B) o, piit sempli-
cemente, con AB la retta determinata da due punti 4, B;
con (23) o « la retta determinata da due piani «,3; con
(ab) o ab il punto comune a due rette a, b di un piano,
o il piano delle due rette: analogamente con (ABC), (x37)
oppure A BC, a3y, indicheremo 1’elemento (piano o punto)
determinato rispettivamente da tre punti 4, B, C o da tre
piani «, 3, ¥ non appartenenti ad una forma di prima specie;
cosi pure s’indichera con (@ A) o Aa il piano determinato
dalla retta a e dal punto A (fuori di essa); con (ax) o ax
il punto comune alla retta a ed al piano « che non la
contiene; ecc.... Scriveremo anche 0= (xz3y) per designare
il punto («37) ecc. Queste notazioni servono ad indicare
indifferentemente elementi propri ed impropri.

8 4. Proiezioni e sezioni. — Le proposizioni a, b, ¢,
d, e, f, o le I, II, III, del § precedente (ove non si distin-
guono gli elementi impropri dai propri) permettono di
dare un senso ben determinato a certe operazioni che



16

diconsi operazioni fondamentali della Geometria proiet-

tiva. Queste sono le seguenti:

Protettare una figura
(BC... be...).
1.° da un punto A
(centro di proiezione) fuori
della figura, cioé condurre
le rette (A B), (AC).... ed i
piani (40), (4c¢).... determi-
nati da A e rispettivamente
dai punti B, C... e dalle rette
b, c... della figura (la figura
proiezione cosl ottenuta si
indica con A (BC... bc...));

2.° da una retta a
(asse di proiezione) fuori
della figura, cioé condurre
i piani (aB), (aC).... deter-
minati da a e dai punti B,
C... della figura (la figura
proiezione cosl ottenuta si
indica con a (BC...)).

Segare una figura (be...
By )-
1.° con un piano «
(piano di sezione) non ap-
partenente ad un elemento
dellafigura, cioé porre i punti
(20), (xc)... e le rette («f),
(xy).... determinati da « e
rispettivamente dalle rette
b, c... e dai piani §y... della
figura (la figura sezione cosi
ottenuta si indica con « (be...
By))s
2.° con una retta a
non appartenente ad un ele-
mento della figura, cioé porre
i punti (ag), (ay)... determi-
nati da @ e dai piani 37y....
della figura (la figura se-
zione cosl ottenuta si indica

con a (By...)).

Proiettare una figura da un punto A (fuori di essa)
sopra un piano « (che non passa per A) ¢ una locuzione
abbreviata per denotare che si é proiettata la figura da A
e si & segata la proiezione con a.

Mediante proiezioni e sezioni, si pud passare dall’una
all’altra di due forme di 1.* specie o dall’una all’altra

di due forme di 2.2 specie.

Proiettando una pun-
teggiata :

1.° da un centro (fuori

della sua retta di sostegno)

si ottiene un fascio di raggi:

Segando un fascio di
piani:
1.° con un piano (non
appartenente all’ asse del
fascio) si ottiene un fascio



i raggi proiettanti sono coor-
dinati ai punti proiettati e
si dice che la punteggiata
ed il fascio di raggi sono
riferiti prospettivamente o
che sono prospettivi ;

2.% da un asse (ché
non incontri la retta sostegno
della punteggiata) si ottiene
un fascio di piani riferito
prospetiivamente o prospet-
tivo alla punteggiata.

Proiettando un piano
punteggiato (o rigato) da
un centro (fuori del piano)
si ottiene una stella di raggi
(o rispettivamente di piani)
riferita prospetiivamente o
prospettiva al piano.
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di raggi: i raggi di questo
vengono coordinati ai piani
segati (del 1.° fascio) e si
dice che il fascio di raggi
ed il faseio di piani sono cosi
riferiti prospettivamente o
che sono prospettivi.

2.° con una retta (che
non incontri I’ asse del piano)
si ottiene una punteggiata
riferita prospettivamente o
prospettiva al fascio di piani.

Segando una stella di
piani (o di raggi) con un piano
(non appartenente alla stella)
st ottiene un piano rigato (o
rispettivamente punteggiato)
riferito prospettivamente o
prospettivo alla stella.

Se si ha una figura (di rette) nel piano, 1’ operazione
di segarla con un piano (non coincidente con quello della
figura) si pud enunciare dicendo che si sega la figura
con una retta del suo piano (intersezione del piano
segante ).- Analogamente, se si ha una figura (di rette)
nella stella, I’ operazione di proiettarla da un punto (che
non sia il centro della stella) si pud enunciare dicendo
che si proietta la figura da una rvetta della sua stella
congiungente il centro di proiezione col centro della stella.

Nel piano, segando un
fascio di raggi con una retta
non appartenente al fascio, si
ottiene una punteggiata rife-
rita prospettivamente o pro-
spettiva al fascio di raggi.

Nella stella, proiettando
un fascio di raggi da una retta
non appartenente al fascio,
si ottiene un fascio di piani
riferito prospetlivamente o
prospettivo al fascio di raggi.

%
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Gli enunciati posti 1’ uno di fronte all’ altro presentano
una notevole analogia: in essi le operazioni del proiettare
e del segare compariscono come inverse 1’una dell’altra.

S 5. La disposizione circolare naturale degli elementi
@’una forma di 1.* specie. — Se vogliamo adattare la
nostra concezione intuitiva della retta (propria) alla defi-
nizione del punto improprio (considerato come unico),
dovremo concepire la retta come una linea chiusa che
si possa descrivere tutta partendo da un punto 4 e ritor-
nando in A dall’ altra parte, col movimento di un punto
passante pel punto all’infinito. Si puo acquistare un’idea
di questo modo di vedere intuitivo, considerando una
retta « come limite di un cerchio variabile di raggio
crescente, tangente ad essa in un punto fisso, il cui centro
si allontani indefinitamente da a sulla perpendicolare ad a
nel punto di contatto (il quale cerchio, o centro, giaccia
indifferentemente nell’ una o nell’altra banda del piano
rispetto ad @). Secondo questo modo di vedere, la retta
si pud considerare generata col movimento di un suo punto
mobile in due sensi opposti. come il fascio di raggi (o di
piani) da un suo raggio (o rispettivamente piano) mobile
chie descriva il fascio ruotando attorno al suo centro (o
rispettivamente asse). La corrispondenza del movimento
generatore delle forme retta e fascio di raggi (ed analo-
gamente si vedrebbe pel fascio di piani) riesce perfetta,
ove si considerino come moventisi insieme (in un dato
senso) un punto della retta a ed il raggio del cerchio di
centro O che incontra a nel nominato punto; la posizione
della retta per O parallela ad a corrisponde alla posizione
del punto all’infinito della retta.

Si esprime il nuovo modo intuitivo di concepire la
retta (analogo a quello delle altre forme di 1.2 specie)
dicendo che si pensano i suoi punti in una disposizione
circolare (naturale) che ha due semsi.
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Dalla nuova concezione intuitiva della retta deriva
naturalmente una estensione del concetto di segmento.

Dati su una retta due punti A, B, si possono consi-
derare due segmenti (complementari) terminati da A, B
come estremi, ciascuno dei quali contiene infiniti punti:
il segmento finito ed il segmento infinito;, quest’ ultimo
& 1’ insieme dei punti della retta che si ottiene togliendo
da essa tutti i punti dnferni al primo segmento. Per
distinguere 1’uno dall’altro i due segmenti A B, occor-
rera denotare un punto interno; cosi nel caso della figura

R lF e B2D
LT R i
ambiguita con A CB, ADB. Se due punti (come C, D)

sono interni a due segmenti complementari A B, si dice
che essi separano A, B: allora anche A, B separano
C, D (cioé le due coppie A B, CD si separano). Nella
generazione di una retta col moto di un punto, uno qua-
lunque dei due segmenti viene ad essere il luogo delle
posizioni intermedie ad A, B (gli estremi inclusi) occupate
dal punto mobile: partendo da A nell’uno o nell’ altro
senso si descrive ’uno o 1’ altro dei due segmenti A4 B3,
e ciascuno di questi viene pure descritto da un' punto
mobile che partendo da B vada nel senso opposto. In
quanto si considerano come succedentisi i punti d’ una
retta che segnano posizioni occupate successivamente da
un punto mobile descrivente la retta in un dato senso a
partire da un punto 4, si ha un ordine naturale (A) dei
punti della retta; ordine che ha il detto senso e si con-
sidera come confenuto nella disposizione circolare naturale
della retta. :

Dati due punti C, D, I’uno dei due, p. e. C, precede
D nell’ ordine (A4); accade 1’ opposto (purché uno dei due
punti non coincida con A) nell’ ordine inverso di (4)
(ordine naturale che ha come primo elemento A e senso
opposto al primo).

i due segmenti si possono denotare senza
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Un segmento AB concepito in un ordine (4) & I'insieme
dei punti che nel detto ordine non seguono B, e risulta
cost ordinato; A é il suo primo elemento. e B & 1'ultimo:
quando si consideri il segmento A B come ordinato s’in-
dichera con A B. Lo stesso segmento A B pud concepirsi
come ordinato i modo inverso nell’ ordine (B) che ha

senso opposto ad (4): allora s’indichera con BA.
Piu punti P, P, P, P, P;...... P, sidicono susseguentisi

se esiste un ordine naturale, A ]Ll ]|)2 é 1% f|> }|>
3 4 5

ad esempio (4), in cui essi si succcedano nel modo scritto:
in un altro ordine (B) che ha il senso di (4), i detti punti
si succederanno nello stesso modo o in un modo dedotto
da quello con una permutazione circolare, divenendo primo
elemento del gruppo quello che occupa il primo posto
dopo B nell’ordine (4). In un ordine che ha senso inverso
ad (A) si succederanno i punti Pn Pn_1 S5 P el
modo scritto o in-un modo che ne derivi con una permu-
tazione circolare.

Questa proprieta caratteristica, valida per ogni gruppo
di punti della retta, stabilisce, tra i vari ordini natu-
rali dei punti della retta, un legame per il quale, dati due
ordini (A) (B) che hanno lo stesso senso e diversi primi
elementi A, B, avviene il fatto seguente: due elementi C,
D distinti da B si susseguiranno in ( B) nello stesso ordine
che in (4) o nell’ opposto, secondoché ambedue precedono
o seguono B, oppure I’uno precede B e I’ altro lo segue
in (A). Cio si esprime dicendo che un ordine (B) nasce da
uno (A) che ha lo stesso senso mediante la permutazione
circolare che porta A in B (questa operazione equivale
a far scorrere la retta su sé stessa portando A4 in B).

Le considerazioni svolte permettono di dedurre facil-
mente le seguenti proposizioni intuitive:

1.° Se pit punti P, P, P,..... Py, sopra una retta, si

susseguono nell’ ordine scritto, si susseguono anche negli
ordini:
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2.° Tre punti P, P,P, di una retta, presi in una
disposizione qualsiasi, si susseguono sempre (poiché in uno
dei due ordini naturali (), I’uno inverso dell’altro, cioé
in (P, P, P,), P, precede P,).

La terna P, P, P, definisce un senso della forma (che

si dira anche il senso della terna).

3.° Se 4 punti di una retta P, P, P, P, sono susse-
guentisi, le coppie P, P,, P, P, si separano e viceversa.

4.° Una quaterna di punti A BC D sopra una retta,
puo distribuirsi in wn modo in coppie che si separano ;
poiché se p. e. ABC D si susseguono nell’ ordine scritto,
sono 4 C, BD (e non altre) le coppie che si separano.
Sopra una retta un segmento A B pud considerarsi come
I"insieme dei punti intermedi ad A, B, in un ordine natu-
rale (C) il cui primo punto C sia esterno al segmento
che si considera. Il detto segmento A B viene dunque
generato ugualmente dal moto di un punto C sulla retta,
partendo da una qualsiasi posizione iniziale, purché non
interna al segmento stesso. Siffatta generazione ¢ stata
notata pel caso in cui € cada in uno degli estremi A o B.
Dalla considerazione precedente si possono dedurre le
proposizioni intuitive:

5.° In un dato segmento A Bdi una retta, due punti C, D,

AI Cl’ Il) II)’ determinano un segmento C D contenuto

nel primo: il complementare di €D contiene il comple-
mentare di A B.
6.° Se AB, CD sono due segmenti di una retta,
senza estremi comuni:
a) o le coppie A B, C D si separano, e allora i

AN O NRIBEST)
| ] i |
menti interni;

due segmenti hanno comuni infiniti ele-




b) o le coppie A B, C D non si separano, ed allora

4; WL W D
| | | ]
punto, oppure I'uno contiene 1'altro: nel 1.° caso un

segmento & contenuto nel complementare dell’altro.

7° Se AB, AC sono due segmenti di una retta
con un estremo comune A, essi non hanno punti interni
comuni, oppure I’uno dei due segmenti & contenuto nel-
1’ altro.

Le cose dette si estendono analogamente ai fasci propri
di raggi e di piani. Bastera un breve cenno di spiegazione
pel caso dei fasci di raggi.

In un fascio di raggi due rette a, b, formano due
angoli complementari (segmenti della forma);. questi
angoli vengono descritti da un raggio mobile che genera
il fascio con una rotazione attorno al
suo centro nel suo piano (in uno dei
due sensi) passando da a a . Alla pa-
rola « angolo » va data qui una inter-
pretazione diversa e, in un certo senso,
pit larga che nella geometria elemen-
tare; I’angolo (completo), come lo con-
sideriamo qui, é concepito come un
insieme di rette e non di punti, ma se
le rette di esso si pensano come punteg-
giate si ottiene da esso una regione piana che nella Geo-
metria elementare costituirebbe « la riunione di due angoli
opposti al vertice ». Inoltre si designeranno qui col nome
di angoli complementari (non due angoli la cui somma &
un angolo retto, ma) due angoli (compleli) che comples-
sivamente riempiono 1’ intero fascio.

Del resto tutte la considerazioni svolte pel caso della
punteggiata relative ad ordini naturali, segmenti, coppie
che si separano, si ripetono qui nello stesso modo: come

i due segmenti non hanno comune nessun
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la vengono fondate sul concetto intuitivo del movimento di
un punto che descriva la retta,
cosi esse derivano qui dal con-
cetto intuitivo del mowvimento
di un raggio che ruotando nel
piano del fascio descrive il fa-
scio: vi & solo da sostituire la
parola « angolo » alla parola
« segmento » per parlare col
linguaggio ordinario, ma cio
non ¢ affatto essenziale, e dicendo « segmento di una forma
di 12 specie » si intendera complessivamente il segmento
d’ una punteggiata o 1’angolo di un fascio.

Il nostro concetto intuitivo della retta impropria
(esclusa nelle considerazioni precedenti) si identifica col
concetto della successione delle direzioni dei raggi di un
fascio; dunque anche per la retta impropria (come pel
fascio di raggi) le proposizioui sopra enunciate debhono
riguardarsi come verita intuitive. E similmente le stesse
proposizioni valgono pel caso di fasei impropri di raggi
o di piani come si verifica subito, data 1’ intuizione di
quéste forme.

Non deve sorprendere il fatto che per tutte le
forme di 1. specie si venga in quest’ ordine di idee ad
una serie di risultati identici: tutto dipende da che ci si
hasa sul concetto del movimento di un elemento che descrive
la forma, ed abbiamo osservato che vi & perfetta corri-
spondenza in questo moto generatore tra le varie forme,
ove esse vengano riferite prospettivamente, cioé si consi-
derino come moventisi insieme un elemento dell’una e
dell’ altra che si appartengono.

OSSERVAZIONE. — Il movimento di un elemento in una
forma di 1.* specie, di cui qui si parla, non & il movi-
mento della forma su sé stessa che si considera nella
Geometria metrica (elementare).
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Dal concetto complesso del movimento. ad esempio, per
una retta, noi caviamo qui le nozioni relative agli ordini
(naturali) di successione dei suoi punti, e il concetto di
segmento come insieme di punti, ma non come lun-
ghesza ('): rimane quindi al di fuori della Geometria pro-
iettiva il concetto di uguaglianza di segmenti.

L’ intuisione grafica che cosi si forma della retta
(e analogamente dei fasci) é diversa (cioé contiene meno)
della intuisione metrica. L’ esempio fisico corrispondente
alla prima ci é offerto da un filo di variabile elasticitd,
mentre |’ esempio fisico corrispondente alla seconda ci é
offerto da un filo rigido: s’ intende dire che il movimento
di questi due fili su sé stessi (dove nel primo easo puéd
variare la lunghezza delle varie parti del filo, nel secondo
no) sta rispettivamente a rappresentare il movimento
considerato dalla Geometria proiettiva e quello considerato
dalla metrica; il secondo & un caso particolare del primo
che nella Geometria proiettiva non va distinto in modo
speciale.

Le proprieta relative ad ordini naturali ecc. (in par-
ticolare le proposizioni 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) enunciate per
la retta, si possono enunciare per il fascio di raggi o di
piani, e quindi raccogliere in un enunciato complessivo
per tutte le forme di 1.* specie (parlando di elementi
anziché di punti): cio s intende subito, e perd sarebbe
inutile ripetere quegli enunciati.

Nello stabilire le proprieta menzionate per le forme
di 1.* specie, si & fatto largo uso della intuizione: si puo

(1) Tale concetto non trova pitt un perfetto riscontro nel concetto
metrico di angolo d’un fascio (sua grandezza). Per convincersene basta
pensare che si possono fissare successivamente quanti si vogliano seg-
menti uguali sulla retta senza esaurirla, mentre dato un angolo in un
fascio con un numero finito di angoli uguali si esaurisce il fascio.
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domandare di introdurre esplicitamente cid che si desume
dall’ intuizione, separandolo nettamente da cid che se ne
deduce colla logica, cioé si pud domandare quali postulati
vengano introdotti nella Geometria proiettiva coll’ uso di
quelle considerazioni intuitive. Ora, poiché base di esse
é il concetto di movimento (nel senso grafico), sia mocon-
dotti ad introdurre il seguente postulato che precisa questo
concetto e basta a dedurre logicamente tutte le proposi-
zioni intuitive menzionate.

IV. Gli elementi di una forma di 1.* specie si pos-
sono pensare in una disposizione circolare naturale che
ha due sensi, I’ uno inverso dell’ altro; in modo che:

1.° Dato un qualunque elemento A della forma,
esiste un ordine naturale della forma che ha il detto
senso, ed A come primo elemento, nel guale
@) di due elementi B, C, sempre 1’uno, per es. B,
precede 1’altro (ed allora C segue B),
b) se B precede C e C precede D, sempre B
precede D,
c¢) tra due elementi B, C esistono infiniti elementi
intermedi,
d) non esiste un ultinzo elemento.
2.° I due ordini naturali della forma che hanno lo
stesso primo elemento e senso inverso, sono 1’ uno inverso
dell’ altro. '
3.2 Due ordini naturali della forma che hanno lo
stesso senso e diversi primi elementi, rispettivamente 4,
B, si deducono !’uno dall’ altro colla permutazione cir-
colare che porta A in B.

Da questo postulato che contiene (analizzati) i vari
elementi del concetto (grafico) di movimento, si desumono
colla sola logica le altre conclusioni sopra menzionate:
il concetto di segmento vien posto allora come quello di
successione ordinata degli elementi che non seguono uno
degli estremi in un ordine, che ha come primo elemento
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I”altro ecc. (*). Per facilitare 1’ intuizione potremo ancora
dire che un elemento si muove sulla forma descrivendo
un segmento ordinato; cid equivale a considerare gli ele-
menti del segmento ordinato (succedentisi in quello) come
le diverse posizioni di un solo elemento variabile.

OsservazioNE. — Molte altre nozioni intuitive si riat-
taccano a quelle introdotte col postulato precedente. Cosi
per es. dalla nozione di angolo di due rette @ & in un
fascio (come insieme di rette) si puo dedurre la nozione di
regione piana ungolare o angolo piano a b, considerando
I”insieme dei punti del piano che vengono proiettati dal
centro del fascio secondo rette dell’ angolo a & considerato.
Pertanto due rette di un piano vengono a separare il
piano in due regioni angolari di punti (gli angoli opposti
al vertice pensandosi riuniti in un solo).
Questa proposizione vale anche pel caso
che una delle due rette a e b sia la retta
impropria, allora essa ci dice che ogni retta
propria a (concepita insieme alla retta im-
propria) divide il piano in due regioni o
bande, nel senso metrico ben noto.

Alla proposizione generale precedente si
pud contrapporre la seguente, in un certo
senso analoga pei segmenti rettilinei: un segmento retti-
lineo ADB separa le rette del piano rigato in due classi:
rette che incontrano la retta (AB) secondo un punto del
segmento considerato, e rette che la incontrano in un
punto esterno al segmento. Ma non & qui il caso di cer-

(1) Lo sviluppo di tali deduzioni alquanto minute, ove si voglia porre
in evidenza che effettivamente non si desume null® altro dall’intuizione,
si farebbe seguendo presso a poco 1'ordine di idee svolto innanzi. Si
potra vedere per questo la mia Nota dell’ Istituto Lombardo (Luglio 1894)
Sui fondamenti delle Geometria proiettiva. Ivi anzi si introduce un
postulato che ricava meno dati dall’ intuizione.
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care un corollario metrico analogo a quello che derivava
dalla considerazione speciale della retta impropria.

§ 6. Carattere proiettivo della disposizione ecircolare
naturale di una forma di 1.> specie. — Sopra una retta
(propria) u si consideri un segmento A C B, e sia per es.
il segmento finito A B. Proiettando la retta da un punto
U (fuori di ») si ha un fa-
scio prospettivo nel quale AN

al segmento A C B corri- B

sponde un angolo a ¢ b.

Segando il fascio U con U
una retta (propria) » (non v

passante per U) si ha su a e b

questa corrispondentemente
un segmento A’ C' B, il quale 77 71
potra essere il segmento fi- 4 @
nito - 4" B’ o il segmento

infinito (come nella figura). Un’ osservazione analoga pud
farsi per le altre forme di 1.* specie, nel passaggio dal-
I’ una all’altra mediante proiezioni e sezioni; cioé si puo
osservare (limitandoci per ora a forme proprie) che: In
ogni proiezione o sezione eseguita sopra una forma di 1.*
specie, ad un segmento dell’una forma corrisponde un
segmento (luogo delle proiezioni o sezioni dei suoi ele-
menti) nell’ altra forma.

L’ origine di tale proposizione é I’intuizione; I’ intui-
zione del fatto che (per parlare ad es. di punteggiate e
fasci di raggi) un raggio d’un fascio appartenente ad un
punto mobile sopra una retta (prospettiva al fascio), descrive
il fascio e la sua disposizione circolare naturale, mentre
il punto descrive la retta e la sua relativa disposizione.
E I’ intuizione ci da ancora lo stesso risultato, se si con-
siderano anche le forme improprie nei vari casi che si
possono pensare. Se, per es., pensiamo ad una punteggiata

N

B\
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impropria data mediante un piano proprio «, e ad un
fascio proprio ad essa prospettivo in quel piano, 1’enun-
ciato precedente ci dice in sostanza che: si ottiene sempre
la stessa disposizione circolare naturale delle - direzioni
delle rette in «, comunque si pensino queste direzioni
attribuite ai raggi di due fasci, riferiti per parallelismo,
nel piano.

Il fatto osservato non compare nel postulato IV, dove
si considera soltanto una forma di 1.* specie in sé stessa,
e non in relazione ad altre prospettive (sebbene a quel
fatto si accenni gia nelle considerazioni intuitive che pre-
cedono il postulato stesso); bisognera dunque enunciarlo
come un nuovo postulato. Percio, senza distinguere il caso
di forme proprie o improprie, introduciamo il postulato:

V. Se due forme di 1.* specie sono prospettive, ed
un elemento st muove sull’ una e descrive un segmento,
anche il corrispondente elemento si muove sull’ altra,
descrivendo un segmento.

Cido equivale a dire che la disposizione circolare
naturale di una 1.* specie ha carattere proiettivo, cioé
si conserva (ossia si mufa nell’ analoga dell’altra forma)
per proiezioni e sezioni.

OSSERVAZIONE. — I concetti ed i postulati posti nel
§ 3 e quelli posti nel § 5 caratterizzano due diversi ordini
di nozioni grafiche, appartenenti alla Geometria proiettiva;
ed il postulato V di questo § stabilisce il collegamento
fra i due ordini di nozioni; sicche si possono riguardare
i postulati IV e V come formanti un 2.° gruppo di pro-
posizioni fondamentali della Geometria proiettiva. Le pro-
prieta che derivano combinando insieme tali nozioni si
dicono grafiche; per contrapposto si chiamano melriche
le proprieta che si riferiscono ad altri concetti, come
quello d’ uguaglianza o di misura (grandezza di segmento
o di angolo ecc.), o alla considerazione speciale degli ele-
menti impropri, che nelle nozioni grafiche non si distin-
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guono dagli elementi propri. £ imporiante notare che le
proprietd grafiche hanno caraitere proiettivo, cioe si
conservano (ossia si trasportano in altre analoghe delle
figure immagini, mutato solo il nome dell’elemento) ove
si passi da una forma dove sia contenuta la figura cui si
riferiscono, ad un’ altra forma della stessa specie, mediante
proiezioni e sezioni. Cid dipende dal fatto che esse sono
soltanto combinazioni puramente logiche delle proprieta
contenute nei postulati posti, relative alle due nozioni
elementari: « dell’ apparienersi di due elementi fonda-
mentali » e « del sussequirsi di pit elementi d’una forma
di 1.* specie », alle quali proprieta compete appunto il
carattere proiettivo.

Non si pud dire lo stesso delle proprietz metriche, le
quali in generale non si conservano per proiezioni e sezioni,
sebbene vi sieno particolari proprieta metriche cui com-
pete il carattere proiettivo, che saranno menzionate in
seguito. Cosli p. es. il fatto che un segmento sia infinito
‘anziché finito, ¢ una particolarith metrica, ed abbiamo
visto che questa proprieta non si conserva per proiezioni
e sezioni, giacche si pud proiettare un segmento infinito
di una retta in un segmento finito e viceversa.

AVVERTENZA. — Nel seguito c¢i fondiamo esclusiva-
vamente sopra le prop. I, II, III, IV, V, che sotto forma
comprensiva riassumono i postulati introdotti nella Geome-
tria proiettiva (*), e non ricorriamo piu all’intuizione se non
per dare esempi, raffronti, ecc. ed a suo luogo (come sara
esplicitamente avvertito) per desumere un nuovo postulato
riferentesi ai medesimi concetti grafici; consideriamo dunque
espressamente soltanto proprieta grafiche, e nella loro

() Questi potrebbero enunciarsi separatamente distinguendo le varie
forme ed elementi e si avrebbero cosi 12 proposizioni. Le prime 6 sono
le a, b, ¢, d, e, f, equivalenti alle I Il III. La ragione di tale aggruppa-
mento sara vista tra breve.
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ricerca supponiamo che non sia noto nulla all’infuori
delle proposizioni fondamentali esplicitamente enunciate.
Ma daremo ancora applicazioni di natura metrica nelle
quali naturalmente dovremo invocare altre nozioni ed i
postulati ordinari della Geometria elementare, od anche
alecuni semplici teoremi di essa; in questi casi faremo
precedere il discorso o il paragrafo da un asterisco =*.
Allora ed allora soltanto, gli enti designati (salvo esplicito
avviso) si supporranno propri e parlando di fasei impropri
di raggi si sottintendera « giacenti in piani propri ».



CAPITOLO 1I

Legge di dualita — Teoremi preliminari.

S 7. Legge di dualita nello spazio. — Volendo svolgere
col solo sussidio della logica la Geometria (proiettiva)
fondata sulle proposizioni fondamentali I, II, III, IV, V,
potremo farlo senza distinguere gli elementi generatori
delle due forme di 3.* specie cui questi postulati si rife-
riscono ugualmente; quindi senza mai parlare di punti o
di piani, ma solo di elementi di una forma di 3.* specie:
tenendo conto del fatto (rientrante nella definizione degli
elementi e delle forme) che I’ elemento di una forma di
3. specie é una forma di 22 specie nell’ allra. Per fare
risaltare questa particolarita, le proposizioni fondamentali
della Geometria proiettiva sono state aggruppate nel
Cap. 1.° e ridotte a forma comprensiva.

Nello svolgimento della Geometria, 1’ adottare costan-
temente il detto linguaggio offrirebbe 1’ inconveniente di
rendere pil difficile 1’ intuizione delle proprieta dimostrate,
e quindi meno perspicua 1’ intelligenza di esse; ma cio
non infirma la possibilita logica di dare una tal forma a
tutte le successive deduzioni. Da tale possibilita si desume
un principio generale e fecondo della Geometria proiettiva.
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Ogni teorema della Geometria proiettiva (fondato sulle
prop. I, II, IIT, IV, V) potendosi enunciare parlando di
forme di 3.* specie e di elementi, senza distinguerne il
nome, esprime una proprieta sussistente insieme per ambe-
due le forme di 3.* specie (spazio punteggiato e spazio di
piani}); sicché si ottengono da esso due teoremi, ove si fissi
che I’elemento indicato nel teorema debba essere il punto
(elemento generatore dello spazio punteggiato), oppure il
piano (elemento generatore dello spazio di piani). Dunque i
teoremi della Geometria proiettiva verranno associati a
coppie secondo una certa legge, che dicesi legge di dua-
lita. Se nel teorema comprensivo riferito a forme di
3.2 specie (che comprende una coppia di teoremi duali o
correlativi) si fissa 1’ elemento generatore, risulteranno
conseguentemente fissate le forme di 1.2 e 2.2 specie di
cui si parla nell’ enunciato, e risulteranno fissati, come
sostegni di tali forme, gli altri elementi fondamentali (punti,
rette e piani) diversi da quello (punto o piano), che si assume
come elemento generatore della forma di 3.* specie.

Fissando per elemento il punto (cioé enunciando il
teorema per lo spazio punteggiato), come forma di prima
specie appartenente alla data di 3. specie, si dovra inten-
dere la punteggiata. Iissando invece per elemento il piano,
come forma di 1.* specie contenuta nella data forma di
3. specie, si dovra intendere il fascio di piani. Il sostegno
della forma di 1.* specie (che nel 2.° caso prende il nome
di asse) & in ambedue i casi la retta, la quale figura in
questi enunciati, non come elemento, ma appunto come
sostegno di una forma, cioé come insieme degli elementi
che le appartengono.

Il piano comparisce nel 1.° caso (in cui per elemento
della forma di 3.* specie si fissa il punto) come sostegno
della forma «piano punteggiato », e si deve parlare di
piano punteggiato, ove nell’ enunciato comprensivo si parla
di forma di 2.% specie appartenente a quella di 3.2 specie.
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In luogo del piano comparisce nel secondo enunciato
il punto (come in luogo dell’ elemento punto, 1’elemento
piano) il quale viene qui considerato, non come elemento,
ma come sostegno della forma di 2.% specie « stella di
piani », e si deve parlare di stella di piani, ove nell’ enun-
ciato comprensivo si parlava di forma di 2.* specie appar-
tenente alla data forma di 3.* specie (che & in questo caso
lo spazio di piani).

Le altre forme di 1.2 e 2.% specie (oltre quelle nomi-
nate) non compariscono come forme appartenenti a quella
di 3.* specie, in nessuno dei due casi. Il fascio di raggi
comparisce nel primo caso come I’insieme delle rette (le
quali, come ho detto, vengono qui concepite come sostegni di
punteggiate) appartenenti ad un elemento (punto), e tali che
i loro punti appartengono ad una forma di 2.2 specie
(piano punteggiato), contenente il centro del fascio. In
luogo del fascio di raggi comparisce nel 2.° caso ancora
il fascio di raggi, ma come insieme delle rette (concepite
ciascuna come asse di un fascio di piani) appartenenti ad
un elemento (piano), e tali che i loro piani (cioé i piani
che ad esse appartengono) sieno elementi di una forma di
2.* specie (stella di piani), contenente il piano del fascio.

In modo simile, la stella di raggi comparisce nel
1.° enunciato (ottenuto fissando per elemento il punto)
come 1’insieme delle rette (punteggiate) aventi comune
un elemento « punto »; nel 2.° enunciato essa viene sosti-
tuita dalla forma « piano rigato », concepita come insieme
delle rette (fasci di piani) aventi comune un elemento
« piano ». Inversamente il piano rigato (che figura nel
1.° caso come 1'insieme delle rette [punteggiate] conte-
nute nel piano punteggiato), vien sostituito nel 2.° enun-
ciato dalla stella di raggi (la quale figura qui come insieme
delle rette [fasci di piani] contenute nella stella di raggi);
le due forme (piano rigato e stella di raggi) venendo
designate complessivamente (nell’ enunciato complessivo)

3
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come 1" insieme delle forme di prima specie apparte-
nenti ad una forma di 2.* specie (nella data forma di
3.2 specie).

Dalle cose dette risulta la legge di dualild seguente :
Ad ogni teorema dedotto dalle proposizioni fondamnen-
tali 1, 11, 111, 1V, V, corrisponde un teorema correlativo
(detto anche duale o reciproco), che si enuncia sosti-
tuendo alla parola <« punlo » del primo enunciato, la
parola « piano », e reciprocamente alla parola « piano »
la parola « punto », e lasciando invariata la parola
« relta »; coll’avvertenza che si debbono fare contempo-
raneamente quegli scambi di parole che ne conseguono:
derivanti dal diverso modo di esprimere nei due casi la
relazione di appartenersi di due elementi; dai diversi nomi
che si danno alle forme; dal diverso modo con cui si
designano le operazioni fondamentali (proiettare e segare),
le quali vengono ad essere scambiate fra loro ece.

Nel § 4.° sono enunciate 1’una, di fronte all’altra,
alcune proposizioni riflettenti le operazioni fondamentali,
che sono appunto proposizioni correlative 1’una dell’altra;
¢ questa la ragione dell’ analogia che ivi é stata notata.

Nel seguito, secondo 1’ avvertenza del § 6.%, 1 teoremi -
che verremo svolgendo (tranne quelli contrassegnati col
segno *) saranno dedotti logicamente dalle proposizioni
I, II, ITI, IV, V, che abbiamo assunte come postulati della
Geometria proiettiva; sara poi aggiunto un nuovo postu-
lato (della continuita), ma enunciato senza distinzione
dell’ elemento generatore per le forme di prima specie;
segue dal ragionamento svolto che la legge di dualita
sussistera ancora pei teoremi dedotti usando pure di
siffatto postulato.

Essa non varra invece in generale pei teoremi con-
trassegnati d’asterisco, nei quali si fa uso di ulteriori
concetti e postulati metrici che si presentano diversamente
per le varie forme.
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OsservazIONE 1.* — Dato un teorema si puo a priori
enunciare il correlativo, purché la dimostrazione del primo
sia fondata esclusivamente sulle proposizioni I, II, III, IV, V.
Volendone la dimostrazione diretta, basta operare gli
scambi di parole indicati dalla legge di dualita nel ragio-
namento che ha stabilito il primo teorema: cid é possibile
perché gli elementi « punto » e « piano » compariscono
simmetricamente nelle proposizioni fomdamentali da cui
muove la detta dimostrazione.

In sostanza su questa simmelria si fonda la legge
di dualita; nello stabilirla abbiamo fatto rilevare come
due teoremi correlativi siano da riguardarsi i due lati di
un unico teorema.

E necessario osservare, che, sia nell’ enunciare, sia
nel dimostrare un teorema, affinché esista il suo corre-
lativo, non deve farsi distinzione fra elementi propri ed
elementi impropri, come é stato fissato nel capitolo prece-
dente. Un teorema in cui entrasse in modo speciale la
considerazione di un elemento improprio, non sarebbe piu
fondato esclusivamente sulle proposizioni I, II, III, 1V, V,
nelle quali gli elementi indicati sono indifferentemente
propri ed impropri; se in quelle proposizioni fondamentali
si volesse far tale distinzione, cesserebhe di valere per esse
la legge di dualita, la quale percio appunto non vale pel
complesso di quelle proposizioni enunciate con tale distin-
zione (nel senso metrico), come nella Geometria elementare.

Questa osservazione mostra nuovamente 1’ utilita del-
I”introduzione degli elementi impropri.

Nel seguito si potra stabilire la legge di dualita per
un gran numero di teoremi indipendentemente dal modo
con cui essi sono stati dimostrati (e quindi anche se
fossero stabiliti per via metrica); ma & hene avvertire
fin d’ora che, mentre la legge di dualita vale per le pro-
prieta grafiche (§ 6), la detta legge non sussiste in gene-
rale per le proprieta metriche (§ 6).
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OsservazioNE 2.* — Dal punto di vista logico due
teoremi correlativi offrono uguali difficolta di dimostra-
zione; ma interviene sempre nello stabilire i teoremi,
come guida al ragionamento logico (che ne é perd indi-
pendente), I’ intuizione; e poiché sotto il punto di vista
intuitivo (anche grafico) lo spazio punteggiato e lo spazio
di piani appariscono diversi, la potenza della nostra intui-
zione nella scoperta delle proprieth geometriche (che
verranno poi logicamente stabilite) risulta raddoppiata
mediante la legge di dualith nello spazio. Da tale consi-
derazione si potra desumere tutta la feconditd del prin-

cipio posto.

§ 8. Esempi di dualityh mnello spazio. — I seguenti
teoremi, posti 1" uno di fronte all’ altro, porgono esempi di

proposizioni correlative.

Tre punti non apparte-
nenti ad una retta, deter-
minano un triangolo: figura
composta dei tre punti (ver-
tici), delle tre rette determi-
nate da essi due a due (lati),
e del piano determinato dai
tre punti.

Tre piani non apparte-
nenti ad una retta, deter-
minano un angolo triedro:
figura composta dei tre piani
(faccie), delle tre rette deter-
minate da essi due a due (spi-
goli), e del punto determi-
nato dai tre piani.

Si dicono incidenti due rette che passano per un
punto e giacciono in un piano. Due rette non incidenti si

dicono sghembe.

Dueretteaventiunpunto
comune sono ncidenti.

Date due rette sghembe,
per un punto fuori di esse
passa una retta incidente alle
due date.

Infatti, questa retta si
determina come intersezione

Due rette giacenti in un
piano sono Incident:.

Date due rette sghembe,
in un piano non passante per
alcuna di esse, vi & una retta
incidente alle due rette date.

Infatti, questa retta si
determina come congiun-



dei piani proiettanti le due
rette dal punto.

Date due rette sghembe,
un punto di una di esse é il
centro di un fascio di raggi
incidenti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette
passanti per un punto di una
retta sono ad essa incidenti;
tra queste, qu'elle che deb-
bono essere incidenti al-
I’altra retta debbono giacere
nel piano che essa determina
col punto della prima.

Date due rette incidenti,
per un punto, non giacente
nel piano cui esse appar-
tengono, vi & una retta inci-
dente ad ambedue.

Essa & la retta che pro-
ietta dal punto dato I’inter-
sezione delle due rette date.

Date due rette incidenti;
un punto del piano in cui
esse giacciono, non comune
ad esse, & centro di un fascio
di raggi incidenti alle due
rette; ed il punto comune
ad esse & il centro di una
stella di raggi incidenti alle
rette date.
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gente i due punti sezioni
delle due rette col piano.

Date due rette sghembe,
in un piano per una di esse
vi & un fascio di raggi inci-
denti alle due rette date.

Infatti, tutte le rette
giacenti in un piano per una
retta, sono ad essa incidenti;
tra queste, quelle che deb-
bono essere incidenti all’altra
retta debbono passare pel
punto che essa determina
come intersezione del piano
considerato per la prima.

Date due rette incidenti,
in un piano, non contenente
il punto cui esse apparten-
gono, vi & wuna retta inci-
dente ad ambedue.

Essa & la retta sezione
del piano dato col piano in
cui giacciono le due rette
date.

Date due rette incidenti;
in un piano pel punto ad
esse comune, che non sia
quello che le contiene en-
trambe, vi é un fascio di
raggi incidenti alle due rette;
e il piano delle due rette
é il sostegno di wm piano
rigato le cui rette sono inci-
denti alle due date.
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Si omette per brevita la semplicissima dimostrazione

dei due ultimi teoremi.

Se piu rette sono due a
due incidenti e non passano
tutte per uno stesso punto,
esse giacciono in uno stesso
piano.

Sieno a, b, ¢ .... le rette
date due a due incidenti
e non passanti tutte per uno
stesso punto. Una almeno di
esse, p. €. la ¢, non passa
per il punto O =(ab), quindi
incontra le a, b rispettiva-
mente in due punti diversi
fra loro e da 0: A = (ac)
B = (bc). Per conseguenza
la ¢ giace nel piano Q = (ab)
delle due rette a, b. Ora
ogni altra retta d incidente
alle a, b, ¢ non passa con-
temporaneamente pei punti
0O, A, B; se, per esempio,
essa non passa per 4=(ac),
deve giacere nel piano (a c)
ossia nel piano Q. Dunque
tutte le rette giacciono nel
piano Q.

Se piu rette sono due a

Se pin rette sono due
a due incidenti e non giac-
ciono in uno stesso piano,
esse passano per uno stesso
punto.

Sieno a, b, c.... le rette
date, due a due incidenti,
e non giacenti tutte in uno
stesso piano. Una almeno di
esse, p. es. la ¢, non giace
nel piano Q = (a b) deter-
minato da a, b; quindi giace
con a, b rispettivamente in
due piani diversi fra loro
edaQ: g =(ac),B=(boe).
Per conseguenza la ¢ passa
per il punto O = (ab), co-
mune alle due rette a, b.
Ora ogni altra retta d, inci-
dente alle a, b, ¢, non giace
contemporaneamente nei pia-
ni Q, , 3; se, per es. essa non
giace in « = (a c) deve appar-
tenere al punto (@ c) ossia al
punto O. Dunque tutte le rette
date passsano per il punto O.
due incidenti, all’ infuori dei

casi nominati, vi é solo il caso in cui esse appartengono
insieme ad un punto e ad un piano (appartenentisi fra
loro); possiamo dunque enunciare il

TEOREMA. — Se pitl rette sono due a due incidenti,
esse appartengono sempre ad wuna stessa forma di 2.2
specie (stella di raggi o piano rigato) ed appartengono a
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due forme di 2.* specie (stella di raggi e piano rigato)
solamente se appartengono ad uno stesso fascio di raggi.

§ 9. Legge di duality nelle forme di 2. specie. —
Esempi. — La legge di dualita nello spazio, stabilita nel
S 7, permette di dedurre (colle avvertenze ivi fatte) la
geometria dello spazio di piani da quella dello spazio pun-
teggiato e viceversa. In particolare essa permette di de-
durre da un teorema di geometria nel piano punteggiato
(o rigato), un teorema di geometria nella stella di piani
(o risp. di raggi).

Vi & un’altra legge di dualita, che si applica sola-
mente ai teoremi della geometria nel piano o nella stella,
la quale permette di associare tra loro un teorema della
geometria nel piano punteggiato a un teorema (correlativo
nel piano) della geometria nel piano rigato; e similmente
un teorema della geometria nella stella di piani, ad uno
(correlativo nella stella) della geometria della stella di
raggi; intendendo sempre (per ora) che questi teoremi
debbano essere dedotti dai postulati I, II, IIL, IV, V, come
é stato fissato nel § 6.

Si perviene a stabilire questa legge riferendoci alla
osservazione posta nel § 6. Per essa, le proprieta della
geometria piana fondata sulle proposizioni I, II, III, IV, V,
cioé le proprieta grafiche, hanno carattere proiettivo.
Quindi le proprieta di una figura piana di punti, si tra-
sportano per proiezione in proprieta di una figura di raggi
(proiezione della data) appartenenti ad una stella pro-
spettiva al piano; e viceversa dalla seconda si passa alla
prima con una sezione. Cosi pure le proprieta di una figura
piana di rette, si traducono per proiezione in proprieta
di una figura di piani nella stella e viceversa.

Ma, da una proprieta di una figura di raggi nella
stella, si deduce, per dualita nello spazio, una proprieta di
una figura piana di rette; dunque si pud passare da una
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proprieta di una figura piana di punti ad una proprieta
di una figura piana-di rette (correlativa mel piano), ed
analogamente dalla seconda alla prima. Ora, poiché ogni
figura piana si potra considerare come insieme di punti
o come insieme di rette. da ogni proprieta di essa, si
dedurrd un’altra proprieta che si riferisce ad una figura
correlativa.

Un modo analogo, di associare due a due le propo-
sizioni, si ha nella stella. Due teoremi correlativi nella
stella hanno i loro correlativi secondo la legge di dualita
nello spazio in due teoremi nel piano (correlativi fra loro
nel piano), e questi (scambiato il loro ordine) si dedu-
cono pure da quelli della stella con una sezione.

Si vede cosi che, la geometria nelle forme di 2.2
specie, in quanto & dedotta dalle proposizioni fondamentali
fissate, & indipendente dalla determinazione dell’elemento
(punto o retta, retta o piano) e del sostegno (piano o punto)
della forma. In altre parole:

Ogni teorema che enuncia una proprietd di una figura
appartenente ad una forma di 2.* specie, puod enunciarsi
senza determinare di quale forma di seconda specie si
tralti, parlando solo della forma di 2.* specie e dei suoi
elementi e sue forme (di 1.* specie). :

Cosi enunciato il teorema esprime quattro proprieta
di figure rispettivamente appartenenti alle quatiro diverse
forme di 2.* specie; e le quattro proposizioni cui da luogo,
appariscono come i lati di un’ unica proposizione.

Dalle considerazioni svolte apparisce la regola che
dovra seguirsi per enunciare gli altri tre teoremi cui da
luogo un teorema di geometria in una forma di 2.* specie;
la enunciamo ponendo in evidenza come si passi da un
teorema nel piano punteggiato ad un teorema nel piano
rigato (e viceversa), e come si passi da un teorema di
geometria nella stella di piani ad uno nella stella di raggi
(e viceversa). Le due coppie di teoremi (rispettivamente
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correlativi nel piano e nella stella) vengono legate fra loro
in doppio modo dalla legge di dualita nello spazio e dalla
possibilita di riferive prospettivamente il piano e la stella:
cid ¢ stato appunto il fondamento delle considerazioni
precedenti. Ecco i due enunciati:

Sussiste la seguente legge di dualita nel piano:

Ad ogni teorema enunciante una proprieta di una
figura appartenente al piano considerato come punteggiato,
1l quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali LG
III, IV, V, viene associato un teorema (detto il suo corre-
lativo nel piano) che enuncia una proprieta di una figura
appartenente al piano considerato come rigato, e recipro-
camente. Si passa dall’enunciato di un teorema a quello
del suo correlativo (nel piano) scambiando fra loro le
parole « punto » e « retta », ed operando i mutamenti
di parole che ne derivano di conseguenza (cfr. la legge
di dualita nello spazio del § 7).

Similmente si ha la seguente legge di dualiti nella
stella :

Ad ogni teorema enunciante una proprieta di una
figura appartenente alla stella (ad esempio di piani), il
quale sia dedotto dalle proposizioni fondamentali I, IT, III,
IV, V, viene associato un teorema {detto il suo correlativo
nella stella), che enuncia una proprieta di una figura
nella stella (di raggi) e reciprocamente. Si passa dall’ enun-
ciato di un teorema al suo correlativo nella stella scam-
biando fra loro le parole « piano » e « retta », ed ope-
rando i mutamenti di parole che ne derivano di con-
seguenza.

La legge di dualita nel piano e nella stella sono due
teoremi correlativi nello spazio.

OsservazioNE 1.> — Riferendosi per fissare le idec
alla legge di dualita nel piano, si potra domandare perchée
essa non sia stata dedotta in modo analogo alla legge di
dualita nello spazio, osservando che lo scambio degli ele-
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menti « punto » e « retta » é possibile nelle proposizioni
fondamentali del piano. Invero queste proposizioni possono
raccogliersi nel solo enunciato: « in un sistema piano due
forme di 1.* specie hanno un elemento comune », e nelle
proposizioni IV, V, enunciate per la punteggiata ed il fascio
di raggi. Ecco la ragione per cui non si ¢ seguita questa
via. Le ricordate proposizioni fondamentali del piano si
deducono logicamente da quelle I, II, III, IV, V, dello spazio
(come & stato notato), ma viceversa le proposizioni nomi-
nate dello spazio non seguono da quelle del piano. Se si
fosse dunque tenuta la via accennata, la legge di dualita
nel piano non sarebbe risultata stabilita per tutti i teo-
remi che vengono dedotti partendo dalle proposizioni
[, II, III, IV, V, (cioé anche facendo uso di costruzioni nello
spazio), ma solo per quelli dedotti dalle proposizioni del
piano (senza uscire dal piano).

Ora giova avvertire, che é proprio necessario di ado-
perare costruzioni dello spazio per dimostrare un teorema
fondamentale della geometria del piano, (cioé¢ il teorema
dei triangoli omologici che sara dato nel successivo §).
Una volta stabilito questo teorema, ed il suo correla-
tivo nel piano che insieme ad esso sussiste, possono
aggiungersi questi due teoremi alle proposizioni fonda-
mentali della geometria piana, e (coll’ aggiunta ulteriore
del postulato cui gia ho accennato, riferentesi alla conti-
nuita delle forme di prima specie) fondare tutta la geo-
metria (proiettiva) del piano senza usare delle proposi-
zioni fondamentali dello spazio, cioé senza uscire dal piano.
Quando si voglia astringersi a questa condizione (di non
usare costruzioni dello spazio pei teoremi di geometria
piana) si ha cosl una nuova dimostrazione della legge di
dualita nel piano, per il fatto che nelle proposizioni della
geometria piana da cui si deducono tutte le altre, & pos-
sibile lo scambio degli elementi « punto » e « retta ».
Ma non giova tenersi astretti a quella limitazione, ed,
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almeno in certi casi, & utile e fecondo desumere da costru-
zioni spaziali teoremi di geometria piana, anche quando
non & pilt necessario; in cid sta il maggior valore della
legge di dualita stabilita in modo piu generale.

Simili considerazioni possono istituirsi per la stella.

OsservazioNe 2.* — Dato un teorema della geometria
piana (e quello che si dice per il piano si ripeterebbe
per la stella), si puod enunciare a priori il suo correla-
tivo nel piano, purché la dimostrazione di esso sia esclu-
sivamente fondata sulle proposizioni ammesse come postu-
lati I, II, III, IV, V. Per ottenere la dimostrazione di questo
teorema correlativo basta tradurre la serie di costruzioni
e ragionamenti occorrenti colla legge di dualita nello spazio,
e quindi segare, col piano, la figura ottenuta nella stella.

Quando pero si faccia uso delle sole proposizioni del
piano e di altre gia dimostrate nel piano insieme alle
loro correlative, quando cioé¢ si faccia una dimostrazione
nel piano, basta operare lo scambio di parole « punto »
e « retta », cogli scambi di parole che ne derivano di con-
seguenza, nel ragionamento che fornisce la dimostrazione
del dato teorema.

Anche pel piano si potra stabilire piu tardi la legge
di dualita pei teoremi grafici, indipendentemente dal modo
con cui essi sono stati dimostrati: ma questa legge non sara
in generale applicabile ai teoremi metrici. Valgono cioe le
avvertenze date per la legge di dualita nello spazio. In
particolare (giova ripeterlo) gli elementi impropri non
debhono essere considerati in wmodo speciale.

Ecco alcuni esempi della legge di dualita nelle forme
di 2.* specie:

Nel piano

tre punti non appartenenti tre rette non passanti per
ad una retta determinanoun un punto determinano un
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triangolo: figura costituita
dai tre punti (vertici) e dalle
tre rette che li congiungono
due a due (lati).

trilatero: figura costituita
dalle tre rette (lafi) e dai
tre punti in cui si segano
due a due (vertice).

Nella stella

tre piani, non passanti per
una retta, determinano un
angolo triedro: figura costi-
tuita dai tre piani (/acce)
e dalle tre rette comuni a
due di essi (spigoli).

tre rette, non giacenti in un
piano, determinano un ¢»ispi-
golo : figura costituita dalle
tre rette (spigoli) e dai tre
piani che essi determinano
due a due (/facce).

Le figure triangolo e trilatero, e cosi pure il triedro
e il trispigolo, sono in sostanza la stessa figura che si
considera determinata in due modi diversi.

Nel piano

quattro punti, di cui tre non
appartengono ad una retta,
determinanoun guadrangolo
(piano) completo : figura co-
stituita da quattro punti (ver-
tici) e dalle sei rette che li
congiungono due a due (ati).

Per ogni vertice passano
tre lati del quadrangolo: per
ogni lato vi ¢ un lato op-
posto determinato dai due
vertici fuori del primo. Si
hanno cosi tre coppie di lati

quattro rette, di cui tre non
passano per un punto, deter-
minano un guadritatero com-
pleto: figura costituita dalle
4 rette (lati) e dai sei punti
determinati da esse due a
due (wvertici).

Sopra ogni lato stanno
tre vertici del quadrilatero;
per ogni vertice vi é un
vertice opposto determinato
dai due lati che non passano
per esso. Si hanno cosi tre



opposti, che determinano tre
punti (ciascuno intersezione
dei due lati di una coppia);
questi tre punti diconsi punti
diagonali del dato quadran-
golo completo.
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coppie di vertici opposti, che
determinano tre rette (cia-
scuna congiungente i punti
di una coppia); queste tre
rette diconsi diagonali del
dato quadrilatero completo.

Nella stella

quattro piani, di cui tre non
passano per una retta, de-
terminano ‘un angolo (te-
traedro completo: figura co-
stituita da quattro piani
(facce) e dalle sei rette
(spigoli) che esse determi-
nano due a due.

In ogni piano giacciono
tre spigoli; per ogni spigolo
vi & uno spigolo opposto
determinato delle due facce
che non passano per esso.
Si hanno cosl tre coppie di
spigoli opposti, e quindi tre
piani determinati dalle tre
coppie di rette, che diconsi
piani diagonali del dato an-
golo tetraedro completo.

quattro rette, di cui tre non
giacciono in un piano, deter-
minano un quadrispigolo

.completo: figura costituita

dalle quattro rette (spigoli)
e dai sei piani (facce) che
esse determinano due a due.

Per ogni punto passano
tre facce; per ogni faccia
vi & una faccia opposta, de-
terminata dai due spigoli che
non giacciono in essa. Si
hanno cosi tre coppie di facce
opposte, e quindi tre rette
determinate dalle tre coppie
di piani, le quali si dicono
diagonali del dato quadri-
spigolo completo.

Le proposizioni enunciate successivamente pel piano
e per la stella a sinistra, sono fra loro correlative nello
spazio; e cosl quelle a destra. Si passa da una proposi-
zione a sinistra (o a destra) pel piano ad una successiva
a destra (o rispettivamente a sinistra) per la stella, con
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una proiezione o viceversa con una sezione (rispettivamente
del piano o della stella).

Le proposizioni enunciate. correlative fra loro nel
piano e nella stella, si fondano esclusivamente sulle pro-
posizioni fondamentali per le forme di 2.* specie; non cosi
quelle che compariranno nel successivo §. Intanto si enun-
ceranno per esercizio i correlativi (secondo le due leggi
di dualita stabilite) dei teoremi seguenti:

Quattro punti 4, B, €, D di un piano, concepiti in un
determinato ordine di successione (A B C D), tali che tre
consecutivi non stieno sopra una retta, determinano un
quadrangolo piano semplice, figura costituita da 4 punti
(vertici) e dalle 4 rette (lati) che congiungono due vertici
consecutivi (AB, BC, CD, DA). Vi sono due coppie di
vertici (opposti) non appartenenti ad uno stesso lato (4, C
¢ B, D), le quali determinano due rette, dette diagonali
del quadrangolo semplice. I quattro lati e le due diago-
nali di un quadrangolo semplice sono i 6 lati del qua-
drangolo completo che viene determinato dai quattro ver-
tici, quando tre qualunque di essi non sono in linea retta.

I quattro punti possono ordinarsi in 24 modi, ma 4
ordini (come ABCD, BCDA, CDAB, DA BC)danno
luogo allo stesso quadrangolo semplice, quindi vi sono
%4 = 6 quadrangoli semplici aventi i medesimi vertici.
Le precedenti considerazioni si estendono colla consi-
derazione dell’ n-gono piano completo (*): figura determinata
da n punti di un piano, presi in un determinato ordine di
successione, tali che tre consecutivi non appartengono ad
una stessa retta (la quale figura ha n lati, cioé & in pari
tempo un n-latero semplice). Correlativamente si hanno:

(1) Per n =3, ed »— 4 un 7n-gono é rispettivamente un 3gono e
4gono, figure che abbiamo denominate, come pitt comunemente si usa,
<ol nomi di « triangolo » e « quadrangolo ».
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I'n-latero completo o semplice nel piano, I’ angolo n-edro
e 1’ n-spigolo completo o semplice nella stella (di cui il
centro della stella dicesi vertice). Le espressioni « piano »
ed « angolo » aggiunte rispettivamente a quelle n-gono ed
n-edro nelle definizioni precedenti, sono poste per distin-
guere quelle figure rispettivamente dall’ n-gono (gobbo o
sghembo) ed m-edro, che vengono determinati (in modo
correlativo fra loro nello spazio) da n punti, o rispetti-
vamente da n piani, di cui 4 non appartengono ad una
forma di 2. specie (rispettivamente piano o stella).

OssErRvazIONI. — L’ angolo poliedro o polispigolo,
(n-dro o n-spigolo), completo o semplice che sia, viene
qui concepito in modo diverso che nella Geometria ele-
mentare, sotto 1’ aspetto seguente:

Mentre nella Geometria elementare le facce e gli
spigoli s’immaginano troncati dal vertice, qui si consi-
derano invece come indefinitamente prolungati da ambe
le parti. La considerazione di angoli poliedri (simmetrici)
opposti al vertice, non ha dunque piu luogo di esistere;
poiché un angolo poliedro si concepisce come la riunione
di due angoloidi opposti al vertice (nel senso della Geo-
metria elementare).

Secondo 1 attuale concezione degli angoli poliedri,
avremo in particolare che: * Due angoli poliedri sono
uguali se hanno le facce uguali, ed uguali i diedri da
esse compresi.

Nella Geometria elementare questa uguaglianza non
poteva sempre affermarsi, potendo avvenire che due angoli
poliedri siffatti non fossero uguali, ma ciascuno di essi
fosse uguale al simmetrico dell’ altro.

§ 10. Teorema dei triangoli omologici e correlativi. —
Due n-goni piani si dicono 7iferiti fra loro, se si pensano
i vertici dell’ uno come coordinati ai vertici dell’altro in
una corrispondenza bhinivoca: due vertici che si pensano
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come coordinati fra loro si dicono corrispondenti od omo-
loghi, e si designano generalmente colle stesse lettere,
munendo di apici o di accenti le lettere che indicano i
vertici di uno dei due n-goni.

Quando due n-goni piani sono riferiti fra loro, risul-
tano coordinati fra loro (corrispondenti, omologhi) anche
i lati di essi che vengono determinati dalle coppie di

vertici corrispondenti.

Analogamente si dica per gli n-lateri, n-spigoli angoli
n-edri e per gli n-goni ed n-edri sghembi.

In particolare si possono considerare due triangoli
(trilateri ecc...) riferiti tra loro.

Due triangoli si possono riferire fra loro in 6 modi;
in generale due n-goni si possono riferire fra loro in n!

(1. 2. 3....n) modi, ecec...

Sussistono i seguenti teoremi correlativi nello spazio:

Se due trilateri senza
elementi comuni (lati o ver-
tici) non appartenenti allo
stesso piano, sono riferiti
fra loro, in modo che i lati
omologhi sieno incidenti (e
s’ incontrino quindi in tre
punti della retta comune ai
piani dei due trilateri), le
rette congiungenti i vertici
omologhi passano per uno
stesso punto.

Infatti, le tre coppie di
lati omologhi (incidenti) de-
terminano i tre piani di un
triedro di cui i due trilateri
sono sezioni; le congiungenti
i vertici omologhi sono gli
spigoli del triedro.

Se due trispigoli senza
elementi comuni (spigoli o
faccie) non appartenenti alla
medesima stella sono riferiti
fra loro in modo che gli spi-
goli omologhi sieno incidenti
(e determinano quindi tre
piani passantiperlarettacon-
giungente i vertici dei due
trispigoli), le rette interse-
zioni delle faccie omologhe
giacciono in uno stesso piano.

Infatti, le tre coppie di
spigoli omologhi (incidenti)
determinano i tre vertici di
un triangolo di cui i due
trispigoli sono proiezioni; le
intersezioni delle faccie omo-
loghe sono ilati del triangolo.

e



La dimostrazione - cade
in difetto se un lato di un
trilatero & la retta d’inter-
sezione dei due piani, ma
anche in questo caso I’enun-
ciato e vero, anzi evidente.
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La dimostrazione cade
in difetto se uno spigolo di
un trispigolo & la congiun-
gente i due vertici, ma an-
che in questo caso 1’enun-
ciato & vero, anzi evidente.

Viceversa

Se due triangoli senza
elementi comuni, giacenti in
piani diversi, sono riferiti
fra loro in modo che le con-
giungenti i vertici omologhi
passino per uno stesso punto,
i lati omologhi sono incidenti
e s’ incontrano in tre punti
della retta comune ai piani
dei due triangoli.

Infatti, in tal caso i due
triangoli sono sezioni del
trispigolo determinato dalle
congiungenti i vertici omo-
loghi.

La dimostrazione cade
in difetto, ma 1’ enunciato
vale ancora, nel caso che il
punto comune alle congiun-
genti i vertici omologhi dei
due triangoli sia uno dei
vertici.

Due triangoli (o trila-
teri) nella relazione consi-

Se due triedri senza
elementi comuni e apparte-
nenti a stelle diverse, sono
riferiti fra loro in modo che
le intersezioni delle facce
omologhe giacciano in uno
stesso piano, gli spigoli omo-
loghi sono incidenti e deter-
minano tre piani passanti
per la retta che congiunge
i vertici dei due triedri.

Infatti, in tal caso i due
triedri sono proiezioni del
trilatero determinato dalle
intersezioni delle facce omo-
loghe.

La dimostrazione cade
in difetto, ma 1’ enunciato
vale ancora, nel caso che il
piano determinato dalle in-
tersezioni delle facce omo-
loghe dei due triedri sia una
delle facce.

Due triedri (o trispigoli)
nella relazione considerata,
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derata, cioé sezioni di uno
stesso trispigolo (o triedro),
diconsi prospettivi.

cioé proiezioni di uno stesso
trilatero (o triangolo), di-
consi prospettivi.

I teoremi precedentemente stahiliti servono a dimo-
strare i seguenti, che possono considerarsi come estensione
di essi, e sono correlativi fra loro nello spazio:

Se due trilateri senza
elementi comuni, giacenti in
uno stesso piano, sono rife-
riti in modo che le tre coppie
di lati omologhi determi-
nino tre punti appartenenti
ad una stessa retta, le tre
congiungenti i vertici omo-
loghi passano per uno stesso
punto.

Se due trispigoli senza
elementi comuni, apparte-
nenti ad una stessa stella,
sono riferiti in modo che
le tre coppie di spigoli omo-
loghi determinino tre piani
passanti per una stessa retta,
le tre intersezioni delle fac-
ce- omologhe giacciono in
uno stesso piano.

Bastera dimostrare il teorema a sinistra:

Siano abe, a' b’ ¢’ i due trilateri del piano =, aventi
per vertici rispettivamente opposti ad @, b, ¢, ed o, ', ¢’ i
punti A, B, C; A', B, C'. I tre punti di intersezione dei
lati omologhi L = (aa’), M= (bb'), N = (cc’) apparten-
gono alla stessa retta u che, per le condizioni poste, non
¢ un lato, né appartiene ad un vertice dei due trilateri.

Per la retta u si conduca un piano 7, diverso dal
piano = dei due trilateri, e da un punto P, fuori dei due
piani = e t, si proietti il trilatero @' & ¢’ sul piano 7,
in guisa da ottenere un trilatero a b c, (di vertici 4,, B, C,,
rispettivamente opposti ad a,, b,, ¢,,) prospettivo ad
a' b ¢ Le coppie a'a, b'b, ¢'c, si segheranno rispetti-
vamente nei punti L, M, N della retta u. Allora i due
trilateri @ 4 ¢, a,, b,, ¢,, senza elementi comuni e non
giacenti nello stesso piano, risultano riferiti fra loro in
modo che le coppie di lati omologhi aa,, bb,, cec,, si
segano rispettivamente nei tre punti L, M, N della retta u:
pel teorema gia stabilito si deduce che le rette 4 4,,
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BB, CC,, (congiungenti i vertici omologhi di a, b, ¢,
abc) passano per uno stesso punto (. Ora si pro-
iettino da P sul piano w i triangoli ABC, A B, C;

si otterranno rispettivamente i triangoli ABC, A'B' (' e
le rette AA’, BB, C(C', rispettivamente proiezioni di 4 4,
BB,, e C C,, passeranno per uno stesso punto O, proiezione
di 0" da P sul piano =.

Cosi risulta dimostrato che le rette congiungenti i
vertici omologhi dei due trilateri abe, @’ b'c’ passano per
uno stesso punto O. In modo correlativo si farh per eser-
cizio la dimostrazione del teorema di desira.

Il teorema a sinistra che abbiamo stabilito, essendo
un teorema di geometria piana fondato sulle proposizioni
a, b, c, d, e, £ (o1, 11, IIT) del capitolo 1.°, ammette il
suo correlativo nel piano, il quale si enuncia cosi:

Se due triangoli senza elementi comuni, giacenti in
uno stesso piano, sono riferiti fra loro in modo che le tre
congiungenti i vertici omologhi passino per uno stesso
punto, le tre coppie di lati omologhi determinano tre
punti appartenenti ad una stessa retta.



La dimostrazione di questo teorema pud farsi dipen-
dere dal teorema analogo dato pel caso che i due triangoli
non giacciano nello stesso piano, secondo la legge di dualita
stabilita.

A tal fine (poiche il teorema non é fondato soltanto
sulle proposizioni fondamentali del piano) immaginiamo i
due triangoli come le sezioni del piano che li contiene
coi due trispigoli, proiezioni di essi da un punto esterno.
Questi due trispigoli (senza elementi comuni) appartenenti
ad una medesima stella, risultano riferiti in modo che i
tre piani determinati dalle tre coppie di spigoli omologhi
passano per una stessa retta; quindi, pel teorema enunciato
a destra, le tre intersezioni delle facce omologhe giac-
ciono in un piano; ne segue che le tre coppie dei lati
omologhi dei due triangoli (sezioni delle coppie di facce
omologhe dei due trispigoli) si segano due a due in tre
punti, che appartengono ad una retta, sezione del piano
in cui giacciono le intersezioni delle facce omologhe dei
trispigoli c. d. d. Cid posto, i teoremi stabiliti pei triangoli
(o trilateri) si possono raccogliere nel seguente enunciato :

Due triangoli (o trilateri) senza elementi comuni, gia-
centi 0 no in un medesimo piano, sieno riferiti fra loro:

Se le coppie di lati omologhi s’ incontrano rispet-
tivamente in tre punti appartenenti ad una stessa retta,
le tre congiungenti i vertici omologhi passano per uno
stesso punto. Se le tre congiungenti i vertici omologhi
passano per uno stesso punto, i lati omologhi s’ incon-
trano in tre punti di una stessa retta.

CoroLLARIO.* — Due triangoli di un piano senza ele-
menti comuni sieno riferiti tra loro;

se le coppie di lati omologhi sono parallele, le con-
giungenti i vertici omologhi passano per un punto proprio
o sono parallele;

se le tre congiungenti i vertici omologhi sono paral-
lele, le tre coppie di lati omologhi s’ incontrano in tre
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punti propri sopra una retta, o due di queste coppie s’in-
contrano in due punti propri la cui congiungente & paral-
lela ai lati della 3.2 coppia, o le tre dette coppie sono
coppie di rette parallele.

Il teorema generale precedente (dove non si fa distin-
zione fra elementi propri e impropri) in quanto si suppone
che i due triangoli giacciano in uno stesso piano, racchiude
due proposizioni correlative nel piano, e si dice il teo-
rema dei triangoli (o trilateri) omologici. Si dicono omo-
logici due triangoli o trilateri d’un piano, nella relazione
{reciproca di sé stessa) considerata nell’ enunciato.

Dal teorema dei triangoli omologici, in cui & ammesso
lo scambio degli elementi punto e retta, come nelle pro-
posizioni fondamentali del piano seguirebbero tutti i teo-
remi della geometria proiettiva piana senza far pitt uso di
costruzioni nello spazio (aggiunto pitt tardi il postulato
della continuita, valido ugualmente per tutie le forme di
1.% specie). E gia & stato osservato (§ 9, osservazione 1.%)
che di qui si trae una nuova dimostrazione della legge
di dualita nel piano. Per dedurre dalla dimostrazione di
un teorema nel piano, quella diretta del suo correlativo
nel piano, bastera d’ora innanzi (generalmente) operare lo
scambio delle parole « punto » e « retta », e gli scambi
di parole che ne conseguono, nella dimostrazione del dato
teorema. Ma (come é stato avvertito) in taluni casi gio-
vera (sebbene non pit necessario) ricorrere a costruzioni
spaziali anche per teoremi della geometria piana, ed allora
nel cercare la dimostrazione di un teorema correlativo
colla legge di dualith piana bisognera ancora ricorrere al
procedimento generale indicato.

Si possono ripetere queste considerazioni per la stella,
dove il teorema prima enunciato pei triangoli, si traduce
colla legge di dualith nello spazio nel seguente:

Due triedri (o trispigoli) senza elementi comuni,
aventi o no lo stesso wvertice, sieno riferiti tra loro:
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Se le coppie di spigoli omologhi giacciono rispet-
tivamente in tre piant passanti per una medesima retta,
le tre intersezioni delle facce omologhe giacciono in

uno stesso piano;

Se le intersezioni delle facce omologhe giacciono
in uno stesso piano, le coppie di spigoli omologhi ap-
partengono rispettivamente a ire piani passanli per una

medesima retta.

Questo teorema, in quanto enuncia una proprieta
della stella, si dimostra anche considerando i triangoli
omologici sezioni dei due triedri con un piano passante

pel loro vertice.

§ 11. Teorema dei quadrangoli prospettivi e omologici,
e correlativi. — Sussistono i seguenti teoremi correlativi

nello spazio:

Due quadrangoli piani
completi ABCD, A’B'C'D’
senza elementi comuni (gia-
centi 0 no in un piano) sieno
riferiti fra loro in modo che
5 coppie di lali omologht
AB, A’B’; AC, A'C’; AD,
A'D’, BC, B'C’; BD, B'D;
delerminino 5 punti ap-
partenenti ad una retia o,
nen conlenente uno degli 8
vertici;

anche la 6.* coppia di
lati omologht CD, C'Y de-
terminera un punto della
retta o, e le congiungenti i
punti omologhi passeranno
per uno stesso punto 0.

Due angoli telraedri
completi a3ys, a'Bv'8" senza
elementi comuni (apparte-
nentt o no ad una stessa
stella ) sieno viferiti fra
loro in modo che 5 coppie
di spigoli omologhi a3, &3
ay, o'y ad, %5 3y, By
B2, 3% determinino 5 piant
appartenenti ad una retia o,
non giacente in una delle
8 facce;

anche la 6.* coppia
di spigoli omologhi v3,Y'%
determinerd un piano pas-
sante per la retta o, e le
nlersezioni dei piani omo-
loght giaceranno in uno
stesso piano .

el S i e s e



Basta dimostrare il teorema a sinistra:

A tal fine si considerino le coppie di triangoli A BC,
A'B'C’' ed ABD, A'B’'D’ che contengono insieme 5 lati
dei due quadrangoli (esclusi C.D, C'D’).

I due triangoli di una delle due coppie nominate sono
riferiti in modo che le coppie di lati omologhi s’ incontrano
nei punti della retta o, onde (§ 10) le congiungenti dei
punti omologhi passano per uno stesso punto: questo punto
¢ il medesimo per le due coppie di triangoli, essendo
definito, rispettivamente nei due casi, come intersezione
delle rette AA’, BB, CC' ed AA, BB, DD, cioe
essendo O = (A 4’, BB).

Dunque intanto le congiungenti 4 A, BB’, CC’, DI’,
passano per un punto O.

Considerando poi i due triangoli ACD, A'C'D’, in
cui le congiungenti i vertici omologhi passano per un
punto, segue (§ 10) che le rette C D, C' D’ s incontrano



56

sopra la retta o, determinata dai punti intersezioni delle
A O ACCL B R A DS AT & = St

In quanto I’ enunciato precedente a sinistra si con-
sideri come un teorema di geometria piana (quando i due
quadrangoli giacciono in uno stesso piano), esso da luogo
al seguente teorema suo correlativo nel piano:

Due quadrilateri: completi di un piano, senza ele-
menli comuni, sieno riferiti in modo che 5 coppie di
vertici. omologht determinino 5 rette passanti per wuno
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