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MATH..
STAT,

VORWORT ZUM ZWEITEN BANSE,

Der in dem Vorworte zum ersten Bande angekiindigten
Absicht gemiss kann ich heute den zweiten Band meines Lehr-
buches der Algebra der Oeffentlichkeit iibergeben. Der dort auf-
gestellte Plan ist in den wesentlichen Punkten durchgefiihrt.
Bei den Anwendungen bin ich bemiiht gewesen, solche Probleme
auszuwihlen, die bereits in anderen Gebieten, der Geometrie oder
Functionentheorie, ein selbstindiges Interesse gewonnen haben,
und die zugleich die Hauptpunkte der algebraischen Theorie
moglichst vielseitig zur Anschauung bringen.

Die Anwendung der Theorie der algebraischen Zahlen ist
bis zur Theorie der Kreistheilungszahlen durchgefiihrt. Wenn
Leben und Arbeitskraft vorhalten, hoffe ich, in einer Fortsetzung
meines Werkes die weiteren Anwendungen auf das Gebiet der
elliptischen Functionen darzustellen, die nur zum Theil in
meinem Buche ,Elliptische Functionen und algebraische Zahlen*
enthalten sind.

Auch wihrend der Ausarbeitung und des Druckes des
zweiten Bandes hat mir die Hiilfe und der Rath der Freunde
zur Seite gestanden, die ich schon in der Vorrede zur ersten
Auflage genannt habe. Aber auch manchen neuen Freund hat
sich der erste Band bereits erworben, der meine Arbeit durch
Winke und Rathschlige gefordert hat. Ihnen allen spreche ich
an dieser Stelle meinen Dank aus, und fiige die Bitte hinzu,
dass sie dem Werke auch weiterhin ihr Interesse bewahren
mogen.

Strassburg, im Juli 1896.

Der Verfasser.

M7 75C
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Gruppentheorie.

g,

Definition der Gruppen.

Wir haben im ersten Bande bei den Permutationen den
Begriff einer Gruppe kennen gelernt und wichtige algebraische
Anwendungen von ihm gemacht. Es muss nun unsere nichste
Aufgabe sein, diesen in der ganzen neueren Mathematik so
iiberaus wichtigen Begriff allgemeiner zu fassen und die dabei
herrschenden Gesetze kennen zu lernen. Wir stellen folgende
Definition an die Spitze:

Ein System P von Dingen (Elementen) irgend welcher Art
wird zur Gruppe, wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der aus

einem ersten und einem zweiten Elemente des
Systems ein ganz bestimmtes drittes Element
desselben Systems abgeleitet wird.

Man schreibt symbolisch, wenn « das erste, & das zweite,
¢ das dritte Element ist:

ab =v¢, ¢ = ab,
und nennt ¢ aus ¢ und b componirt und « und & die Com~-
ponenten von c.

Bei dieser Composition wird im Allgemeinen nicht das
commutative Gesetz vorausgesetzt, d. h. es kann ab von ba ver-
schieden sein, dagegen wird

2. das associative Gesetz vorausgesetzt,

d. h. wenn a, b, ¢ irgend drei Elemente aus P sind, so ist
(ab)e = a(bo)
1*
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und hieraus folgt durch die Schlussweise der vollstindigen In-
duction, dass man immer zu demselben Resultate kommt, wenn
man in einer beliebigen Reihe von Elementen aus P in end-
licher Anzahl, a, b, ¢, d ... zuerst zwei benachbarte Elemente
componirt, dann wieder zwei benachbarte u. s. w., bis die ganze
Reihe auf ein Element reducirt ist, das mit abed ... be-
zeichnet wird. So ist z. B.: ;

abed = (ab)ed = [(ab)c]d = (ab)(cd)
a(be)d = [a(be)]d = a[(be)d]
= ab(cd) = (ab)(cd) = a[b(cd)]D).
3. Es wird vorausgesetzt, dass, wenn ab = a?d'

oder ab—2a'b ist, nothwendig im ersten Falle
b =10, im zweiten a — a’ sein muss.

Il

Wenn P eine endliche Anzahl von Elementen umfasst, so
heisst die Gruppe eine endliche und die Anzahl ihrer Ele-
mente ihr Grad.

Fiir endliche Gruppen ergiebt sich aus 1., 2., 3. die
Folgerung:

4., Wenn von den drei Elementen a, b, ¢ aus P
zwel beliebig gegeben sind, so kann man das
dritte immer und nur auf eine Weise so be-
stimmen, dass

alOR=—"1c
ist.

Sind ndmlich «, & die gegebenen Elemente, so fallt die
Behauptung 4. mit 1. zusammen. Ist aber a und ¢ gegeben, so
lasse man in dem Compositum @b die zweite Componente &
das ganze System P durchlaufen, dessen Grad =— » sei. Dann
erhélt man nach 1. und 3. in ab lauter verschiedene Elemente
von P, und da ihre Anzahl — » ist, so miissen alle Elemente
von P, also auch ¢, darunter vorkommen. KEbenso schliesst man,
wenn b und ¢ gegeben sind, indem man @ das ganze System P
durchlaufen lésst.

Fir unendliche Gruppen kann nicht mehr so geschlossen
werden. Fiir unendliche Gruppen wird also noch die
Eigenschaft 4. als Forderung in die Begriffshestim-
mung mit aufgenommen.

1) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, §. 2.
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Bei den im ersten Bande betrachteten Permutationsgruppen
wird man leicht die Merkmale des allgemeinen Gruppenbegriffes
erkennen.

Wir ziehen nun aus dieser Definition zunéchst einige ganz
allgemeine Folgerungen.

Nach 4. giebt es fiir jedes gegebene b ein Element e in P,
das der Bedingung :

(1) ch =0
geniigt, und dies ¢ ist von & unabhiingig; denn aus (1) folgt
fiir jedes ¢

ebec = be,
und d¢ kann nach 4. jedes Element in P bedeuten. Ebenso
giebt es ein Element ¢/, das fiir jedes b der Bedingung

@) be = b

geniigt. Dies Element ¢’ ist aber von e nicht verschieden; denn
setzen wir b = ¢ in (1) und b = e in (2), so folgt
eled—NReciarelca—aer
also
ey —ek

Das Element ¢ #dndert nichts, wenn es mit irgend welchen
Elementen aus P componirt wird, und wird die Einheit der
Gruppe genannt.

In vielen Féllen kann es ohne Missverstindniss geradezu
mit ,1% bezeichnet werden.

Zu jedem Element « giebt es nach 4. ein bestimmtes Ele-
ment a—!, das der Bedingung

(3) a=tal —lle
geniigt. Aus (3), (1) und (2) folgt
aplaias™ = clant — agt — anle;
und folglich nach 3.
4) aag™l = e

Die beiden Elemente @, a1 heissen zu einander entgegen-
gesetzt oder reciprok.

In besonderen Fillen kann bei der Composition der Ele-
mente einer Gruppe P auch das commutative Gesetz gelten,
d. h. es kann fiir je zwei Elemente a, b der Gruppe

ab = ba
sein.
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5. Gruppen, die diese Eigenschaft haben, heissen
commutative Gruppen oder auch Abel’sche

Gruppen.
Wenn sich die Elemente zweier Gruppen
@5 Py R 5
und e
iDL

in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, dass immer, wenn
ab = ¢ ist, auch @&’ = ¢ wird, so heissen die Gruppen
isomorph, und es gilt der evidente Satz, dass zwei mit einer
dritten isomorphe Gruppen unter einander isomorph sind. Man
kann hiernach alle unter einander isomorphe Gruppen zu einer
Classe von Gruppen zusammenfassen, die selbst wieder eine
Gruppe ist, deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man
erhilt, wenn man die entsprechenden Elemente der einzelnen
isomorphen Gruppen zu einem Allgemeinbegriff zusammenfasst.
Die einzelnen unter einander isomorphen Gruppen sind dann als
verschiedene Reprisentanten eines Gattungsbegriffes aufzufassen.

Die Eigenschaften der Gruppen, die in Betracht kommen
konnen, sind von verschiedener Art. Sie konnen ndmlich ent-
weder den besonderen Gruppen anhaften und aus der Natur der
Elemente abgeleitet sein, aus denen die Gruppe besteht, oder
auch aus der Natur des Compositionsgesetzes. Oder sie konnen
den Gruppen als solchen anhaften und miissen sich dann ledig-
lich aus der Definition des Gruppenbegriffes ableiten lassen.
Die letzteren Eigenschaften kommen allen isomorphen Gruppen
gemeinsam zu und konnen als invariante Eigenschaften der
Gruppe bezeichnet werden. Wenn ein Vergleich gestattet ist, so
konnte man an den Unterschied zwischen den metrischen und
projectiven Eigenschaften in der Geometrie erinnern.

Zu der ersten Art der Eigenschaften, die aus der besonderen
Natur der Elemente abgeleitet werden, gehdren z B. bei den
Permutationsgruppen die Kigenschaften der Transitivitit und In-
transitivitit, der Primitivitit und Imprimitivitit; zu den in-
varianten Eigenschaften gehoren die Vertauschbarkeit oder Nicht-
vertauschbarkeit, der Grad, die Divisoren und ihr Index, die
Normaltheiler. Mit diesen invarianten Eigenschaften, bei denen
es gleichgiiltig ist, aus welchem Reprisentanten einer Classe
isomorpher Gruppen sie abgeleitet sind, haben wir uns zunichst
zu beschiftigen,
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our

§ 2.

Die Divisoren endlicher Gruppen.

Es ist, wie wir schon im ersten Bande gesehen haben, eine
besonders wichtige Frage, ob ein Theil der Elemente einer
Gruppe selbst wieder eine Gruppe ist. Dazu ist nothwendig und
hinreichend, dass je zwei Elemente dieses Theiles bei der Zu-
sammensetzung wieder ein demselben Theile angehoriges Ele-
ment ergeben. Diese kleinere Gruppe heisst dann ein Theiler
oder Divisor!) der ganzen Gruppe. Das Einheitselement ,1¢
bildet in jeder Gruppe fiir sich eine Gruppe, ist also in jeder
Gruppe ein Divisor.

Wir beschrinken uns jetzt, wie in der Folge fast immer,
auf endliche Gruppen, und wollen annehmen, es sei

=] e NGl =2 ek

eine Gruppe vom Grade » mit den Elementen a, = 1, a;, a, .
@n—; und
OR—R's o Raymar Bty o
sei ein Theiler von P vom Grade v». Jeder solche Theiler ¢
muss die Grundeigenschaften einer Gruppe haben und enthalt
also sicher das Einheitselement ,1¢ und mit jedem seiner Ele-
mente @, zugleich das entgegengesetzte a7l Ist v <wm, so
nennen wir @ einen echten Theiler von P. Ist dann also &
ein nicht in ¢ enthaltenes Element von P, so sind die Ele-
mente
Q= b ab, ab ... av—1b

alle von einander verschieden (§. 1, 3.) und alle nicht in @ ent-
halten; denn wenn etwa ;b in @ enthalten wiire, so miisste
auch, da @ eine Gruppe ist, a;'¢,; 6 — b in ¢ enthalten sein,
gegen die Voraussetzung.

Ist mit @ und @, die ganze Gruppe P noch nicht erschopft,
so nehmen wir eines der noch iibrigen Elemente, das wir mit ¢
bezeichnen kiénnen, und bilden

@ = ¢, a¢ ayC . .. Ay_1C,

und iiberzeugen uns leicht, dass die Elemente von @, alle nicht
nur von einander, sondern auch von den Elementen von ¢ und

1) Auch Untergruppe genannt.
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@, verschieden sind. Denn wire etwa a;¢ = a,b, so wiirde
folgen, dass ¢ = a;'a,b sein miisste; es ist aber a;la, in @
enthalten, also mit einem der Elemente 1, a;, ay . . . ay_;

identisch, und es wire also ¢ gegen die Voraussetzung in @,
enthalten. So fahren wir fort, die Systeme @, @, @, ... Qu_1
zu bilden, von denen das letzte

Qu1 =g, 010, 039 . .. s g
sel. Dann muss aber P durch die Systeme @, @, @5 ... Qu—:
erschopft sein, und es folgt, da diese Systeme lauter verschiedene
Elemente enthalten,
"= vy,
oder der Satz:

1. Der Grad einer Gruppe ist durch den Grad
jedes ihrer Divisoren theilbar. Der Quotient
w=—mn:v soll der Index des Theilers @ heissen,

Die Systeme ¢,, @, ... Q.—; nennen wir, wie in dem
speciellen Falle der Permutationsgruppen, die zu ¢ gehorigen
Nebengruppen und bezeichnen sie durch

Ql = Qba Q2= QC Q.“—lz @9,
so dass wir auch symbolisch
) P=Q+ Qb+ Qe+ -+ Qg
setzen konnen.

Bisweilen werden wir auch das ganze System @, @, ... Qu—
- (@ selbst eingeschlossen) als ein System von Nebengruppen be-
zeichnen, und also die Darstellung (1) die Zerlegung von P
in ein System von Nebengruppen nennen.

Aus der Bildungsweise der Nebengruppen folgt noch, dass,
wenn b, ¢ irgend zwei Elemente aus P sind, die beiden Systeme
Qb und Qc entweder ganz identisch sind oder kein gemein-
sames Element enthalten. Denn ist a0 = a,¢, worin a,, a,
zwei Elemente aus @ sind, so ist auch fiir jedes andere Element
a aus Q:

aa,b = aayc,
und wenn @ die ganze Gruppe ¢ durchliuft, so durchliuft, wie
schon in §. 1 bemerkt, auch jedes der beiden aa, und aa, die
ganze Gruppe @; folglich sind @& und Qc identisch.

Wie in Bd. I, §. 154, 2. kdnnen wir P auch in der folgenden
Art in Nebengruppen zerlegen:

P=Q4b1Q+c'Q+ - +g¢
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Die Nebengruppen haben nicht die Merkmale einer Gruppe.
Denn damit zwei Elemente aus ; bei der Zusammensetzung
wieder ein Element von ¢, ergeben, miisste etwa

a ba,b = ayb,

also a;bay, = a3, b = aylaza;? sein. Es whre also 4 der
Voraussetzung entgegen in ¢ enthalten.

Die Benennung Nehengruppe ist also nur uneigentlich zu
verstehen.

Zwei Theiler @, @ von P haben immer das Element 1 mit
einander gemein. Sie konnen aber auch noch andere Elemente
gemeinschaftlich haben, und diese gemeinschaftlichen Elemente
bilden eine Gruppe, die wir mit R bezeichnen wollen. Denn
gehoren die Elemente « und b sowohl zu @ als zu @', so gilt
wegen des Gruppencharakters von ¢ und ¢’ dasselbe von dem
Compositum ab; also ist B eine Gruppe. Diese gemeinschaft-
liche Gruppe nennen wir den griossten gemeinschaftlichen
Theiler von @ und @' oder auch, mit einem geometrischen An-
klange, den Durchschnitt von @ und . Ebenso folgt, dass
die Elemente, die irgend einer Anzahl von Theilern von P gemein-
sam sind, eine Gruppe bilden, die wir ebenso als den grossten
gemeinschaftlichen Theiler oder den Durchschnitt aller dieser
Gruppen bezeichnen.

In jeder Gruppe konnen wir nach folgendem Verfahren
Theiler bilden.

Ein Theiler ist immer das Einheitselement fiir sich.

Bezeichnen wir die wiederholte Zusammensetzung eines Ele-
mentes mit sich selbst durch Potenzen (mit «° das Einheits-
element), so kann die Reihe der Elemente

1, a, a2, a3 . . .,
die alle der Gruppe P angehoren, nicht lauter verschiedene Ele-

mente enthalten. Ist also das erste Element, das zum zweiten
Male wiederkehrt,

_ G = e,

so folgt, dass a* — 1 sein muss, und dass « die kleinste positive
Zahl ist, die dieser Bedingung geniigt. Es ist dann, wenn

m = qo ein beliebiges Vielfaches von o ist, ¢ = 1 und um-
gekehrt: so oft am — 1 ist, muss m durch « theilbar sein; denn
sonst konnte man m = qo -} « setzen, worin o positiv und

kleiner als « ist, und es wire a* — 1, gegen die Voraussetzung,
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dass o der kleinste positive Exponent sei, fir den a% = 1 ist.
Es ist immer und nur dann
=3}

wenn w = w' (mod o), und hierin konnen die Exponenten auch
negativ sein, wenn a7 die rt* Potenz des Elementes a—? oder
das zu a* entgegengesetzte Element bedeutet.

Die Reihe

A =m0 Na ke P as )

enthdlt dann « von einander verschiedene Elemente von P, wobei
alle Potenzen von « vertreten sind. Die Elemente A bilden
aber offenbar eine Gruppe vom Grade o, weil sich die Ex-
ponenten hei der Zusammensetzung einfach addiren. Diese
Gruppe ist ein Theiler von P und also ist « ein Theiler von #x.
Es ist also fiir jedes Element a* — 1.

Die Gruppe 4 heisst die Periode des Elementes a
und « wird auch der Grad des Elementes ¢ genannt.

813!

Normaltheiler einer Gruppe.

Ist P wie oben eine Gruppe und ¢ ein Divisor von P,
ferner & ein nicht in @ enthaltenes Element von P, so ist die
Nebengruppe ¢ b keine Gruppe. Dagegen bildet das System
b=1Q b, oder ausfithrlich geschrieben

1, b_lal b, b—lagb .o b_lay_lb
sicher eine Gruppe, weil
b—la,b . b-Yazb = b—1a;a,b

ist, und diese Gruppe ist mit @ isomorph. Die Gruppe 6=1 Qb
heisst die durch & transformirte Gruppe. Gehort & selbst
zm @, so ist b—1 Qb mit ¢ identisch. Nimmt man fiir b die
verschiedenen Elemente von P, so erhilt man eine ganze Schaar
solcher Gruppen, die wir die zu @ conjugirten Theiler von
P oder auch kurz conjugirte Gruppen nennen.

Es kann vorkommen, dass alle conjugirten Theiler mit ein-
ander identisch sind. Wir haben schon bei den Permutations-
gruppen gesehen, dass dieser Fall von besonderer Wichtigkeit
1st, und fiihren also nun allgemein folgende Definition ein:
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Wenn @ ein Theiler von P ist, der mit seinen
saimmtlichen conjugirten Theilern identisch ist, so
heisst @ ein Normaltheiler von P?)

Die aus dem einzigen Element 1 gebildete Gruppe ist ein
Normaltheiler von jeder Gruppe. Wir erhalten ferner einen
Normaltheiler in dem grossten gemeinschaftlichen Theiler B der
simmtlichen mit irgend einem Theiler @ von P conjugirten
Theiler.

Denn es ist schon oben bewiesen, dass R als der Durch-
schnitt mehrerer Theiler von P eine Gruppe ist.

Sind nun
(1) Qsal Qssar.
die zu Q conjugirten Theiler von P und & irgend ein Element
von P, dann ist das System der Gruppen
©) b-1Qb, b2@Qb, b1Q"'Db ...
von dem System (1) nicht verschieden. Wenn aber R der
Durchschnitt der Gruppen (1) ist, so ist 5—* b der Durchschnitt
von (2), und folglich ist B mit 4—* R b identisch, d. h. R ist ein
Normaltheiler von P.

Ist IV ein Normaltheiler irgend einer Gruppe P und & ein
beliebiges Element in P, so ist

(3) —*Nb = N oder Nb = bN.
Ist P vom Grade n, N vom Grade v und vom Index g,
also n — pv, so konnen wir die u Elemente 1, b, ... b.—; so

wihlen, dass die Zerlegung von P in die Nebengruppen
P=N-+Nb + Nby+ -+ -+ Nbuy

=N+ N+ N+ -+ by N
ergiebt. Es ist also
(4) N, Ny=Nb =bN, Ny—= Nby=0N...,
Nuey = Nbyey = by N
das System der Nebengruppen.

Ist @ irgend ein Element in N, so ist Na mit N iden-
tisch, also ist auch Neb mit Nb identisch, und da jedes Ele-
ment ¢ von P in N oder in einer seiner Nebengruppen vor-
kommt, also in der Form ab; enthalten ist, so muss N¢ = ¢ N
mit einem der Systeme (4) iibereinstimmen.

1) Auch ausgezeichnete oder invariante Untergruppe genannt.
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Wir erwdhnen noch folgenden Satz, dessen Richtigkeit sich
unmittelbar aus dem Isomorphismus transformirter Gruppen
ergiebt:

Ist @ ein Theiler von P, R ein Theiler von ¢, so
ist, wenn @ und R’ aus @ und R durch dasselbe Ele-
ment von P transformirt sind, auch R’ ein Theiler von
¢, und wenn I Normaltheiler von @ ist, so ist auch R’
Normaltheiler von @'

§ 4.

Composition der Theile.

Sind 4 und B irgend zwei Reihen von Elementen aus einer
Gruppe P (Gruppen oder nicht), so wollen wir unter dem sym-
bolischen Producte 4B den Inbegriff aller Elemente verstehen,
die man erhilt, wenn man je ein Element ¢ von 4 mit je einem
Element & von B nach der in P geltenden Vorschrift zu ab
componirt. Diese Art der Zusammensetzung von 4 und B zu
A B wollen wir die Composition der Theile (von P) nennen.
Wir unterscheiden hier zwischen einem Theil und einem
Theiler von P, so dass ein Theiler immer eine Gruppe sein
soll, was bei einem Theil nicht nothwendig ist.

Man kann ebenso drei und mehr Theile 4, B, C ... von P
componiren, und es gilt bei der Composition der Theile das
associative Gesetz, wie unmittelbar daraus folgt, dass dieses
Gesetz in P gilt. Danach ist die Bedeutung eines Compositums
ABC ... eindeutig bestimmt.

In der Zusammensetzung A B kann einer der Theile A, B
auch aus einem einzigen Elemente bestehen, und dann stimmt
die Bezeichnung AB mit der oben fiir die Nebengruppen ge-
brauchten Bezeichnung iiberein. 3

Bei der Composition der Theile gelten folgende Sitze:

1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass ein Theil 4 von P eine Gruppe
ist, besteht in der Gleichung

(1) AA = A

Denn diese Gleichung besagt nichts Anderes als dass, wenn
@ und @’ in A enthalten sind, auch aa' zu A gehort, also dass
A eine Gruppe ist.
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2. Durch die beiden Gleichungen
(2) AA = A,
(3) AB = BA,
worin A ein bestimmter, B jeder beliebige Theil
von P sein kann, wird ausgesagt, dass A ein
Normaltheiler von P ist,
Denn nach (2) ist A ein Theiler von P und nach (3) ist
fiir jedes Element  von P
b—14b = A,
d. h. 4 ist ein Normaltheiler.
3. Sind A und B zwei Theiler von P (Gruppen),
so ist eine der beiden Gleichungen
(4) AB = A, BA = 4,
die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass B ein Theiler von 4 ist.

Denn wenn B eine Gruppe und ein Theiler der Gruppe A
ist, und wenn a in 4, b in B und also auch in A4 enthalten ist,
so ist auch ad in A enthalten. A enthilt also jedes Element
von AB. ’

Weil aber zweitens B als Gruppe auch das Element 1 ent-
hilt, so enthélt A B auch jedes Element von 4, und also ist
A B mit A identisch.

Ebenso sieht man, dass B A mit A identisch ist. Anderer-
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