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VORWORT ZUM ZWEITEN

J_Jer in dem Vorworte zum ersten Bande angekiindigten

Absicht gemass kann ich heute den zweiten Band meines Lehr-

buches der Algebra der Oeffentlichkeit iibergeben. Der dort auf-

gestellte Plan ist in den wesentlichen Punkten durchgefuhrt.

Bei den Anwendungen bin ich bemiiht gewesen, solche Probleme

auszuwahlen, die bereits in anderen Gebieten, der Geometrie oder

Functionentheorie
,

ein selbstandiges Interesse gewonnen haben,

und die zugleicb die Hauptpunkte der algebraischen Theorie

moglichst vielseitig zur Anschauung bringen.

Die Anwendung der Theorie der algebraischen Zahlen ist

bis zur Theorie der Kreistheilungszahlen durchgefiihrt. Wenn
Leben und Arbeitskraft vorhalten, hoffe ich, in einer Fortsetzung

meines Werkes die weiteren Anwendungen auf das Gebiet der

elliptischen Functionen darzustellen
,

die nur zum Theil in

meinem Buche ^Elliptische Functionen und algebraische Zahlen&quot;

enthalten sind.

Auch wahrend der Ausarbeitung und des Druckes des

zweiten Bandes hat mir die Hiilfe und der Rath der Freunde

zur Seite gestanden, die ich schon in der Vorrede zur ersten

Auflage genannt babe. Aber auch manchen neuen Freund hat

sich der erste Band bereits erworben, der meine Arbeit durch

Winke und Rathschlage gefdrdert hat. Ihnen alien spreche ich

an dieser Stelle meinen Dank aus, und fiige die Bitte hinzu,

dass sie dem Werke auch weiterhin ihr Interesse bewahren

mogen.

Strassburg, im Juli 1896.

Der Verfasser.

M7775C4
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Erster Abschnitt.

Allgemeine Gruppentheorie.

. 1.

Definition der Gruppen.

Wir haben im ersten Bande bei den Permutationen den

Begriff einer Gruppe kennen gelernt und wichtige algebraische

Anwendungen von ihm gemacht. Es muss nun unsere nachste

Aufgabe sein, diesen in der ganzen neueren Mathematik so

iiberaus wichtigen Begriff allgemeiner zu fassen und die dabei

herrschenden Gesetze kennen zu lernen. Wir stellen folgende
Definition an die Spitze:

Ein System P von Dingen (Elementen) irgend welcher Art

wird zur Gruppe, wenn folgende Voraussetztmgen erfiillt sind :

1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der aus
einein ersten und einem zweiten Elemente des

Systems ein ganz bestimrates drittes Element
desselben Systems abgeleitet wird.

Man schreibt symbolisch, wenn a das erste, b das zweite,

c das dritte Element ist:

ab = c, c = ab-,

und nennt c aus a und b componirt und a und b die Com-
ponenten von c.

Bei dieser Composition wird im Allgemeinen nicht das

commutative Gesetz vorausgesetzt, d. h. es kann ab von b a ver-

schieden sein, dagegen wird

2. das associative Gesetz vorausgesetzt,
d. h. wenn a, 6, c irgend drei Elemente aus P sind. so ist

(ab)c = a (be),

l*
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und hieraus folgt durch die Schlussweise der vollstandigen In

duction, dass man immer zu demselben Resultate kommt, wenn

man in einer beliebigen Reihe von Elementen aus P in end-

licher Anzahl, a, &, c, d . . . zuerst zwei benachbarte Elemente

componirt, dann wieder zwei benachbarte u. s. w., bis die ganze
Reihe auf ein Element reducirt ist, das mit abed ... be-

zeichnet wird. So ist z. B.:

abed = (ab)cd = \(ab)c\d = (ab)(cd)= a(bc)d = [a(bc)}d = a[(bc)d]= ab(cd) = (ab)(cd) = a[b(c.d)]*).

3. Es wird vorausgesetzt. dass, wenn a b = a b

oder ab=a b ist, nothwendig im ersten Falle

b = &
,
im zweiten a = a sein muss.

Wenn P eine endliche Anzahl von Elementen umfasst, so

heisst die Gruppe eine endliche und die Anzahl ihrer Ele

mente ihr Grad.
Fur endliche Gruppen ergiebt sich aus 1., 2., 3. die

Folgerung:

4. Wenn von den drei Elementen a, &, c aus P
zwei beliebig gegeben sind, so kann man das
dritte immer und nur auf eine Weise so be-

stimmen, dass
ab = c

ist.

Sind namlich a, b die gegebenen Elemente, so fallt die

Behauptung 4. mit 1. zusammen. Ist aber a und c gegeben, so

lasse man in dem Compositum a b die zweite Componente b

das ganze System P durchlaufen, dessen Grad = n sei. Dann
erhalt man nach 1. und 3. in ab lauter verschiedene Elemente

von P, und da ihre Anzahl = n ist, so mussen alle Elemente

von P, also auch c, darunter vorkommen. Ebenso schliesst man,
wenn b und c gegeben sind, indem man a das ganze System P
durchlaufen lasst.

Fur unendliche Gruppen kann nicht mehr so geschlossen

werden. Fur unendliche Gruppen wird also noch die

Eigenschaft 4. als Forderung in die Begriffsbestim-
mung mit aufgenommen.

l
) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie ,

. 2.
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Bei den im ersten Bande betrachteten Permutationsgruppen

wird man leiclit die Merkmale des allgemeinen Gruppen begriffes

erkennen.

Wir ziehen nun aus dieser Definition zunachst einige ganz

allgemeine Folgerangen.

Nach 4. giebt es fur jedes gegebene b ein Element e in P,

das der Bedingung

(1) cb = b

geniigt, und dies c ist von b unabhiingig; denn aus (1) folgt

fiir jedes c

ebc = be.

und be kann nach 4. jedes Element in P bedeuten. Ebenso

giebt es ein Element e . das fiir jedes b der Bedingung

(2)
be b

geniigt. Dies Element e ist aber von e nicht verschieden; denn

setzen wir b = c in (1) und b = e in (2), so folgt

ee = e
,

. ee = e,
also

e = e .

Das Element e andert nichts, wenn es mit irgend welchen

Elementen aus P componirt wird, und wird die Einheit der

Gruppe genannt.

In vielen Fallen kann es ohne Missverstandniss geradezu
mit

.,1&quot;
bezeichnet werden.

Zu jedem Element a giebt es nach 4. ein bestimmtes Ele

ment ar\ das der Bedingung

(3) a~ l a = e

geniigt. Aus (3), (1) und (2) folgt

a 1 aa~ l = ear l = a 1 = a~ l
e,

und folglich nach 3.

(4) aa~ l = e.

Die beiden Elemente a, a~ l heissen zu einander entgegen-

gesetzt oder reciprok.
In besonderen Fallen kann bei der Composition der Ele

mente einer Gruppe P auch das commutative Gesetz gelten,

d. h. es kann fiir je zwei Elemente a, b der Gruppe

ab = ba
sein.
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5. Gruppen, die diese Eigenschaft ha ben, heissen

commutative Gruppen oder auch Abel sche

Gruppen.

Wenn sicli die Elemente zweier Gruppen

a, &, c, d ...
und

a
, V, c

,
d . . .

in der Weise gegenseitig eindeutig entsprechen, dass immer, wenn

a b = c ist
,

auch a1

b c wird
,

so heissen die Gruppen

isomorph, und es gilt der evidente Satz, dass zwei mit einer

dritten isomorphe Gruppen unter einander isomorph sind. Man
kann hiernach alle unter einander isomorphe Gruppen zu einer

Classe von Gruppen zusammenfassen
,

die selbst wieder eine

Gruppe ist, deren Elemente die Gattungsbegriffe sind, die man

erhalt, wenn man die entsprechenden Elemente der einzelnen

isomorphen Gruppen zu einem Allgemeinbegriff zusammenfasst.

Die einzelnen unter einander isomorphen Gruppen sind dann als

verschiedene Reprasentanten eines Gattungsbegriffes aufzufassen.

Die Eigenschaften der Gruppen, die in Betracht kommen

konnen, sind von verschiedener Art. Sie konnen namlich ent-

weder den besonderen Gruppen anhaften und aus der Natur der

Elemente abgeleitet sein, aus denen die Gruppe besteht, oder

auch aus der Natur des Compositionsgesetzes. Oder sie konnen

den Gruppen als solchen anhaften und miissen sich dann ledig-

lich aus der Definition des Gruppenbegriffes ableiten lassen.

Die letzteren Eigenschaften kommen alien isomorphen Gruppen

gemeinsam zu und konnen als invariante Eigenschaften der

Gruppe bezeichnet werden. Wenn ein Vergleich gestattet ist, so

konnte man an den Unterschied zwischen den metrischen und

projectiven Eigenschaften in der Geometrie erinnern.

Zu der ersten Art der Eigenschaften, die aus der besonderen

Natur der Elemente abgeleitet werden, gehoren z. B. bei den

Permutationsgruppen die Eigenschaften der Transitivitat und In-

transitivitat
,

der Primitivitat und Imprimitivitat ;
zu den in-

varianten Eigenschaften gehoren die Vertauschbarkeit oder Nicht-

vertauschbarkeit
,

der Grad, die Divisoren und ihr Index, die

Normaltheiler. Mit diesen invarianten Eigenschaften, bei denen

es gleichgiiltig ist, aus welchem Reprasentanten einer Classe

isomorpher Gruppen sie abgeleitet sind, haben wir uns zunachst

zu beschaftigen.
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.2.

Die Divisoren endlicher Gruppen.

Es 1st, wie wir schon im ersten Bande gesehen haben, eine

besonders wichtige Frage, ob ein Theil der Elemente einer

Gruppe selbst wieder eine Gruppe ist. Dazu ist nothwendig imd

hinreichend, dass je zwei Elemente dieses Theiles bei der Zu-

sammensetzung wieder ein demselben Theile angehoriges Ele

ment ergeben. Diese kleinere Gruppe heisst dann ein Theiler
oder Divisor 1

)
der ganzen Gruppe. Das Einheitselement !&quot;

bildet in jeder Gruppe fiir sich eine Gruppe, ist also in jeder

Gruppe ein Divisor.

Wir beschranken uns jetzt, wie in der Folge fast immer,

auf endliche Gruppen, und wollen annehmen, es sei

P 1, a1? aa . . . an-i

eine Gruppe vom Grade n mit den Elementen a = 1, alt a2 . . .

an _i und

Q = 1. %, a2 . . . av-i

sei ein Theiler von P vom Grade v. Jeder solche Theiler Q
muss die Grundeigenschaften einer Gruppe haben und enthalt

also sicher das Einheitselement !&quot; und mit jedem seiner Ele

mente a
t zugleich das entgegengesetzte a^

1
. Ist v

&amp;lt;; w, so

nennen wir Q einen echten Theiler von P. Ist dann also b

ein nicht in Q enthaltenes Element von P, so sind die Ele

mente

alle von einander verschieden (. 1, 3.) und alle nicht in Q ent-

halten; denn wenn etwa a^b in Q enthalten ware, so mtisste

auch, da Q eine Gruppe ist, a~ 1 a
l
b = b in Q enthalten sein,

gegen die Voraussetzung.
Ist mit Q und Ql die ganze Gruppe P noch nicht erschopft,

so nehmen wir eines der noch iibrigen Elemente, das wir mit c

bezeichnen konnen. und bilden

Q.2
=

c, ax c, a 2 c . . . av_iC,

und iiberzeugen uns leicht, dass die Elemente von Q.2 alle nicht

nur von einander, sondern auch von den Elementen von Q und

l
)
Auch Untergruppe genannt.
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Qi verschieden sincl. Denn ware etwa a^c = a2 6, so wiirde

folgen, dass c = a~ ] a2 & sein miisste; es ist aber a~ J a2 in Q
enthalten, also mit einem der Elemente 1, o1? 2 v-i

identisch, und es ware also c gegen die Voraussetzung in Ql

enthalten. So fahren wir fort, die Systeme $, Q^ $2 ...
,&quot;-i

zu bilden, von denen das letzte

sei. Darin muss aber P durcb die Systeme Q, Q^ Q2 ... Q^i
erschopft sein, und es folgt, da diese Systeme lauter verschiedene

Elemente enthalten,
* = ;.*{*;

oder der Satz:

1. Der Grad einer Gruppe ist durch den Grad
jedes ihrer Divisoren theilbar. Der Quotient
p = n : v soil der Index desTheilers Q heissen.

Die Systeme (J&amp;gt;1 , Q2 . . . Qpi nennen wir, wie in dem

speciellen Falle der Permutationsgruppen, die zu Q gehorigen

Nebengruppen und bezeichnen sie durch

Qi = Qb Q*= Qc .. . ^-i = Qg,

so dass wir auch symbolisch

(1) P= Q + gb+ g c + ----
1_ Q g

setzen konnen.

Bisweilen werden wir auch das ganze System $, Q ... Q^-i
(Q selbst eingeschlossen) als ein System von Nebengruppen be

zeichnen, und also die Darstellung (1) die Zerlegung von P
in ein System von Nebengruppen nennen.

Aus der Bildungsweise der Nebengruppen folgt noch, dass,

wenn &, c irgend zwei Elemente aus P sind, die beiden Systeme

Qb und Qc entweder ganz identisch sind oder kein gemein-
sames Element enthalten. Denn ist ^ b = a%c, worin a^ , 2

zwei Elemente aus Q sind, so ist auch fiir jedes andere Element

a aus Q:
aa^b = aaa ,

und wenn a die ganze Gruppe Q durchlauft, so durchlauft, wie

schon in . 1 bemerkt, auch jedes der beiden aa^ und aa2 die

ganze Gruppe Q; folglich sind Qb und Qc identisch.

Wie in Bd. I, . 154, 2. konnen wir P auch in der folgenden
Art in Nebengruppen zerlegen:

P = Q + b-iQ + c-i Q + .-- + &amp;lt;r Q.
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Die Nebengruppen haben nicht die Merkmale einer Gruppe.

Denn damit zwei Elemente aus Q }
bei der Zusammensetzung

wieder ein -Element von Ql ergeben, raiisste etwa

$j b a2 b = a
?&amp;gt; &,

also a^ba^ = a3 ,
b = a^

1 az a~ l seiu. Es ware also b der

Voraussetzung entgegen in Q enthalten.

Die Benennung Nebengruppe ist also nur uneigentlich zu

verstehen.

Zwei Theiler Q, Q von P haben immer das Element 1 mit

einander gemein. Sie konnen aber auch noch andere Elemente

gemeinschaftlich haben, und diese gemeinschaftlichen Elemente

bilden eine Gruppe, die wir mit E bezeichnen wollen. Denn

gehoren die Elemente a und b sowohl zu Q als zu Q ,
so gilt

wegen des Gruppencharakters von Q und Q dasselbe von dem

Compositum ab; also ist E eine Gruppe. Diese gemeinschaft-

liche Gruppe nennen wir den grossten gemeinschaftlichen
Theiler von Q und Q oder auch, mit einem geometrischen An-

klange, den Durchschnitt von Q und Q . Ebenso folgt, dass

die Elemente, die irgend einer Anzahl von Theilern von P gemein-
sam sind, eine Gruppe bilden, die wir ebenso als den grossten

gemeinschaftlichen Theiler oder den Durchschnitt aller dieser

Gruppen bezeichnen.

In jeder Gruppe konnen wir nach folgendem Yerfahren

Theiler bilden.

Ein Theiler ist immer das Einheitselement fiir sich.

Bezeichnen wir die wiederholte Zusammensetzung eines Ele-

mentes mit sich selbst durch Potenzen (mit a das Einheits

element), so kann die Reihe der Elemente

1, a, a 2
,
a 3

. . .,

die alle der Gruppe P angehoren, nicht lauter verschiedene Ele

mente enthalten. Ist also das erste Element, das zum zweiten

Male wiederkehrt,
a&quot; = .&quot; +

,

so folgt, dass aa
1 sein muss, und dass a die kleinste positive

Zahl ist, die dieser Beclingung geniigt. Es ist dann, wenn
m = qa ein beliebiges Vielfaches von a ist, am = 1 und um-

gekehrt : so oft am = 1 ist, muss m durch a theilbar sein
;
denn

sonst konnte man m yet -\- a setzen, worin a positiv und

kleiner als a ist, und es ware a&quot; = 1, gegen die Voraussetzung,
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dass w der kleinste positive Exponent sei, fur den aa = 1 1st.

Es 1st immer und nur dann

a? = at*
,

wenn ^ = ^ (mod a), und hierin konnen die Exponenten auch

negativ sein. wenn a~ r die r te Potenz des Elementes a 1 oder

das zu ar
entgegengesetzte Element bedeutet.

Die Reihe
A 1, a, a 2

. . . a&quot;-
1

enthalt dann oc von einander verschiedene Elemente von P, wobei

alle Potenzen von a vertreten sind. Die Elemente A bilclen

aber oftenbar eine Gruppe vom Grade ce, well sich die Ex

ponenten bei der Zusammensetzung einfach addiren. Diese

Gruppe ist ein Theiler von P und also ist a ein Theiler von n.

Es ist also fur jedes Element an = 1.

Die Gruppe A heisst die Periode des Elementes a

und a wird auch der Grad des Elementes a genannt.

.3.

Normaltheiler einer Gruppe.

Ist P wie oben eine Gruppe und Q ein Divisor von P,

ferner b ein nicht in Q enthaltenes Element von P, so ist die

Nebengruppe Q b keine Gruppe. Dagegen bildet das System
b~ a Q b, oder ausfiihrlich geschrieben

sicher eine Gruppe, weil

b~ l a l b . b~ l a2 b = b l

ist, und diese Gruppe ist mit Q isomorph. Die Gruppe b~ l Qb
heisst die durch b transformirte Gruppe. Gehort b selbst

zu Q, so ist b~ l Qb mit Q identisch. Nimmt man fur b die

verschiedenen Elemente von P, so erhalt man eine ganze Schaar

solcher Gruppen, die wir die zu Q conjugirten Theiler von
P oder auch kurz conjugirte Gruppen nennen.

Es kann vorkommen, dass alle conjugirten Theiler mit ein

ander identisch sind. Wir haben schon bei den Permutations-

gruppen gesehen, dass dieser Fall von besonderer Wichtigkeit

ist, und fiihren also nun allgemein folgende Definition ein:
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Wenn Q ein Theiler von P ist, der mit seinen

sammtlichen conjugirten Theilern identisch ist, so

heisst Q ein Normaltheiler von P 1
).

Die aus dem einzigen Element 1 gebildete Gruppe ist ein

Normaltheiler von jeder Gruppe. Wir erhalten ferner einen

Normaltheiler in dem grossten gemeinschaftlichen Theiler E der

sammtlichen mit irgend einem Theiler Q von P conjugirten

Theiler.

Denn es ist schon oben bewiesen, dass E als der Durch-

schnitt mehrerer Theiler von P eine Gruppe ist.

Sind nun

(1) Q, Q , V&quot;

die zu Q conjugirten Theiler von P und b irgend ein Element

von P, dann ist das System der Gruppen

(2) b-iQb, 1&amp;gt;~

1
Q1&amp;gt;, b~iQ&quot;b ...

von dem System (1) nicht verschieden. Wenn aber E der

Durchschnitt der Gruppen (1) ist, so ist b~ 1 Eb der Durchschnitt

von (2), und folglich ist E mit b~ 1 Eb identisch, d. h. E ist ein

Normaltheiler von P.

Ist N ein Normaltheiler irgend einer Gruppe P und b ein

beliebiges Element in P, so ist

(3) b-^Nb = N oder Nb = b N.

Ist P vom Grade M, N vom Grade v und vom Index fa

also M = jiv, so konnen wir die p Elemente 1
, &! . . . &u i so

wahlen, dass die Zerlegung von P in die Nebengruppen

P = N + Nb, + Nb, -| (- Nip-!
= N+b,N+b,N^ h V-itf

ergiebt. Es ist also

(4) N, N, = Nb, = b, N, N2
== Nb2

= b, N . . .,

JVM_! = JV&u-i = bu^N
das System der Nebengruppen.

1st a irgend ein Element in JV, so ist Na mit JV iden

tisch, also ist auch Nab mit Nb identisch, und da jedes Ele

ment c von P in N oder in einer seiner Nebengruppen vor-

kommt, also in der Form abk enthalten ist, so muss Nc = cN
mit einem der Systeme (4) iibereinstimmen.

1
) Auch ausgezeichnete oder invariants Untergruppe genannt.
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Wir erwahnen noch folgenclen Satz, dessen Richtigkeit sich

unmittelbar aus dem Isomorphismus transformirter Gruppen
ergiebt :

1st Q ein Theiler von P, E ein Theiler von Q, so

1st, vvenn Q und E aus
(&amp;gt;

und E durch dasselbe Ele
ment von P transformirt sind, auch E ein Theiler von

Q ,
und wenn E Normaltheiler von Q ist, so ist auch E

Normaltheiler von Q ,

. 4.

Composition der Theile.

Sind A und B irgend zwei Reihen von Elementen aus einer

Gruppe P (Gruppen oder nicht), so wollen wir unter dem sym-
bolischen Producte AB den Inbegriff aller Elemente verstehen,

die man erhalt, wenn man je ein Element a von A mit je einem
Element b von B nach der in P geltenden Vorschrift zu a b

componirt. Diese Art der Zusammensetzung von A und B zu

AB wollen wir die Composition der Theile (von P) nennen.

Wir unterscheiden hier zwischen einem Theil und einem

Theiler von P, so dass ein Theiler immer eine Gruppe sein

soil, was bei einem Theil nicht nothwendig ist.

Man kann ebenso drei und mehr Theile A, B, C . . . von P
componiren, und es gilt bei der Composition der Theile das

associative Gesetz, wie unmittelbar daraus folgt, dass dieses

Gesetz in P gilt. Danach ist die Bedeutung eines Compositums
ABC . . . eindeutig bestimmt.

In der Zusammensetzung AB kann einer der Theile A, B
auch aus einem einzigen Elemente bestehen, und dann stimmt

die Bezeichnung AB mit der oben fur die Nebengruppen ge-

brauchten Bezeichnung iiberein.

Bei der Composition der Theile gelten folgende Satze:

1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass ein Theil A von P eine Gruppe
ist, besteht in der Gleichung

(1) AA = A.

Denn diese Gleichung besagt nichts Anderes als dass, wenn

a und a in A enthalten sind, auch a a zu A gehort, also dass

A eine Gruppe ist.
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2. Durch die beiden Gleichungen

(2) AA == A,

(3) AB = BA,
worin A ein bestimmter, B jeder beliebige Theil

von P sein kann, wird ausgesagt, dass A ein

Normaltheiler von P ist.

Denn nach (2) ist A ein Theiler von P und nach (3) ist

fUr jedes Element b von P
b~ lAb = A,

d. h. A ist ein Normaltheiler.

3. Sind A und B zwei Theiler von P (Gruppen),
so ist eine der beiden Gleichungen

(4) AB = A, BA = A,

die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafur, dass B ein Theiler von A ist.

Denn wenn B eine Gruppe und ein Theiler der Gruppe A
ist, und wenn a in A, b in B und also auch in A enthalten ist,

so ist auch a b in A enthalten. A enthalt also jedes Element

von AB.
Weil aber zweitens B als Gruppe auch das Element 1 erit-

halt, so enthalt AB auch jedes Element von A, und also ist

AB mit A identisch.

Ebenso sieht man, dass BA mit A identisch ist. Anderer-

seits folgt aus jeder der Gleichungen (4), da A als Gruppe das

Einheitselement enthalt, dass jedes Element von B in A ent

halten, also B ein Theiler von A ist.

4. Bei der Composition der Theile bildet das

System der Nebengruppen zu einem Normal
theiler von P selbst eine Gruppe, in der der

Normaltheiler N die Einheit bildet, und

Nb, Nb~ l

entgegengesetzte Elemente sind.

Denn ist N ein Normaltheiler von P und

(5) JV, N, = Nb N2
= Nb . . .

das System der Nebengruppen, so ist

Nh Nk = Nbh Nbh .
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Wegen der Eigenschaft der Normaltheiler ist aber N mit

jedem b vertauschbar, also b^N = Nbh ,
und folglich

NhNk = NNbh bk .

Weil bhbk in P enthalten ist, so ist Nbh bk mit einer der

Nebengruppen (5) identisch, und da NN = N gesetzt werden

kann (nach 1.),
so folgt, wenn wir Nbhbk = NI setzen,

(6) NhNk = NL

Damit ist die Eigenschaft . 1
,

1. der Gruppen fiir die

Composition der Nebengruppen nachgewiesen. Dass auch . 1, 2.,

namlich das associative Gesetz gilt, haben wir schon hervor-

gehoben. Es ist also noch . 1, 3. nachzuweisen
,
namlich dass,

wenn

(7) NhNi
= N*Nl

gesetzt wird, und Nh = Nk ist, auch Ni = NI, und wenn

Ni = NI ist, auch Nh = Nk sein muss.

Nach der Darstellung (5) konnen wir aber (7) in der dop-

pelten Weise darstellen:

bh biN = bk b,N.

Ist nun Ni = JVi, so konnen wir auch b{ = ~b\ annehmen,
und erhalten aus (8) durch Composition mit b~

l

Nbh = Nbk ;

und wenn Nbh Nbk ist, so nehmen wir bh = bk an und er

halten aus (8) durch Composition mit b^
1

biN = biN,

also auch Ni = NI.

Damit ist also erwiesen, dass das System der Nebengruppen
durch die Composition der Theile zu einer Gruppe wird; dass

in dieser Gruppe der Normaltheiler N das Einheitselement ist,

folgt unmittelbar aus 1., weil danach

NNk = NNbk = Nk

ist. Und weil NbtNtyr 1 = Nbk br l = N ist, so sind Nbk und

Nbjr 1
entgegengesetzte Elemente.

Die Gruppe der Grossen Nk ,
deren Existenz also hiermit

nachgewiesen ist, nennen wir die Gruppe der Nebengruppen
oder die zu N complementare Gruppe in Bezug auf P. Wir
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bezeichnen sie nach dem Vorgange von Holder
*)

mit P/N. Der

Grad der complementaren Gruppe 1st gleich dem Index der

Gruppe N.

Wir erwahnen am Schluss dieser Betrachtungen noch einen

Satz iiber Normaltheiler.

5. 1st N ein Theiler von P, N ein Theiler von oV

und zugleich Normaltheiler von P, so ist auch
N Normaltheiler von N.

Dies ist selbstverstandlich
,
weil fur jedes Element I von P

b~ lN b = N ist, und weil jedes Element von N auch ein

Element von P ist.

Man darf aber nicht umgekehrt schliessen, dass,
wenii N ein Normaltheiler von P, N ein Normal
theiler von N ist, auch N f ein Normaltheiler von P
sein miisse.

. :

.

. -5.
-&quot;

Mehrstufiger Isomorphismus.

Ist wie oben N ein Normaltheiler von P vom Grade v und

Index P, also w = fiv, so ist die zu P complementare Gruppe

P/N vom Grade
t
u. Wir wollen diese oder eine damit isomorphe

Gruppe mit Q bezeichnen und ihre Elemente, die den Neben-

gruppen N, Nb^ Nb.2 . . . entsprechen, mit A, B, C . . . Jedem

dieser Elemente entsprechen v Elemente der Gruppe P, etwa

dem Elemente A die Elemente a, a . . . av-i

dem Elemente B die Elemente
fr, ^ . . . 6 r_i

Dies Entsprechen ist dann derart, dass jedes zusammen-

gesetzte Element ab dem zusammengesetzten Elemente AS ent-

spricht. Denn die Elemente A und B entsprechen den Neben-

gruppen Na und Nb, und es ist, weil N ein Normaltheiler ist,

NaNb = Nab.

Es gilt also hier bei der Zusammensetzung der A, B . . .

einerseits und der a, b . . . andererseits dasselbe Gesetz, wie bei

T
)
Mathematische Annalen

,
Bd. 34. Das Zeiclien erinnert an einen

Quotienten, mit dem ja die complementare Gruppe eine gewisse Ana-

logie hat.
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den isomorphen Gruppen (. 1), nur mit dem Unterschiede
,
dass

jedem Elemente A nicht bloss ein Element a, sondern mehrere

entsprechen. Diese Thatsache giebt Anlass, den Begriff des

Isomorphismus zu erweitern, wie es durch folgende Definition

geschieht :

Man nennt eine Gruppe P mit den Elementen
a, b, c ... (mehrstufig) isomorph mit einer Gruppe Q
mit den Elementen A, B, C . .

., wenn beide Gruppen
so auf einander bezogen werden konnen, dass jedem
der Elemente A, B, C . . . ein oder mehrere der Ele
mente a, 6, c . . . entsprechen, und zwar so, dass jedes
der Elemente von Q einem und nur ein em der Ele
mente von P entspricht, und dass, wenn a und J.,

b und B einander entsprechen, ab dem Elemente AB
entspricht.

So lasst sich zunachst beweisen, dass jedem der Elemente

A, B, (7 ... eine gleiche Zahl von Elementen a, b, c . . . ent

spricht und dass also der Grad von Q ein Theiler des
Grades von P ist. Denn es sei A das Einheitselement in Q,

dem die Elemente a, a^ . . . av_ i in P entsprechen mogen. Diese

letzteren Elemente miissen dann eine Gruppe vom Grade v

bilden, die wir mit N bezeichnen wollen, weil nach der Definition

des Isomorphismus das Element a^ dem Elemente A A A
entsprechen muss. Ist dann b ein dem Elemente B entsprechendes
Element von P, so miissen wiederum alle Elemente Nb dem-

selben Elemente B aus Q entsprechen. Denn jedes ab muss dem
Elemente AB = B entsprechen. Sind b^ b zwei dem Elemente B
entsprechende Elemente, so entspricht b^ b 1 = a dem Elemente

A
,
und ist also in N enthalten

,
also ist b = ab in Nb ent-

halten. Durch Nb sind also alle Elemente, die dem Elemente B
entsprechen, erschopft, und jedem Elemente von Q entsprechen
v Elemente von P. Der Isomorphismus heisst v-stufig. Jedes

Element b~ l ab entspricht aber gleichfalls dem Einheitselemente

A und also ist b~ l Nb = N, d. h. N ist Normaltheiler von P,

und Q ist einstufig isomorph mit P/N.
Wir sehen also, dass es einen anderen mehrstufigen Iso

morphismus als den zwischen der complementaren Gruppe eines

Normaltheilers und der Gesammtgruppe nicht giebt. Man konrite

aber den Begriff des Isomorphismus noch dahin erweitern, dass

man zwei Gruppen, die zu einer dritten Gruppe ft- und v-stufig
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isomorph sind, ft-v-stufig isomorph zu einander nennt. Bei

Weitem der wichtigste ist der einstufige Isomorphismus, den wir

daher als Isomorphismus schlechtweg bezeichnen, wahrend ein

mehrstufiger Isomorphismus immer durch einen Zusatz kenntlich

gemacht werden soil !

).

. 6.

Die Compositionsreihe und der Satz von C. Jordan.

Eine Gruppe P heisst einfach, wenn sie ausser sich selbst

und der Einheit keinen Normaltheiler hat, zusammengesetzt,
wenn noch andere Normaltheiler vorhanden sind.

Ein Normaltheiler, der keinen anderen Normaltheiler iiber

sich hat, der also nicht Theil eines anderen echten Normal-

theilers von P ist, heisst ein grosster Normaltheiler
von P 2

).
Ist P! ein grosster Normaltheiler von P, P2 ein

grosster Normaltheiler von Pj, P3 ein grosster Normaltheiler

von P., u. s.
f.,

so heisst die Reihe von Gruppen

(i) P, PI, pa , P, ... i,

die nothwendig mit der aus dem Einheitselemente allein ge-

bildeten Gruppe 1 endigt, eine Compositionsreihe der

Gruppe P.

Wir wollen die Grade der Gruppen (1) mit w, n^ n2 , n$ . . . I

bezeichnen, und die Quotienten n : wn n-i : n2 ,
n.2 :%..., also

die Indices von P
l
in Bezug auf P, P2 in Bezug auf Pl u. s. f.

mit t/!, v2 , ^3 ... Die Reihe der ganzen Zahlen

(2) Vj, V^ 1/3 ...

nennen wir die Indexreihe der Gruppe P.

Die grossten Normaltheiler Pn P2 ,
P

3 . . . konnen fiir eine

gegebene Gruppe P im Allgemeinen auf mehrere verschiedene

Arten ausgewahlt werden, und danach konnen auch die Grad-

zahlen n, n . . . und die Indices v v v ... verschieden

1
) Vgl. C. Jordan, Traite des substitutions. Netto, Substitutionen-

theorie. Die Bezeichnung ,,a-stufig&quot;
riihrt von Netto her. Nach Jordan

heisst der einstufige Isomorphismus ,,holoedrischer&quot;, der mehrstufige

,,meroedrischer&quot; Isomorphismus. Der einstufige Isomorphismus wird bis-

weilen auch als Aequivalenz bezeichnet.
2
) Ausgezeichnete Maximal - Untergruppe nach anderer Bezeichnung.

Weber, Algebra, n. 2
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ausfallen. Es gilt aber der folgende schone und wichtige Satz

von C. Jordan !):

I. Wie auch die Compositionsreihe einer Gruppe
P gewahlt sein mag, die Indexreihe ist, von
der Anordnung abgesehen, immer dieselbe.

Der Beweis beruht auf der Betrachtung der im vorigen

Paragraphen eingefiihrten complementaren Gruppen.
Es seien Q und Ql Normaltheiler von P und zugleich Ql

ein Theiler (also nach . 4, 5. Normaltheiler) von Q.

Dann gilt der Satz :

1. Die Gruppe Q/Qi ist ein Normaltheiler der

Gruppe P/ft, und der Index von $/ft in Bezug
auf P/Qi ist gleich dem Index von Q in Bezug
auf P.

Um seine Richtigkeit einzusehen, braucht man nur die

Bildungsweise der einzelnen Gruppen genauer zu betrachten.

Es seien n, #, #1 die Grade von P, Q, ft und

(3) n = vq, q = v1 q1 ,
* = /*&, p = vvlt

Man zerlegt nun Q in die Nebengruppen zu ft, d. h. man

setzt, wenn 61? b.2 ... &
Vl i passend bestimmte Elemente in Q sind,

(4) ==ft + ft&iH ft 6^-1.

Die Elemente der Gruppe Q/Qi sind

(5) ft, &&!, . .. ft^-L
Wenn wir P in die Nebengruppen zu ft zerlegen, so kom-

men darunter sicher die Elemente (5) vor, und folglich ist Q/Qi
ein Theiler von P/ft.

Es ist also noch nachzuweisen, dass dieser Theiler ein

Normaltheiler ist.

Bezeichnen wir aber mit a irgend ein Element von P, so

sind alle Elemente von P/ft in der Form ft a enthalten, und

wir haben also nur zu zeigen, dass, wenn b irgend ein Element

in Q ist, jedes Element

(6) ft a- 1
Q, ft Q, a

in ft/ft, d. h. in der Form ft I enthalten ist.

l
) C. Jordan, Traite des substitutions, Paris 1870. Netto, Sub-

stitutionentheorie, Leipzig 1882. Wir folgen hier dem Beweise, den Holder
im Anschluss an Netto gegebeii hat (Math. Annaleu. Bd. 34).



. 6. Compositionsreihe. 19

Dies folgt aber unmittelbar aus

(7) ft a- 1
ft b ft a = ft a- 1 b a,

well zugleich mit b auch a~ l ba in Q vorkommt (well Q ein

Normaltheiler von P ist). Und dass auch die Bestimmung der

Indices richtig ist, zeigt die Abzahlung. Denn die Grade von

P/ft und ft/ft sind vv
l
und v^ also der Index v.

Daneben besteht folgender Satz :

2. Ist ft ein Normaltheiler von P vom Grade ql ,

und hat die Gruppe P ft selbst einen Theiler M
vom Grade w, so hat P einen Theiler Q vom
Grade q = mqr Zugleich ist ft ein Normal
theiler von Q, und es ist M= Q/Qi. 1st M Normal
theiler von P/ft, so ist auch Q Normaltheiler
von P.

Es sei p der Index von ft in Bezug auf P, und P sei in

die Nebengruppen zeiiegt:

(8) P=Qi+ Qi el + Qte, h Qi V-n
so dass C-L, e3 . . . BU I passend gewahlte Elemente in P und

(9) ft, Q }
e Q, e,... ft *,_,

die Elemente von P/ft sind. Wenn nun in der Gruppe P/ft
ein Theiler 3/ enthalten ist, so muss dieser aus einem Theile

der Elemente (9) bestehen, etwa aus

(10) ft, ft^. Q,b, ... ft &&amp;gt;,_!.

uud wenn dies System eine Gruppe bilden soil, so muss fur

irgend zwei Eleuieute
i,&amp;gt; bj&amp;lt;

das Product

(11) QihQih = Qibh
wieder in (lOj enthalten. also etwa == Qibh sein. Wenn also

das System 1, blt b 2 . . . &
Vl -i niit B -bezeichnet wird, so lasst

sich nach der Methode der Composition der Theile die Rela

tion (11) so schreiben:

(12) Q13Q1B=QS B,

und so besagt sie nach . 4, 1., dass die in

(13) Q = Q,B
enthaltenen Elemente von P eine Gruppe bilden, die die Gruppe

Q! als Theiler enthalt und selbst ein Theiler von P ist, Dass ft

Normaltheiler von Q ist, folgt aus . 4, 5., well ft als Normal-
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theiler von P vorausgesetzt 1st, und aus der Darstellung (10)

der Gruppe M ergiebt sich, dass M == Q/Qt ist.

Es ist noch zu zeigen, dass, wenn M Normaltheiler von

P/Qi ist, auch Q Normaltheiler von P ist. Dies folgt so:

Ist e irgend ein Element in P und Q bk ein Element in M\
so folgt aus der Annahme, dass M Normaltheiler von P/Qi ist:

Qi^QihQie = ftft fc ,

was wir auch nach der Composition der Theile durch die Formel

(14) Ci^Ci-Bfte = QiB
ausdriicken konnen. Da nun Q1

Normaltheiler von P ist, so

kann Ql mit jedem der anderen Factoren vertauscht werden, so

dass aus (14) folgt:

r-iQ.Bc = Q,B,
oder

(15) c-*Qe = ft

wodurch ausgedriickt ist, dass Q Normaltheiler von P ist.

Aus dem Theorem 1. und 2. ergiebt sich das Corollar:

3. Ein Normaltheiler Q von P ist dann und nur
dann ein grosster Normaltheiler, wenn die com-

plementare Gruppe P/Q einfach ist.

Wenn Q und Q zwei Normaltheiler von P sind, so ist auch

das symbolische Product Q Q ein Normaltheiler.

Denri es ist, weil Q ein Normaltheiler ist

Q Q: = Q Q,
also

Q Q Q Q = QQQ Q = Q &amp;lt;? ,

und dies ist nach . 4, 1. das Kennzeichen, dass Q Q eine Gruppe
ist. Dass es ein Normaltheiler von P ist, ergiebt sich dann

ebenfalls nach . 4, 2. aus

QQ B = QBQ = BQQf,
wenn B irgend ein Theil von P ist.

Ist nun Q ein grosster Normaltheiler von P, und Q
von Q verschieden, so ist Q Q ein Normaltheiler von P, der

sowohl Q als Q in sich enthalt und also von Q verschieden ist.

Folglich ist, da es iiber Q keinen Normaltheiler von P giebt,

ausser P selbst,

(16) Q Q = P,
und ebenso muss auch

(17) VQ = P
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sein. Diese Satze gelten, wenn nur eine der beiden Gruppen

Q, Q grosster Normaltheiler von P ist. Wir nehmen jetzt an,

dass sie beide diese Eigenschaft haben, und verstehen unter R
den grossten gemeinschaftlichen Theiler von Q und Q . Diese

Gruppe R ist dann ein Normaltheiler von P sowohl als von Q
und Q . Denn ist a irgend ein Element in P, und c in Q so

wohl als in Q enthalten, so ist auch a~ l ca in Q und in Q ,

also auch in R enthalten. Also ist ar l Ra = JR, und R ist

Normaltheiler von P und mithin Normaltheiler von Q und von

Q (. 4, 5.). Um Q in die Nebengruppen von R zu zerlegen,

wahlen wir ein passendes System von Elementen 1, b^ 62 ,
bz . . .

in Q, so dass jR, Rb^ Rb2 , Rb^ ... . alle von einander verschieden

werden und setzen

Q = R + R^ + Rb2 + Rb z -f . . .,

was wir auch, wenn wir

(18) 5=1, 61S 6a , \.&amp;lt;\

setzen, kurz mit

(19) Q = RE
bezeichnen konnen. Nun ist nach (13) Q Q = P, also auch

(20) P=Q RE=Q E
oder

Die Nebengruppen

(21) Q , Q b,, Q b,, Q b,...

sind aber alle von einander verschieden. Denn ware etwa

Q b}
= Q b,,

so wiirde folgen, da Q die Einheit enthalt, dass es ein Ele

ment e in Q giebt, so dass

ware. Dies Element e ist aber gleich b.2 b~
l

,
und also, da die b

in Q enthalten sind. gleichfalls in Q und also auch in R ent

halten. Dann aber ware auch Rb2 -R&i, was gegen die

Voraussetzung ist.

Hiernach konnen wir die Elemente der zu R complemen-
taren Gruppe in Bezug auf Q und der zu Q complementaren

Gruppe in Bezug auf P bilden. Wir erhalten diese beiden

Gruppen
S) : ~D ~D Z?A X? J-. 7?7i

/09\ V/ -&quot; = ~
**&quot;&amp;gt; ^#11 -tiO^ i 3 . . .

P/Q = Q
1
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Daraus aber erkennt man leicht, dass diese Gruppen nicht

nur von gleichem Grade sind, sondern dass sie isomorph sind.

Denn es 1st gleichzeitig

Eb, Eb, = Eb^2

und

Q b.Q b, = Q b,b,.

Ebenso kann man auch schliessen, dass die beiden Gruppen

Q /R, P/Q
isomorph sind.

Die Gruppen P/Q und P/Q sind aber, da Q, Q grosste

Normaltheiler sind, nach 3) einfach, und folglich sind auch die

damit isomorphen Gruppen Q /E und Q/E einfach, und folglich

haben wir den Satz :

4. Sind Q und Q zwei verschiedene grosste Normal
theiler von P und ist E der Durchschnitt von

Q und Q ,
so ist E grosster Normaltheiler so-

wohl von Q als von Q ,
und der Index von E in

Bezug auf Q ist gleich dem Index von Q in Bezug
auf P.

Damit haben wir die Grundlage gewonnen, um sehr einfach

den Satz von der Constanz der Indexreihe nachzuweisen.

Wir schreiben zur besseren Uebersicht die verschiedenen in

Vergleich zu ziehenden Compositionsreihen so, dass wir den

Index eines jeden Gliedes in Bezug auf das vorangehende unter

das Glied setzen.

Danach mogen irgend zwei gegebene Compositionsreihen von

P mit den zugehorigen Indices folgende sein:

(23) P, Q, ft, ft. Q, ...

V, 1/n V2 , 1/3 ...

(24) P, ft, ft, ft, ft ...

t/, v(, v2 ,
vz . . .

Es sei nun E der Durchschnitt von Q und ft, und ,u und ^
seien die Indices von E in Bezug auf Q und ft. Wegen des

Isomorphisms der Gruppen P/Q und Q /E ist dann ^ v,

und aus dem entsprechenden Grunde ^ = v f

. Wir bilden eine

Compositionsreihe von E mit der zugehorigen Indexreihe

(25) E,E,,E2 ,Es ....
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und da nun E ein grosster Normaltheiler von Q und von Q
ist, so konnen wir daraus zwei neue Compositionsreihen von P
bilden, namlich

(26)

(27)

P, Q, E.

V, V\

P, #,12,
V

, V,

ft, fl,

ft, ft

Die beiden Compositionsreihen (26) und (27) von P haben also

dieselbe Indexreihe.

Nehmen wir jetzt an, der zu beweisende Satz sei bereits als

richtig erwiesen fiir Gruppen ,
deren Grad

&amp;lt;^ | n ist (wenn n

den Grad von P bedeutet), so folgt, dass alle Inclexreihen von Q,

dessen Grad ja ein echter Theiler von n und also hochstens

=
| n ist

,
mit einander ubereinstimmen

,
dass also die Reihen

von der Anordnung abgesehen, ubereinstimmen. Ebenso stimmen

die Indexreihen von Q

iiberein. Also stimmen auch die beiden Indexreiben von P

mit einander iiberein, da die erste mit v, v
, fij, /Lt2 , ft . . ., die

zweite mit i/, v, ft, m, fig . . . ubereinstimmt.

Fiir Gruppen vom Grade 2, die nur den einen Normal

theiler 1 haben, ist aber der Satz evident, und also ist er durch

vollstandige Induction allgemein bewiesen.

Wenn in zwei Compositionsreihen von P, die wir mit ihren

Indexreihen jetzt so darstellen wollen

(28) P, P,, P,, P, ...!&amp;gt;,_
1

ju j*i h - - ju i, ju

(29) P, P, , Pi, P^ ...P;_,. 1

jli J2, J3 - juI, ju

ein gemeinschaftliches Glied Pr =. P8 vorkommt. so gilt der

Satz von der Constanz der Inclexreihen auch fiir die Gruppe
Pr = P;, und daraus folgt zuniichst, dass s = r sein muss, und
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dass die Indexreihen jr + l,jr + z . . . ju und
&amp;gt; + 1 , jJ+2 ... . j^ von

der Ordmmg abgesehen, iibereinstiminen. Folglich miissen aucli

die vorangehenden Theile der Indexreihen

jn h -
&amp;gt;

und ji, ji -jr
iibereinstimmen.

7.

Weitere Satze iiber die Compositionsreihen.

Von den Compositionsreihen gelten noch mannigfaltige Satze,

von denen wir hier noch die wichtigsten ableiten.

II. 1st Pv irgend ein Normaltheiler von P, so giebt
es eine Compositionsreihe von P, in der Pr vor-

kommt.
1st Pv ein grosster Normaltheiler von P, so konnen wir

Pv = P1 setzen und die Compositionsreihe von da an beliebig

fortsetzen. 1st aber Pv kein grosster Normaltheiler von P, so

suchen wir einen grossten Normaltheiler iiber Pr ,
den wir mit

P! bezeichnen. Dann ist Pv ein Normaltheiler von Pa . 1st es

ein grosster, so setzen wir Pv = P2 und setzen von da die

Compositionsreihe beliebig fort. Ist aber Pv noch kein grosster

Normaltheiler von Px ,
so suchen wir einen grossten Normaltheiler

von Pj iiber Pv und fahren so fort, bis wir schliesslich zu Pv

gelangen, was nach einer endlichen Anzahl von Schritten noth-

wendig eintreten muss. Wenn wir dann eine Compositionsreihe
von Pv anhangen, so haben wir eine Compositionsreihe von P,
in der Pv vorkommt, wie es der Satz II. verlangt.

In einer Compositionsreihe einer Gruppe P ist, vermoge der

Definition, jedes Glied ein Normaltheiler jedes vorangehenden.
Das erste Glied P1 und das letzte Glied 1 sind zugleich Normal

theiler von P selbst. Bei den zwischenliegenden P2
. P3 . . . wird

dies im Allgemeinen nicht der Fall sein. In der Compositions
reihe giebt es also gewisse ausgezeichnete Glieder, die zugleich

Normaltheiler von P selbst sind, die eine besondere Rolle

spielen
l
).

Hieriiber leiten wir im Folgenden noch einen wichtigen
Satz ab.

Angenommen, es sei Q ein Glied einer Compositionsreihe
von P, das zugleich Normaltheiler von P ist, wahrend das auf Q

Sie bilden die sogenannte Hauptreihe von P (Netto).
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folgende Glied ft nicht Normaltheiler von P ist, Dann giebt

es unter den nach P conjugirten Gruppen a~ l
ft a mehrere ver-

schiedene, die wir mit

n\ n cv nf1 n1 &quot;

Vn Vi? TO Vi

bezeichnen wollen. Der grosste gemeinschaftliche Theiler

R aller dieser Gruppen ist wieder Normaltheiler von P.

Nun sind aber alle die Gruppen (1) grosste Normaltheiler

von Q, wie sich nach dem Schlusssatze cles . 3 daraus ergiebt,

class ft ft mit a~ l
Qa, a~ l Ql a isomorph sind, wahrend Q als

Normaltheiler von P mit a~ l Qa identisch ist, Wir konnen also

in der Compositionsreihe auf Q jede der Gruppen (1) folgen

lassen, die alle denselben Index v haben.

Ist nun ft der grosste gemeinschaftliche Theiler von ft, Q\

(ai^o von ft verschieden) ,
so ist ft nach dem Satze . 6, 4. ein

grosster Normaltheiler von ft und Qv dessen Index gleichfalls

v ist. Also konnen wir die Compositionsreihe von Q an auf die

folgenden beiden Arten fortsetzen:

(2) ft ft, ft, Q ft ft
V V V V

Das hierin ausgedrlickte Gesetz wollen wir nun verallgemeinern

und durch vollstandige Induction beweisen.

Wenn ft noch nicht gleich R ist, so fiigen wir zu ft, Q\

eine dritte Gruppe Q[
aus der Reihe (1) hinzu, so dass der

Durchschnitt ft von ft, ft, Q ^
ein echter Theiler von ft wird,

und fahren so fort, bis wir zum grossten gemeinschaftlichen

Theiler R aller Gruppen (1) gelangt sind.

Es sei also:

ft der Durchschnitt von ft, ft

ft ft, ft, Qi

(3)

Qr ft, ft, ft ..- Q?- l
&amp;gt;

und die Anordnung der Gruppen ft, ft ... $}
r ~~ 1) sei so ge-

wahlt, dass von den Gruppen ft, ft ... ft- jede ein echter

Theiler der vorangehenden ist. Diese Anordnung lasst sich fort

setzen, so lange ft nicht gleich R ist.

Wir wollen beweisen, dass wir die Compositionsreihe von P
so wahlen konnen, dass darin

(4) ft ft, ft ... ft-

v v v
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vorkommt, mid dass die Indices in diesem Theile der Reihe alle

gleich v sind.

Die Behauptung ist richtig fur r = 2, und wir beweisen sie

allgemein durch vollstandige Induction, unter der Voraussetzung,
dass sie fur r schon als richtig erwiesen sei.

Ist Qr nicht gleich R, so wahlen wir Qfp so, dass Qr + i der

Durchschnitt von Q^ Q[ . . . Q(f~
1\ Q(p ist, und bezeichnen iiber-

dies den Durchschnitt von Q^ Q{ . . . Q[
r~ 2

\ $!
r) mit Qr. Dann

ist Q^ von Qr verschieden und Qr + i ist der Durchschnitt von

Qr und Qr. Nun haben wir nach der Voraussetzung (4) zwei

entsprechende Stiicke der Compositionsreihe mit der constanten

Indexreihe v

/M ft ft Qr-! Qr,

ft ft ... ft-x ft;

denn die zweite dieser Reihen ist genau wie die erste nach der

Vorschrift (3) gebildet, nur class Qfp an Stelle von Q(f~v getreten

ist. Nach dem Satze . 6, 2. ist daher Qr + i grosster Normal-

theiler sowohl von Qr als von Qr ,
und zwar vom Index v, und

es folgt also, was bewiesen werden sollte, dass die Compositions
reihe so fortgesetzt werden kann:

(6) ft, ft ... ft-., ft, ft + 1 ,

und dass der neu hinzugekommene Index gleichfalls v ist.

Dies konnen wir nun fortsetzen, bis wir zur Gruppe _R ge-

langt sind, und erhalten ein Stuck der Compositionsreihe

CO ft ft, ft . . . jR,

V V V

deren letztes Glied E wieder Normaltheiler von P ist und in

der alle Indices ubereinstimmen.

Setzen wir von R an die Compositionsreihe fort, so kann

sich der Index andern; er kann aber von da an wieder gleich

gehalten werden, bis man abermals zu einem Normaltheiler von

P gelangt.

Damit ist der folgende Satz bewiesen:

III. Man kann die Compositionsreihe von P mit ihrer

Indexreihe
/Q\ *i *,!? -LII *!

jl, h, h
so anordnen, dass, so oft eine Aenderung in der

Indexreihe eintritt, also ^V + i von jr verschieden

ist, Pr ein Normaltheiler von P ist.
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;: * .8.
^

Metacyklische Gruppen.

Wir haben in . 176 des ersten Bandes bei den Permuta-

tionsgruppen metacyklische Gruppen definirt und ihre Bedeutung

fur die Auflosung der Gleichungen kennen gelernt. Der Begriff

ist aber von der besonderen Bedeutung der Gruppenelemente

unabhangig, und wir definiren daher jetzt allgemein:

Eine Gruppe, deren Indexreihe aus lauter Prim-

zablen besteht, soil eine metacykliscbe Gruppe heissen.

Fur diese Gruppen gilt ein fiir die Anwendungen auf die

Algebra wichtiger Satz, der aber von diesen Anwendungen un

abhangig ist und den wir daher hier noch ableiten. Der Satz

lautet :

IV. Eine metacyklische Gruppe hat einen von der

Einheitsgruppe verschiedenen commutativen
Normaltheiler l

).

Ist P eine metacyklische Gruppe und

(1) P, Pi,P2 . ..Pu-l, 1

Jli J2 Ju lt Ju

die Compositionsreihe, deren Indexreihe jL , J2 . . . aus lauter

Primzahlen besteht, so ist Pu _i jedenfalls eine commutative

Gruppe; denn wenn TC irgend ein von 1 verschiedenes Element

aus JPu-i ist, so sind die Potenzen

(2) 1, ,
a 8

. . . at* 1

&quot; 1

(weil ju eine Primzahl ist) alle von einander verschieden und

machen also die ganze Gruppe Pu i aus; die cyklische Gruppe (2)

ist aber gewiss commutativ, weil fiir je zwei Exponenten /&, 7j

immer

ist. Zugleich ist, nach der Definition der Compositionsreihe.

Pu_i Normaltheiler von P^_2.
Wir nehmen demnach jetzt an. wir haben einen von der

Einheit verschiedenen commutativen Normaltheiler Q v irgend

einer Gruppe Pv der Reihe (1) und setzen ausserdem noch voraus,

l
) C. Jordan, Traite des substitutions, Livre IV.
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wenn es zu Pv mehrere Theiler von der Beschaffenheit wie Qv

giebt, dass einer von moglichst niedrigem Grade fiir Qv ge-
nommen ist.

Wenn wir dann nachweisen, wie man aus Q v einen commu-
tativen Normaltheiler Qv-i von Pv_ l ableiten kann, der zu-

gleich Qv enthalt, so konnen wir dies Verfahren fortsetzen, bis

wir zu einem cominutativen Normaltheiler Q von P selbst ge-

langt sind, wie ihn unser Satz verlangt.

Wahlen wir irgend ein Element y in der Gruppe Pr -i,

welches nicht in Pv enthalten ist, so ist, da Pv ein Normaltheiler

von PV-I ist,

(3) yPv = Pv y,

und wenn daher h der niedrigste Exponent ist, fiir den y
h in

Pv enthalten ist, so ist Ji grosser als 1 und

(4) yP, = P,,

und die in dem System der Nebengruppen

(5) Pr, r -P, y P,... y*-&amp;gt;P,

enthaltenen Elemente, die alle von einander verschieden sind,

bilden eine Gruppe, deren Grad, wenn der Grad von Pv mit pv

bezeichnet wird, gleich hpv ist. Die Gruppe (5) ist aber auch

ein Theiler von Pv_j und folglich muss hp v ein Theiler von

pv -i = jvp v sein, und h ist ein Theiler von jv . Da aber jv

eine Primzahl ist, so muss h = jv sein, und durch (5) ist die

ganze Gruppe Pv_j erschopft:

(6) P,_! == Pv + yPv -f &amp;lt;ytpv -] yJV-ip,.

Wir betrachten nun das System der transformirten Gruppen

(7) Y- l
QvV*

worin y alle Elemente von Pv_i durchlauft.

Diese Gruppen sind alle mit einander isomorph und sind

also ebenso wie Qv commutativ. Sie sind alle in Pv enthalten,

und sind, da y~
1 Pv y = Pv ist, nach dem Schlusssatze von . 3

Normaltheiler von Pv .

Wenn alle Gruppen (7) mit einander identisch sind, so ist

Qv Normaltheiler von Pv_i, und wir erreichen unseren Zweck

der Bestimmung von Qv i schon dadurch, dass wir Qv selbst,

oder, fails noch ein commutativer Normaltheiler niedrigeren

Grades von Pr_j vorhanden sein sollte, diesen letzteren, fiir Qv -~i

nehmen.
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Im anderen Falle wollen wir die von einander verschiedenen

der Gruppen (7) mil

(8) Cv, CM Cv .

bezeichnen, und daraus eine Gruppe

(9) E = (C, C&amp;gt; , Cv - - )

ableiten, die dadurch definirt sein soil, dass es die kleinste

Gruppe ist, die jede der Gruppen (8) als Theiler enthalt, und

die wir als das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der

Gruppen Qv, C&amp;gt; C&amp;gt;
bezeichnen konnen.

Dass es eine und nur eine solche Gruppe E giebt, und dass

jede Gruppe, die durch Q v , Qv , C theilbar ist, auch durch

E tbeilbar sein niuss, ist leicht einzusehen. Denn erstens giebt
es endliclie Gruppen, z. B. die Gruppe P, die alle Gruppen (8)

als Theiler enthalten, und zweitens, wenn zwei Gruppen E, E
alle diese Gruppen enthalten, so gilt dasselbe auch von dem
Durchschnitt von E und E . Ist daher E von moglichst niedrigein

Grade, so muss dieser Durchschnitt mit E identisch sein, und E
ist also ein Theiler von E . Wenn E auch von moglichst

niedrigem Grade ist, so ist E von E nicht verschieden.

Von dieser Gruppe E weisen wir nun nach:

a) dass sie ein Normaltheiler von Pv_i ist,

b) dass sie eine commutative Gruppe ist.

Wenn wir dies Beides nachgewiesen haben, so sind wir am

Ziele; denn dann konnen wir, wenn es nicht noch einen com-

mutativen Normaltheiler niedrigeren Grades von P,_i giebt,

E selbst fiir Cv-i wahlen.

Das Erste ist aber ohne Weiteres klar. Denn bedeutet y

irgend ein Element aus Pv _i, so ist

Y-*B ? = (r-
1
Q,y, r~ l

Qir, y- 1

Q&quot;r---)

das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Gruppen

r-
l Q*n r-^Qln 7~

l
Q&quot;r

Diese Gruppen aber sind nach der Definition (7) in ihrer

Gesammtheit von den Gruppen

Cv, c; Cv . . .

nicht verschieden, und folglich ist

d. h. E ist Normaltheiler von P,_I.
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Um aber nachzuweisen, dass R eine commutative Gruppe
ist, miissen wir zwei Hulfsbetrachtungen voranschicken.

1) Es ist zu beweisen, dass irgend zwei der Gruppen
Qv, Qv, Q v . . . ausser der Einheit keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben.

Wir brauchen hierzu nur nachzuweisen, dass Qv , Qv diese

Eigenschaft haben. Denn haben

den grossten gemeinschaftlichen Theiler T, so haben Qv und

Qv = y Qv y
~ l den grossten gemeinschaftlichen Theiler y Ty 1

.

Nehmen wir also an, es sei T der grosste gemeinschaftliche
Theiler von Qv und Qv ,

so ist T gewiss eine commutative Gruppe,
weil Qv , Qv solche sind. Es ist aber T auch Normaltheiler

von Pv . Denn Qv und Qv sind solche Theiler; und wenn also T

ein Element aus T und JT ein Element aus Pv ist, so ist JT-^TTT

sowohl in Qv als in Qv ,
also auch in T enthalten. Folglich ist

x- 1 Tn = T.

Nun haben wir aber angenommen, dass Qv ein commutativer

Normaltheiler von Pv iiber der Einheit von moglichst niedrigem
Grade sei; ferner waren Q v und Qv von einander verschieden.

Also kann T nur die Einheitsgruppe selbst sein, w. z. b. w.

2) Um die Gruppe E zu bilden, konnen wir so verfahren,

dass wir die Elemente von Qv, QI-, Q? ... in beliebiger Reihenfolge
und Wiederholung so lange mit einander componiren ,

als nocli

neue Elemente entstehen. Denn alle so gebildeten Zusammen-

setzungen bilden eine Gruppe (7, die in R enthalten ist, weil R
die einzelnen Elemente von Qv, Q v , Q&quot;

. . . enthalt. Andererseits

sind auch die Gruppen Qv , Qv, Q&quot;,
... in C enthalten, und folg-

lich ist R in C enthalten und C ist mit R identisch.

Um also endlich zu beweisen, dass R eine commutative

Gruppe ist, bleibt uns nur zu zeigen, dass, wenn a, /3 irgend

zwei Elemente aus Qv , Q Y , Q v . . . sind, die Vertauschbarkeit

(10) a/3 = ft
a

besteht.

Wenn nun a, /? beide in dieselbe Gruppe Q v gehoren, so

ist (10) Folge unserer Annahme, dass Qv commutativ sei; und

ebenso ist es, wenn beide in einer der anderen Gruppen Q v , Q&quot;.
. . .

vorkommen.
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Sind aber a und /3
in zwei verschiedenen Gruppen, etwa in

Qv und Q v enthalten, so schliessen wir so: Weil /5 in Pv ent-

halten und Qv ein Normaltheiler von Pv ist, so ist auch

(11) ft~
l

ft
=

in Q v enthalten. Daraus folgt:

(12) /Sw a- 1 = K^a-i ==
/3 ,

und weil in Pv enthalten und Q v ein Normaltheiler von Pv

ist, so ist auch in
(?&amp;gt;

enthalten. Aus (12) aber folgt

oc a- 1 = /S-i/3 =r
tf,

und demnach ist das Element 6 sowohl in Qv als in Qv ent

halten. Es kann also nach dem, was unter 1) bewiesen ist, nur

das Einheitselement sein, d. h. es ist

und demnach folgt aus (11), dass a/3 = /?a sein muss, wie be

wiesen werden sollte.



Zweiter Abschnitt.

AbeTsche Gruppen.

9.

Darstellung Abel scher Gruppen durch eine Basis.

Wir haben schon in . 1 solclie Gruppen, in denen bei

der Composition das commutative Gesetz gilt, commutative oder

Abel sche Gruppen genannt. Bei diesen Gruppen, die in den

Anwendungen von besonderer Wichtigkeit sind, herrschen viel

einfachere Gesetze
,

als in den allgemeinen Gruppen ,
wie wir

jetzt sehen werden. Es gelten fur die Zusammensetzung der

Elemente in diesen Gruppen dieselben Regeln, wie bei der Multi

plication von Zahlen, und wir nennen demnach die Composita
von Elementen einer solchen Gruppe, wie bei der Multiplication,

Producte und Potenzen.

Auch bier beschranken wir uns auf die Betrachtung end-

licher Gruppen.
Aus der Definition der Abel schen Gruppen folgt, dass das

commutative Gesetz aucb bei der Composition der Theile einer

solchen Gruppe gilt (. 4). Jeder Tbeiler einer Abel schen

Gruppe ist selbst eine Abel sche Gruppe, und ist zugleich Normal-

theiler, so dass wir bei diesen Gruppen den Zusatz ,,Normal&quot;

weglassen konnen.

Eine Gruppe, die nur aus den Wiederholungen ernes Ele-

mentes besteht, wie

1, A, A* . . . Aa~\
haben wir schon friiher (Bd. I, . 148) eine cyklische Gruppe
genannt, und wir behalten diese Bezeichnung hier bei. Wenn a

die kleinste positive Zahl ist, fur die Aa = 1 ist, also a der

Grad der Gruppe, so heisst a auch der Grad des Elementes A.

Ist m irgend ein Exponent, fur den Am = I ist, so ist m ein
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Vielfaches von a. Das Element 1 hat den Grad 1. Alle cykli-

schen Gruppen sind commutativ.

Es gilt nun fur jede Abel sche Gruppe S der Fundamental -

satz, dass sich immer ein System von Elementen A, I?, C . . . von

den Graden a, ft, c ... so auswahlen lasst, dass sich in der Form

= A*BtC&quot; . . .

jedes Element von S, und jedes nur einmal, darstellen lasst,

wenn a ein voiles Restsystem nach dem Modul a, /3
ein voiles

Restsystem nach dem Modul 6, y ein voiles Restsystem nach

dem Modul c etc. durchlauft.

Ein System von Elementen, das zu einer solchen Darstellung

geeignet ist, heisst eine Basis der Gruppe, und wir konnen

den zu beweisenden Satz demnach so aussprechen:

I. Jede Abel sche Gruppe lasst sich durch eine

Basis darstellen.

Der Beweis des Satzes griindet sich auf folgende Reihe von

Schliissen :

1. Ist n der Grad der Gruppe 5, sind AI, A.2 . . . An

ihre Elemente und a1? a.2 . . . deren Grade;
durchlaufen ferner l5 2 . . . an voile Restsysteme
nach den Moduln ax ,

a2 . . . &, so wird in der

Form
n\ fti - A a

^ A a* A an
\1) H9 J\ AX ... J n

jedes Element von S und jedes gleich oft dar-

gestellt.

Dass man jedes Element in der Form (1) iiberhaupt erhalt,

sieht man unmittelbar; denn man erhalt z. B. A^ wenn man

otj
= 1, a,.? = . . . n = setzt.

Es ist noch zu beweisen, dass man jedes Element gleich

oft erhalt.

Wenn aber

(2) l = AAk ... A^
eine Darstellung des Elementes 1 ist, so andert sich nicht,

wenn man a^ 2 . . . an in (1) durch oti-\-hi, 2 -f-A2 ... an -{-hn

ersetzt. Es wird also jedes Element durch (1) mindestens so

oft dargestellt, als das Element 1 durch (2).

Geben andererseits die beiden Exponentenreihen 1? 2 . . . ccn

und i, 2 . . . an zwei Darstellungen des Elementes @, so hat man
Weber, Algebra. II. 3
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(3) 1 =A^A^- U*
. . .A**-&quot;*,

also eine Darstellung des Elementes 1. Also konnen wir nach

(2) setzen:

Es kann folglich auch nicht mehr verschiedene Darstellungen
des Elementes & geben, als die Anzahl der Darstellungeir des

Elementes 1 betragt. Wir bezeichnen die Anzahl dieser Dar

stellungen mit h. Irn Ganzen ist aber die Anzahl der verschie-

denen moglichen Bestimmungen der a in (1) gleich dem Pro-

ducte % a.2 . . . an ,
und da n die Anzahl der Elemente von S ist,

so folgt

(4) nil = o^a . . . a.

Aus der Formel (4) ergiebt sich der Satz:

2. Wenn r eine im Grade n der Gruppe aufgehende
Primzahl ist, so giebt es in S ein Element vom
Grade r.

Denn aus (4) sieht man zunachst, dass einer der Grade
al7 a2 ,

. . . an durch r theilbar ist. Ist also etwa
j
= rk, so

ist A\ ein Element vom Grade r.

3. Sind A, B . . . irgend welche Elemente in S von
den Graden a, b . . ., so ist auch AB . . . ein Ele
ment in S, und der Grad dieses Productes ist

ein Theiler des kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen m von a, b . . .

Denn es ist

(AB . .
.)
m = Am Bm

. . . = 1,

und folglich m ein Vielfaches des Grades von AB . . .

4. Ist der Grad n der Gruppe S in zwei Factoren
n = ab zerlegt, so dass a und b relativ prim
sind, so giebt es in S genau a Elemente A, deren
Grad ein Theiler von a ist, und b Elemente B,
deren Grad ein Theiler von b ist, und in der
Form

(5) & = AB
sind sammtliche Elemente von S und jedes nur
einmal enthalten.

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, stellen wir

folgende Ueberlegung an. Der Inbegriff 21 der Elemente A, deren
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Grad em Theiler von a ist, ist eine in S enthaltene Gruppe;
denn sind J., A zwei solche Elemente, so ist nach 3. der Grad

von A A ein Theiler von a, und A A ist also auch in 21 ent-

halten.

Ebenso ist der Inbegrift $ der Elemente B, deren Grad ein

Theiler von b ist, eine Gruppe. Das Element 1 kommt sowohl

in 21 als in 53 vor, sonst enthalten beide kein gemeinschaftliches

Element.

Der Grad a von 21 ist relativ prim zu b. Denn ist r eine

in a aufgehende Primzahl, so giebt es nach 2. in 21 ein Element

vom Grade r. Da aber der Grad jedes Elementes von 21 ein

Theiler von a ist, so ist auch r ein Theiler von a und nicht

von b.

Ebenso beweist man, dass der Grad b von 23 relativ prim
zu a ist.

Nun bestimme man (nach Bd. I, . 118) zwei ganze Zahlen

x und 7/, so dass

(6) a x + b y = I

ist, und nehme irgend ein Element von S. Dann ist

(7)
= @*@ y,

und nun ist, da (@^)
a = 1 ist,

^ in 21 und aus clem gleichen

Grunde ax in 23 enthalten. Also folgt aus (7):

(8) = AB.
Demnach ist jedes Element in der Form AS enthalten.

Eine solche Darstellung ist aber auch nur auf eine Art moglich.

Denn sind A
,
B zwei Elemente aus 21 und 23, und ist

AB = AB
,

so folgt, wenn man in die Potenz b y = 1 a x erhebt, A A
und folglich auch S = B . Die Anzahl der verschiedenen Pro-

ducte der Eorm AB ist aber = a &
,
und daher hat man

n = a b = a V,

und da a relativ prim zu V und b relativ prim zu a ist:

a = a, b = b.

Damit ist der Satz 4. in alien seinen Theilen bewiesen.

Wenn nun die beiden Gruppen 21, 23 durch Basen dargestellt

sind, so folgt aus der Formel (8), dass auch S dur-ch eine Basis

dargestellt ist, und die Basis von S enthalt die Elemente der

Basen von 21 und 23 und keine anderen.

3*
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Wenn a und b welter in Factoren zerlegbar sind, die zu

einander relativ prim sind, so konnen wir mit den Gruppen 91

und 33 wieder ebenso verfahren, und wir kommen also zu dem

Resultate, dass unser Theorem I. allgemein bewiesen ist, wenn

wir es noch fur Gruppen nachweisen konnen, deren Grad eine

Potenz einer Primzahl ist.

Es sei also jetzt der Grad n der Gruppe S eine Potenz

einer Primzahl p
(9) n = p*.

Die Grade aller Elemente von $, die ja Divisoren von n

sind, miissen dann gleichfalls Potenzen von p sein. Es ist

nachzuweisen
,
dass eine solche Gruppe durch eine Basis dar-

stellbar ist.

Man wahle in S ein Element A von moglichst hohem

Grade a. Dann ist a eine Potenz von p und die Grade aller

anderen Elemente sind Theiler von a, so dass fur jedes Ele

ment von S

(10)
a = I

ist. Die Elemente

(11) 1, A, A* . . . A&quot;-*

sind alle von einander verschieden, und ihre Gesammtheit ist ein

Theiler von S. Ist damit die Gruppe S erschopft, ist also jedes

Element von der Form Aa
,

so ist S durch eine eingliedrige

Basis dargestellt. Wenn aber S mit (11) noch nicht erschopft

ist, so wird es doch fur jedes Element von S einen gewissen

Exponenten h geben, so dass h in der Reihe (11) enthalten ist.

Gewiss wird das eintreten, wenn h der Grad von (9, also h = I

ist. Unter diesen Zahlen h wird eine die kleinste positive sein,

die wir mit b bezeichnen wollen. Es giebt also fur jedes Ele

ment @ eine gewisse kleinste positive Zahl b, so dass

(12)
b = A*

in der Reihe (11) enthalten ist.

Diese Zahl b ist ein Theiler von a, also auch eine Potenz

von p und zugleich ein Theiler von L Demi setzen wir

a = qb -\- b
,
wo &amp;lt;^ I &amp;lt; b ist, so folgt aus (10) und (12)

&a __ AlqQV = 1
?

oder & = A~ lcL
,
und wenn also b nicht Null ist, so giebt es

gegen die Voraussetzung eine noch kleinere Zahl als b, nam-

lich /, die der Forderung (12) geniigt.
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Aus (12) folgt ferner
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/a

also muss A a : b ein Vielfaches von a und folglich A ein Viel-

faches von b sein. Wenn wir daher
/

(13) B = A~^

setzen, so ist B b =
1, und zugleich 1st S l die niedrigste Potenz

von B, die einer Potenz von A gleich wird, well, wenn B 1 eine

Potenz von A ist, dasselbe nach (13) auch von b
gilt. Wir

nehmen das Element so gewahlt an, dass b so gross als mog-
lich wird. Dann ist auch fur jedes andere Element

l aus S
immer 0* eine Potenz von A, deren Exponent durch b theilbar ist.

1st nun
a = 0, 1, 2 ... a 1

ft
= 0, 1, 2 ... & 1,

so sind die Elemente

(14) .4&quot; #.*

in der Anzahl ab alle von einander verschieden. Sie hilden

einen in S enthaltenen Theiler S
,
der durch die Basis A, B

dargestellt ist. Ist S r mit S identisch, so sind wir am Ziele.

Ist aber S durch (14) noch nicht erschopft, so fahren wir

in derselben Weise fort.

Wir wollen durch Anwendung der vollstandigen Induction

gleich allgemein schliessen.

Es sei ein Theiler Sv i von S ermittelt, der durch eine

Basis in der Form dargestellt ist

(15) S,_l
= J?A?...A^,

von dem wir folgende Voraussetzungen machen:

1) Die Grade von A l ^
A.2 . . . A v i seien a

t , 2 . . . av i,

und es sei

2) Fiir jedes in S enthaltene Element & sei

(16) 6&amp;gt;

(T*-i == ^ A^ ... ^1-2,

d. h. in $v 2 enthalten, und die Exponenten Aj, A2 . . . A,_ 2 seien

durch a v i theilbar.

Die oben abgeleitete Gruppe S geniigt diesen Forderungen,
wenn v = 3 und ar_i = 6 gesetzt wird, und es ist nun zu zeigen,
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wie man, wenn Sv -i noch nicht die ganze Gruppe S erschopft,

daraus eine eben solche umfassendere Gruppe S v ableiten kann.

Fiir jedes Element von S wird es einen gewissen niedrig-

sten positiven Exponenten a v geben, fur den &a
v in Sv i ent

halten ist, und dies a v ist wegen (16) gleich oder kleiner als a v_i,

und ist ausserdem eine Potenz von _p, da es ein Theiler des

Grades von sein muss. Wir wahlen @ so, dass der Exponent
av so gross als moglich wird. Ist @x ein beliebiges anderes Ele

ment in $, und &\ die niedrigste Potenz von x ,
die in St-i

enthalten ist, so ist auch h eine Potenz von p und gleich oder

kleiner als ,. Es ist daher &^v in Sv -. l enthalten.

Setzen wir aber

so sind die sammtlichen Exponenten K durch a v theilbar. Denn
es ist

7 a
.

, a l

und nach der Voraussetzung 2) miissen die Exponenten von

AI, A2 . . . Avi auf der rechten Seite dieser Formel durch a v i

theilbare ganze Zahlen sein. Folglich sind A
t ,

A2 . . . A v_ x durch

av theilbar. Wir konnen also, indem wir zu dem oben be-

trachteten speciellen zuriickkehren und unter /^. Ji2 . . . ^,._ 1

ganze Zahlen verstehen,

setzen, und wenn wir dann

A v = &A~ 1li A-** . . . A *&quot;-*

annehmen, so ist

(18) A a

; = i

die niedrigste Potenz von Av ,
die in /Sv-j enthalten ist (weil

sonst auch noch eine niedrigere Potenz von in /S,_i ent

halten ware).

Dann ist

(19) ^ A? . . .

&amp;lt;&quot;,
* = 0, 1, 2 . . . a*

- 1

nur = 1, wenn !, 2 . . . u v durch a1? a2 . . . a, theilbar und

folglich = sind, und demnach sind die in (19) dargestellten

Elemente alle von einander verschieden. Diese Elemente bilden

aber eine Gruppe Sv mit der Basis J. L ,
A.2 . . . Av ,

die der For-

derung 1) geniigt.
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Zugleich ist, wie die Formel (17) zeigt, wenn l ein be-

liebiges Element in S ist,
&quot; v in Sv-i enthalten. und die Expo-

nenten A1? L2 . . . A v_i sind durch a v theilbar. Es ist daher auch

die Forderung 2) befriedigt.

Damit ist also unser Satz I. bewiesen. Zugleich sehen wir

aus dieser Ableitung, dass man fiir eine beliebige Abel sche

Gruppe S die Elemente der Basis immer so annehmen
kann, dass ihre Grade Primzahlpotenzen sind.

Aus der Darstellbarkeit durch eine Basis folgt auch, dass

jede Abel sche Gruppe metacyklisch ist; denn sind die Elemente

einer solchen Gruppe S in der Form dargestellt:

A - A&quot;
1

A&quot;
z

A&quot;*

-^-1^-2 -*&amp;gt;

und ist p eine im Grade ^ von A aufgehende Primzahl, so

bilden die Elemente
A A aiP A a* A a

vA - ^1 ^2 A
v

wenn a^ ein voiles Restsystem nach dem Modul % : p durch-

lauft, einen Theiler S von S vom Index jp, der durch die Basis

A^ A2 . . . Av darstellbar ist. Von S kann man wieder auf die

gleiche Weise einen Theiler von Primzahlindex finden u. s. f.

Also ist S metacyklisch (. 8).

10-

Die Invarianten der Abel schen Gruppen.

Der Beweis, den wir im vorigen Paragraphen fiir die Mog-
lichkeit der Darstellung einer Abel schen Gruppe durch eine

Basis mitgetheilt haben, enthalt zugleich einen Weg, eine solche

Basis zu finden, und zwar eine. bei der die Grade der Basis-

elemente Primzahlpotenzen sind. Gleichwohl kann es vorkommen,
dass eine und dieselbe Gruppe auf verschiedene Arten durch

Basen dargestellt werden kann.

Betrachten wir z. B. zwei Elemente A, B, deren Grade a, I

relativ prim sind, so wircl durch diese als Elemente einer zwei-

gliedrigen Basis eine Gruppe

m A& == 0, 1, 2...a-l
|8==0, I, 2 . ..6-1

dargestellt. Dieselbe Gruppe kann aber auch durch die- ein-

gliedrige Basis AB dargestellt werden in der Form

(2) (AB)S s = 0, 1, 2 . . . ab 1.
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Denn sind a und ft beliebig gegeben, so kann man s nach

dem Modul ab so bestimmen, dass

s = a (mod a), s =
ft (mod &),

wodurch (2) mit (1) identisch wird. Trotzdem ist in gewissem
Sinne die Constitution der Basis durch die Natur der Gruppen
vollig bestimmt, nach dem folgenden Satze:

II. Sind
^AI-, -4-2 &quot;*

mit den Graden

!, # 2 a v

und
J5i, B.&amp;gt; . . . B^

mit den Graden

&u &.2 . . . &u

zwei Basen einer Abel schen Gruppe S vom
Grade w, ist p eine in n aufgehende Prim-
zahl und

(1) !
= pi a[, a2

=
p.2 &amp;lt;*2,

. . . v = j5 v ;,

(2) 6j ==
^&amp;gt;; W, 52

= p2 bi, -
fy* ^,u 6.u,

w o r i n pi, p% PV, pi , ^2 pj* die h 6 c h s t e n P o -

tenzen von j) sind, die in %, a2 . . . a v ,
& x ,

&2 ^
aufgehen, so kommen alle Primzahlpotenzen
J&amp;gt;i,^2--Pv? ^i e grosser als 1 sind, auch unter
d e n p[ , p2 . . . p[L v o r , und um g e k e h r t.

Urn diesen Satz zu beweisen, nehmen wir die Elemente der

beiden Basen A und B so geordnet an, dass

/3)
Pi ^ .P2 ^ - ^ Pv

Pl ^ |&amp;gt;2 ^ ^ JP,.

Die in (1) und (2) vorkommenden ganzen Zahlen ai, aj . . . ai,

&i, &2 .
Vfi

sind nach ihrer Definition durch p nicht theilbar,

und wenn wir also mit m das kleinste gemeinschaftliche Viel-

fache von ai, a 2 . . . a v bezeichnen, so ist auch m nicht durch p
theilbar. Ist aber

(4) = A?A? . . . A^
ein beliebiges Element von S, so folgt, dass

Pim = 1

sein muss.
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Setzt man hierin B1 ,
B.2 . . . -Z?u fiir 6), so folgt, dass pL m

durch jede der Zahlen &15 &2 . . . ftu theilbar ist. Es 1st also p1

theilbar durch p[ und m durch das kleinste gemeinschaftliche

Vielfache von &i, b2 . . . &L. In diesem Schlusse kbnnen wir nun

durchweg A mit B vertauschen. Es muss also auch p{ durch p
theilbar sein, und daher

(5) Pi = pl,

und ausserdem ergiebt sich, dass m auch das kleinste gemein
schaftliche Vielfache von b[, b% . . . &u ist.

Um daraus unseren Satz allgemein zu beweisen, nehmen

wir an, es sei fiir irgend ein s bewiesen, dass

(6) pi = p[, p* = pz, . . . ps-i = ps-i

sein miisse. Nach (4) ist fiir jedes Element &:

__ ^ ^ ^ _

worin m wie oben das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von

i, 2 o- v und zugleich von 6i, &i . . . 6Jt ,
also durch _p nicht

theilbar ist.

Wir bestimmen nun die Anzahl der in der Form (7) ent-

haltenen von einander verschiedenen Elemente.

Lassen wir a, die Reihe der Zahlen 0, 1, 2 1

PS

durchlaufen, so sind die Elemente

(8) 1,
S-- 1)**1 &quot;

alle von einander verschieden, wahrend Af*
&quot;

wieder = 1

wird, so dass sich alle anderen Potenzen Ai lPs in der Reihe (8)

wiederfinden. Ebenso schliessen wir in Bezug auf die iibrigen

Factoren von (7), woraus man die genaue Anzahl der von ein

ander verschiedenen in p*
w

enthaltenen Elemente

(9) z = 2 ^ . -
J?J~ 1

&quot;

ps ps ps

findet

Von den beiden Zahlen ps , ps wird, wenn sie nicht gleich

sind, eine die grossere sein. Wir wollen also aDnehmen, es sei

(10) ps ^ ps.

Nun driicken wir durch die Basis B aus, und setzen

(11)
s = B[

l s



42 Zweiter Abschnitt. . 10.

und wir zahlen nun wieder ab, wie viel verschiedene Elemente
in dieser Form enthalten sincl. Die beiden Werthe fiir z miissen

dann iibereinstimmen.

Zahlen wir, wie oben in (7), die Anzahl der verschiedenen

in der Form

enthaltenen Elemente, so ergiebt sich auch hierfiir nach der An-

nahme (6) der Werth #. Es kann daber in der Form

(13) B?8P8
&amp;lt;&quot;

m . . B^Pa*
nur das einzige Element 1 entbalten sein, woraus zu schliessen

ist, dass ps durcb ps theilbar sein muss. Das ist aber mit (10)

nur unter der Voraussetzung vereinbar, dass

(14) ps = ps ist.

Hiermit ist unser Theorem II. bewiesen.

Die in den Gradzahlen einer Basis von S enthaltenen Prim-

zahlpotenzen sind also von der besonderen Wahl der Basis gauz

unabhangig und wir nennen sie daher die Invarianten der

Gruppe. Das Product aller Invarianten ist gleich dem Grade n

der Gruppe.
Nach . 9 konnen wir fiir S eine Basis bestimmen, bei der

die Grade der Elemente lauter Primzahlpotenzen sind. Nach

dem Theorem II. sind diese Grade die Invarianten der Gruppe
und sind also durch die Gruppe vollstandig bestimmt.

Dass die Invarianten auch die Natur der Gruppe vollstandig

bestimmen, ergiebt sich aus dem Satze:

III. Zwei Gruppen mit denselben Invarianten sind

isomorph, und isomorphe Gruppen haben die-

selben Invarianten.

Wenn namlich zwei Gruppen S und S der Anzahl und dem
Grade nach ubereinstimrnende Basiselemente haben, wenn etwa

= A? A? . . . A&quot;

v

die Elemente von S sind, und

die Elemente von $
,
wo die %, 2 . . . u v in beiden Fallen Rest-

systeme nach den Moduln al5 2 . . . durchlaufen, so brauchen

wir nur & und & dann einander entsprechen zu lassen, wenn
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die Exponenten in beiden dieselben sind; dann sind beide

Gruppen isomorph auf einander bezogen.

Haben also zwei Gruppen dieselben Invarianten, so konnen

wir diese Invarianten in beiden Gruppen zu Graden der Basis-

elemente machen, und erhalten dann diesen Fall.

Wenn umgekehrt zwei Gruppen isomorph sind, so bilden

die den Basiselementen der einen Gruppe entsprechenden Ele-

mente der anderen eine Basis der letzteren, und also miissen

auch die Invarianten in beiden dieselben sein *.

. 11.

Gruppe ncli a raktere.

Es ist ein Hauptproblem in der Theorie der Abel schen

Gruppen, alle Theiler einer Abel schen Gruppe zu finden. Die

Losung dieser Aufgabe wird wesentlich erleichtert durch die

Einfuhrung des Begriffes der Gruppencharaktere, der auch sonst

in mancher Beziehung von Wichtigkeit ist.

Es sei S eine Abel sche Gruppe nieu
Grades, deren Ele-

mente durch A bezeichnet werden sollen, und es seien

(1) A,,A2 ...AV

die Elemente einer Basis von S von den Graden ax ,
a.2 . . . a,..

Jedes Element A ist also, und zwar nur auf eine Weise. in

der Form

(2) A = A?A... A?

*) Ueber die Theorie der Abel schen Gruppen ist zu vergleichen:

Gauss, Demonstration de quelques theoremes concernant les

periodes des classes des formes binaires du second degre. Werke.
Bd. II, S. 266.

Sobering, Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren
aritbmetiscben Formen, Gottinger Abhandlungen, Bd. 14.

Frobenius und Stickelberger, Ueber Gruppen vertausch-

barer Elemente. Crelle s Journal, Bd. 86, S. 217.

Weber, ,,Tbeorie der Abel schen Zahlkorper&quot;. Acta mathe-

matica, Bd. 8 u. 9.

Der Begriff der Invarianten ist zuerst emgefiihrt in der Abhandhmg
von Frobenius und Stickelberger, aber etwas anders definirt als

hier. Dieser alteren Definition, die sich bei der Anwendung auf die Kreis-

theilungszahlen minder zweckmassig erweist, ist der Verfasser in der

citirten Abhandlung in den Acta mathematica gefolgt.
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darstellbar, so dass

(3) &amp;lt;J Wj &amp;lt;C a 1? &amp;lt;: w2 &amp;lt; a2 ,
. . . &amp;lt;:

&amp;lt;; av .

Die Exponenten cjj, a2 . . . av oder irgend welche ihnen nach
den Moduln a x ,

a2 . . . a v congruente Zahlen heissen die Indices
des Elementes A, und es gilt der Satz:

1. Man erhalt die Indices eines Compositums AA,
wenn man die entsprechenden Indices der beiden
Factoren addirt.

Wenn wir jedem Elemente A irgendwie einen Zahlen-
werth zuordnen, so konnen wir diese Zuordnung eine Function
von A nennen. Eine solche Function % (A) soil nun ein

Gruppencharakter genannt werden, wenn sie fur je zwei Ele
mente A, A von S der Bedingung geniigt:

(4) x(AA )
== X (A) X (A ),

und folglich auch der allgemeineren

l(AA A&quot; ...) = X (A) Z (A ) X (A&quot;)...

Zwei solche Functionen % und ^i werden als verschieden

angesehen, wenn es wenigstens ein Element A giebt, wofiir i (A)
von fa(A) verschieden ist. Diese Charaktere wollen wir nun
naher bestimmen.

Setzen wir A = 1, so ergiebt sich aus (4):

und wenn wir ein fiir allemal den Fall ausschliessen, dass alle

I (A) = sind :

(6) %(!)-!,
also der erste Satz:

2. Jeder Charakter hat fiir das Einheitselement den
Werth 1.

Setzen wir ferner A = A, so lolgt aus (4):

t(Af) ==
[Z (A)]&amp;gt;,

und claraus durch vollstiindige Induction fiir jeden Exponenten h:

Bezeichnen wir also mit a den Grad des Elementes A, so

folgt, wenn man in (7) h = a setzt und (6) benutzt:

(8)

also:
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3. Die Werthe eines Charakters %(A) sind Einheits-

wurzeln, deren Grad ein Theiler des Grades
von A ist.

Danach konnen wir leicht alle Charaktere bestimmen. Setzen

wir namlich

(9) 2 (A) = i, Z(4s) ==
&amp;gt;t

-
Z(^&amp;gt;-)

*= a*-,

so ist

(10) wi
l = 1, to? = 1, . . . o?

1 = 1,

und es ist nach (2) und (4)

(11) z(A) = e&amp;gt;?a&amp;gt;

a
z *. .. erf

1

.

Umgekehrt ist, wenn o^, w2 . . . o v irgend eine Losung der

Gleichungen (10) bedeutet, durch (11) eine Function von A be-

stimmt, die nach 1. der Bedingung (4) geniigt und also ein

Charakter der Gruppe ist.

Jede der Gleichungen (10) hat at ,
a2 . . . av Wurzeln, und

wenn wir jede mit jeder combiniren, so ergeben sich

ax a2 - = n

Combinationen. Alle diese Combinationen fiihren zu verschie-

denen Charakteren %(A). Denn bezeichnen wir mit i,
a)2 . . . & v

eine zweite Combination von Wurzeln der Gleichung (10), und

ist fur alle Elemente A
a-, o a,. t^i a9 a..

fQ?G&amp;gt;? . . . O,
1 = 0?! 0)2

2
. . . G5 V ,

so folgt, wenn man Wj = 1
, 2

= . . . a v = setzt, o^ = i

und ebenso 03.2
= 092 . . . co v = a r. Daraus folgt der Satz:

4. Es giebt n und nicht mehr verschiedene Charak
tere einer Abel schen Gruppe nien Grades, die

alle durch die Formel (11) dargestellt sind.

Wenn wir unter j, .
2 . . . v ein System primitiver Wur

zeln der Gleichungen (10) verstehen, so konnen wir

(12) co, = *
co, = e^ ...,== *{

setzen, und konnen die &, /32
. . . /3 V ebenso wie die 15 o^ . . . v

je einem vollen Restsysteme nach den Moduln ax ,
a.2 . . . v ent-

nehmen. Dann bekommen wir die sammtlichen n Gruppen-
charaktere bei feststehenden s^ .,... f v in der Form

(13)
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Unter diesen Charakteren kommt auch der vor, den man
erhalt, wenn man ft 0, ft = . . .

/3, setzt, der fur alle

Elemente A den Werth 1 hat. Diesen wollen wir den Einheits-
charakter nennen.

Die w Charaktere von S konnen nun selbst wieder zu einer

Abel schen Gruppe vereinigt werden, und zwar zu einer mit S
isomorphen Gruppe.

Nach (13) ist namlich jeder der n Charaktere durch ein

nach dem Modulsysteme a
x ,

a.2 . . . av genommenes Zahlensystein

^n ft fiv bestimmt, und dies Zahlensystem der
/3 ist zugleich

das System der Indices eines bestimmten Elementes IB von $,

namlich von

(14) S = A{
l ^f ... A?/,

so dass jedem Elemente 23 von S ein bestimmter Charakter

entspricht. den wir mit XB (A) oder, indem wir A weglassen, mit
XB bezeichnen. Diese Zuordnung der Charaktere 1 zu den Ele-

menten S wird sich aber andern, wenn eine andere Basis zu

Grunde gelegt wird, oder wenn die Einheitswurzeln x , 2 . . . EV

anders angenoinmen werden.

Ist B ein zweites Element von S mit den Indices /3^, $% . . . /?, ,

so erhalten wir in gleicher Weise den Charakter XB
&amp;gt;,

und wenn
wir nun unter IBB , den Charakter verstehen, der fiir jedes A
durch die Formel

(15) XBB (A) =
bestimmt ist, so sind die Charaktere % hierdurch zu einer mit S
isomorphen Gruppe verbunden. Das Einheitselement in dieser

Charakterengruppe ist der Einheitseharakter.

Es lasst sich hiernach auch die Gruppe der Charaktere

durch eine Basis darstellen, die man erhalt, wenn man

(16) X, (A) = e
a
,\ X2 (A) = & . . . XV (A) = &

setzt. Dann ist jeder Charakter in der Form enthalten:

(17) XB = X^Xfr ...
$&quot;,

und es ist, wenn jg, B f

zwei Elemente in S sind:

(lo) XB XB &amp;gt;
= XBB/.

Sind 3f
1 ,

X2 irgend zwei der Charaktere und ^ X2 der aus

beiden zusammengesetzte, so ist nach (15) fiir jedes Element A
(19)
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Wir wollen das gewonnene Resultat noch als Satz aus-

sprechen :

5. Die Charaktere einer Gruppe S konnen zu einer

mit S isomorphen Gruppe verbunden werden.

Es sei noch der Satz erwahnt, der sich aus der Definition

vou 1E durch die Formel (13) unmittelbar ergiebt:

(20) ZB (.4)==*A (J0).

Endlicb gilt auch noch der folgende Satz:

6. Durchlauft A alle Elemente der Gruppe $, so ist

fur einen feststehenden Charakter :

(21) %(A) = n oder == 0,

je nachdem % der Einheitscharakter ist oder
nicht. Ebenso ist, wenn das Element A fest-

gehalten wird und % die Reihe der Charaktere
durchlauft:

(22) 2Z(^) = n oder =
&amp;gt;

je nachdem A das Einheitselement ist oder
nicht.

Fur den Fall, dass % oder A die Einheitselemente ihrer

Gruppen sind, sind die Formeln (21) und (22) evident, da dann

jedes der n Glieder der Summe den Werth 1 hat. Ist aber ^

nicht der Einheitscharakter, so giebt es ein Element B in S, so

dass %(B) nicht = 1 ist. Setzen wir dann

so folgt durch Multiplication mit ^ (S) :

Da aber AB zugleich mit A die ganze Gruppe S durch-
A

lauft
,

so ist auch v
^ (A B) = (5

,
also 6 [1 i (B)] = oder

a = 0, w. z. b. w.

Ebenso beweist man die Formel (22), die iibrigens auch

nach (20) unmittelbar aus (21) folgt.
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. 12.

Divisoren einer Abel schen Gruppe.
Reciproke Gruppen.

Ein Theiler T einer Abel schen Gruppe S ist, wie schon

oben bemerkt, immer ein Normaltheiler, und daher giebt es nach

. 4 eine zu T complementare Gruppe

S/T,

deren Elemente die Nebengruppen von T sind, namlich

(1) J, TA ,
TA&quot;

worin A
,

A&quot; . . . gewisse Elemente aus S bedeuten. Die Anzahl

der Elemente (1), also der Grad der Gruppe S/T ist, wenn t

der Grad von T ist, gleich dem Index des Theilers T von $,

also gleich n

J =j
Diese Gruppe S/T ist aber selbst wieder eine Abel sche;

denn es ist

TA TA&quot; = TA
A&quot;,

TA! TA = TA&quot;A
,

also beides einander gleich.

Es sind nun die Charaktere der Gruppe S/T zu bestimmen.

Wir bezeichnen die Elemente dieser Gruppe mit

(2) T, T,, T,... r,_ l5

und einen ihrer Charaktere mit (T;).

Aus dieser Function (T) konnen wir nun eine Function %(A)
der Elemente von S ableiten, indem wir

(3) | (4) = 1(21)

setzen, wenn At irgend ein in der Nebengruppe Tt vorkommendes

Element ist. Fur die Elemente der Gruppe T selbst ist dann

6(4) = i-

Diese Function (J.;) ist a^er unter den Charakteren von S-

enthalten. Denn wenn AI in 2i und A* in Tk vorkommt, so

kommt AiAk in 7i Tk vor, und folglich ist

(4) | (A&amp;lt;) | (A*) = | (TO I (2i) - I (T, Tk)
= | (^ A).

Dies aber ist nach . 11, (4) die Definition fur einen Charakter

von S.
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Wenn umgekehrt einer der Charaktere % = | der Gruppe S
fur alle Elemente der Gruppe T denselben Werth hat, so kann

dies nur der Werth 1 sein, da in T sicher das Einheitselement

von S vorkommt (. 11, 2.).
Wenn dann At irgend em Element

aus Ti ist, und A die gauze Gruppe T durchlauft, so durchlauft

A Ai die Nebengruppe T. Es ist dann aber (A) = I und

folglich

d. h. | (A) hat fur alle Elemente einer Xebengruppe Tt einen

und denselben Werth, und %(A) kann also als Function von T{

aufgefasst und mit (T;) bezeichnet werden.

Da nun, wenn A t in T
t
und A 1: in T/. vorkommt, A-

t Ai- in

lilt enthalten ist, so folgt

(6) (Ti)(Tt) = (Ti T1s),

d. h. |(Tf) ist unter den Charakteren der Gruppe S T ent

halten. Es giebt also genau j solche Charaktere 1(^4.), die da-

durch definirt sind, dass sie fiir jedes Element in T den Werth 1

haben. Diese j Charaktere bilden nach der Composition der

Charaktere eine Gruppe; denn ist ^(A) = 1, z(A) = 1, so ist

auch ^^(A) =1 [. 11, (18)]. Da die Functionen J nach (4)

auck als die Charaktere der Gruppe S/ T aufgefasst werden

konnen, so ist nach . 11, 5. die Gruppe der mit der Gruppe

SJ T isomorph.
Damit ist also der folgende Satz bewiesen:

7. Hat eine AbeTsche Gruppe S einen Theiler T
vom Grade t und vom Index j ,

so giebt es unter

den Charakteren von S genau j und nicht mehr,
die fiir alle Elemente von T den Werth 1 haben,
wiihrend fiir jedes nicht in T enthaltene Element
von S wenigstens einer von ihnen von 1 ver-

schieden ist. Diese Charaktere bilden eine mit

$/Tisomorphe Gruppe.
Wir wollen diese Charaktere zur Gruppe T gehorig

nennen.

Da jeder Charakter 7B einem bestimmten Elemente B von S

entspricht, so wircl auch, wenn HB die Gruppe der zu T ge-

horigen Charaktere durchlauft, B wegen der Formel . 11, (18)

eine Gruppe durchlaufen, die vom Grade,/ und mit der Gruppe
der mB und also auch mit der Gruppe S/ T isomorph ist. Diese

Weber, Algebra. II. 4
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Gruppe der B, die also auch ein Theiler von S ist, wollen wir

mit U bezeichnen und die zu T reciproke Gruppe nennen.

Auch hier ist aber zu bemerken, dass der Begriff der reciprokeii

Gruppe im Allgemeinen von der Wahl der Basis und der Ein-

heitswurzeln abhangt, also nicht zu den Gruppen S und T als

solchen gehort.

Die zu T reciproke Gruppe ist durcb folgenden Satz

charakterisirt :

8. Lasst man A die Elemente eines Theilers T von
S durchlaufen und sucht alle Elemente B von $,

die fiir jedes A der Bedingung

(7) *(A) = 1

geniigen, so durchlauft B die Elemente der zu T
reciprokeii Gruppe 7, deren Grad gleich dem
Index von T ist.

Nacli dem Satze . 11, (20) ist T die reciproke Gruppe
zu U, die Beziehung dieser beiden Gruppen also eine gegen-

seitige.

Von diesen reciprokeri Gruppen gilt noch der Satz:

9. Ist T ein Theiler von T, so ist umgekehrt die

reciproke Gruppe U von T ein Theiler der zu T
reciproken Gruppe V.

Denn jedes Element A von T ist zugleich in T enthalten,

und folglich ist, wenn B die Gruppe U durchlauft, %B (A )
= 1 .

Es muss also B in der Gruppe U vorkommen.

Wahlt man aus der Gesammtheit der Charaktere i eine

beliebige Anzahl x , |2 . . . u aus, gleichviel ob sie eine Gruppe
bilden oder nicht, so bilden alle Elemente J., die den

ft
Bedin-

gungen

(8) i(^)= 1, ^(A)=l,... n (A)=l
geniigen, eine Gruppe, well aus i(A) = 1, i(A )

= I folgt, dass

auch gi(AA )
= 1 ist. Wenn die | x , |2 . . . |, t keine Gruppen

sind, so folgen aus den Gleichungen (8) noch so viele weitere

JM + i (A) = 1 . . ., dass die J1? |2 zu einer Gruppe erganzt

werden.

10. Aus dem Theorem 7. folgt, dass man so alle mog-
lichen Theiler von S erhalten kann.
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Es ist vielleicht erwimseht, diese Satze an einem einfachen

Beispiele zu erlautern. Es sei der Grad der Gruppe S das Qua
drat einer Primzahl n = p-. Dann hat S entweder nur die eiue

Invariante p
2 und ist dann cyklisch:

a) S=1,A,A*... A&-\
oder es hat S zwei Invarianten, die beide gleich p sind; dann

besteht S aus den Elementen:

b) S = A&quot;
1

A&quot;*, !, 2
= 0. 1 . . . p 1 .

Im Falle a) erhalten wir die p 2 Charaktere

XB (A) = &,
wenn e eiue primitive Wurzel der Gleichung e = 1 ist. Xehmen

wir, um nach dem Satze 10. die Theiler von S zu bilden, einen

der Charaktere %B ,
in dem p nicht durch p theilbar ist, so wird

%B(A
U
)
nur dann = 1 sein konnen, wenn durch p 2 theilbar

oder also = ist, d. h. wir bekommen nur den aus dem Einheits-

elemente bestehenden Theiler von S. Nehmen wir aber ft
= p P

durch p, aber nicht durch p 2 theilbar an, so wird 1p^(A
a
) dann

und nur dann = 1, wenn = pa durch p theilbar ist. Wir
erhalten also den Theiler

T= 1 A
und der zu T reciproke Theiler U ist hier mit T identisch.

Im Falle b) miissen wir, um die Charaktere zu bilden, zwei

pie Einheitswurzeln s,\ t^ annehmen, und erhalten, wenn

B =AA
gesetzt ist,

Setzen wir zwei dieser Charaktere = 1, also

i Pi + 2 ft = 0, ! pi + a, fa
==

0,

so folgt, wenn die Determinants ft /3 2 p z p\ nicht durch p
theilbar ist, dass a

l
und 2 durch p theilbar sein miissen. Ist

aber die Determinante durch p theilbar, so ist die eiiie dieser

beiden Congruenzen eine Folge der anderen. Im ersten Falle

bekommen wir also eine Gruppe, die nur aus dem Einheits-

elemente besteht. Wir erhalten daher alle von 1 und S ver-

schiedenen Theiler 1^, wenn wir fiir ein feststehendes ft, /32

die
j, 2 auf alle moglichen Arten der Congruenz

(9) , ft, + 2 p,
~

(mod p)
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gemass bestimmen. 1st
t , a., eine Losung dieser Congruenz, in

der nicht beide Zahlen Null sind, so erhalten wir alle Losungen,
wenn wir in ha^ ha.2 den Factor h die Reihe der Zahlen

0, 1 . . . p 1 clurchlaufen lassen, und die Gruppe T wird also,

wenn a
x ,

r/.
2 ein festes, der Bedingung (9) geniigendes Werth-

paar ist,

(A?A?)\ fc = 0, 1, ...p 1.

Die reciproke Gruppe U erhalt man, wenn man alle Werthe
der

/3 suoht, die der Bedingung (9) geniigen, und man findet

also die Gruppe U in der Form

worin a1? w.
2 , ft, /32 jetzt vier feste, der Bedingung (9) geniigendo

Zahlen sind. Setzt man ft = 0, |32
== 1, x

= 1
, 2
= 0, so

erhalt man den besonderen Fall der beiden reciproken Gruppen

. 13.

Die Geschlechter in einer Abel schen Gruppe.

Ein Element einer AbeTschen Gruppe /S, das mit seinem

entgegengcsetzten identisch ist, (lessen zweite Potenz also gleich

dem Einheitselemente ist, wird ein zweiseitiges Element 1
)

genannt. Das Einheitselement gehort also immer zu den zwei-

seitigen.

Stellen wir die Elemente von S durch eine Basis A^A.2 ...A V

dar, deren Elemente die Grade an a2 . . . a v haben, so wird

(1) A = A? A? . . . A u
v

^

dann und nur dann ein zweiseitiges Element sein, wenn

(2) 2 a,
=

(mod c^), 2 w.
2
= (mod a.2 ), ... 2 = (mod a,).

Wenn nun unter den Invarianten der Gruppe /I mal eine

Potenz von 2 vorkommt, so konnen wir die Basis von S so ge-

ordnet annehmen, dass a^ a 2 . . . a/, gerade, a/. + 1 . . . a,, ungerade
Zahlen sind. Dann ergeben sich die Losungen von (2):

Vergl. Bd. I, S. 890, Amnerkung.
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*

&amp;lt;*i

= ---
, ;._! = o . . .

. = a

worin
)?,. rj.2 . . . ^/ gleich oiler gleich 1 sein kbnnen. und man

erhalt alle zweiseitigen Elemeiite in der Form

und ihre Anzahl 1st, da alle Conibinationen von und 1 fur die

Exponenteu q zuliissig sind, = 2 ;
.

1st x ein beliebiger Charakter von 5, so ist, wenn A ein

zweiseitiges Element ist, % (A) = 1, da

ist,

Ebenso nenneii wir einen zweiseitigen Charakter einen

solchen, der in der Gruppe der Charaktere ein zwr

eiseitiges Ele

ment ist. Da die Gruppe der Charaktere mit der Gruppe S

isomorph ist, so giebt es ebenso viele zweiseitige Charaktere als

zweiseitige Elemente, namlich 2 -. Sie werden nach . 11, (17)

dargestellt durch:

%~T~ %~2~ ^ &quot;H~^

Die zweiseitigen Charaktere haben fiir jedes Ele

ment den Werth i 1.

Die zweiseitigen Elemente bilden fiir sich eine Gruppe T
vom Grade 2 ;

. Ebenso bilden die zweiseitigen Charaktere eine

damit isomorphe Gruppe, und man erhalt die zu T reciproke

Gruppe U, wenn man alle Elemente A aufsucht, fur die alle

zweiseitigen Charaktere den Werth -|- 1 haben. Diese Gruppe.
die nach . 12, 7. ein Theiler von S vom Index 2 ;-

ist, ist nach

der letzten Definition wreder von der Wahl der Basis noch von

den die Charaktere darstellenden Einheitswurzeln abhaugig, und

ist durch die Natur der Gruppe S vollstiindig bestimmt. Be-

zeichnen wir sie mit Gr, so ist das System der Nebengruppen

(3) (r, (T!, G.2 . . . (?2 ; _i

dadurch charakterisirt . dass fiir alle Elemente eines dieser

Systeme die zweiseitigen Charaktere ein und dasselbe Werth-

system ergeben. Die Systeme G, 6rn Go ... werden die in S
enthaltenen Geschlechter (Genera) genannt. Die Gruppe G
speciell heisst das Hauptgeschlecht.
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Die Anzabl der Geschlechter 1st also so gross, wic

die Anzahl der zweiseitigen Elemente 1

).

. 14.

Indices nach einer ungeraden Primzahlpotenz
als Modul.

Das wichtigste Beispiel einer commutativen Gruppe bieten

die natiirlichen Zahlen, werin sie durch die gewohnliche Multi

plication mit einander verbunden werden.

Um daraus eine endliche Gruppe abzuleiten, nehmen wir

eine beliebige ganze positive Zahl m als Modul an und zerlegen

m in seine Primfactoren

(1) m = 2*q?(tf . . .,

worin q L , q2 . . . verschiedene ungerade Primzahlen, A, x
t ,

x2 . . .

positive Exponenten, /I moglicherweise auch die Null, namlich

wenn m ungerade ist, bedeuten.

Nun werden alle Zablen, positive sowohl als negative, die

nacb dem Modul m unter einander congruent sind, in eine

Zahlclasse vereinigt, und jede dieser Zablclassen wird durch

einen Reprasentanten ,
etwa durch den Rest der Division, also

durch eine der Zahlen 0, 1, 2 ... m 1, dargestellt.

Sind a und a zwei Zahlen einer solchen Classe und b und b

zwei Zahlen einer zweiten Classe, so gehoren auch die Producte

ab und a b in dieselbe Classe. Derm ist a = a
,
b = &

,
so ist

auch ab = a b (mod ni).
Durch die Multiplication werden also

nicht bloss die Zahlen, sondern auch die Classen componirt.
Trotzdem bilden diese Zahlclassen in ihrer Gesammtheit

noch keine Gruppe; denn aus einer Congruenz

ab = ac (mod m)

folgt nur dann nothwendig b = c, wenn a relativ prim zu m
ist. Es ist also die Forderung . 1, 3. hier im Allgemeinen
nicht erfullt.

Der grosste gemeinschaftliche Theiler, den eine Zahl a mit

m hat, ist bei der ganzen durch a reprasentirten Classe der-

*) Gauss hat in die Theorie der quadratischen Formen diese Begriffe
zuerst eingefiihrt, und den Ausdruck ,,Genera&quot; gebraucht. Disqu. arithm.

art. 228 f.
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selbe, und kann der Theiler der Classe genannt werden. Sind

&amp;lt;7,

d die Theiler zweier Classen a, a
,
so 1st der grosste gemein-

schaftliche Theiler von m und del der Theiler der Classe a a .

Daraus ergiebt sich, dass die Zahlclassen, deren Zahlen relativ

prim zu m sind, durch Composition immer wieder solche Zahl

classen ergeben, und fur diese ist daim auch die Forderung
. 1, 3. erfullt,

1. Die Zahlclassen, deren Individuen relativ prim
zum Modul sind, bilden also bei der Composition
durch Multiplication eine Abel sche Gruppe.

Diese Gruppe ist der Gegenstand unserer Betrachtungen,
wobei unser Hauptziel die Bestimmung einer Basis sein soil.

Wir wollen jede Zahlclasse, die nur zu m theilerfremde

Zahlen enthalt, mit N bezeichnen, und die Gruppe der Zahl

classen NI deren Existenz wir jetzt nachgewiesen haben, mit 3ft.

Mit n wollen wir jede zu m theilerfremde Zahl bezeichnen.

Der Grad dieser Gruppe ist so gross, wie die Anzahl der

relativen Primzahlen zu /, die zugleich positiv und nicht grosser

als m sind, und diese Zahl haben wir in . 132 des ersten Bandes

bestimmt. Sie ist

(2) (i
=

&amp;lt;p (m) = 2 - 0ji-i fo
-

1) &amp;lt;#-i fe 1) ...

oder

^&quot;fl?-
1^!-!)^-^ l)---i

wenn A = ist.

Der Grad eines Elementes N dieser Gruppe ist der kleinste

positive Exponent e, zu dem man einen Reprasentanten n von N
erheben muss, damit ne der Einheit congruent wird nach dem
Modul m. Da jedes e ein Theiler des Grades der Gruppe tp(m)

sein muss, so folgt der verallgemeinerte Fermat sche
L e h r s a t z :

(3) n PM = 1 (mod m),

eine Formel, die fiir jede zu m theilerfremde Zahl n gilt.

Ist nun q einer der ungeraden Primfactoren von m, und q*

die hochste in m aufgehende Potenz von q, so nehmen wir eine

primitive Wurzel
&amp;lt;j

von q an, die wir, wenn x grosser als 1

ist, so wahlen, dass y* g nicht durch q- theilbar ist (Bd. I,

. 184). Der Kiirze wegen wollen wir eine dieser letzten

Bedingung geniigende Zahl y eine primitive Wurzel von f
nennen,
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1st nun x = 1, so sind nach der Definition von g die Zahlen

i, g, g~ . . . 0*-
2

nach clem Modul
r/

alle von einander verschieden, wahrend yq
~ l

wieder congruent mit 1 ist.

1st aber % &amp;gt; 1, so ist:

(4) ^-V=l-f*?i
und nach unserer Voraussetzung iiber y ist h nicht durch q

theilbar. Wenn wir die Gleichung (4) in die Potenz q erheben,

und rechts den binomischen Lehrsatz anwenden, so ergiebt sicli

also

(5)

worin

nicht durch q theilbar ist. (Das ware fur q = 2 nicht mehr

richtig und darum verlangt die Primzahl 2 eine andere Be-

handlung.)
Erheben wir (5) nochmals in die q

ie
Potenz, so ergiebt sich

^*(a-D = i -J-X,^,

und so konnen wir fortfahren und erhalten fiir jeden beliebigen

positiven Exponenten A

(6) &amp;gt;^ 1
(?-i) 1 -)- hqi,

worin h eine durch q nicht theilbare ganze Zahl ist. Setzen

wir zur Abkiirzung:

(7) r-i
((/ _i) te y^x) =, c

,

so ist also

(8) cf
== 1 (mod r/),

und es ist noch nachzuweisen, dass c der kleinste positive Ex

ponent ist, fiir den die Congruenz (8) erfullt ist. Nehmen wir

an, es sei e dieser kleinste Exponent, also

(9) g*
= 1 (mod ^),

so muss e ein Theiler von c sein, weil sonst die Congruenz (8)

auch erfullt ware, wenn c durch den Rest der Division von c

durch c, der kleiner als e ist, ersetzt wird.

Andererseits muss e durch q 1 theilbar sein, weil die in

(9) enthaltene Congruenz (f
= 1 (mod q) nur fiir solche Ex

ponenten, die durch q 1 theilbar sind, besteht.
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Es 1st also e von cler Form q
-~ l

(q 1) mit einem posi-

tiven A. Dass aber A nicht kleiner als x sein kann, folgt aus (6),

woraus zu selien ist, dass (* die hochste Potenz von q ist, die

in der Differenz

. T --.- f/fl*&quot;

1 ^-!) 1

aufgeht. Es ist also c die kleinste positive Zahl, fur die die

Congruenz (8) erfiillt ist, und clamit ist gleichbedeutend ,
dass

die Zahlen

(10) 1, g, (f ... f- 1

alle incongruent sind nach dem Modul (f\ g kann also auch als

primitive Wurzel von q* bezeichnet werden.

Die Anzahl der Glieder dieser Reihe (10) ist gleich c. Ebenso

gross ist aber aucli die Anzahl der nach dem Modul q* iricon-

gruenten, durch q nicht theilbaren Zahlen
,
und damit ist be-

wiesen :

2. Wenn q eine ungerade Primzahl, n eine beliebige
durch q nicht theilbare Zahl, y eine primitive
Wurzel von q

2 und H ein positiver Exponent ist,

so lasst sich eine und inir eine Zahl y nach dem
Modul c bestinimen, die der Congruenz

n = g (mod qf)

geniigt.

Die Zahl c ist immer durch 2 theilbar, und wir heben also

noch den besonderen Satz hervor, dass

(11) y^-
= - 1 (mod tf)

ist. Denn in dem durch q* theilbaren Producte

ist der erste Factor nicht durch q
y-

theilbar, und folglich muss

der zweite Factor durch q theilbar sein. Dann folgt aber, dass

der erste Factor auch nicht durch q theilbar sein kann, weil

sonst auch die Summe der beiden Factoren, also auch g selbst,

durch q theilbar sein miisste. Folglich muss der zweite Factor

durch q* theilbar sein.

Hier besteht also vollstandige Analogic mit den Satzen liber

primitive Wurzeln und Indexsysteme, die wir im . 136 des

ersten Bandes kennen gelernt haben, und man kann also auch

hier y als den Index von n fur den Modul q* bezeichnen.
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15.

Indices fur eine Potenz von 2 als Modul.

Em ahnlicher Satz muss nun fiir die Potenzen 2* der Prim-

zahl 2 aufgestellt werden, die sich, wie schon vorhin bemerkt,
anders verhalt.

1st A = 1, so ist jede durch 2 nicht theilbare Zahl

n = 1 (mod 2). Ist A = 2, so ist 1 als primitive Wurzel von

4 aufzufassen, denn jede ungerade Zahl n geniigt einer der

Congruenzen
n =

( 1)&quot; (mod 4),

worin = oder 1 ist.

Aber schon fiir den Modul 8 existirt keine primitive Wurzel

mehr, d. h. keine Zahl, durch deren Potenzen sich alle Zahl-

classen ungerader Zahlen nach dem Modul 8 darstelleri lassen.

Denn ist g irgend eine ungerade Zahl, so sind unter den Po

tenzen von y hochstens die beiden 1
, y nach dem Modul 8 ver-

schieden
,

weil immer g
2 = 1 (mod 8) ist. Nimmt man also y

nicht congruent 1 und nicht congruent 1 (mod 8), also y = 3

oder 5, so ist jede ungerade Zahl einer der vier Zahlen

(-l)V a = 0,1, = 0,1

nach dem Modul 8 congruent.

Die Anzahl der Classen ungerader Zahlen nach dem Modul

2 A
ist 2 ;

!. Nun ist aber fur jede ungerade Zahl y, falls A&amp;gt;2 ist,

(1) ^~ 2 = 1 (mod 2*).

Denn nehmen wir (1) als richtig an und setzen demgemass

^- 2 =l + hV,

und erheben ins Quadrat, so folgt:

g^~
l = 1 (mod 2 ;- + 1

).

Ist also die Formel (1) fiir A richtig, so ist sie es auch fiir

A -\- 1, und da sie fiir A = 3 gilt, so gilt sie allgemein. Daraus

folgt, dass unter den Potenzen einer ungeraden Zahl y hochstens

2^2 nacn dem Modul 2 A verschiedene vorkommen konnen.

Andererseits folgt aber leicht fiir y 5, dass S 2
*&quot; J

die

niedrigste Potenz ist, die nach dem Modul 2 ;- mit der Einheit

congruent wird. Denn ist 5 e die niedrigste Potenz, die der Ein-
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heit congruent 1st, so 1st e nach (1) ein Theiler von 2
~ 2

,
also

eine Potenz von 2, und wenn e &amp;lt; 2 -~ 2 ware, so miisste

sein. Dies 1st aber nicht mbglich, deun es gilt fur jedes A, was

grosser als 2 ist, die Formel

52*-s __
l _|_ 2*-ifci)

mit ungeradem A, eine Formel, die sich ebenso wie die Formel (1)

durch vollstandige Induction beweisen lasst. Es sind also, wenn

A 5 3 ist, die 2 ; 2 Potenzen

(2) 1, 5, 52 ... 5 2
- 2 - 1

nach clem Modul 2 - alle von eiuander verscliieden. Nun ist eine

Relation von der Form 5 71 = 5* fiir den Modul 4, also urn

so mehr fiir jede hohere Potenz von 2, unmoglich, und folglich

sind die Grossen

(3) 1, 5, 5 -
. . . 5 2 *&quot; 2 - 1

nach dem Modul 2 ;- sowohl unter einander als von den Grossen

(2) verschieden, und da ihre gesammte Anzahl 2 ;-1 betragt, so

ist jede ungerade Zahl einer und nur einer der Grossen (2), (3)

nach dem Modul 2 ;

congruent.

Setzen wir also

(4)
a = 2, b = 2 ;- 2

,

so erhalten wir folgenden Satz fur A !&amp;gt; 3:

3. Fiir jede ungerade Zahl n liisst sich ein nach dem

Modulpaar a, b vollig bestimmtes Zahlenpaar , /3

angeben, so dass

n =
( l)

u
5,

y

(mod 2
A

)

Avird.

Der Fall A = 2 kann hierunter mit subsumirt werden, weil

dann b = 1 wird und /3
= gesetzt werden kann. Urn auch

den Fall A = 1 mit darunter zu begreifen, der aber kein be-

sonderes Interesse bietet, miisste man a = 1, & = 1 setzen.

l
) Wollte man an Stelle der Zahl 5 die Zahl 3 als Basis nehmen, so

wiirde diese Formel fiir A = 3 noch nicht giiltig sein, \vohl aber fiir jedes

grossere A, und daher konnte 3 als Basis ebenso gut dienen, wie 5. Der

Grund fiir die Bevorzugung der Basis 5 liegt darin ,
dass alle Potenzen

dieser Basis = 1 (mod 4) sind.
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. 16.

Die Gruppen der Zahlclassen nach einem zusammen-

gesetzten Modul.

Aus der Verbindung der beiden Satze 2. und 3. der beiden

vorangegangenen Paragraphen ergiebt sich nun iblgendes Resultat,

durch welches die Aufgabe, die wir am Anfang des .14 gestellt

haben, vollstandig gelost wird:

4. Wenn der Modul

m = 2 A

q^ (fy . . .

ist, und
&amp;lt;/!, &amp;lt;/2 ... primitive Wurzeln der Quadrate

der Primzahlen q1 , q.2 . . . sind, wenn ferner

a = 2, 6 = Va 9&amp;gt; (2*) C L
=

qp (q*\ c, = &amp;lt;p (gj) . . .

ist, so kann man fur jede Zahl w, die zu m relativ

prim ist, ein System von Zahlen a, /3, ylt &amp;gt;y.2 . . .

nacli den Moduln a, 6, c1? c.2 - . eindeutig be-

stimmen, die den Gleichungen

(1) w = (!) 5.* (mod 2 ;

-)=
g\i (mod ^Ji)

= ^ (mod #**)

geniigen.

Die Zahlen
, /3, y 1? 7^ . . . heissen das System der

Indices von n fiir den Modul m.

Hier ist zunachst A ^ 3 vorausgesetzt. Der Satz gilt aber

auch fiir die iibrigen Werthe von A, wenn

fiir A 0, 1, a = 1, 6=1
a = 2,

gesetzt wird. Fiir A = 0, 1 sind die Indices a und
/3
= zu

setzen oder auch ganz wegzulassen, fiir A = 2 fallt /3 weg, wah-

rend a-gleich oder gleich 1 sein kann.

Um nun also die Gruppe W der Zahlclassen N nach dein

Modul m durch eine Basis darzustellen, bestimme man die Zahl

classen

(2) A S, 6a , Ct . . .,

oder wenigstens Repriisentanten dieser Classen, was immer mog-
lich ist, aus den Congruenzen
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A = 1 (mod 2 ;

j = 1 (mod (ft)
= 1 (mod q%) . . .

.,

=
(/,

= 1

- =1 = fr

und nach 4. erhalt man dann fiir jede Zahl &amp;gt;? unserer Gruppe

(3) w = ^&quot; #* Ci
1

C?
a

. . . (mod m).

Die J., 5, Cn C2 . . . sind also die Elemente einer Basis der

Gruppe 91 von den Graden a, 6, c1? c2 . . .

Wenn w ungerade oder nur durch die erste Potenz von 2

theilbar ist, so fallen aus der Basis die beiden Elemente A, B
weg. 1st m durch 4, aber nicht durch 8 theilbar, so fallt 7&amp;gt; weg
und das Element A vom zweiten Grade bleibt.

5. Zerlegt man die Zahlen
, 6, Cj, c.2 ... in Potenzon

von einander verschiedener Primzahlen, so er

halt man die Invarianten der Gruppe 9?.

Um die verschiedenen Falle zusammenzufassen. bezoichnen

wir die Elemente der Basis (2) mit

(4) cu o , c, ... a.

Hierin sollen Cf_ 1 , Co fur A und ^ stehen und sind also

gleich 1 zu setzen, wenn A = oder A = 1 ist. Wenn A = 2

ist, so ist I? = C-i = 1, A= ro ,
und wenn A &amp;gt; 1 ist, A = CLi,

5 = C zu setzen.

Die Grade clieser Elemente seien mit

(5) C_i, C
, 0! . . . Cu

bezeichnet, und die Indices einer Zahl aus 9t, die nach don

Grossen (5) als Moduln zu nehmen sind, mit

(6) !/_!, V
,
V

X
. . . Vu.

Ist A r=: oder 1, so haben v_ x und vc nur den Werth 0,

ist A = 2, so hat v_, den Werth und VQ den Werth oder 1.

Ist A ^ o, so hat v_! einen der beiden Werthe 0.1, und v
(t

einen der Werthe 0. 1, 2, . . . c
(}

-- 1
; fi

ist immer gleich der

Anzahl der von einander verschiedenen ungeraden Primzahlen,

die in m aufgehen. Wir wollen, inclem wir
i&amp;gt;_i, c_i bei Seite

lassen, v
, i/j ... i (t die den Primzahlen 2, g^ ... qu entsprechenden

Indices von n und c
, ^ . . . c die denselben Primzahlen ent

sprechenden Indexmoduln nennen. Diese Indexmoduln sind
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und nur wenn A = 2 1st, 1st c = 2 und nicht = 1 zu setzen.

Wenn wir dann mit _!, a
, l . . . ein System primitiver

Einheitswurzeln der Grade c_i, c
, Ci . . . c bezeichrien

,
und mit

/3_i, jSo? ft #u die Indices einer Zahl 6, so erhalten wir die

Charaktere der Gruppe W in der Form

(7) X,,(n)
=

6JL-7
11 - 1 ^

v

f
ri

. . -
^-&quot;X

Darin ist _! = !, wenn A = 0, 1, 2 1st; in den anderen

Fallen ist _i = 1
,
und ^ ,

. . . a sind primitive Einheits

wurzeln der Grade
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Die Gruppe der Kreistheilungskorper.

. 17.

Die Resolventen der Kreistheilungstheorie.

Von den Satzen iiber Abel sche Gruppen machen wir eine

Anwendung auf die Kreistheilungstheorie fur den Fall, dass der

Grad der Einheitswurzeln nicht eine Primzahl, sondern eine

hohere Potenz einer Primzahl ist. 1st q eine ungerade Prim

zahl und m = q*, x &amp;gt; 1, so nehmen wir eine primitive Con-

gruenzwurzel g von m und setzen fiir jede durch q nicht theil-

bare Zahl n

( 1 ) n = g
v

(mod m).

Dann ist v der Index von n. Durchlauft n die Gruppe 91

der durch q nicht theilbaren Zahlclassen nach dem Modul m
vom Grade

(2) c =
&amp;lt;p(q)

= q -i(q --
1),

so durchlauft v em voiles Restsystem nach dem Modul c. Wir

nehmen nun eine primitive mte Einheitswurzel r und eine primi

tive cte Einheitswurzel s und bilden die Lagrange schen

Resolventen

(3) (*.*,*)
= V,**r,

worin /3
ein beliebiger Exponent ist. Es handelt sich um die

Frage, wann eine solche Resolvente verschwinden kann. Ist

x = I
,

also m eine Primzahl
,

so verschwindet sie
,
wie wir im

Bd. I, . 169 gesehen haben, fur keinen Werth von
/3.

Im all-

gemeinen Falle eines beliebigen x bedeute n eine beliebige Zahl

aus 91. Dann durchlauft nn zugleich mit n die ganze Gruppe 91.

Man kann also in (3) n durch nn ersetzen, wenn man zugleich
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v durch v -\- v ersetzt, wenn v den Index von n bedeutet.

Dadurch folgt aus (3):

und wenn man also mit rn multiplicirt und die Summe liber n

nimmt :

(4) (-/, r) (/*, r)
=-Y ;&amp;lt; rn (n * ]

&amp;gt;.

Es 1st also zunachst die Summe

(5) 6 = V rn (n + l)

zu bestimmen. Die Summe (5 verschwindet aber immer, wenn

n + 1 nicht durch g*-
1 theilbar ist (nach Bd. I, . 133); denn

dann ist rn + l eine Einheitswurzel
,
deren Grad eine hohere als

die erste Potenz von q ist. 6 kann also nur dann von Null ver-

schieden seiri, wenn n die Form hat

(6) n = 1 + tq
~ l

(mod in),

und dann wollen wir seinen Werth mit 6
t bezeichnen. Wir er-

halten alle Werthe von n nach dem Modul m, die in der Form

(6) enthalten sind, wenn wir t ein voiles Restsystem nach dem

Modul q durchlaufen lassen, also etwa

(7) t = 0, 1, 2 . . .q -- I

setzen. Die Summe (5 besteht aus (p (m) Gliedern. Ist t = 0, so

wird jedes dieser Grlieder = 1 und es folgt

(8) &amp;lt;J ==
&amp;lt;p(m)

= a
x

ff
l

\

fiir jeden anderen Werth von t ist rn + 1 eine primitive q
ie Ein

heitswurzel, und in &amp;lt;5

t kommt dann jede solche Einheitswurzel

cp (m) : (q 1) (f-~^ mal vor. Die Summe aller primitiven

^tcn Einheitswurzeln ist aber gleich 1 und also folgt fur

t = l, ,2 . . . q
- 1

(9) *= f~*.

Damit ist die Summe 6 bestimmt.

Um aber den Werth der Summe in (4) daraus abzuleiten,

ist es noch nothig, den Index v der Zahlen n von dor Form (6)

zu ermitteln.

Fiir diese Zahlen ist aber

cf
= 1 (mod q*-

1

),

und da nach dem Fermat schen Satze [. 14, (11)]

(10) yV*v(v*)
= 1 (mod (.f)
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ist, SO folgt

(f
=

#V2 /&amp;gt;(*) (mod cf
1

) ,

also v = l
, o qp (#*) [mod 9 C^&quot;

1

)] i
da der Index einer Zahl fur

den Modul q*~
l

vollig bestimmt ist nach dem Modul (p(fj
x~ l

).

Es wird also

(11) v = \ 2 &amp;lt;p (q*) + T y (q
1

} [mod qp (r/)],

und hierin durchlauft nun, da
&amp;lt;p (q*)

= q cp (q*~
l

) ist, T zugleich

mit t ein voiles Restsystem nach dem Modul q. Dem Werthe

t = entspricht der Werth r = wegen (10).

Es ist aber

wenn Q eine primitive ^
te Einheitswurzel ist, also nach (11)

und danach ergiebt sich aus (8) und (9):

(-.*, r) (a*, r)
= v^

- 1

i, 2-1
r

Nun hat die Summe 2 0^*, wenn
/3

nicht durch ^ theilbar
iff i

ist. den Werth 1, und wenn
/3

durch q theilbar ist, den

Werth q 1, so dass man folgendes Resultat erhalt:

(12) (W, r) (,*, r) = 0,
= (mod g)

=
( 1)* #*, /3 nicht = (mod q).

Wenn also /3 nicht durch q theilbar ist, so kann von den

Factoren
(~.V&amp;gt;*)? (^ keiner verschwinden; wenn aber /3

durch

q theilbar ist, so verschwindet wenigstens einer der beiden Fac

toren. Dass sie dann beide verschwinden, zeigt die folgende

directe Betrachtung der Summe.

Wenn
/3

durch q theilbar ist, so ist fur jedes ganzzahlige t

i) = 1 -f- rfl*-
1
(mod q*),

worin nun x zugleich mit t ein voiles Restsystem nach dem

Modul q durchlauft. Wenn man also in (3) unter der Voraus-

setzung. dass /3
durch q theilbar sei, v durch

v-\-tq&amp;gt; (q*~
l
),

d. h.

n durch n(l-\-rq*
1

) ersetzt, so folgt

Weber, Algebra. II.
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Diese Summe ist also von clem willkiirlicli anzunehmenden r

unabhangig. Summirt man bier von T bis r = q
- - 1

,
so

ergiebt sicb, da v rn&amp;lt;f--^r __ Q jst:

(13) (* ,r) = 0.

Wir baben also den Satz:

1. Ist der Grad der Einheitswurzel r eine Potenz
einer ungeraden Primzahl, so verschwindet die

Resolvente (;*, r) dann und nur dann, wenn /3

durch q theilbar ist.

Wir baben noch den Fall zu betracbten, dass der Grad der

Einbeitswurzel r eine Potenz von 2 ist. Wir setzen also

m = 2 ;-

und nehmen zunachst A
^&amp;gt;

3 an. Dann konnen wir fiir jede

ungerade Zahl n ein Indexpaar v, v^ aus den Congruenzen

n =
( l)

v
i 5

1 (mod m)

bestimmen, und zwar ist v
l
nacb dem Modul 2, v nacb dem

Modul 2 ;-~ 2 bestimmt. Unter den Resolventen versteben wir in

diesem Falle die Summen

(14) (( 1)*, @,, r)
= 2 (- I)

11 1 ^r,

worin eine primitive Einheitswurzel vom Grade 2 ;-~ 2 bodeutet.

Nun verfahren wir ganz abnlich wie vorher. Wenn wir in (14)

n durch nn r

ersetzen und mit vi, v die Indices von n be-

zeichnen, so ergiebt sich
n

(15) (_ i)-fc
v -,*&quot;

(( i)*i,
(

*,
r
)
= V

( l)*i
r

@,*
v rWM

,

und daraus durch Multiplication mit rn und Summation nach n
nn

(16) (( !)-*, 0-i*, r) (( 1)A, 0,*, r)
= v

( I)* -I @? r&quot;
&amp;lt; +

.

Nun ist aber aus den oben angefiihrten Griinden
r

v rn (n + D __
o, wenn w-(-l nicht durch 2 ;-- 1 theilbar ist,

= 2 ; l fiir n-fl = 0(mod2
;

-),
v= 0, Vi= l,

= 2 ; 1 fiir w+ 1 = 2 ; 1

(mod 2 A
),
v= 2 ; 3

,
vt 1,

und danach giebt (10)

(17) ((- 1 )-^, 0- ^ r) ((- 1
)*i, 0,, r) ( 1 yi 2 ;

-, /3
= 1 (mod 2)

=
, |8
=

0(mod2).
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Dass im Falle eines geraden /3 jeder der beiden Factoren ver-

schwindet, sieht man, wenn man in (15)

n = I + V-\
also

r n&amp;gt; = r, v( = 0, v = 2 ; 3

setzt. Dann giebt diese Formel, da n ungerade ist:

((- !&amp;gt; ., *, r)
= - 0y- 3

((_ !),, *,
r
).

Bei geradem /S
ist aber @,* 2

~ 3 = + 1 und folglich:

(18) ((-!)*., *,r)
= 0;

also :

2. Ist der Grad der Einheitswurzel r eine Potenz
von 2 und grosser als 4, so verschwindet die

Resolvente (( iyi, 0,*, r)
dann und nur dann,

wenn
/3 gerade ist.

Im Falle m = 4, also r ==
/, hat man nur die zwei Resol-

venten i -\-
3
,
i i\ die wir unter der Bezeichnung (( 1)*, ) ,

/3
= 0, 1 zusammenfassen konnen, und es ist

(( 1)*, f)
dann

und nur dann = 0, wenn
/3
= ist.

. 18.

Kreistheilungskorper.

Die Theorie der Abel schen Gruppen eroffnet uns einen

tieferen Einblick in die Theorie der Einheitswurzeln und der

daraus entspringenden algebraischen Zahlen.

Es moge jetzt m irgend eine ganze positive Zahl sein, die

in ihre Primfactoren zerlegt sei:

(1) w = 2 i
gjig? . . .,

und es sei r eine primitive mte Einheitswurzel. Den Fall A = 1

konnen wir ein- fur allemal von unserer Betrachtung aus-

schliessen; denn wenn m ungerade ist und r die primitiven w tcn

Einheitswurzeln durchlauft, so kommen darunter keine zwei

entgegengesetzte vor, und r durchlauft die primitiven 2m ten

Einheitswurzeln.

r ist die Wurzel einer ganzzahligen irreduciblen Abel schen

Gleichung vom Grade

(2) v = (p (m),

wie wir im . 134 des ersten Bandes nachgewiesen haben.

5*
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Der Inbegriff aller rationalen Functionen von r mit ratio-

nalen Zahlen als Coefficienten ist also ein Zahlkorper &(r) vom
Grade v, den wir einen Kreistheilungskorper nennen. Wir
wollen aber den Begriff des Kreistheilungskorpers noch etwas

allgemeiner fassen nnd darunter jeden Korper versteben, dessen

Zahlen lauter rationale Functionen irgend welch er Einheits-

wurzeln sind.

Den Korper v teu Grades (r), der aus alien rationalen

Functionen einer m teu Einheitswurzel r bestebt, nennen wir zur

genaueren Unterscheidung den voile n Kreistheilungskorper
der Ordnung m und bezeichnen ihn mit lm .

Beliebige Einbeitswurzeln r, r
,

r&quot; . . . beliebiger Grade

m, m ,
m&quot; . . . kann man immer auffassen als Potenzen einer und

derselben Einheitswurzel Q ,
deren Grad das kleinste gemein-

scbaftliche Vielfacbe von m, w ,
in&quot; . . . ist. Demnach ist ein

Kreistheilungskorper, der nur rationale Functionen von r, r ,
r&quot; . . .

enthalt, ein Theiler des vollen Kreistheilungskorpers &(p), und

wir bekommen also alle uberhaupt existirenden Kreistheilungs

korper, wenn wir die sammtlichen Divisoren aller vollen Kreis

theilungskorper aufsuchen.

Die Galois sche Gruppe des Korpers lm besteht aus den

sammtlichen Substitutionen

(3) (r, r),

wenn n jede nach dem Moclul m genommene relative Primzahl

zu m bedeutet. Denn die Kreistheilungsgleichung v ten
Grades,

deren Wurzeln die rn sind, ist eine Normalgleichung und also

ihre eigene Galois sche Resolvente. Da, wenn a, I zwei dieser

Zahlen n sind,

(r,
ra) (r, r1

)
=

(r, ru1
&amp;gt;)

ist, so ist diese Gruppe isomorph mit der Gruppe 91 aller Zahl-

classen N der zu m theilerfremden Zahlen, die wir im vorigen

Paragraphen betrachtet haben.

Ist %( ein Theiler von 9J, und Q eine zu 9( gehorige Function

aus ,, so ist der Inbegriif der rationalen Functionen von Q,

^(9), ein in lm enthaltener Korper.
Ist umgekehrt 5i ein Theiler von &, und ^ eine primitive

Zahl des Korpers &, also auch eine Zahl in Slm ,
so kann 5i als

der Inbegriff der rationalen Functionon von Q dargestellt und

mit i) bezeichnet werden.
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Diese Function p gehort dann zu einer gewissen Gruppe 51,

die ein Theiler von 91 ist. Wir neniien aucli die Gruppe 51 und

den Korper &(Q) zusammengehorig und ziehen daraus den

Satz:

1. Zu jedem Theiler 5( von 9t gehort ein gewisser
in lm enthaltener Kreistheilungskorper .&(0), und

unigekehrt gehort zu jedem Theiler
&((&amp;gt;)

von lm
ein gewisser Theiler 51 von 91 als Gruppe, in dem
Sinne, dass, wenu a eine Zahl aus 51 ist, alle

Z ahl e n d e s K 6 r p e r s (p) d i e P e r na u t a t i o n e n (r, r&quot;)

gestatten, und dass umgekehrt jede Zahl in &m ,

die diese Per mutation en gestattet. in &(Q) ent-
halten ist.

Die Galois sche Gruppe eines solchen Korpers &(Q) er-

halten wir nach Bd. 1, . 156, wenn wir 91 in das System der

Xebengruppen zerlegen :

91 = 51 + 51! + 5(2 H ,

und die unter den Nebengruppen 91, 5^, 512 . . . durch Composition
mit den Elementeii von 91 hervorgerufenen Permutationen auf-

sucheii. Diese Gruppe ist aber nach . 4 isomorph mit der

Gruppe 91/51, also auch isomorph mit der zu 91 reciproken Gruppe

(. 12), die wir mit ^B bezeichnen wollen. Ist a der Grad von 51

und- b der von 53, so ist a b = v, und Q geniigt einer irrediiciblen

Abel schen Gleichung vom Grade It.

2. Wir bekommen also alle Kreistheilungskorper,
wenn wir zu jedem Modul m die s am mt lichen
Divisoren 5( der Gruppe 91 bilden, zu jeder dieser

Gruppen 51 eine zugehorige Function Q suchen
und daraus die Korper &(Q) ableiten.

Es ist aber noch die Frage, ob bei diesem Processe ein und

derselbe Korper SI mehrmals auftreten kann, wodurch wir auf

die Untersuchung der gemeinschaftlichen Theiler zweier Kreis

theilungskorper gefiihrt werden.

Nach der oben gegebenen Detinition ist wohl zu unter-

scheiden zwischen der Gruppe, zu der ein Korper & gehort,
und der Galois schen Gruppe des Korpers; beide Gruppen sind

zu einander reciprok. So gehort der Korper &m selbst zur

Einheitsgruppe. wiihrend seine Galois sche Gruppe 91 ist,
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Es gilt nun der Satz :

3. Sind SI und SI&quot; zwei Theiler von lm ,
die zu den

Gruppen 51 und 5(&quot; g eh or en, so ist SI&quot; dann und
nur dann ein Theiler von

,
wenn 5T ein Theiler

von 51&quot; ist.

Denn wenn SI&quot; ein Theiler von SV ist, so miissen alle Zalilen

von SI&quot; die Substitutionen der Gruppe 51
,
zu der SI gehort, ge-

statten, also muss 51 in 51&quot; enthalten sein. Und wenn um-

gekehrt 5C in 51&quot; enthalten ist, so gestatten alle Zahlen von SI&quot;

die sammtlichen Substitutionen von 51 und sind also rational

durch eine primitive Zahl des Korpers SI darstellbar; d. h. SI&quot;

ist in SI enthalten (. 144 des ersten Bandes).
Der Korper Qm enthalt als Theiler alle Korper Slm^ bei

denen m 1 ein Theiler von m ist; demi Q
tHl

besteht aus alien
m

rationalen Functionen von ri. Nun ist dann und nur dann

wenn

(4) a = 1 (mod

Die Zahlen a aus 91, die der Congruenz (4) geniigen, bilden

also die Gruppe, zu der der Korper lmi gehort. Wir wollen

diese Gruppe mit 5l
wll

bezeichnen und symbolisch

(5) 5l
wil
= 1 (mod nh ).

setzen. Da der Grad des Korpers Slmi gleich (p (wij) ist, was

zugleich der Index des Theilers 5lmi von $1 ist, so ist der Grad

von 5fmi gleich (p (m) : (p (i%).

Ist m = m-L m2 und m1 relativ prim zu w2 ,
so erhalt man

alle Zahlen von 5l
wil

aus a = I -f- xm^ wenn man x so bestimmt,
dass a nach dem Modul m2 mit alien relativen Primzahlen zu

M2 congruent wird. Daraus ergiebt sich in Uebereinstimmung
mit der obigen allgemeinen Bestimmung der Grad von 5lWl fiir

diesen Fall =
q&amp;gt; (m2 ).

Sind nun aber m^ und m 2 irgend zwei Theiler von w, und

li der grosste gemeinschaftliche Theiler von m und w*a ,
so wird

der grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Korper i mi ,
Sl

m&amp;lt;i

zu der Gruppe gehoren, die man als kleinstes gemeinschaftliches

Vielfaches der beiden Gruppen

(6) 5U, = 1 (mod Wl ), Wm, = 1 (mod ma)
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erhalt. Das ist aber die Gruppe

(7) 2l tt
= 1 (mod ft),

d. h. die Gruppe, die aus alien den Zahlen von 9? besteht, die

der Congruenz a = 1 (mod ft) genugen. Denn zunachst ist klar,

dass s#mi und 2I,,,S
Divisoren von 9( sind. Also ist auch das kleinste

gemeinscbaftliche Vielfache von 5l,Hl
und $,HS in 9L enthalteu.

Ist aber andererseits a = 1 -\- | ^ irgend eine Zahl in $u ,
so

kann man die Zahlen a\ = 1 -f-^ w*x
in 9(mi und 2

= 1 -\- x.2 )ti.2

in 2{M, 2
so bestimmen

,
dass a EE ax a2 (mod M) wird. Man bat

nur J/A = #j Mj -f- #2 w *2 zu setzen, was nacb Bd. I, . 118 inmier

moglich ist. Es ist also auch 5( in dem kleinsten gemeinscbaft-

licben Vielfachen von ^(
Htl

und 5tw ,4 enthalteu, welches demnach

5lu selbst ist. Daraus also der Satz:

4. Sind Mj und m.2 irgend zwei natiirliche Zahlen
und

k
a der grosste gemeinschaftliche Theiler von

m
}
und m2 ,

so ist der Korper ttu der grosste

gemeinschaftliche Theiler von 5i,Kl und 5iH^ und
&&amp;gt;!&amp;gt;,&amp;gt; ihr kleinstes gemeinsames Multiplum.

M
Daraus folgt nun: wenn zwei voile Kreistheilungskorper ttm

und &m . einen gemeinsamen Theiler 5i haben, und m ist kleiner

als w, so muss es einen echten Theiler rf von m geben ,
so dass

Q auch ein Theiler von &,$ ist.

\Vir wollen einen Theiler von Slm primar nennen, wenn er

nicht zugleich in einem vollen Kreistheilungskorper &m , von

niedrigerem m enthalten ist. Dann folgt also, dass man alle

nicht primaren Theiler von Sl tn erhalt, wenn man in &d den

Index d alle echten Theiler von m durchlaufen lasst und die

Theiler von ld aufsucht.

Bezeichnen wir nun mit q^ q.2 ,
. . . qt die sammtlichen in m

aufgehenden verschiedenen Primzahlen (2 eingeschlossen) und

setzen

(8) m = ^M! = q.2 m.2 = = qrinT ,

so ist jedes d Theiler von einem der wl5 m.2 ,
. . . mr ,

und wir er-

halten die nicht primaren Theiler von &,, wenn wir alle Theiler

der Korper

(9) &
Hll ,
amt . . . simr

aufsuchen. Diese Korper gehoren aber zu der Gruppe

(10) Qi
= I (mod 7^), Q2

= 1 (mod w2 ),
. . . Qr

= 1 (mod w r),
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und also wird nach 3. ein Theiler & von &m daim und nur

clann nicht primar sein, wenn in der zu Q gehorigen Gruppe 11

eine der Gruppen Qn Q2 ,
. . . QT enthalten ist. Wenn wir also

solche Theiler der Gruppe % die keine der Gruppen Q } , Q2 . . . Qr

als Theiler enthalten, primar e Theiler nennen, so konnen wir

den Satz aussprechen :

5. Um a lie primar en Theiler von flm zu erhalten,
hat man alle primar en Theiler der Gruppe 91

aufzusuchen und die zugehorigen K or per zu

bilden.

6. Wenn man aber alle primaren Theiler aller

volleri Kreistheilungskorper aufstellt, so er-

halt man jeden Kreistheilungskorper, und jeden
nur einmal, und zwar jeden dargestellt durch
Einheitswurzeln moglichst niedrigen Grades.

Der Korper Sl 2m hat, wenn m ungerade ist, gar keinen pri

maren Theiler und ist mit &m identisch. In alien anderen Fallen

ist flm wenigstens sein eigener primarer Theiler.

Es ist fur das Folgende noch erforderlich
,

dass wir uns

iiber den Umfang und die Constitution der Gruppen Q klar

werden.

. 19.

Priniare und nicht primare Theiler der Gruppe 9L

Wir bezeichnen mit q irgend eine der in nt aufgehenden
Primzahlen und setzen m = q m . Dann betrachten wir die

Gruppe
Q = I (mod m ).

Um die Bedingungen fiir eine Zahl in Q zu ermitteln, wenden

wir die Darstellung der Gruppe W durch eine Basis und die

Bezeichnungsweise der Indices an, wie wir sie im . 16 eingefuhrt

und erklart haben, und bezeichnen danach die zu Q reciproke

Gruppe mit P.

Die Indices einer Zahl in Q bezeichnen wir mit

y-n yoi PiYv- .
y,u,

und einer Zahl in P mit
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Dann miisseri die y der Bedirigung geniigen:

(1) C^- C\
l

. . . GJ*
= 1 (mod m

).

Diese Bedingung fordert, dass alle Indices mit Ausnahme

des der Primzahl q entsprechenden ,
den wir mit y bezeichnen,

Null sein miissen. In Bezug auf y ist aber zu unterscheiden, ob

q noch in m aufgeht oder nicht, d. h. ob q ein mehrfacher oder

nur ein einfacher Factor von m ist. Ist q nicht mehr in m ent-

balten, so enthalt die Congruenz (1) gar keine Beschrankung
fiir y, und y kann jeden Werth nach dem Modul c, d. h. jeden
Werth 0, 1, . . . q 2 annebmen.

Ist aber q nocb in m enthalten, also m durch q* theilbar,

und x
&amp;gt; 1, so fordert die Bedingung (1):

C y = 1 (mod g*-
1

),

also

(2) y
=

und y kann also jeden der Werthe

(q

3

erhalten. Im ersten Falle ist der Grad der Gruppe Q gleich q 1,

im zweiten gleich q.

Die Indices 8 einer Zahl aus der Gruppe P erhalt man
nach g. 12, 7. und g. 16, (7) aus der Bedingung, dass fiir alle

zulassigen y

sein soil. Nach dem, was eben liber die Indices y bewiesen ist,

fordert aber (3) nur das eine, dass der der Primzahl q ent-

sprechende Index 8 durch q oder durch q 1 theilbar sein

soil, je nachdem q mehrmals oder nur einmal in m aufgeht. Wir

heben also den Satz hervor:

7. Die zu Q reciproke Gruppe P ist dadurch

charakterisirt, dass der q entsprechende Index 8

aller seiner Zahlen durch q oder durch q 1

theilbar ist, je nachdem q mehrmals oder nur

einmal in m aufgeht.
Und daraus:

8. Ein nicht primarer Theiler $ von 91 ist dadurch

charakterisirt, dass in der reciproken Gruppe ^8
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der einer Primzahl q entsprechende Index
/3

aller Zahlen b durch q oder durch q 1 theilbar

1st, je nachdem q mehrmals oder nur einmal
unter den Primfactoren von m vorkommt.

. 20.

Die Kreistheiluugsperioden.

Als die einfachsten Functionen, durch die man die Kreis-

theilungskorper darzustellen versuchen kann, bieten sich die

Kreistheilungsperioden dar, die cine unmittelbare Ver-

allgemeinerung der irn . 167 des ersten Bandes betrachteten

Gauss schen Perioden sind. Wir verstehen darunter Folgendes.
Es bedeute 51 einen Theiler der Gruppe 9t vom Index c und

a durchlaufe die Zahlen von 51. 1st r eine primitive mio Ein-

heitswurzel, so heisst die Summe

(1) n = 2 r

eine zu der Gruppe 51 gehorige Kreistheilungsperiode
vom Index e.

Machen wir in (1) eine der Substitutionen (r, ra), so bleibt

rj ungeandert, wie unmittelbar aus der Gruppeneigenschaft der

a folgt.

Um 91 in die zu 51 gehorigen Nebengruppen zu zerlegen,

miissen wir die Zahlen 1, w1? wa ,
. . . we i aus 9Z passend aus-

wahlen, dass man

(2) 91 = 51 + 51^ + 31 wa H h 5l^-i

erhalt. Machen wir dann in
77

die Substitutionen

(3) (r, r), (r, r0, . . .
(r, re-i),

so geht ^ in die conjugirten Perioden

(4) ^, ft, . . . ^ e _!

liber, und wenn diese alle von einander verschieden sind, so

gehort rj
zur Gruppe 51. Der zu 51 gehorige Korper (i?)

be-

steht aus alien rationalen Functionen von ^, und die Zahlen

7^!
. . . rjei gehoren alle zu derselben Gruppe 51.

Wenn aber die Grossen (4) nicht alle von einander ver

schieden sind, so gehort die Zahl q nicht zu der Gruppe 51, son-

dern zu einer umfassenderen Gruppe 5f, von der 51 ein Theiler
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ist. Una die Bediugungen fiir diesen Fall zu ermitteln, erweitern

wir den Begriff der Resolventen, wie wir ihn schon im .17

betrachtet haben, noch etwas.

Wir lassen n die Reilie der Zahlen der Gruppe 91 durch-

laufen und bezeichnen mit # (n) einen der Charaktere dieser

Gruppe. Die erweiterten Resolventen sind dann, wenn r eine

wto Einheitswurzel ist:

(5) for) = 2 X (n)r.

Verstehen wir unter 33 die zu 51 reciproke Gruppe und lassen

b die Zahlen von 33 durchlaufen, so giebt es nach . 12, 7. eine

dem Grade von 33 gleiche Anzahl von Cbarakteren 3f6 ,
die da-

durch ausgezeichnet sind, dass

*i&amp;gt; (a)
= 1

ist, fiir jede Zabl a aus der Gruppe 5(. Daraus folgt dann nach

der Definition der Charaktere .11, (4) fiir jedes n:

(6) %t&amp;gt; (an) = 1i&amp;gt;(n\

d. h. der Charakter %b hat fiir alle Zahlen einer jeden Neben-

gruppe 51 MJ, 5lN 2 . . . einen und denselben Werth. Demnach wird

die Resolvente
(J(6 , r) nur von den Perioden

r\ abhiingen, und

den Ausdruck erhalten:

(7) (*6 , r) = 17 + 1* (n,) YJ, H h ** (w.-i) Ve-i.

Wenn
YJ

zu einer Gruppe 51 gehort, so gehbren die con-

jugirten Zahlen ^, ^ 2 ,
. . .

^ e _i zu derselben Gruppe (weil 5C ein

Normaltheiler von %l ist, Bd. I, . 154). Wenn also a irgend

eine Zahl aus 51 ist, so bleiben die Grossen ^, ^n ^2 ,
. . . ^ e -i

durch die Substitution (r, ra ) ungeandert und nach (7) ist auch

(8) (Zt , r)
= (Z, /).

Andererseits erhalt man aus (5), wenn man bedenkt, dass

a n zugleich mit n die gauze Gruppe DJ durchlauft,

(**, r) = v
3f6 (wa )r

M =
%i,(a )

$ ^(n)r
= *6 fa ) (X6 ,

r
),

also nach (8):

(9) (^,, r)
= ^(a )(^, r).

Ist 51 nicht mit 51 identisch, sondern ein echter Theiler

von 51 ,
so ist die zu 51 reciproke Gruppe S3 ein echter Theiler

von 53 (nach . 12, 8.); wenn also b eine Zahl in 58 ist. die nicht
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zugleich in 33 enthalten 1st, so kann man a so wahlen, dass

%b (a
1

) nicht = 1 ist. Darin folgt aber aus (9)

(10) (*, r)
= 0;

also der Satz:

1. Werin die Periode r) nicht zu 31, sondern zu einer

umfassenderen Gruppe 3f gehort, dann ver-

schwindet jede Resolvente (#& , r) ,
w e n n b e i n e

Zahl aus 33 ist, die nicht in 33 vorkommt.

Urn nun die Bedingungen fur diesen Satz welter zu ver-

folgen, miissen wir die Bildungsweise der Charaktere beriick-

sichtigen.

Wir wahlen die Bezeichnung so, wie wir sie am Schluss des

.16 eingefuhrt haben. Dann ist, wenn /3_n /3 , ft, . . .
/3 tt die

Indices von b und v_ 1 ,
v vi? vn die von n sind,

(11) Xb (n) & 6^-1
-*

**&amp;gt;&quot;&amp;lt;&amp;gt;

* r
. . . &amp;lt;VV.

Bezeichnen wir mit r
,
r1? . . . ru primitive Einheitswurzeln

der Grade 2 A
, 3^, q**, . . . gj;, so konnen wir jede primitive m ie

Einheitswurzel in der Form darstellen (Bd. I, . 132)

(12) r = r n ...r,u ,

und wenn wir w
,
nt ,

. . . w aus den Congruenzen bestimmen

(13) w= n (mod 2 A
),

n^ % (mod 5^1),
. . . M= w (mod gj) ,

so zerfallt
(3f6 , r) nach (5) in das Product der folgenden Summen :

no n u

(14)
v

/-&amp;gt;
-&amp;gt; f ^,

v t^ . r ., ... v ^V r^
.

Wenn nun & eine Zahl ist, die in 33, aber nicht in 33 vor

kommt, so muss nach dem Satze 1. eine von diesen Summen
verschwinden.

Dafiir ist aber nach .17 die nothwendige und hinreichende

Bedingung die, dass eine der Congruenzen

(15) 0o==0 (mod 2), ft
= o (mod &)&amp;gt;

. . . ft,
= (mod g,,)

befriedigt ist, und zwar eine solche, deren Modul mehrfach in m
aufgeht.

Diese Bedingung muss zuniichst, wenn die Voraussetzung
des Satzes 1. zutrifft, fiir jede Zahl &, die in 33, aber nicht in 33

vorkommt, erfiillt sein. 1st aber b
f

eine Zahl in 33
,

so ist fur

jeden ganzzahligen Exponenten x das Product b x b in 33, aber
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nicht in 33 enthalten, und also muss, wenn ftj, ft ,
. . . ftt die

Indices von 6 sind, fiir jedes jc- eine der Congruenzen

.r^o + ft = (mod 2 )

(16) ;rft + ft EEE (mod 3l )

* ft t 4- ftu
= (mod )

befriedigt sein.

Sind nun zwei Zahlen /3 , ft
nicht beide durch eine Prim-

zahl q theilbar, so kann man immer liber x so verfiigen, dass

xft -\-ft nicht durch q theilbar wird; man braucht nur, wenn ft

durch q theilbar 1st, x durch q nicht theilbar, und wenn ft

durch q nicht theilbar ist, x durch q theilbar anzunehmen. Man
kann also x auch so bestimmen . dass es gleichzeitig mehreren

solchen Forderungen geniigt. Es folgt also aus (16), dass ent-

weder
/3&amp;lt;J, ftQ durch 2 oder ft, ft durch q l

. . . oder ft;, ftt durrh

qu theilbar sein miissen; d. h. eine der Congruenzen (15) muss

auch erfullt sein, wenn b irgend eine Zahl aus 33 ist, gleichviel

ob sie in 33 vorkommt oder nicht. Endlich folgt wieder aus (16),

indem wir unter 6, b zwei beliebige Zahlen aus 33 verstehen,

dass von den Congruenzen (15) eine und dieselbe fiir alle Zahlen

aus 33 bestehen muss. Dies konnen wir nun so zusammenfassen :

2. Wenn die Periode
r\

nicht zu 31 gehort, so muss
es unter den Primzahlen (einschliesslich 2), die

mehr als einmal in m aufgehen, eine geben, q.

so dass fiir jede Zahl b aus 33 der dem q ent-

sprechende Index ft durch q theilbar ist.

Wir betrachten jetzt die Gruppe Q, die nach der Be-

zeichnungsweise (5) des .18 durch die Congruenz

(17) Q = 1

(mod |
definirt ist, und bezeichnen mit P die dazu reciproke Gruppe.

Nach dem Satze 7., . 19 ist jede Gruppe, die wie 3$ die

Eigenschaft hat, dass der dem q entsprechende Index ft durch q

theilbar ist, em Theiler der Gruppe P, und folglich ist nach

. 12, 8. Q ein Theiler von 31, also 31 nach . 19, 8. ein nicht

primarer Theiler von 51, und damit sind wir zu dem Satze

gelangt:

3. Ist 91 ein primarer Theiler von 9t, so gehort die

Periode
r\
zu der Gruppe 31.
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Alle primaren Theiler des vollen Kreistheilungskorpers &m
sind demnach in der Form &(rj) darstellbar, d. h. alle Zahlen

eines solchen Theilers sind rational durch die Kreistheilungs-

perioden rj darstellbar, und da man die nicht primaren Theiler

von &m als primare Theiler von niedrigeren Kreistheilungskorpern

wiederfindet, so folgt:

4. Alle Kreistheilungskorper sind in der Form ,(17)
darstellbar.

Oder auch:

5. Jede rationale Function von Einheitswurzeln
kann als rationale Function einer Kreistheilungs-

periode dargestellt werden.

Und dieser Satz lasst sich auch in der Form aussprechen:

6. 1st 51 ein beliebiger primarer oder nicht primarer
Theiler von 91 vom Index e, so giebt es einen

Theiler m^ von m und eine in lmi gelegene Kreis-

theilungsperiode ^ vom Index e, so dass
77,

als

Function von r aufgefasst, eine zur Gruppe 51

gehorige Function ist, also, wenn a zu 51 gehort,
durch die Substitution (r, r&quot;) ungeandert bleibt

und fiir alle Substitutionen von 91 e verschiedene

Werthe erhalt.

Durchlauft a eine Gruppe 51, die ein primarer Theiler von

91 ist, und setzen wir

y h = 2 rah
,

auch wenn h nicht relativ prim zu m ist, so konncn wir diese

Grossen
rj h ,

die alle die Permutationeri der Gruppe 5( gestatten,

rational durch
77
= v ra darstellen. Andererseits lasst sich aber

auch jede rationale Function von
t?

linear durch die
r} h dar

stellen. Dies wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass man
das Product zweier

r}h linear durch die rju ausdriicken kann. Es

ist aber:

nimmt man zuerst die Summe nach a bei feststehendem a, so

kann man a 1 durch a a ersetzen, da a a zugleich mit a die

Gruppe 51 durchlauft. Man erhalt so
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Wenn die Primzahl q nur einfach in m aufgeht und 51 durch

Q theilbar ist, so ist zwar 51 nicht primar; es gehort aber trotz-

dem die Periode rj
zu der Gruppe 51.

Es kann aber in diesem Falle
rj

durch Einheitswurzeln von

niedrigerem Grade dargestellt werden. In folgender Weise lasst

sich diese Darstellung finden. Alle Zahlen von Q sind von der

Form 1 -j- lim
,
worin li die Reihe der Zahlen 0, 1, ... q 1

durchlauft, mit Ausnahme des einzigen Werthes, fiir den

(18) 1 + lim = kq

durch q theilbar wird. Setzt man also unter der Voraussetzung.

dass 51 durch Q theilbar ist,

51 = Q+ Qa, + Qa, .

so folgt, dass jede Zahl a in 51 von der Form ist:

(19) a = a (1 + ft M*
),

worin a die Reihe der Zahlen 1, a l , 2 durchlauft. Daraus

ist noch zu schliessen
,
dass die Reste der Zahlen 1

,
a

,
a&quot; . . .

nach dem Modul m eine Gruppe bilden. Nimmt man nun die

Summe liber alle Werthe h = 0, 1, . . . q 1 und nimmt dann

den einen durch (18) bestimmten Werth wieder weg, so folgt:
a h a
V Y(I V V ^ (l+hm 1

) V ^ f kq

h

oder, da I ra m h = ist:

yj
r^ V ya fcfl.

Nun ist r eine m ie
Einheitswurzel, und q also, vom Yor-

zeichen abgesehen, gleich einer aus m * Einheitswurzeln ge-

bildeten Periode l
).

. 21.

Kreistheilungskorper mit gegebener Gruppe.

Im Vorhergehenden hat sich also ergeben, dass jede Kreis-

theilungsperiode rt

n - ^
in der r eine primitive mie Einheitswurzel ist und a die Zahlen

einer Gruppe 51 durchlauft, wenn 51 ein primarer Theiler von 5J

J
) Hier ist die Abhandlung von Fuchs zu ver^leichen : Ueber die

Perioden
,
welche aus den Wurzeln der Gleichung

1 w = 1 gebildet sind,

wenn n eine zusammeugesetzte Zahl ist. Crelle s Journal, Bd. 61 (1863).
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ist, die Wurzel einer Abel schen Gleichung ist, deren Gruppe mit

der zu 51 reciproken Gruppe 58 isomorph ist.

Die Aufgabe, die wir jetzt stellen und losen wollen
,

ist

iblgende :

I. Es soil der Modul m und die Gruppe 51 auf alle

mogliche Arten so bestimmt werden, dass 58 ein

beliebig gegebenes System von Invarianten hat.

Oder was dasselbe ist:

Es so 11 en alle Kreistheilungskorper von ge-

gebener Gruppe bestimmt werden.

Wir machen dabei immer die Voraussetzung ,
dass 51 ein

primarer Theiler von 91 sein soil, weil wir sonst einen und den-

selben Korper mehrmals erhalten wiirden. Die Aufgabe zerfallt

in zwei Theile, namlich:

II. Welche Moduln in sind geeignet, eine Gruppe 58

von gegebenen Invarianten zu erzeugen?
III. Wie findet man diese Gruppe 58 und die zu-

gehorige Gruppe 51?

Wir miissen bei dieser Untersuchung die Bezeichnung gegeii

das Friihere etwas andern, damit die Uebersichtlichkeit nicht

verloren geht. Die exceptionelle Stellung der Primzahl 2, die

bei den bisherigen Betrachtungen immer beriicksichtigt werden

musste, machte eine etwas umstandliche Bezeichnung nothwendig.
Diese Unterscheidung ist im Folgenden nicht mehr in dem
Maasse nothwendig, und daruni lasst sich die Bezeichnung jetzt

vereinfachen.

Wir bezeichnen die Indices einer Zahl a aus der Gruppe
51 mit

!, 2 ,
. . . wu (Indices von a)

und die entsprechenden Indexmoduln mit

c1? 62 ,
. . . Cu (Indexmoduln),

so dass ft gleich der Anzahl der in m aufgehenden Primzahlen,
oder wenn m durch 8 theilbar ist, um 1 grosser ist.

Es seien ferner

15 w 2 ,
. . . oo^

primitive Einheitswurzeln der Grade c
x ,

c2 ,
. . . cu . Sind nun die

Indices einer Zahl b in der zu 51 reciproken Gruppe 53

0n A, AU (Indices von I),
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so ist die Beziehung zwischen den und den ft durch die

Gleichung

(1) a)?
1
*
1 ?& . . .

QjX&quot;
== 1

ausgedriickt.

Die Invarianten der Gruppe 33, die nach .10 lauter Prim-

zahlpotenzen sind, wollen wir mit

?!, ? 2 , . . . iv (Invarianten von 33)

bezeichnen. Wir nebmen diese Invarianten als beliebig gegebene

Primzahlpotenzen an und bezeichnen mit J ihr kleinstes gemein-
schaftliches Vielfache, so dass

(2) J = ?
j /, = /, /a = =

/,. iv

gesetzt werden kann.

Ausserdem soil 31 als primarer Theiler von 9t vorausgesetzt

werden, was nach . 19, 8. mit der Bedingung gleichbedeutend ist:

IV. Reiner der Indices ft
soil flir alle Zahlen I, wenn

die entsprechende Primzahl q mehrmals in m
aufgeht, durch q, oder wenn q nur einmal in m
aufgeht, durch q 1 theilbar sein.

Nach der Definition der Invarianten muss die Gruppe 33

eine Basis haben, deren Elemente

#n 9zi 9v (Basis von SB)
von den Graden

i, *, . . iv

sind, so dass jede Zahl b einmal und nur einmal in der Form

(3) b = tf (j? ... ft (mod m)

enthalten ist, wenn die Exponenten a\, x.2 ,
. . . x v je ein voiles

Restsystem nach den Moduln z\, *&quot;2 ,
. . . i v durchlaufen.

Alle Grossen von der Form (3) bilden, wenn g^ g.2 ,
. . . gv be-

liebige Zahlen sind, bei unbeschrankter Veriinderlichkeit der

ganzzahligen Exponenten x gewiss eine Gruppe. Sollen aber

die g h die Elemente einer Basis dieser Gruppe, und ihre Grade ih

sein
,
so darf 1 ^ yl

l

gl~ . . . g
x
v
v

(mod ni) nur dann erfiillt sein,

wenn xh durch i h theilbar ist, also:

1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass gl ^ ^2 ,

. . . g v die Elemente einer Basis

einer Gruppe 35 von den Graden ?j, ? 2 . . . . iv seien,

ist die, dass die Congruenz

(4) ft ft . . . ft = 1 (mod m)
Weber, Algebra. II. r.
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claim uiul nur danu besteht. wenn zugleich die

Congruenzen

(5) xl
= (mod %), #2= (mod *2), . . . x v

= (mod ,.)

erfiillt sind.

Hiernach ist also J die kleinste positive Zahl, die fur alle /&amp;gt;

der Congruenz
bj = I (mod ni)

geniigt, oder die kleinste positive Zahl, fiir die fur alle Systeme
der

|3

(6) Jft = (mod Cj), J&quot;/32
= (mod c.2 ),

. . .
&amp;lt;7/J

lt= (mod cu ).

Daraus ergeben sich die ersten Schliisse liber die Zusammen-

setzung der Zahl m.

a) Eine ungerade Primzahl g, die nicht in J ent-

halten ist. kann nur einfach in m aufgehen.

Demi ist in durch
&amp;lt;f theilbar, so ist cine der Grossen c,

etwa C L
=

cp (cf)
= q*~

l
(q 1), also wenn x &amp;gt; 1 ist, so ist c

l

noch durch q theilbar, und aus (6) folgt dann, dass alle 0,

durch q theilbar sein miissten, was der Voraussetzung IV. wider-

Bpricbt.

])) Eine ungerade Primzahl q, die in J aufgeht,
kann hochstens cinmal mehr in m, als in J ent-

halten sein.

Denn man kann ebenso schliessen, dass, wenn Ci= ff-~
l

(q 1),

und J nicht durch (f-~
l theilbar ist, alle ft durch q theilbar sein

miissten.

c) Ist J ungerade, so muss auch m ungerade sein.

Denn ist m durch eine Potenz von 2, also mindestens durcli

4 theilbar, so ist der der Zahl 2 entsprechende Indexmodul

gerade, und die entsprechenden /3 miissten nach (G) alle gerade

sein, entgegen der Forderung IV.

d) Ist / durch eine Potenz von 2 theilbar, so kann
MI den Factor 2 hochstens zweimal ofter cnt-

h alt en
,
als J.

Denn ist m durcli 2 ;- theilbar und A &amp;gt; 2, so sind zwei der

Indexmoduln

Cj.
= 2, c2 = 2 ;-~ 2

.
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Ware also J nicht durch 2 ;-~ 2
theilbar, so mlissten alle ft

durch 2 theilbar sein. was wieder gegen die Forderung IV ist.

e) Wenn q eine einfach in m aufgehende Primzahl

ist, so muss q 1 wenigstens durch eine der in

J aufgehenden Primzahlen theilbar sein.

Denn ware cx
=

q_
1 relativ prim zu J, so miissten alle ft

durch q 1 theilbar sein, im Widerspruch mit IV. Die weiteren

Bedingungen fiir m ergeben sich spater.

Bestimmung der Gruppe 33:

Die Gruppe 23 ist bestimmt, wenn ihre Basis gl , g.2 ,
. . . g v

gegeben ist. Die Elemente der Basis wollen wir durch ihre

Indices bestimmen, und fuhren also folgende Bezeichnung ein.

Es seien

yi,i, yi,2, . yi,
die Indices von gl

, 21, 722, 72, a 9-2

y,, i, y&amp;gt;,2, yv,u v r&amp;gt; n 9*-

Die Indices &, ft, . . .
/3U eines beliebigen Elementes & erhalt

man dann nach (3) in der Form:

ft EEE yltl a?! + y2 ,i ^2 + ---h ?V J (mod ci)

ft
=

yi. 2 ^i + ^,2 ^2 + ----h r.,2 ^v (mod r2)

. ........
ft,
=

yi, ^ -f* ya,.u
#2 + + *A ^ (

mod c
.&quot;)

und wir fragen nun nach den nothwendigen und hinreichenden

Bedingungen fiir die Zahlen
y/,, fe ,

damit g^ g.2 . . . g v die Basis

einer Gruppe i8 von den verlangten Eigenschaften ist. Nach 1.

ist hierfiir zuerst nothwendig:

2. Die Zahlen yM. miissen so beschaffen sein, dass

die Congruenzen

yi.i , + y2,i
a?2 H-----h rr,i a:.- = (mod Cl )

71,2 ^i + r2.2 x, H-----h 7,2 x, = (mod c2)

dann und nur dann erfiillt sind. wenn zugleich

die Congruenzen

(10) ^^Ofmod?!), /r2
=

0(mod?.2 ).
... a?v= 0(modi v)

bestehen.
6*
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1st diese Bedingung erfiillt, so 1st gewiss gl , g.2 ,
. . . gv die

Basis einer Gruppe mit den Invarianten
1}

? 2 ,
. . . i v. Wenn aber

auch noch die in IV. aufgestellte Forderung erfiillt sein soil,

dann folgt noch welter:

3. 1st q h eine in m aufgehende Primzahl, der der
Index ph entsprioht, so diirfen die v Grossen

Yl,h, y-2, 7o . 7v,/t ,

wenn q h mehrfach in tn aufgeht, nicht alle

durch q h ,
und wenn q h nur einmal in m aufgeht,

nicht alle durch q h 1 theilbar sein.

Die Bedingungen 2., 3. sind dann also die nothwendigen
und hinreichenden

,
und es kommt jetzt nur noch darauf an, sie

in eine Form zu bringen, dass die Moglichkeit ihrer Erfullung
beurtheilt werden kann.

Wir bezeichnen mit

dkih den grossten gemeinschaftlichen Theiler von i k

und cjt und setzen

(11) i k = dMt 4j/0 ch = dk
,
h c

fc&amp;gt;7t
, j

~
&quot;

-J

n i, z, ... ^,

so dass 4,fc und c
kj h relativ prim sind. Es ist dann zu be-

merken, dass die Grossen

#fc,7n 4,7* Ck,h

durch m und die Invarianten i k vollig bestimmt sind. Nach der

Definition der Invarianten miissen die d\-
}

/t und i^ h Primzahl-

potenzen sein.

Aus den Voraussetzungen ,
die wir in a) bis d) iiber die

Zahl m gemacht haben, ergiebt sich eine Folgerung fur die c
7;?

;( ,

die wir hervorheben miissen.

4. 1st q* einer der Factoren von w*, der dem Index

|8fc entspricht, ist also c
h =^q^~

1

(qh 1), oder wenn
q = 2 und K &amp;gt; 2 ist, c

h
= 2*~ 2

,
und wenn x = 2

ist, c
h
= 2, so konnen, wenn ^

&amp;gt; 1 1st, die Zahlen

nicht alle durch qh ,
und wenn K = 1 ist, nicht

alle durch q 1 theilbar sein.

Wenn namlich die Grossen (12) alle durch qh theilbar sind,

so sind nach (11) die Zalilen

(13) *i,ft,.*M,. tf^
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alle nicht durch ^-~
l

theilbar, und die Zahlen

(14) ii,h, 2, hi . *r,/

sind alle nicht durch qh theilbar, folglich ist nach (11) keine der

Zahlen i^ z&quot;2 ,
. . . a r ,

und also auch J&quot; nicht durch gj
1

theilbar,

was den Annahmen a) und b) wiclerspricht. Fiir qh
= 2 ist in

diesem Schlusse nur x 1 oder 2 (bei x = 2) an Stelle von x

zu setzen, um denselben Widerspruch gegen c) und d) zu er-

halten.

Ist aber x = 1 und sind die Zahlen (12) alle durch qh 1

theilbar, so miissen sie gleich qh 1 sein; die Zahlen (13) sind

alle = 1 und es wiirde also folgen, dass die Zahlen i k und

also auch J relativ prim zu qh 1 waren, was der Voraus-

setzung e) widerspricht.

Wenn wir jetzt zu der in 2. ausgesprochenen Forderung fur

die Grossen y^ h zuriickkehren
,

so ergiebt sich zunachst, dass

die Congruenzen (9) erfiillt sein miissen, wenn x k = i* und die

iibrigen x = gesetzt werden. also:

TV* i k
= (mod c /t),

und daraus mit Beriicksichtigung von (11):

4, h 7k, h = (mod c
ft, h)-

Weil aber fc,fc
uncl CM* relativ prim sind, so folgt, dass y^

durch c
fc)

/t theilbar sein muss. Wir fiihren also ein neues System
von ganzen Zahlen e^h ein durch die Gleichungen

(15) yfc,/.
= ck

,
h e,lth

und suchen nun fur diese Zahlen die aus 2. folgenden Bedin-

gungen. Da die Zahlen yfcj/t ,
wie aus ihrer Definition hervor-

geht, nur nach dem Modul c h bestimmt sind, so ist e^ h nur nach

dem Modul #
fc , /,

zu bestimmen. Nehmen wir eine von den Con

gruenzen (9):

7i,7* #1 + Yz,h %* + + y*,h %v = (mod ch),

und fiihren darin (15) ein, so erhalt sie die Form

(16) Ci, h ei th Xi -|- Ca,h ewfy + + c Vlh
ev

,
h x v = (mod ch).

Hierin setzen wir nun nach (11):

.

O
fr, h * k

Demnach sind die Congruenzen (16) gleichbedeutend mit

der Forderung, class



86 Dritter Abschnitt.

ll.fr h,fr %I
,

02, 7* J2, h #a
_j_ m

0v,fr Jy,hXv44* 4h 2 * v

ganze Zahlen sein miissen, oder, mit Riicksicht auf die Bezeich-

nung (2), mit den Congruenzen:

(17) i th h, h i[ x -f- 02, & i
2: h i$x.2 -\-

- e v
,
h i v

,
h i v x v

= (mod &amp;lt;/).

Diese Congruenzen sind, wie man sieht, immer erfiillt, wenn

Xi durch ij, x.2 durcli i.2 . . ., xv durch i r theilbar ist, und die

Forderung 2. reducirt sich also jetzt darauf:

5. dass die e^h s zu bestimmen sind, dass die Con

gruenzen (17) flir keine anderen als den Con

gruenzen XK = (mod ijg) geniigende Werthe der
x befriedigt sein sollen.

Dazu kommt noch als Umformung der Forderung 3.:

6. Die Zahlen

#1, fcCi, ;, C2
,
/i 62, hi - Cv,hCv,h

diirfen nicht alle durch y h ,
wenn x&amp;gt; 1, und

durch (q h 1), wenn x = 1 ist, theilbar sein.

Die Forderung 6. enthalt wegen 4. keine Unmoglichkeit.

Durch 5. und 6. sind die n o t h w e n d i g e 11 und h i n -

reichenden Bedingungen fiir die Zahlen e/l)fc ausge-
d r it c k t.

Es handelt sich also jetzt noch um die Frage, ob und unter

welchen Voraussetzungen diese Forderungen durch geeignete

Wahl der e^ ]{ befriedigt werden konnen.

Diese Frage wird dadurch sehr vereinfacht, dass sich die

Congruenz (17) in mehrere spalten lasst. Die Invarianten i k

sind, wie wir angenommen haben, Primzahlpotenzen. Es mbge

eine von diesen Primzahlen mit p bezeichnet sein, und es sei

(18) ii = p*i, ia = p**, . . . i
Q
= p

71

^

wahrend die iibrigen 4? wenn noch solche vorhanden sind, nicht

mehr durch p theilbar sein sollen. Den grossten der Expo-
nenten TC^ ^2 ^v wollen wir mit n bezeichnen.

Dann ist , T .

J = p* J ,

und J ist nicht mehr durch p theilbar. Es ist ferner

i{ = p*-**J , /a = p*-**^, . . in = p*-*Qj ,

wahrend ? + i, . . . i v durch * theilbar sind.
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Deninach hat die Congruenz (17) zur Folge:

= (mod p&quot;)
Ji 1, 2. . . . p,

und die iibrigen in J aufgehenden Primzahlen ergeben jede ein

eben solches System von Congruenzen, die in ihrer Gesammtheit

vollstiindig gleichbedeutend mit der Congruenz (17) siud. Diese

Congruenzen (19) diirfen nicht anders befriedigt werden konnen,
als dadurch, dass die Zahlen

p* *i
#!, 2&amp;gt;*~** #2? P&quot;~

t
f} Xq

durcli p* theilbar sind.

Setzen wir also zur Abkiirzung:

so erhalt (19) die Form:

(20) eith iljh y! + e2
,

/ 2, ;* //a + e^ h i
9th y9

= (mod p&quot;),

und diese Congruenzen sollen

i/l
^ 0.

y.,
=

0, . . .
I/,,
^ (mod p&quot;)

zur notliwendigen Folge baben.

Das System von linearen Congruenzen (20) kann nun mit

denselben Mitteln discutirt werden, wie ein System linearer Glei-

chungen, uamlich durcli die Determinanten (vgl. den Abschnitt II

des ersten Bandes).
Wir wollen zur besseren Uebersicbt die Congruenzen (20)

fur den Augenblick so scbreiben:

mod

Wenn die Coefficienten ahjh alle durcli p theilbar sind, claim

sind diese Congruenzen schon befriedigt, wenn die y alle nur

durch p
n ~ l theilbar sind, und dieser Fall darf also nicht ein-

treten.

Wir wollen nun amiehmen, es lasse sich aus der Matrix
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eine Determiiiante von % Reihen bilden, die nicht durch p theil-

bar 1st, wahrend alle Determinanten von mehr als r Reihen,
wenn solche vorhanden sind, durch p theilbar sind. Wir konnen

voraussetzen, dass die Indices so angeordnet sind, dass

nicht durch p theilbar ist. Bezeichnen wir mit 4^ h die Unter-

determinanten von /I und setzen

so ist D^s = d, wenn k = s, und = 0, wenn s ^ r und von

k verschieden ist, und ist, wenn s
&amp;gt;

r ist, eine r-reihige Deter-

minante der Matrix (22). Mit Hiilfe dieser Bezeichnung lassen

sich nun aus den T ersteri Congruenzen (21) die folgenden her-

leiten :

i -f A,* + i2/* + i + . . . A, 9 y&amp;lt;.

=
(23)

* * ,*
(mod

Z/l/7 -f- Z)^ r + 1 7/r + 1 -)-... Dr,ot/(J
^ 0.

Setzen wir zur Abkiirzung

1,-zr i,r l,r

so ist ^4.9) ,. nach Bd. I, . 23 eine (r -)- l)-reihige Determinante der

Matrix (22) und also nach Voraussetzung durch p theilbar.

Nach dieser Bezeichnungsweise erhalten wir aus (23):

d (Ol,ryi + 2,r^2 H-----

und es zeigt sich also, dass, wenn x &amp;lt; @ ist, die Congruenzen (20)
schon befriedigt sind, wenn yr + i, ... t/?

durch p 71 l theilbar an-

genommen werden, weil alle AStr durch p theilbar sind. Dies

ist also nicht zulassig. Es muss also r = g sein, und dies geniigt

auch, weil dann (23) sich auf

4yl
=

0, z/i/2
=

. . . z/^
= (mod p*)

reducirt, und folglich, da d durch p nicht theilbar ist, i/x , y^, ... y tt

durch p71 theilbar sein miissen.

Hierdurch ist die Forderung 6. in eine andere Form ge-

bracht, die wir, indem wir zu unserer urspriinglichen Bezeichnung
in (20) zuriickkehren, so aussprechen konnen:
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7. Es muss die Anzahl Q der durch eine Primzahl p
theilbaren Invarianten gleich oder kleiner

als die Anzahl ^ der Indexmoduln sein, und es

muss sich aus der Matrix

01 1 ^1,1? 02,1 ^2,1: 0o, 1

f -\ t 01 2 *1 2 1 @2 2 ^2 2 i 2

(24)

01,U^1, /U.1 02, jU*2,1 0, (W ^O,

we nigs tens eine durch ^ untheilbare Deter-
in in ante von Reihen bilden lassen.

Dies involvirt zunachst eine Forderung fiir die 4)ft ,
d. h. also

in letzter Instanz eine Bedingung fiir die Zahl m.

Alle Glieder irgend einer p-reihigen Determinants der Ma
trix (24) enthalten einen Factor der Form

worin fel7 /&3 , , . . h
Q irgend eine Combination von Q verschiedenen

Zahlen der Reihe 1, 2, ... ft bedeuten. Waren nun alle diese

Producte durch p theilbar, so waren sicher alle Determinanten

der Matrix (24) von Q Reihen auch durch p theilbar, und es

muss also wenigstens eine solche Combination geben, die nicht

durch p theilbar ist. Weil aber die i^ h nur Potenzen von p sein

konnen, so muss

!,&!
= 1? *2,7.2

=
1, . . .

iq,h
()

= 1

sein. Geht man nun auf die Becleutung der i^ h in (11) zuriick,

so konnen wir die letzte Forderung fiir den Grad m folgender-

maassen ausdriicken:

f) Wenn eine Primzahl p in Q Invarianten %, /2 ,
... i,,

aufgeht, so muss die Anzahl
t
u der Indexmoduln

gleich oder grosser als Q sein, und es miissen

sich Q dieser Indexmoduln c/h , c^, - c
hi)

so aus-

wahlen lassen, dass c
hl
durch !, c/

&amp;lt;2

durch 2 . . .,

ch durch in theilbar ist 1
).

J
) Der Nachweis der Thatsache, dass dieser Forderung immer auf

unendlich viele Arten entsprochen \verdeu kann
,

stiitzt sich auf den Satz

der Zahlentheorie, dass unter den Zahlen einer arithmetischen Progression,
deren Anfangsglied und Dififerenz ohne gemeinsamen Theiler sind. un

endlich viele Primzahlen vorkommen
,

ein Satz
,
der bis jetzt nur von
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Hiermit aber ist alles erschopft, was wir von m fordern

miissen. Denri wenn diese Bedingung f) befriedigt ist, so brauchen

wir z. B. nur die e
lfftl ,

e2 ,7 a i . . . e
()jh()

durch p untheilbar, die

iibrigen e durch. p theilbar anzunehmen; dann ist die Deter-

minante

(mod p)

also sicher durch p untheilbar.

Und bei dieser Annahme kann auch noch die Bedingung 6.

befriedigt werden. Um dies einzusehen, bezeichne man mit p*

irgend eine der Invarianten, etwa i
l9
und mit ch den Indexmodul,

der nach f) durch p* theilbar ist, so class

f9^\ - n^r /&amp;gt;

\* **) Wi P 01, h

ist. Ist dann qh der zurn Indexmodul ch gehorige Primtheiler

von w, so ist p entweder gleich qh oder ein Theiler von qh 1.

Nach der zuletzt gemachten Annahme ist e
1)7l

nicht durch p
theilbar, wahrend e2

, 7n 03,74, 0v, 74 durch p theilbar sind. Es

sollen dann die Producte

01,74 01,74i 02,74 02, 7o 0v, 7i 0v, h

nicht alle durch q^ oder durch
&amp;lt;//,

1 theilbar sein.

Ist zunachst q h ein einfacher Theiler von m, so ist

ch = q h 1, und wegen (25) ist c^ h nicht durch q h 1 theilbar.

Man kann also c\
t
n noch so annehmen, class

Ci, /, e^ /t
nicht durch

q h 1 theilbar ist. Ist aber q h ein tf-facher Theiler von m
und x

&amp;gt; 1, und ist q h = p, so ist, wenn p ungerade ist,

c h = p*-
l
(p 1), und nach der Voraussetzung b) it

5&amp;gt;
* -- !

Wenn also c h durch pn theilbar sein soil, so muss n x 1

sein, und (25) ergiebt d,/t
= p 1. Ist aber p 2, so ist

c h = 2 oder = 2* 1
,
und es muss also nach der Voraussetzung d)

7t = 1 oder = x 2 sein, und es ist d,/, = 1. Man kann also

I) i rich let mit Anwendung der Integralreclmung bewiesen ist. (Abliand-

luugcu der Berliner Akademie 1837; Dirichlet s AVerke, Bd. I, Nr. 21;

Dirichlct-Dedekind, Vorlesimgeu iiber Zahlentheorie , Supplement VI;

Bachmann, Analytische Zahlentheorie, Abschn. IV). Behalten wir die

oben benutzte Bezeichnung bei, so kann man, um fiir ein gegebenes p der

Forderung f) zu geniigen, p* + i als Factor in m aufnehmen. Dann aber

miissen, wenn
(&amp;gt;&amp;gt;1 ist, noch $ 1 Primfactoreu q in m vorkommen, die

an Congrucnzen von der Form q
= 1 (mod i

} )
. . . gebunden sind.
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auch in diesen Fallen &amp;lt;?

1;7l
so annehmen, dass ^ h e^ h durch y h

nicht theilbar wird.

Die Forderungen, die hiermit fur die e^ h gestellt sind, be-

stehen also nur darin, dass sie durcli gewisse Primzahlen theil

bar, durch andere nicht theilbar sein sollen, und sind also noch

auf unendlich viele Arten mit einander vertraglich. Aber diese

letzte Annahme iiber die e^ h liatte nur den Zweck, zu zeigeu.

dass die fruheren allgemeineren Forderungen immer befriedigt

werden konnen. Es kann noch viele andere Arten geben, ihnen

zu geniigen.

Uebersicht der Resultate.

Wenu es sich darum handelt, alle Kreistheilungskorper, und

jeden nur einmal, und zwar auf moglichst einfache Art, durch

Kreistheilungsperioden darzustellen. so verfahre man so:

Man nehme ein beliebiges System von Primzahlpotenzen als

Invarianten

i, 2 ,
*

an, und wahle dann eine Zahl m nach folgendeu Bedingungeu.

Wenn p* die hochste Potenz einer Primzahl p ist. die unter

den Invarianten vorkommt, so nehme man p hoehstens (it -\- 1 )-,

oder, wenn p = 2 ist. (n -h 2) mal in m auf.

Eine Primzahl 3, die gar nicht in den Invarianten aufgeht,

darf nur einfach in m aufgenommen werden; aber nur solche

einfache Primfactoren q darf m haben, bei denen q
-- 1 durch

einen der Primfactoren p der Invarianten theilbar ist. Also kann

auch p selbst nur dann einfach in m vorkommen, wenn p I

durch eines der anderen p theilbar ist.

Ferner muss m noch der Bedingung geniigen, dass unter

den Indexmoduln
Cj, C2 ,

. . . Cu

Q verschiedene, wie Cj, c.2 ,
. . . c

c
,. durch l^ i2 ,

. . . in theilbar sind,

wenn i^ i.2 ,
. . .

i&amp;lt;&amp;gt;

Potenzen von einer und derselben Primzahl

sind. Dann bestimme man die Grossen /
fc&amp;gt;/t

und c^ h nach den

Formeln (11) und theile die gegebenen Invarianten in Systeme

ein, so dass alle Potenzen einer und derselben Primzahl in einem

Systeme vereinigt sind.

Fur jedes dieser Systeme bilde man die Matrix (24) und

wahle die Zahlen ck
,
n so, dass aus jeder solchen Matrix eine
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Determinante von Q Reihen gebildet werden kann, die durch

die betreffende Primzahl nicht theilbar ist, und dass nicht alle

Producte

Ci,fc0i,fc, c2,fcCa,7*? Cv,fc0v,fc

durch qh oder durch q h 1 theilbar werden. Darin setze man

yfc,fc
==

Cfc, h fyhi

und hat so nach (7) die Indices einer Basis einer Abel schen

Gruppe 23, deren reciproke Gruppe 51 ein primarer Theiler der

ganzen Gruppe 91 ist.

. 22.

Bestimmung der Gruppe 51.

Das letzte Ziel dieser Untersuchung ist nicht sowohl die

Bestimmung der Gruppe 23, als die der Gruppe 51, aus der

man direct die Kreistheilungsperioden t?
= v ra bilden kann.

Diese Aufgabe kann man auf folgende Art 16seri: Nach (1) sind

die Indices a der Zahlen in 51 von den
ft abhangig durch die

Gleichung

worm !, 2 ,
rou feste primitive Einheitswurzeln der Grade

cls c.2 ,
. . .

c/j,
bedeuten. Versteht man aber unter C das kleinste

gemeinschaftliche Vielfache von Cj, c2 ,
. . . cu und setzt

/O\ /^

und bezeichnet mit a? eine primitive Cie
Einheitswurzel, so kann

man statt (1) auch setzen

und bekommt daher fur die a die Congruenz

die gleichbedeutend ist mit der Bedingung, dass die Summen

_
_j_

_
_|_ 1 r r,

&amp;gt;l

l,,u
h

ganze Zahlen sein miissen. Wenn man darin fur
ft k die Aus-

driicke . 21, (8) substituirt, so folgt, dass auch

c h



ij. 22. Kreistheilung skorper mit gegebener Gruppe. 93

oder, da die ganzen Zahlen x k beliebig sind, die Summen

ganze Zahlen sein miissen. Setzt man claim naeh (15) und (11) . 21

?}; h = C^ h fit. h, Oi = #*. h Cl;. h - t
l;
=

#fc, h 4
r Jo

so folgt, dass

ganze Zahlen sein miissen, und diese Forderung 1st gleich-

bedeutend mit dem System der Congruenzen
;,

1 &amp;lt;*h 4,fc fyfc = (mod fc),

oder, ausfiihrlicher geschrieben

ei,i
:

i,ii + d,2h,22 + + ei,nh,u(*u = (mod ^)

^x
e

2&amp;gt;
i? 2)ii + ^,2^2,22 + + e2,u/2,a = (mod ? 2 )

^i*v,ii -f- ^.,2^.22 + &quot; + e v
,
u

&quot;v,

a .u
^ (mod tt).

Durch diese Congruenzen sind, wie es sein muss, die Zahlen

1? 2 ,
. . . a(1 nur nach den Moduln c

t ,
c2 ,

. . . ctt bestimmt, well

i^h CH = ik Ck,h durch ij. theilbar ist, und urn die Indices
aller Zahlen der Gruppe $1 zu finden, hat man einfach

alle Losungen der Congruenzen (3) aufzusuchen.
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Cubische und biquadratische Abel sche Korper.

. 23.

C u b i s c h e K r e i s t h e i 1 u n g s k o r p e r.

Die allgemeinen Untersuchungen ,
die in den letzten Para-

graphen dargestellt sind, gestatten mannigfaehe Anwendungen
auf specielle Falle, von denen die eiiifachsten hier betrachtet

werden sollen. Es ist dal)ei bemerkenswerth
,

dass schon die

einfachsten Falle, wenn man sie direct angreift, last in dieselben

Schwierigkeiten hineinfiihren, die wir (lurch die allgemeine Unter-

suchung iiberwunden haben.

Wir wollen zuerst die Anfgabe behandeln, alle cubischen

Kreistheilungskorper, also alle Kreistbeilungsperioden,
die einer rationalen Gleichung 3 ten Grades geniigen,

aufzufinden, und zwar so, dass von mehreren Ausdriicken, deren

dieselbe Grosse fahig ist, der einfachste gesetzt wird.

Wir haben hier nur eine Invariante i
l 3, und nach den

Vorschriften in der Zusammenstellung des .21 diirfen in m
aufgenommen werden der Factor 9, nicht aber 3, ferner Prim-

zahlen in beliebiger Menge von der Form 6 N -f- 1
,

also die

Primzahlen 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97 . . ., und so

bekommon wir also als geeignete Werthe von m unter 200:

m = 7, 9, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 63, 67, 73, 79, 91, 97, 103, 109,

117, 127, J33, 139, 151, 157, 163, 171, 181, 193, 199,

unter denen die Zahlen mit mehreren Primtheilern (lurch fetten

Druck ausgezeichnet sind. Die kleinste Zahl
,
in der mehr als

zwei Primzahlen aufgehen, ist 7.9.13 = 819.
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Verstehen wir also unter ft, fa, q$ . . . Zahlen, die aus der

Reihe der Zahlen 9 und der Primzahlen 7, 13, 19, 31... ge-

nommen sind, so 1st der allgemeine Ausdruck fur ni :

(1) m = ft q2 q* ... q u .

Die Indexmoduln sind, wenn ql
= 9 ist, Cj = 6, c.2

= fa 1 ,

c
;1

=
r/3

1 ... Wenn 9 und 7 unter den Factoreii von m
nicht vorkommen, so fallt der Indexmodul 6 weg.

Die Grossen d^, #
1)2 ,

. . . 5
1;lt

sind die grossten gemein-
schaftlichen Theiler von ^ = 3 mil den c1? c2 ,

. . . cu ;
sie sind

also alle = 3, und es folgt nach . 21, (11):

ii,h
= 1, Ci,/

= l 3^.

Die Matrix . 21, (24) besteht hier nur aus der einen Ver-

ticalreihe ei.i. 1.2, . . . ei,u, und diese Grossen kann man beliebig

wahlen, wenn nur wenigstens eine darunter ist, die durch 3 un-

theilbar ist. Diese Zahlen eltl . elj2 ,
. . . .CL tt sind iibrigens nur

nach dem Modul 3 bestimmt, und konnen also gleich 0, 1 oder 2

angenommen werden. Die Bedingung 6. des .21 verlangt aber

auch, dass. wenn q l
= 9 ist, Ci,i Ci,i = 2e1A nicht durch 3

thoilbar sein soil, und wenn q? eine Primzahl ist, dass

Ci. 2^1,2
= Vsfe 1) ^1,2

nicht durch ^.2 1 theilbar sei. d. h. also, es darf keine der
Zahlen ^ia , ei, 2 , . . . Ci. durch 3 theilbar sein. und wir konnen

fur jede von ihnen 4- 1 wahlen.

Um also die Indices j, 2 ,
. . . aller Zahlen a zu linden,

die in der Periode

(2) ri
= v r

vorkommen konnen, hat man nach . 22, (3) alle Zahlen a (nach
dem Modul 3) zu nehmen. die einer Congruenz

(3) f: i 2 ?,
^ (mod 3)

geniigen , wobei fiir eine b e s t imm t e G r u p p e eine V o r -

zeichen -Combination festgehalten werden muss.

Die Anzahl der moglichen cubischen Korper hlingt bei ge-

gebenem m nur von der Zahl ;t der Indexmoduln ab und betriigt,

da eines der Vorzeichen in (3) willkiirlich angenommen werden

kann, 2&quot;-
1

.

Ganz ahnlich wiirde sich das Resultat gestalten. wenn man
statt 3 eine andere Primzahl p fur i\ setzen wiirde. Es wiirde

dann nur in die Congruenz (3) an Stelle der doppelten Vor-
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zeichen je ein voiles Restsystem von p (mit Ausschluss der 0)

treten.

Wir wollen aber bei der Annahme ^ = 3 stehen bleiben,

und unter j, 2 ,
. . . fu irgend eine Combination der Zahlen + 1

verstehen. Dann konnen wir die Congruenz (3) auch so schreiben

(4) sl ! -\- 2 cc2 -j~ -|- u u = (mod 3).

Die Zeichencombination f
x , 2 ,

... g,,, in der ein Zeichen

willkiirlich angenommen werden kann, da die gleichzeitige Aende-

rung aller Vorzeichen in (4) nichts andert, bestimmt die einzelne

Gruppe 51, und offenbar sind diese Gruppen 51 auch alle von

einander verschieden. Denn ist z. B. in einer Gruppe f
x
=

.&amp;gt;

=
-|- 1,

in einer anderen sl
=

-\- I
,
s .

2
= 1

,
so enthalt die erste die

Zahlencombination :

!
=

1, 2
=

1, as = 0, . . . a tt
=

(mod 3),

die in der zweiten nicht vorkommt.

Um die Gruppen $ definitiv zu finden, legt man ein System

primitiver Wurzeln g^ g%, . . . #u von q^ ^2 ,
. . . q zu Grunde und

bestimmt a nach dem Modul m aus den Congruenzen:

(5) a = gl
l

(mod g t )

= g? (mod q.2 )

=
gl
m
(mod gu).

Setzen wir, indem wir unter 6 einen der Reste 0, i 1 verstehen,

(6) 6 = s
l
VL -(- 2 v2 -\- -\- u vu (mod 3),

so besteht 51 aus alien Zahlen a, deren Indices i/j
= c^, i;2

= a2 ,

. . . i/u = u der Bedingung o = geniigen. Die beiden anderen

Werthe 0=1, 6 = 1 bestimmen die beiden Nebengruppen
51

,
21&quot; von 51, so dass

K = 51 + W + 51&quot;

ist, Ist a und a&quot; je eine Zahl aus 51 und
51&quot;,

so ist 51 = 5ta ,

51&quot; = 51 a&quot;.

Wir bezeichnen nun mit
rj

die Kreistheilungsperiode, die zu

51 gehort, und mit ?/, if die conjugirten Perioden, also

(7) n = v ^ ^ = 2 K, &amp;gt;?&quot;

= X r&quot;.

Wenn dann Q eine imaginare dritte Einheitswurzel ist, so

erhalten wir die Resolvente
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und dafiir konnen wir mit Benutzung der Bezeichnung (6) setzen

(8) (9, &amp;lt;n)

= v
Q
o r^

worin n alle Zahlen der Gruppe 91 durchlauft, und in 6 fur

v1? t j . . . v,t jedesmal die Indices von n zu setzen sind.

Es mogen nun mit r1? r.2 ,
. . . primitive Einheitswurzeln

der Grade q^ q.2 ,
. . . #u bezeichnet sein, und

r = rx r2 ,
. . . rlt

gesetzt werden. Dann lasst sich der Ausdruck (8) in ein Pro

duct zerlegen, namlich, wenn wir

n = nh (mod q h)

setzen, in :

(9) (p, ,,)
= v

&amp;lt;&amp;gt;&quot;&quot;;&quot;
i: e

s* V? ... v # &quot;&amp;lt;.

Die Factoren dieses Productes sind nun genau die Resol-

venten, die wir in . 172 des ersten Bandes untersucht haben,
und wir erhalten, wenn wir

(10)
v ph rh = fan h), li= 1, 2, ...(i

setzen:

(11) (0, rj)
=

(P t, 7^0 (Q^ r},) . . . (P V, ^).

Wenn wir hierauf die Formeln (5), (6), (25), (26) des eben

angefiihrten Paragraphen anwenden, so erhalten wir:

(12) (p, 17) fo-i, ^) = ,,

(13) ((&amp;gt;, i?)3
= m (a+ bg), (g*, ^ = m (a+ ft g*),

worin a und ft gewisse ganze Zahlen sind, die sich aus den ge-

nannten Formeln berechnen lassen, die aber nach der Wahl der

s verschieden ausfallen.

Aus (12) und (13) folgt dann noch:

(14) m = a 2 ab + b*.

Hiernach konnen wir die cubische Gleichung aufstellen, deren

Wurzeln die Grossen ^, ^ , n&quot;
s in d- ^ie moge lauten:

(15) 7?3__ a^ + ^i^ --r==0,
worin a, /3, y ganze Zahlen sind. Was zunachst a betrifft, so ist

es gleich der Summe aller primitiven m ten
Einheitswurzeln, also

= l *i I&amp;gt; 2 . . -
5&amp;gt;,u,

und dieser Werth ist = oder =
( 1}&quot;, je nachdem 9 unter

den Factoren von m vorkommt oder nicht. Die beiden anderen

Coefficienten lassen sich ganz so berechnen, wie an der er-

Weber, Algebra, n. 7
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wahnten Stelle gezeigt ist. Wir wollen hier die Rechnung in

etwas veranderter Form anordnen. Wir setzen:

was zur Folge hat, dass (0,t?) (0,5) ist, wegen 1

Dann ergiebt sich fur 5 die cubische Gleichung:

(16) g.-|_pg_- Q = Q,

worin

&amp;lt;&quot;&amp;gt; *=&amp;gt;-?. =-+
Nun ergiebt sich aus (12):

(0,5) (0-S5) = m = e
2+ ^ 2 + r 2 -55 -5
- 3P

oder

und aus (13), nach einigen einfachen Rechnungen, wenn

S = 5
2
5 + 5

2
5&quot;+ 5&quot;

2
5, 5 5 5

2+ 5 5&quot;

2+ 5&quot; 5
2

gesetzt wird:

m

woraus durch Addition:

(19) 27$ = w(2a 6),

und durch Subtraction der beiden ersten:

(20) mb=3(S-S )
= 3(t-^?) (5&quot;

-
5) (5&quot; 5 )-

Wenn m durch 9 theilbar ist, so ist a = 0, und P und Q
sind ganze Zahlen und P durch 3 theilbar. Ist aber m nicht

durch 9 theilbar, so sind erst 3P und 27 Q ganze, nicht durch

3 theilbare Zahlen.

Ist D die Discriminante der Gleichung (15), also eine ganze

Zahl, so ist auch

(21) Vv= (r,-rl &amp;gt;)(r1&quot;-y)(r1
&quot;-r

1 &amp;gt;)

= (S-$ )(i;&quot;-)(t;&quot;-Z)

_ mb
~3~

eine ganze Zahl, und also ist, wenn m nicht durch 9 theilbar

ist, b durch 3 theilbar. Nun ist nach (14)
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(22) 4 m == (2 a b)
2 + 3 6 2

,

und wenn m durch 9 theilbar ist, so ist 2 a b nach (19) durch

3 theilbar, und aus (22) folgt dann, dass auch in diesem Falle

b durch 3 theilbar ist, Wir konnen also in alien Fallen setzen

2 a b = A, b = 3B,

so class A, B ganze Zahlen sind, die der Bedingung

geniigen, und die Gleichung fiir wird dann

m , mA

und fur die Discriminante dieser Gleichung folgt

(25) V~D = -mB.

Um fiir die einfachsten Beispiele die Rechnung durchzu-

fiihren, nehmen wir fiir ql
= 9, q2

= 7, qz
= 13 aus . 172 des

ersten Bandes die Werthe:

#! = 9, a + b Q = 3 o,

q, = 7, a + b Q = (1 + 3 9),

g 3
= 13, a + b Q = (4 + 3 Q).

Daraus ergeben sich fiir m = 63 die beiden Werthe :

m = 63: a + b Q = - 3 Q (1 + 3 Q )
= 9 + 6 p,

fiir

w = 91: a + 69 = (1 + 30) (4 + 30 )
= -- 5 69,

a + & = (1 + 3 9) (4 + 3 p) = 10 + 9 0,

und fur w = 819 die Werthe:

__ 3p (1+ 30 ) (4+ 3 Q-)
= 3 (9 9),

)
3 (9+ 100),

02) 3 (6 5 0).

Daraus finden sich die cubischen Gleichungen fur
??

in diesen

drei Fallen:

m = 63: ^ -- 21
rj
- 28 = 0, (17

= 6)

17
a 21

&amp;gt;? + 35 = 0,

m = 91:
&amp;gt;f

--
ij* 307? + 64 = 0, (ij

= g + Vs)
&amp;lt; _ -2 _ 30 ? 27 = 0,
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m = 819: ^ 273
rj + 91 =0, (t?

= g)

r^ 2737? + 91.19 = 0,

17 273
i? + 91. 8 = 0,

?f 273
t? + 91.17 = 0.

Die Wurzeln dieser einzelnen Gleichungen findet man am
besten aus der Gleichung (9) oder (11), indem man darin nach
Potenzen von Q ordnet, dabei aber nur p

3 __ ^ nicht p
2 + Q -\- 1

= benutzt.

So bekommt man z. B. fur den Fall m 63:

(0, 7i)
= fa -f Q^i + 2

Vi ) 0?a + P*?2 + ?
2^ )

oder
= Oh + QVi + P

2 VO fa + Qn i + e
2
^),

worin

zu setzen ist (Bd. I, . 172), und man findet so:

^=^1^2+ ^1 ^2 + 1? i ^2
oder

^ = ^1^2 + ^1^2 + itfltf-

Um die Gruppen 51 daraus zu finden, hat man zwei Zahlen

x, y so zu bestimmen, dass 7 # -[- 9
^/

1 wird, und dann

r = rl r2 ^
also rx

= rlx
,

r.2
= rg v

zu setzen. Nimmt man x = 4, y = 3 an, so erhalt man fur

x die beiden Werthe von ^ :

n
_

(
r23

_|_ r
-

28) (V27+ r
-

27)+ (&amp;gt;7 _)_ f
-

7) (r ^_ f
-

9)

n =
(r28_)_ r-28) (r

.

7_|_ r-27)+ (
r7_)_ r-7) (

r !8+ y- 18)

+ (r
14+ r-14)(r

9+ r-^
also

^ = 1,
. + 8, 2, 16, 4, 32,

oder
31 = 1, 8, 11, 25, 5, 23.

Die beiden Gruppen konnen durch die Potenzen von 2 und
von 11 dargestellt werden.

Die cubischen Gleichungen, deren Bildungsgcsetze wir jetzt

kennen gelernt haben, enthalten mit ihren Tschirnhausen-
Transformationen alle cubischen Kreistheilungsglei-
chungen. Aber diese Gleichungen sind auch alle von einander
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verschieden und konnen nicbt clurch Tschirnhau sen -Trans

formation in einancler libergefiihrt werden, weil sie zu primaren
Theilern von verschiedenen vollen Kreistheilungskorpern gehoren,

oder, wenn sie in demselben vollen Kreistheilungskorper ent-

halten sind, verscbiedene Gruppen haben.

Man kann freilicb nocb aus anderen Einbeitswurzeln Kreis-

tbeilungsperioden bilden. die zu cubischen Gleichungen fiibren.

Diese Perioden konnen aber durcb niedrigere Einheitswurzeln

ausgediiickt werden, und sind nicht primar. So erhalt man z. B.,

wenn r eine 35 ste Einheitswurzel ist, eine Periode von 8 Gliedern,

deren Exponenten aus den Potenzen von 8 gebildet sind:

T?
= r -\- r- 1

-f- r6 + r~ 6
-f- rs

-f- r~ 8
-\- r 13

-|- r~lz
,

die also aucb einer cubischen Gleicbung geniigt.

Es ist aber

1 + r7 + r
~ 7 + rU + r

~u = 0,

und wenn man diese Gleicbung mit (r
15

-(- r~15
j multiplicirt :

r15_|_,r-15_|_ r _j_.r-l_|_ r6_|_.r
-
6_|_ r S_|_.r-8_|_ r13_|_ r

-13
Q^

also

1 = (r
13 + &amp;gt;-

15
),

was unter den Perioden der 7 ten Einlieitswurzeln schon vor-

kommt. Diese Erscbeinung erklart sicb daraus, dass m = 35

nicbt die in . 21 verlangte Eigenscbaft hat, dass q 1 fiir alle

in m aufgehenden Primzahlen q durch 3 theilbar ist.

. 24.

Biquadratische Kreistheilungskorper.

Bei den biquadratischen Kreistbeilungsgleichungen hat man
zwei Arten zu unterscheiden. \Vir konnen zwei Invarianten

/!
= i2

= 2 oder nur eine Invariante i\
= 4 annehmen. Wir

wollen den ersten Fall voranschicken.

Fiir m haben wir in diesem Falle nach der Zusammen-

stellung .21 folgende Bedingungen:
m kann ungerade sein, durch 4 oder durch 8. aber durch

keine hohere Potenz von 2 theilbar sein. Keine ungerade Prim-

zahl kann mebr als eiumal in m aufgehen, und es miissen minde-

stens zwei Indexmoduln vorhanden sein; also miissen ausser in
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dem Falle m = 8 mindestens zwei verschiedene Primzahlen in

m enthalten sein.

Setzen wir:

m = ql g2 . . . g M ,

wenn m ungerade oder nur durch 4 theilbar ist,

m -= q2 q ?)
. . . q^

wenn m durch 8 theilbar ist, so dass q 1
= 4 sein kann und in

der zweiten Forinel q2
= 8 ist, wahrend die ubrigen q ungerade

Primzahlen sind, so sind die Indexmoduln in den drei Fallen:

#il, g2 1, . . ., f/ u 1

2
, g2 1, . . ., qa I

2, 2
, g s 1, . . ., q u 1.

Weil hiernach alle Indexmoduln durch 2 theilbar sind, so

sind die Bedingungen fur m erschopft.

Es ist [. 21, (11)]:

(1) SMl = 2, 4,fc
=

1, cfe|fc i/aCfcl fc = 1,2, 7* 1,2, ...p.

Nun hat man die Grossen e^k so zu bestimmen, dass aus

der Matrix

sn\ 6l
&amp;gt;

1 6l 2 e
l&amp;gt;V

f?2,i, 62,2, ^2, ,u

wenigstens eine ungerade zweireihige Determinante gebildet

werden kann.

Damit 51 primarer Theiler von 91 sei, kornmt noch die Be-

dingung .21, 0. hinzu, wo nun zu unterscheiden ist, ob m durch

8 theilbar ist oder nicht. Ist m durch 8 theilbar, so ist die

Anzahl der Indexmoduln um eins grosser, als die Anzahl der

Primfactoren von w, und es giebt einen Indexmodul, dem kein

Primfactor von m entspricht; im anderen Falle stimmen beide

Zahlen iiberein. Nach . 21, 6. hat man die e^^ so zu wahlen,

dass in keinem der Paare

01,1, ^2,1 5 ^1,2, ^2,2 ;
- -

01, u, 02. a,

denen ein Primfactor von m entspricht, beide Zahlen gerade
sind. Wenn m durch 8 theilbar ist, so ist ein dem Indexmodul

Cjt = 2 entsprechendes Paar darunter, dem keine solche Be-

schrankung auferlegt ist.

Sind die Zahlen e^ h (nach dem Mocltil 2) so bestimmt, so
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erhalt man nach . 22 fur die Indices der Zahlen in $1 die beiden

Congruenzen :

(3)
&amp;lt;MI -*,&amp;gt;.+

-----
*,.

=
2,1 (*i + e2,22 -f V, : H~ *2,.u = v

Um die Zahl der moglichen Gruppen 91 zu ermitteln, be-

denke man, dass man die Relationen (3), olme ihren Inhalt zu

andern, durch zwei von einander unabhaugige lineare Combi-

nationen ersetzen kann. Uanach kann man eines der Zahlen-

paare in der Matrix (2), z. B. eM ,
e2A = 1,0 annehmen und so

fiir (2) setzen:

1, Ci )2 ,
. . . Ci,u

0, 2,2, - .
6*2, it-

Jetzt kann man fur die e2,2 . . &amp;lt;?2,u irgend eine Combination

der Zahlen 0, 1 setzen, mit Ausnahme der einen, bei der alle

e2
,
h = werden. Zu jedem e2,h muss das zugehorige e^h = 1

sein, wahrend einem g2
,
;
= 1 ein e

1} 7l
= ocler = 1 entsprechen

kann. Die Anzahl der auf diese Weise entstandenen Combi-

nationen ist:

^1
_ 1)24-

Nun kann man aber die zweite der Gleichungen (3), ohne

ihre Bedeutung zu andern, zu der ersten noch addiren, so dass

also je zwei der gewonnenen Combinational dieselbe Gruppe er-

geben. Es bleiben also
Qu 1 1

(4) ^~l
-

verschiedene Combinationen der e
/l)fc ,

die auch, wie leicht einzu-

sehen ist, zu verschiedenen Gruppen 51 fiihren. Denn ange-

nommen, man habe das eine Mai
1?2 ,

^2
,
2
=

1, 0, das andere

Mai = 0, 1 genommen, so geniigt der ersten Annalime a
l
= 0,

2
=

1, 3
= 0, . . . u = 0, was der zweiten nicht geniigt.

Die Zahl, die wir eben bestimmt haben. ist nur dann er-

schopfend, wenn m nicht durch 8 theilbar ist, weil dabei ange-

nommen ist, dass dabei niemals ^
1)7t ,

e2 . h = 0, sei. Wenn aber

m durch 8 theilbar ist, dann kann bei einem Paare diese Werth-

combination vorkommen, und wir miissen also noch die Falle

hinzufugen, die durch

1
1,3

. . . e
1)|U

e2 3 e2U
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angedeutet sind, und deren Zahl man ebenso wie oben

_____

findet. Wenn also m durch 8 theilbar ist, so ist die Gesammt--
zahl der Gruppen 51

Q ^ 1 _ 1 -\p 2 1

(5)
-r- + =i = 2.3&quot;--l.

Die kleinsten Werthe, die m in diesem Falle annehmen
kann, sind

m = 8, 12, 15, 20, 21, 24, 28, 33, 35, 39, 40, 44 ...

Die kleinste Zahl, die zu mehr als einer solchen Gruppe
Anlass giebt, ist m = 24, fur die man

4
u = 3 hat, und die also

nach (5) fiinf verschiedene Gruppen giebt. Man erhalt namlich

folgende zulassige und von einander verschiedene Combinationen

101 110 110 100 100
010, 001, Oil, Oil, 001,

was zu folgenden Bestimmungen iiber die Indices fiihrt:

a, ^ 3 , 2
=

0,

!
ZEE

2 ,
W3

=~
0,

! ^E 2 ^ o (mod 2)

! EEE 0, OJ2 EEE C5
3

! EEE 0, CC
3 EE 0,

und wenn man also die Zahlen a durch die Congruenzen

a =~
( !) 5i (mod 8), a EE 23 (mod 3)

bestimmt, so ergeben sich folgende fiinf zweigliedrige Gruppen:

^ =
1, 5

2I2
=

1, 19

^3 = 1, 11

514 = 1, 23

5 = 1, 7.

Urn die Perioden
77

zu berechnen, konnen wir ahnlich ver-

fahren, wie im vorigen Paragraphen. Wir bezeichnen mit

Vj, v2 ,
. . . v tt die Indices einer Zahl n und setzen
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und erhalten, wenn 15 2 den Werth oder 1 haben, die Resol-

venten

(6) ei ,
e,= 1 ( l)^ + ^r&quot;

1st nun m = ql q2 . . . gu nicht durch 8 theilbar, so konnen

wir, wenn rn r2 ,
. . . ru primitive Wurzeln der Grade gn g2 ,

. . . #u

bedeuten,
r = t

j
r.
2

. . . ru

setzen, ferner

n ^ n^ (mod g: )

^ &amp;gt;? 2 (mod q2 )

= 7iu (mod gu),
wodurch sich ergiebt:

(7) ei&amp;gt;e.
=, n S ( l)

v/4 (l ei/l f fC2/t)
r?.

l,u

Die einzelnen Factoren dieses Productes sind die in . 171

(Bd. I) bestimmten Gauss schen Summen, die dort durch

Quadratwurzeln ausgedriickt sind. Nur wenn q l
= 4 ist und

i ^1,1 + 2 ^1,2
= 0, ist ^

fl)f?
= 0.

Ist aber m durch 8 theilbar und

m = ft ft . ... g, g2
= 8,

so erhalt man, wenn man r = r2 r-A . . . r setzt:

In den fiinf oben aufgestellten Gruppen ,
die zu m = 24

gehoren, kann man die Perioden aus dieser Formel oder auch

leicht direct berechnen, wenn man

n i n i n i

r = e 12 = e 3 e 4

setzt. Man erhalt dann fur die fiinf Grossen
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&amp;gt;

- &quot;

&amp;gt;

-

Es soil nun zuletzt noch der Fall eincr einzigen Invariante

il
= 4 betrachtet werden. Die Bedingungen fiir m bestehen

dann einfach darin, dass m durch 4, 8, 16, aber keine hohere

Potenz von 2 theilbar sein kann, dass ungerade Primzahlen nur

einfach in m aufgeben kbnnen, und dass mindestens einer der

Indexmoduln durch 4 theilbar sein muss. Die ersten Werthe

sind also

m = 5, 13, 15, 16, 17, 20, 29, 33, 37, 39, 40 ...

Wir wollen annehmen
,

es seien von den Indexmoduln

CA ,
c2 ,

. . . c
()

durch 4 theilbar, c
Q + l , c,, + 2 ,

. . cu durch 2, aber

nicht durch 4 theilbar. Es muss dann Q mindestens gleich 1

sein, und folglich ist

d\ ?1
= 5

1)2
= =

^1,0
= 4, #1, o + i

= = #i)U
= 2

= = = * = 1- ^ - == . 1lt ==2

i,i -T-, .i i, ?
--

, ,- -
2

Nun sind die &amp;lt; i
)

/l so zu bestimmen, dass von den Zahlen

^1,1, Ci, 2 , ^l,o

wenigstens eine ungerade ist, und dass (wegen .21, 6.)
von den

Zahlen

tfi.i, 01,2, . 0i, ?

keine durch 4, und von den

61,0 + 1, 01,+2, 01, /*

keine durch 2 theilbar sei. Eine Ausnahme bildet hierbei wieder

im Falle, wo m durch 8 oder durch 16 theilbar ist, die Zahl eMi ,

der keiner der Primfactoren von m entspricht, die auch gerade

sein kann.

Dann erhalten wir fiir die Indices a der Zahlen a die Con-

gruenz:

01,1 i H-----h 01,
(&amp;gt;

&amp;lt;*&amp;lt;&amp;gt; + 2
(
CL v + i a? + i H-----1&quot;

c
i,, ,)
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Nehmen wir als Beispiel m = 48, so haben wir zwei Mog-

lichkeiten, namlich :

&amp;lt;?i,i

= 1, &amp;lt;?i,2

= 0, (\ 3
= 1

6?i
f
i = 1, C

1)2
= 1, fj,3

=
1?

uncl man findet aus ihnen die beiden Gruppen:

^ = 1, 17, 31, 47

212 = 1, 7, 41, 47.

. 25.

Cubische Abel sche Gleichungen.

Wir wollen diese Betrachtungen iiber die cubischen und

biquadratischen Kreistheilungsgleichungen mit dem Beweise eines

merkwiirdigen Satzes abschliessen, der geeignet ist, diesen Glei

chungen ein weit hoheres und allgemeineres Interesse zu ver-

leihen und der ein specieller Fall eines ganz allgemeinen Satzes

ist, den wir erst spater kennen lernen werclen.

Der Satz lautet so:

Alle cubischen und biquadratischen Abel schen

Gleichungen im Korper der rationalen Zahlen sind

Kreistheilungsgleichungen.
Dadurch gewinnen die Resultate der beiden letzten Para-

graphen einen hoheren Werth. Es folgt dann namlich, dass

durch die dort gebildeten Kreistheilungsperioden r\
a lie Abel

schen Zahlkorper dritten und vierteu Grades dargestellt sind,

dass ander e als die dort besprochenen Korper dieser Art nicht

existiren.

Die Moglichkeit, diesen Satz fiir die speciellen Falle der

cubischen und biquadratischen Gleichungen einfach und ohne

weitere Vorbereitung zu beweisen, beruht darauf, dass in den

Korpern der dritten und vierten Einheitswurzeln R (0), R (i) die-

selben Gesetze der Zerlegung der Zahlen in ihre Primfactoren

gelten, wie in den Korpern der rationalen Zahlen, wie in den

. 173, 174 des ersten Bandes nachgewiesen ist. Es ist darum

auch von Interesse, diese besonderen Falle genauer zu be-

trachten, weil dadurch der Gang und das Ziel des spater beizu-

bringenden allgemeinen Beweises deutlicher erkannt wird.
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Beginnen wir also mit den cubischen Gleichungen, und ver-

stehen unter XQ ,XI ,X^ die Wurzeln irgend einer Abel schen

Gleichung dritten Grades. Da 3 eine Primzahl ist, so muss die

Gleichung cyklisch sein, d. h. die cyklisch en Function en
der Grossen #

? #n #2 sind rationale Zahlen.
Bezeichnen wir mit Q eine imaginare dritte Einheitswurzel,

so haben wir die beiden Resolventen

deren Cuben also. Zahlen des Korpers R(Q) und deren Product
eine rationale Zahl sein muss.

Wir setzen demnach, indem wir mit a, &, c rationale (ganze
oder gebrochene) Zahlen bezeichnen,

(9 i ^o)
3 = a-\-lg

(2)
(^&amp;gt;

2
, ^o)

3 a + bQ*

fa , ^o) (^&amp;gt;

2
,

a? )
=

c,

also auch

(3) (a + b$) (a + b^) = c\

Nun haben wir im Korper E(Q) ausser den sechs Einheiten

1, 9 , ^&amp;gt;2,

die alle als Potenzen von --
Q dargestellt werden konnen, die

Primzahlen V 3 = Q Q\ die reellen Primzahlen q von der

Form 3 N -}- 2 und die beiden complexen Factoren der reellen

Primzahlen p von der Form 3 ^V -|- 1. Die Zerlegung dieser

Primzahlen in die beiden complexen Factoren ;r, JT :

(4) p = n 7i

haben wir im . 172 des ersten Bandes dargestellt in der Form

(5) &=?-,* (Q) ^ (e
2
)-

Wir konnen also

(6) 7t = ^(^ 7t = ^(^l
setzen und haben dadurch unter den verschiedenen zu n asso-

ciirten Zahlen eine bestimmte ausgewahlt, und diese Zahlen TT, n
stehen in einer bestimmten Beziehung zu den Kreistheilungs-
perioden der p ien Einheitswurzeln ^ :

(7) ^^ = p ^ (Q\n)* = pn
[Bd. I, . 172, (5)].
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Nun ist a + b Q eine gauze oder gebrochene Zalil des Kor-

pers R (Q). Wenn wir Zahler und Nenner dieser Zahl in ihre

Primfactoren zerlegen, gemeinsame Factoren wegheben, und wenn

wir unter q^ q^ . . . reelle Primzahlen der Form 3 jV&quot; -f- 2, unter

7tlt TTI, jr2 ,
jr2 ,

. coivjugirte Paare imaginarer Primzahlen der

Form (6) verstehen, so erhalten wir

a + I =
( Q*y- ( V

3)&quot; &amp;lt;ff g? . . . jr
f
w i y arj . . .

worin
A, 7^, Sj, S2 . . . Ci, h, f2 , 2 . . .

ganze positive oder negative Zahlen sind.

Nun ist aber nach (3) das Product der beiden Zahlen (8)

der Cubus einer rationalen Zahl, und dies giebt, da eine rationale

Zahl nur auf eine Art in Primfactoren zerlegbar ist, die folgenden

Bedingungen :

M = 0, s
l =0, sa = . . .

.

und wir setzen also

n = 3 & sx
= 3 (?!, s2

= 3 c?2 . . .

f
x +fi=rS l1

f-2 + /2 = 3r2 ...,

so dass w, X ,
(&amp;gt;

2 . . . TJ, r2 . . . ganze Zahlen sind. Nun ist nach

den Formeln (7):

**r =r +&amp;gt;(*#*&,&

n&amp;lt; n ft = p-(^n fa ^)3* (p s, ,).
Bezeichnen wir endlich noch mit eine 9 te

Einheitswurzel,

so konnen wir
-

9 = (- &amp;lt;0

3

setzen, und stellen dadurch a -\- b Q und a -\- b Q
2 als Cuben

dar. Wir erhalten also nach (2):

(11) fartf = (_ )3;.(V^3)3.93, 1(/1
S . . .

pr&quot;&quot;-^&quot;.^,

worin

(12) ^ =
(9, ,0 -

(e
2
, &amp;gt;;,) (c, iiX- (e

2
, ^F . . -

eine Kreistheilungszahl ist. Bezeichnen wir mit H2 die aus ffl
durch Vertauschung von 9 mit p

2
hervorgehende Zahl, so ist

.Hi 2̂ eine rationale Zahl.

Wenn wir aus (11) die dritte Wurzel ziehen
,

so folgt, da

hierbei noch eine dritte Einheitswurzel Q I
als Factor auftreten kann,

(13) (p, x,) = (- ) 91 (V1^/ # 2S . . . 7 ri F7 r?
- - ^i,
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und ebenso erhalten wir

(14) (0 ,
zQ )
= (- *)* 9z ( V^3)&quot; ^ grj*

. . . PT *i p-** . . . H
2 .

Weil das Product dieser beiden Ausdriicke rational sein

muss, so ergiebt sich noch zwischen den Einheitswurzeln 9, pi,p 2

die Relation

Q* Qi 9* = 1-

Setzen wir

(15) #0 + xl + x2
= ^4,

so ist auch J. eine rationale Zahl, und aus (13), (14), (15) folgt,

dass

(16) ^ = Vs [^ + 92 (9, x ) -f ^ (P

^2 Vs [^ + ? (9, o) + ^&amp;gt;

2
(?

Kreistheilungzahlen sind. Aus den Formeln (13), (14) konnen

wir die Zusammensetzung dieser Zahlen aus den Perioden

7^, 7^2, ersehen. Ein naheres Eingehen auf diesen Gegenstand
ist aber nicht mehr erforderlich

,
weil wir schon im . 23 alle

Kreistheilungszahlen ,
die cubischeri Gleichungen geniigen, voll-

standig gebildet haben.

. 26.

Biquadratische Abel sche Gleichungen.

Ganz ahnlich kann der Beweis des entsprechenden Satzes

fur die biquadratischen Abel schen Gleichungen gefiihrt werden.

Nur sind hier zwei Falle zu unterscheiden, namlich Gleichungen
mit nicht cyklischer Gruppe, und Gleichungen mit cyklischer

Gruppe.
Fur die nicht cyklischen Abel schen Gleichungen mit den

Wurzeln a?
, x, x2 , x^ ist die Gruppe:

(1) 1, (0, 1) (2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3) (1, 2),

und es sind also die drei Quadrate

(#o + #1 #2 #a)
2 =

(2) Oo $i + #2 a3 )
2

=7=
b

(XQ Xl
X2 -f #3)

2 = C

und das Product

(3)
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und ferner die Summe

(4) x + xl + x2 + x.,
= 4 A

rationale Zahlen.

Wenn wir aus (2) die Quadratwurzeln ausziehen und bertick-

sichtigen, dass sich Va nacli (3) von Vbc nur durch einen

rationalen Factor unterscheidet, so folgt durch Addition:

(5) Xo=A + BV~b+CV~c + D V~b~c,

worin A, B, C, D rationale Zahlen sind; und daraus erhalt man

x\i %3i x*i wenn man die Vorzeichen von V&, V c andert.

Nach Band I, . 171 konnen aber alle Quadratwurzeln,

nothigenfalls unter Zuziehung von
&quot;,

was ja selbst eine Kreis-

theilungszahl ist, rational durch die Kreistheilungsperioden (die

Gauss schen Summen) ausgedriickt werden, so dass also in (5)

schon der Beweis unseres Satzes liegt.

Ist die Gruppe der biquadratischen Gleichung cyklisch, so

konnen wir die Wurzeln so anordnen, dass die Gruppe aus den

Permutationen

(6) 1, (0, 1, 2, 3), (0, 2) (1, 3), (0, 3, 2, 1)

besteht, und dann ist zu setzen:

4 A = x -f x
l -f x2 + #3

(, x )
= x + ixi x2 ix3

darin ist A und ( 1,# )
2 r=r M * rational, und daher kann ( I,ar )

durch Kreistheilungszahlen ausgedriickt werden. Die vierten

Potenzen

(8) (, xoy = a + bi, (- i, x,Y = a - bi

sind Zahlen des Korpers E (i) ,
und urn dieselben Schliisse wie

bei den cubischen Gleichungen ziehen zu konnen, kommt es also

nur noch darauf an, a -\- bi und a bi als vierte Potenzen

von Kreistheilungszahlen darzustellen. Dazu dient noch der

Satz, dass

(9) (i,
a?

) (- ?, a? )
= c

eine rationale Zahl ist.
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Im Korper E () haben wir (Bd. I, . 173) die Einheiten

i 1? i ^ ferner als Primzahlen die associirten Factoren 1 + i

von 2, die reellen Primzahlen q der Form 4JV -|- 3 und die

beiden complexen Factoren JT, n der reellen Primzahlen p von
der Form 4JV+ 1.

In Band I, . 172 haben wir die Zerlegung

p = l&amp;gt;i (0 ^i (

gefunden, die uns erlaubt,

(10) * = tfi(0 * =
4&amp;gt;i(

zu setzen, und, wenn
rj

eine JV-gliedrige Periode von
j&amp;gt;

ten Ein-

heitswurzeln ist,

(i, riY
=

p4&amp;gt;i (&amp;gt;)

2
&amp;gt; (

*
, i?)

4 = p^ ( O 2
,

oder

(11) (i, 7?)4
= ^3^ (_ ^ ^)4 ^ ^ fa n) (_ it Tf)

= ^
Zerlegen wir nun, wie bei den cubischen Gleichungen, die

Zahlen a-\-bi, a b i in ihre Primfactoren in R
(i), so ergiebt

sich unter Anwendung einer entsprechenden Bezeichnurig

(12) = -
qj q . . . n n $ n . . .

Das Product dieser beiden Zahlen muss aber die vierte

Potenz einer rationalen Zahl sein [nach (8) und (9)], und daraus

folgt:

n = (mod 4)

sl ~=0, s2 E= . . . (mod 2)

*i + *i == 0, f2 + /2 EE . . . (mod 4)

fj j; EE 0, ts t*
~-

. . . (mod 2).

Es folgt aber jetzt aus (11):

(14)

und ferner

(15) (1 + f) == (- 1)T 2^

und hiernach konnen wir also, mit Rucksicht auf (13), wenn wir

mit H^ H% zwei Kreistheilungszahlen, namlich das Product aller

in der Zerlegung von a -\- bi vorkommenden Zahlen

t 1&amp;gt;

(i, n)
2

,
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und die durch die Vertauschung von i mit i daraus hervor-

gehende Zahl, ferner mit c eine rationale Zahl bezeichnen, setzen

a -\-~bi = i* c*H*

a l&amp;gt;i = i-i c*H*.

Aus (8) folgt durch Ausziehen der 4 ten
Wurzel, wodurch

eine Potenz von i als Factor hinzukomraen kann,

(t, x,) = i* fTM/&quot;^ HL
(15) (- /, x )

= r-* #-- i

;&quot;

Y~c H,

( 1,^ )
= V m,

und daraus ergiebt sich, da
&quot;f^T, ]/c und ]/wi Kreistheilungs-

zahlen sind, die Richtigkeit unseres Satzes auch in diesem Falle.

Auch. hier kann die weitere Betrachtung des Baues der in

(15) vorkommenden Ausdriicke dazu dienen, die Zusammen-

setzung der #
, a^ ,

#2 , x$ durch die Perioden
Y\

naher zu er-

forschen, was aber wieder zu keinen anderen Resultaten fiihren

kann, als zu den schon in . 24 abgeleiteten.

Wir haben also hiermit den Satz allgemein bewiesen, dass
alle Abel schen Korper dritten und vierten Grades

Kreistheilungskorper sind, und dass alle diese Korper
rational durch die Kreistheilungsperioden dargestellt
we r den konnen.

Weber, Algebra. II.
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Constitution der allgemeinen Gruppen.

- 27.

Bildung von Gruppen nach Cayley.

Die allgemeine Definition der Gruppe, die im . 1 gegeben

ist, lasst iiber die Natur dieses Begriffes noch manches im

Dunkel, und auch die verschiedenen einzelnen Gruppen, die wh
im Verlauf unserer Betrachtungeri kennen gelernt haben, geben
nur Hinweise auf allgemeine Gesetze, und zeigen, dass der

Gruppenbegriff an sich nichts Widersprechendes hat. In der

Definition der Gruppe ist mebr enthalten, als es auf den ersten

Blick den Anschein hat, und die Zahl der moglichen Gruppen,
die aus einer gegebenen Anzahl von Elementen zusammengesetzt
werden konnen, ist eine sehr beschrankte. Die allgemeinen

Gesetze, die hier herrschen, sind erst zum kleinsten Theile er-

kannt, so dass jede neue specielle Gruppe, namentlich bei kleinerer

Gliederzahl, ein neues Interesse bietet und zu eingehendem Stu-

dium auffordert.

Welche Gruppen sind zwischen einer gegebenen
Zahl vonElementen, d. h. bei gegebenem Grade iiber-

haupt moglich? Das ist die allgemeine Frage, um die es

sich handelt, vori deren vollstandiger Losung wir aber noch weit

entfernt sind. Cayley hat diese Aufgabe zuerst fur die niedrig-

sten Gradzahlen in Angriff genommen 1
).

l
) On the theory of groups ,

as depending
1 on the symbolic equation

&n i. Philosophical Magazine, Vol. II, 1854. (Cay ley s mathematical

papers, Vol. II, 125.) American Journal of mathematics, Vol. I.
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Fur jede beliebige Gradzahl n haben wir immer eine, nam-

licb die cykliscbe Gruppe, die wir erhalten, wenn wir an = 1

und die n Elemente

1, a, a 2 ... a n~ l

als verschieden annekmen.

Wenn n eine Primzabl ist, so ist diese die einzige Gruppe
vom Grade n (wenn isomorpbe Gruppen als identisch betracktet

werden). Derm der Grad eines jeden Elementes einer Gruppe
ist ein Tkeiler des Grades der Gruppe, und also bat in einer

Gruppe von Primzablgrad jedes Element, mit Ausnakme des

Einheitselementes, den Grad n.

Um eine Gruppe vom Grade n vollstandig darzustellen,

mttsste man eine quadratiscke Tafel construiren niit n 2
Feldern,

die in n Zeilen und n Colonnen angeordnet sind. Man be-

zeichnet jede Zeile und jede Colonne durcli eines der gegebenen

Elemente, und setzt in das Feld, in clem diese beiden sick

sckneiden, das zusanimengesetzte Element, wobei etwa der Zeilen-

zeiger die erste, der Colonnenzeiger die zweite Componente
bedeutet:

Man kann aber die Felder einer solcken Tafel nickt ganz

beliebig mit den Elementen ausfiillen, sondern man muss sick

dabei an das associative Gesetz kalten, so dass man, wenn man

a
/3 y aufsuckt, indem man zuerst in der Zeile a und in der

Colonne
/3

das Element (/3), dann in der Zeile (/3) und der

Colonne y das Element 0/3)7 aufsuckt, dasselbe Resultat findet,

wie wenn man zuerst (ft 7) in der Zeile /3
und der Colonne 7 und

dann a
(/3 7) in der Zeile a und in der Colonne

(/3 7) aufsucbt.

Fiir n = 4 kaben wir, wenn ein Element vom 4 ten Grade

existirt, die cykliscke Gruppe
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und wenn alle Elemente vom l sten oder 2 ten Grade sind, die

Gruppen
1, a, /3,

a

mit cler Bedingung ec/3
= /3a. Es giebt also nur diese zwei

Gruppen vom 4 ten Grade. Wenn die Elemente mit 1, a, /3, y
bezeichnet werden, so haben wir die beiden Tabellen:

i

Der Fall n = 6 lasst sich in folgender Weise vollstandig

erledigen: Wir bezeichnen die secbs Elemente mit 1, w, /3, y, 6, f,

so dass 1 die Einheit der Gruppe ist. Wenn darunter ein Ele

ment vom Grade 6 vorkommt, so ist die Gruppe cyklisch.

Wenn wir also von diesem Falle absehen, so konnen die

Grade der Elemente a, /3, y, d, s nur 2 oder 3 sein. Sind a

und
ft vom 2 ten

Grade, so kann a/3 nicht vom 2 ten Grade sein;

denn sonst ware

a a-\ ft
= p~\ a/3 = /3&quot;

1
a&quot;

1 =
/3 a,

und es ware also 1, 04, /3, oc
/3

eine Gruppe 4 ten
Grades; eine

solche kann aber nicht Theiler einer Gruppe 6 ten Grades sein.

Es muss also mindestens ein Element 3 ten Grades vor-

kommen, und wenn wir ein solches mit a bezeichnen und y nicht

in 1, w,
2 enthalten ist, so ordnet sich die Gruppe so:

(1) 04

Um die Bedingung zu ermitteln, dass dies eine Gruppe sei,

bilden wir

S = y oc, y cc2, y
2
, y

2
, y

2 a 2
,

was mit $ identisch sein muss; und es muss also

y2 i oder =r w oder = a 2

sein. Ist aber y
2 = a oder = w 2

,
so ist y 3 = wy oder rrr 2^

und y
fi

,
aber keine niedrigere Potenz von y = 1

,
d. h. S ist
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cyklisch (S 1
, y, y

2
, y

3
, y

4
, y

5
).

Es bleibt also nur die An-

nabme, dass y vom 2 ten Grade, also

(2) y = 1

ist. Da wir aber y durch y oder y
2 ersetzen konnen, so

miissen auch diese vom 2 ten Grade sein und es folgt:

(3) y a = a- y, y
2 =

y,

mit deren Hiilfe man jedes Compositum aus beliebig vielen

Potenzen von und y immer auf eines und nur eines der Ele-

mente S zuriickfuhren kann. Und wenn man jetzt

mit
1, , ,y, y, y

2

1, , P, y, d, f

bezeichnet, so erhalt man folgende Tabelle:

ft

Es kommen, wie es sein muss, in jeder Zeile und in jeder
Colonne alle Elemente vor.

. 28.

Beziehung der allgemeinen Gruppen zu den

Permutationsgruppen.

Die Gruppen, die wir bisher am meisten angewandt haben,

sind die Permutationsgruppen; diese Art von Gruppen gewinnen
eine erbobte Bedeutung aucb fiir die allgemeine Gruppentheorie
durch die folgenden Betracbtungen.

Es sei

(1) P = a
0&amp;gt; !, a2 ,

. . ., an _i

eine beliebige Gruppe vom Grade n. Greifen wir aus P irgend
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ein Element b heraus, so ist der Complex Pb mit P vollig

identisch. Es konnen sich also die beiden Reiheu

A = a
,

tf i, 2i -i ^n 1

nur durch die Anordmmg von einander unterscheiden. Der

Uebergang von A zu A b ist also eine Permutation von n Ziffern

0, 1, 2 ... w 1, und jedem Elemente & von P entspricht eine

solche Permutation, die wir mit JT& bezeichnen wollen. Zwei ver-

schiedenen Elementen 6, c entsprechen immer zwei verschiedene

Permutationen JT & ,
3rc ,

und dem Einheitselemente entspricht die

identische Permutation. Setzen wir

n b
= (A, Al\ nc = (A, Ac),

so konnen wir n c auch mit (Ab, Abe) bezeichnen, und daraus

ergiebt sich

(2) n-b 7tc itlc ,

d. h. die Permutationen it bilden eine mit P isomorphe Permu-

tationsgruppe. Diese Permutationsgruppe ist transitiv, da z. B.

das Element a in jedes beliebige andere Element von P iiber-

gehen kann. Also haben wir den Satz:

1. Jede Gruppe vom Grade n ist isomorph mit einer

transitiven Permutationsgruppe von n Ziffern.

Es giebt natiirlich noch andere mit einer gegebenen Gruppe

isomorphe Permutationsgruppen, und es ware von besonderem

Interesse, eine solche Gruppe mit moglichst geringer Ziffernzahl

zu bilden. Diese Aufgabe kann bis jetzt nicht allgemein gelost

werden. Wir miissen uns hier mit wenigen Satzen begniigen.

Wir nehmen an, es sei R irgend ein Divisor von P vom
Index ^ und bezeichnen die Elemente von E mit c, setzen ferner,

indem wir P in ein System von Nebengruppen zerlegen,

(3) P = E + Eb, + Eb, H-----h JRfy-i-

Ist dann a irgend ein Element von P, so werden die beiden

Systeme
J3 = E, Bb Bb2 ,

. .., Bbj-!
Ba = jRa, Bb-^a^ Bb^a^ . . .,

von der Reihenfolge abgesehen, ubereinstimmen
,
und es ent

spricht also jedem Element a eine bestimmte Permutation na der

j Ziffern 0, 1 . . . j 1, die wir mit

(5) na = (
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bezeichnen konnen. Auch hier gilt das Gesetz

(6) Ka KO. == ttaa i

wenn a gleichfalls irgend ein Element aus P ist. Es ist noch

die Frage, ob verscbiedene Elemente a dieselbe Permutation it

hervorrufen konnen. Wenn ita = ital ist, so folgt aus (6):

tta a- 1 1,

und wenn wir also mit a alle der Bedingung

(7) *oo
= 1

geniigenden Elemente bezeichnen, so ist a = a a, und es kommt

darauf an, die Gesammtheit der Elemente zu ermitteln.

Wenn aber

(8)
E I a, = E b

sein soil, so muss
ba = cb

oder ,

a fr^co

sein, d. b. a muss der Gruppe b~ l Eb angehoren, und dies ist

aucb binreichend fur das Bestehen von (8).

Daraus ergiebt sich, dass die der Bedingung (7) geniigenden

Elemente a die ganze Gruppe .R erfullen, die der Durchschnitt

aller mit E conjugirten Theiler von P:

E, ftr -Rfei, b7
l Eb2 ,

. . ., bJ-^Rlj-n

und. wie wir friiber nachgewiesen haben, ein Normaltbeiler

von P ist.

Daraus ergiebt sicb fur den Fall, dass R$ = I ist, der Satz :

2. Hat eine Gruppe P einen Theiler vom Index j,

der mit seinen conjugirten Theilern ausser

dem Einheitselemente kein Element gemein

hat, so ist P (einstufig) isomorph mit einer

transitiven Permutationsgruppe von j Ziffern.

Dass die Permutationsgruppe transitiv ist, sieht man aus (4),

wo fur a jedes der Elemente b^ &2 ,
. . ., bj-i gesetzt werden kann.

Der Satz 2. findet immer statt, wenn P eine ein fa che Gruppe
und E ein echter Theiler von P ist, weil dann R

,
als Normal-

theiler von P, sicb auf die Einheitsgruppe reduciren muss L
).

Es mogen jetzt E und Q irgend zwei Theiler der Gruppe P
bedeuten, E vom Index j, Q vom Grade q.

l
) Holder, Mathematische Anualen. Bd. 40, S. 57.
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Wir zerlegen P wie in (4) in die j Nebengruppen J5, bezeichnen

mit e alle Elemente von Q, und untersuchen nun die Permutation

die durch die Elemente e unter den j Elementen (4) hervorgerufen
wird. Diese Permutation en bilden nach (5) und (6) gewiss eirie

mit Q ein- oder mehrstufig isomorphe Gruppe II.

1st ! irgend ein Element von P, so werden in dem nach

der Composition der Theile gebildeten Complex

P, = Ra^Q
eine gewisse Anzahl der Nebengruppen B enthalten sein. Diese

Anzahl finden wir, wenn \vir die Bedingung aufsuchen, dass

Eai = Ea^e sei, oder class at e in Ea^ oder e in a~ l Ral ent

halten sei. 1st also

Q! der Durchschnitt von Q und a~ l Ea
l

vom Index \ in Bezug auf Q, so enthalt Pj genau 7^ und nicht

mehr von den Complexen _R

1st a2 ein zweites Element von P, so ist der Complex

P2
= Ea,Q

entweder vollig mit P
l ubereinstimmend

,
oder beide enthalten

gar kein gemeinsames Element. Derm werm Pl und P2 ein

gemeinsames Element enthalten, so haben sie einen der Com-

plexe B gemein. Das ist aber nur moglich, wenn a2 e in E a
x e

,

also a2 in Pl enthalten ist, und dann ist Px und P2 identisch.

Wir konnen also mit der Bildung der Complexe Pj, P2 . . . fort-

fahren, bis die Gruppe P erschopft ist, und erhalten die Zer-

legung der Gruppe P nach den zwei Gruppen Q und E:

(9) P = R ai Q + Ra 2 Q-i----

= P, + P2 +
Aus der Bemerkung, dass, wenn a2 nicht in E^Q vor-

kommt, a~ l nicht in Qa~ ! E enthalten ist, ergiebt sich die zweite

Zerlegung :

(10) P= Qa~*E+ Qa-^E-]---- 1).

Die Bestandtheile Pj, P2 ,
. . . von (9) enthalten je 7^, h2 ,

. . .

Elemente der Reihe 1?, wenn 7^, 7&2 ,
. . . die Indices der Durch-

schnitte von Q mit a~ l Eal ,
a~ l Eal ,

... in Bezug auf Q, also

Theiler des Grades q von Q bedeuten.

Diese Zerleguugen vcrdanke ich einer Mittheilung von Dedekind.
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Wenn nun e ein beliebiges Element aus Q ist, so 1st Qe= Q,

und folglich auch EaiQe = EciiQ. Daraus folgt, dass durch

Composition mit e die Gesammtheit der hi Elemente, aus denen

Pi zusarnmengesetzt ist, nicht geandert wird, und dass sie also

durch die Permutationsgruppe 77 nur unter einander vertauscht

werden. Man siebt aber auch unmittelbar, dass diese hi Ele

mente B durch 77 transitiv verbunden sind; denn P besteht

eben aus alien den Gomplexen 7?, die aus einem unter ihnen durch

Anwendung von Elementen aus Q abgeleitet werden konnen, und

daher kann jeder dieser Complexe B aus Pi durch Permutationen

aus n in jeden anderen iibergefiihrt werden.

Wir wolleu das gewonnene Resultat in folgender Weise als

Theorem formuliren:

3. 1st P eine Gruppe vom Grade
&amp;gt;?,

B ein Theiler
von P vom Index j, Q ein Theiler von P vom
Grade q, so ist mit Q eine Permutationsgruppe 77

von j Ziffern ein- oder mehrstufig isomorph. Die

,;
Ziffern z erfall en in Reihen von je h^ Ii2 ,

7&
3 ,

. . .

durch 77 transitiv verbundenen Ziffern, so dass

ist. und &!, A), AS, ... Theiler von q sind. Die
Zahlen h^ h.2 , h^ . . . sind die Indices von Theilern

von ^, die sich als Durchschnitte von Q mit
den conjugirten Gruppen a~ l Ba ergeben.

Haben die verschiedenen Gruppen Q1 ^ Q2 ,
. . . ausser dem

Einheitselem ente keinen gemeinschaftlichen Theiler, was bei ein-

fachen Gruppen P immer eintritt, so ist der Isomorphisms

einstufig.

. 29.

Der erste Sylow sche Satz.

Es ist nicht leicht, auf dem von Cayley eingeschlagenen
clirecten Wege bei der Bildung von Gruppen iiber die niedrig-
sten Graclzahlen hinauszugehen. Fiir weitergehende Unter-

suchungen in dieser Richtung ist ein Satz von grossem Nutzen,
der in beschranktem Umfange von Cauchy herriihrt, allgemein
aber von Sylow bewiesen ist. Wir wollen diesen wichtigen Satz
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hier nach einem Verfahren von Frobenius beweisen, das sich

nur auf den allgemeinen Gruppenbegriff stiitzt 1

).

Der Satz lasst sich einfach so aussprechen :

I. 1st P eine Gruppe von irgend welchen Ele-
menten vom Grade n und p* eine in n aufgehende
Primzahlpotenz, so hat die Gruppe P einen
Theiler vom Grade p*.

Cauchy hat diesen Satz fin* x = 1 bewiesen. Fur den

Fall, dass n eine Primzahl 1st, is.t er evident; fiir n = 4 und

n = 6 kann man ihn aus den Zusammenstellungen in . 27

leicht ablesen, so dass er also fur die Falle n = 2, 3, 4, 5, G, 7

als erwiesen betrachtet werden kann. Auf Grand dieser Wahr-

nehmung lasst sich die vollstandige Induction anwenden, und

wir setzen also voraus, der Satz sei bewiesen fiir Gruppen,
deren Grad niedriger ist als n.

Wir wollen die Elemente der Gruppe P durch die Buch-

staben a, &, c, . . . bezeichnen und unter x ein Zeichen fiir ein

veranderliches Element in P verstehen, das die ganze Gruppe P
durchlauft.

Wir fassen zunachst alle die Elemente a zusammen, die der

Bedingung

(1) x~ l ax-=a oder ax = xa

geniigen, so dass a jedes Element bedeutet, das mit alien Ele-

menten von P vertauschbar ist. Dazu gehort jedenfalls das

Einheitselement, und die Gesammtheit dieser Elemente a bilclet

eirie in P enthaltene Gruppe A. Denn aus

x~ l ax = a, x~ 1 a x = a

folgt
x~ l aa f x = a a .

A ist eine Abel sche Gruppe und ein Normaltheiler
von P; denn aus der Definition (1) folgt x~ l Ax = A, und fiir

irgend zwei Elemente a, a von A:

a a = a a.

Wir bezeichnen mit v und j Grad und Index dieser Gruppe, so dass

(2) n = vj

l
) Cauchy, Exerc. d analyse, Tom. III. Sylow, Mathem.

Bd. 5. Frobenius, Journ. fiir Mathematik, Bd. 100. Netto, Mathem.

Annalen, Bd. 13; Substitutionentheorie. . 48.
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1st. Wenn mm c ein nicht zu A gehbriges Element von P 1st,

so wird x- 1 c x nicht fur alle Elemente x gleich c sein. Es

werden sich aber gewisse Elemente 6, 6
,

. . . unter den x finden,

darunter gewiss das Einheitselement, die der Bedingung

x~ l cx = c

geniigen, und diese Elemente bilden erne Gruppe, well a us

(3) b~ l cb c, b
~ l c b = c

folgt, dass auch

(b b)~
l c (b b)

= b- 1 b
- 1 cb b = c

sein muss. Diese Gruppe bezeichnen wir mil 13 und ihren Grad

und Index mit
ft, ,

so dass

(4)
n = pe

wird; B ist ein ecbter Theiler von P, und daber 1st jedenfalls

grosser als 1, weil sonst c in A entbalten ware, gegen die A.n-

nabme.

Ist g ein Element von P, das nicbt in B vorkommt, und b

ein beliebiges Element von B. so ist nacb (3):

(5) g~
l b~ l

cbg = g~
l

cg,

was von c verscbieden ist, weil g nicht in B vorkommt. Wenn

man also P in die Nebengruppen zerlegt:

(6) P = B + Bg, + Bg2 -\ + &amp;lt;/-n

so erhalt man, wenn man in x~*cx fiir x alle Elemente einer

dieser Nebengruppen setzt, immer dasselbe Element g~
l
cg, und

man erhalt also 8 und nicht mehr Elemente, und jedes gleich oft :

(7) c, g^cg^ g^
1 c g2 ,

. . ., g-^ c ge_j

alle diese Elemente, deren Gesammtbeit wir mit C bezeichnen

wollen, sind unter einander und von den Elementen a ver-

schieden. C ist aber keine Gruppe, da das Einheitselement

darunter nicht vorkommt.

Ist nun mit A und C die Gesammtheit der Elemente von P
nocb nicht erschopft, so nehme man ein in A und C nicbt vor-

kommendes Element c und bilde nach derselben Vorscbrift die

Gruppe B vom Grade p aller Elemente, die der Bedingung

6 -i c b = c

geniigen, und das System C :

(8) c
f

, tf-^c gv g2

- l c 92 ,
- - -i ^T-i c ^ -i



124 Fiinfter Abschiiitt. . 29.

und man sieht clann, dass diese Elemente alle von den Ele-

menten C verschieden sind, da, wenn g
~ l c y = y~

l
cg ware,

auch c = y g-
1 eg y

~ l

ware, und es wiirde also gegen die

Voraussetzung c schon in C vorkomnien. Auf diese Weise fahrt

man mit der Bildung der Gruppen j5, B , B&quot;,
. . . und der Sy-

steme (7, C&quot;, C&quot;,
. . . fort, bis alle Elemente von P in den Sy-

stemen A, C, C
, C&quot;,

. . . untergebracht sind. Man hat dann die

Zahlengleichungen :

(9) n = vj = it s = p f-. =
n&quot;

i&quot; . . .

(10) n = v + s + s + s&quot;

-|

Auf Grund dieser Formeln lasst sich nun der Sylow sche

Satz durch vollstandige Induction beweisen, wobei zwei Falle zu

unterscheiden sind:

1) Der Grad v von A ist durch p theilbar. In diesem

Falle giebt es, weil A eine Abel sche Gruppe ist, nach . 9, 2.

ein Element a in A vom Grade
j&amp;gt;,

und die cyklische Gruppe

pien Grades

1, a, a 2
,

. . ., a*- 1
,

die wir mit Q bezeichnen, ist ein Normaltheiler von P, weil ja

fiir ein Element a von A immer x~ l ax = a sein sollte. Die

complementare Gruppe zu Q, P/Q ist vom Grade n : p, und ihr

Grad ist also kleiner als n und durch p
x~ 1 theilbar. Nach

unserer Voraussetzung giebt es also einen Theiler von P/Q vom
Grade p

x ~- 1
,
und folglich giebt es nach . 6, 2. einen Theiler

von P vom Grade p*.

2) Der Grad v von A ist nicht durch p theilbar. Da
n durch p theilbar ist, so konnen in diesem Falle nach (10)

nicht alle Zahlen a, f
, &quot;,

. . .,
die alle grosser als 1 sind, durch

p theilbar sein. Wenn nun s nicht durch p theilbar ist, so ist

p durch p* theilbar. Der Grad der Gruppe B ist kleiner als n

und durch p* theilbar, und also giebt es nach Voraussetzung
einen Theiler von B, der also auch Theiler von P ist, vom

Grade p*.

Hiermit ist der Satz I bewiesen.

Zu diesem Satze kommen aber noch wesentliche Ergan-

zungen.
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. 30.

Der zweite Sylow sche Satz.

Es sei nun, wie oben, P eine Gruppe vom Grade n und

p
x die hochste Potenz der Primzahl p, die in n aufgeht; Q sei

ein Theiler von P vom Grade p* ,
der nach dem Satze I, .29

existirt.

Der Inbegriff aller Elemente c von P, die der Bedingung

geniigen :

(1) C-1C=&amp;lt;2,

unter denen gewiss alle Elemente von Q enthalten sind, bildet

eine Gruppe; denn aus

Qc = cQ, Qc = c Q

folgt, dass auch Qcc = cc Q ist. Diese Elemente c konnen wir

die mit der Gruppe Q vertauschbaren Elemente von P
nennen. Bezeichnen wir die Gruppe der c mit JR, so ist E ein

Theiler von P, und Q ein Theiler von J?, und zwar ein Normal-

theiler. In besonderen Fallen kann E sowohl mit Q, als mit P
identisch sein. Ist aber b irgend ein nicht in E enthaltenes

Element von P, so giebt es unter den Elementen der Gruppe
b~ l Q b gewiss wenigstens eines, das nicht in Q enthalten ist.

Bezeichnen wir mit r den Index von Q in Bezug auf E,
mit j den Index von E in Bezug auf P, so ist

(2) n = p*rj,

und r und j sind durch p nicht theilbar.

Der Satz, den wir zu beweisen haben, lautet:

II. Der Index,; von E ist von der Form p k -\- 1
,

worin fc irgend eine ganze Zahl ist [j
= 1 (modp)];

es giebt j und nicht mehr verschiedene Theiler
von P vom Grade p ,

die alle mit einander con-

jugirt sind. Jeder Theiler von P, dessen Grad
eine Potenz von p ist, ist in einer dieser con-

jugirten Gruppen enthalten.

Ist c ein Element aus E vom Grade y, und s der kleinste

positive Exponent, fiir den cs in Q enthalten ist, so muss jeder
andere Exponent f, fiir den c* zu Q gehort, durch s theilbar
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sein. Denn setzen wir t = ms -{- sl5 worin s
1 &amp;lt; s ist, so ist c*i

in enthalten, und s x muss also sein. Demnach ist s ein

Theiler von y. Nun bilden aber die Elemente

+ e Q + H---- c-i g

wegen (1) eine in P enthaltene Gruppe, und zwar vom Grade px
s,

und da also _p*.s ein Theiler von n sein muss, so folgt, dass s

nicht durch p theilbar sein kann. Ware nun der Grad y von c

eine Potenz von jo,
so miisste auch s eine Potenz von p sein, was

hiernach nicht moglich ist.

Es kann also der Grad von c gewiss nicht eine Potenz von

p sein; d. h. ausser den Elementen Q giebt es in E keine

Elemente, deren Grad eine Potenz von p ist.

Bedeutet nun b ein Element von P, das nicht zu E gehort,

so giebt es nach der Definition von E in der Gruppe

Q = b-*Qb

mindestens ein Element, das nicht in Q vorkommt, und der

Grad dieses Elementes muss eine Potenz von p sein, weil der

Grad von Q gleich p
%

,
also eine Potenz von p ist. Dies Element

kann also nicht in E vorkommen, und Q ist da her kein

Theiler von E.

Wahlen wir die Elemente &,, &2 ,
. . ., bji aus P so aus,

dass wir

(10) P = R + Rb1 + Rb2 -\
-----h Rbj- t

setzen konnen, so sind also die j 1 Gruppen :

die alle vom Grade p* sind, von Q verschieden. Sie sind aber

auch von einander verschieden; denn ware z. B.

b-i Qbt = I,-* Qb,,
so wiirde folgen:

d. h. 62 ^r
1 == c w^re in -^ enthalten, also &2

= c ^i in ^^11 was

wegen (10) nicht moglich ist. Wir haben also gewiss j ver-

schiedene conjugirte Gruppen _p
xten Grades:

(n) Q, ^r
1

c^n ^ ^2 , ., &T-I c &,-!

1st Q = b~ l Qb eine von ihnen, so enthalt jR = b~ l Eb
den Theiler $ ,

aber ausser diesem kein Element, dessen Grad
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eine Potenz von p ist. E ist der Inbegrift aller mit Q ver-

tauschbaren Elemente von P.

Wir wenden nun welter den Satz 3., . 28 an, indem wh

imter P, E, Q die Gruppen verstehen, die hier mit denselben

Buchstaben bezeichnet sind. Da hier Q ein Theiler von E ist,

so ist 7*!
= 1. Von den conjugirten Gruppen b~ l Eb ist aber

keine ausser E durch Q theilbar, und also sind die iibrigen

7i2 , ht, . . . alle grosser als 1. Sie sind aber, da sie Theiler des

Grades von Q sein miissen, Potenzen von p und aus der Glei-

chung
j = *i + 2 + *s H

folgt also j
= 1 (mod p).

Ist aber Q l irgend ein Divisor von P, dessen Grad eine

Potenz von p ist, so wenden wir wieder die Zerlegung von j nach

clem Theorem 3., . 28 an, indem wir fur die dort vorkoinmen-

den Gruppen P, E, Q die Gruppen P, E, Q, setzen. Dann ist

wieder

j = 7*! -f /*2 4- 7t3 -| ,

worin jetzt 7^, h.2 , 7^, . . . die Indices (in Bezug aui Q) der Durch-

schnitte von Ql mit der Gruppe E und seinen conjugirten be-

deuten, die also auch Potenzen von p sind. Da aber j= l (modp)

ist, so muss mindestens eine von den Zahlen h = 1 sein, d. h.

eine der Gruppen b^
1 E ?&amp;gt;. und folglich auch eine der Gruppen

(11) ist durch Q v
theilbar. Ist Q Y

vom Grade p ,
so ist es mit

einer der Gruppen (11) identisch.

Damit ist also das Theorem II vollstandig bewiesen.

. 31.

Gruppen vom Grade p
a

.

Sylow hat aus seinen Satzen eine merkwurdige Eigenschait

der Gruppen abgeleitet, deren Grad eine Potenz einer Primzahl

p, p
a

,
ist. Es sei also P eine solche Gruppe und /3

eine positive

Zahl, kleiner als a. Dann enthalt nach clem Satze I, . 29 die

Gruppe P einen Theiler Q vom Grade p?, deren Index p
a ~?

ist. Wir wenden den Satz 3., . 28 an, indem wir fur E und Q
diese Gruppe Q vom Grade p? setzen, dann sind 7^, /*2 , 7^ ,
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die Indices von Q und den mit Q conjugirten Theilern von P
in Bezug auf Q. Daher ist h t

= 1 und

pa-? = h, -f hz + 7*3 . . .

Die Summanden 7^1 ,
&a , 7^, . . . konnen hier als Theiler des

Grades von Q nur Potenzen von p sein, und da \ = 1 ist. so

folgt, dass mindestens p dieser Summanden = 1 sein miissen,

da sonst ihre Surnme nicht durch p theilbar sein konnte. Das

heisst aber nichts Anderes, als dass wenigstens p 1 der con

jugirten Gruppen b~ l Qb, wo b nicht in Q enthalten ist, durch

Q theilbar und also gleich Q sein miissen. Wenn aber

ft- Q b = Q

ist, so ist atich fur jeden Exponenten ,s

b-*Qb* = Q.

Ist br die niedrigste Potenz von &, die in Q enthalten ist, so

muss, da der Grad von b eine Potenz von p ist, auch r eine

Potenz von p sein, und
r

b* = C

ist ein Element von P, das selbst nicht in Q vorkommt, dessen

pie Potenz aber in Q enthalten ist, und das zugleich der Be-

dingung
c Q c-i = Q

geniigt. Daraus folgt, dass die Elemente

E = Q + Qc + Qc* -| 1- QCP-I

eine Gruppe vom Grade p? + l
bilden, von der Q ein Normal-

theiler ist. Wir haben also den Satz:

III. Ist P eine Gruppe vom Grade p
a und Q ein

Theiler von P vom Grade j^(/3&amp;lt;;a),
so giebt

es einen Theiler E von P vom Grade pP + l
,
von

dem Q Normaltheiler ist.

Nimmt man in diesem Satze /3
= a 1 an, so fallt E mit

P zusammen, und es ergiebt sich, dass Q ein Normaltheiler von

P ist. Wendet man denselben Satz auf die Gruppe Q an u. s. f.,

so erhalt man:

IV. Jede Gruppe, deren Grad eine Primzahlpotenz
ist, ist metacyklisch (.8).
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. 32.

Satz von Frobenius.

Frobenius hat einen Satz aufgestellt, der als ein Gegen-
stiick zum vierten Sylow schen betrachtet werden kann, der

sich so aussprechen lasst l

)
:

V. Jede Gruppe, deren Grad ein Product von lauter

verschiedenen Primzahlen ist, ist metacyklisch.

Wir setzen also voraus, class der Grad n einer Gruppe P
durch keine Quadratzahl theilbar sei. Ist t der grosste

Primtheiler von n, so giebt es nach dem Cauchy- Sylow schen

Satze (. 29) einen Theiler T vom Grade t von P, der, well t eine

Primzahl ist, eine cyklische Gruppe ist, also aus den Elementen

T = 1, a, a 2
,

. . . a - 1

besteht. Wenn sich nun nachweisen liesse, dass unter den ge-

machten Voraussetzungen T ein Nonnaltheiler von P ist, so

konnte man dieselbe Schlussweise auf die Gruppe P/T. deren

Grad n:t ist, anwenden, und wiirde, wenn tl die zweitgrosste

in n aufgehende Primzahl ist, auf einen Normaltheiler N der

Gruppe P/T vom Grade fx schliessen. Daraus wiirde dann aber

folgen (. G, 2.), dass P einen Normaltheiler TI vom Grade tt^

hat, von dem T selbst wieder Normaltheiler ist. Indem man in

gleicher Weise die Gruppe P-T^ betrachtet u. s. f., ergiebt sich

eine Compositionsreihe von P:

P, T
fc , 2V i, . . . jfj, T, 1,

in der die Indexreihe aus den der Grosse nach aufsteigend ge-

ordnctcn Primfactoren von n besteht, und P ergiebt sich als

metacyklisch. Alles kommt also darauf an, nachzuweisen, dass

T ein Normaltheiler von P ist.

Dieser Satz ist leichter zu beweisen, wenn man ihn als

speciellen Fall eines allgemeineren betrachtet, als wenn man ihn

direct angreift. Dieser allgemeinere Satz lautet unter den iiber

P und n gemachten Voraussetzungen:

)
Ist n =

ft
v in zwei Factoren zerlegt und ist

jeder Primtheiler von v grosser als jeder Prim-

!) Frobenius, Sitzungsberichte der Berl. Akademie, 4. Mai 1893.

Weber, Algebra. II. 9
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theiler von ft, so giebt es v und nicht mehr Ele-

mente in P, deren Grad in v aufgeht.

Wenden wir diesen Satz auf v t an, so folgt, dass es

ausser T keine Elemente in P geben kann, deren Grad = t ist.

Wenn aber c irgend ein Element von P ist, so ist die mit T

conjugirte Gruppe c~ l T c gleichfalls vom Grade
,
und muss

also mit T identisch sein. Damit ist dann bewiesen, dass T ein

Normaltheiler von P ist.

Zum Beweis des Satzes a) wendet man die vollstandige

Induction an. Derselbe ist offenbar richtig, wenn ^ = 1, v = n

ist, und wir setzen also als bewiesen voraus:

a )
Ist ftV durch kein Quadrat theilbar, jeder Prim-

theiler von v
1

grosser als jeder Primtheiler

von ft ,
und die Anzahl der Primtheiler von p

kleiner als die Anzahl der Primtheiler von ft,

so giebt es in jeder Gruppe vom Grade ft
v

genau v Elemente, deren Grad ein Theiler von

v ist.

Um daraus den Beweis des Satzes
cc) abzuleiten, bezeichnen

wir mit p den grossten Primtheiler von ft
und mit Q eine in P

enthaltene Gruppe vom Grade p, deren Existenz nach dem

Cauchy-Sylow schen Theorem feststeht. Dann sind alle Prim-

factoren von v grosser als p. Wie in . 30 bezeichnen wir mit

E die Gruppe, die aus alien der Bedingung

c~ l Qc = Q

geniigenden Elementen c von P besteht, deren Grad wir, wie

oben, mit pr bezeichnen; j bedeutet, wie friiher, den Index des

Theilers E von P. Wir setzen r = ^\ r2 ,
und verstehen unter

rx
den grossten gemeinschaftlichen Theiler von fi

und r, so dass

r2 der grosste gemeinschaftliche Theiler von v und r ist. Es

ist dann
n pv ripr^j.

Nach der Hypothese a ) enthalt nun P genau pv Elemente,

deren Grad ein Theiler von pv ist; es moge mit U die Gesammt-

heit dieser Elemente bezeichnet sein. Die Gruppe E enthalt

aber, gleichfalls nach a ), genau pr2 Elemente, deren Grad ein

Theiler von jM*2 ,
also ein Theiler von p v ist. Dieses System

wollen wir mit V bezeichnen. Offenbar sind alle Elemente von V

zugleich in U enthalten.
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Wenn wir nun noch beweisen konnen, dass es in U genau
(P l) v Elemente giebt, deren Grad durch p theilbar

ist, so sind wir am Ziele; denn dann folgt, dass es unter den

Elementen U und also auch unter den Elementen von P genau

pv (p 1) v = v

giebt, deren Grad ein Theiler von v ist.

Dies ergiebt sich aber aus Folgendem:

/3) Ist v ein Element aus V, so gehoren alle Ele
mente v Q (deren Anzahl p betragt) zu V. Es

giebt darunter p 1, deren Grad durch p theil

bar ist, und eines, dessen Grad nicht durch p
theilbar ist. In V giebt es (p 1) r2 Elemente,
deren Grad durch p theilbar ist, und r2 Elemente,
deren Grad nicht durch p theilbar ist.

Denn ist a ein von 1 verschiedenes Element von Q, so ist,

da v zu R gehort, also v~ 1 av in Q enthalten ist, und da Q
aus den Potenzen von a besteht,

(1) v~ l av = a s
.

Durch wiederholte Anwendung ergiebt sich daraus fur jeden

Exponenten h

(2) v~ h avh = a 8
*.

Nehmen wir fur h den Grad des Elementes v
,
der nach

der Yoraussetzung ein Theiler von pv ist, setzen also vh = 1,

so folgt

(3) a = a sh
,

s
h = = I (mod p).

In h gehen aber keine anderen Primfactoren auf als solche,

die gleich oder grosser als p sind, und also ist p 1 relativ

prim zu h und man kann der Congruenz

(4) xli ~ 1 (modp 1)

genugen; demnach ergiebt sich aus dem Fermat schen Lehrsatze:

(5) sxh EE s = 1 (mod p),

also nach (1):

(6) a v = v a,

d. h. a und v sind vertauschbar. Daraus folgt fur jeden Expo
nenten A

(7) (vaY = v*a\

9*
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1st, wie vorhin, li der Grad von v, und setzen wir, wenn h

durch p theilbar ist, I = li, und wenn h nicht durch p theilbar

ist, /I = lip, so folgt aus (7) (v a)* = 1, d. h. der Grad von v a

ist ein Theiler von h oder von lip, also jedenfalls ein Theiler

von pv-j d. h. va ist in V en thai ten.

Ersetzen wir nun in (7) a durch a* und lassen x die Reihe

der Zahlen
,

1
,

. . . p I durchlaufen
,

so durchlauft ax die

Gruppe Q und v ax das System v Q, und es ist fur jedes I

(8) (va
xY = v^ax \

Wenn nun der Grad li von v nicht durch p theilbar ist,

so ist

(va
x
)
h = axh

,

also nur dann 1, wenn x ist; dagegen ist

(va
xY h =

1,

d. h. der Grad von v ax ist, wenn x nicht = ist, ein Theiler

von pli, aber nicht von li,
also durch p theilbar; dagegen ist er

=
li,

wenn x = ist.

Ist aber der Grad h von v durch p theilbar, so ist er von

der Eorm pg, und g ist durch p nicht theilbar, weil p nur ein-

fach in n, also auch in h aufgeht. Es ist also vf ein Element

aus E vom Grade p, und muss also nach . 30 in Q enthalten

sein. Setzen wir also hiernach

so wird

und dies ist dann und nur dann = 1, wenn y -f gx EEEE (mod p)

wird, was nur fur ein en Werth von x eintritt. Eur diesen

Werth von x ist der Grad von v ax ein Theiler von #; fur die

anderen Werthe von x ist er Theiler von pg, aber nicht von g,

also durch p theilbar. Damit sind die beiden ersten Behaup-

tungen des Satzes /3)
erwiesen.

Um auch den letzten Theil einzusehen, bemerke man,

dass, wenn v
l ,

v2 zwei Elemente aus V bedeuten, die Systeme

v
i Q, V 2 Q entweder ganz identisch sind, oder kein einziges

gemeinschaftliches Element haben. Daraus folgt, dass man V

in der Weise darstellen kann :

(obwohl V im Allgemeinen keine Gruppe ist),
und in jedem

dieser r2 Theilsysteme v Q giebt es p 1 Elemente, deren Grad
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durch p theilbar ist, und ein Element, dessen Grad nicht durch

p theilbar ist.

Nach dem Satze II, . 30 giebt es j und nicht mehr von

einander verschiedene conjugirte Gruppen Q, Q , Q&quot;,
. . . Q (J

~

in P, und j von einander verschiedene conjugirte Gruppen
&quot;D 73 T?&quot; 7?(/ D
It, It, M ,

. . . -tiu

Es lasst sich hiernach der Satz beweisen:

y) Jedes Element von P, dessen Grad durch p

theilbar ist, kommt in einer und nur in einer

der Gruppen E, E, E&quot; . . . .RO -D vor.

Die Gruppen Q, Q , Q&quot;
. . . sind, da ihr Grad eine Prim-

zahl ist, cyklisch, und je zwei enthalten, weil sie von einander

verschieden sind, ausser dem Einheitselemente kein gemeinsames

Element. Es sei

Q = 1, a, a 2
,

. . . a p~ l
.

Die Gruppe E, die aus alien der Bedingung

geniigenden Elementen besteht, enthalt ausser den Potenzen von

a kein Element vom Grade p-, und Entsprechendes gilt fur die

anderen Gruppen Q , E, Q&quot;,
E&quot; . . .

Ist nun b ein Element von P, dessen Grad durch p theil

bar ist und gleich p s sein mag, so dass s nicht durch p theilbar

ist, so ist b s ein Element, dessen Grad p ist, und das also in

einer und nur in einer der cyklischen Gruppen Q, Q , Q&quot;
. . .

vorkommt. Ist aber b s = a ein Element von Q, so ist

b~ l ab = a,

d. h. b kommt in der Gruppe E vor, und kann in keiner der

anderen Gruppen, z. B. in E, vorkommen, weil sonst b s auch in

Q
1

vorkame, was nicht moglich ist, da Q und Q nur das Ein-

heitselement gemein haben. Damit ist y) bewiesen.

6) In U giebt es genau jr2 (pl) Elemente, deren

Grad durch p theilbar ist.

Unter U habeu wir die Gesammtheit der Elemente von P

verstanden, deren Grad ein Theiler von pr ist. Nun giebt es

nach /3)
in E genau r2 (P 1) Elemente aus U, deren Grad

durch p theilbar ist, und da jede der j Gruppen E, E, E&quot; . . .

an Stelle von E treten kann, so folgt d) aus y). Urn also noch

zu zeigen, worauf nach dem Obigen alles ankommt, dass in U
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genau (p \)v Elemente vorkommen, deren Grad durch p theil-

bar 1st, ist also nur noch die Formel

s) v = j r2

zu beweisen. Diese ergiebt sich aus folgender Ueberlegung. Nach

) ist die Anzahl der Elemente U gleich p v. Unter diesen Ele-

menten U ist aber gewiss eines, das Einheitselement
,

dessen

Grad nicht durch p theilbar ist, und folglich ist nach d)

jr2 (p 1) &amp;lt;^pv.

Andererseits ist n = \av pr1 r2 j^ und da v relativ prim
zu pr ist, so ist jr2 durch v theilbar. Also ist jr2 : v eine

ganze positive Zahl, die kleiner als p : p 1 und folglich auch

kleiner als 2 ist, und die daher nur gleich 1 sein kann. Da-

durch ist f) bewiesen und zugleich das ganze Theorem.

. 33.

Gruppen vom Grade p
a
q.

Frobenius hat in der erwahnten Abhandlung den Satz

ausgesprochen :

VI. Jede Gruppe vom Grade p
a
q ist, wenn p und q

von einander verse hiedene Primzahlen sind
und a einen beliebigen positiven Exponenten
bedeutet, metacyklisch.

Der folgende Beweis dieses Satzes entstammt einer brief-

lichen Mittheilung von Frobenius an den Verfasser.

Zunachst ist klar, dass es geniigt, zu beweisen, dass keine

Gruppe P vom Grade p
a
q einfach ist. Unser Satz ist namlich

bewiesen fiir a = 1. Nehmen wir ihn also fur jedes kleinere a

schon als bewiesen an, und setzeii voraus, dass P einen echten

Normaltheiler Q habe, der mehr als das Einheitselement um-

fasst, so sind die beiden Gruppen Q, P/Q nach der Voraus-

setzung oder nach dem Satze IV metacyklisch, und also ist auch

P metacyklisch.

Wir nehmen also jetzt an, es sei die Gruppe P vom Grade

p
a
q einfach, und wir haben aus dieser Annahme einen Wider-

spruch abzuleiten, um ihre Unmoglichkeit nachzuweisen.

a) Zunachst haben wir nach dem Satze I., . 29 einen Theiler

von P vom Grade q. Wir wollen annehmen, es gebe einen
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Theiler von P vom Grade p? q, wobei ^ /3&amp;lt;: vorausgesetzt ist,

und es sei ft
so gross als moglich angenommeu. Dann ist wegen

der vorausgesetzten Einfachheit der Gruppe P der Satz . 28, 2.

anwendbar, wonach P isomorph ist mit einer Permutationsgruppe

von
p&quot;-?

Ziftern. Unter den Permutationen dieser Gruppe giebt

es auch solche, deren Grad durch q theilbar ist, und die also,

in ihre Cyklen zerlegt, einen Cyklus von q Ziffern enthalten

miissen, und daraus folgt:

(1) *** &amp;gt;

ft)
Es sei nun zweitens Q ein Theiler von P vom Grade p

a

und Index q. Da nach der Voraussetzung P einfach ist, so kann

die in g. 30 mit E bezeichnete Gruppe, die aus den mit Q ver-

tauschbaren Elementen von P besteht, nicht mit P identisch

sein, da sonst Q ein Normaltheiler von P ware, was doch, da P
als einfache Gruppe vorausgesetzt ist, unmoglich ist. Da aber Q

ein Theiler von E ist, und der Index von Q in Bezug auf P
eine Primzahl, so muss E = Q sein. Nach II, . 30 giebt es also

q und nicht mehr von einander verschiedene conjugirte Gruppen

ft ft, ft, ... ft-n

die alle vom Grade p
a sind. Unter diesen Gruppen nehmen wir

zwei, etwa Q, ft, die einen grossten gemeinschaftlichen Theiler

ft vom Grade pY haben, und wir nehmen diese beiden Gruppen

so gewahlt an, dass y so gross als moglich wird. Es ist

dann ;g y &amp;lt;
. Wenden wir nun auf die Gruppe P das

Theorem . 28, 3. an, indem wir fiir die beiden Gruppen Q, E

jenes Theorems die Gruppe Q setzen, so ist

q 7^ + h.2 + 7*3 + ,

und darin ist 7^ = 1
,
und die librigen Summanden h.2 ,

7*3 ,
. . .

sind die Indices von grossten gemeinschaftlichen Theilern von Q

mit je eiuer der Gruppen ft, ft, ... Also sind 7^, hz , . . . durch

p
a -Y theilbar, und es folgt

q
= i (mod p

a ~ Y
),

also

(2) &amp;lt;Z&amp;gt;J&amp;gt;

a ~ y

und folglich wegen (1):

(3) 7 &amp;gt; Pi 7 &amp;gt;
0-

y) Ist nun also ft der Durchschnitt von Q und ft vom

Grade y, so konnen wir nach .31, III. einen Theiler E von Q vom

Grade
j&amp;gt;//

+ 1 bestimmen, von dem ft ein Normaltheiler ist, und E
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1st dann in keiner cler Gruppen ft, ft, . -
., Qq \ enthalten, weil

angenommen war, class Q mit keiner dieser Gruppen einen Theiler

gemein hat, dessen Grad grosser als p? ist. Ebenso konnen wir

einen Theiler El von ft vom Grade p / + l
finden, von dem ft

Normaltheiler ist, und der in keiner der Gruppen ft ft, . .
., Qq -i

enthalten ist. Nun ist R sowohl als El in P enthalten. Wir
betrachten die kleinste Gruppe $, die E und E zugleich ent-

balt, die jedenfalls in P enthalten ist (das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von E und E^. Der Grad dieser Gruppe S kann
nicht eine Potenz von p sein, da sonst nach dem Satze II., . 30

S und mithin E und E1 in einer cler Gruppen Q, ft, . .
., ft_ a

enthalten sein mtissten. Es ist aber E nur in ft jR
a
nur in ft

enthalten; also ist diese Annahme unzulassig. Der Grad von S
muss also von der Form p*q sein.

Es kann aber A nicht kleiner als a sein; denn es ist, da

eine Gruppe vom Grade p? + 1 in S enthalten ist, namlich E,

(4) I ^ y + 1 &amp;gt; /5.

Nach der in
cc) gemachten Voraussetzung ist aber in P kein

Theiler vom Grade p l
q enthalten, in dem A zugleich grosser als

/3 und kleiner als a ist. Nach (4) ist also nothwendig A = w,

d. h. S ist mit P identisch.

Nun ist ft ein Normaltheiler von E und E^ Fassen wir

also alle Elemente c von P, die der Bedingung

c-i ft c == ft

geniigen, zu einer Gruppe zusammen, so enthalt diese Gruppe
sowohl E als JR1? und ist also die ganze Gruppe P. Es ist also

ft auch Normaltheiler von P. Da nach (3) y grosser als Null

ist, so ist der Grad von ft grosser als 1, und wir stossen auf

einen Widerspruch mit der Annahme, dass P einfach sei.

. 34.

Einfache Gruppen.

Die Satze, die wir in den vorhergehenden Paragraphen kennen

gelernt haben
, gestatten ziemlich weitgehende Schliisse iiber die

Natur der Gruppen. Sic zeigen, dass wenigstens bei den niedri-

geren Gradzahlen die metacyklischen (und cyklischen) Gruppen
entschieden iiberwiegen. Um so hoheres Interesse beanspruchen
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die wenigen darunter entbaltenen nicht metacyklischen und be-

sonders die einfachen nicht cyklischen Gruppen.
Es ist bis jetzt nicht gelungen, die Gradzahlen der einfachen

Gruppen in einem bestimraten Gesetze zusammenzufassen, und

man hat sich begniigt, einerseits mit Hiilfe der oben entwickelten

Satze, andererseits durch besondere Methoden alle einfachen

Gruppen bis zu gewissen Grenzen der Gradzahlen zu ermitteln.

Holder hat diese Untersuchungen fiir die Gradzahlen bis 200

und Cole fiir die Gradzahlen bis 500 durchgefiihrt *).
Von ein

fachen nicht cyklischen Gruppen haben sich dabei nur die auch

schon aus anderen Untersuchungen bekannten von den Graden

60, 168, 360 ergeben. Es ist ferner noch eine einfache Gruppe
vom Grade 660 bekannt, und neuerdings haben Cole und Moore
noch auf eine einfache Gruppe vom Grade 504 aufmerksarn ge-

macht 2
).

Diese Untersuchungen werden mit dem Wachsen der

Gradzahlen sehr miihsam. Wir wollen uns hier auf die Betrach-

tung der Gradzahlen des ersten Hunderts beschranken.

Hier erweist sich nach den drei allgemeinen Satzen von

Sylow und Frobenius die Mehrzahl der Gruppen als meta-

cyklisch, und es bleiben nur die Gradzahlen

36, 60, 72, 84. 90, 100

iibrig. Dass aber eine Gruppe 36sten Grades nicht einfach sein

kann, ergiebt sich nach dem Sylow schen Satze. Denn eine

solche Gruppe miisste einen Theiler 9 teu Grades haben und miisste

also durch die Permutationen von vier Ziffern darstellbar sein. Das

ist aber unmoglich, weil es nur 24 Permutationen von vier Ziffern

giebt. Eine Gruppe vom Grade 72= 8 . 9 muss nach . 30, II., da

8 nicht == 1 (mod 3) ist, einen Theiler vom Grade 18 enthalten,

und ware also, wenn sie einfach ware, ebenfalls durch die Per

mutationen von vier Ziffern darstellbar. was noch weniger mog-
lich ist. Dass einfache Gruppen von den Graden 84 und 100

nicht existiren konnen. ergiebt sich gleichfalls sofort aus den

Sylow schen Satzen, da, wenn wir die Gruppen 7 ten oder

25sten Grades aussondern, kein Theiler iibrig bleibt, der nach dem
Modul 7 oder 5 mit 1 congruent ist. Dass alle diese Gradzahlen

nur metacyklischen Gruppen angehoren konnen, folgt dann nach

. 6, 2. ohne Weiteres daraus, dass die Gruppen, deren Grade

l
) Holder, Mathematische Anualen, Bd. 40. Cole, American Journal,

Vol. 14. 2
) Bulletin of the New York mathem. society, Oct. 1893.
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echte Theiler dieser Zahlen sind, schon als metacyklisch er-

wiesen sind.

Es bleibt nur noch die Untersuchung der Zahlen 60 und 90

iibrig. Dass eine einfacbe Gruppe vom 60 steu Grade existirt,

wissen wir scbon
;
namlich die alternirende Gruppe der Permu-

tationen von fiiiif Buchstaben (Bd. I, . 177). Es ist aber noch

fraglich, ob dies die einzige ist.

Eine einfache Gruppe P vom Grade 60 enthalt nach . 29, I.

als Theiler eine Gruppe 5 ten Grades und eine Gruppe 3 ten Grades.

Nimint man in dem zweiten Sylow schen Satze (. 30) fur Q
die Gruppe 5 ten

Grades, so muss E vom 10 ten Grade sein, weil

der Index von R congruent mit 1 nach dem Modul 5, also nur

6 sein kann. Also kann die Gruppe P vom 60 sten Grade

nach . 28, 2. als transitive Permutationsgruppe von sechs Ziffern

dargestellt werden; sie kann aber keine cyklische Permutation

von nur drei Ziffern enthalten, weil sie als einfache Gruppe

(nach Bd. I, . 158, 2.) primitiv sein muss, und daher, wenn sie

einen dreigliedrigen Cyklus enthielte, nach Bd. I, . 153, 10. die

ganze alternirende Gruppe 360 sten Grades enthalten miisste. Wir
konnen also eine der Permutationen 3 teu Grades in der Form

annehmen :

a = (1, 2, 3) (4, 5, 6).

Hierzu wollen wir eine Permutation 5 ten
Grades, &, fiigen,

die nur eine cyklische sein kann. Lassen wir darin die Ziffer 6

fehlen, so konnen wir statt b eine solche Potenz von I nehmen

(die ja auch in P vorkommen muss), dass etwa 1, 2 die beiden

ersten Ziffern werden, und dann bleiben noch sechs Moglich-
keiten fiir b iibrig:

(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 4, 3, 5), (1, 2, 4, 5, 3),

(1, 2, 3, 5, 4), (1, 2, 5, 3, 4), (1, 2, 5, 4, 3);

von diesen sechs Annahmen sind aber wieder die drei in einer

Reihe stehenden nicht wesentlich (d. h. nur durch die Bezeich-

nung) verschieden. Demi ersetzt man z. B. bei der zweiten An-

riahme b = (1, 2, 4, 3, 5) das Element a durch a2 und b durch & 3
,

so erhalt man

(1, 3, 2) (4, 6, 5); (1, 3, 2, 5, 4),

was durch Vertauschung der Ziffern 2 mit 3 und 4 mit 5 in die

erste Annahme iibergeht. Die dritte Annahme b = (1, 2, 4, 5, 3)

geht, wenn man b durch & 4 und a durch a2 ersetzt und dann
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1 mit 2 und 4 mit 5 vertauscht, in die erste iiber, und ebenso

lassen sich die drei anderen Annahmen iiber b auf einander

zuruckfiihren. Es bleiben also nur zwei Moglichkeiten zu unter-

suchen :

a = (1, 2, 3) (4, 5, 6), b = (1, 2, 3, 4, 5)

a = (1, 2, 3) (4, 5, 6), b = (1, 2, 3, 5, 4).

Davon ist aber die erste zu verwerfen, weil sie in

a*b = (1,4,6)

einen dreigliedrigen Cyklus ergeben wiirde, der nicht vorkommen
kann. Es bleibt also nur die einzige Moglichkeit:

a = (1, 2, 3) (4, 5, 6), b = (1, 2, 3, 5, 4),

und es giebt also, wenn man aquivalente Gruppen als nicht ver-

schieden betrachtet, nur eine einfache Gruppe 60sten Grades.

Diese beiden Elemente a, b kann man als erzeugende Ele-

mente der ganzen Gruppe betrachten und man kann durcb ihre

wiederholte Zusammensetzung auf sehr mannigfaltige Art die

ganze Gruppe vom 60steu Grade herleiten. Wir bekommen ausser

dem Einheitselemente die Permutationen 5 ten Grades:

(2, 3, 6, 5, 4), (1, 3, 5, 6, 4), (1, 2, 5, 4, 6),

(1, 2, 6, 3, 5), (1, 2, 4, 6, 3), (1, 2, 3, 5, 4),

die mit ibren Potenzen 24 ergeben; ferner die Permutationen

3 ten Grades:

(1, 2, 3) (4, 5, 6), (1, 3, 5) (2, 4, 6),

(1, 2, 4) (3, 6, 5), (1, 3, 6) (2, 4, 5),

(1, 2, 5) (3, 6, 4), (1, 4, 5) (2, 3, 6),

(1, 2, 6) (3, 4, 5), (1, 4, 6) (2, 3, 5),

(1, 3, 4) (2, 6, 5), (1, 5, 6) (2, 3, 4),

die mit ihren Quadraten zusammen 20 ergeben. Endlicb erhalt

man noch 15 Permutationen 2 ten Grades:

(1, 2) (3, 4), (1, 2) (5, 6), (3, 4) (5, 6),

(1, 3) (4, 5), (1, 3) (2, 6), (2, 6) (4, 5),

(1, 4) (2, 5), (1, 4) (3, 6), (2, 5) (3, 6),

(1, 5) (2, 3), (1, 5) (4, 6), (2, 3) (4, 6),

(1, 6) (2, 4), (1, 6) (3, 5), (2, 4) (3, 5),

von denen je drei in einer Reihe stehenden mit dem Einheits

elemente zusammen eine Gruppe 4 ten Grades bilden.

Dass diese Gruppe auch dargestellt werden kann durch die

Permutationen von fiinf Ziffern, ergiebt sich nun schon daraus,
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class eine einfache Permutationsgruppe 60 sten Grades bei fiinf

Ziffern wirklich existirt, namlich die alternirende Gruppe.
Man kann aber aucli die Thatsache dadurch verificiren, dass

man einen Theiler 12 ten Grades von P nachweist (. 28, 3.). Man
erhalt diesen Theiler 12 ten Grades z. B. daraus, dass die Gruppe
4 ten Grades:

Q = 1, (1, 2) (3, 4), (1, 2) (5, 6), (3, 4) (5, 6)

mit den Permutationen 3 ten Grades:

c = (1, 3, 5) (2, 4, 6)

vertauschbar ist, d. h. der Bedingung c~ l Q c = Q geniigt, und

erhalt also claim eine Gruppe 12 ten Grades:

Q, Qc, Qc\
Die einfache Gruppe 60sten Grades wircl auch die Ikosaeder-

gruppe genanrit aus eineni Grunde, den wir spater kennen

lernen werden.

Dieselbe Betrachtung zeigt auch, dass eine einfache Gruppe
QQsteii Grades nicht existirt. Denn diese Gruppe miisste ein Ele

ment 5 ten und ein Element 3 ten Grades enthalten. Da 90= 5.18

ist und 18 keinen anderen Theiler als 6 hat, der nach dem Modul 5

mit 1 congruent ist, so muss, wenn wir fur Q eine Gruppe
5 ten Grades wahlen, R vom Index 6 sein und die Gruppe P ware

also als transitive Permutationsgruppe von sechs Ziffern dar-

stellbar. Ganz wie oben schliesst man, dass sie die beiden Ele-

mente a, b enthalten miisste, was, wie wir gesehen haben, zur

Ikosaedergruppe fiihrt, die nicht Theiler einer Gruppe 90sten Grades

sein kann.

.

Gruppen vom Grade p q.

Es ist nun noch von Interesse, zu untersuchen, wie bei einer

gegebenen Gradzahl die Gruppen constituirt sind. Dafiir sind

die Satze, die in den vorangegangenen Paragraphen abgeleitet

sind, die Grundlagen. Freilich sind wir bis jetzt nur bei den

einfacheren Gradzahlen im Stande, die vorhandenen Gruppen

vollstandig zu iibersehen. Am weitesten geht hierin eine Arbeit

von Holder l
).

Wir betrachten hier nur den einfachen Fall,

]

) Holder, Die Gruppen der Ordnungen _p
3

, p q
2

, ]&amp;gt;qr, p4
. Matheraa-

tiscbe AnnaleD, Bd. 43.
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dass der Grad pq das Product zweier Primzahlen ist, die auch

einander gleich sein konnen.

Eine solche Gruppe P ist metacyklisch und hat einen

ttormaltheiler Q vom Grade p, der also eine cyklische Gruppe

ist, die wir so darstellen:

(1) 9=1, ,

2
, :

- &amp;lt;*

p - l
(ali
= *)

1st nun I em nicht in Q enthaltenes Element von P, so ist

b~*Qb = Q.

Wenn bh die niedrigste Potenz von b ist, die in Q vorkommt,

so ist Q _[- Qb -}- Qbh~ l eine Gruppe, die mit P identisch

sein muss, und folglich muss h = q sein. Wir konnen also P
so darstellen:

(2) P = Q + Ql + QV H h &amp;lt;?^-
-

1st nun g eine primitive Wurzel der Primzahl p und v ein

vorlaufig noch unbestimmter Exponent, der nach dem Modul

p _ i zu nehmen ist, so folgt. da b- 1 a b in Q enthalten ist,

(3)
b~ l ab = av\

woraus sich fiir jeden Exponenten a ergiebt:

(4)
1)~ l au b = aa s\

und durch wiederholte Zusammensetzung mit b:

(5)
l)-?auW = a&quot;9

v?
.

Nun ist jedenfalls b^ = 1, und wenn wir also in (5) /3 =pq
setzen. so folgt, dass fiir jedes

a&quot;9

rpq = aa
,

also g
r

*&amp;gt;9 ^ 1 (mod p) oder

(6) vpq = (mod p --
1)

sein muss. Hieraus schliesst man weiter, dass, wenn p 1 nicht

durch q theilbar ist, was inimer eintritt wenn p = q ist, v durch

p 1 theilbar, also nach (3)

a b = & a,

und in Folge dessen auch fiir jedes a, /3,
a

, p :

a6,* = 6,*a, aa
b?a&quot; b? = a u

b?a&quot;b.\

d. h. class die Gruppe eine Abel sche sein muss. Diesen Fall

haben wir aber schon im zweiten Abschnitte dieses Bandes unter-

sucht und gefunden, dass es, \venn p = q ist, zwei Gruppen (mit
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den beiden Invarianten p, p oder mit einer Invariante p 2
), und

wenn p von q verschieden ist, eine Gruppe (mit den beiden In

varianten
&amp;gt;, q) giebt.

Es bleibt uns also noch der Fall

p = I (mod q)

zu untersuchen, in dem v jeden der Bedingung

v =
(mod

? -\

geniigenden Werth haben kann, deren es q nach dem Modul

p 1 verschiedene giebt, namlich:

(7) = 0, 2

Der Fall v = fiihrt auch hier auf eine Abel sche Gruppe.
Es sind aber auch die anderen Werthe von v zulassig, die zu

ebenso vielen nicht commutativen Gruppen fiihren. Diese nicht

commutativen Gruppen sind unter einander isomorph und werden

auf einander zuriickgefuhrt ,
wenn man b durch ein W ersetzt,

wie die Formel (5) zeigt.

Wir konnen fa = 1 annehmen, denn es ist gewiss & in Q
enthalten und bpq = 1. Wenn also bq nicht = 1 ist, so ersetzen

wir b durch bv.

Man erhalt eine der nicht commutativen Gruppen, wenn
man in

(8) & = aW
oc die Reihe der Zahlen 0, 1, . . . p I und

/3
die Zahlen

0, 1, ... q 1 durchlaufen lasst. Die Zusammensetzung zweier

Elemente dieser Gruppe ergiebt sich nach (5) aus

(9) b?aa = aa9~ vt
*bP, a? = 1, ft = 1,

wodurch man jedes Compositum aus Elementen auf die Form
@ zuriickfiihren kann.

Um zu zeigen, dass die Elemente (8) nach den Compositions-

regeln (9) wirklich eine Gruppe bilden, hat man die Eigenschaften
der Gruppe, namlich, dass aus & = &quot; und aus & @ = &quot;

folgt, dass & = &quot;

ist, und ferner das associative Gesetz

(& 0&quot;)
= (0 ) 0&quot;

nachzuweisen. Beides aber ergiebt sich sehr leicht aus der Zu

sammensetzung, die aus (9) folgt:

(10) a?W aa b?
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36.

Grenzen des Index eines Theilers der symmetrischen

Permutationsgruppe.

Wir beschliessen diese Betrachtungen mit dem Beweise eines

Satzes tiber Permutationsgruppen ,
der durch die Schwierigkeit.

die sein Beweis anfangs hot, eine gewisse Beriihmtheit erlangt

hat, und der fur die Beurtheilung algebraischer Fragen von

Wichtigkeit ist
1).

s handelt sich dabei um die symmetrische Permutations

gruppe P von n Ziffern und um ihre Theiler von moglichst

kleinem Index. Wir wissen, dass die Gruppe P immer einen

Theiler vom Index 2 hat, namlich die alternirende Gruppe.
Ausserdem ist noch ein Theiler vom Index n bekannt, der alle

Permutationen von P umfasst, die eine Ziffer ungeandert lassen,

der also intransitiv ist.

Zunachst gilt der folgende Satz:

I. Der Index eines imprimitiven Theilers von P ist

immer grosser als ??, und der Index eines in-

transitiven Theilers ist gleich oder grosser
alsw, und nurdann gleich M, wenn der Theiler
eine Ziffer in Ruhe lasst, und die ubrigen
n 1 Ziffern auf alle mogliche Arten per-
mutirt.

Nehmen wir an, es sei Q ein imprimitiver Theiler von P
vom Index j, und es bestehen r Systeme der Imprimitivital von

je s Ziffern, so dass n = rs ist. Eine Zahl, die der Grad der

Gruppe Q sicher nicht iibersteigen kann, erhalten wir, wenn wir

alle Permutationen in jedem einzelnen der r Systeme und dann

noch samuitliche Permutationen der Systeme abzahlen. Der Grad

von Q ist also kleiner oder gleich dem Producte [77 (s)]
r TL (/),

wenn fiir jede ganze Zahl n

n (n)
= 1 . 2 . 3 . . . n

l
) Bertrand, Journal de Mathematiques, Tome XV (1845). Serret,

Algebre super., Section IV, Chapitre III. C. Jordan, Traite des sub

stitutions, p. 67. Netto, Substitutionentheorie, Capitel VI. Crelle s Journ.,
Bd. 100.
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1st, und folglich ist

(1) J ^
[Ti (

Sy\r n (r)-

Es ist leicht einzusehen, dass diese Zahl, wenn keiner der

Factoren r, s gleich 1 ist, grosser als n ist. Dies ergiebt sich,

wenn wir den Quotienten so schreiben:

71 (n) _ (r+l)(
[77 (S)] 17 (r)- (2.3...S)

n /r+ 1 r-j-2 2r 1\ /2 r 2r-f-l 3r 1

/s

\

Denn hiernach ist

(s 1) r (s l)r+l n l

TV Ti r 4- 1 2 r (s l)r . , ,, . . ..

Die Pactoren
j- , ,

... ^ ^- sind alle gleich oder
2 o S

grosser als 1, denn es ist

also immer positiv, und der erste Factor

ist grosser als 2, wenn r &amp;gt; 2 ist. Ist aber r = 2, so ist das

Product der beiden Factoren :

-
/2ry 1 /4

y _ s

\ 3 / 2 \ 3 /
&quot; &quot;

3

und folglich ist unter alien Umstanden j &amp;gt; n.

Ist zweitens die Gruppe Q intransitiv, und zerfiillt das

System der n Ziffern in zwei Systeme von je a und b Ziffern, so

dass die Ziffern dieser beiden Systeme durch Q nur unter ein-

ander vertauscht werden, und n = a -[- b ist, so sind alle Per-

mutationen von Q in der Gruppe enthalten, die aus alien Per-

mutationen der a und der b Ziffern besteht; d. h. dor Grad

vori Q ist gleich oder kleiner als 77 (a) H(b), und folglich der

Index j von Q
II (n) _ n n-1 6 + 1

J -* n (a) ff(l) &quot;12 a
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Nehnien wir, was freisteht, an, class b
J&amp;gt;

a sei, so 1st der

Ausdruck auf der rechten Seite dieser Ungleichung grosser
als w, und nur dann gleich n, wenn b = n 1, a = 1 ist. In

diesem speciellen Falle kann j = n werden, aber nur dann,
wenn die n 1 Elemente durch Q auf alle moglichen Arten

permutirt werden, was in dem Satze I. ausgesprochen ist.

Die Ausdriicke (3) fur die untere Grenze von j sind nichts

Anderes, als die Binomialcoefficienten B(

&quot;\
deren Bildung sofort

zeigt, dass sie bis zur Mitte bin, d. h. so lange 2 a
&amp;lt;^ w, eine

waehsende Zablenreibe bilden.

Wir wollen fiir den weiteren Gebrauch bieraus den Scbluss

ziehen :

a) Ist a = 1
,
lasst also die Gruppe Q eine Ziffer

ungeandert, so ist ihr Grad ein Theiler von
II (n 1), ist aber a&amp;gt; 1, so ist der Grad von Q
5 J7(-2)77(2).

Der Satz, den wir ferner noch beweisen wollen, lautet nun:

II. Ausser der alternirenden Gruppe giebt es keinen

transitiven und primitiven Tbeiler Q von P,

dessen Index ^ n ist, ausgenommen in den
beiden Fallen n = 4, n = 6.

Beim Beweise machen wir Gebrauch von den Satzen (. 153,

9., 10. des ersten Bandes), dass ein transitiver und primitiver

Theiler von P, der nicht die ganze alternirende Gruppe enthalt,

und daher nicht mit der alternirenden ocler der symnietrischen

Gruppe selbst identisch ist, keine Transposition und keine

cyklische Permutation von nur drei Ziffern enthalten kann.

Es sei also P die symmetrische Permutationsgruppe der

n Ziffern 0, 1, 2 ... n 1 und Q ein primitiver und transitiver

Theiler von P vom Index j, der nicht die alternirende Gruppe
enthalt. Es sei ferner P in die Nebengruppen zerlegt:

(4) P=0+ *i+&amp;lt;?*a H h QXJ-I.

Wir betrachten das System der Transpositionen :

(5) (0, 1), (0,2), ...(0,^-1),

deren keine in Q vorkommen kann. Ist nun j .&amp;lt; n, so miissen

wenigstens zwei dieser Permutationen, etwa (0, 1), (0, 2), in cler-

Weber, Algebra. II. 10
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selben Nebengruppe, etwa in Qit^ vorkommen, und folglich giebt

es zwei Permutationen x x ,
x2 in Q, die der Bedingung

xj ^ = (0, 1), x2 Xl = (0, 2)

geniigen. Es ist daher

x x n, *r
i x-i = xx x7 i =

(0, 1) (0, 2)
=

(0, 1, 2)

in Q enthalten. Dies aber widerspricht unserer Voraussetzung,

dass Q keinen dreigliedrigen Cyklus enthalten soil. Demnach

kann j nicht &amp;lt; n sein. Ist aber j = n, also der Grad von Q

gleich 77 (n 1), so miissen die n 1 Permutationen (5) in n 1

verschiedenen Nebengruppen vorkommen, und P lasst sich so

darstellen :

(6) P = Q -\- Q (0, 1) -f- Q (0, 2) -[- -|- Q (0, n 1).

Betrachten wir irgend eine andere Transposition, z. B. (2, 3),

so kann diese nicht in Q und nicht in Q (0, 2) oder in Q (0, 3)

vorkommen, weil sonst (2, 3) (0, 2) = (0, 2, 3) oder (2, 3) (0, 3)

==
(0, 3, 2) in Q vorkame. Wir konnen also, ohne die Allgemein-

heit zu beeintrachtigen, annehmen, dass (2,3) in Q (0, 1) vor-

kommt, und daraus ergiebt sich:

/3)
Die Gruppe Q enthalt das Transpositionspaar

(7) (0, 1) (2, 3).

Die Gruppe Q hat einen Theiler QQ ,
der aus alien den Per

mutationen besteht, die die Zitfer an ihrer Stelle lassen. Da

Q transitiv ist, so ist, wenn x1? x2 ,
. . ., K n -\ Elemente aus Q

sind, die in 1, in 2, . . ., in n 1 uberfuhren,

/o\ Q Q I Q %
j

. . .
I Q % _

und da Q vom Grade 77 (w 1) ist, so folgt hieraus, dass Q
vom Grade

*=
n-^

ist. Da g eine ganze Zahl, also 77 (n 1) durch n theilbar sein

muss, so schliessen wir zunachst, dass der Fall j = n niemals

eintreten kann, wenn n eine Primzahl ist, und fur diesen Fall

ist also unser Theorem II. bewiesen.

Im Allgemeinen konnen wir aber schliessen:

y) Ist n nicht 4, so sind die n 1 Ziffern 1,2, ...,M 1

durch O noch transitiv verbunden.
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Ware namlich in diesen n 1 Ziffern intransitiv, so

iniisste nach a)

entweder 77 (n 2) theilbar durch y,

oder 77 (n 3) 77 (2) ^ g

sein; also nach (9):

entweder - - eine ganze Zahl, also n
[&amp;gt;

2 (n 1)

oder n 2 5 n -\~ 2 5 -

Das Eine ist unmoglich, wenn n &amp;gt; 2 ist, das Andere, wenn

w &amp;gt; 4 ist.

Wir sehen von dem Falle n = 4 ab und betrachten jetzt

den Theiler
0) i von

,
der die beiden Ziffern 0, 1 unge-

andert lasst.

Da
,
ii als Permutationsgruppe der n 1 Ziffern be-

trachtet, ein transitiver Theiler von ist, so ist, wie man durch

nochmalige Anwendung der Zerlegung (8) schliesst, der Grad yl

von i gleich y : n 1, also

do a - &quot;-;;
=^- 2

).

n (n i) n
Daraus schliessen wir ahnlich wie oben:

d) Ist n nicht =6, so sind die n 2 Ziffern 2, 3, ...,w 1

durch
0,1 transitiv verbunden.

Denn waren sie es nicht, so miisste nach a):

entweder 77 (n 3) theilbar durch y^
oder 77

(ti 4) 77 (2) 5 g,

sein; also nach (10):

entweder eine ganze Zahl, also n ^ 2 n 4,

oder n 2 7 n -|- 6 5 -

Das Erste ist nicht moglich, wenn n &amp;gt; 4, das Zweite, wenn

w &amp;gt; 6 ist.

Ist nun n &amp;gt; 6, so gilt noch Folgendes:

E) Die Gruppe 0,1,2, die die drei Ziffern 0, 1, 2 un-

geandert lasst, hat den Grad

9l II(n-3)
n 2 n

und es ist nicht moglich, dass durch die ganze

Gruppe 0,1,2 noch eine vierte Ziffer 3 unge-
andert bleibt.

10*
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Der Grad #2 ergiebt sich genau wie der von Q und Q 0t x .

Wenn aber durch 0,1,2 noch eine vierte Zitfer 3 ungeandert

bliebe, so ware g2 ejn Theiler des Grades der symmetrischen

Gruppe von n 4 Ziffern
,

also ein Theiler von 77 (n 4). Es

miisste also

nll(n 4) n

77(&amp;gt; 3)

~
n 3

eine ganze Zahl sein, also n
[&amp;gt;

2 n 6 oder n 5 6.

Aus s) schliessen wir, dass es in Q eine Permutation K

giebt, durch die 0, 1, 2, 3 in 0, 1, 2, 4 ubergeht, worin 4 eine

von 3 verschiedene Zifter ist. Nach ft) enthalt also Q auch die

Permutation :

IT* (0, 1) (2, S)* = (0, 1) (2, 4),

folglich auch:

(0, 1) (2, 3) (0, 1) (2, 4) = (2, 3, 4),

also einen dreigliedrigen Cyklus, was der Voraussetzung wider-

spricht. Hiernach ist das Theorem II. vollstandig bewiesen.

Dass die Falle n-= 4 und n = 6 wirklich Ausnahmen bilden,

geht aus Bd. I, . 160 und . 182 hervor, wo wir gesehen haben,

dass die symmetrische Permutationsgruppe von vier

Ziffern einen transitive n Theiler vom Index 3 und
die von sechs Ziffern einen transitiven Theiler vom
Index 6 besitzt.
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Gruppen linearer Substitutionen.

37.

Lineare Substitutionen und ihre Zusammensetzung.

Eines der wirksamsten Mittel zur Bildung von Gruppen, auf

welches zugleich viele Anwendungen fiihren, sind die linearen

Substitutionen und ihre Zusammensetzung. Wir sind schon

mehrfach solchen linearen Substitutionen begegnet und haben sie

z. B. im zweiten Abschnitte des ersten Bandes bei Gelegenheit
des Multiplicationsgesetzes der Determinanten

,
und sodann im

elften Abschnitte bei den aquivalenten Zahlen betrachtet.

Unter einer linearen Substitution von n Variablen ver-

stehen wir ein System von Gleichungen, durch das ein System
von n Veranderlichen 1/^1/2, ... yn linear durch ein anderes

System x^ #2 ,
. . . xn ausgedriickt wird. Wir unterscheiden nach

der Anzahl der Variablen unare, binare, ternare, quater-
nare Substitutionen, und wollen ini Allgemeinen die Zahl der

Variablen die Dimension der Substitution nennen. Wir be-

schranken uns furs erste auf homogene Substitutionen, so

dass, wenn mit a(x) die Coefficienten bezeichnet werden, die Sub

stitution durch das Gleichungssystem

(1) yx = V
off)

x . * = i, 2, ... n
l,n

dargestellt ist. Oft kommt es auf die Variablen selbst nicht an,

so dass eine solche Substitution durch ihre Coefficienten a x) hin-

langlich gekennzeichnet ist. Man benutzt zuweilen auch zur Be-
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zeichnung einer Substitution einen einfachen Buchstaben, etwa A,
und setzt dann

,.;. &amp;lt;

(2)

Wir werden auch abkiirzend A = (aW) setzen und die Deter-

minante der Substitutionscoefficieuten mit A\ bezeichnen. Diese

Determinants wird immer von Null verschieden vorausgesetzt.
Das Gleichungssysteni (1) stellen wir auch symbolisch so dar:

oder noch kiirzer:

0) (y) = A (x).

Die Substitution:

(5) y = x 1/9
= x

oder

71,0,...

(6) / ,/ J= Kl&quot;--0

\0,0,... 1

heisst die identische Substitution. Eine Substitution der

Form
/fj\

oder

M, 0, ...

(8) M=
0,^

2 ,
...

\0, 0, ... iinf

soil eine multiplicative Substitution oder kurz eine Multi

plication und die Elemente filt ^2 ,
. .

., fiw die Multiplicatoren
genannt werden, ein Ausdruck, der sich durch die Gleichungen (7)

rechtfertigt.

Nehmen wir eine zweite lineare Substitution der Dimen
sion n an, durch die ein neues System von Variablen z ein-

gefiihrt wird:

(9)
l,n

und fiihren fiir y die Werthe aus (1) ein, so erhalten wir die z
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durch die x ausgedriickt mittelst einer neuen linearen Sub

stitution jEJ, die wir so bezeichnen konnen :

(10) = E(x} = BA(x\

und die Substitution E = BA heisst aus B und A zusammen-

gesetzt oder componirt. Es ist dabei aber zwischen AB und

BA zu unterscheiden. Zwei Substitutionen J., B von der be-

sonderen Eigenschaft, dass AB = BA ist, heissen mit einander

vertausehbar oder comrautativ. Die Substitutionscoefficienten

von E ergeben sicb durch Einsetzen der Ausdriicke (1) in (9):

(11) ef = 2 &!

Diese Formeln sind ganz dieselben, die wir im . 27 des

ersten Bandes benutzt haben 1

),
und wir konnen demnach das

in (11) ausgedriickte Gesetz der Composition der Substitutionen

so ausdrlicken:

1. Um die aus zwei Substitutionen jB, A zusammen-

gesetzte Substitution BA zu bilden, verfahrt man
ganz so, als ob die beiden Determinanten

|Z?|, \A\

nach der Multiplicationsregel mit einander

multiplicirt werden sollten. Es sind dabei, um
die Elemente einer Zeile zu bilden, die Ele-
mente einer Zeile der ersten Componente mit
den entsprechenden Elementen der Colonnen
der zweiten Componente zu multipliciren und
dann zu addiren. Man driickt dies auch kurz
so aus, dass in der ersten Componente nach

Zeilen, in der zweiten nach Colonnen summirt
w i r d.

Aus dieser Regel ergiebt sich die Folgerung:

2. Die Determinante einer zusammengesetzten Sub
stitution ist gleich dem Producte aus den Deter
minanten der Componenten.

l
] Nur war dort aus einem leicht ersichtlichen Grunde die Bezeich-

nung etwas anders.



154 Sechster Abschnitt. . 37.

Urn drei Substitutionen derselben Dimension, (7, 5, J., zu-

sammenzusetzen
,
muss man die Ausdriicke (10) fiir z in eine

neue lineare Substitution

(12) () = (a)

einfiihren und die Variablen u durch die x ausdriicken:

(13) (u) = CBA(x).
Da es offenbar gleichgultig ist, ob man die Ausdriicke (10)

in (12) einfiihrt, oder ob man zuerst z nach (9) durch y und

dann y nach (4) durch x ausdriickt, so gilt fur diese Composition

das associative Gesetz:

(14) C(BA) =3= (CB)A = CBA,
was sich auch leicht durch Rechnung bestatigen lasst, wenn man

nach (11) die Elemente von C (B A) und (CB)A bildet. Man

nndet fiir beide den Ausdruck:

Wir sprechen also den Satz aus:

3. Bei der Zusammensetzung der linearen Sub
stitutionen gilt das associative, aber nicht immer
das commutative Gesetz.

Eine Multiplication, bei der alle Multiplicatoren einander

gleich sind, also

0, 0, ... v

soil eine Aehnlichkeitssubstitution genannt werden, und

zwei Substitutionen, die, wie A und AN oder A und N A, durch

Zusammensetzung mit einer Aehnlichkeitssubstitution aus ein

ander abgeleitet werden konnen, heissen iihnliche Sub

stitutionen. Aus dem Gesetze der Composition ergeben sich

sofort die Satze:

4. Eine Aehnlichkeitssubstitution ist mit jeder
Substitution A derselben Dimension vertauschbar;

zwei Aehnlichkeitssubstitutionen, mit einander

componirt, geben wieder eine Aehnlichkeits

substitution, und zwei mit einer dritten ahn-

liche Substitutionen sind aucli unter einander

ahnlich.
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Ebenso leicht erhalten wir:

5. Durch Zusammensetzung uiit der identischen

Substitution J wird keine Substitution ge-
a n d e r t.

Die Substitution J wird also bei der Composition als Ein-

heit betrachtet, und kann, wo sie mit anderen Substitutionen

componirt auftritt, weggelassen werden.

Nun gilt weiter der Satz :

6. Zu jeder Substitution A giebt es eine und nur
eine inverse Substitution A~ l

,
die der Bedingung

(15) A J.- 1 = A- 1A = J
geniigt.

Dieser letzte Satz ergiebt sich aus den Grundformeln der

Determinantentheorie
,
wenn man die Elemente a von A~ l aus

den linearen Gleichungen

(16) i a&amp;lt;*&amp;gt; ag
) = 0, h ^ Tc

= 1, h = 7;

bestimmt, aus denen sich, wenn wir mit A% } die Unterdeter-

minanten von \A bezeichnen,

(17) |^|5==4
ergiebt, und die das andere System

(18) S &amp;lt;*)
a&amp;lt;
= 0, h ^ fc

= 1, h = 1c

zur Folge haben. Die inverse Substitution zu A ist nichts

Anderes, als die Auflosung des Gleichungssystems (1) der directen

Substitution J., so dass aus (y)
= A(x) folgt:

(19) (x) = A-i(y).

Fiir die Composition der inversen Substitutionen ergiebt sich

aus ABB-^A-i = J der Satz:

(20) (AB)~ l = B~ l A-\
Sind A, B, G drei Substitutionen, so ergiebt sich durch

Zusammensetzung mit A~ l aus jeder der beiclen Gleichungen

AB = AC, BA = CA,
dass B = C sein muss. Demnach sind fur die Zusammensetzung
der Substitutionen die charakteristischen Merkmale fiir eine

Gruppe erfiillt, und es ist also der Inbegriff aller Substitutionen
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von bestimmter Dimension eine (unendliche) Gruppe (. 1).

Wenn wir aus dieser Gesarnmtheit irgend eine Menge heraus-

heben, die so in sich abgeschlossen ist, dass irgend zwei ihrer

Elemente durch Composition ein Element derselben Menge er-

geben, so bildet diese Menge gleichfalls eine Gruppe, die end-
lich oder unendlich sein kann.

Bedeutet L eine feste Substitution, so kann man aus jeder
Substitution A von derselben Dimension eine Substitution

(21) A = L-*AL (LA ^.AL)

ableiten, die die Transformirte von A durch L heisst.

Setzen wir

(22) (a)
= (* ), (y) = L(y ),

so folgt aus (4):

(23) (y )
= A

(x&amp;gt;),

so dass der Uebergang zu der transformirten Substitution gleich-
bedeutend ist mit der gleicbzeitigen Transformation beider Reihen

von Veranderlichen durch L~\
Ist

so folgt aus den Gesetzen der Composition:

A B = L-^ABL,
und daraus also der Satz:

7. Durchlauft A die Substitutionen einer Gruppe,
so durchlauft bei feststehendem L die Trans
formirte L~ 1 AL die Substitutionen einer iso-

morphen Gruppe.

Von den inversen Substitutionen sind wohl zu unterscheiden

die transponirten Substitutionen.

Man erhalt namlich aus jeder Substitution A eine bestimmte

andere, die die transponirte Substitution zu A heisst, und die

wir fiir den Augenblick mit A1 bezeichnen wollen, wenn man in

A die Zeilen zu Colonnen macht, und umgekehrt, wenn man
also in (2) die oberen mit den unteren Indices der a ver-

tauscht.
i

Wenn man in der Summe (11),
v

&(/&amp;lt;) a%\ die unteren mit

den oberen Indices und gleichzeitig a mit b vertauscht, so erhalt

man einen Ausdruck, der nach (11) gleich ejW
ist.
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Diese Bemerkung giebt die Vorscbrift, nach der die trans-

ponirten Substitutionen zusammengesetzt werden, die sich in dem
Satze ausspricht:

8. Sind A!, B^ die Transponirten zu A,B, so ist

A 1 Bl die Trans ponirte zu B A. In Zeichen:

(24) (BA)1
= A1 B l

.

Wenn wir die Substitutionsformeln (1) mit einem unbe-

stimmten Factor
rjjt multipliciren und dann die Summe in Bezug

auf A* nebmen, so folgt:lo
i k

(25) 2&amp;gt;&amp;lt;b 2.2 *
oder wenn wir

(26) 2fV=*t(
setzen,

(27) 2^ = 2*,!,.

Wenn wir also die Substitutionen (1) durch (4) darstellen,

so sind die Formeln (26) der Ausdruck fiir die Substitution

und wir konnen also noch den Satz aussprechen:

9. Sind A, A
l transponirte Substitutionen von

einander von der Dimension n, und sind #, /, |, rj

vier Systeme von Yariablen, die mit einander
durch die Substitutionen

(28) (ij)
= A(x), () = A l tn)

zusammenhanen. so besteht die Identitat

(29) 2/jrh -f- y2 r}, -]
----

yn Yi n
= x^ + a?.2 J.2 -\

---- xn n .

Wenn zwei Reiben von Variablen mit

%1&amp;gt;
X2i Xn

$li $2&quot;) Sn

gleicbzeitig durcb die Substitutionen (28) in zwei neue Reiben

transformirt werden, so heissen die beiden Variablenreihen mit

einander contragradient, und die Formeln (28) stellen zwei

mit einander contragradiente Transformationen dar.
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. 38.

Substitution der Verhaltnisse.

Wir haben schon oben gesehen, dass zwei mit einer dritten

ahnliche Substitutionen gleicher Dimension unter einander ahn-

lich sind. Demnach konnen wir alle mit einander ahnlichen

Substitutionen nier Dimension in eine Classe vereinigen, und jede
Substitution kann in einer und nur in einer solchen Classe

untergebracht werden. Die einzelnen Substitutionen einer Classe

heissen die Reprasentanten der Classe, und jede Classe ist

durch irgend einen ihrer Reprasentanten vollig bestimmt.

Ist A ahnlich mit A
,
B ahnlich mit B

,
so ist auch AS

ahnlich mit A B .

Bezeichnen wir also mit 51, 33 die Classen, in die A, A und

B, B gehoren, so gelangt man immer in dieselbe Classe, welchen

Reprasentanten aus 51 und aus 33 man auch zusammensetzen

mag. Diese Classe, die durch AB oder AB reprasentirt wird,

nennen wir daher aus 51 und 33 zusammengesetzt und bezeichnen

sie mit 51 53. Bei dieser Zusammensetzung gelten dieselben

Regeln, wie bei der Zusammensetzung der Substitutionen selbst,

und die Gesammtheit der Classen bildet also auch eine Gruppe.
Diese Auffassung der Substitutionen und ihrer Zusammen

setzung ist immer dann zweckmassig, wenn es, wie z. B. in der

projectiven Geometric, nur auf die Verhaltnisse der Variablen

ankommt, und wir bezeichnen daher die Substitutionsclassen als

Substitutionen der Verhaltnisse.

Wir werden aber diese Substitutionen der Verhaltnisse ebenso

bezeichnen, wie die anderen Substitutionen, namlich jede Classe

durch einen Reprasentanten, wodurch nicht leicht em Miss-

verstandniss entstehen wird. Den Reprasentanten kann man
nach sehr verschiedenen Gesichtspunkten auswahlen.

Oft empfiehlt es sich, ihn so anzunehmen, dass die Deter-

minante = 1 ist. Dadurch ist aber bei einer Substitution

nier Diuiension die multiplicative Substitution
([i)

nur bis auf eine

nie Einheitswurzel bestimmt. Sind die Reprasentanten so ge-

wahlt, so bleibt die Eigenschaft bei der Composition erhalten,

und diese Reprasentanten der Classen bilden also auch unter

sich eine Substitutionsgruppe.
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Im Gebiete der binaren Substitutionen ist die Substitution A:

U/n 2/2)
=

I . j ) \x\i #2)

als Substitution der Yerbaltnisse aufgefasst, gleichbedeutend mit

der linearen gebrochenen Substitution:

wenn = x
l

: X2 und
&amp;gt;;

=
?/! : y2 gesetzt wird; kommt eine

zweite Substitution A :

oder

^ = =
c

rj -\-~ff

binzu, so erbalt man die zusammengesetzte Substitution

A&quot; = A A,

durcb welcbe durcb | ausgedrtickt wird:

-
f/ ^7,

nacb den Regeln der Composition in der Form

(a&quot;,

6&quot;\ /a
,
b \ /a, b\ /a a -\- b

f

c, a b -f- b d\

c&quot;, d&quot;)

^
\c ,

d J U tfyl

= r
Vc a + d c, c b + d d)

Ist eine solcbe Substitution multiplicativ, hat sie also die Form

so werden wir auch das Verhaltniss a : d den Multiplicator
nennen.

. 39.

Per mutation en als lineare Substitutionen.

Die Wicbtigkeit der linearen Substitutionen und besonders

der daraus gebildeten endlicben Gruppen fur die Algebra er-

giebt sicb daraus, dass die Permutationsgruppen von n Ele-

menten als specielle Falle soldier Substitutionsgruppen aufgefasst

werden konnen.
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Bezeichnen wir namlich mit xl , x?, . . ., xn ein System von

n Veranderlichen, und mit al5 &amp;lt;%2 ,
. . . an irgend eine Anordnung

der n Ziffern 1, 2, ... w, so bestimmen die Gleichungen:

\*) X X
ai , X&amp;lt;2

- Xaz t
* *^ - ^an

eine lineare Substitution nicr Dimension:

(2) A = .......
, (x)

= A
. . . ao

bei der in jeder Zeile und in jeder Colonne nur ein Coefficient

von Null verschieden ist, und dieser eine den Werth 1 hat.

Die Determinante \A\ der Substitution ist also = + 1. Setzt

man aber nach Ausfiihrung der Substitution fiir x\ wieder #,-, so

ist das Ergebniss nichts Anderes, als die Permutation

/I, 2, . . . n \

Veij, 2 ,
. . . aj

der Indices von x.

Ist J5 eine zweite ebenso gebildete Substitution

(3) (x
1

)
= S

(x&quot;),

oder ausfiihrlicher :

(4) X[ = X k , X% = xk ,
Xn = Xfj

so ergiebt die Zusammensetzung nach den Regeln des . 37:

was abgekiirzt durch

(6) (x) = A B (x&quot;}

zu bezeichnen ist.

Nach Bd. I, . 148 ist aber (nach der Zusammensetzung der

Permutationen) :

(?)
/I, 2, . . . n \ /I, 2, . . . n \ /I, 2, . . . n \

Fassen wir also die Substitutionen A, B als Permutationen

der Indices auf, so ist die Substitution A B gleichbedeutend mit

der zusammengesetzten Permutation AB.
Die Permutationsgruppen von n Ziffern sind hiernach nichts

Anderes, als ein specieller Fall endlicher Gruppen linearer

Substitutionen nter Dimension.

Die Permutationen der ersten Art entsprechen Substitutionen

mit der Determinante -|- 1
,
und die Permutationen der zweiten

Art Substitutionen mit der Determinante 1.
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Dies ergiebt sich einfach daraus, dass eine Transposition,
z. B. (1, 2), der Substitution

rO, 1, 0, . . . 0&amp;gt;

1, 0, 0, ...

0, 0, 1, ...

, 0, 0, ... L

deren Determinante 1 ist, entspricht, und dass man alle Per-

mutationen der ersten Art aus einer geraden, und alle Per-

mutationen der zweiten Art aus einer ungeraden Anzahl von

Transpositionen zusammensetzen kann.

40.

Die Invarianten von endlichen Gruppen linearer

Substitutionen.

Wir beschranken jetzt unsere Betrachtungen auf endliche

Gruppen linearer homogener Substitutionen. Das Beispiel der

Permutationsgruppen zeigt, dass es solche Gruppen giebt. Andere

werden wir spater noch kennen lernen.

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit S, und ihre Sub

stitutionen mit A, _B, C, . . . Werden in irgend einer Function

der Variablen xlt #2 , &amp;gt;

xn die Variablen (x) durch A (x)

ersetzt, so sagen wir, die Substitution A werde auf die

Variablen (x) angewandt. Wir definiren nun zuniichst fol-

genden Begriff:

1. Eine Form &amp;lt;& (x^ #2 ,
. . ., #) von n Variablen heisst

eine Invariante oder invariante Form der

Gruppe S, wenn sie ungeandert bleibt, wenn auf

die Variablen (x) die sammtlichen Substitu

tionen J., jB, (7, . . . der Gruppe S angewandt
werden.

Wie friiher (Bd. I, . 15) ist hier unter einer Form eine

gauze homogene Function der Variablen x zu verstehen.

Wir konnen diese Definition auch durch die Formeln :

(1) 0&amp;gt; \A(x)\ = [B(x)] = [C(*)] . .

ausdriicken.

Dass es fur jede endliche Gruppe S invariante Formen in

beliebiger Menge giebt, ist leicht einzusehen. Man braucht nur

Weber, Algebra. IL 11
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eine beliebige Form cp (x) der n Veranderlichen x zu nehmen,
die Functionen:

(2) y[A(x)l &amp;lt;p[B(
X

)], 9 [C(x)],...

fiir alle Substitutionen der Gruppe zu bilden, und irgend eine

symmetrische Function der Formen (2) fiir zu nehmen.

Denn wendet man auf (x) eine Substitution der Gruppe S

an, so andert sich die Gesammtheit der Functionen (2) nicht; es

wird nur ihre Keihenfolge eine andere.

Man kann den Begriff der Invarianten noch allgerneiner

fassen, wie folgt:

2. Eine Form *P&quot; (x^ x.2 ,
. . xn) heisst auch dann eine

Invariante der Gruppe S, wenn sie constante
Factoren annimmt, wenn auf die Variablen (x)

die Substitutionen J, I?, (7 . . . der Gruppe S

angewandt werden.

Durch Formeln wird diese Eigenschaft so ausgedriickt:

(3) V\A(x)]= aV(x), *P[E(x)]= pW(x), V[0(xj\= v V(x)...

worm die Coefficienten a, /3, y , . . von den x unabhangig sind.

Wenn eine Unterscheidung nothig ist, wollen wir die in 1.

definirten Formen absolute Invarianten, und die in 2. rela

tive Invarianten der Gruppe S nennen.

Aus den Formeln (3) ergiebt sich:

(4) V[AB(x)] = a/3*F(a;),

und daraus folgt, dass die Factoren a, 0, y, . . . in ihrer Gesammt

heit, bei der Zusammensetzung durch Multiplication, eine Gruppe
bilden miissen.

Zwischen dieser (commutativen) Gruppe und der Gruppe S
besteht ein im Allgemeinen mehrstufiger Isomorphismus ,

da

verschiedene Substitutionen aus S zu demselben Factor a fiihren

konnen.

Ist ji der Grad der Gruppe $, so ist der Grad ernes jeden
Elementes A., B . . . von S ein Theiler von

/u,,
und folglich ist

AP = B^ - -

gleich der identischen Substitution.

Hieraus folgt, dass die Factoren a, ft y . . .
fi

te Einheits-
wurzeln sind.

Ist e die kleinste positive, der Bedingung

(5)
e = ^ = f = . . r=r 1

geniigende Zahl, so sind die a, /5, y, . . . zugleich e
te Einheits-
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wurzeln, und e soil der Index der Invariante *P&quot; (x) heissen.

1st s eine primitive eie Einheitswurzel, so konnen wir

=
, ft

= \ &amp;lt;y

= 8 C
. . .

setzen, und die Exponenten a, ft, c ... konnen keinen gemein-
schaftlichen Theiler mit e haben. Daraus folgt, dass man die

ganzen Zahlen #, T/, z, . . . so bestimmen kann, dass

ax-\-by-\-cz-\---- = I (mod e)

wird (Bd. I, . 118). Da nun wegen der Gruppennatur unter

den Factoren a, /3, y, . . . auch die Zahl

ax fty y
z = s

vorkommt, so folgt, dass die Gesammtheit der Factoren
, /3, -y ...

mit den Potenzen von :

1, , 62, ... f&quot;-
1

zusammenfallen muss.

Suchen wir in S alle Substitutionen J., die der Bedingung

(4) V[4(zj\ = ^W
geniigen, zu denen gewiss die identische Substitution gehort, so

erhalten wir eine neue Gruppe T, die ein Theiler von S ist.

Bedeutet dann E eine der Bedingung

(5) *?[E(xj] = *F(x)

geniigende Substitution aus S, so haben alle Substitutionen A E
und EA die gleiche Eigenschaft, und wir erhalten die Zerlegung
von S in die Nebengruppen :

(6) S = T+ TE + TE*
-| h T^- 1

;

der Index des Theilers T ist also = f. Zugleich ergiebt sich

noch, da jede Substitution E~ 1AE der Bedingung (4) geniigt,

(7) E- 1 TE = T,

woraus hervorgeht, dass T ein Normal theiler von S ist. Wir
haben damit den Satz bewiesen:

3. Ist *F (x) eine Invariante der Gruppe S v om
Index e, so bilden alle Substitutionen von $,

durch die *P(x) ungeandert bleibt, einen Normal-
theiler TV on S vom Index e.

Fiir die Gruppe T ist ^P&quot; (x) absolute Invariante. Die In-

varianten vom Index 1 sind die absoluten Invarianten von S.

Die Gruppe T heisst die zur Invariante *P (x) gehorige
Gruppe.

11*
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Hat die Gruppe S vom Grade ft
eine Invariante vom In

dex ft, so wird T die Einheitsgruppe und S ist eine cyklische

Gruppe, die aus den Elementen 1, E, E 2
. . . E^~ l besteht.

Betrachten wir als Beispiel die symmetrische Permutations-

gruppe P von n Elementen x^ x2 ,
. .

.,
xn,

die ja nach . 39 unter

den Gruppen linearer Substitutionen enthalten ist, so haben wir

als absolute Invarianten die symmetrischen Functionen der

n Variablen x. Das Differenzenproduct

ist eine relative Invariante vom Index 2, zu der die alternirende

Gruppe gehort. Da die Gruppe P ausser der alternirenden

Gruppe keinen Normaltheiler hat und auch nicht cyklisch ist, so

giebt es keine relativen Invarianten von hoherem Index als 2.

Die absoluten Invarianten, d. h. die symmetrischen Func

tionen, sind hier durch eine endliche Anzahl solcher Formen

rational darstellbar, namlich durch die symmetrischen Grund-

functionen, und die Invarianten vom Index 2 sind das Product

von y^J mit absoluten Invarianten. Dass analoge Satze auch

im allgemeinen Falle gelten, werden wir in der Folge beweisen.

Wir schliessen hier mit dem Beweise eines allgemeinen

Satzes, der bei alien Anwendungen fiir die Bildung der Invarianten

einer Gruppe S von grossem Nutzen ist.

Im . 60 des ersten Bandes haben wir fiir irgend eine Form

der n Variablen F (x^ x2 ,
. . . xn) = F (x) gewisse Formen der-

selben Variablen C (xl ,
-X2 , . . . xn) = C (x) als Covarianten

definirt, die dadurch charakterisirt waren, dass, wenn F (x) durch

irgend eine lineare Substitution in eine neue Form F (y) trans-

formirt wird, die Form C der Bedingung geniigt

C (y) = r*C(x),

wo C ebenso von den Coefficienten von F
,
wie C von den

Coefficienten von F abhangt. Darin bedeutet r die Substitutions-

determinante . ist also eine Constante. Die Coefficienten der

Form F kommen in C nur homogen vor. Als Beispiel einer Co-

variante fiihren wir die Hesse sche Determinante an.

Wenn nun F (x) eine Invariante der Gruppe S ist, und die

y mit den x gleichfalls durch eine Substitution aus S zusammen-

hangen, so unterscheiden sich die Coefficienten von F nur durch

einen gemeinschaftlichen constanten Factor von den Coefficienten

von F
,
und Gleiches gilt also auch von den beiden Formen C
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und C&quot;. Daraus schliessen wir, dass auch C zu den Invarianten

der Gruppe S gehort, und sprechen dies als Satz aus:

4. Bildet man aus einer invarianten Form der

Gruppe S beliebige Covarianten, so erhalt man
neue invariante Formen der Gruppe.

- 41-

Der Satz von Hilbert.

Der Beweis des Satzes von der Endlichkeit des Invarianten-

systems einer linearen Substitutionsgruppe beruht auf einem sehr

allgemeinen Satze iiber Formensysteme irgend welcher Art, den

Hilbert entdeckt und in mannigfachen Untersuchungen iiber

die Endlichkeit von Invariantensystemen mit ausgezeichnetem

Erfolge angewandt hat, zu dessen Ableitung wir jetzt iibergehen

wollen
!).

I. Bedeutet irgend ein System von Formen der
n Veranderlichen x^ #2 ,

. . . xn in endlicher oder
unendlicher Anzahl, so lasst sich aus S eine

endliche Anzahl von Formen JFi, jP2 , . . ., Fu so

auswahlen, dass jede Form F von durch einen

Ausdruck

(1) F = A1 F1 + A2 F, H u AuFp

dargestellt werden kann, worin An A2 ,
. . . Au

Formen der Variablen #15 xz ,
. . . xn sind.

Die Definition des Formensystemes muss so vollstandig

sein, dass von jeder einzelnen Form der Variablen x entschieden

ist. ob sie zu @ gehort oder nicht, ist aber iibrigens an keine

Voraussetzung gebunden.
Besteht (5 nur aus einer endlichen Zahl von Formen, so ist

unser Satz selbstverstandlich, denn man kann ja in diesem Falle

die sammtlichen Formen von fur F^ F%, . . . Fu nehmen. Der

Beweis wird sich also nur noch mit dem Falle eines unendlichen

Systemes S zu befassen haben.

Zur Vereinfachung des Ausdruckes wollen wir das Formen-

system _F17 2^, . . . F^ eine Basis des Systemes nennen.

Die Functionen AI, A%, . . . Au miissen so beschaffen sein, dass

l
) Hilbert, nUeber die Theorie der algebraischen Formen&quot;. Mathe-

matische Annalen, Bd. 36 (1890).
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die fi Producte A1 F^ A2F2 ,
. . ., Aa Fa alle von gleichem Grade,

dem Grade von F sind. Natiirlich aber wird im Allgemeinen
nicht gefordert, dass umgekehrt alle Functionen von der Form
A1 Fl -f- A2 F.2+ 1- A^ Fa bei beliebigen At zu dem Systeme 6
gehoren

J

).

Der Satz, den wir zu beweisen haben, ist evident, wenn es

sich um Functionen einer einzigen Veranderlichen xl handelt.

Denn dann sind alle Formen eines Systemes Potenzen der

Variablen xl mit nicht negativen Exponenten und mit irgend
welchen constanten Coefficienten multiplicirt. Identisch ver-

schwindende Functionen brauchen wir nicht zu beriicksichtigen.

Nehmen wir dann fiir FI eine dieser Functionen von moglichst

niedrigem Grade, so kann jede andere Function von in

der Form eines Productes Al Fl dargestellt werden
,
worin A

ebenfalls eine Potenz von xl mit nicht negativem Exponenten
und constantem Coefficienten ist.

Um also durch Anwendung der vollstandigen Induction zum

allgemeinen Beweise zu gelangen, nehmen wir zunachst an, der

Satz I. sei als richtig erwiesen fiir jedes System @ von Formen
von n Variablen x und betrachten zunachst ein System r von

Formen _F, die ausser den x noch eine (n -f- l)
te Variable y. aber

nicht in hoherer als der rten Potenz enthalten, wenn r irgend
eine positive ganze Zahl ist. Jede Function F lasst sich dann

auf eine einzige Art in die Form setzen :

(2) F=yrg&amp;gt; + ^
worin die Variable y in

y&amp;gt; gar nicht mehr und in ^ hochstens

bis zur (r l)
ten Potenz vorkommt.

Wenn F das System r durchlauft, so durchlauft cp ein

gewisses System ,
das sich nach unserer Voraussetzung durch

eine Basis darstellen lasst, nehmen wir an in der Form:

(3) Cp
=

i (?! + a.2 (p2 -f -f- , (fa.

Da nun ^pj, &amp;lt;jp2 ,
. . ., &amp;lt;pu

zu dem Systeme @ gehoren, so giebt

es Functionen F^ JP2 ?
&amp;gt;

Fa in r ,
so dass

(4) F, = if ^+ ^, jp2 = if^+ th, . . ., j^; =s if &amp;lt;? + ^,

und dass y in # 1? ^&amp;gt;2 ,
. . ., ^ hochstens bis zur (r l)

ten Potenz

vorkommt.

l
) Dies findet nur bei besonderen Systemen &amp;lt;S statt, die man Mo-

duln nennt.
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Aus (2), (3), (4) ergiebt sich aber, wenii wir noch

^ = ^ j ^l 2 #2
,
^V

setzen:

(5) F = fliFi + 2 F2 H-----h aF + *P,

worin F die Variable y hochstens bis zum Grade r 1 enthalt.

Alle Functionen ?F, die der Bedingung (5) geniigen, bilden ein

System ,._i.

Wir machen nun welter die Annahme, das Theorem I. sei

bewiesen fiir Functionen eines jeden Systemes Br -i- Dann

konnen wir also *P durch eine Basis darstellen in der Form:

(6)
V = &! ^i + 6, 2̂ H-----F &v ^v,

worin
*P&quot;i,^ &amp;gt;

^ specielle Functionen unseres Systemes &r-i

sind. Man kann also liber die Coefficienten a,-
&amp;gt;fc

so verfiigen, dass

die Functionen

)

in 5,- enthalten sind.

Multiplicirt man mit &n &2 ,
. . . 6 V und setzt in der Summe

nach (5) und (6):

liVl -|- & 2
?F2 H-----h &,.^. = ^

= F - ! -Fi
-

2 ^2 -- - (l
, ^!l

so folgt

(8) F = &! Fi + 62 FH-----h &vF;

+ .^ F! + J.2 F2 H-----h 4uFu ,

worin

(9)

Die Formen Fi, . . . F;, FM . . . Fu gehoren dem Systeme r

an und bilden eine Basis dieses Systemes, und das Theorem I.

1st also unter der Voraussetzung ,
dass es fur S gilt, fur jedes

System r bewiesen.

Es sei nun ein beliebiges System von Formen von n -\- 1

Variablen. Wir greifen irgend eine Form FQ vom Grade r aus

diesem Systeme heraus, und setzen fur die Variablen, von denen

das System abhangt,

(10) y, Xi + A! y, . . ., xn + Ay,
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worin A
1? . . . Aw Constanten sind, iiber die wir so verfugen, dass

der Coefficient von y
r in F nicht verschwindet, d. h. dass

.Fo (1, AI, . . An) von Null verschieden wird. Dann gelit das

System @, wie iiberhaupt jede Form der Variablen (10), in ein

System von Formen der Variablen y, xl ,
. . . xn iiber, und um-

gekehrt kann jede Form, die von diesen Variablen abhangt,
auch als Form von den linearen Verbindungen (10) dargestellt
werden.

Irgend eine Form F des Systemes (5 wird nun nach Po-

tenzen von y geordnet und dann in Bezug auf y die Division

mit FQ ausgefiihrt, wobei sich

(11) F=aQ Ft) +
ergeben mag, so dass a der Quotient und der Rest der Divi

sion ist. aQ und 3&amp;gt; sind ganze Functionen der Variablen

#, y, weil der Coefficient der hochsten Potenz von y im Divisor FQ

constant ist. &amp;lt;P iibersteigt in Bezug auf y nicht den Grad r 1.

Durchlauft nun F das System @, so bildet die Gesammtheit der

durch (11) definirten Functionen ein System @r_i, von dem
wir die Darstellbarkeit durch eine Basis als schon erwiesen an-

nehmen. Wir konnen also setzen:

(12) &amp;lt;X&amp;gt;
= Al 4&amp;gt;1 -\

-----h4.*M.
so dass 3&amp;gt;x ,

. . . (pp dem Systeme r_i angehoren, d. h. so, dass

sich in dem Systeme die Formen

(13) Fl =-a lFQ + ^, . . ., F^ = auF + U

bestimmen lassen. Setzen wir also

so folgt aus (11), (12) und (13):

(15) F = A,F + A,F, H-----h ApF^
wodurch das Theorem I. allgemein bewiesen ist.

. 42.

Endlichkeit des Invariantensystemes einer endlichen

linearen Substitutionsgruppe.

Der im vorigen Paragraphen gegebene Beweis des Satzes I.

ist an sich keinerlei Ausnahmen unterworfen. Wir verlieren aber

nichts Wesentliches an seiner Allgemeinheit, wenn wir ein- fiir

allemal identisch verschwindende Formen ausschliessen. Wenn
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ferner das System Formen O ten
Grades, d. h. von Null ver-

schiedene Constanten enthalt, so 1st, da wir fur Fl
eine solche

Constante nehmen konnen, unser Satz selbstverstandlich, da, wenn

Al
= F : FI gesetzt wird, F = Al Fl 1st. In dieser Form 1st

aber der Satz inhaltlos. Wenn wir aber von alle constanten

Formen ausschliessen, so bleibt ein System ,
das keine Formen

O ten Grades mehr enthalt, fiir das unser Satz gleichfalls gilt.

Die Basis F^ F^ . . . jPu enthalt dann gleichfalls keine Formen

Qten Grades, und wir konnen daher den Satz I. auch so aus-

driicken :

II. Alle Formen des Systemes &amp;lt;5 von positivem
Grade lassen sich durch eine Basis Fi,F2 ,

. . . F^,
deren Elemente von positivem Grade sind, in

der Form ausdriicken:

(i) F=*1F1 + *
tFt -] + o&amp;gt;u j;.

Die Grade von CDX ,
3&amp;gt;2 ,

. . . &amp;lt;Z U sind dann niedriger
als der Grad von F.

Die wichtigsten Anwendungen findet dieses Theorem bei

Untersuchungen iiber die Moglichkeit, alle Formen eines gewissen

Systemes als ganze rationale Functionen einer end-

lichen Anzahl unter ihnen darzustellen. Man nennt ein

solches Formensystem ein endliches (nicht in dem Sinne, dass

es nur aus einer endlichen Zahl von Formen besteht). Es gilt

der folgende Satz:

III. Wenn sich die Coefficienten ^, 3&amp;gt;2 ,
. . . (Pu in der

Darstellung (1) des Theorems II. fiir jede Form F
in so wahlen lassen, dass sie, wenn sie nicht

constant sind, selbst dem Systeme (5 ange-
horen, so ist das System endlich.

Dies ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die Grade der

Formen 4&amp;gt;A ,
O2 ,

... 3&amp;gt;u niedriger sind, als der Grad von F.

Wendet man also die Darstellung (1) auf die nicht constanten

unter den Functionen an, so gelangt man zu Coefficienten von

noch niedrigerem Grade und muss also schliesslich bei wieder-

holter Anwendung dieses Verfahrens auf Constanten kommen.

Daraus folgt nun durch eine sehr einfache Schlussweise, die

ich einer miindlichen Mittheilung von Hurwitz verdanke, die

Endlichkeit des Invariantensystemes S einer endlichen Gruppe
linearer Substitutionen S.
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Es sei Iy
i, F.2 , . . ., Fp eine nach II. bestimmte Basis des

Systemes 2, und F irgend eine andere nicht constants Invariante

von S. Dann lassen sich die Formen A
l ,

J.2 ,
. . ., A^ so be-

bestimmen, dass

(2) F = A, F, + A,F.2 H |L 4^
wird. Wendet man auf diese identische Gleichung sammtliche

Substitutionen der Gruppe S an, so bleiben nach Voraussetzung

.F, .FJ, _F2 ,
. . . Fa ungeandert, wahrend Ax in AK , Ai, Ax . . .

iibergehen mag. Bildet man die Summe der so aus (2) ab-

geleiteten Gleichungen und setzt, wenn m den Grad der Gruppe S

bedeutet,

00 m x = Ax + Ai + Ai-\ ,

so folgt:

(4) F= 0, F, + 0&amp;gt;3F2 H 0&amp;gt;uFM .

Die Functionen 1? ^2 ^ sin(i aber nach . 40 In-

varianten von 5, und damit ist nach III. die Endlichkeit des

Systemes 3 bewiesen.

Derselbe Schluss lasst sich auch auf die relativen Invarianten

anwenden, wie folgt:

Wir bezeichnen mit F (x) das ganze System der Func

tionen, die den Bedingungen . 40, (3):

F[A(xj] = aF(x), F[B(xJ\ = 0F (x) . . .

bei feststehenden Factoren a, /5,
. .

., die, wie wir gesehen haben,

Einheitswurzeln sind, geniigen.

Nach dem Hilbert schen Satze lasst sich ein specie! les

System soldier Functionen F^ 7y12 ,
. . ., Fm derart auswahlen,

dass man

(5) F = A, F, +A,F2 -] f-
AmFm

setzen kann, worin A, A2 ,
. .

.,
Am Formen der Variablen (x)

sind. Behandelt man diese Formel so wie die Formel (2), indem

man die Substitutionen der Gruppe S darauf anwendet und dann

die Summe bildet, so erhalt man, entsprechend der Formel (4):

F=&
l
F1 + &2 Fz -\ h *F,

worin die Coefficienten 1? 2 ,
. . .,

&amp;lt;&m absolute Invarianten

sind.

Zur Vervollstandigung ist noch hinzuzufiigen, dass inhomogene
Functionen der Variablen nur dann Invarianten sein konnen,

wenn ihre einzelnen homogenen Bestandtheile Invarianten sind.
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Endlich konnen wir auch noch nach gebrochenen Invarianten

fragen. 1st

eine solche gebrochene Invariante, so nehmen wir zunachst an,

die beiden ganzen rationalen Functionen F(x)^Fl (x) von den

n Variablen x seien von gemeinschaftlichen Theilern befreit

(Bd. I, . 51).

Beschranken wir uns furs Erste auf absolute Invarianten,

und ist demnach
F (x) F [A(x)]

I\(x)~- *\[A(x)]

so haben, da die x bier als unabhangige Variable angesehen

werden, weder rechts noch links Zahler und Nenner einen gemein
schaftlichen Theiler, und es folgt:

F [A (x)]
= F (x), F, [A (x)]

= *Fl (x),

worin ein constanter Factor ist, der, wie wir friiher gesehen

haben, eine Einheitswurzel ist. Zahler und Nenner einer ge

brochenen Invariante miissen daher selbst, wenn auch nur rela

tive, Invarianten sein.

Wenn wir aber nicht gerade die einfachste Darstellung

suchen, so konnen wir absolute gebrochene Invarianten auch als

Quotienten von absoluten ganzen Invarianten darstellen. Wir

brauchen den Bruch nur durch eine geeignete Potenz des Nenners

zu erweitern, also wenn die a eie Einheitswurzeln sind,

F (x) _ F(x)Fl (xy
e- 1

zu setzen. Hieruach konnen wir auch alle relativen Invarianten

mit einem bestimmten Factorensysteme , /3,
. . . darstellen als

Product von einer von ihnen mit absoluten Invarianten, die aber

gebrochen sein konnen.

. 43.

Das Formenproblem.

Im vorigen Paragraphen ist nachgewiesen ,
dass es zu einer

endlichen Gruppe linearer Substitutionen eine endliche Anzahl

unabhiingiger Invarianten giebt. Ist n die Dimension der linearen
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Substitution, so sind diese Formen homogene Functionen von

n Variablen, und es konnen also nicht mehr als n von einander

unabhangige existiren. Damit ist nicht gesagt, dass sich alle

diese Formen rational durch n unter ihnen ausdriicken lassen,

aber zwischen n -f- 1 Invarianten muss immer eine rationale

Gleichung bestehen, die sich durch Elimination der n Variablen

ergiebt.

Es ist aber noch die umgekehrte Frage zu untersuchen, ob

es wirklich fur eine lineare Substitutiorisgruppe von der Dimen

sion n immer n unabhangige Invarianten giebt.

Wenn wir fur die Variablen feste Werthe setzen, so erhalten

dadurch die sammtlichen Invarianten der Gruppe gleichfalls

bestimmte Werthe. Die Frage, die wir noch zu beantworten

haben, ist nun die, ob zu einem Werthsysteme der Invarianten

bestimmte Werthsysteme der Variablen, und zwar in endlicher

Anzahl, existiren. Wenn dies bewiesen ist, so konnen wir die

Variablen als (mehrwerthige) algebraische Functionen der In

varianten auffassen, und die Anzahl der von einander unab-

hangigen Invarianten kann nicht kleiner sein, als die Anzahl

der Variablen, weil sonst ein Theil der Variablen, wenn die

Werthe der Invarianten gegeben sind, noch willkiirlich bleiben

wiirde.

Wenn (x) ein einem bestimmten Werthsysteme der Invarianten

entsprechendes Werthsystem der Variablen ist, und A eine Sub

stitution der Gruppe ,
so entspricht nach der Natur der In

varianten das System A (x) demselben Werthsysteme der In

varianten, und unser Problem hat also mindestens so viele

Losungen, als der Grad der Gruppe betragt. Dass dies aber die

genaue Anzahl der Losungen ist, geht aus den folgenden Be-

trachtungen hervor.

In besonderen Fallen, d. h. fur besondere Werthe der In

varianten, konnen von diesen Werthsystemen der Variablen

mehrere zusammenfallen. Dies kann aber nur fiir solche Werth

systeme der (x) geschehen, fur die eine Relation von der Form

(x)
= A(x) besteht, denn aus A(x)= S(x) wiirde (x)=A~ l

B(x)

folgen, was in der Form (x)
= A(x) enthalten ist.

Wir nehmen eine lineare homogene Function der Variablen

#!, #21 xn an, die wir so bezeichnen:

(1) (x) = c1
x1 -(- c.2 x2 -f- + cn xn .



. 43. Das Formenproblem. 173

Bedeutet A eine Substitution der endlichen Gruppe ,
so

konnen wir aus S(x) eine neue Function:

(2) [A(x)} = c[x, + cix2 H 1- Cnxn

ableiten, deren Coefficienten c\ nach . 37, 9. mit den urspriing-

lichen Coefficienten C{ durch die zu A transponirte Sub
stitution

(c )
= Al (c)

zusammenhangen.
Wenn nun JL, P, (7, . . . die sammtlichen Substitutionen der

Gruppe S sind, so kann man in gleicher Weise die Functionen

(3) 8[^(*)], [(*)], e[C(*)], ...

bilden, die wir auch kiirzer durch

0) @, @15 @2 , . . ., &u-i

bezeichneu, wenn ^ der Grad der Gruppe S ist.

Nun kann man iiber die Coefficienten ct-, die bis jetzt nock

ganz willkiirlich sind, so verfugen, dass keine zwei der Func

tionen (4) mit einander identisch werden (Bd. I, . 143, l.j.

Aus (3) aber ergiebt sich:

1. Wenn man in den
/LI

Functionen (4) gleichzeitig

irgend eine Substitution aus S anwendet, so

andert sich die Gesammtheit dieser Functionen

nicht, sondern sie er lei den nur eine Permu
tation.

Daraus ergiebt sich ferner:

2. Jede symmetrische Function der Grossen (4) ist

eine absolute Invariante der Gruppe S.

Wir bemerken noch, dass man an Stelle der Function

irgend eine andere auch nicht lineare, selbst eine gebrochene
oder inhomogene Function setzen konnte, wenn nur die p Func

tionen (4) von einander verschieden sind.

Bilden wir nun das Product:

(5) (0 = (t
- 0) (t

-
&,) . . . (t

- u-O
= *. + A, f.&quot;-

1 + A^~^ H h 4U ,

welches eine ganze rationale Function ft
ten Grades von t ist, so

sind die Coefficienten A^, A2 ,
. . ., Au nach 2. Invarianten der

Gruppe S, und die Grossen
, 1? . .

.,
@ u i sind die Wurzeln

der Gleichung

(6) 4&amp;gt; (0 = 0.
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Wir betrachten nun als Rationalitatsbereich 1 den Kbrper,

der aus den absoluten Invarianten der Gruppe S und alien

Zahlen 1
) besteht. Diesem Rationalitatsbereich gehoren die Coeffi-

cienten von
(t) an, und wir beweisen zunachst den Satz :

3. Die Function (t) ist in & irreducibel.

1st namlich W
(t) irgend eine Function in .&, die fur t =

verschwindet, so konnen wir in der Gleichung *F():=:0, da

die #1, #2 , ...,# unabhangige Variable sind, das System (x)

dieser Variablen durch A(x) ersetzen, wenn A irgend eine Sub

stitution aus S ist. Dadurch kann @ in jede der Functionen

$!, 2 ,
. . ., (9^-! iibergefiihrt werden, wahrend die Coefficienten

von 3P&quot; ungeandert bleiben, und folglich ist *P (@j) = 0,

^( a )
= 0, . . . ^(@u-i) = 0. Es muss also W(t) durch Q(t)

theilbar sein, wodurch die Irreducibilitat erwiesen ist.

Es bedeute nun irgend eine Function der Variablen x und

O, !, 032 ,
. . ., Cttn-i

mogen die Functionen sein, die aus CD durch Anwendung der

Substitutionen von S entstehen, von denen nun riicht voraus-

gesetzt zu werden braucht, dass sie alle von einander verschieden

sind. Ist t eine Variable, so ist

eine ganze rationale Function (ft l)
ten Grades von t

,
und zu-

gleich ist es eine Invariante von 5, also eine Function in &.

Setzen wir darin t = (9, so folgt durch eiiien schon friiher oft

angewandten Schluss (Bd. I, . 143, 155):

(S)
-

worin der Satz enthalten ist:

4. Jede rationale Function der Variablen (x) kann
rational durch & ausgedriickt werden, gehort
also dem Korper Q (&) an.

Aus diesem Satze konnen wir einen zweiten Beweis dafur

ableiten, dass alle Invarianten der Gruppe S rational durch eine

endliche Anzahl von ihnen, namlich die Coefficienten der Func

tion &amp;lt;Z&amp;gt;

(f) ,
darstellbar sind. Denn wenn wir eine absolute In-

*) Man kann sich auch auf einen besondereu Zahlkorper beschranken,
wenn nur darin die Substitutionscoefficienten der Gruppe *S

Y

enthalten sind.
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variante J nach dem Satze 4. als rationale Function von

darstellen, so kann sich diese nicht andern, wenn eine der Sub-

stitutionen (0, @i), (&amp;lt;9,
@2 ),

. . . ausgefiihrt wird, und diese Func

tion ist also rational durch die Coefficienten von d&amp;gt;

(t) aus-

driickbar. Ob diese Darstellung freilich durch ganze Functionen

moglich ist, wiirde bei diesem Beweise unentschieden bleiben.

Unter den Functionen o der Variablen x sind auch die

Variablen x selbst enthalten ,
und die Frage ,

von der wir aus-

gegangen sind, ob die Variablen x als algebraische Functionen

der Invarianten angesehen werden konnen, ist damit bejahend
entschieden.

Die Aufgabe, die Variablen x als algebraische Functionen

der Invarianten der Gruppe S darzustellen. also die Bestimmung
des Korpers & () heisst nach F. Klein das Formenproblem
der Gruppe S 1

).
Ist die Anzahl der Variablen w, so nennen

wir das Formenproblem von der nien Dimension.

Der Korper SI (0) ist ein durch die Gruppe S vollig be-

stimmter algebraischer Korper iiber 5i. Er ist ein Normalkorper,
denn nach 4. sind die conjugirten Grossen (9, i} 2 ,

. . . 0^-i
alle im Korper &(0) selbst enthalten. Die Gleichung CD(f)

=
ist eine Normalgleichung und ist die Galois sche Resolvente
des Formenproblems (Bd. I, . 145).

5. Die Galois sche Gruppe des Formenproblems,
d. h. die Galois sche Gruppe der Gleichung
d&amp;gt;

(f)
= 0, ist mit der Gruppe S isomorph.

Um dies nachzuweisen
,
bezeichnen wir mit A, B zwei Sub-

stitutionen aus S und mit AS = C die daraus zusammen-

gesetzte Substitution. Ist nun

0, == [A(x)l @, = &[B(x)l @
:1

= &[C(x)],

so ist die Substitution

(0. &,) = (015 @:! ),

und folglicb

(0, &amp;lt;*),) (0, 2 )
= (0, 0,) (01? 3 )

= (0, &,),

d. h. die Gruppe der Substitutionen (@, 0^, (, @2 ),
... ist mit

der Gruppe der J, 5, . . . isomorph.
Nehmen wir statt der Function eine Function ^, die nicht

lauter verschiedene Werthe hat, sondern die Substitutionen eines

l
) Vorlesimgen iiber das Ikosaeder, S. 123. (Leipzig 1884.)
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Theilers S f von S vom Index J, aber keine anderen gestattet, so

geniigt r)
einer Gleichung j

teu Grades, die als eine Resolvente

des Formenproblems zu betrachten 1st. Jede Function, die die

Permutationen von S gleichfalls gestattet, ist dann eine ratio

nale Function von
77

und von den Invarianten der Gruppe S.

Die Resolvente der
rj

ist eine Partial- oder Totalresolvente
, je

nachdem die Gruppe S mit den zu ihr conjugirten Theilern

von S einen gemeinschaftlichen Theiler hat oder relativ prim
ist (Bd. I, . 156).

44.

Klein s Erweiterung des algebraischen Grundproblems.

Die Betrachtungen, die im vorigen Paragraphen durchgefiihrt

sind, bilden eine directe Verallgemeinerung der Galois schen

Theorie fur eine allgemeine Gleichung n ien
Grades; und diese

Theorie ist als Specialfall in der Theorie der linearen Sub-

stitutionsgruppen enthalten.

Es sind namlich nach .39 die symmetrischen Functionen

von n unabhangigen Variablen x, x2 ,
. . xn die Invarianten der

Gruppe $, die aus den Permutationen dieser n Variablen besteht,

und die Gleichung &amp;lt;&()
= ist also fiir diesen Fall nach Bd. I,

. 145 die Galois sche Resolvente der Gleichung n ten
Grades,

deren Wurzeln die Grossen #,- sind. Wir konnen also die all

gemeine Aufgabe der Algebra, eine Gleichung nten Grades aufzu-

16sen, als ein Formenproblem einer linearen Substitutionsgruppe

wter Dimension auffassen. Nun giebt es aber specielle Glei-

chungen, die durch Formenprobleme von niedrigerer Dimension

gelost werden konnen, so insbesondere die reinen Gleichungen
die durch ein Formenproblem der ersten Dimension losbar sind.

Lineare homogene Substitutionen von einer Dimension sind

namlich nur von der Form

(1) x = ux,

und wenn diese eine endliche Gruppe vom Grade ft bilden sollen,

so miissen die Coefficienten a, Einheitswurzeln vom Grade ft sein.

Lassen wir umgekehrt a in (1) sammtliche fi
te Einheitswurzeln

durchlaufen, so haben wir eine Gruppe vom Grade ft. Diese

Gruppe hat eine absolute Invariante
#&amp;lt;&quot;,

und wenn diese gegeben

ist, so erhalt man x als fi
te Wurzel daraus.
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Die Auflosung der allgemeinen Gleichungen 2 ten
, 3 ten und

4 ten Grades sincl also auf Formenprobleme von nur einer Dimen
sion zuriickfiihrbar. Wir werden in einem spateren Abschnitte

sehen, dass die allgemeine Gleichung 5 ten Grades auf ein binares

Formenproblem zuriickfiihrbar ist, und man kann sich nun als

eine unmittelbare Erweiterung der Aufgabe, die Losung einer

Gleichung auf reine Gleichungen zuriickzufiihren
,

die Frage
stellen : welches ist die geringste Dimensionenzahl eines Formen-

problems. durch das sich erne gegebene Gleichung losen lasst?

Die Aufgabe wiirde dann so formulirt werden miissen :

Es sollen aus den Wurzeln einer gegebenen Glei

chung rationale Functionen in moglichst kleiner Zahl
so gebildet werden, dass sie in homogene lineare Func
tionen ihrer selbst iibergehen, wenn die Wurzeln den
Permutationen der Galois schen Gruppe der gegebenen
Gleichung unterworfen werden.

Auf diese Weise hat F. Klein die Aufgabe der algebraischen

Auflosung einer Gleichung erweitert. Er hat, um die Beant-

wortung der Frage anzubahnen, fiir die allgemeine Gleichung
6 ten und 7 ten Grades bewiesen, dass sie auf quaternare Formen

probleme zuriickgefiihrt werden konnen.

Die allgemeine Gleichung ??
ten Grades ist, wie wir gesehen

haben, unmittelbar einem Formenproblem von n Dimensionen

iiquivalent. Die Frage aber, ob die allgemeine Gleichung n im

Grades, wenn n grosser als 7 ist, einem Formenprobleme von

weniger als n Dimensionen entspricht, ist noch nicht beant-

wortet
;
sie muss wahrscheinlich verneint werden l

).

. 45.

Einfluss relativer Invarianten.

Bei der Definition des Formenproblems im . 43 haben wir

nur die absoluten Invarianten der Gruppe S benutzt. Nun giebt

es, wie wir gesehen haben, auch Falle, in denen ausser den ab-

l
] F. Klein, Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen 6**^ und

7 ten Grades; Mathematische Annalen, Bd. XXVIII, S. 18. Vergl. auch ,,The

Evanston Colloquium, Lectures on Mathematics by Felix Klein&quot;, Lec
ture IX, London und New York. Macmillan and Co. (1894).

Weber, Algebra. II. ^9



178 Sechster Abschiiitt. . 45.

soluten auch relative Invarianten existiren, und diese konnen zur

Vereinfachung des Formenproblems benutzt werden.

1st r eine solche relative Invariante, so wird eine gewisse
Potenz von r, deren Grad e ein Theiler des Grades ^ von S

ist, eine absolute Invariante, und r wird also durch eine reine

Gleichung in & bestimmt.

Alle Substitutionen von $, durch die r ungeandert bleibt,

bilden fur sich eine Gruppe Tr ,
und die Gruppe Tr ist, wie wir

in . 40 gesehen liaben, ein Normaltheiler von S.

Ferner aber sehen wir, dass jede Function der Variablen x,

die durch die Substitutionen der Gruppe Tr ungeandert bleibt,

rational durch r ausgedriickt werden kann, d. h. in dem durch

Adjunction von r aus 5i abgeleiteten Korper Qr enthalten ist.

Nach . 40 namlich giebt es eine Substitution Em S, und

eine primitive e te Einheitswurzel
,

so dass r durch E in sr

iibergeht, und alle Werthe, die r annehmen kann:

r, sr, s 2
r, . . .

e~ l
r,

erhalt man durch Wiederholung der Substitution E. Bedeutet

ferner % eine Function der #, die die Substitutionen der Gruppe
Tr gestattet, und durch E und seine Potenzen in

T, T1? T2 ,
. . . te _!

iibergeht, so gestatten alle diese Functionen gleichfalls die Sub

stitutionen von jfr ,
weil Tr ein Normaltheiler von S ist. Die

Function

(1) (&amp;lt;?-*, r)
= x + -**! -| h fi-^- ^-i,

(h = 0, 1, 2, . . . e - 1),

die nach Analogic der Lagrange schen Resolventen (Bd. I,

. 164) gebildet ist, nimmt durch Anwendung der Substitution E
den Factor a 71

an, und wenn wir also

(2) (r-*, r) *= r* Vh

setzen, so ist Wh eine absolute Invariante, also im Korper SI

enthalten.

Aus (1) und (2) ergiebt sich aber

(3) ei=W+rW1 +r*W,-\ h re ~ l
^e-i,

wodurch die Behauptung erwiesen ist.

Setzen wir

(4) |u
= ev,
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so ist v der Grad der Gruppe Tr ,
und wenn die Function 0, die

wir in . 43 zur Losung des Formenproblems angewandt haben,

durch die Substitutionen von Tr in

0, 1? . . . @,_!
iibergeht, so ist

o&amp;gt;,.(0
= (tB) (t-Bj . . . (*-e,_o

eine Function von t in dem erweiterten Rationalitatsbereiche &,.;

der Korper &(0) ist identisch mit & r (0). Er ist also ein alge-

braischer Korper ft
teu Grades iiber &amp;lt; und v ien Grades iiber &r .

Das Formenproblem ^t
ten Grades wird demnach durch Adjunction

eines Radicals auf ein Formenproblem v ien Grades zuriickgefiihrt.

. 46.

Der erweiterte Invariantenbegriff.

Die relativen Invarianten sincl im Grunde ein specieller Fall

eines allgemeineren Begriftes, den wir in ahnlicher Weise, wie

die relativen Invarianten, zur Reduction des Formenproblems
anwenden konnen.

Wir suchen nach Systemen von homogenen Formen gleichen

Grades der Variablen xlt sc^ . . . xn :

(1) X1? X2 ,
. . . Xm ,

von der Beschaffenheit, dass durch die Anwendungen der Sub

stitutionen der Gruppe $ die Functionen X15 X2 ,
. . . Xm ein

System 27 von linearen Substitutionen erleiden; die Sub

stitutionen 27 bilden dann gleichfalls eine Gruppe, und zwar

eine Gruppe, die mit S ein- oder mehrstufig isomorph ist. Ist

m = 1, so erhalten wir, wie man sieht, den Begriff der relativen

Invarianten. Wir suchen nun alle Substitutionen von 5, die

jede einzelne der Functionen (1) ungeandert lassen. Diese Sub

stitutionen bilden eine Gruppe, die wir mit T bezeichnen, und

von der wir nachweisen wollen, dass sie ein Normaltheiler von

ist. Bezeichnen wir mit s eine Substitution aus S, durch die

die X die Substitution 6 erleiden, so erleiden die X durch s~ 1

die Substitution (5~ 1
. Ist dann ferner T eine Substitution aus T,

so bleiben durch r die X ungeandert. Demnach erleiden durch

s~ l xs die X die Substitution &amp;lt;?

1 6 = 1, d. h. sie bleiben un-

12*
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geandert. s~ 1 rs ist also auch in T enthalten, und T ist folg-

lich ein Normaltheiler von S.

Wir bezeichnen mit
ft,

v die Grade von S und T und setzen

(I
= CV\

clann ist e der Index von T und zugleich der Grad der Gruppe 27.

Jede absolute Invariante der Gruppe T, d. h. jede Function

von #, die die Substitutionen von T gestattet, kann rational in

& durch die X ausgedriickt werden.

Dies folgt durch das schon oft angewandte Schlussverfahren :

wenn wir mit Q cine Function der X bezeichnen, die e ver-

schiedene Werthe Q. Q^ . . . ^ e_j annimmt, und

(2) *:

(0 = (*-rt(*-*i) &quot;..
. if^ ei-i)

setzen, so ist
4&amp;gt;(t)

eine rationale Function der Variablen t in &.

Eine absolute Invariante r von T nimmt hochstens c ver-

schiedene Werthe an, die den Werthen p, p1? ... Q e^ l ent-

sprechen, namlich r, rt ,
. . . re_i, wobei unter Umstanden auch

gleiche Werthe vorkommen konnen. Die Function von t:

.
*(Qr

|__ _ * e_i

ist dann in & enthalten, und fiir t = Q ergiebt sich :

-

wodurch, da CD (Q) von Null verschieden ist, r rational durch Q

ausgedriickt ist. Es ist also r im Korper & (X1? X2 ,
. . . X,n )

enthalten.

Die Invarianten der Gruppe T sind zugleich Invarianten

der Gruppe 5; durch die Losung des Formenproblems fur die

Gruppe 27 sind dann die X1? . . . Xw bekannt, also auch die In

varianten der Gruppe T, und das Formenproblem der Gruppe S
ist also zuriickgefiihrt auf die successive Losung der beidcn

Formenprobleme der Gruppen 27 und T, die von niedrigerem
Grade als das Formenproblem fur S sind. Ein Formenproblem,
was in dieser Weise in zwei Formenprobleme niedrigeren Grades

zerlegbar ist, konnen wir ein imprimitives Formenproblem
nennen. Da es fiir eine solche Reduction nothig ist, dass T ein

von S und von der Einheit verschiedener Normaltheiler von S
sei, so ist, wenn S eine einfache Gruppe ist, das entsprechende

Formenproblem stets primitiv.
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Wir konnen aber auch umgekehrt schliessen, dass, wenn S
eiuen Normaltheiler vom Index e besitzt, das Formenprobleni

imprimitiv 1st. Wir brauchen namlich nur, um ein System der

Functionen X lt ... Xm zu erhalten, eine Invariante Q der Gruppe
T zu nehmen, die e verschiedene Werthe in S enthalt, uncl

konnen fur Xx ,
. . . Xm geradezu die Werthe Q, ^ 1? . . . Q e i

nehmen. Die Gruppe 2 ist dann die durch S unter den Q

hervorgerufene Permutationsgruppe.
Im Sinne des . 44 wird es aber immer darauf ankommen,

in so klein als moglich zu machen
,
und eine Reduction des

Problems in diesem Sinne wird nur dann erzielt sein, wenn

m &amp;lt; n ist.

. 47.

Normalformen.

Noch eine allgemeine Betrachtung miissen wir anstellen, ehe

wir zu speciellen Anwendiingen libergehen. Wir haben schon in

. 37 gesehen, dass wir aus jeder Gruppe S von linearen Sub-

stitutionen unendlich viele isomorphe Gruppen ableiten konnen,
indem wir mit einer willkiirlichen Substitution L von derselben

Dimension transformiren, also die transformirte Gruppe

(1) L~ 1 SL

bilden; und dies ist gleichbedeutend mit der Einfiihrung anderer

Variablen
ij

an Stelle von x (lurch die Substitution

(2) (x) = L (y).

Diese Transformation konnen wir dazu verwenden, um die

Gruppe S in einer einfachen Normalform darzustellen, und dann

erhalten auch die Invarianten gewisse feste Normalformen, die

in manchen Fallen sehr einfache Gestalten annehmen konnen.

Bilden wir fur die Normalform die Resolvente des Formen-

problems [. 43, (8)], die wir jetzt in der Form schreiben wollen :

(3) 0&amp;gt; (0, A lt A,, . . .)
= 0,

worin A^, A 2 ,
. . . Invarianten der Gruppe S bedeuten, so wird

auch diese, wenn wir die Normalform benutzen, eine einfache

Gestalt erhalten. Die Variablen jet lassen sich, wie wir gesehen
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haben, rational durch und die Ak ausdriicken, und wir setzen

(4) Xi =
&amp;lt;pi (0, At, A2 ,

. .
.).

Auch diese Ausdriicke werden, wenn liber die Function

verfiigt ist, fur die Normalform feste Gestalten annehmen.

Nun kann aber auch der Fall vorkommen, dass die In-

varianten nicht in der Normalform, sondern in einer beliebigen

anderen Form, die wir die allgemeine Form nennen wollen,

gegeben sind. Dann wird es sicb darum bandeln, die Substitu

tion L zu finden, durch die die allgemeine Form in eine von

vornherein als moglich erkannte Normalform transformirt wird.

Diese Aufgabe ist, wie wir nun seben wollen, keine andere, als

das fur die Normalform gestellte Formenproblem selbst.

Nehmen wir an, die Invarianten in der allgemeinen Form,
als Functionen von ?/, seien B

l ,
i&amp;gt; 2 ,

. .
.,

so dass durch die Sub

stitution (2) die Identitaten

(5) A l
= J?1? A 2

= J02 ,
. . .

hergestellt werden. Es ist die Aufgabe, wenn die Functionen

Ait B* der Form nach gegeben sind, die Substitution L zu be-

stimmen, die die Gleichungen (5) zu identischen maclit. Diese

Aufgabe ist gelost, wenn wir die Gleichung (3) fiir ein passend

gewahltes specielles Werthsystem der Ai als gelost voraussetzen.

Um dies nachzuweisen, bilden wir die vollstandigen Differentiale

der Gleichungen (3) und (4):

== (0)d0 + 2 ^ (Aa)dA8

worin (0), & (A8), g&amp;gt;5() &amp;lt;pi(A8)
die partiellen Ableitungen

bedeuten. Eliminiren wir d
,
so folgt :

Nun ist in Folge der Gleichungen (5):

(7) dAs = I Bs ( yi&amp;lt;)dy^
und wenn wir also

(8) Xi = at,,-?/! -)-...-]- a
nji

(9) dxi = M %i + + &amp;lt;*
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setzen, so ergiebt die Vergleichung von (6) mit (9):

_ ^ cp i (As)^(0)-0 (As) 9 i (0)M 2j- &amp;lt;x, (@)
&quot; *w

Die rechte Seite dieser Gleichungen muss sich also auf eine

Constante reduciren, und wir konnen ihren Werth nnden, wenn

wir fiir die y irgend em specielles Werthsystem setzen, das nur

an die eine Bedingung gebimden ist, dass (0) nicht ver-

schwindet. Fiir dieses specielle Werthsystem sincl die Werthe

der Ai durch die Gleichungen (5) bestimmt, und ist bekannt,

wenn wir fur dies specielle Werthsystem der At das Formen-

problem (3) als gelost voraussetzen. Dann sind durch (10) die

Coefficienten a
fcjl

- und damit die Substitution L vollstandig be

stimmt.
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Gruppen binarer linearer Substitutionen.

.48.

Tern are orthogonale Substitutionen.

r

Es ist nun unsere Aufgabe, aus der Gesammtheit der linearen

Substitutionen engere Gruppen auszusondern und schliesslich

zu endlichen Gruppen zu gelangen. Solche engere Gruppen, die

immer noch unendlich sein konnen, erhalt man, wenn man die

Forderung stellt, dass gegebene homogene Functionen der

Variablen invariant bleiben soil en. Wir wollen aber die Aufgabe
nicht in dieser Allgemeinheit weiter verfolgen, sondern gleich

zur Betrachtung des wichtigsten speciellen Falles ubergehen. Wir
wollen uns auf ternare Substitutionen beschranken und fordern,

dass eine quadratische Form von nicht verschwindender Deter-

minante invariant bleiben soil. Da, wie wir friiher gesehen
haben (Bd. I, . 57), jede solche quadratische Form durch lineare

Transformation in eine Summe von Quadraten verwandelt werden

kann, so beschranken wir das Problem nicht weiter, wenn wir

fur diese quadratische Form die Summe der Quadrate annehmen.

Solche Substitutionen heissen orthogonal.
Die Substitution

(!) On 2/2, 2/3)
= A (#!, S2 , %)

ist also orthogonal, wenn die Substitutionscoefficienten so be-

stimmt sind, dass die Identitat besteht:

(2) vl + yl + yl = *? + ^ + *!

Wenn man die Ausdriicke (1) in (2) substituirt und die

Coefficienten entsprechender Glieder einander gleich setzt, so
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erhalt man sechs Relationen zwischen den neun Coefficienten

von A.

Diese Relationen lauten, wenn

/a, , 2 , 3\

(3) A = fctf 63 , MW c2 , &amp;lt;v

angenommen wird:

(4) 2

2

-f- &| -)- c^ = 1, a3 a! -f- Mi + cs ci
=

a| _|_ &2 _|_ C
2

i, ai a.

2 4- Jj & 2 _)_ d C2
= 0,

und sind aus der analytischen Geometric wohl bekannt. Flir das

Quadrat der Substitutionsdeterminante \A\ ergiebt sich aus diesen

Relationen nach der Multiplicationsregel der Determinanten der

Werth 1, und folglich hat \A\ den Werth + 1.

Aus den Formeln (4) ergiebt sich, dass die inverse Sub
stitution zu A

A- 1 =

mit der transponirten identisch ist, und diese Eigenschaft konnte

auch als Definition der orthogonalen Substitutionen dienen.

Die Gesammtheit der orthogonalen Substitutionen bildet

eine Gruppe. Darunter ist eine engere Gruppe enthalten, die

durch den Werth

(5) MM = + i

ausgezeichnet ist, die wir als die Gruppe der eigentlichen

orthogonalen Substitutionen bezeichnen wollen.

Man kann die lineare Substitution (1) als den Uebergang

von einem rechtwinkeligen Coordinatensysteme zu einem zweiten

mit demselben Anfangspunkte deuten, wenn man xl ^ #-&amp;gt;,
#3

und

2/n 2/21 2/3
a^s rechtwinkelige Coordinaten eines und desselben

(veranderlichen) Punktes in dem ersten und dem zweiten Coordi

natensysteme ansieht. Durch A ist die gegenseitige Lage der

beiclen Coordinatensysteme bestimmt und umgekehrt. Besteht

die Bedingung (5), wie wir jetzt voraussetzen wollen, so kann

das erste Coordinatensystem mit dem zweiten zur Deckung ge-

bracht werden durch Drehung urn eine feste Axe mit eiuem

bestimmten Drehungswinkel.



186 Siebenter Abschnitt. . 48.

Denn setzen wir

D =

so erhalten wir aus den Relatlonen (4):

A\D=-D,
also, wenn (5) bestelit, D = 0. Demnach lassen sich clrei

Grossen A, f*,
v aus den Gleichungen :

bestimmen, und diese drei Grossen A, ^, i; bestimmen die Rich-

tung einer geraden Linie, die mit den Axen y1 ^ ?/2 , ys dieselbeu

Winkel einschliesst, wie mit den Axen %, x%, x$. Eine in dieser

Ricbtung durch den Coordinatenanfangspunkt gelegte Linie ist

die Drehungsaxe.
In dem Falle \A\ = 1 trifft dieser Scbluss nicbt mehr zu.

Daneben besteht noch eine andere Deutung der orthogonalen
Substitution (/) A (x) ,

wonacb (x) und (y) die Coordinaten

zweier verschiedener Punkte x und y sind, bezogen auf ein und

dasselbe Coordinatensystem. Wenn x einen Raumtheil (Linie,

Flache oder Korper) iiberstreicht, so erfiillt der entsprecbende
Punkt y einen congruenten Raumtheil (wenn \A\

= 1 ist, einen

spiegelbildlich gleichen). Dies wird durch die folgende Betrach-

tung^ dargethan.
Die Gruppe der eigentlichen orthogonalen Substitutionen

ist aquivalent mit einer Gruppe, die man aus den verschiedenen

Stellungen eines um einen festen Punkt drehbaren Korpers bilden

kann. Diese Gruppe erhalt man, wenn man eine beliebige Stel-

lung E als Einheit annimmt, aus der man in irgend eine andere

Stellung A gelangt durch Drehung um eine bestimmte Axe mit

einem bestimmten Winkel. Ist B eine dritte Stellung, so hat

man unter der zusammengesetzten Stellung AS die Stellung zu

verstehen, die man erhalt, wenn man die Drehung, die zu A
gefiihrt hat, nicht von der Einheitsstellung ,

sondern von der

Stellung B aus vollfiihrt. Denn nimmt man ein mit dem Korper
in starrer Verbindung stehendes Axensystem an, z. B. das System
der Haupttragheitsaxen, und bezeichnet mit (x) die Coordinaten
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eines beliebigen, im Raume festen Punktes, bezogen auf dies

Axensystem in cler Einheitsstellimg E, so erhalt man die Co-

ordinaten desselben Punktes, bezogeu auf das Axensystem in der

Stellung A oder B durch zwei orthogonale Substitutionen A(x)
und S(x).

Demnach sind AB (x) die auf das System A bezogenen
Coordinaten eines Punktes y mit den Coordinaten (y)

= B(x)
im Systeme JE. Der Punkt y hat also im System e E dieselben

Coordinaten, wie der Punkt x im Systeme B, d. h. y liegt zur

Einheitsstellimg so wie x zur Stellung B. Fiihren wir nun die

Drehung, die von E zu B fiihrt, so aus, dass wir den Punkt x

festhalten, aber den Punkt y und das Axensystem A die Drehung
begleiten lassen, so gelangt der Punkt

ij
nach #, und die Coordi-

naten von #. bezogen auf die neue Lage des Systemes A, sind

dieselben, wie die des Punktes y in Bezug auf die urspriingliche

Lage von J., d. h. AB(x). Diese neue Lage des Systemes A kann

man aber offenbar auch so erreichen, dass man die Drehung,
die zu der Stellung A fiihrt, nicht von der Einheitsstellung.
sondern von der Stellung B aus vollzieht.

Aus der Gruppe der eigentlichen erhalt man die Gesammt-
heit aller orthogonalen Substitutionen durch Zusammensetzung
mit emer uneigentlichen, etwa mit (x^x^x^) = (y^y^ 2/3), die,

nach der zweiten geometrischen Auffassung, eine Spiegelung an

der Ebene #15 #2 ist, bei der der Punkt y das Spiegelbild des

Punktes x ist.

Von besonderem Interesse sind nun die in der Gesammtheit

der eigentlichen orthogonalen Substitutionen enthaltenen end-
lichen Gruppen, auf die wir spater noch miner eingehen
werden. Wir wollen hier nur noch iiber die geometrische Seite

dieser Frage Folgendes bemerken. Einer solchen endlichen

Gruppe 6r vom Grade g von orthogonalen Substitutionen ent-

spricht eine endliche Gruppe von Stellungen eines Korpers. Denkt

man sich den Korper in diesen verschiedenen Stellungen gleich-

zeitig nxirt und das Ganze zu einem neuen starren Korper ver-

einigt, so erhalt man ein Gebilde, das in einer endlichen Anzahl

g verschiedener Stellungen sich selbst decken kann. Man kann
fur jede Gruppe Korper von unendlich vielen verschiedenen

Gestalten finden. Die anschaulichsten und bekanntesten Ver-

haltnisse ergeben sich, wenn man den Korper von ebenen Flachen

begrenzt annimmt.
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Solche Gebilde sind die regularen Pyramiden, die Doppel-

pyramiden und die regularen Korper (Tetraeder, Octaeder,

Wiirfel, Dodekaeder und Ikosaeder).

Die reguliire Pyramide von g Seiten gelangt durch Dreliung
um die Hauptaxe mit einem Winkel 2 it : y und durch Wieder-

holuug diescr Drehung auf
(j

verschiedene Arten mit sich zur

Deckung.
1st g gerade, so kann man eine regulare Doppelpyramide

von
(j

Seitenflachen ausser durch Drehung um ihre Hauptaxe
mit dem Winkel 4 it : y noch (auf

l
/2 g verschiedene Arten)

durch Drehung um eine in der Aequatorialebene liegende Axe

mit einem Drehungswinkel von 180 Grad mit sich zur Deckung

bringen.

Das Tetraeder gestattet 12 verschiedene Stellungen, in denen

es denselben Raum einnimmt.

Um sie zu erhalten, bezeichne man den Ort einer Ecke in

der Einheitsstellung mit 1. Dann erhalt man drei Stellungen
des Tetraeders, bei denen die Ecke 1 lest bleibt. Man kann

aber jede Ecke an die Stelle von 1 bringen, wodurch die Zahl

sich vervierfacht.

Dieselbe Zahl findet man auch, wenn man die Ebene einer

Seitenflache festhalt, wobei man noch drei Stellungen des

Tetraeders findet, und jede Seitenflache in die Ausgangsebene

bringt.

Endlich kann man auch so zahlen, dass man jede Kante

auf zwei Arten mit einer festen Strecke zur Deckung bringt
Ebenso verfahrt man bei den iibrigen regularen Korpern. Man
findet so den Grad der Gruppe

gleich dem Producte aus der Anzahl der Ecken mit der Anzahl

der in einer Ecke zusammenstossenden Kanten oder Seiten

flachen, oder

gleich dem Producte aus der Anzahl der Seitenflachen mit der

Anzahl der Seiten oder Ecken einer Grenzfiache, oder

gleich der doppelten Anzahl der Kanten.

Jede dieser Zahlungen ergiebt

fur das Tetraeder 12 Stellungen,

fiir das Octaeder und den Wiirfel 24 Stellungen,

fur das Dodekaeder und Ikosaeder 60 Stellungen.
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Ks sei schliesslich noch bemerkt
,

class
,
anstatt der S t e 1 -

lunge n des Korpers, auch die Drehungen selbst als Elemente

der Gruppe aufgefasst werden konnen.

. 49.

Lineare gebrochene Substitutionen.

Die Gruppe der orthogonalen ternaren Substitutionen ist,

wie jetzt nachgewiesen werden soil, isomorph mit der Gruppe
der linearen gebrochenen Substitutionen einer Veranderlichen,

oder der binaren Substitutionen der Verhaltnisse (. 38).

Wir bezeichnen eine ternare orthogonale Substitution mit

(1) 0/1, 2/2, 2/3)
= A

(tfj, #2 , #3),

(2) y! + yl + y! = *} + *l + x*.

Hierauf wenden wir zunachst nach . 37, (21) die Trans

formation durch die feste (nicht orthogonale) Substitution

1

(3) L =
0,

o --

1

VI

V2

-t, 0,

1 i

vT V5
1 i

1

vi
j

vi

an, worin i = V 1 ist. deren Determinante den Werth 1 hat,

und setzen

,
4

. (Hi, 2/2, 2fo)
= L 6/Ii 2/i 2/s)

fa, %2 , x$)
= L (x[, xi, Xs)

(5) (;/i, 7/2, 2/s)
= A (x[, xi, xi) ,

worin

(0) A =L~*AL
gleichfalls eine lineare Substitution bedeutet, deren Determinante

\A =\A\, also glcich I ist. Die Relation (2) geht durch die

Substitutionen (4) in

(7)
-

2/i
2 + 2 yi yi = xJ + 2 xi x*

liber, woraus sich sechs Relationen zwischen den Coefticienten

von A ergeben, die wir aber bier nicht aufstellen wollen, da

wir die Substitution A auf anclere \Veise einfacher finden

konnen.
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Wenn wir namlich unter 1} 2 neue Variable verstehen und

(8) x[ = 1/2 & 2 ,
x, = #, xi = II

setzen, so verschwindet x^ 2 #2 #3 identisch und y[, 2/2, 2/3 gelien

durch (5) und (8) in binare quadratische Formen der Variablen

J1? |2 iiber, die nach (7) der Gleichung

(9) 2/i
2

22/22/3
=

identisch geniigen miissen, d. h. y% y$ muss ein vollstandiges

Quadrat werden. Die quadratischen Formen y{, 1/2, y$ zerlegen

wir nun in je zwei lineare Factoren. Dabei konnen y% und y%

keinen gemeinsamen Factor haben, da sonst auch der andere

Factor in beiden Functionen iibereinstimmen und also die drei

Coefficienten von y% und y$ mit einander proportional sein

mussten. Dann wiirde aber \A \
verschwinden, was nicht moglich

ist. Demnach ergiebt sicb aus (9), dass yi und yz Quadrate

linearer Functionen sein miissen. Setzen wir

(10) ih = !i + 2 , *72
= r!i + &amp;lt;^2 ,

so konnen wir also hiernach mit Riicksicht auf (9)

(11) ^ = V2%^ 2 , y* = nl yi = Y&

setzen; wenn wir die Multiplicationen ausfiihren und dann die

Substitution (8) im umgekehrten Sinne ausfiihren, so erhalten wir

aus (10) und (11):

y[ = (ad + j3y) x[ + V2 ayx* + V2 fldxi,

yi = V2 apxl + ^x* +
yi = V2 y8x[-\-^x* +

Also lautet die Substitution A :

(12) A =

Durch diese Substitution ist die Bedingung (7) noch nicht

vbllig befriedigt, sondern es folgt nur, dass die rechte und linke

Seite sich durch einen constanten Factor unterscheiden, der von

den Coefficienten w, fa y, d abhangt. Nun ist aber der Coefficient

von x[
2 in der Verbindung yC* ly^y^

4ad/3y = (ad
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und wir miissen also die Determinante a 6 0y =. + 1 setzen.

Berechnet man die Determinante \A \,
so ergiebt sich dafiir

(ad /5^)
3

,
so dass also, wenn wir nur die eigentlichen ortho-

gonalen Substitutionen beriicksichtigen,

(13) ccd |3y = l

setzen miissen, wiihrend

(14)
~ 0y = - 1

den uneigentlichen orthogonalen Substitutionen entspricht. Da-

durch ist die Substitution A vollig bestimmt, und ist zuriick-

gefuhrt auf die binare Substitution

(15)

oder, wenn i^ :
?? 2
=

17, ^ : , = | gesetzt wircl, auf die lineare

gebrochene Substitution

Hierzu ist aber nun noch Folgendes zu bemerken. Die

beiden Substitutionen A, A sind Transformationen von einander,

und entsprechen sicb also gegenseitig eindeutig.

Durch A sind aber die Zahlen
, /3, 7, d nur bis auf das

gemeinsame Vorzeichen bestimmt. Wenn wir also die lineare

Substitution

CS)
mit einer der beiden Bedingungen (13) und (14) betrachten, so

ist zwar hierdurch die Substitution A und daber aucb A ein

deutig bestimmt; aber umgekehrt entsprechen jedem A zwei

Substitutionen der Form (17):

und

Wir erhalten aber wieder ein eindeutiges Entsprechen, wenn

wir diese beiden Substitutionen zu einem gemeinsamen Begriffe,

den wir mit A&quot; bezeiclmen, zusammenfassen.

Was nun endlich die Substitution (16) betrifit, die wir mit

(18) . .,. ....A

bezeichnen, und nach . 38 als Substitution der Verhiiltnisse auf-

fassen, so konnen wir einen gemeinsamen Factor von
, /3, y, d
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so bestimmen, dass sowohl die Bedingung (13) als (14) befriedigt

wird. Demnach bekommen wir aus jeder Substitution A&quot; zwei

orthogonale Substitutionen J., von denen die eine eigentlich, die

andere uneigentlich ist.

Die drei Substitutionen

(19) A, A ,
A&quot;

entsprecben sicb also hiernach gegenseitig eindeutig, die Sub

stitutionen

(20) A, A ,
A &quot;

aber nur dann, wenn wir noch die Forderung stellen, dass A
eine eigentliche orthogonale Substitution sein soil.

Ist nun

(21) B, B ,
B&quot;

ein zweites System von Substitutionen der Form (19), so sind

auch AB, A B zwei einander entsprecbende Substitutionen, wie

unmittelbar aus der Bedeutung der A als transformirte Sub

stitution der A hervorgeht. Es ist aber noch nachzuweisen,
dass auch

(22) AB, A B
,

A&quot;B&quot;

ein zusammengehoriges System von der Form (19) ist, dass also

die Gruppen der A, A ,
A&quot; isomorph sind. Daraus ergiebt sich

dann von selbst aus der Beziehung, in der A&quot; und A &quot; zu ein

ander stehen, dass (bei Beschrankung auf eigentlich orthogonale
Substitutionen A) auch die Gruppe der A&quot; damit isomorph ist.

Setzen wir, um dies zu beweisen:

(23) (, % )
=

4&quot;(|,, 10, (&, &) = &quot;&, SO,

so folgt

(24) (iji,%) = ^&quot; -&quot;(?.)

Aus
A&quot;, B&quot;, A&quot; JB&quot; leiten wir nun nach (12) drei ternare

Substitutionen A
,
Ji

, C her. So erhalten wir nach (8) :

(Va ij, , nin*) = A (V2 1, &, if, y)

(25) (1/2 |, g,, {, J/)
= B (V2 5, f,, Sr, *)

(V2 1,,

Diese Formeln sind in Bezug auf_fn J2 identisch, und sie

miissen also richtig bleiben, wenn V2 fj 2 i ^i
2

: ^ durch drei
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unabhiingige Variable J, zi, 2$ ersetzt werden. Bezeichnen wir

die Ausdriicke, die sich dadurch fiir

ergeben, mit

so ergeben die Formeln (25):

\^a\)j
( X-\ , 3/2} 3) -*-* \^I l &2 1 3)

\2/l i 2/2} 2/3/
^ V^l) ^2} ^s)}

d. h. es ist
rii AI TtiG = A B

,

w. z. b. w.

. 50.

Realitatsbedingungen.

Es bleibt uns noch eine Frage zu beantworten. Bisher haben

wir nirgends auf die Realitat der Coefficienten Riicksicht ge-
nommen. Wenn aber irgend welche geometrische Anwendung
gemacht werden soil, so ist es nothig, class die orthogonale Sub
stitution A reell sei. Es ist also noch zu untersuchen, welchen

Bedingungen die Substitutionscoefficienten
, /3, y, d in A&quot; zu

unterwerfen sind, damit die Coefficienten von A reell werden.

Um diese Frage zu entscheklen, bilden wir nach . 49, (3), (12)
die Zusammensetzung

A = LA L~\
und erhalten:

(1) A=

i f\ 9

Die Coefficienten dieser Substitution sollen also reell sein,

und ausserdem

(2) ad _p r = l .

Wenn von den vier Coefficienten
, fr y, d einer verschwindet,

so muss auch noch ein zweiter verschwinden. Denn wenn z. B.

/3
= ist, so muss iay und a y reell sein. Dies ist aber mit (2)
Weber, Algebra. II. -ID
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nur vertraglich, wenn y ist. Ebenso konnen a und d nur

zugleich verschwinden.

1st nun ft und 7 0, so miissen a 2
-\- d 2 und i

(a&quot;

2 d 2
)

reell sein, also 2 und d 2
conjugirt imaginar, und wegen (2) ihr

Product = 1. Je nachdem also in (2) das obere oder untere

Zeichen gilt, miissen a, + 6 conjugirt imaginar sein. Ebenso er-

giebt sich, dass, wenn a und d = sind, ft
und ip y conjugirt

imaginar sein miissen.

Nehmen wir also jetzt an, dass keine der vier Zahlen a, /3, y,d

verschwinde. Dann miissen, damit die Grossen

ad + fty, t(ay + ftd), -i(aft + yd)

ad
|3 y, ay /3 &amp;lt;5,

a
ft y d

reell sein konnen,

w d und
ft y reell,

ay conjugirt imaginar mit ft 8,

aft V$

sein, und danach ist auch

ay .a ft
. .

, ..... ... ~. ftd.yd
a 2 = -j

-
conjugirt imaginar mit o 2 = ,

und

also muss oc conjugirt mit + d, /3 conjugirt mit
~

y sein. Dass

beide Male das gleiche Zeichen stehe, widerspricht der Forde-

rung, dass ay und
ft
d conjugirt sein sollen. Da das Product

zweier conjugirt imaginarer Grossen stets positiv ist, so gelten

die oberen oder die unteren Zeichen, je nachdem in (2) das

obere oder das untere Zeichen steht, d. h. je nachdem A eigent-

lich oder uneigentlich orthogonal ist. Wir kommen also zu

folgendem allgemeinen Resultate, in dem auch die speciellen

Falle von verschwindenden a, ft, y, d mit enthalten sind:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass die orthogonale Substitution (1), (2) reell

sei, besteht darin, dass a, + d und ft, :p y zwei conjugirt

imaginare Paare bilden, worin die oberen Zeichen bei

den eigentlich, die unteren bei den uneigentlich
orthogonalen Substitutionen gelten.
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. 51.

Endliche Gruppen linearer gebrochener Substitutionen.

Pole der Gruppen.

Aus den bisherigen Entwickelungen ergiebt sich, dass, wenn

alle endlichen Gruppen linearer gebrochener Substitutionen ge-

funden sind, daraus ohne Weiteres alle endlichen Gruppen

eigentlich orthogonaler ternarer Substitutionen und alle end-

lichen Gruppen binarer linearer Substitutionen mit der Deter-

minante 1 gefunden werden konnen.

Ausserdem giebt es noch endliche Gruppen, die neben den

eigentlichen auch uneigentlich orthogonale Substitutionen ent-

halten.

Diese Gruppen, auf die wir spater zuriickkonmien, konnen

nicht aus den Gruppen linearer gebrochener Substitutionen allein

abgeleitet werden, well sich bei den gebrochenen Substitutionen

der Unterschied zwischen eigentlich und uneigentlich ortho-

gonalen Substitutionen verwischt.

Wir suchen also jetzt zunachst alle endlichen Gruppen
linearer gebrochener Substitutionen zu ermitteln l

).

Wir bezeichnen mit- G eine solche Gruppe vom Grade w,

und mit

(1) X, !(*), &amp;lt;9o Or), . . ., n -l(x)

ihre Elemente, worin die Symbole fiir lineare Functionen

sind, die auch mit

(?.{) y
bezeichnet werden.

Aus jeder Gruppe von der Form (1) konnen wir nach . 37

eine ganze Schaar isomorpher Gruppen ableiten, wenn wir mit L
eine willkiirliche lineare Substitution bezeichnen :

(4) L L,L-\ L,L~\ . . .

l
] Ueber die Tlieorie dieser Gruppen 1st besouders zu vergleichen :

Gordan, Ueber endliche Gruppen linearer Transformationen einer Ver-

anderlichen. Mathematische Annaleu. Bd. XII, S. 23 (1877); Klein. Yor-

lesungen iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884).

13*
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und wir betrachten unsere Aufgabe als gelost, wenn von jeder
dieser Scbaaren ein Reprasentant bestimmt ist.

Wir werden diese Freiheit spater benutzen, um die ge-
fundenen Gruppen moglichst einfach darzustellen.

Die Determinante

ad
($ y = z/

muss von Null verschieden sein, und wenn es die Einfachheit

verlangt, konnen wir sie immerbin = 1 annehmen, was wir bis-

weilen thun werden.

Wir bezeichnen im Sinne der Gruppentbeorie die Wieder-

holung einer Substitution durch Exponenten : (9, @ 2
,
@ 3

,
. . .,

worunter also nicht Potenzen, sondern immer wieder lineare Sub-

stitutionen der Gruppe (1) zu verstehen sind. Die identische

Substitution x = x, die als die Einheit der Gruppe anzusehen

ist, wird auch mit oder mit 1 bezeichnet.

Zwei inverse Substitutionen
,
& l konnen in der Form

dargestellt werden: ;.

Da die Gruppe nach der Voraussetzung endlich ist, so hat

jedes ihrer Elemente einen bestimmten Grad, d. h. es giebt fiir

jedes eine bestimmte kleinste positive Zahl t, fiir die 0* = I

ist. Diese Zahl t muss ein Theiler von n sein.

Fiir die Folge ist es von Wichtigkeit, fiir jede der Sub

stitutionen der Gruppe (ausgenommen die identische Substitution)
die Werthe der Variablen zu betrachten, die ihren Transformirten

gleich werden, also die Wurzeln der Gleichungen

(5) x = (x).

Diese Werthe wollen wir die Pole der Substitution &
nennen.

Die Gleichung (5) ist quadratisch und nimmt, wenn man
fiir den Ausdruck (2) einsetzt, die Form an:

(6) yx* -f (d a) x ft
= 0.

Diese Gleichung hat zwei Wurzeln, die nur dann einander

gleich sind, wenn

(7) (S-) 2 + 4^ 7 =
oder

(8) + d)2
= 4z/
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1st. Es ist leicht einzusehen, dass dieser Fall, wenn einen

endlichen Grad hat, nicht vorkommen kann.

Denn ist zunachst
/3

oder y = 0, so folgt aus (7), dass

= d sein inuss, und beide konnen 1 angenommen werden.

Wenn nun eine der beiden Substitutionen

/i, ox /i.

\r, V \o, i

1st, so ist fur jedes A:

wie man leicht durch vollstandige Induction fmdet. Es kann

also, da ft und y nicht zugleich Null sein konnen, wenn & nicht

die identische Substitution ist,
-

fiir kein positives A gleich 1

werden, wie es doch sein miisste, wenn A gleich dem Grade von

ware.

Ist aber
ft

von Null verschieden, so setzen wir, indem wir

jetzt /I = I und nach (8) 4- d = 2 annehmen,

L =
und erhalten

also

=
und daraus

was wieder fiir kein positives A gleich 1 werden kann. Wir
haben daher den Satz:

1. Jede der n 1 nicht identischen Substitutionen
einer Gruppe n ten Grades hat zwei von einander
verschiedene Pole.

Jede nicht identische Substitution der Gruppe 6r giebt uns

also zwei Pole. Es kann aber ein und derselbe \Yerth bei

mehreren verschiedenen Substitutionen als Pol auftreten. Zahlen

wir einen dieser Werthe /&mal, wenn er in li Substitutionen der

Gruppe als Pol vorkommt, so ergiebt sich die Anzahl der Pole
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gleich 2n 2. Diese Werthe sollen die Pole der Gruppe
heissen. Die genaue Abzahlung dieser Pole giebt uns die wichtig-

sten Aufschlusse uber Zahl und Beschafienheit der moglichen
endlichen Gruppen.

Wenn die Substitutionscoefficienten /3, y gleich Null sirid, so-

ist eine multiplicative Substitution

(T

Damit diese Substitution von endlichem Grade sein kann,

muss der Quotient oc : d = eine Einheitswurzel sein,

deren Grad ein Theiler von n ist. Als Pole dieser Sub

stitution hat man x = und x = oo anzusehen, die der Be-

dingung
x = X

geniigen.

Nach (4) kann man aus G eine isomorphe Gruppe

LGL-i = G

ableiten, wenn fiir L eine beliebige lineare Substitution

A, B\

, D)

genommen wird. Die Pole dieser Gruppe erhalt man, wenn man
auf die Pole von G die Substitution L anwendet. Wenn also a

einer der Pole von G ist, so ist

_~

Ca + D
der entsprechende Pol von G .

Man kann die Substitutionscoefficienten A, B, C, D so be-

stimmen, dass drei der Pole von G vorgeschriebene Werthe er-

halten. Um z. B. den Polen a, b, c von G die Pole 0, oo, 1 von G
entsprechen zu lassen, setze man

T , \ c 1) x a
L (x) =--7

c a x o

Wenn a und b die Pole einer und derselben Substitution &
von G sind, so ist also die entsprechende Substitution von G f

multiplicativ.

Wir erhalten hieraus den Satz:

2. Zu jeder Gruppe linearer Substitutionen kann
man eine trans formirte Gruppe fin den, in der

einer beliebigen der gegebenen Substitutionen,
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: nur nicht gerade der identischen, eine Multi

plication entspricht. Die transforrnirende Sub
stitution L ist dadurch selbst bis auf eine

Multiplication bestimmt.

{

;;

.- .-

:

j ;&quot;:;; ;
.52.

Die verscbiedenen Arten moglicher Gruppen.

Es sei a einer der Pole der Gruppe 6r, und wir wollen

annebmen, es gebe v 1 und nicbt mebr Elemente in 6r,

1? 2 , -1 i, so dass

(1) a = X (a) = 2 (a) ./&quot;===
0&amp;gt;_! (a)

ist. Ein solcber Pol soil ein v-ziibliger Pol beissen. Es ist

nun zunachst klar, dass die Elemente

(2) 1, X , 2 ,
. . ., V_!

fiir sicb eine Gruppe, und zwar einen Tbeiler von G bilden;

denn aus . , ***-*a =.
l (a), a = 2 (a)

folgt, wenn man auf der recbten Seite der zweiten Gleicbung a

durcb das ibm gleicbe S
l (a) ersetzt :

a = &, @! ().

Es muss also v ein Tbeiler von n sein:

(3) n = v
k
u.

Wir bezeichnen die Gruppe (2) mit Q.

Es lasst sich beweisen, dass diese Gruppe cyklisch sein muss,
also aus den Wiederbolungen eines ibrer Elemente bestebt.

Denn wenn wir durcb Transformation nacb dem Satze 2.

a nacb unendlich werfen, so erbalten die Substitutionen (2) die

Form:

und die Composition von zweien unter ihnen giebt:

(C.2 j + d)
C (

; ! + t
7 2 4-

Daraus scbliesst man, dass alle f1? 2 ? v-i Einbeits-

wurzeln vom Grade v sein miissen. Ausserdem konnen nicbt zwei

der e einander gleicb sein. Denn ware z. B. ^ = 2 ,
so ware
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Diese Substitution muss in G vorkommen und nach dem
Satze 1. muss CY

= c2 ,
also l mit @2 identisch sein. Die Zablen

1, fi, *2 , -i fiv-i miissen also zusammen alle vien Einheitswurzeln

enthalten, und also mit den Potenzen einer primitiven unter

ihnen ubereinstimmen. Da andererseits alle Potenzen von einer

der Grossen in der Gruppe (1) vorkommen miissen, so wird,
wenn das in vorkommende e eine primitive vie Einheitswurzel

ist, die ganze Gruppe (1) durch die Potenzen von erschopft.
Also besteht diese Gruppe Q aus den Elementen

(4) 1, 0, 02, . . ., 0&quot;-i.

Nehmen wir (nach dem Satze 2.) als multiplicative Sub
stitution an, so ist der zweite Pol von und zugleich der

zweite Pol der sammtlichen Substitutionen (4). Es ist daher

dieser Pol gleichfalls ein mindestens v-zahliger. Da aber beide

Pole von in dieser Betrachtung vertauscht werden konnen,
so erhalten wir die Satze:

3. Ein i/-zahliger Pol bestimmt eine in 6r ent-
haltene cyklische Gruppe Q vom v iQn Grade.

4. Die beiden Pole irgend einer Substitution der

Gruppe 6r sind gleichzahlige Pole und sind die

beiden einzigen Pole der Gruppe Q.

Nach . 2 lassen sich [i 1 Elemente

(5) i/&amp;gt;i, ^2 ,
. .

., 4v-i
in Gr so auswahlen, dass ^ Q, ^2 Q, . . ., i^^- l Q die Neben-

gruppen zu Q sind, und dass also

(6) a=Q + ^Q + 1&amp;gt;tQ-\ h ^-i Q
wird. Wir setzen nun

(7) % = 1^0), 2
= $2(0), . . ., a/i-i

= ^u-i(a).

Die Grossen a1? a2 ,
. . ., au -i sind nicht nur alle von a,

sondern auch unter einander verschieden. Denn ware etwa

^i (o)
= ^2 (a),

so wiirde folgen :

a =^ ^ (a) =^ ^ 2 (a),

und $ 1
tl&amp;gt; 2

ware in Q enthalten, also
i/&amp;gt;2 in ^ Q, was gegen die

Voraussetzung ist. Es ist nun leicht nachzuweisen, dass diese

Werthe %, 2 ,
. .

., au i sammtlich f-zahlige Pole der Gruppe
sind. Es geniigt, dies fur o x zu zeigen.
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Wir nehmen irgend eine der Gleichungen (1)

(8) a = &(a)

und setzen in der Gleichung

(9) a, = ^ (a)

fiir a den ihm gleichen Werth @(). So erhalten wir

(10) !
= ^i(a).

Nach (9) ist aber a = ^- 1

(a i)&amp;gt;

und folglich ergiebt sich

aus (10):

(11) a, = ^ 1 0VT 1

(i).

Daraus ersieht man, da wir v 1 verschiedene Substitu-

tionen @ haben, dass a t ein v-zahliger Pol ist und zwar zu der

mit Q conjugirten Gruppe ^ Q^ 1
gehorig. Aus diesem Grunde

nennen wir

(12) a, !, 2 ,
. . ., au -i

ein System conjugirter v-zahliger Pole von G.

Eine beliebige Substitution % von 6r kann nach (6) immer

in die Form ipi& gebracht werden, so dass & zu Q gehort, und

daraus folgt, dass %(a) = ^i&(a) = cti ist, und ebenso, wenn

man i^ 1^. = $h setzt, so dass auch & zu Q gehort :

1 (afc)
=

!(-, i^ fc (a) = $h & (a) == afc.

Da ferner zwei Grossen # (a/,), ^ (a fc) nur dann einander

gleich sein konnen, wenn ah = fc ist, so folgt der Satz:

5. Die beiden Reihen

a, !, 2 ^ &amp;gt;

ciui

stimmen, welche Substitution aus 6r auch fiir
jj

genommen werden mag, abgesehen von der

Reihenfolge, mit einander iiberein.

Ist dann b ein in dem Systerne (12) nicht enthaltener Pol,

so kann auch %(b) nicht in (12) vorkommen, und daraus ergiebt

sich, dass zwei Systeme conjugirter Pole, wenn sie nicht ganz
identisch sind, keinen Pol gemein haben.

Hiernach konnen wir die sammtlichen Pole der Gruppe 6r

in Systeme conjugirter Pole anordnen, und wir erhalten nach

.51 ihre Gesanmitzahl 2 n 2, wenn wir jeden y-zahligen Pol

(y l)mal mitrechnen.
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Diese Bemerkung giebt uns eine wesentliche Begrenzung der

Zahlen v. Es ist namlich danach:

(13) 2n 2 = fi(v 1) + {*&amp;gt; (y
1

1) -|- fi&quot;(v&quot; 1) -|-
...

oder, wenn wir mit li die Anzahl der Systeme conjugirter Pole

bezeichnen, und n = ft v = ft v = setzen :

(14) 2 n 2 n h ft ft ft&quot;

Die Zahlen
i&amp;gt;, i/, v&quot; . . . sind mindestens gleich 2, also ist

und daher nach (14)

oder

Es kann also 7* nur einen der beiden Werthe 2 oder 3 haben,

und wir finden fiinf Arten, die Gleichung (13) zu befriedigen.

Wenn zunachst h = 2 ist, so folgt aus (14)

ft -f- ft
= 2, ft

=
ft
=

1, v = v = n.

Wir haben also:

I. Kreistheilungsgruppe oder cyklische Gruppe:
v = v = n, n beliebig.

ft
=

ft
= 1,

Ist ferner h = 3, so folgt aus (14):

(15) ft +&amp;gt; + ft&quot;

= n + 2.

Daraus ist zu schliessen, dass mindestens eine der Zahlen

v, v
,

v&quot; gleich 2 sein muss. Denn waren sie alle ^ 3, so ware

n . _. n
.,

n^y * &amp;lt;

j&amp;gt;

* ^ y
also ft -|- ft -|- ft&quot; &amp;lt;^ w, was mit (15) im Widerspruch steht.

AV

1st also v = 2, ft
=

,
so folgt aus (15):

(16) / + ft&quot;

= \ + 2.

Wir nehmeii zunachst an, dass auch noch v
1 = 2 sei. Setzen

wir dann v&quot; = m, so folgt aus (16):

ft&quot;

= 2, n = 2 m,
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und wir erhalten eine zweite Moglichkeit:

II. Diedergruppe, v = v = 2, v&quot; = w, n = 2m, m
^&amp;gt;

2

(JL
=

fi
== W.

Jt&quot;

= 2.

1st ferner keine der Zahlen v . v&quot; gleich 2, so muss eine von

ihnen gleich 3 sein. Denn sind sie beide
|&amp;gt; 4, so ist

was mit (16) im Widerspruche steht. Ist also v = 3, p = ,

so folgt aus (16):

&amp;lt;&quot;&amp;gt; &amp;lt;=*+ *&quot;-.-&!

woraus folgt, dass v&quot; &amp;lt; 6 sein muss, also nur einen der Werthe

3, 4, 5 haben kann.

Danach bekomnien wir noch drei mogliche Falle:

III. Tetraedergruppe: v = 2, v = 3, v&quot; = 3, = 12

u=6, . =r4, ^&quot;
= 4.

R7
. Octaiidergruppe: v = 2, v = 3, v&quot;=4, = 24

ft=12,ft = 8, ,*&quot;
=6.

V. Ikosaedergruppe: v = 2, i/ = 3, v&quot; = 5, w = 60

^r=30, k
u =20, f*&quot;=

12.

Hiermit sind alle Moglichkeiten erschopft.

Es ist freilich noch nicht bewiesen, dass diese Gruppen, die

wir einstweilen mit den gebrauchlichen Xamen aufgefiihrt haben,

und die wir imter clem gemeinsamen Namen der Polyeder
gruppen zusammenfassen

,
wirklich existiren, noch wie gross

ihre Mannigfaltigkeit ist. Zu diesem Beweise fiihren erst die

folgenden Betrachtungen.

Transformation der Substitutionen von G- auf

e in fache Forme n.

Ehe wir zur definitiven Aufstellung dieser Gruppen gehen,
leiten wir einen Satz ab, der die Moglichkeit der vorkommenden

Substitutionen noch weiter beschrankt.
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1st a ein v-zahliger Pol der Gruppe G und

(1) a = &(a) = 2
(a)

- = v~ l

(a),

so ist der zweite Pol a von nach . 52, 4. gleichfalls v-zahlig,

und es 1st

(2) a = (a )
= 0a (a )

= v~ l
(a

1

).

Giebt es nun in der Gruppe G mehr als ein System con-

jugirter v-zahliger Pole, so konnen a, a entweder in demselben

oder auch in verschiedenen dieser Systeme vorkommen.

Giebt es aber nur ein System v-zahliger Pole, so muss a

und a in demselben Systeme vorkommen, und es muss also in G
eine nicht unter den Potenzen von enthaltene Substitution #

existiren, so dass

(3) o = ^(a)

ist. Daraus folgt mit Anwendung von (1) und (2):

^ (a)
= $ (a), a i^~

l & ty (a),

woraus zu scliliessen ist, dass i^
l &i^ unter den Potenzen von

@ vorkommt, und dass daher nach (2) auch

a = ^-! ty (a ), ^ (a )
= VM

sein muss. Es ist also auch ^ (a ) ein Pol von
,
und weil ^ (a )

nicht = a sein kann, weil sonst a ein Pol von
i/&amp;gt; ware, was

nicht sein kann, da ty nicht unter den Potenzen von vor

kommt, so ist

(4) ^(a )
= a.

Wenn man nun durch Transformation der Gruppe die Pole

a und a nach und oo bringt, so erhalt & die Form

(x) = ex,

worin s eine primitive vte Einheitswurzel ist, und ^ muss wegen

(3) und (4) die Form haben:

worin c eine Constante ist. Durch eine abermalige Transformation

der Gruppe kann man der Constanten c jeden beliebigen Werth,

z. B. durch Transformation mit der Substitution x V c fur x, den

Werth 1 geben. Wir erhalten also folgenden Satz:

1. Wenn in der Gruppe G nur ein System con-

jugirter v-zahliger Pole vorkommt, so kann man
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die Gruppe so transformiren, dass sie die beiden
Substitutionen

s&amp;gt;= X, ty =
X

enthalt, worin B eine primitive vie Einheitswurzel

bedeutet, und c ein beliebig vorgeschriebener
Werth, z. B. auch 1, sein kann.

Die Yoraussetzung dieses Satzes ist bei den in . 52 auf-

gezahlten Fallen immer fiir einen der verschiedenen Werthe v

erfullt, ausgenommen bei der cyklischen Gruppe und bei der

Diedergruppe mil m = 2.

Endlich beweisen wir noch den folgenden Satz:

2. Sind a, a die Pole einer Substitution von G,

so sind die mit a und a conjugirten Pole

b = x(a), V = X (a ),

worin % eine beliebige Substitution aus G ist, die

beiden Pole einer und derselben Substitution,
namlich der Substitution %&y~ l

.

Die Richtigkeit ergiebt sich unmittelbar aus clem Anblick

der Gleichungen :

a = (a), xer l

x() = X() = *0)
a =S (a ), l X-

1
1 (a )

= I & )
= I (a )-

. 54.

Die Grundformen. ,

Um zu der endgiiltigen Aufstellung aller endlichen Gruppen
G zu gelangen, ist es nothwendig, auf die Invarianten der ent-

sprechenden binaren Substitutionsgruppen naher einzugehen.
Wir mlissen daher neben den linearen gebrochenen Sub

stitutionen

die wir im . 49 mit A &quot;

bezeichnet haben, noch die binaren

Substitutionen

(2) G/I, ih) =
(&quot;; J)
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betrachten, die dort mit A&quot; bezeichnet waren, und die, wenn man

y1
: y2
= y, x : x2

= x setzt, wieder auf die Substitution (1)

fiihren. In (2) ist immer

(3) K -p 7 = i

vorausgesetzt, aber die beiden Substitutionen

_ a,-
-y, -

werden als identisch angesehen.

Es kann nicht zu einem Missverstandniss fiihren
,
wenn wir

beide Arten von Substitutionen iibereinstimmend durch ein

Symbol wie

bezeichnen, da ja dann in beiden die Compositionsregel genau
dieselbe ist.

Wenn nun

(4) a, ax ,
a2 ,

. .
., au-i

ein System conjugirter Pole der Gruppe G- ist, so ist

(5) f(x) = (x a)(x a 1)... (x au-i)

eine ganze Function ft
ten

Grades, deren Wurzeln jene conjugirten

Pole sind. Diese Function /(#) hat folgende Eigenschaft:

Nehmen wir irgend eine Substitution der Gruppe G

so sind die Wurzeln der Function

(6) O^ + S

die Grossen ^-^a), -i^~
l
(a l ),

. . ., il&amp;gt;-

l

(aiU -i). Diese aber stim-

men, von der Reihenfolge abgesehen, nach . 52, 5. mit den

Grossen a, a1? a2 ,
. . ., a_i iiberein, und folglich konnen sich die

Gleichungen (5) uncl- (6) nur durch einen constanten Factor

unterscheiden. Wenn wir also

(7) s.

setzen, so bleibt diese Form /, von einem constanten Factor ab-

gesehen, ungeandert, wenn auf (xl ^
#2 ) irgend eine Substitution

der Gruppe G angewandt wird.

Nach der Definition . 40, 2. ist also / (x1 ,
x2 ) eine In-

variante der Gruppe 6r, und wir haben den Satz:
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1. Jedem Systeme conjugirter Pole der Gruppe G
entspricht eine invariante Form, der en Grad
gleich der Anzahl der Pole des Systemes 1st, und
cleren Wurzeln eben diese Pole sind.

Wir bezeichnen mit /i, /2 ,
. . . die zu den verschiedenen

Systemen conjugirter Pole gehorigen invarianten Formen, die

von den Graden p, ^ ,
. . . sind und die wir die Grundformen

der Gruppe nennen wollen.

1st dann F (x, x.2 ) irgend eine invariante Form der

Gruppe G und / (#, y) eine Grundform, und hat F (x, 1) =
mit f (x, 1)

= eine gemeinsame Wurzel, so miissen alle Wur
zeln von / = zugleich Wurzeln von F = sein. Denn
nack Voraussetzung haben die beiclen Functionen F (x, 1) und

F [ty (a?), 1] dieselben Wurzeln. Wenn also F (a, 1) = ist,

so ist auch F [# (), 1]
= F (aj, 1)

= 0. Wir haben also den

folgenden Satz:

2. Hat eine zu G gehorige invariante Form
mit einer der Grundformen /(#i, #2) einen Theiler

gemein, so ist F(x^x2) durch f (x\, x.2) theilbar.

Ist F (xi, x9 ) eine invariante Form der Gruppe 6r, und J

eine Wurzel der Gleichung F (x, 1)
= 0, so sind auch, wenn

ty die Elemente der Gruppe G durchlauft, die sammtlichen

n Grossen t/ (|) Wurzeln derselben Gleichung. Wenn also der

Grad von F niedriger ist, als der Grad der Gruppe, so konnen

diese Grossen nicht alle von einander verschieden sein, und es

folgt fiir irgend zwei von einander verschiedene Substitutionen

X, ^ von G
x (I)

= * (6)
oder

S = r-1
*(l)J

d. h. | muss unter den Polen der Gruppe G vorkomnien, und

es ist also F nach dem Satze 2. durch eine der Grundformen

theilbar. Da wir auf den Quotienten der Division dieselbe Schluss-

weise anwenden konnen, so folgt:

3. Eine invariante Form F der Gruppe G, deren
Grad niedriger ist, als der Grad der Gruppe,
ist, von einem constanten Factor abgesehen, ein

Product von Potenzen der Grundformen.
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Es 1st hierbei immer angenommen ,
dass die Coefficienten

von F (xl ,
#2) nicht alle gleich Null sind. Wir konnen also,

wenn wir von dieser Voraussetzung absehen, den Satz 3. auch

so aussprechen:

4. 1st F(#i,#2) e ine invariante Form der Gruppe G
von niedrigerem Grade als 6r, die sich nicht als

Product aus den Grundformen darstellen lasst,

so muss F (xl ^
x2 ) identisch verschwinden.



Achter Abschnitt.

Die P o 1 y e d e r g r u p p e n.

55.

Die cyklischen Gruppen und die Diedergruppen.

Wir gehen nun dazu iiber, die allgemeinen Principien zur

wirklichen Bildung der verschiedenen Polyedergruppen anzu-

wenden, zunachst also zu zeigen, dass die in . 52 als moglich
erkannten Arten dieser Gruppen alle existiren.

Bei den cyklischen Gruppen H ten Grades haben wir nur zwei

Systeme conjugirter Pole, deren jedes nur einen (n l)fachen
Pol enthalt. Diese beiden Pole miissen also die gemeinsamen
Pole aller Substitutionen der Gruppe sein und konnen nach

. 51, 2. als und x angenommen werden. Wir haben dann

nur die beiden linearen Grundformen

(1) A=Xl, /,=*,.
Alle Substitutionen der Gruppe sincl multiplicativ, und der

Multiplicator muss eine nte Einheitswurzel sein. Sie miissen also

die Form haben:

(2) x, sx, e-x, . . ., en l
x,

wenn eine primitive nie Einheitswurzel 1st.

Wir erhalten also in der That fur jedes n eine cyklische

Gruppe, die wir mit Cn bezeichnen wollen:

c
&quot;

==
Vo,i&amp;gt;

r ~ o,i....,-i,

oder mit der Determinante 1 geschrieben:

(4) C. =
(;

V r

_,ir)-
Weber, Algebra. II. -\\
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Bei der Diedergruppe vom Grade n = 2 m, die wir mit Dm

bezeichnen wollen, haben wir nach dem vorigen Paragraphen
zwei Systeme von je m conjugirten zweizahligen Polen und ein

System von zwei conjugirten w-zahligen Polen. Die letzteren

miissen also nach dem Satze . 53 die Pole einer Substitution

sein. Wenn wir sie mit und GO zusammenfallen lassen, so er-

halten wir die Grundform zweiten Grades:

Dies kann aber nur dann eine invariante Form der Gruppe

sein, wenn alle Substitutionen in einer der beiden Formen

/, 0\ /O, ft\

Vo, *)i W, o;

enthalten sind, und hierin miissen a : 8 und ft : y mie Einheits-

wurzeln sein. Wir bekommen also die Substitutionen der Gruppe,
wenn eine primitive mie Einheitswurzel ist:

m ~~ 1
#, ex, ex, . . ., s

1 2

d. h.

^^^ 7)^ =

oder, mit der Determinante -(- 1 dargestellt:

-&quot; 1.......

Man sieht sofort, dass diese Substitutionen wirklich eine

Gruppe bilden.

Ausser und x haben wir hier noch die aus den Glei-

chungen
s h

x =
X

hervorgehenden Pole i 1/2/i
,
aus denen man noch die beiden

Grundformen m ten Grades

(7) /a
= a?* + ^-, /3 =f ^ -

a?
erhalt.

Hieraus ersieht man, dass die Diedergruppen und die cykli-

schen Gruppen ganz von einander verschieden sind, da ihre

Grundformen verschiedene Grade haben.
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Durch Transformation mittelst der Substitution

/ - \
e^

--
Vo, e V

geht die Diedergruppe Dm in

o

oder in

X,

*\ \ / 0, e^-

. r-/ 1 v-e- 1

^, o

1

iiber, und die Grundformen fur diese Darstellung sind:

Die Diedergruppe Dm enthalt als Theiler die cyklische

Gruppe (7m ,
und zwar ist Cm ein Normaltheiler von Dm .

Durch Transformation mit irgend einer multiplicativen Sub

stitution

(,
o\

VO, 8)

andert sich Cm nicht, wahrend die nicht in Cm enthaltenen Sub-

stitutionen von Dm ihre Form andern; denn es ist:

/d, 0\ /, 0\
(a.

0\
_ . /, OX

Vo, ; Vo. U Vo, ?yi

--
Vo. i/

/8,0\ /O, A /,6\ /0,*V
Vo, *) Vi,o; Vo, a)

~-
\^ o /

Abgesehen von einer solohen multiplicativen Substitution ist

aber die Gruppe Dm durch die clarin enthaltene Gruppe Cm
vollkommen bestimmt. Denn setzen wir

worn

gesetzt ist, so muss, da Cm Normaltheiler von Dm sein muss,

9 Cm = Cm y sein, d. b. es muss sich zu jedem Exponenten r

ein Exponent s, und umgekehrt, bestimmen lassen, so dass

, /3

14*

\ A . 0\ /*, 0\ /,
} Vo. U

-

Vo, l) U
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der

Waren
/3
und y = 0, so ware 9 selbst von der Form 8 x^

und eine 2w te
Einheitswurzel, und Z)wl ware also eine cyklische

Gruppe und keine Diedergruppe. 1st aber
/3

oder y von Null

verschieden, so folgt 8 s = 8~ r und a = # = 0, also

*=
was durch eine multiplicative Transformation auf die Form

(
)
gebracbt werden kann.

Unter den Diedergruppen ist die Gruppe D2 besonders

hervorzuheben, in der drei Systeme von je zwei zweizabligen

Polen vorhanden sind. Sie besteht aus den vier Substitutionen

und wird die Vierergruppe genaim t.

. 56.

Die Tetrae dergruppe.

Bei der Tetraedergruppe haben wir nach . 52, III. ein

System von sechs conjugirten zweizahligen Polen. Wir konnen

also nach . 53 annehmen, dass in der Gruppe die beiden Sub

stitutionen ..

x

vorkommen, und folglich auch

Die beiden Substitutionen ty und ^ geben die Pole 1

und i, und diese miissen, da ^ und 4\ vom 2 ten Grade sind

und in G iiherhaupt nur zwei- oder dreizahlige Pole vorkommen,

zu den zweizahligen gehoren (. 52, 3.). Die Substitution (x)

giebt die zweizahligen Pole 0, co . Demnach lautet die Gleicbung,

von der die zweizahligen Pole abhangen, x(x^ 1)
= und wir

erhalten die erste Grundform 6 ten Grades:

(1) / (x^ x,
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Urn die iibrigen Substitutionen der Gruppe zu nnden, be-

merken wir, dass wir nach dem Theorem . 53, 2.. wenn wir 4; 1

fiir a, a und 0, fiir
ft,
V nehmen, auf die Existenz einer Sub

stitution i in G- schliessen konnen, die den Bedingungen geniigt

und dass also die Form haben muss:

wo A ein constanter Factor ist.

Wenn wir in % die sechs conjugirten Pole 0, oo, -\- 1. 1,

4- , einsetzen, so miissen wir dieselben Werthe in einer

anderen Reihenfolge erhalten (. 52, 5.). Diese Werthe sind aber

A, A, x
, 0, A ?

,
A V.

Es muss also A = 1 oder = i sein. Der Werth 1

ist nicht zulassig, weil sonst

und also + i die Pole von ^ oder von 0% waren, wahrend sie

doch nur zweizahlig und die Pole von 04 sind. Es muss also

/. = + sein, und wir konnen ohne Beschrankung der All-

gemeinheit das obere Zeichen nehmen, denn das untere Zeichen

entspricht dann der Substitution 2- Es ist daher

Daraus erhalt man

und es ergeben sich die 12 Substitutionen:

1, , ^, ^

(3) fr L ^Z, ^%
tf, Tf, ^i\ ^i\

oder

Dass diese Substitutionen wirklich eine Gruppe. die Tetra

edergruppe, bilden, von der (9, fa % die erzeugenden Elemente

sind, ergiebt sich aus

(5) %=



214 Achter Abschnitt. . 56.

die sich mit Riicksicht auf 2 ^ 2 = #
3 = 1 aus den drei

Relationen

ableiten lassen.

Aus (5) geht noch hervor, dass die Vierergruppe

(6) 1, 0,^,0^
ein Normaltheiler der Tetraedergruppe ist.

Die Substitutionen der Tetraedergruppe konnen in jeder der

beiden Formen
;
-^

u @ v
,

v

ii&amp;gt;v%i

A = 0, 1, 2, ft
= 0, 1, v = 0, 1

dargestellt werden.

Um die zu den dreizahligen Polen gehorigen beiden Grund-
formen vierter Ordnung d^, 3&amp;gt;2 zu erhalten, kann man entweder

aus (5) die noch fehlenden Pole berechnen, oder man kann so

verfahren :

Da die Grundformen 1? 3&amp;gt;.2 die Substitutionen und ^
gestatten miissen und nicht durch xl und x2 theilbar sein konnen,
so konnen sie nur von folgender Form sein:

^i = x
\ + mi x\

xi + ^
2
4

2
= x} + m2 x^xl -\- x%,

worin m1? W2 noch zu bestimmende Constanten sind. Bildet man
aber die Hesse sche Covariante von O

x ,
so erhalt man nach

. 40, 4. eine Invariante der Gruppe:

^ [|-^ ^r fa ?
1

Y1= 2w
i (-^i

4+ x?12 L 8 #! S ^
2 \S i 8 aJg/ J

Diese Form kann, da keine anderen Grundformen vierter

Ordnung existiren, nur entweder mit 3&amp;gt;

x oder mit &amp;lt;P2 iiberein-

stimmen (von einem constanten Factor abgesehen). Es muss also

12 - ml-.--* = m^ oder m2
2 mL

sein. Die erste Annahme giebt aber ml
= + 2. Dann ware

3

ein Quadrat, was nicht sein kann. Es bleibt also nur:

Wj
2

-f- 2 mj m2
= 12,

und ebenso aus &amp;gt;

2 :

m
2

2

-f- 2^ ?% = 12,

also _
m

t
= tws

= 2 V 3,
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und die beiden Grundformen werden:

0, = x* 2 V 3 x*x* + x.}.

Zwischen den drei Grundformen/,^,^ kann man eine

Relation herleiten, wenn man x^ x.2 eliminirt. Man findet aus (7)

und aus (1)

2 (x* + x{) =&amp;lt;*&amp;gt;!+ ?

4 V 3 x? X{ = #1 O
2 ,

woraus man leicht berechnet

(8) 12 V^3 / 2 = 0} &amp;lt;D|.

Die Substitutionen 6), ^, % erlialten, wenn sie mit der Deter-

mmante 1 dargestellt werden, den Ausdruck:

li li
/, , OX /0,.\ 2

\0,-iJ \i, 0) I i+i 1+*

woraus nach den im . 50 aufgestellten Bedingungen folgt, dass

die entsprechende Gruppe orthogonaler ternarer Substitutionen

reell ist.

Wendet man die Substitutionen (9) mit der Determinate 1

auf die Grundform / (Xi ,
x.2 ) an

,
so ergiebt eine sehr einfache

Rechnung, dass die Grundform / eine absolute Invariante

der binaren Gruppe G ist.

Dieselbe Eigenschaft hat auch die Hesse sche Determinate

von /:

H= -
[/&quot;(^^i)/&quot;(^^) -r(%.*]

die niclits Anderes ist, als das Product der beiden Functionen

O 1? 2 ;
walirend die Functionen ^ und ^2 selbst bei der dritten

der Substitutionen (9) eine dritte Einheitswurzel als Factor

annehmen.
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57.

Die Octaedergruppe.

Bei der Octaedergruppe kommt ein System von sechs con-

jugirten vierzahligen Polen vor. Wir haben demnach eine Sub
stitution 4 ten

Grades, deren Periode

1, 0, 2, 03, 0+ = l

ein Paar dieser conjugirten vierzahligen Pole giebt. Nach .53, 1.

konnen wir in der Gruppe die Substitutionen annehmen:

(1) (x)
= ix, *(*)&quot;=!

oc

und es ist

(2) ^ 2 =1, 0^ = ^0\ 2^_^&amp;lt;S)2 5
03 Q = q0 t

Die zu dem Systeme der vierzahligen Pole gehorige Grand-
form 6 ten Grades muss bis auf einen constanten Factor unge-
andert bleiben durch die Substitutionen und ^, und sie muss
ausserdem den Factor xl x.2 enthalten, also von einer der beiden

Formen sein

X1 X2 (X} X$), X1 X.2 (X*+ X$).

Es ist gleichgiiltig ,
welche der beiden Annahmen wir ver-

folgen, da die eine durch die Substitution ix2 far rz?2 ,
was dem

Uebergange zu einer transformirten Gruppe entspricht, in die

andere iibergeht. Nehmen wir

(3) / (^, x2 )
= x, x, (a* x})

als Grundform G ten Grades an, so sind die sechs vierzahligen Pole

(4) 0, oo, 1, 1, :,
-i.

Es muss nun nach . 53, 2. in G- eine Substitution % geben,
so dass

*(-l) = 0, Z (+l)= oo

ist, und wenn man den constanten Factor wie bei der Tetraeder-

gruppe bestimmt [. 56, (2)], so findet sich

Hieraus erhalten wir
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und die Relationen

(6) % = 7}4 \
*
l = l ^ @*z = 7*Q

tyl = l^\ ^2&quot;
=

2--&amp;gt;

Diese Relationen in Verbindung mit (2) zeigen, dass die

Substitutionen

(7) yj ^ ,
A = 0, 1, 2

; ^ = 0, 1
;

v = 0, 1, 2, 3

in der That eine Gruppe bilden, well man mit ihrer Hiilfe jede

Substitution der Form
;
^

&quot; v
, 2

;
-^

u
&amp;gt;,

und folglich durch Wiederholung auch jede Substitution

y^.^U QV ^. ^U&amp;gt;
@V&amp;gt;

in die Form (7) bringen kann. Die Gruppe kann explicite in

der Form

(8) i*x, ,
f&quot;

Jj=^, v, r = 0, 1, 2, 3

dargestellt werden und 1st vom 24 sten Grade. Es ist die Octaeder

gruppe.
Die Gruppe hat einen Normaltheiler 12 ten

Grades, den man
in der Form ^

;

-^&quot;

2v darstellen kann und der eine Tetraeder-

gruppe ist.

Die Darstellung wird in gewisser Beziehung einfacher. wenn

man an Stelle von ty ein neues Element

(9) &amp;lt;o
= 4 & =^

einfiihrt, was ebenso wie ^ von der zweiten Ordnung ist. Dann

kann die Gruppe dargestellt werden durch

l&amp;lt; G&amp;gt;\

und an Stelle der Relationen (2) und (6) treten die folgenden:

Alle diese Relationen aber ergeben sich als Folgerungen
aus den vieren:

(11) 01^ = ^2^ a, = a\ 0% = %*&*, ^i = i(o\
in Verbindung mit den die Grade ausdriickenden Formeln:

(12) x
3 = 1,

2 = 1, 04 = 1-
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Es folgt namlich zunachst aus der zweiten der Relationen (11):

ferner aus der letzten (11):

und weiter:

Wenn wir nun irgend drei Elemente #, GJ, haben, die sich

nach irgend einer Regel componiren lassen, wenn dabei % vom

dritten, eo vom zweiten, vom vierten Grade ist, so folgt aus

dem Bestehen der Relationen (11), dass die Elemente ^-ca^
v

eine Gruppe 24 sten Grades bilden, die mit der Octaedergruppe

isomorph ist. Dazu ist nur noch nachzuweisen, dass aus diesen

Voraussetzungen folgt, dass die 24 Elemente %* co
u v alle von

einander verschieden sind. Nehmen wir an, es sei

so wiirde folgen:

und nach (11):

Nun folgt aber aus (11), dass a @, co @ 2
,

CD @ 3 vom zweiten

Grade sind, und da % vom dritten Grade ist, so kann diese Be-

ziehung nur stattfinden, wenn A A durch 3, ^ ft/ durch 2 und

v v durch 4 theilbar, also %
7- = %

;/

,
o^ = oa

,

v = v
ist.

Nach der aus (10) folgenden Relation

konnen wir o aus % und zusammensetzen und daher % und

als erzeugende Substitutionen der Gruppe ansehen.

Die noch fehlenden beiden Grundformen achten und zwolften

Grades findet man sehr leicht, wenn man zunachst die Hesse sche

Covariante von / bildet.

Man erhalt so die Grundform achten Grades :

(13) W= xf + 14 x* x$ + X*,

und wenn man aus / und W die Functionaldeterminante bildet,

die ja wieder eine Covariante von / ist (Bd. I, . 59, 60), so

ergiebt sich die Grundform zwolften Grades:

(14) K = x
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Die Wurzeln von / entsprechen den sechs Octaederecken

oder den sechs Wurfelflachen; die Wurzeln von TT&quot; den acht

Octaederflachen oder Wiirfelecken, und die Wurzeln von K so-

wohl beim Octaeder als beim Wiirfel den 12 Kanten (vgl. . 48).

Wenn man die Formen W, K so darstellt:

K= (x} -\- xf)
3 36 x} x.} (x* -f- #2

4
)&amp;gt;

so liisst sich leicht die zwischen den clrei Functionen /, TF, K
bestehende identische Relation ableiten:

(15) TF3 E? = 108/\

Die Octaedergruppe enthalt, wie man sieht, die Tetraeder-

gruppe und entsteht aus ihr durch Hinzunahme der einen Sub

stitution S(x) = ix. Die Grundformen des Octaeders sind also

zugleich invariante Formen des Tetraeders. und in der That

stimmen die Formen / des Tetraeders und Octaeders mit ein-

ander genau iiberein, und es ist W = Cl^^,

# = iW + & ( 56
&amp;gt;

Mit der Determinante 1 geschrieben, lauten die beiclen er-

zeugenden Substitutionen der Octaedergruppe so:

,Vr,
o

/J- ^
=

worm 1/2 i = 1 -)- i zu setzen ist.

Durcb die Substitution S andert nun die Form / (xl ,
x.2 ).

wie die Formel (3) unmittelbar zeigt, ihr Vorzeichen. Durch

Anwendung von % werden die linearen Factoren von / folgender-

maassen verandert:

30^ , 5/2 ? ^l
I

*^2 ^ ^1 *^2 1 *^1 I

^ *^2 1 *^1
- ^ ^2

U/^ |
^ O *^l

&quot; *^^ / i \ / \ ^ ^1 ^J ^9
&quot;

-,/
. i . -, / . ? w &amp;lt;

i -2, .

/T&quot;-V2 i e V2 ^ V2 ^ 1/2 1

und daraus geht hervor, dass / (^ ,
#2 )

durch Anwendung der

Substitution ^ ungeandert bleibt, und dadurch sind die

Aenderungen der Form / durch alle anderen Octaedersubstitu-

tionen zugleich mit bestimmt.

Die Hesse sche Covariante W von / bleibt ungeandert,
wenn / in / verwandelt wird, und folglich bleibt W bei den
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Octaedersubstitutionen absolut ungeandert, wahrend K wieder

die gleichen Vorzeichenanderungen wie / erleidet.

. 58.

Die Ikosaedergruppe.

Da wir bei der Ikosaedergruppe nur ein System conjugirter

fiinfzahliger Pole haben, so konnen wir (. 53, 1.) in dieser Gruppe
die beiden Substitutionen

(1) 8(z) = sx, ,(30
= =li

annehmen, worin s eine primitive fiinfte Einheitswurzel bedeutet.

Wir nehmen hier, was freisteht, die Substitutionen ^ in der

Form 1 : x an, weil dadurch die Formeln eirifacher werden.

Die zu dem Systeme der fiinfzahligen Pole gehorige Grundform

12 ten Gra(Jes muss, da sie die Substitutionen (1) gestattet, von

der Form sein:

(2) / fa, x,) = x
l x, (x\* + m x*x* - xy),

und es handelt sich nocli um die Bestimmung des constanten

Factors m. Die beiden anderen Grundformen sind vom 20 sten

und 30 8ten Grade. Wir konnen nun m nach dem Satze . 54, 4.

bestimmen, wenn wir eine Covariante von / (x) bilden konnen,

deren Grad niedriger als 60 ist, und die sich nicht als ein Pro

duct aus Potenzen von drei Functionen 12 ten
,
20 sten

,
30 sten Grades

darstellen lasst, die nach dem erwahnten Satze identisch Null

sein muss.

Nun lasst sich leicht eine Covariante 16 ten Grades von der

Form / bilden, wenn wir nach Bd. I, . 60 die vierte Polare der

Form / fa. x.2 ) nehmen:

12.11 .10.9 P4 faJ) =
wo li

4 + i Si fia + % Ii
2
l2

2 + % 61 II + % I2

4
,

worin

a a 4/~-

Daraus erhalten wir eine Covariante 16 ten Grades von / als
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erste Invariante cler in Bezug auf die Variablen g t , |2 biquadra-
tischen Form, namlich (Bd. I, . 64) :

(3) ul Sw-iMa + 12w W4-

Da aber eine Form 16 ten Grades sich nicht als Product von

Formen 12 ten
,
20 sten und 30 sten Grades darstellen lassen kann, so

muss diese Covariante identisch verschwinden. Nun ist hier

MO = 11.10.9.8 x{xt + 6.5.4.3 m x*x$,

M! = 4 . 11 . 10 . 9 x* + 4 . 6 . 5 . 4 . 6 m xf xj,

&amp;lt;u2
= 6 s

. 5 2 m x*x,

Us = 4 . 11 . 10 . 9 x* + 4 . 6 . 5 . 4 . 6 m x^x^,

u 4
= 11 . 10 . 9 . 8 xl xl + 6 . 5 . 4 . 3 m x.?x*,

und wenn wir daraus die Covariante (3) bilden und den Coeffi-

cienten von xf x.f gleich setzen, so ergiebt sich m = + 11.

Beide Zahlen sind hier zulassig. Die eine Annahme wird auf

die andere zuriickgefiihrt durch die Vertauschung von xl mit

x
l ,

also durch eine Transformation cler Gruppe. Wir setzen

demnach:

(4) / (x^x2 )
= xl x.2 (x? + 11 xl xl x\&amp;lt;&amp;gt;).

Die zehn noch fehlenden fiinfzahligen Pole erhalt man also

durch Aufiosung der Gleichung

x io
_]_ 11 x * _ i = o,

aus der man

-115V5_
2

findet. Setzen wir demnach

2^
co = s -\- e = 2 cos ^r- =

so dass

(6) o 2
-f- co = 1, co -\- o = 1, 1

ist, so sind die fiinfzahligen Pole ausser und x :

(7) | = ;-w. *c, = !!_!, ;. o, 1, 2, 3, 4.
CO

Nun wenden mr den Satz . 53, 2. an, nach clem, wenn a, a

zwei Pole einer Substitution sind, und b ein zu a conjugirter

Pol ist, eine Substitution i in der Gruppe existiren muss, so
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dass b = %(a), b = % (a
1

) die beiden Pole der Substitution

^1 @ ^ sind. Darin konnen wir GO und fiir a und a nehmen.

und co fiir b. Dann wircl I ein noch naher zu bestimmender

Pol | aus der Reihe (7), und fiir % erhalten wir die Form

%(x) = -
^
=

worin

zu setzen 1st.

Nun konnen wir fiir @ jede der Substitutionen h x nehmen,
wenn nur h nicht durcli 5 theilbar ist, und erhalten so die Sub

stitution

deren Pole co und | sein miissen. Nach . 51, (6) miissen also

co und | die Wurzeln der quadratischen Gleichung

wy^ 2 + (ad + /3y) rr + /3d =
sein, woraus

folgt. Aus der zweiten dieser Gleichungen ergiebt sich mittelst (8):

und da w d + /3 7 nicht verschwinden kann, weil sonst co -\- 1=
sein miisste, was nach (7) nicht moglich ist, so ist a -|- 8 = 0.

Danach erhalten wir fiir %, wenn wir der Einfachheit halber

= 1 annehmen:

Hierin ist /3, was nach (8) den Werth co | hat, noch zu

bestimmen.

Wenn wir die Substitution % als bekannt annehmen, so

konnen wir die ganze Ikosaedergruppe bilden.

Man hat namlich, wenn man r und s die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4

durchlaufen lasst, in dieser Gruppe die Substitutionen

(10) 0% ^0 , @^@ s
, 0^^@ s

,
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deren Zabl gerade 60 betragt. Dass sie alle von einander ver-

schieden sind, siebt man, wenn man sie in der Form darstellt:

=

02)

(is) e-ze-

/ + s
/3.

r
d)

(14) * = ( ,. !

von denen, da o- keine Potenz von 8 ist, ersichtlicli keine

zwei einander gleich sind.

Die Ikosaedergruppe hat, wie wir gesehen baben. 12 fiinf-

zahlige Pole. Je zwei dieser Pole sind die Pole von vier Sub

stitutionen 5 ten Grades, die mit der Identitat zusammen einen

funfgliedrigen Cyklus bilden. Folglich giebt es in der Gruppe

24 Elemente 5 ten Grades. Ebenso giebt es 20 dreizahlige Pole,

die zu 20 Substitutionen dritter Ordnung fukren, und 30 zwei-

zahlige Pole, die zu zweien die Pole von je einer Substitution

zweiter Ordnung sind, so dass es 15 Substitutionen zweiter Ord

nung giebt. Dies giebt mit der Identitat zusammen

24 + 20 + 15 -f 1 = 60.

Die Bestimmung von /3
in der Substitution i ergiebt sich

nun durch Betrachtung der Grade von (13) und (14). &quot;VYir bilden

dazu zunachst fur eine beliebige lineare Substitution S = (
j

die zweite und dritte Wiederholung :

s , = f0+ ifi b(a+ d)

=

und wenn wir von dem Falle absehen. dass b oder c ver-

schwindet, der hier nicht in Betracht komnit, so erhalten wir die

nothwendige und hinreichende Bediugung:
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fiir eine Substitution zweiter Ordnung

(15) a + d = 0,

und fiir eine Substitution dritter Ordnung

(16) a 2
-f- b c + a d + d* = 0.

Nun sind die Substitutionen (11), abgesehen von der darunter

entbaltenen identischen, von der fiinften Ordnung. Die fiinf Sub

stitutionen (12) sind von der zweiten Ordnung. Von den Sub

stitutionen (13) sind nach (15) die fiinf in der Form & r %@~ r

enthaltenen (und nur diese) von der zweiten Ordnung, und

folglich miissen noch fiinf von den Substitutionen (14) von der

zweiten Ordnung sein. Dies ist aber nach (15) nur moglich,

wenn ft eine Potenz von s ist.

Die Substitutionen dritter Ordnung miissen sich nun auf

die Formen (13) und (14) vertheilen. Fiir diese ergeben sich

nach (16) die Bedingungen:

dass (13) von der dritten Ordnung sei

(17) CO 2
(

r + s + -( + *)
1)
= 0,

und dass (14) von der dritten Ordnung sei

(18) to 2 =
ft

-&amp;lt; + &amp;gt;

/3
2 sr + s

.

Soil aber auch nur eine der beiden Bedingungen (17) oder

(18) befriedigt werden konnen, so muss

ft
= i

sein. Denn co
2

ist reell und die ganze linke Seite von (17) ist

also gleichfalls reell; folglich muss ft reell, und da es eine Potenz

von s ist, gleich 1 sein.

Soil aber (18) befriedigt werden, so darf sich die linke Seite

nicht andern, wenn man zu den conjugirt imaginaren Grossen

iibergeht; d. h. es muss

ft 5-0 + *)
/J25

r + s r=
/3&quot;

1 + *_ 0-2 g-(r + )

oder

(|8 /3-
1

) (1 /3-
1 -(* + )

|3
+

*)
=

sein, und dies ist, weil
ft eine Potenz von s ist, nur moglich,

wenn
ft
= ft~

l
,
also ft

= 1 ist.

Hiernach sind fiinf von den Substitutionen (14) von der

zweiten Ordnung, namlich r %^0 r
,
und es ergiebt sich, dass

(13) von der dritten Ordnung ist, wenn
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oder, wenn man mit -
multiplicirt, nach (5) und (6)

r + s 0_ -(r + *) _ I _ e _ -l __ 2

-i- f- 1 Cr+ -f
-( + ) 0-1=0,

eine Bedingung. die dann und nur claim erfiillt ist, wenn

r -f- s = 4; 2 (mod 5) ist.

Wenn (14) von der dritten Ordnung sein soil, so muss

nach (18) und (5)
2 o- -2

-^ 2 = 1 -( + &amp;gt; f + *

fc
-2 O- -2 O- jT-F- 0- -(r-M)

_[_ 1

sein, und diese Bedingung ist dann und nur dann befriedigt,

wenn r + s =E 4- 1 (mod 5) ist.

Hiernach erhalten wir. wie es sein muss, in (13) und (14)

gerade 10 Substitutionen zweiter und 20 Substitutionen dritter

Ordnung, und die anderen Falle bleiben also fur die funfte Ord

nung iibrig.

Fassen wir das Resultat clieser Betrachtung zusammen. so

haben wir:

Die Substitution % muss den Ausdruck haben:

und unter den 60 Substitutionen (10):

(20)
r

, ^
r

,

r
i

s
,

r x^0 s

kommen ausser der Identitat vor:

15 Substitutionen 2 ten Grades:

t^ -, ^0- r
,

r
x^0-&amp;gt;\

r = 0, 1, 2, 3, 4.

(21) 20 Substitutionen 3 ten Grades:

Q r
Z

s
,

r -f s == 2 (mod 5)
r
%ty

s
,

r 4- s == 1 (mod 5),

24 Substitutionen 5 teu Grades:

0&amp;gt; 0, %0 S
,

r + s == 1 (
m d 5)

r %4 8
,

r -f- s == 2 (mod 5).

In expliciter Form erhalt man fur die Substitutionen (20)

&amp;lt;len Ausdruck :

; **\
,

i )

Weber, Algebra. II. 15
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Um also endlich die Existenz der Ikosaedergruppe fest-

zustellen, 1st noch nachzuweisen, dass die Gesammtheit der Sub-

stitutionen (20) eine Gruppe bildet. Dies folgt aber aus den

nun abzuleitenden Compositionsgesetzen.

Zunachst ergiebt sich
(

sehr einfach aus der Bedeutung
von 6), 1^, x-

(23) ^@
Ferner erhalt man fiir jeden beliebigen Exponenten A:

oder, indem man nach (5) und (6)

(24) ii ==
f-4&quot; s-\ & = 2

setzt:

Setzen wir darin zunachst A=l, so folgt nach (24), (13), (14)

(
,

1 /
,

G9

woraus, wenn man beiderseits zur entgegengesetzten Substitution

iibergeht,

X~ 1

X = ~ lx^~ 1

folgt. Setzt man andererseits A = 2, so folgt:

-(*-&quot;
**-i\ _/ (

-

V J -rl, *-!/&quot;&quot; V 1,

worin wieder durch l ersetzt werden kann. Man hat daher

die Compositionsformeln :

(25) %
1
X = 1 %^ 1

, X
2
% = @ + 2Z^ 2

-

Durch Anwendung der Formeln (23) und (25) kann man
nun je zwei der Substitutionen (20) componiren und gelangt

immer wieder auf eine Substitution von der Form (20), wodurch
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die Gruppennatur nachgewiesen und die Ikosaedergruppe ge-

bildet ist.

Aus der ersten Forinel (25) ergiebt sich noch

woraus man schliesst, dass ^ aus % und & abgeleitet werden

kann, dass also % und @ allein schon als erzeugende Sub-
stitutionen der Ikosaedergruppe betrachtet werden

konnen.

Wollen wir die Substitution % mit der Determinante 1 dar-

stellen, so beachten wir die Relation

_ fa- _ 1 = w _ 2 ==
(&amp;gt;

2 - 2
)2,

und erhalten, wenn wir noch s -j- e~ l fiir o einsetzen:

II
1

c2_
-1

-59.

Die Theiler der Ikosaedergruppe.

Die Theiler der Ikosaedergruppe mlissen unter den niedri-

geren Polyedergruppen gesucht werden. Darunter finden sich

zunachst die cyklischen Gruppen (7n ,
deren jede aus der Periode

einer der Ikosaedersubstitutionen besteht. Die Abzahlung der

Anzahl dieser Gruppen ergiebt sich sofort aus der Zusammen-

stellung der Substitutionen nach ihren Graden. wie wir sie ini

vorigen Paragraphen gegeben haben
;
namlich :

15 Gruppen C2 ,

10 CS1

6 n C-3

Es sind ferner in der Ikosaedergruppe Dieclergruppen

D2 ,
D3 ,

D-3 enthalten, als deren Reprasentanten wir folgende

aufstellen :

A : 1, 1&amp;gt;, L ^X-

D, : 1, i\ 0-2 1, 4&amp;gt;K 4&amp;lt;

2
, -^i&,

A :
0&amp;gt;; ^ \ r = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

15*
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Die Anzahl der Diedergruppen erhalten wir daraus, dass die

Diedergruppe durch die in ihr enthaltene cyklische Gruppe voll-

standig bestimmt ist (. 55). Bei der Vierergruppe ist aber

noch zu beachten, dass man dieselbe Gruppe erhalt, wenn man
von ^, von % oder von ty % ausgeht, und dass also die direct

erhaltene Zahl durch 3 zu dividiren ist. Die Anzalil der J)z ist

also 5, die der D3 ist 10 und die der Db ist C.

Von besonderer Wichtigkeit sind aber die in der Ikosaeder-

gruppe entbaltenen Tetraedergruppen. Wir wollen eine von

ihnen, die wir mit Q bezeiclmen. bestimmen.

Die Tetraedergruppe muss (uach . 56) eine Vierergruppe D2

entbalten. Wir gehen von einer solchen Gruppe D2 aus und

wahlen dazu

1, ^ %, *l&amp;gt;%.

Es muss nun welter in Q eine Substitution dritter Ordnung
vorkommen. Diese konnen wir in einer der beiden Formen

r
%

8 oder r
%ty

s annebmen. Da beide Annabmen zu dem-

selben Resultate fiihren, wahlen wir als Substitution dritter

Ordnung

&amp;lt;p

= r%*, r -f s = 2 (mod 5) [. 58, (21)].

Von den Zahlen r, s kann aber keine ^ sein, weil sonst

entweder %cp oder cp % eine Potenz von @, also vom 5 ten Grade

ware, wahrend doch in Q kein Element 5 ten Grades vorkommen
kann.

Wir bilden ferner nacb . 58, (23), (25):

wodurch aus dem oben angefiihrten Grunde im ersten Falle

r = -
s, im zweiten r ^ s ausgescblossen ist, und im ersten

Falle 2 r -|- s = + 1
,
im zweiten 2r + s^^2 gefordert

wird. Danach bleiben die vier moglichen Falle

r = + 1, s = 2, r = 2, s = l (mod 5)

iibrig.

Wenn von den so bestimmten vier Substitutionen dritter

Ordnung eine in Q vorkommt. so kommen aucb die drei anderen

vor. Denn setzen wir

(1) y ^@ 2
,

so ergiebt sicb nach . 58, (23), (25):

(2) &amp;lt;p~i
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Bildet man ausserdem noch cpfy. &amp;lt;p~

l
4 , &amp;lt;p%ty, Z^P&quot;

1 ^
so folgt:

y fy = 0^0-2, qp-
1 ^ = 0- 2

i^0, y%4 = 0-i 2^0- ,

iy-^V = 02 j 4, 0-i,

woraus man sieht, class man zu keinem ancleren Resultate kom-

men wiirde, wenn man die Substitution clritter Ordnung, von

der man ausgeht. in der zweiten Form @ r
%ty

s annehmen
wollte. Die ganze Gruppe Q ist also durch die angenommene
Vierergruppe D2 vollig bestimmt. und man erhalt sie in der Form

1 ^

qp
= Z 02, &amp;lt;p

z/&amp;gt;

== 9 x # 2
,

cp-i =r 0-2 2 0-i, qp-i 4. 0-2 ^ ^

(3) I I *

^-l J = 02 J ^ 0-1, &amp;lt;p-l ^ ^ = 0^ 0.

Man kann diese Gruppe aus den Substitutionen qp, i^, ^ als

den Erzeugenden ableiten und sie in die Form setzen:

Dass dadurch wirklich eine Tetraedergruppe dargestellt ist,

ergiebt sich aus den Zusammensetztingen, die man mittelst

. 58, (23), (25) leicht aus (1) findet:

cp
= y i it-,

Da in der Tetraedergruppe fiinf Vierergruppen Z&amp;gt;2 enthalten

sind, so hat die Ikosaedergruppe fiinf Tetraedergruppen zu

Theilern. Diese konnen wir aus Q durch Transformation mittelst

der Potenzen von ableiten und erhalten sie in der Form

0- r Q r = 0. 1, 2, 3, 4.

Diese Gruppen haben, ausser der Identitat, kerne Substitution

mit einander gemein. Denn die beiclen Gruppen Q und 0- 1 Q
haben ausser der Identitat nur die beiclen Elemente

mit einander gemein, und von diesen kommt keines in Q 0- 1 vor.

Daraus ergiebt sich nun nach clem Satze 2. in . 28, dass

die Ikosaedergruppe isomorph ist mit einer Permutationsgruppe
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Grades von fiinf Ziffern. Diese Permutationsgruppe ergiebt

sich, wenn wir mit den Nebengruppen

ft Q, Q^ Q\ Q

die sammtlichen Elemente 6 der Ikosaedergruppe verbinden, also

bilden, und die dadurch bewirkte Permutation dieser Neben

gruppen untersuchen. Fiir die erzeugenden Substitutionen der

Ikosaedergruppe (5 = 0, i/^, % erhalten wir so die Permutationen

(1, 0,
2

, \
4
)

(5 =
/ft

ft Q^
ft

Letzteres findet man aus den Formeln (1) und (2), wonach

Man sieht, dass diese Permutationen alle zur ersten Art

gehoren, und dass also die Permutationsgruppe, um die es sich

handelt, keine andere als die alternirende Gruppe von fiinf

Ziffern (Bd. I, . 177) sein kann. Daraus ergiebt sich auch, dass

die Ikosaedergruppe einfach ist, und folglich mit der Gruppe
ubereinstimmt

,
die wir schon in . 34 vorlaufig als Ikosaeder

gruppe bezeichnet haben.

. 60.

Die. Grundformen der Ikosaedergruppe.

Wir haben oben die eine der drei Grundformen der Ikosaeder

gruppe / gefunden :

(1) f^x l x,(x^ + Uxlx^-x^).
Es fehlen uns also noch zwei dieser Formen, eine vom

20 sten und eine vom 30 sten Grade.

Die Grundform 20 sten Grades ergiebt sich als die Hesse sche

Covariante von /. Wir setzen sie

(2) S =
[/&quot;(*!- l) /&quot;(*!.*.) -/&quot;( I.*.) ],
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und finden durch einfache Rechnimg:

(3) H= (xf+ xf) + 228 Of xl x\* xf) 494 a x\.

Die Grundform 30 sten Grades konnen wir als die Functional-

determinante von H und / definiren. Setzen wir

(4) T = 1 [/ (*,) H fe) - / (*,) H (*,)],

so findet sich

(5) T= Of + xf) + 522 (xf xl x? xf)
10005 Of x\ + xf x\

Q
).

Auch zwischen diesen drei Forrnen besteht eine identische

Relation. Um sie zu finden, setzen wir

) - /y10 __ /ylO I. -
/y&amp;gt;5 ^.5

l &quot;&quot;f
i (* &quot;&quot;*! &quot;U i

und erhalten, wenn wir bei T den Factor x\ -\- x\
Q heraus-

nehmen und dann T2 bilden:

/5 = ^(A+H^)5,
H = AS -f 228 Aft 496 ^ 2

,

J2 (^2 ^_ 4^2) (^2 + 522 A|u 10004 ^2)2.

Daraus erhalt man durch die nunierische Berechnung

(6) T2 + H*= 1728/s,

was die gesuchte Relation ist.

Da die Ikosaedergruppe, wie wir gesehen haben, einfach

ist, so kann sie nach . 40 keine relativen Invarianten haben.

Daraus ergiebt sich, dass die Ikosaederformen /, fi, T absolut

ungeandert bleiben, wrenn man sie den mit der Determinante 1

dargestellten binaren Ikosaedersubstitutionen unterwirft. Das-

selbe lasst sich aber auch, ohne jene allgemeinen Satze zu be-

nutzen, in folgender Weise direct nachweisen.

Die Relation (6) lasst sich in der Form darstellen:

T 2 72 3

(T)
j;
+

jr
= 1728,

und die beiden Quotienten T2
: / 5

,
H* : / 5 konnen wir als Func-

tionen der einen Veranderlichen x = xl : X2 auffassen. Wenden
wir auf diese Variable eine Substitution der Ikosaedergruppe an,

so andern sich diese beiden Quotienten nur um constants Fac-

toren d. h. wenn wir

f-,
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setzen und mit Ji, 7c zwei Constanten bezeichnen, so ist

vorausgesetzt, dass f C\ eine der Ikosaedersubstitutionen ist.

Da nun aber y sowohl als x eine unabhangige Variable ist, so

besteht nach (7) die Identitat

(x) + V(x) = h&(x) + kW(x) = 1728,

und da 3&amp;gt; und *&quot; nicht in constantem Verhaltnisse stehen, so

muss h = k = 1 sein, d. h. die Quotienten d&amp;gt; und W bleiben

bei den Ikosaedersubstitutionen absolut ungeandert.
Daraus ergiebt sich weiter, dass/, H, T bei den homo-

genen Ikosaedersubstitutionen mit der Determinants 1

absolut ungeandert bleiben.

Denn wenn / durch eine solche Substitution in c/ iibergeht,

so gehen H und T in c- H und c 3 T iiber [nach (2) und (4)], und
die Quotienten CD und W in c CD und c *P*. Da andererseits d&amp;gt;

und W ungeandert bleiben, so ist c = 1.

Setzen wir *P (x)
= s, so wird &amp;lt;& (x)

= 1728 #, und wir

erhalten aus (8) die beiden Gleichungen:

(9) ^3 _ gfi g o,

(10) Ta (1728 ^)/5 = 0,

von denen wegen der Identitat (6) die eine aus der anderen

folgt, so dass es eigentlich nur zwei verschiedene Formen fiir

eine und dieselbe Gleichung sind. Betrachten wir nun darin s

als gegeben, so baben wir eine Gleichung 60 8ten Grades fiir .r,

die die Ikosaedergleichung heisst.

Auf die Eigenschaften dieser Gleichung und ihre Beziehung
zu der allgemeinen Gleichung 5 ten Grades kommen wir in einem

spateren Abschnitte zuriick.

. 61.

Die Invarianten des Ikosaeders.

Durch die Grundformen der Polyedergruppen, die wir bisher

kennen gelernt haben, ist, wie wir jetzt beweisen konnen, das

Gebiet der Invarianten der betreffenden Gruppen erschopft. Wir
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beschranken uns bei diesem Beweise auf die Betrachtung der

Ikosaedergruppe, da fiir die anderen Gruppen ganz ahnliche

Schliisse zu machen sind, die wir dem Leser iiberlassen konnen.

Der Umstand, dass bei der Tetraeder- und Octaedergruppe neben

den absoluten auch relative Invarianten vorkommen, wahrend die

Ikosaedergruppe als einfache Gruppe nur absolute Invarianten

hat, ist bierbei von keinem wesentlichen Einflusse.

Wir beweisen also, class alle Invarianten der Ikosaeder

gruppe sich als ganze rationale Functionen der drei Formen

/, H, T darstellen lassen.

Dazu fiihrt uns folgende Scblusskette :

1. Keine zwei der Ikosaederformen /, 7/, T haben
einen gemeinschaftlichen Theiler.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition clieser Functionen,

wonach die Gleicbungen / = 0, H= 0, T = die fiinfzahligen,

dreizahligen und zweizaliligen Pole liefern, die alle von einander

verscbieden sind.

2. Eine Doppelwurzel der Ikosaedergleichung

(1) H* zf* =
ist notbwendig eine Wurzel von/, H oder T, und
kann also nur fiir einen der Werthe 2 = 0, oo, 1728

eintreten.

Wenn namlich (1) eine Doppelwurzel hat, so miissen mit

der Function zugieich die erste Ableitung, oder, wenn man die

homogene Form anwendet, nach der Euler schen Theorie [Bd. I,

. 17, (5)] die beiden Ableitungen nach x und x.2 zugieich ver-

schwinden, also

folglich bleiben, da H und / nach 1. nicht zugieich verschwinden,
nur drei Mogiichkeiten : entweder H=

,
z =

,
oder / = 0,

z = X oder endlich

d. h. T= 0, z = 1728 [. 60, (4)]. Hieran schliesst sich auch

der evidente Satz:
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3. Wenn J (x^ #2) irgend eine invariante Form der

Ikosaedergruppe 1st, und eine ihrer Wurzeln,
so dass

J&quot;(, I)
= ist, so sind auch alle die

Gross en Wurzeln von J, die aus durch die

geb roc he n en Ikosaedersubstitutionen hervor-

g e h e n.

Wenn daher J mit einer der Functionen /, H, T einen Theiler

gemein hat, so ist J durch die betreffende Form theilbar.

Wir denken uns nun zunachst aus J moglichst hohe Po-

tenzen der drei Grundformen /, H, T weggehoben, so dass J zu

diesen Functionen theilerfremd ist. Ist dann eine Wurzel

von 7, so konnen wir
17

so bestimmen
,
dass eine Wurzel der

Form
= H* 77/5

ist, und ist dann nach 2. eine einfache Wurzel von @. Es

miissen dann auch nach 3. alle iibrigen Wurzeln von zugleich
Wr

urzeln von J sein, d. h. J ist durch & theilbar. Der Quotient

ist wieder eine invariante Form des Ikosaeders, und der Schluss

lasst sich wiederholen. Wir kommen so zu dem Satze:

4. Jede Invariante des Ikosaeders lasst sich in der

Form darstellen:

(2) J (X, x,) = C/ H? Ty F (H3, /*),

worin w, /3, y nicht negative ganze Zahlen, C eine

Constante und F eine ganze homogene Function
b e d e u t e n.

. 62.

Polyedergruppen der zweiten Art. Krystallographische

Gruppen.

Wir haben schon im .51 auf Gruppen linearer ternarer

Substitutionen aufmerksam gemacht, die ausser den eigentlichen

auch uneigentlich orthogonale Substitutionen enthalten, und die

wir Gruppen der zweiten Art nennen.

Wir wollen die endlichen unter ihnen jetzt als Polyeder

gruppen der zweiten Art oder auch als erweiterte Polyeder

gruppen, und die darin enthaltenen Substitutionen mit der
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Determinants 1 als Substitutionen der zweiten Art
bezeichnen.

Nach den Resultaten des . 50 sind diese Gruppen isomorph
mit den Gruppen binarer linearer Substitutionen mit der Deter-

minante -|- 1 und 1, wahrend bei den gebrochenen Substitu

tionen, die uns auf die Polyedergruppen gefiihrt haben, die beiclen

Arten nicht unterscheidbar sind.

Die endlichen Gruppen der zweiten Art sind, abgesehen von

ihrem allgerneinen gruppentheoretischen Interesse, wichtig wegen
ihrer Anwendung in der Krystallographie. Ihre vollstandige Be-

stimmung bietet jetzt keine wesentlichen ISchwierigkeiten mehr.

Wir verstehen unter Substitutionen schlechtweg binare lineare

Substitutionen mit der Determinante + 1
,
und erinnern daran,

dass zwei solche Substitutionen, deren Coefficienten sich nur

durch das gemeinschaftliche Vorzeichen unterscheiden, wie

/, fi\ /-, ft\

\/7 \ ^ /

als nicht verschieden gelten (. 49).

Da eine Gruppe linearer Substitutionen die identische Sub

stitution enthalt, die von der Determinante -)- 1 ist, so miissen

in jeder Gruppe Q der zweiten Art neben den uneigentlicben

auch eigentliche Substitutionen vorkommen, und diese eigent-

lichen Substitutionen bilden fiir sich eine Gruppe P. Ist cp

irgend eine in Q vorkommende Substitution der zweiten Art, so

kommt jede Composition von cp mit einer Substitution aus Q
der zweiten Art in P vor, und daher konnen wir Q immer so

zerlegen :

(1) Q = P + P V .

Die Gruppe P muss eine der friiher betrachteten Polyeder

gruppen sein. Es muss cp~
l
Pcp = P sein, und P ist also ein

Normaltheiler von Q. Ist umgekehrt P eine Polyedergruppe und

cp eine Substitution zweiter Art, die der Bedingung cp~
l P cp

= P
geniigt, so ist Q = P -(- Pep eine Gruppe der zweiten Art.

Auch bier betrachten wir zwei Gruppen, die durch Trans

formation aus einander hervorgehen, als nicht wesentlich ver

schieden. Wir haben, um alle Q zu bilden, die verschiedenen

Falle durchzugehen.
I. Ist P die Einheitsgruppe ,

die wir als cyklische Gruppe
ersten Grades mit d bezeichnen, besteht also P nur aus der
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identischen Substitution, so muss
&amp;lt;p

2 = I sein, und dies ist auch

ausreichend. Wir konnen hier durch Transformation cp auf die

Form
l J bringen und erhalten als Bedingung cc

2 = 1,
\U, u /

und demnach zwei Formen der Substitution ( :

von denen der erste die Inversion, der zweite die Spiegelung
genannt wird. Uebertragt man sie nach . 50, (1) auf eine

rechtwinkelige Coordinatentransformation
,

so bedeutet 99 die

gleichzeitige Vorzeichenanderung aller drei Coordinaten, (p&quot;
die

Vertauschung von x mit x. Es ergeben sich bieraus die beiden

Gruppen der zweiten Art:

II. Es sei P eine cyklische Gruppe Cn ,
n

:&amp;gt;
1

Setzen wir

so ist nach . 55:

(4) Cn = 1, c, c 2
,

. . ., c 1- 1
,

worm

wenn nun

(5)

ist, so bilclen wir zuniichst

m , -

Diese beiden Substitutionen miissen in der Reihe (4) vor-

kommen, und es muss also /3d = 0, y = sein; also miissen

entweder /3
und y oder a und d = sein. Ist = y = 0, so

folgt aus (7), dass w von der Form fVa*
1

,
also
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sein muss, worin r eine ganze Zahl bedeutet. Je nachdem r

ungerade oder gerade angenommen wircl, erhalten wir zwei ver-

schiedene Gruppen, die sick nicht durch Transformation auf

einander zuriickfiihren lassen:

*&amp;gt;} C&quot; li 1 1*J t/n -
Tfifc

I

/&amp;lt;
- - U, 1. . . ., /&amp;lt; 1.

(beide Vorzeichen)

Wenn n gerade ist, so kommen C[ und Q beide unter Cn

vor; ist aber n ungerade, so kommt C{ in CJ, Ci in (7^ vor.

Ist sodann = 8 =
, /3 y = 1 . so konnen wir (p durch

die Transformation

P-%, \ /O, /3\ //3
1

/.,
\ /O, 1\

o, p*} U o; Vo, /j-v
= &quot;

\i, oy
1

durch die die Gruppe P iingeiindert bleibt, umformen, und er-

halten nocb eine dritte Gruppe:
/ rtih , / rrih

, c,,_(e,V 0, c
6
)

C n - -
I _ aih li I Ttih

\0, e / \ &quot;

, /

h = 0, 1, . . .. n 1.

III. Es sei P die Diedergruppe Dn . die aus den Stib-

stitutionen

(8)
A&amp;gt;
=

rf c

C

;/ci &quot;&quot;c- fr
f? =

(/o

bestebt. Die Substitution c ist vom w ten
,
die c -d sind alle voni

2 ten Grade. Es ist aber cp~
l c y vom ^ ten

Grade, und muss

daber, wenn n
&amp;gt; 2 ist, unter den Potenzen von c enthalten

sein. Folglicb sind zur Bestimmung von (p die vorigen Betrach-

tungen anwendbar, und in der Gruppe Q muss eine der Gruppen
Cni Cnj enthalten sein. Da d nicht in diesen Gruppen vor-

kommt. so ergeben sich fiir die Diedergruppen zweiter Art die

Formen

(9) Cn + Cn d, Cn + Cnd, C n + Cn d,
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von denen die beiden ersten

/ nil* \ / ?tih\

n & e* n
,

| [
-f

1 &quot;

11 J &quot;m
-

_nih i mil

\0, ( \)
h e n̂

] \(iy*+n e 2n
, /

h = 0, 1, . . ., 2w 1,

2) D&quot;^ J~&amp;gt;n
--

7tih

\0, c / \ e 2
, /

h = 0, 1, . . ., n 1

sind, wahrend die dritte Gruppe (9)

e &quot;

,
] (0,

e n

?tih I i I rtih

0, e :/ \e *,

o,

U-B^*&amp;gt; /

A = 0, 1, . . ., w 1

ergiebt, was bei geradem n mit Dn, bei ungeradem n mit Di
ubereinstimmt.

Der Fall n = 2, wo c = ( ^ .} 1st. bildet nur eine schein
\0, ^t/

bare Ausnalime, weil in diesem Falle

(10) (p
1
ccp = d oder cp

l

c(p = cd

sein kann. Verfolgt man diese Annabmen durch einfache Rech

nung, so ergeben sich noch zwei Gruppen:

1, c, d, cd, g?i, ^c, 9^, ^cd
1, c, (^,

worm

__ __
V2 V2 V2 V2

2 V2&quot;
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Es ist aber

=
(p2 dc, d qp2

=
cp.2 f/, c d qp 2

=
&amp;lt;p.2 c,

und aus diesen Formeln folgt, dass die Gruppen (11) durch

Transformation mit ^ und qp2 in D2 transformirt werden.

Bei der Bestimmung der iibrigen Polyedergruppen zweiter

Art sind die folgenden allgemeinen Bemerkungen von Nutzen.

Die Inversion j = (
.

)
ist eine Aehnlichkeitssubstitution (. 37)

\0, I/

und daher mit jeder anderen Substitution vertauschbar, und

folglich konnen wir aus jeder Polyedergruppe erster Art wenig-
stens eine Gruppe zweiter Art herleiten:

(12) P + Pj.

Um die anderen etwa noch vorhandenen Gruppen dieser Art

zu finden, erinnern wir uns, dass nach dem Sylow schen Satze

(. 29, I.)
in jeder Gruppe G eine Gruppe enthalten sein muss,

deren Grad die hochste Potenz von 2 ist, die im Grade von G
aufgeht. Die erweiterten Tetraeder-, Octaeder- und Ikosaeder-

gruppen haben aber die Grade 24, 48, 120, miissen also einen

Theiler vom Grade 8, 16, 8 enthalten.

Es sei nun T die Tetraeder-, die Octaeder- und J die

Ikosaedergruppe. In T und J ist eine Vierergruppe D.2 ent

halten, aber keine Substitution vierter Ordnung, in eine Dieder-

gruppe D4 und keine Substitution achter Ordnung, und es muss

daher unter den erweiterten Polyedergruppen eine der unter III.

betrachteten erweiterten Diedergruppen enthalten sein.

Von den erweiterten Diedergruppen entsteht aber D2 aus Z)2

durch Inversion, wahrend

X o\ /VT, o \ /, o
v

0, \)&quot; Vo, +i ViJ \0, -if Vo, + Vi

o,
- 1\ / o,

- i V7\ /o, A /o, - VI

VT, o r U o/ WT, o
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durch Composition von D2 mit

o,
- VI

[/7, o

entsteht, also

^ 2
j

2 i/ 1

ergiebt. Nun ist allgemein:

und daraus scliliesst man nach . 56, (4), dass j-
L Tj l

= T ist,

dass also aus der Tetraedergruppe zwei erweiterte Gruppen

T = T + Tj und T&quot; = T+ Tjx abgeleitet werden konnen
;

aber auch nur zwei, weil nach . 56 die Tetraedergruppe durch

eine darin enthaltene Vierergruppe vollig bestimmt ist. Denn

wenn wir statt der Erweiterung D% die Erweiterung der Vierer-

gruppe zu einer der Gruppen (11) wahlen, so erhalten wir eine

erweiterte Tetraedergruppe T
&quot;,

die durch Transformation mit

(p l
oder cp 2 in T&quot; iibergeht,

Da die Substitution

mit der Octaedergruppe . 57, (8) nicht vertauschbar ist, so lasst

sich aus der Octaedergruppe ausser durch Inversion keine weitere

Gruppe zwelter Art ableiten, und dasselbe gilt von der Ikosaeder-

gruppe. Man muss, um diese Schlussweise anzuwenden, die

Ikosaedergruppe so transformiren, dass eine der darin enthalteneri

Vierergruppen die einfachste Gestalt annimmt, was etwas weit-

laufig, aber durchaus nicht schwierig ist, und hier nicht weiter

ausgefuhrt werden soil.

Wir erhalten also noch folgende Gruppen zweiter Art:

IV. 1) T = T+ Tj, 2) T&quot; = T + Tj,.

V. = + Oj.

IV. J = J + Jj.
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Hierin sind die 32 Symmetriesysterne der Krystallographen
enthalten. Es sind die Gruppen:

Cl, d, a 1

A, #2, Di

C2 , C%, Czt Cf Z)3 , DS, 7)3

C$1 Cii CB-, Cs&quot; 1/4, Z)4

4 , CI, CI
f

A, Di

CG , Ci, T, T
,

T&quot;

0, .

Die iibrigen Polyedergruppen sind in der Krystallographie

durch das krystallograpbische Gesetz der rationalen Indices aus-

geschlossen
J

).

Vgl. Schonfliess, Krystallsysteme u. Krystallstructur. Leipzig 1891 .

Weber, Algebra. It.



Neunter Abschnitt.

Congruenzgruppen.

. 63.

Function en -Congruenzen.

Aus den linearen Substitutionen, deren Bildung und Zu-

sammensetzung wir in den friiheren Abscbnitten kennen gelernt

haben, lassen sich noch eine ganz andere Art endlicher Gruppen
ableiten, die Congruenzgruppen.

Diese Congruenzgruppen haben ein mannigfaches Interesse.

Sie stammen zunachst aus der Theorie der elliptiscben Func-

tionen, wo sie sich als Galois sche Gruppen der Modular-

gleichungen einstellen. Sie sind aber auch fur die allgemeine

Gruppentheorie von Wichtigkeit, weil sie uns ein Mittel geben,

ganze Reiben von ein fa c hen Gruppen zu bilden. Dies ist

um so bemerkenswerther
, als, wie wir im vierten Abschnitte

gesehen haben, die einfachen Gruppen, wenigstens unter den

niedrigeren Gradzahlen, sehr selten sind.

Die Theorie dieser Congruenzgruppen wird nicht nur ausser-

ordentlich verallgemeinert, sondern die herrschenden Gesetze

treten weit scharfer hervor, wenn man sich auf eine von Gauss
herriihrende Erweiterung des Congruenzbegriffes stiitzt, die seit-

dem mehrfach fur die Probleme der Gruppentheorie, besonders

von Galois, ausgebildet und angewandt worden ist 1

).

l
) Galois, ,,Sur la theorie des nombres&quot;. Bulletin des sciences math,

de Ferussac. 1830. (Vergl. die Note zu . 151 des ersten Bandes.)

Schonemann, Grundzuge einer allgemeinen Theorie der hoheren Con

gruenzen, deren Modulus eine reelle Primzahl ist. (Crelle s Journ. f.

Mathematik, Bd. 31, 1846.) Dedekind, Abriss einer Theorie der hoheren

Cougruenzen in Bezug auf einen reellen Primzahlmodulus. (Crelle s

Journ. f. Mathematik, Bd. 54, 1856.)
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Um eine Grundlage fur diese Theorie zu gewinnen, be-

trachten wir eine ganze Function einer veranderlichen Grosse t

(1) f(t) = a 1 + a, f
1

-| 1- an_! t + an ,

deren Coefficienten ganze Zahlen sein sollen. Wir wahlen ausser-

dem eine Primzahl p als Modulus, und nehmen an, a sei durch

p nicht theilbar.

Zwei ganze Functionen von
,
in denen entsprechende Coeffi

cienten nach dem Modul p congruent sind, sollen selbst nach
dem Modul p congruent genannt werden.

Die Function /(Q heisst nach dem Modul p reducibel,
wenn es zwei ganze ganzzahlige Functionen (p(t), il&amp;gt;(t) giebt, in

deren jeder wenigstens ein von t abhangiges Glied einen durch

p nicht theilbaren Coefficienten hat, so dass

(2) /(*) = 9&amp;gt;(9*()(modp)

ist. In cp (t)
und ty (t) kann man alle Glieder, deren Coefficienten

durch p theilbar sind, weglassen, und dann muss der Grad von

(p (t) ty (T) mit dem Grade von / () ubereinstiinmen. Es miissen

also die Grade von (p (t) und ty (t) niedriger als n sein. Giebt

es keine solche Functionen (p (f), ^(tf), so heisst f (t) nach dem
Modul p ir reducibel.

Eine nach dem Modul p irreducible Function ist gewiss

immer im Korper der rationalen Zahlen absolut irreducibel. Das

Umgekehrte ist aber nicht nothwendig.
So ist z. B. die Function 2 ten Grades t* E reducibel nach p,

wenn E quadratischer Rest von p ist; denn ist a 2 = E (mod p),

so ist

t- E =
(t a) (f+ a) (mod p).

Dagegen ist t- JN
7

,
wenn N Nichtrest von p ist, irreducibel,

weil sonst t- N fur ein rationales t durch p theilbar werden

miisste.

Ein anderes Beispiel bieten die Functionen

*2 + t + 1, * 3 + t + 1,

die fiir den Modul 2 irreducibel sind. Denn waren sie reducibel,

so miisste einer der Factoren linear sein, und es miisste eine

ganze Zahl geben, die, fiir f eingesetzt, diese Functionen zu

geraden Zahlen macht. Das aber ist offenbar unmoglich, da beide

Functionen fiir t = und t = 1 ungerade Zahlen sind.

16*
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Bedeutet

(3) P = &amp;lt;- + fl &amp;lt;

- + p, *&quot;- H h Pn-1 &amp;lt; + Pn

eine nach dem Modul p irreducible Function n ien
Grades, in

der wir der Einfachheit halber den Coefficienten der hochsten

Potenz t
n

gleich 1 annchmen, so lasst sich aus jeder anderen

ganzen Function F (t) mit ganzzahligen Coefficienten ein Rest

3&amp;gt;(T) ableiten, dessen Grad niedriger als n ist, indem man (nach
. 3 des ersten Bandes)

(4) F(t)=QP+9(t)
setzt. (t) hat hierin ganzzahlige Coefficienten, und wir be-

zeichnen ihre Beziehung zur Function F (t) als eine Congruenz
nach dem Modul P.

Es heissen also zwei Functionen F(t), Fl (t),
die denselben

Rest
(t) haben, congruent nach dem Modul P, was durch

die Formel
F (t)

= F1 (t) (mod P)

ausgedriickt wird. Damit ist gleichbedeutend, dass F (t) Fj_(t)

durch P theilbar ist.

Wenn zwei Functionen F(t) und Fl (t)
nicht gleichen Rest

geben, sondern zwei Reste, die nach dem Modul p congruent

sind, so heissen die Functionen .F, Fl congruent nach dem Doppel-
modul P, p, und man driickt dies durch eine Formel so aus:

(5) F (0 = ^(0 (modP.iO.

Fiir diese Art der Congruenz gilt der Satz:

1. Das Product zweier Functionen jF(), Fl (t)
kann

nicht mit Null congruent sein, wenn nicht der

eine Factor mit Null congruent ist.

Der Beweis ergiebt sich aus dem Algorithmus des grossten

gemeinschaftlichen Theilers. Ist namlich Pl
eine ganze Function

von niedrigerem Grade als P, die nicht nach dem Modul p mit Null

congruent ist, so kann man eine Reihe von eben solchen Func

tionen P2 ,
P3 ,

. . . von abnehmendem Grade, und die Quotienten

Qii Qz-&amp;gt;
- - - gleichfalls als ganze Functionen so bestimmen, dass

(c) p=ftPi + ps , PI = g2 p2 + p3 ,...,

P,_ 2
=

(?,._! Pv_! + Pv (mod p)

wird, und die Reihe dieser Gleichungen bricht ab, wenn Pv eine

Constante (ganze Zahl) geworden ist. Diese Constante Pv kann
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aber nicht = (mod p) sein
;
clenn sonst liesse sich aus (6) eine

Congruenz ableiten:

P = TPV^ (mod^),

in der T eine nicht constante Function von t ist, und P ware

nicht irreducibel nach dem Modul p.

Ist nun Q irgend eine ganze Function von
,

die der Be-

dingung
Q P, = (mod P, p)

geniigt, so folgt aus (6) durch Multiplication mit Q:

QP2 = 0, QP, = 0, . . ., QPr = (mod P, p),

also Q = 0. Und wenn wir also fur Pt ,
die Reste der Func-

tionen F (t), f\(t) setzen, so ist hiermit der Satz 1. bewiesen.

Die Reste aller Functionen F (t) nach dem Modul P sind

von der Form

(7) X = X(f) = X, + X, t H-----h Xn-l t&quot;~\

und wenn man nur die nach dem Modul p incongruenten unter

ihnen haben will, so geniigt es, die Coefficienten #
,
#1? . . . xn-i

die Reihe der Zahlen 0,1,2, ...,p l durchlaufen zu lassen.

Es giebt also p
H und nicht mehr nach den Moduln

P, p incongruente Functionen.

. 64.

Congruenzkorper.

Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fur die im vorigen

Paragraphen durchgefiihrten Betrachtungen, wenn man mit Galois

eine imaginare Zahl s einfiihrt, die der Congruenz

(1) P(e) = (modj))

geniigt. Eine ganze rationale Zahl dieser Art giebt es nicht,

sobald n &amp;gt;
1 ist, weil sonst P (t) P (s)

=
(t f) Q durch

t s theilbar. mithin P (t) = (t F) Q, und P (t) nicht irre

ducibel ware. Gleichwohl kann man
,
wie man in der gewohn-

lichen Zahlenlehre die imaginare Einheit i = V 1 einfiihrt, ein

solches Symbol s in der Rechnung benutzen. Man rechnet damit,

sofern es sich um Addition, Subtraction und Multiplication

handelt, nach den Regeln der Btichstabenrechnung ,
und kann

dabei nach Belieben die Gleichung P (t)
= benutzen. Man

kann sogar unter geradezu eiue Wurzel der Gleichung P(x)=
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im gewohnlichen Sinne verstehen. Alle Zalilen, auf die man
liierbei kommt, lassen sich auf die Form

(2) a = a + % + -

-[- an_! n~ l

bringen. Da bei der Rechnung mit solchen Zalilen der Modul p
immer festgehalten wird, so wollen wir zwei Zalilen, die nacli

dem Modul p congruent sind, geradezu als gleich bezeichnen.

Objecte der Rechnung sind dann eigentlich niclit die einzelnen

Zablen selbst, sondern die aus alien unter einander congruenten
Zahlen bestehenden Zabl class en. Diese Zalilen a werden die

Galois sch en Imaginaren genannt. Das zu einem bestimmten

s gehorige System solcher imaginarer Zahlen bezeichnen wir der&amp;lt;

Abkiirzung wegen mit ($.

Wir haben dann zunachst den Satz:

2. Es giebt p
n und nicht mehr verschiedene Zahlen

in &
Aus dem Satze 1. aber folgt noch:

3. Das Product von zwei oder mehr Zahlen aus (

ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenig-
stens einer der Factoren gleich Null ist.

Wir erhalten das vollstandige Zahlensystem (, wenn man
die rationale!! Zahlen a

, %, . . ., a,,_i in (2) je ein voiles Rest-

system nach dem Modul p durchlaufen lasst. Jedes System (

enthalt die Reste der natiirlicheri Zahlen 0, 1, . . .,p 1, und
fur n = 1 ist @ mit diesem Systeme identisch.

Ist a cine feste von Null verschiedene Zahl in (5, so durch-

lauft a | zugleich mit | das voile System (5. Denn aus 3.

folgt, dass a nur dann gleich a % sein kann, wenn | = | ist.

Daraus folgt:

4. Sind
, /3 zwei gegebene Zahlen in & und a von

Null verschieden, so giebt es eine und nur eine

Zahl y in (, die der Bedingung

f*r==0
genugt.

Damit ist auch die Operation der Division in dem Systeme ($

als erlaubt nachgewiesen. Wir bezeichnen die Zahl 7, deren

Existenz in 4. ausgesprochen ist, mit

/3
Tw oder
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Man kann das System (5 einen end lichen Korper nennen,

da es nur eine endliche Anzahl von Zahlen enthalt, die das

charakteristische Merkmal eines Korpers, namlich die unbe-

schrankte Ausfuhrbarkeit der Recbenoperationen , ausgenommen
die Division durch Null, aufweisen (Bd. I, . 139)

J

).
Wir wollen

daher ( einen Congruenzkorper nennen.

Es soil n der Grad und p der Modul des Korpers 6
heissen.

1st a eine von Null verscbiedene Zahl in 6, so durchlauft

das Product =
r\ zugleicb mit das voile Zahlensystem (.

Schliessen wir | == aus, so kommt aucb
r\
= nicht vor, und

das Product 77 aller | stimmt mit dem Producte aller 77 iiberein

und 1st von Null verschieden. Durcb Multiplication aller Glei-

cbungen =
r\ folgt aber

aP _i /I = 77,

und nach Abwerfung des gemeinsamen Factors 77 ergiebt sich

5. der Fermat scbe Satz:

(3) a*&quot;-
1 = 1.

Multiplicirt man mit a, so erhalt man diesen Satz in der Form

(4) uP
n =

,

in der er aucb nock fur = besteht. 1st von Null ver-

scbieden, so giebt es wegen (3) einen kleinsten positiven Ex-

ponenten e, fiir den

(5)
e = 1

1st, und fiir den folglick die Potenzen 1, ,

2
,

. . ., a6 1 von

einander verscbieden sind. Man sagt dann, a gekort zum Ex-

ponenten e. Dieser Exponent e niuss ein Tbeiler von pn 1

sein. Denn ist m= 1 fiir irgend einen Exponenten m, so setzen

wir m = qe-\- e\ worm q eine ganze Zakl und c &amp;lt; e ist. Dann
ist auck a 6 = 1, und folglick muss e = 0, d. k. m durck e tkeil-

bar sein. Unter diesen Exponenten m findet sich auck pn -- I.

Setzen wir also

Pn 1 == ef,

so wird /l immer dann zum Exponenten e gekoren, wrenn h

relativ prim zu e ist. Denn dann und nur dann ist h e das

kleinste positive, durck e tkeilbare Vielfacbe von 7?.

J
) Man sehe des Verfassers Abbandlung: Die allgemeinen Grundlagen

der Galois schen Gleichungstheorie. Mathematische Anualeu, Bd. 43.
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Giebt es also iiberbaupt eine zum Exponenten e gehorige
Zahl w, so giebt es so viele wie relative Primzablen zu e, die

positiv und kleiner als e sind, eine Zabl, die wir schon friiher

mit cp(e) bezeichnet haben, und die, wenn e alle Divisoren von

pn 1 durchlauft, der Relation

(6) 2 g&amp;gt;(e)=p*- I

geniigt (Bd. I, . 132, 133).

1st
il&amp;gt;(c)

die Anzahl der Zablen w, die zum Exponenten e

gehoren, so ist ty (e)
= y (e) oder = 0, und da die Anzahl aller

Zahlen a gleich pn I ist und jede Zahl a zu einera und nur

zu einem Exponenten gehort, so ist aucb

(7) 2 1&amp;gt;(e) =p -
1,

und aus (6) und (7) folgt, dass
ij&amp;gt;(e)

immer gleich y(e) ist.

Es giebt also (p(p
n

1) Zahlen y in (, die zum Exponenten

pn i gehoren, und die folglich die Eigenschaft haben, dass

die Potenzen

(8) 1, y, ^, . . ., ?*&quot;-

alle von einander verschieden sind. Durch diese Eeihe ist

daher die Gesammtheit der von Null verschiedenen Zahlen in (

erschopft.

Solche Zahlen y heissen primitive Wurzeln von (.

Unter den Zahlen in ( giebt es solche, die als Quadrat
einer anderen Zahl in @ darstellbar sind, die wir Quadrate
nennen, und andere, bei denen dies nicht zutrifft, die wir Nicht-

quadrate nennen.

Wenn p = 2 ist, so ist jede Zahl in (5 ein Quadrat, wie die

Formel (4) zeigt.

Wenn aber p ungerade ist, so besteht die eine Halfte der

von Null verschiedenen Zahlen in ( aus Quadraten, die andere

aus Nichtquadraten.
Denn zwei entgegengesetzte Zahlen, wie -|-a und a, sind

bei ungeradem p von einander verschieden, und geben trotzdein

dasselbe Quadrat. Wenn man also die sammtlichen Zahlen von

zum Quadrat erhebt, so erhalt man hochstens y2 (p
n

1) ver-

schiedene Quadrate. Nun kann andererseits
/3

2 nur dann gleich

a2
sein, wenn /3 a ist

;
denn aus

/3
2 a2=

(ft a) (/3 -f- a)=
folgt, dass

/3
a oder /3 -|~ a verschwinden muss. Es giebt also

wirklich y2 (p
n

1) Quadrate und ebenso viele Nichtquadrate.
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Wenn man die Null mit zu den Quadraten zahlt, so erhalt man
den Satz:

6. Wenn p = 2 ist, so sind alle Zahlen in ( Qua
drate. 1st p ungerade, so giebt es l

/2 (p
n

-\- 1)

Quadrate, l
/2 (p

n
1) Nichtquadrate in (.

Bei ungeradem p muss eine primitive Wurzel immer ein

Nichtquadrat sein und in der Reihe (8) sind die Zahlen mit

geraden Exponenteu die Quadrate, die mit ungeraden Exponenten
die Nichtquadrate.

Das Product und der Quotient zweier Quadrate ist offenbar

wieder ein Quadrat.

Daraus folgt, dass das Product aus einem Nichtquadrat und

einem von Null verschiedenen Quadrate ein Nichtquadrat ist.

Denn ist das Product a/3 ein Quadrat und der eine Factor a ein

Quadrat, so muss auch j$
= aft : a ein Quadrat sein.

Weiter schliesst man claraus, dass das Product von zwei

Nichtquadraten ein Quadrat ist. Denn hedeutet /3 irgend ein

Nichtquadrat, so lasse man in dem Producte /3 den Factor

die sammtlichen von Null verschiedenen Zahlen von 6 durch-

laufen. Das Product durchlauft dann dieselbe Zahlenreihe, und

da fiir alle quadratischen das Product
/3 | Nichtquadrat ist, so

muss es fur die nichtquaclratischen J Quadrat sein.

Alles dies ergiebt sich auch sehr einfach aus der Dar-

stellung (8) der Zahlen von 6 durch eine primitive Wurzel.

Wir schliessen diese allgenieinen Betrachtungen mit dem

Satze, den wir spater brauchen werden:

7. Jede nicht quadratische Zahl ist die Summe von

zwei Quadraten.

Hierbei ist p als ungerade vorauszusetzen
,
da es nur dann

nichtquadratische Zahlen giebt.

Es lasst sich dann zunachst jede Zahl ft als Differenz zweier

Quadrate darstellen, wie die Identitat

(P + VO 2 -
(ft
- VO 2 =

ft

zeigt. Ist nun 1 ein Quadrat in (5, so setze man

(ft +
und erhalt

*)
1 = I

2
-
-

fl
- VO 2 =

n*,

1st aber 1 und also auch p 1 Nichtquadrat, so suche

man in der Reihe der natiirlicheii Zahlen 1, 2, . . ., p 1, deren
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erstes Glied ein Quadrat und deren letztes em Nichtquadrat 1st,

ein quadratiscbes Glied auf, auf welches ein Nichtquadrat folgt.

1st dann also a = 2 ein Quadrat und 2
-|- I ein Nicht

quadrat, so ist, wenn
/3 ein Nichtquadrat ist, /3

:
2
-(- 1

??
2 ein

Quadrat, und daraus folgt:

/3
= |

2
^

2 + ^
2

w. z. b. w.

. 65.

Congruenzgruppen im Korper (.

In jedem Congruenzkorper & kann man eine endliche Gruppe
von linearen Substitutionen bilden, wenn man in

=
C; 5)

die Elemente w, /3, y, # alle Zahlen von ( durchlaufen lasst, und

wenn man je zwei dieser Substitutionen nach der Vorschrift

/, 0\ /
, A / + |3

\y, S) I/, S J ,W ,-M

componirt. Der Grad dieser Gruppe ist _p
4n

,
wenn

j&amp;gt;

der Modul

und n der Grad von @ ist.

Darin ist aber eine Gruppe niedrigeren Grades entlialten.

Nennen wir ad /3y die Determinante der Substitution (1), so

folgt aus (2), dass die Determinante der aus A und A com-

ponirten Substitution A A gleich dem Producte der Deter-

minanten von A und A ist. Wenn wir daher den Zahlen a, /3, y, d

die Bedingung auferlegen, dass

(3) ad $y = 1

sein soil, so bilden auch diese Elemente A eine Gruppe. Der

Grad dieser Gruppe ist gleich der Anzahl der Losungen von (3).

Um diese Anzahl zu finden, bemerken wir zunachst, dass wir

fur 06, jS irgend zwei Zahlen aus ( setzen konnen, die nicht beide

gleich Null sind. Denn ist etwa a von Null verschieden, so

kann man y = 0, d = 1 : a setzen und hat so die Bedingung (3)

erfiillt. Die Anzahl der brauchbaren Zahlenpaare w, /3
ist also

j&amp;gt;2n
i uat man aber zu einem Zahlenpaare w, /3

eine Losung

7o, #o von (3) gefunden, so miissen alle iibrigen der Bedingung

(5
- d )

=
/ (y

-
y.)
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geniigen, imcl wenn man also y y == setzt (falls a von

Null verschieclen 1st),
so folgt d d

() /3, also

V = 7o + Ji * =
&amp;lt;^o + 0,

und umgekehrt geniigt auch jedes in dieser Form enthaltene

Zahlenpaar y, d. Dies gilt offenbar auch noch in dem ausge-

nommenen Falle = 0. Da wir nun pn verschiedene Zahlen

fur | setzen konnen, so ergiebt sich der Grad unserer Gruppe

gleich

(4) p (f - 1).

1st p uugerade, so konnen wir eine nocli kleinere Gruppe
ableiten :

1st namlich p = 2
,

so ist eine Zahl a von nicht ver-

schieden, es sind also auch die Elemente

y,

mit einander identisch. Wenn aber p ungerade ist, so sind die

beiden Elemente (5) von einander verschieden, und das ganze

System dieser Substitutionen zeriallt in Paare von der Form (5).

Wenn wir zwei solche Paare nehmen und componiren je

ein Element des einen Paares mit je einem Element des anderen

nach der Regel (2), so erhalten wir nur zwei verschiedene Ele

mente, die wieder ein solches Paar bilden. Diese Paare konnen

also selbst als Elemente einer neuen Gruppe vom Grade

2

aufgefasst werden. Wir konnen uns auch so ausdriicken, dass

zwei Elemente A, deren entsprechende Zahlen nur durch das Vor-

zeichen unterschieden sind, als nicht verschieden anzusehen sind.

Die so definirte Gruppe, deren Grad fiir p = 2 durch (4)

und fiir ein ungerades p durch (6) ausgedrtickt ist, wollen wir

die zum Korper (, gehorige Congruenzgruppe nennen
und mit E bezeic linen.

Fiir die genauere Untersuchung dieser Gruppe ist es von

Wichtigkeit, ein System erzeugender Substitutionen zu kennen.

Stellen wir nach . 64, (2) die Zahlen vori 6 in der Form dar:

(7) | = X, + X, 8, -I
-----h *n-l 6&quot;-

1
,

worin die #,- rationale, nach dem Modul p genommene Zahlen
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bedeuten, so erhalten wir ein System erzeugender Substitutionen

in der Form:

(8) A =
(_ J&amp;lt; J),

Tih =
(J,; J),

A = 0, 1, . . .,
- 1.

Um dies nachzuweisen, bemerken wir, dass

/I, 0\ /I, 0\ / 1, 0\

Vy, V V/, V
~ Wr , i/

ist; und durch wiederholte Anwendung hiervon folgt, wenn

V = co + CL + + c -i fi&quot;&quot;

1

mil ganzen rationalen Coefficienten c eine beliebige Zahl in ( ist,

(9)

&quot;&quot; ! &quot;

C; ?)
= ^ ^ ^-- ^ty.jUs.,

Ferner folgt durch Zusammensetzung mil AQ :

.,

i, Q ly v- 1. / iy -i, o
- - -

1,

( o, iw i,o\/o,-i\ /i,

V-i, oA-A v \i, o/ AO, i

Daraus geht hervor, dass man aus den Elementen (8) alle

Substitutionen von der Form

a, 1\ /I, /3\ /I, 0\ / 0, 1

zusammensetzen kann, worin w, /3, y, 8 beliebige Zahlen in

sind. Ferner ist

nn l^
, i\ /i, A /i, o\ /w+ y+ w /3 r , /3+ i\

V- 1, o; Vo, iAy, V - V-/5y-i, -/5 A
Nimmt man

/3
von Null verschieden an, so kann man a

und 7 so wahlen
,

dass a
/3 -|- 1

, /3y 1 beliebige Zahlen

werden, und nach (11) kann man also alle Substitutionen
( J,

worin 8 von Null verschieden ist, aus A
(} ,

J3h zusammensetzen.

Die Beschrankung, dass d von Null verschieden sei, kann aber

nach der Form el

i/5\ / A \ /O, 1\

r, oy
&quot;

v o, yy vi, (y

fallen gelassen werden.
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Die Gruppe E enthalt einen Theiler vom Index p
n

-\- 1, der

aus alien Substitutionen der Form

besteht, worm /3 jede beliebige, a jede von Null verschiedene

Zahl in ( bedeutet, und d = a~ l
ist.

Diesem Theiler entspricht eine der Gruppe E isomorphe

Permutationsgruppe von p
n
-f- 1 Ziffern, die man so bilden kann :

Der lineare Ausdruck

giebt fiir jede Zahl J aus (5 eine entsprechende Zahl 77, aus-

genommen, wenn yj-f-fl = ist. Ebenso giebt es zu jedem 17

ein bestimmtes |, ausgenommen fur y?? a = 0. Um diese

Ausnahme zu beseitigen, geniigt es, das System ( durch Hinzu-

fiigung eines Elementes, das wir ^Unendlich&quot; nennen und mit oo

bezeichnen, zu erweitern. Mit diesem Zeichen wird nach den

folgenden Regeln gerechnet, worin a irgend ein Element cles er-

weiterten Systemes E bedeutet:

-|- oo = a oo = oo, ausser fur a = oo

a.oo = oo ^^ =
:0=oo w a =

a:oor=0 r a = ao.

Dann fiihrt das Ergebniss jeder Reclaming mit den vier

Species immer zu einer bestimmten Zahl des Systems E und

nur die Verbindungen oo+;oo,0.oo,0:0, 00:00 bleiben ohne

Bedeutung.
Nach (12) entspricht dann der Zahl = d : y die Zahl

r]
= GO

,
und der Zahl J = oo die Zahl

17
= : y, und jeder

Substitution A in E entspricht eine bestimmte Permutation der

pn
-\- 1 Elemente des erweiterten Systemes (. Man sieht leicht,

dass nur die identische Substitution alle diese Elemente unge-
andert lasst, und dass folglich auch zwei verschiedene Sub

stitutionen aus E immer verschiedene Permutationen hervorrufen.

Der Isomorphismus ist also einstufig.
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. 66.

Einfachheit der Gruppe E.

Die erste Frage bei einer eingehenderen Untersuchung der

Gruppe E ist die nach einem etwa vorhandenen Normaltheiler.

Es lasst sich beweisen, dass ein solcher Normaltlieiler, von zwei

ganz einfachen Ausnahmen abgesehen, nicht vorhanden ist.

Nehmen wir an, es sei G ein Normaltlieiler von E, der

wenigstens eine von der Identitat verschiedene Substitution

&quot; =
C: 5)

enthalt. Nach dem Begrifte des Normaltheilers ist dann, wenn T
ein beliebiges Element in E ist,

(2) TA T- 1

auch in G enthalten, und es ist zu zeigen, dass man auf diese

Weise und durch Zusammensetzung solcher Substitutionen alle

Elemente von E ableiten kann, woraus dann folgt, dass G mit

E identisch sein muss. Es geniigt aber clazu, das Vorkommen
der erzeugenden Substitutionen AQ, Sh [. 65, (8)] in G nach-

zuweisen.

Wir gehen dazu schrittweise vor.

1) In G kommt eine Substitution von der Form

vor. Um dies zu zeigen, bilden wir nach (2):

W (-lioAy, Ai, f/~V -ft -
Wenn nun

/3 von Null verschieden ist, so kann man aus

/3 -j- 8 = bestimmen und hat das Ziel erreicht. Ist aber

/? 0, so ist nicht gleichzeitig y = 0, # cc 0, weil sonst

^L die identische Substitution ware; man kann daher so an-

nehmen, dass (d a) y von Null verschieden ist. Dann

hat man durch (4) eine Substitution A in G gebildet, in der
/3

nicht Null ist, und auf die man die Formel (4) nun nochmals

anwenden kann, um w zu Null zu machen.

2) In G kommt eine Substitution von der Form

I, I
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vor. Um dies nachzuweisen, bilden wir nach (2):

(5) MM( *-fi =
\v, Q) \&amp;gt;y, 8J \v, I)

2/3

und es ist also nur zu zeigen, dass man A, ft, i, Q so bestimmen

kann, dass die drei Gleichungen :

A Q t
u v = 1

(6) ft y A v /3 ^ v d =

befriedigt sind. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt aber,

wenn man sie zuerst mit ft, 0, dann mit A, v multiplicirt und

jedesmal addirt, mit Benutzung der ersten Gleichung:

(7) A
/3 -)- ft

8 = 9, ft y = v,

und wenn man diese Werthe von
(&amp;gt;,

v in die erste Gleichung (6)

einsetzt :

(8) ;U,3 + ^5-^7=1.
Diese Gleichung kann aber immer befriedigt werden. Denn

wegen /3 y =r -- 1 kann keine der beiden Zahlen /3, 7 ver-

schwinden. Ist nun /3 ein Quadrat, so konnen wir ^ = setzen

und A aus A 2
/3
= 1 bestimmen. Dies ist immer nioglich bei

p = 2. Ist aber
j&amp;gt; ungerade, so erhalten wir, wenn /3 ein Nicht-

quadrat ist, aus (8):

1st nun zunachst 4 d 2
Nichtquadrat , so kann man p aus

^2 (4
_

2) 4 13 und dann A aus 2A/3 + dft bestimmen.

Ist aber 4 d 2 Quadrat, so zerlege man 4/3 nach . 64, 7. in

die Summe aus zwei Quadraten 4
/3
= tf

2
-|- r 2 und bestimme u

und A aus

p
2
(4

__
$2)
= 02, 2A^4-^f* = r.

Hat man so A und u ermittelt, so erhalt man Q und v aus (7),

und dadurch sind die Gleichungen (6) thatsachlich befriedigt.

Damit ist das Ziel erreicht.

3) Die Gruppe G enthalt die Substitution
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mit alleiniger Ausnahme des Falles n = 1
, p = 2. Zunachst

baben wir in Gr die Substitutionen

also auch

und mitliin

0,-1\ / 0, 1\ / 0, 1\_ / I, 1\

i, oA-i, U V i, o)
&quot;

V i, o)

o, i\ / i, i\ / i, o\

l, $) \-\, o)
:r

\2|, ly&amp;gt;

1, 0\ / 0, 1 \ / 0, 1 \

i, v v-i, i y A-i, M/
0, 1 \ / 0,

/ 0, 1 X

V i, !/

fiir jede ungerade ganze Zahl m; wenn also p ungerade ist, so

konnen wir m = p annehmen und erhalten A Q . Ist aber p = 2,

so haben wir, wenn wir mit Q eine nocb zu bestimmende Zahl

in ( bezeicbnen, folgende Substitutionen in Gr:

0, Q\ / 0, 1\ /O, P\, Q\ / 0, 1\ /O,

-\ o) V-i, t/ virJi

Da hier nun jede Zahl ein Quadrat ist, so kann man 2

auch durch Q ersetzen, und findet also, dass in Gr die Sub

stitution

/ 6 ?\

V o-i, o;

fiir jedes beliebige von Null verschiedene p, und folglich auch

die entgegengesetzte Substitution

O,
-

9\

e-
1

, V
vorkommen muss. Bedeuten also p, 6 zwei von Null verschiedene

Zahlen, so haben wir in Gr auch

0,

-, o -e
0&amp;gt;

J V
i, &amp;lt;?(i+(j+&amp;lt;j&amp;lt;&amp;gt;y
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Wenn nun n grosser als 1 ist, so kann man Q und 1 -\- Q

yon Null verschieden annehmen und dann (5 = 1 : (1 -|- 0)

setzen, wodurch die Substitution (9) in AQ iibergeht.

Ist aber n = I und p = 2, so tritt der erste Ausnahme-
fall ein; denn dann ist immer eine der beiden Zahlen Q und

l-\-Q gleich Null. Dieser Fall fiihrt auf eine Gruppe 6 ten Grades

/I, 0\ /I, 0\ /O, 1\ /I, 1\ /I, 1\ /O, 1

in der ein Normaltheiler 3 ten Grades enthalten ist:

/1,0\ /O. 1\ /I, 1
6r U-v 1 wv 1

u, o

Von diesem Ausnahmefalle sehen wir jetzt ab. Wir haben

dann weiter:

4) Die Gruppe G- enthalt jede Substitution von der Form

G: &quot;)

worm | eine beliebige Zahl in ( ist, ausgenommen in dem Falle

n = 1, p = 3.

Denn nach 3) enthalt G die Substitution

/ 0, p\ / 0, 1\ /O,
- 9\ / 0, 1\

(g*,
\

v-^- 1
, o; V- 1, o; \xr\ o) \- 1, o)

- -

vo, ^r
wenn

(&amp;gt;

eine beliebige von Null verschiedeoe Zahl in (&amp;gt; ist.

Daraus folgt, dass auch

(11) (
1 W^ 2 0\/l,0\/p*,0 \_ / 1, OX

^ ;
V A, i; Vo,

&amp;lt;&amp;gt;M U v \o, $-
2
)

~

U(^ i), u
fiir jedes beliebige /I in G vorkommt. Kann man nun p von

&amp;gt;ull verschieden so annehmen, dass p
4 1 nicht verschwindet,

so kann man fiir jedes | die Zahl A aus A (p
4

1)
= | be-

stimmen, und erhalt also aus (11) jede Substitution der Form (10).

Um die Moglichkeit hiervon zu beurtheilen, nehmen wir eine

primitive Wurzel 7 von @ an und setzen Q = y
h

.

Kann man den Exponenten li so annehmen, dass 4/i nicht

durch pn 1 theilbar ist, so geniigt Q unserer Forderung. Dies

ist immer moglich, wenn p = 2, n &amp;gt; 1 ist, und wenn pn 1 &amp;gt; 4

ist, und es bleiben also nur die beiden Falle n = 1, p = 3 und
n = 1, p 5 noch zweifelhaft.

Weber, Algebra. II. -
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In dem Falle n = 1, p= 5 haben wir aber in G nach (2)
und 3) die Substitution

/I, 1\/ 0, !W-2,-lW 0, 1\ __/-2,0\
V2, 2A- 1,0A 2, iA i, oy- V 0,2;

und folglich auch

(12) (
l,0\/-2,0\/l,0\/2, ON/ 1, ON

V-i, iA o, 2A& iAo, 2;- V 21, ir

also, da | und folglich auch 2 beliebig ist, wieder die Sub-

stitutionen (10) und damit also alle Erzeugenden der Gruppe Ey

und also ist in alien diesen Fallen Cr mit E identisch und

folglich die Gruppe E einfach.

Der Fall n = 1
, p = 3 bietet aber die zweite wirkliche

Ausnahme. In diesem Falle ist die Gruppe E vom 12 ten Grade

und sie hat den Normaltheiler 4 ten Grades

0, IN /-I, IN /I, 1

i, &amp;lt;V V i, i) \i,-i

O

Um sich davon zu iiberzeugen, braucht man nur die beiden

Nebengruppen :

I, ON r /I, ON / 0, IN / 1, IN / 1, I

l,l) UlM-1, l/ V 0,-i; Ul,O
1,ON _ / 1, ON / 0, IN /-I, IN /I, I

i, v \-i, ir Ui,-i; V-i, o/ (o, i

mit &
( i ) i ^ ( i i)

zu vergleicnen -

Damit ist also allgemein bewiesen, dass, von den beiden

Fallen w= l, p 2 und w=l, p= 3 abgesehen, die Gruppe E
einfach ist. Fur die ersten Falle erhalt man fur die Grade g
dieser einfachen Gruppen :

n 1, p = 5, g = 60 n 2, p = 2, g = 60

p = 7, # 168 p = 3, g = 360

j9
= 11, g = 660 p = 5, # = 7800

p = 13, 1092 n = 3, jp
= 2, # = 504

^ = 3, ^ = 9828

n = 4, p 2, 0r
= 4080

1).

!) Siehe Bulletin of the New York math. Society. October 1893. In

dem Berichte liber den mathematischen Congress in Chicago finden sich

zwei Notizen iiber diese Gruppen von Cole und Moore.
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67.

Congruenzkorper zweiten Grades.

In jedem Congruenzkorper ( njp fur den Modul p vom n ten

Grade ist der Congruenzkorper ersten Grades &I)P ,
der aus den

nach dem Modul p genommenen rationalen Zahlen besteht, als

Theiler enthalten. Daher ist auch in der Gruppe der linearen

Substitutionen E
n&amp;gt;p

eine Gruppe als Theiler enthalten, die aus

alien Substitutionen der Form

(1) ,

-

; ; , ;

^

besteht, worin a, 6, c, d nach dem Modul p genommene ganze
rationale Zahlen sincl.

Diese Gruppe, die als die Gruppe der Modulargleichungen
in der Theorie der elliptischen Functionen auftritt l

) ,
ist das

eigentliche Ziel unserer Betrachtungen. Es bietet aber fur die

Untersuchung dieser Gruppe, und besonders fiir die Aufsuchung
ihrer Theiler, den grossten Vortheil, diese Gruppe nicht selbst-

standig fiir sich zu betrachten, sondern als Theiler einer

Gruppe EZ, P . Bezeichnen wir namlich mit N irgend einen fest-

stehenden quadratischen Nichtrest von p, so ist, wie schon oben

bemerkt, t- N nach dem Modul p irreducibel, und wir erhalten

einen Congruenzkorper 2 ten
Grades, wenn wir eine Galois sche

imaginare Zahl durch die Gleichung

(2)
2 = N

einfiihren.

Es soil der Deutlichkeit wegen fiir die nachsten Betrach

tungen festgesetzt sein, dass die kleinen lateinischen Buchstaben

ganze rationale Zahlen (nach dem Modul p genommen), die wir

hier auch reelle Zahlen nennen, die griechischen Buchstaben

Zahlen des Korpers (52,p bedeuten sollen.

Dieser Korper @2
, P hat die fiir uns sehr wichtige Eigen-

schaft, dass in ihm alle reellen Zahlen Quadrate sind.

Wenn nanilich a quadratischer Rest von p ist, so konnen

wir a = x- setzen, und wenn b quadratischer Xichtrest ist, so

kann x- = bN befriedigt werden, also b = (xf~
1

)
2

.

l
) Man vergieiche des Verfassers Bucli: .,Elliptische Functionen und

algebraische Zahlen&quot;. Braunschweig 1891.

17*
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Eine Zahl von der Form as soil eine rein imaginare
Zahl heissen, zwei Zahlen der Form a-\-be, a be con-

jugirt imaginare Zahlen. Die Uebertragung dieser Be-

zeichnungen aus der Theorie der gewohnlichen complexen Zahlen

auf die Zahlen des Korpers (
2jl, rechtfertigt sich durch die

Uebereinstimmung der Rechenregeln und kann zu keinem Miss-

verstandniss fiihren, da in diesen Betrachtungen von den gewohn
lichen complexen Zahlen nicht die Rede ist.

Weil immer, wenn N ein quadratischer Nichtrest ist,

jyv,(i,-i) _ i ist, so folgt aus (2):

(3) e* = e.

Wendet man den binomischen Satz auf die pie Potenz des

Binoms a a -\- b s an
,
und beachtet

,
dass alle Binomial-

coefficienten, mit Ausnahme des ersten und des letzten, durch p
theilbar, also hier = sind, dass ferner nach dem Fermat -

schen Satze a** = a, b*&amp;gt;
= b ist, so ergiebt sich nach (3):

(4) a = a -f- &
,

a* = a b
,

und folglich durch Multiplication:

(5)
* + ! = a* Nb*,

woraus folgt, dass ap + l immer eine reelle Zahl ist.

Ist y eine primitive Wurzel des Korpers ( 2,p [. 64, (8)],

so ist y
r dann und nur dann reell, wenn r durch p -\- I

theilbar ist, und y^ 1 ist eine primitive Wurzel der
Primzahl p im gewohnlichen Sinne.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass eine Zahl a in & 2

, p reell ist, besteht in der

Gleichung a*&amp;gt; = a.

Jede reelle Zahl ist als (p-\- l)
te Potenz einer Zahl

in @2,p darstellbar.

Denn dass y
T reell ist, wenn r durch p -)- 1 theilbar ist,

folgt aus (5). Dass es aber nicht anders reell sein kann, ergiebt

sich daraus, dass nach dem Fermat schen Satze jede reelle von

Null verschiedene Zahl der Bedingung a^~ l = 1 geniigt, dass

also, wenn y
r reell ist,

&amp;lt;y

r (p D = 1 sein muss, und es muss

daher r(p 1) durch p z 1 und folglich r durch p-\-l theilbar

sein. Da ferner y
r Cp + 1

&amp;gt; nur dann = 1 ist, wenn r durch p 1

theilbar ist, so ist
y*&amp;gt;

+ 1
primitive Wurzel von p.

Auch der Begriff der Einheitswurzeln lasst sich auf

die Zahlen des Korpers &2
, P iibertragen.
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1st m ein Theiler von p- 1, und

Q = 7
il

,

so ist Q
m = 1 und es giebt keine niedrigere als die mie Potenz

von 0, die gleich 1 wird. Daher nennen wir Q eine primitive

m ie Einheitswurzel (in &2, p).
Alle anderen m ten Einheitswurzeln

sind dann Potenzen Q
S von 9 und unter diesen sind die und nur

die primitiv, bei denen s relativ prim zu m ist.

Dies folgt daraus, dass jede von Null verschiedene Zahl |

in der Form = y
r darstellbar ist, und dass |

m = y
rm dann

und nur dann = 1 ist, wenn r m durch p 2 1 theilbar ist.

Jede von Xull verschiedene Zahl in @2,p ist eine Einheits

wurzel vom Grade p 2 1.

. 68.

Die reelle lineare Congruenzgruppe Lp .

Wir gehen nun, mit diesen Hiilfsmitteln ausgestattet, an die

Untersuchung der reellen Congruenzgruppe Lp ,
die aus alien

Substitutionen der Form

A = C J.

besteht, worin a, &, c, d reelle, nach dem Modul p genonimene

ganze Zahlen sind
,

die der Bedingung a d & c = 1 geniigen.

Die Gruppe Lp ist nach der friiheren Bezeichnung mit E^ p zu

bezeichnen, und ihr Grad ist, wenn wir den Fall p = 2 aus-

schliessen: IA /., -,\

Sind J., U irgend zwei Elemente aus einer Gruppe, so haben

wir schon friiher

U-*AU = A
das durch U aus A transformirte Element genannt. A 2

,
A *, . . .

sind transformirt aus A2
,
J. 3

,
. . ., woraus folgt, dass alle aus

einander durch Transformation gewonnenen Elemente denselben

Grad haben. Entnehmen wir die Elemente A aus irgend einer

Gruppe 6r, so bilden die transformirten Elemente eine mit G
isomorphe Gruppe

Cr- 1 G U =
,

die wir die transformirte Gruppe von G nennen.
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Es moge nun A irgend ein Element der Gruppe Lp sein,

und U= ( ein Element aus E. Wir wollen aus A durch(
J

ei

Transformation mit U eine gewisse Normalform ableiten.

Es soil zunachst versucht werden, A in die Normalform

zu transformiren. Aus der Gleichung

A, p\ /A, p\ /(&amp;gt;,
\

v, qj
~ ~

\v, g) \0, (T-V
erhalt man

(a tf)
A + 61; = 0, (a -tf-^ft + fce = 0,

C A + (d (5)
v = 0, c fi + (d (5- 1

) ^&amp;gt;

= 0,

und daraus ergiebt sich, dass (5 und d~ l die Wurzeln der quadra-
tischen Gleichung

(a (5) (^ tf)
6 c =

oder

(3) & (5 (a + d) + I =
sein miissen. Hat man tf und c?- 1 hieraus bestimmt, so findet

man a-us (2) die Verhaltnisse A : v und ^ : p. Die Grossen A, ^, v,
(&amp;gt;

selbst sind dann noch so zu bestimmen, dass A p pv = I wird.

Dies ist immer moglich, wenn die aus (2) bestimmten Werthe

nicht die Gleichung A 9 = ^ v erfiillen. Sind & und c beide = 0,

so hat A schon die Form (1). Ist aber eine der beiden Zahlen

&, c, etwa &, von Null verschieden, so ergiebt sich aus (2):

(4)
(a tf) _P (a (5- 1

)

b ^
&quot;

&

und es kann nur dann k Q = [iv oder v : A = p : ft sein, wenn

(5 = tf- 1
,
also (? = + 1 ist, d. h. nach (3), wenn a -\- d 2 ist.

Die Gleichung (3) ist aber im Korper @2
, P immer losbar, weil

jede reelle Zahl in diesem Korper ein Quadrat ist, und ergiebt

+
(5)

1
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Wir kommen also zu dem ersten Resultate:

1. Eine Substitution A ist immer auf die Normal-
form S transformirbar, wenn a -\- d nicht = 2

ist. (5 ist reell oder imaginar, je nachdem

(a-f-d)
2 4 quadratischer Rest oder Nichtrest

von p ist.

In dem noch iibrigen Falle, wo a -\- d = 2 ist, lasst sich

die Normalform S nicht herstellen; dagegen konnen wir A in

diesem Falle auf eine andere Normalform, namlich

(6,
.

r

bringen, in der t reell ist.

Um dies zu beweisen, konnen wir zunachst

(7) a + d = + 2

annehmen, weil der andere Fall a -\- d = 2 durch Aenderung
aller Yorzeichen von a, &, c, d auf diesen zuriickgefiihrt wird.

Aus (7) aber folgt noch

(8) a 1 = (d 1), (a 1) (d 1)
= I c.

Wenn also zunachst b oder c = ist, so ist a = d = 1

und wir haben entweder

A - -
-

was schon die Normalform T hat, oder

4 ..AO\ / 0, 1\ /l,-c\ /0,-1\
Uu \ i,o/Vo, lAi. o;-

so dass
( )

A (
)

die Normalform T hat. Sind aber
\i, u/ \ i, u/

b und c von Null verschieden, so erhalten wir aus (8) die Trans

formation

/(d l)b~\ 0, \ /a, 6\ /(a l)^-
1

, 0, \

V 1, (al)c-*)\c,cl[)\ 1, (d 1)&-V

_A
Vo,

was die Form T hat. Damit ist also bewiesen :

2. Eine Substitution J., in der a -|- d = Jh 2 ist, kann
immer durch Transformation auf die Normal-
form T gebracht we r den.
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Hiernach lassen sich leicht die Grade der Elemente unserer

Gruppe bestimmen. Wir haben dabei drei Falle zu unterscheiden.

I. a -f- d = 2. Jede Substitution dieser Art lasst sich

in die Normalform T transformiren. Es ist aber fiir jeden

Exponenten r

Tr _ A rt\

\0, 1 )

und folglich ist der Grad dieser Substitution j), ausser

wenn t = 0, also T die identische Substitution ist.

Die Anzahl der Elemente dieser Art ist leicht zu bestimmen.

Nehmen wir zunachst c = 0, so konnen wir b beliebig wahlen

und fiir a, d erhalten wir aus a -\- d = 2, ad = 1 die beiden

Bestimmungen a = d = + 1. Dies giebt 2p Formen, die iden

tische Substitution eingeschlossen. Nehmen wir sodann a und c

beliebig, jedoch c von Null verschieden, was p (p 1) Moglich-
keiten giebt, so folgt aus a d b c = 1

b = c~ l
-f adc~\

und zu jedem a kann d auf zwei Arten bestimmt werden. Die

Gesammtzahl 2j9
2
,
die wir so erhalten, ist noch zu halbiren, weil

hier die Substitutionen als zwei verschiedene auftreten, in denen

alle Zeichen entgegengesetzt sind; und wir erhalten also p 2 Sub

stitutionen dieser Art (die identische eingeschlossen).

II. (a -\- d)
2 4 quadratischer Rest von p. Eine solche

Substitution lasst sich in die Normalform S transformiren

mit reellem 6.

Verstehen wir unter y eine primitive Wurzel des Korpers.

(2* so ist

7
2 = 1,

und wir konnen r so bestimmen, dass

wird (. 67). Nach (5) erhalten wir dann

(9) a -f- d = y(p + D -f y

und weil nach (5) die beiden Werthe tf,
tf- 1

,
von der Reihen-

folge abgesehen, durch a -\- d bestimmt sind, so werden zwei

Werthe des Ausdrucks (9) nur dann einander gleich oder ent

gegengesetzt, wenn die entsprechenden Werthe, mit positivem oder
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negativem Zeichen genommen, von r nach dem Modul l
/9 (p 1)

congruent sind. Man erhalt daher alle von einander und von

+ 2 verschiedenen Werthe dieses Ausdruckes, wenn man

GO)

&quot;

r= i,

r

v
n
. ,|p ..

:

;
/. ..-;:..

setzt. Da hier fiir jeden Exponenten /j

ist, so 1st der Grad von $, und also auch von jeder Substitution

der II ten Art entweder l
/2 (p 1) oder ein Theiler davon, je

nachdem r relativ prim zu \ 2 (p 1) ist oder nicht.

Um die Anzahl dieser Substitutionen zu bestimmen, ver-

fahren wir wie oben. Ist zunachst c = 0, so ergiebt sich

und b kann p Werthe haben. Die Zahl r hat die Werthe (10),

und also ergeben sich hiernach p (p 3) Substitutionen. Ist

dann c von Null verschieden, so ist p (p 1) die Anzahl der

verschiedenen Annahmen iiber a,c. Ist a angenommen, so konnen

wir d aus (9) bestimmen und

b = c~ l -

setzen, woraus wir V
2 p (p 1) (p 3) Bestimmungen erhalten,

also mit den fiir c = gezahlten zusammen l
/2 p (p 3) (p -f- !)

Auch diese Zahl ist noch zu halbiren, so dass wir

Vt J&amp;gt; (P - 3) Q&amp;gt; + 1)

Substitutionen der II ten Art erhalten.

III. (a -f- d)
2 4 quadratischer Nichtrest von p. In diesem

Falle ist (5 nicht reell, aber mit seinem reciproken Werth

conjugirt. Also ist nach . 67, (4) (5* = 0- 1
,
und folglich

i&amp;gt;
+ i

(5
2 = 1.

Daraus ergiebt sich, dass der Grad einer solchen Substitu

tion Vs (p -f- 1) oder ein Theiler dieser Zahl ist.

In diesem dritten Falle setzen wir

(11) 6 =
yQ&amp;gt;-i&amp;gt;,

a + d = yr(p-i) _|_ 7-r(p-v

r=l, 2, ..., S(p 1).

Hier kann der Fall c = oder & = nicht vorkommen,

weil sich aus ad = 1 ergeben wiirde, dass a = 6 l
,
d = 6~ l
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sein miisste, und es wiirden a und d nicht reell ausfallen. Also

nehmen wir fiir a und c, wie oben, die p (p 1) verschiedenen

Werthsysteme ,
und erhalten aus (11) fiir jedes von ihnen

J
/2 (p 1) Bestimmungen von b und d\ auch diese Zahl ist zu

halbiren und es ergeben sich

Substitutionen der III ten Art. Die Gesammtzahl aller Substitu-

tionen der Gruppe Lp ist hiernach, wie es sein muss,

. 69.

Imaginare Form der Gruppe Lp .

Die Substitutionen der beiden ersten Arten der Gruppe Lp
haben die Eigenschaft, dass die ihnen entsprechende Normal-

form T oder S gleichfalls in Lp enthalten ist, und dass man sie

in diese Normalformen transformiren kann durcb reelle Sub

stitutionen, d. h. durch Substitutionen, die selbst in Lp vor-

kommen. Beides trifft bei den Substitutionen der dritten Art

nicht zu.

Man kann aber, wie wir jetzt beweisen werden, die ganze

Gruppe Lp in eine andere Gruppe Ap so transformiren, dass Ap ein

mit Lp isomorpher Theiler der Gruppe EZ)P ist, dass die

Normalformen der Transformationen dritter Art in Ap enthalten

sind und dass jede Substitution dritter Art in Ap in die

Normalform transformirt werden kann durch Substitutionen von

Ap selbst.

Um eine solche Transformation von Lp zu finden, betrachten

wir die Substitution

unter der Voraussetzung, dass 6 und &amp;lt;5~

l
conjugirt imaginar

sind, und suchen die Substitution

(2) B

so zu bestimmen, dass

(3) E S E-
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reell wird. Es ergiebt sich aber nach (1) und (2)

i)
\

&amp;lt;y-V

und dies wird reell, wenn A
ft und p v rein imaginar, A und p v

conjugirt imaginar sind. Diesen Bedingungen kann man auf

mehrfache Art geniigen: am einfachsten wohl, und zwar zugleich

so, dass die Determinante von E = 1 wird, wenn man

_

setzt. 1st andererseits

A - (&quot;-

v,
eine beliebige reelle Substitution aus Lp ,

so ergiebt sich nach (4)

wegen e 2 = N:

a ^
i_U7

C
AT i

(5)

- - &quot;I

,
_

wofiir wir auch

setzen, worin
,

und /3. /3 zwei conjugirt imaginare Paare

sind, so dass nach .65, (4) = a*, ^ = ^ gesetzt werden

kann.

Wenn wir unigekehrt irgend eine Substitution A von der

Form (6) nehmen, so ergiebt sich

A =

+ *^- -^ + -
:

P) :

als eine reelle Substitution aus L^.

Daraus geht hervor, dass, wenn A die ganze
Gruppe Lp durchlauft, die durch (5) und (6) bestimmte
Substitution A eine mit Lp isomorphe Gruppe durch

lauft, die wir mit Ap bezeichnen.
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In der Gruppe Ap ist die Normalform S fur die Substitu-

tionen dritter Art enthalten.

Nehmen wir nun eine Substitution A von der dritten Art in

der Gruppe Ap an, so konnen wir sie, wie jetzt noch nach-

gewiesen werden soil, durch Transformation mit einer Sub

stitution 7, die selbst der Gruppe Ap angehort, in die Normal-

form transformiren. Denn setzen wir

(9) &amp;lt;*

worin A, A und ^t, ft/ conjugirte Paare sind, so erhalten die

Gleichungen (3), (4), . 68 die Form:

(10) (tf ) (&amp;lt;* ) + NPP = & 6
(a -f- a )-|_i = 0,

an N^-&quot;^-
A/ - &quot;-*?- 1

r &quot;

und die Gleichung (10) muss, da A von der dritten Art sein

soil, zwei zu einander reciproke, conjugirt imaginare Wurzeln

haben.

Aus der zweiten Gleichung (11) folgt aber durch Uebergang
zu den conjugirt imaginaren Zahlen

und dies ist nach (10) eine Folge der ersten Gleichung (11).

Setzen wir also

= x (a 0), Np = x
( &amp;lt;j-i)

worin x, x zwei conjugirt imaginare Zahlen sind, so sind die

Gleichungen (11) befriedigt, und man kann dann K x noch so

bestimmen, dass A A
-)- Npii = I wird.

Daraus ergiebt sich noch ein wichtiges Resultat. Bezeichnen

wir mit y eine primitive Wurzel des Korpers @a,pj so konnen

wir fiir die Substitutionen der Normalform fiir die zweite und

dritte Art die Ausdriicke annehmen (. 68):

,
\ r _ /r(P-D%

= =

Ist nun A eine Substitution zweiter Art aus L und A eine
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Substitution dritter Art aus Ap ,
so konnen wir die Substitu-

tionen L7
,
F aus Lp ocler aus Ap so bestimmen. dass

A = usi u-\ A = vsi v-\

Setzen wir also, dem Werth r = I entsprechend,

A, = US2 U-\ AI = VS, V~\
so ergiebt sich

A = A[, A = A{,

und AI kommt in Lp ,
Al in Ap vor.

1st ferner B eine Substitution erster Art aus Lp, so kann

man wieder, wenn man

T - -
l

-

setzt, U aus Lp so bestimmen, dass

B = U T{ U- 1 = BI

wird. Hieraus ergiebt sich der Satz:

Man kann in der Gruppe Lp (oder Ap)
die Sub-

stitutionen der ersten zweiten und dritten Art mit
Yi_ &quot;1

/vj
I 1

Hinzuziehung der Identitat in Cyklen von p,
-

,
^T^

Gliedern anordnen.

Zwei solche Cyklen konnen ausser dem Einheitselemente

kein Glied gemein haben.

Dies ist zunachst evident bei den Substitutionen der ersten

Art, deren Grad gleich p ist; denn bei diesen lasst sich der

ganze Cyklus durch Potenzirung aus einem beliebigen von der

Einheit verschiedenen Elemente ableiten.

Wenn aber in zwei Cyklen der zweiten oder dritten Art ein

gemeinsames Element vorkommt, so kann die Gruppe so trans-

formirt werden, dass die beiden Cyklen die Gestalt bekommen:

1, US U~\ US U-\ . . .

I, S, 8 ,
. . .,

worm S = ( _ 1 j
die Normalform hat.

Ist nun fur irgend zwei von Null verschiedene Expo-
nenten r, i
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so ergiebt sich, wenn U (
k

j
gesetzt wird, als Bedingung

wo uberall dasselbe Zeichen gelten muss. Daraus folgt, dass

entweder
6 r =

&amp;lt;$*,
v = 0, ji

= 0, A p = 1

oder
&amp;lt;5

r = o-t, I = 0, 9 = 0, j*v = 1

sein muss, und dann ergiebt sich:

US U- 1 = S oder = S~\

und in beiden Fallen stimmen also die beiden Cyklen (12) voll-

standig mit einander iiberein.

Hiernach ergiebt sich aus den Zahlen am Schluss des . 68

fur die Anzahl der Cyklen erster, zweiter und dritter Art:

p (p + 1) p (p
-

1)
^ &quot;

ll
&quot;2 ~^T

Es ist zweckmassig, neben den Gruppen Lp und Ap noch

eine dritte Gruppe in E^ p zu betrachten, die mit diesen isomorph

ist, wenn sie sich auch nicht durch Transformation darauf

zuruckfiihren lasst.

Da N reell ist, so konnen wir nach . 67 eine Zahl v in

(5- 2,p
so bestimmen, dass N=v* + 1 ist Wir lassen nun der

Substitution

A --
-

aus Ap eine Substitution B entsprechen, die so gebildet ist:

Setzen wir zwei- Substitutionen B, Bl von der Form (13)

zusammen, so erhalten wir

RR (
&quot; V

P\ ( Wl V
-

\ V9fc UP) \*P a

darin siiul

Nppfa und aft
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zwei conjugirte Paare, und daher hat B Bj auch die Form (13)
und steht in derselben Beziehung zu A A

l ,
wie B zu A und

B
l zu AI.

Daraus geht hervor, dass die Gesammtheit der Sub-
stitutionen B eine mit Ap isomorphe Gruppe bildet, und
diese Gruppe wollen wir mit Fp bezeichnen.

Setzen wir
/3 an Stelle von vfi und bezeichnen mit

, /3
die

zu cc, /3 conjugirten Grossen, so konnen wir die Substitutionen

der Gruppe Pp auch in der einfacheren Form annehmen:

(14) B =
Um von einer dieser Substitutionen B zu der entsprechenden

reellen Substitution A iiberzugehen, leitet man zunachst aus (14)

die entsprechende Substitution A her:

w&amp;gt;

-=(_:&amp;gt;, 70-
und bildet daraus nach (3) und (7):

(16) A = EAE~\
Trotz des Isomorphismus lasst sich die Gruppe Fp nicht in

Lp oder Ap transformiren, wenigstens nicht durch Substitutionen,

deren Zahlen dem Korper 6
2?jp angehoren. Man miisste, uni die

Transformation auszufuhren, in einen hoheren Korper gehen, in

dem alle Zahlen von d 2jp Quadrate sind.

. 70.

Divisoren der Gruppe Lp ,
deren Grad durch p

theilbar ist.

Es ist ein Problem von grosstem Interesse, alle Divisoren

der Gruppe Lp zu bestimmen. Von der Losung dieses Problems

hangt es ab, in welcher Weise man die Gruppe Lp durch Per-

mutationen von Ziffern darstellen kann, bei welchen algebraischen

Gleichungen also diese Gruppen auftreten konnen (. 28, 2.).

Die cyklischen Gruppen, die in Lp enthalten sind, haben

wir in den vorangehenden Paragraphen schon betrachtet. Wir

haben gesehen, dass der Grad einer cyklischen Gruppe entweder

gleich p oder ein Theiler von l
. .

2 (p 1) oder von J
/2 G&amp;gt; + 1)
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ist. und jeder Theiler dieser Zahlen tritt auch unter den Graden

der cyklischen Gruppen auf. Der Index eines cyklischen Theilers

kann niemals kleiner sein als 1
/z (l}2 1)&amp;gt; P (p+ l)i P (p !)

Wenn der Grad eines Theilers G von Lp durch p theilbar

ist, so enthalt er eine cyklische Gruppe vom Grade jp, und wir

konnen nach . 68 die Gruppe G so transformiren
,
dass diese

cyklische Gruppe aus den Substitutionen

besteht. Wenn nun G noch eine Substitution

A - -
** - 7

c, a,

enthalt, in der c von Null verschieden ist, so kommt darin auch

n ac~i\
(a,

6\ /I, dc~^\ /O, c~^\

Vo, i ; U d) Vo, i ; v, o ;

vor. Daraus folgt weiter, dass auch

/O, c~i\ /I, *\ /O, c- 1

^
/ 1, ON

Vc, o ; Vo, i; U /
= &quot;

V c2
f, v

und mithin jede Substitution

vorkommt. Setzt man C/&quot; fur w = 1 an Stelle von A in die

Formel (1), so folgt, dass 6r auch die Substitution (
j
ent

halt, die mit J7 zusammen ein System erzeugender Elemente

von Lp giebt (. 65), so dass also G mit Lp identisch ist. Es

folgt hieraus, dass 6r, wenn es nicht mit Lp identisch sein soil,

nur Substitutionen von der Form

A =
V̂0, a

enthalten kann. Umgekehrt bilden alle diese Substitutionen

eine Gruppe vom Grade l

/z p (p 1), also einen Theiler vom
Index p -\- 1.

Es sind darunter noch gewisse Theiler von grosserem Index

enthalten, die man erhalt, wenn man fiir a nicht alle Werthe

nimmt, sondern alle Werthe von der Form s
,
wenn s ein

Theiler von 1/2 (p 1) ^- Der Grad einer solchen Gruppe ist

*/2 P (P 1) : s.
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Fassen wir die Gruppe Lp als Gruppe der linearen Sub-

stitutionen

auf, und lassen darin
, ^ nach .65 die Zahlen oo,0, 1, . . ., p 1

durchlaufen, so giebt uns G die Gruppe der ganzen linearen

Substitutionen

YI
= a 2

| -f- &.

Das sind die Substitutionen, die die Ziffer GO ungeandert
lassen, und also eine Permutationsgruppe von nur p Ziffern

liefern. Es sind dies dieselben speciellen metacyklischen Gruppen,
die wir im siebzehnten Abschnitte des ersten Bandes betrachtet

haben.

Die verschiedenen aus G transformirten Gruppen lassen

irgend einen der iibrigen p -f- 1 Indices ungeandert, und die

Gesammtzahl dieser Gruppen 1st p -f- 1.

.71.

Divisoren der Gruppe Lp ,
der en Grad nicht durch p

theilbar 1st.

Um die iibrigen Theiler von Lp zu finden, deren Grad nicht

durch p theilbar ist, konnen wir Schritt fur Schritt denselben

Weg gehen, der uns im siebenten und achten Abschnitte zu

der Bestimmung der Polyedergruppen gefiihrt hat. Wir konnen

uns hier damit begniigen, die Hauptmomente der Ableitung
hervorzuheben und wegen der Beweise auf die genannte Stelle

zu verweisen, wo ganz dieselben Schliisse zu machen waren.

Es ist hierzu erforderlich, die Gruppe Lp ,
wie im .65 aus-

einander gesetzt, als Gruppe linearer gebrochener Substitutionen

CD = ?f|
;

aufzufassen, und darin der Veranderlichen | alle p 2
-\- 1 Zahlen-

werthe des Congruenzkorpers (S2,^, einschliesslich GO, beizulegen.
Dadurch gewinnen wir den Yortheil, dass die Gleichung

Weber, Algebra. II. jg
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immer zwei Wurzeln hat. Diese beiden Wurzeln sind von ein-

ander verschieden, wenn wir Substitutionen p
ieu Grades aus-

schliessen, die ja in einer Gruppe, deren Grad nicht durch p
theilbar ist, nicht vorkommen konnen, und die nach . 68, 1. die

einzigen sind, fur welche die beiden Wurzeln von (2) zusammen-

fallen.

Diese beiden Wurzeln nennen wir die Pole von 0.

WT

ir untersuchen eine Gruppe 6r, deren Grad n nicht durch

p theilbar ist, die ein Theiler von Lp sein soil. Wenn in 6r die

Substitutionen

1? @2 ,
. . ., v-l,

aber keine anderen vorkommen, die denselben Pol a haben, so

nennen wir a einen v-zahligen Pol (. 52).

Ist nun S irgend eine Substitution der Gruppe ( 2)1M so er-

halten wir, wenn wir Lp durch S~ l transformiren
,

eine mit Lp
isomorphe Gruppe SLP S~

1
,
und G geht durch dieselbe Trans

formation in eine isomorphe Gruppe S Cr S~ l iiber.

Obwohl die Substitutionen dieser letzteren Gruppe keine

reellen Coefficienten haben, so hat doch jede von ihnen zwei

Pole, die man erhalt, wenn man die Substitution S auf die Pole

von & anwendet. Denn es ist, wenn a ein Pol von ist:

Wir haben also, wie in . 51, 2.:

1. Die Gruppe 6r lasst sich so transformiren, dass

eine beliebige ihrer Substitutionen die Pole

und oo erhalt, dass also diese Substitution multi-

plicativ wird.

Wir fiihren nun der Reihe nach die Satze des .52 auf,

soweit sie hier in Frage kommen, und werden nur da, wo die

veranderten Voraussetzungen es erfordern, eine Ausfiihrung

hinzufugen :

2. Ist a ein v-zahliger Pol, so bilden die Substitu

tionen 1, 1? 2 ,
. . .,

& v-i eine cyklische Gruppe.
Ihre Substitutionen konnen alle (durch Trans

formation) in die Form gesetzt werden:

(3) @(|) = y*
^

ft h = 0, 1, . . .,
v 1 (. 52, 3.).
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Hierin bedeutet y eine primitive Wurzel, also y eine

primitive vie Einheitswurzel des Congruenzkorpers &2
, P ( 67).

3. Beide Pole einer Substitution sind gleich-

zahlig (. 52, 4.).

Ist Q die cyklische Gruppe v ten Grades der Potenzen von &
und n = v

ku, so erhalt man

worin i^ L ,
. . ., tyui Substitutionen aus G sind, und

4. die Z able n

(4) , ^ (a) = 1? i/, 2 (a) = 2 ,
. . ., tyu-ifa) = au _!

bilden ein System gleichzahliger conjugirter
Pole der Gruppe G.

Die sammtlichen Pole der Gruppe G lassen sich also in

Systeme conjugirter Pole zusammenfassen, und wir bekommen so

die unbestimmte Gleichung

(5) 2n 2 = p(v 1) + u
(i&amp;gt; 1) + p&quot;(

v
&quot;_-l)

. . .

= n h p l
l

il . . tj

wenn 7i die Anzahl der Systeme conjugirter Pole ist, und von

dieser Gleichung haben wir in . 52 gesehen, dass sie nur eine

beschrankte Anzahl von Losungen zulasst.

Um die diesen Losungen entsprechenden Theiler der Con-

gruenzgruppen zu linden, konnen wir geradezu in den Formeln

der Polyedergruppen ,
die im achten Abschnitte aufgestellt

sind, fur die darin vorkommenden Einheitswurzeln die in . 67

definirten Einheitswurzeln des Korpers (2.^ setzen, mit denen ja

nach denselben Regeln gerechnet wird. Dabei konnen natiirlich

nur solche Einheitswurzeln vorkommen, deren Grad ein Theiler

von p 2 1 ist. Es ist schliesslich bei jeder solchen Gruppe
nocli zu untersuchen, ob ihre Substitutionen in Lp oder in einer

damit isomorphen Gruppe enthalten sind. Wir haben dann

folgende Falle von Losungen der Gleichung (f&amp;gt;),
wobei y stets

eine primitive Wurzel des Korpers (S
2)jp

bedeutet (. 55).

I. Cyklische Gruppen vom Grade w, ,~

(p,_ l} ,
A = 0, 1, . . ., n -- 1.

y~ ~*&quot;~
I

18*
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Diese Gruppe ist reell, wenn n em Theiler von l
/2 (p 1)

1st, weil dann und nur dann die Exponenten von y durch p -f- 1

theilbar sind. Die Gruppe ist in Fp und zugleich in Ap (. 69)

enthalten, wenn y
2n

, y
2n

conjugirt sind, wenn also

( p
y

2n __
y

2n 0(}er y
2 n _

J

ist, d. h. wenn n ein Theiler von */2 (p + 1) ist- Dies stimmt

mit . 68 iiberein, wonach andere cyklische Gruppen, als solche,

deren Grad gleich p oder ein Theiler von 1
/.2 (p 1) oder

]

/2 (p + 1) ist, nicht vorkommen. In den iibrigen Polyeder-

gruppen ist h = 3, und wir haben:

II. Diedergruppen vom Grade 2m, ,*&quot;

/ **-i

Diese Gruppe ist in Lp enthalten, wenn p ^ 1 (mod 2m),
und in Fp ,

wenn p = 1 (mod 2m), wie im Falle I.

Hier ist die in . 55 gegebene zweite Darstellung der Dieder-

gruppe gewahlt, in der die Unterscheidung der Falle etwas ein-

facher wird, als bei der ersten.

TTT rn v = 2, v f = 3, v&quot; 3, n = 12
III. Petraedergruppe,

^ _ ^ ^ _ ^ ^ _ 4

Um diese Gruppe darzustellen
,

bemerken wir, dass im

Korper @ 2,p immer eine 8 te Einheitswurzel y
8 existirt. Wir

erhalten also nach . 56 die drei erzeugenden Substitutionen

/ ?lzl \ I ?^2\

-;
-

.^.- :^! *-*-
(-11)

\0, y

X =

1) 1st p = 1 (mod 4), so ist y
4

reell, und y
8 ist reell

oder rein imaginar, je nachdem p = 1 oder ^ 5 (mod 8) ist.
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Uebereinstimmend damit ist auch V 2 reell oder rein imaginar

(Bd. I, . 138, 4.. 6.), und folglich ist in diesen Fallen 0, ^, i

uncl mithin die ganze Tetraedergruppe reell.

j?
2 i PZ i

2) Ist aber p = 3 (mod 4), so sind y
4

, y
4

conjugirt

imaginar, wen y =1 ist._ ^2

Ist p = 3 (mod 8), so ist V 2 reell und y
8

also y
8 und y

8
conjugirt imaginar, und ist p= 7 (mod 8),_ j&amp;gt;

g -i
j&amp;gt;

2 - 1

so ist V 2 rein imaginar, y
8 und 7

8
conjugirt imaginar,

und folglich gehort 0, i/.

1

!, ^ in diesen Fallen zur Gruppe Fp . Es

giebt also in alien Fallen in der Gruppe Lp eine Tetraeder

gruppe.
Fiir p = 5 z. B. kann maD, da 2 quadratischer Nichtrest

von 5 ist, s = V 2, und, da Hh 2 die beiden primitiven Wur-
zeln von 5 sind, etwa

setzen, dann folgt

9 o )
A

\ 9 1^, 47 \^, i.

und daraus ergiebt sich die gesuchte Tetraedergruppe fur p = 5

[. 56, (3)]:

/I, 0\ / 2, OX / 0, 2\ / 0, IX

\o, i/
1

v o, 2/ V 2, o/ V i, o;

1, 1\ / 2, 2\ (1, 1\ /-2. 2\

2, 2/V\ 1, I/

1, 2\ / 2, 1\

,2, I/ V. 1, 27 V 1, 2&amp;gt;T V 2, I/

Diese Gruppe ist ein Theiler von L
:,
vom Index 5.

IV. Octaedergruppe.
In der Octaedergruppe ist eine cyklische Gruppe vom Grade 4

enthalten, und eine solche Gruppe kann also nur existiren,

wenn i;
2 (p 1) oder i;

2 (p -f~ 1) durch 4 theilbar, d. h. wenn

p ^ 1 (mod 8) ist.
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Unter dieser Voraussetzung fiihren die Formeln . 57 zur

Aufstellung einer Octaedergruppe.

Die erzeugenden Substitutionen sind:

Diese Gruppe ist reell, wenn j) ^ 1 (mod 8) ist, und ima-

ginar, aber in Fp enthalten, wenn p ^ 1 (mod 8) ist.

Das erste Beispiel ist p = 7. Hie_ist 1 quadratischer

Nichtrest, und man kann also s = V 1 = * setzen. Nehmen
wir y = 2 -|- *, y

7 = 2 *
, y

6 == 2 (1 -|- *), y
8 = 5, so ist 7

eine primitive Wurzel, da y, y
2
,

. . ., y
7 von einander verschieden

sind und 5 reelle primitive Wurzel von 7 ist, so dass jede nicht

verschwindende Zahl des Korpers 2,7
in der Form

dargestellt werden kann, wenn

p = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

v = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

gesetzt wird.

Es ist dann ferner 1/2 = 3, und folglich sind die Sub

stitutionen
, i/&amp;gt;, %:

4(i), 4(1 fr

(1

Will man zur reellen Form iibergehen, so muss man nach

. 69 verfahren. Man geht von den Substitutionen B zu den A
liber, indem man v = y

3 = 2 3i setzt, und erhalt aus (9)

fur @, #, ^ in der Gruppe Ap \

/2+ 2t, \ /O, 3 -2i\ /4 4, 1 4^ N

\0, 2 2^7 Vft+Bs i

Hier ist ferner

E =

/2(1+0, \ /0,f\ /W
V o, 2(1^-V 1

V.-.0/
1 v
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zu setzen, woraus sich durch Bildung von R A E~ l die er-

zeugenden Substitutionen der Octaedergruppe in reeller Form

ergeben :

,3,2

(11) /_l,2\
V 3,0;

Nun ist es leicht, nach . 57 die vollstandige Gruppe zu

bilden, was nicht nothig ist, weiter auszufiihren.

Die Octaedergruppe fiir p = 7 ist ein Theiler von

L7 vom Index 7.

V. Ikosaedergruppe.

In dem Falle p = 5 ist Lp selbst eine Ikosaedergruppe. Fiir

andere Werthe von p kann nur dann eine Ikosaedergruppe in Lp

enthalten sein, wenn p- 1 durch 5 theilbar, also p= 4; 1 (mod 5)

ist. Dann erhalten wir aus . 58 die erzeugenden Substitutionen

einer solchen Gruppe.
*

Setzen wir zur Abkiirzung

10

so haben wir p
2 fur in die Formeln des . 58 einzusetzen, und

erhalten

@ _ CP.
o \ / o, i\

\o, &amp;lt;rv \-i, o;

(12)
1

1= / [-58, (26)].

Q Q- Q
2

Q-

Ist p = 1 (mod 5), so ist p, und damit die ganze Gruppe
reell. Ist aber p = 1 (mod 5), so sind Q und p-

1
conjugirt,

und folglich ist die gefundene Gruppe in Fp enthalten, und um
die Ikosaedergruppe in Lp zu erhalten, miissen wir erst nach

. 69 transformiren.

Fiir p = 11 erhalten wir unmittelbar eine reelle Ikosaeder

gruppe vom Index 11.
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Wir konnen fiir Q = y
12 eine beliebige primitive Wurzel

von 11, z. B. 8, wahlen. Dann wird Q
l = 1 und

Q Q-
1 = 1, p

2
e~

2 = 4,

also

fi*\
(13)

,
4 _

1)() L3

Damit ist also festgestellt, welche Arten von Theilern in der

Gruppe Lp vorkommen konnen, und es ist auch gezeigt, dass

alle diese Theiler wirklich vorhanden sind. Die Frage, wie man
fiir jeden Typus alle iiberhaupt moglichen Theiler erhalt, haben

wir hier bei Seite gelassen. Wir wollen dariiber nur noch

folgende Bemerkungen machen.

Wenn man eine gefundene Gruppe G durch irgend eine

Substitution der Gruppe Lp transformirt, so erhalt man einen

conjugirten Theiler. Wenn man aber durch eine imaginare Sub
stitution der Gruppe Ep transformirt, so kann es vorkommen,
dass die transformirte Gruppe von G trotzdem reell wird und
nicht mit G innerhalb Lp conjugirt (wiewohl beide conjugirte
Theiler von Ep sind). So erhalt man allgemein aus der Octaeder-

und der Ikosaedergruppe eine zweite nicht conjugirte, wenn man

mit
( )

transformirt. Bei der Tetraedergruppe giebt dies
\U, /

nur dann eine neue Gruppe, wenn p = 4: 1 (mod 8) ist. Die

zweite Gruppe ergiebt sich nach der Formel:

ft; !-,) C J)C )
= CH /) (J - &quot;

Um diese Verhaltnisse an den Beispielen p = 5, 7, 11 auf-

zuweisen, ist es zweckmassig, die oben gefundene Gruppe (6) fiir

p = 7 so zu transformiren, dass die Substitution #, die von der

dritten Ordnung ist, die Nonnalform S erhalt. Man findet diese

Transformation leicht, und erhalt fiir diesen Fall:

1] V
-2, -1A3, l/\ 2, V \ 0,

(15)

l\/2, 2\ / 1, 1\ /-3, 3

2,
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woraus man durch Zusamiuensetzung

erhalt Wir konnen demnach in den drei Fallen folgende er-

zeugende Substitutionen der Tetraeder-, Octaeder- und Ikosaeder

gruppe [(6), (13), (15)] annehmen:

. 0\ / 0, 1\ / 2. 2

-7
Vo, B/

1

V i. o/ V i,

0, 1\ / 3
= 3, 1\

1, 3&amp;gt;

Durch wiederholte Zusammensetzung, die sich auf sehr ver-

scliiedene Arten anordnen lasst, ergeben sich hieraus leicht die

vollstandigen Gruppen :

x,0\/Q,x\(x,
o, r*F \--ar-1

, O/
1

V22T 1
.

x = I. 2

x.O \ / 0. a;\ / x, xs \ / xz, x

0,^-V \-x-\o) \2x-*z-\ Sar-V
1

V Sa;- 1
,

2*- 1 -

/a:,0 \ / 0, a;\ / x,

M),ar-V
J

\ ar-^oy
1

\ ^ 1 ^~ 1
,

a; == 1, 2, 3; s = 1, 2, 4

(# quadratischer Rest von 7).

) === 11.

xs x

x = 1, 2, 3, 4, 5; * == 1, 3, 4, 5, 9

(# quadratischer Rest von 11).

Die Anwendung der Transformation (14) fiihrt bei p = 5 zu

keiner neuen Gruppe; bei p = 7, 11 erhalt man je eine andere

Gruppe. die aus diesen hervorgeht, wenn man fiir g die Reihe

der quadratischen Nichtreste statt der Reste setzt l
).

J
) Die Eigenschaft der Congruenzgruppen, einfach zu sein, hat schou

Galois gekannt, Ebenso waren ibm die Theiler vom Index p fiir

p = 5. 7, 11 bekannt. Eingehender untersucht sind diese Gruppen von
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. 72.

Constitution der Gruppe L7 vom Grade 168.

Unter den hier gefundenen einfaclien Gruppen ist die nachste

nach der Ikosaedergruppe, die hier als L5 wiederkehrt, die

Gruppe L7 vom Grade 168, die, wie wir gesehen haben, eine

Octaedergruppe als Theiler enthalt. Da uns diese merkwiirdige

Gruppe spater noch mehrfach begegnen wird, so wollen wir hier

noch etwas naher auf ihren Bau eingehen.

Im . 57 ist die Octaedergruppe durch drei Elemente %, ca, &
in der Form dargestellt:

(1) z o,.&quot;*, A = 0, 1, 2; p = 0, 1; v = 0, 1, 2, 3.

Zwischen diesen Elementen bestehen die Relationen

(2) cs% = %
2

und diese Bedingungen haben wir, wenn noch die Grade 3, 2, 4

der Elemente #, w, S hinzukommen, als ausreichend nachgewiesen,

um das System (1) als Octaedergruppe zu charakterisiren.

Aus (2) haben wir im . 57 als Folgerungen die Formeln

abgeleitet:

(3) x = %
2 @ 2

,

2
X = X&amp;lt;\

}

l = X
2

,

r W @2 3 O = CO

die wir spater mehrfach benutzen werden.

Im .71 haben wir die Octaedergruppe auch als Congruenz-

gruppe nach dem Modul 7 dargestellt und haben in den dortigen

Formeln (11)

gefunden. Fiir das Folgende ist es aber, im Interesse einer ein-

facheren Rechnung, zweckmassig, diese Gruppe noch zu trans-

Serret (Cours d algebre superieure) uiid von C. Jordan (Traite des Sub

stitutions). Yer^l. Weber, Elliptische Functionen etc., . 84 f. Die voll-

standige Aufstellung aller Theiler riihrt von Gierster her (Math. Ann.,

Bd. XYIII). Ausfuhrliche Behandlung der Congruenzgruppen in ,,Klein-

Fricke, Yorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen&quot;,

Bd. I, Leipzig 1890.
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formiren. Es hat sich namlich friiher schon gezeigt, dass in

der Gruppe L 7 Theiler vom Grade 21 enthalten sind, deren

Index = 8 1st, und die gerade fur unseren Zweck von besonderer

Wichtigkeit sind. Unter den conjugirten Tbeilern des Index 8

ist aber der einfacbste und fiir die Rechnung bequemste der aus

alien Substitutionen

(5)
(;;j_

t
)

(mod 30 -;.

bestehende, und wir wollen die Transformation also so ein-

richten, dass % in dieser Form auftritt. Dies erreichen wir durcb

Transformation der Substitutionen (4) mittelst (_ ^ Qj
,
und

dadurch ergiebt sicb aus (4)

Wir stellen biernacb nocb zur besseren Uebersicbt die ganze

Octaedergruppe in eine Tafel zusammen, deren secbs Zeilen die

2,

2, 1

3, 2

-

Urn die ganze Gruppe L- zu erhalten, miissen wir noch ein

Element 7 ten Grades hinzufiigen, und dafiir wahlen wir

-
ft !)
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Dann ist die gesammte Gruppe L7 so dargestellt:

Q = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 6

(9) r?2 -o&amp;gt;0&quot;, A = 0, 1, 2; fi
= 0, 1

v = 0, 1, 2, 3.

Dass alle diese Elemente (9) von einander verschieden sind,

ergiebt sich einfach daraus, dass kerne Potenz von r, deren

Exponent nicht durch 7 theilbar ist, in der Octaedergruppe ent-

halten sein kann, weil die Octaedergruppe kein Element vom
7 ten Grade hat.

Die in der Gruppe L7 enthaltene Gruppe (5) vom 21 sten Grade
ist dann in der Form T? i

l
dargestellt.

Um die Composition der Elemente (9) zu charakterisiren,

geniigt es offenbar, wenn fiir jedes Q die Elemente

(10) T(&amp;gt;, OT(\ %T?

in der Form (9) dargestellt sind, weil dadurch, zusammen mit

den Compositionen in der Octaedergruppe, das symbolische Pro

duct je zweier Elemente der Form (9) wieder in der Form (9)

dargestellt werden kann.

Da nun

ist, so erhalt man zunachst sehr einfach aus (6)

(12) jV~== ** $!

und daraus

(13) :. ff&: J=ii*ft

und man sieht leicht, dass diese sechs Relationen eine Folge
von der einen sind:

(14) x * =
^l&amp;gt;

Die iibrigen Compositionen (10) erhalt man aber nur durch

wirkliche Ausrechnung in den einzelnen Fallen, wobei die

Tabelle (7) gute Dienste leistet. Man wendet sie in der Weise

an, dass man fiir jeden Werth Q die Elemente

TS CD T?, TS T?

bildet, und Q so bestimmt, dass sich diese Elemente in der Ta
belle finden, was immer nur auf eine Art moglich ist.
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Man findet so clurch leichte, wenn auch etwas umstandliche

Rechnung
cor = r 2 2 w0 2

,
0T T*co0

car 2 = r;r
2 3

,
0r 2 = T % co 3

wr 3 = r^0 2
,

0r 3 == rsjrc,

7H = T*^2@ j
r 4 62

09 r 5 = r 3 2 w (9, 0T 5

Diese zwolf Relationen lassen sich aber alle aus vieren von

ihnen, die man auf mannigfaltige Art auswahlen kann, als Folge-

rungen ableiteu. Man kann z. B. fur diese vier fundamentalen

Relationen die folenden wahlen:

(16) cox = Titfa
2
, wr3=rr^02, co i T* %* 0,

r = r3 w 0,

aus denen mit Benutzung der Formeln (3), (12), (13) alle anderen

leicht folgen, z. B.:

o ^ = xy* S x = T*%I r 3 co 9 = r 3
y} co 9,

und so die iibrigen.

Wie wir friiher gesehen haben
,

dass wir als erzeugende

Eleniente der Octaedeigmppe % und betrachten konnen, so

konnen wir jetzt als Erzeugende der Gruppe L 7 die zwei Ele

niente a), T ansehen. denn es ergiebt sich aus (15):

(17)
3 = co r co r 6

, i = x- r 3 co.

Fassen wir zusanimen, so ergiebt sich folgendes Resultat:

I. Sind vier Eleniente r, ^, w, der Grade 7, 3, 2, 4

gegeben, bei deren Zusammensetzung die Rela

tionen bestehen :

COT =

so bilden die 168 Eleniente

6 = T? 2
A

09
U V

,

wenn p. A, p, v voile Restsysteme nach den Mo-
duln 7. 3, 2, 4 durchlaufen, eine einfache Gruppe
168 sten Grades, und co und T konnen als er

zeugende Elemente dieser Gruppe angesehen
werden.
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Unter den Theilern dieser Gruppe sind hervorzuheben die

Octaedergruppe
%* 09&quot; & v

vom Index 7, sodann die Eleinente

die nach den Relationen (12) und (13) eine Gruppe 21 fcten Grades,

also einen Theiler der Gesammtgruppe vom Index 8 bilden;

ferner die Gruppe 8 ten Grades 09&quot; & v
. Die gesammte Gruppe

lasst sich auch in anderer Reihenfolge so darstellen:

l
CD.&quot; & v r? a?&quot;

v l r?
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Zehnter Abschnitt.

Allgemeine Theorie der metacyklisclien
Gleichungen.

. 73.

Die Resolventen der Compositionsreihe.

Aus den Satzen der allgeioeinen Gruppentheorie, die im

ersten Buclie dieses Bandes behandelt sind, ergeben sich wichtige

algebraische Folgerungen, wenn man sie auf die Galois sche

Gruppe einer Gleiclmng anwendet.

Es wird jetzt ein beliebiger Korper SI als Rationalitats-

bereich angenommen , f(x) = sei eine Gleichung in diesem

Korper ohne niebrfacbe Wurzeln und P ibre Galois scbe

Gruppe. Diese Gruppe P babe einen Normaltheiler Q. Wir be-

zeicbnen mit n den Grad von P und mit j den Index des

Tbeilers Q, so dass n : j der Grad von Q ist.

Wir baben im ersten Bande (. 156) gesehen, dass die Gruppe
von f(x) durch Adjunction einer Wurzel einer irreduciblen

Normalgleicbung j
ten Grades auf Q reducirt wird und diese Hiilfs-

gleicbung J
ten Grades baben wir als Partialresolvente be-

zeicbnet.

Die Galois scbe Gruppe dieser Partialresolvente haben wir

so erhalten: Bedeutet ^ eine zu der Gruppe Q geborige Func
tion der Wurzeln von / (x) und ist P in die Nebengruppen

P= Q+ Qa+ Qb+ Qc-\----

zerlegt. wo also a, ft, c, . . . gewisse Permutationen aus P sind,

so geht # durch die ganze Xebengruppe Qa in ein und dieselbe

Function i\?a liber, und die Galois sche Gruppe der Resolvente

bestebt aus den Substitutionen

Weber, Algebra. II.
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Setzt man zwei dieser Substitutionen zusammen, so hat man
zu beachten, dass

(^ 6)
=

W&amp;gt;, ^M
ist, so dass man

hat. Es setzen sich also diese Substitutionen ganz in derselben

Weise zusammen, wie nach . 4 dieses Bandes die Nebengruppen,
und es ergiebt sich daraus:

1. Die Galois sche Gruppe der zu Q gehorigen
Partialresolvente ist isomorph mit der zu Q
complementaren Gruppe P/Q.

Nehmen wir jetzt irgend eine Compositionsreihe von P mit

der zugehbrigen Indexreihe (. 6):

(1) P, PI, Pa, . ., P^-i, 1

,7i, .72, , ^u-i, ^
so wird nach dem soeben Gesagten die Gruppe der Gleichung

/= von P auf Pl reducirt durch Adjunction einer Wurzel

einer Normalgleichung vom Grade jlt Dann wird sie auf P2

reducirt durch eine Wurzel einer Normalgleichung vom Grade

j.2 u. s. f. und endlich wird die Gleichung vollstandig gelost durch

eine Wurzel einer Normalgleichung vom Grade j^.

Auf dies Auflosungsverfahren fallt nun von dem Satze iiber

die Unveranderlichkeit der Indexreihe (. 6, I.) ein neues Licht.

2. Um die Gleichung / zu losen, hat man nach
einander je eine Wurzel einer Normalgleichung
der Grade j\,fa, . . .,ju zu adjungiren. Die Grade
dieser Resolventen konnen zwar in der Reihen-

folge, nicht aber in der Gesammtheit abgeandert
werden.

Die Zahlen j1 ^ j^, . . .,^u hangen also weit tiefer mit der

Natur einer Gleichung oder allgemeiner mit den durch die Glei

chung defmirten Korpern zusammen, als etwa der Grad der

Gleichung; denn wahrend der Grad durch Transformation auf

mannigfache Weise verandert werden kann, wenn man Functionen

der Wurzeln als neue Unbekannte einfuhrt, bleiben die Zahlen

jiijto -
&quot;iju-

immer erhalten und sind als wahre Invarianten
des durch die Gleichung definirten Normalkorpers zu betrachten.
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Zu diesen Invarianten gehort auch der Grad n der Gruppe P
selbst, der durch die j so bestimmt 1st :

(2) M =JJ* -JU-I./M-

Denu nach der Bedeutung der Indices ist n : j^ der Grad

von P!, : Jlt;2 der Grad von P2 u. s. f., und da der letzte der

Grade gleich 1 ist, so ergiebt sich die Form el (2).

Im Allgemeinen ist in einer Compositionsreihe von P jedes

Glied Normaltheiler nur des nachst vorangehenden. Es konnen

aber auch einzelne Glieder vorkommen. die auch noch von weiter

vorangehenden Gliedern Normal!heiler sind. Besonders wichtig

sind solche Glieder, die Normaltheiler von P selbst und also

auch von alien ihnen vorangehenden Gliedern der Compositions
reihe sind. Wir wollen sehen, welche algebraische Consequenzen
aus diesem Umstande zu ziehen sind.

Es sei P.- ein Glied der Reihe (1), welches zugleich Normal

theiler von P ist. Der Index von Pv in Bezug auf P ist

jij* -
-&amp;gt;i

und dies Product ist der Grad der Partialresolvente,

durch die die Gruppe P auf Pv reducirt wird, die wir mit

3U(t/)
= bezeichnen wollen. Die Gruppe dieser Resolvente, die

eine Normalgleichung ist, erhalten wir nach dem Satze 1. in der

Form P/Pv.
Wir konnen nun leicht eine Compositionsreihe fur diese

Gruppe nebst der zugehorigen Indexreihe finden, namlich:

(3) m P P,, P! P,, P, Pv, . . ., Pv_i P&amp;gt;. 1

Jl 1 Jll Jv l, Jf

Denn nach dem Satze 1., . 6 ist P^P, ein Normaltheiler

Ton P/Pv vom Index Ji, und es ist ein grosster Normaltheiler,

weil nach 2., . 6 iiber P1/PV kein Normaltheiler von P Pr stehen

kann. wenn iiber Pl kein Normaltheiler von P steht. Und
ebenso kann man in Bezug auf die folgenclen Glieder von (3)

schliessen.

Daraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Wir haben

schon im . 7 gezeigt, dass sich, wenn Q irgend ein Normal

theiler von P ist. eine Compositionsreihe von P finden lasst, in

der Q vorkomrnt. Ist nun R ein anderer Normaltheiler von P
und zugleich ein Theiler von (), so kann man die Compositions
reihe von P so einrichten. dass Q und E darin vorkommen.

Wir denken uns eine solche Compositionsreihe bestimmt:

(4) P, &amp;lt;? , Q&quot;, ...,&amp;lt;?,.... R.

19*
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Nach (3) konnen wir die Compositionsreihen der beiden

Gruppen P/Q und P/R daraus herleiten, die wir so andeuten

wollen :

(5) P/Q, Q /Q, Q&quot;IQ, ..., 1

(6) PjE, Q /B, Q&quot;/B, ..., Q/B ...

Nun ist der Index des Theilers Q /Q von P/Q gleich dem
Index des Theilers Q von P, also auch gleich dem Index des

Theilers Q /R von P/R (. 6, 1.), und Gleiches gilt von den

folgenden Gliedern. Wir sprechen also den Satz aus:

3. Sind Q und R Normaltheiler von P, und ist R
ein Theiler von Q, so ist die Indexreihe von P/Q
ein Theil der Indexreihe von P/R..

Sind die Indices ji,jz, . . .
, &amp;gt;

lauter Primzahlen
,

so ist dia

Losung der Resolvente % (y)
= auf die Losung einer Kette

von cyklischen Gleichungen der Grade j, j2 ,
. .

.,&amp;gt; reducirbar;

diese Resolvente ist also metacyklisch in dem Sinne, wie wir

diesen Begriff im siebzehnten Abschnitte des ersten Bandes fest-

gestellt haben, wonach die metacyklischen Gleichungen mit den

sonst algebraisch losbar genannten identisch sind.

Eine irreducible Gleichung f(x) = ist metacyklisch, wenn

die Indexreihe ihrer Gruppe aus lauter Primzahlen besteht. Wir

haben an der erwahnten Stelle die Bedingungen fiir meta-

cyklische Gleichungen von Primzahlgrad untersucht, und miissen

jetzt diese Betrachtungen fiir den allgemeinen Fall durchfuhren r

dass der Grad der Gleichung beliebig zusammengesetzt ist.

. 74.

Metacyklische Gleichungen.

Wenn / (x)
= eine irreducible Gleichung w ten Grades und

P ihre Galois sche Gruppe ist, so ist P transitiv. Eine Com

positions- und Indexreihe fiir P sei

Ci\ P P P P 1

\1) ^
1

-L 11 *J, 5 -^It It *

Ji &amp;gt; J2i -i Jfiili Jf-i-

Es wird, da die letzte Gruppe 1 intransitiv ist, in der Com

position sreihe einmal eine intransitive Gruppe auftreten, und es

sei also PA die erste intransitive Gruppe der Reihe (1). Dann
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sind auch alle folgenden Gruppen P/. + I, P/. + 2 . - -, die ja alle

Theiler von P;. sind, intransitiv.

Es ist nun an die Satze 1.. 2,, 3. im . 158 des ersten Bandes

zu erinnern. Da P/. ein Normaltheiler von P;._! ist, so folgt

aus jenen Satzen, dass P/._i imprimitiv ist, und wenn durch

die nothigen Adjunctionen die Gruppe von f (x) = auf P;._i

reducirt ist. so wird durch weitere Adjunction einer Wurzel einer

Normalgleichung vom Grade j-f. die Function f (x) in mehrere

irreducible Factoren

(2) f(x)=fl (x)f,(x)...fh (x)

zerfallen, die alle von gleichem Grade sind und deren Anzahl h

ein Theiler von
j-,.

ist.

Bezeichnen wir mit m den Grad von f(x\ mit mL den Grad

von /! (#), so ist

(3) m = hm^
Nach dem angefiihrten Satze 1. im . 158, Bd. I haben die

Gleichungen }\ = 0, /2
= 0, . .

., fh = alle dieselbe Gruppe,
die wir mit Q bezeichnen wollen. Sind

, j, 2 ,
. . ., ,HI _I die

Wurzeln von /T
= 0, so erhalten wir die Gruppe Q, wenn wir

die Permutationen der a sammeln, die durch P;. hervorgerufen

warden. Es handelt sich zunachst um das Verhaltniss der Grade

j?x und q der beiden Gruppen P;. und Q.

Es kann mehrere verschiedene Permutationen in P;. geben,

die dasselbe Element in Q erzeugen, die also dieselbe Permu
tation der a enthalten. Sind %, ir.2 zwei verschiedene Permu
tationen aus P;., die unter den dieselbe Permutation hervor-

rufen, so wird 7t&amp;gt;2 n- 1 = n$ eine Permutation sein, die die a in

Ruhe lasst, und es ist also 7i.2
= n^ yi l9 Wenn umgekehrt n^

irgend eine Permutation aus P;. ist, die die Wurzeln a nicht

permutirt, so wird die Permutation 7c.2
= ;r ^ dieselbe Aende-

rung unter den bedingen, wie n^.

Es folgt hieraus, dass jede Permutation der gleich oft

durch die Permutationen von P;. erzeugt wird. namlich ebenso

oft, als die durch Permutationen aus P/. ungeandert bleiben.

Bezeichnen wir diese Zahl mit _p ,
so ist also

(4) Pi.
= Po ,

oder der Grad
_p/. der Gruppe P;. ist ein Vielfaches des

Grades q von Q.
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Wir haben nun im . 154, 7. des ersten Bandes den Satz

bewiesen, dass der Grad einer transitiven Permutationsgruppe
immer durch die Anzahl der permutirten Zifiern theilbar ist.

Hier ist aber yj (x) irreducibel und demnach die Gruppe Q
transitiv. Es ist also q durch den Grad von /i(#), d. h. durch

mi theilbar, und folglich ist nach (4) auch pi durch m^ theilbar.

Den Grad j)^_i von P*_i erhalten wir nach der Bedeutung
von ji in der Form:

(5) pi-i=jipi.
Nun ist p/. ein Vielfaches von mx , ji ein Vielfaches von

/&,,

und In m l
= m gleich dem Grade von / (x). Demnach ist

(6) pi-i = km
ein Vielfaches von m.

Aus der Bedeutung der j ergiebt sich aber [. 73, (2)]

pi i
= jiji_ j . . . Ju ,

und folglich haben wir die Relation

(7) j/^ + iJA + 2 j* = Tcm,

woraus sich eine sehr merkwiirdige Folgerung ziehen lasst.

Angenommen, es werde die irreducible Function f(x) durch

successive Adjunction von Wurzeln cyklischer Gleichungen redu-

cibel, dann lasst sich nach . 176, Bd. I die Compositionsreihe (1)

so geordnet annehmen, dass die Indices ji, j%, . . .,.; / Primzahlen

sind. Es ist also, da h ein Theiler von ji ist, ji =.
~k, und ji ist

nach (3) eine in m aufgehende Primzahl.

Wenn nun in m ausser -ji noch eine zweite Primzahl p auf-

geht, so muss nach (7) einer der Factoren ^,^ + 1,^ + 2, -, jp

durch p theilbar sein, und sie konnen also gewiss nicht alle

gleich ji sein.

Daraus aber folgt nach dem Satze III, . 7, dass man eine

Compositionsreihe von P^:

(8) P;., PA + I, ., PUI-, 1

so finden kann, dass unter den Gruppen P;., P/ + I, . . ., Pu-i

eine, etwa Pr ,
ein Normaltheiler von P ist.

Dieses Pv ist aber als Theiler der intransitiven Gruppe P;.

selbst intransitiv, und daher muss P selbst imprimitiv sein

(Bd. I, . 158, 2).

Wir sprechen dies in folgender Form als Satz aus:

1. Wenn im Grade einer irreduciblen Gleichung
mehrere verschiedene Primzahlen aufgehen, so
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kann diese Gleichung nur dann durch successive

Adjunction von Wurzeln cyklischer Gleichungen
reducibel werden, wenn sie imprimitiv ist.

Wir konnen iiber die Art und Weise der Reduction, ihre

Moglichkeit vorausgesetzt, noch einiges Nahere anfuhren. 1st

Pv die erste Gruppe der Reihe (8), die Normaltheiler von P ist,

so ist nach dem eben angefiilirten Satze III, . 7 bei richtiger

Anordnung der Compositionsreihe :

also alle gleich derselben Primzahl, und die Resolvente % = 0,

durch die die Gruppe P auf Pv reducirt wird, hat folglich eine

metacyklische Gruppe.
Bezeichnen wir mit A, .5, . . ., S die Systeme der Intransitivitat

der Gruppe Pr ,
deren Anzahl 5 sei, und setzen

(10) m = rs,

so wird durch Adjunction einer Wurzel von % = die Function

f(x) in s Factoren r ten Grades zerfallen.

Die A, B. . . .,
S sincl Systeme der Imprimitivitat von P

(Bd. I, . 158, 2.).

Bezeichnen wir mit Q die
1 Gesammtheit aller Permutationen

von P, die die einzelnen Systeme A, B, . .
., S an ihrer Stelle

lassen und nur die Elemente der Systeme unter sich vertauschen,

so ist Q, wie wir im . 158 des ersten Bandes gesehen haben,
ein Normaltheiler von P, und durch Adjunction der Wurzeln

einer Hiilfsgleichung s ten Grades
&amp;lt;p (y) = zerfallt f(x) in s Fac

toren r ten
Grades, denen die einzelnen Systeme A^ .B, . . ., S als

Wurzeln anehoren:

Da durch die Hiilfsgleichung 9? (y) = die Gruppe P auf Q
reducirt wird

,
so ist die Gruppe von

y&amp;gt; (y)
= isomorph mit

P/Q. Andererseits ist aber auch die intransitive Gruppe Pv ein

Theiler von Q, da die Systeme J., 5, . . ., S durch Pv nicht ver-

schoben werden, und wir konnen also den Satz . 73, 3. auf die

drei Gruppen P, Q, Pv anwenden. Da die Indexreihe von P/PV

nach Voraussetzung aus lauter Primzahlen besteht. so gilt nach

jenem Satze dasselbe von P/Q. Diese Gruppe ist metacyklisch
und also ist auch die Hiilfsgleichung &amp;lt;p (y)

= metacyklisch. Es

folgt also der Satz:
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2. Wenn eine irreducible Gleichung, in deren
Grad mehr als eiiie Primzahl aufgeht, durch
successive Adjunction von Radicalen in Fac-
toren zerfallt, so wird eine Zerfallung in s Fac-
toren r ten Grades herbeigefiihrt durch Adjunc
tion der Wurzeln einer metacyklischen Gleichung
r ten Grades.

Dieser Satz enthalt als speciellen Fall den von Abel her-

riihrenden Satz, dass eine irreducible Gleichung, deren Grad m
riicht die Potenz einer Primzahl ist, nur dann durch Radicale

losbar sein kann, wenn sie durch Adjunction der Wurzeln einer

losbaren Gleichung niedrigeren Grades, deren Grad ein Theiler

von m ist, in Factoren zerfallt l

).
Damit ist die Frage nach der

Auflosung einer Gleichung durch Radicale oder auch nur der

Reduction einer Gleichung durch Radicale ausserordentlich ver-

einfacht. Man kann in der That die fernere Untersuchung auf

Gleichungen beschranken, deren Grad eine Primzahl oder eine

Primzahlpotenz ist, weil darauf alle anderen Falle durch wieder-

holte Anwendung des Satzes 2. zuruckgefiihrt sind.

So gestattet z. B. die Frage nach alien durch Radicale los

baren irreduciblen Gleichungen 6 ten Grades eine geradezu triviale

Antwort :

Urn alle metacyklischen Gleichungen 6 ten Grades
in irgend einem Korper & zu erhalten, adjungire man
dem Korper & eine Quadratwurzel und bilde in dem
erweiterten Korper alle cubischen Gleichungen, oder
man adjungire die Wurzel einer cubischen Glei

chung und bilde in dem erweiterten Korper alle qua-
dratischen Gleichungen.

Als Beispiel einer solchen Gleichung fiihren wir die von

Hesse behandelte an, von der die Kreisschnitte einer nicht auf

die Hauptaxen bezogenen Flache 2 ten Grades abhangen. Dies

Problem wird durch Quadratwurzeln gelost, wenn vorher durch

die Losung einer cubischen Gleichung die Hauptaxen bestimmt

sind 2
).

1
) Abel giebt den Satz ohne Beweis in der Abhandlung ,,Sur la res.

algebr. des equations&quot;. Oeuvres completes 1881, Bd. II, S. 217. Vgl. auch

die Abhandlung von Galois in Liouville s Journal, Bd. 11.

2
) Hesse, ,,Ueber die Auflosung derjenigen Gleichungen 6 ten Grades etc.&quot;

relle s Journal, Bd. 41 (1851).



. 75. Primzahlpotenz-Grad. 297

. 75.

Metacyklische Gleichungen, deren Grad eine Primzahl-

potenz ist.

Nach den letzten Satzen concentrirt sich das Interesse

weiterer Untersuchungen iiber metacyklische Gleichungen haupt-

sachlich auf den Fall, dass der Grad der Gleichung eine Potenz

p* einer Primzahl p ist. Wir setzen die Gleichung als irreducibel

voraus und beschranken uns auf die Betrachtung primitiver

Gleichungen; denn die Auflosung der imprimitiven reducirt

sich auf die successive Losung zweier (oder mehrerer) primitiver

Gleichungen, deren Grade gleichfalls Potenzen von p sind, und

die, wenn die urspriingliche Gleichung metacyklisch ist, auch

metacyklisch sein miissen.
1 Wir nehmen also jetzt an, es sei P die Gruppe einer irre-

duciblen primitiven metacyklischen Gleichung f (x) = vom

Grade p
k

. Nach Bd. I, . 158, 2. muss nicht nur P selbst, son

dern alle seine Normaltheiler (mit Ausnahme der Einheitsgruppe)
noch transitiv sein. Nun wenden wir den in . 8 allgemein

&quot;bewiesenen Satz IV. an, nach dem P einen Normaltheiler Q mit

lauter commutativen Elementen besitzt, und wenn mehrere solche

Theiler vorhanden sind, so verstehen wir unter Q einen von

ihnen, dessen Grad moglichst niedrig, aber noch grosser als 1

ist. Diese Gruppe Q ist also gleichfalls noch transitiv. Q kann

aber keinen von der Einheit verschiedenen echten Theiler mehr

haben, der zugleich Normaltheiler von P ist, weil sonst dieser

an die Stelle von Q. treten wiirde.

Wenn durch die gehorigen Adjunctionen die Gruppe unserer

Gleichung von P auf Q reducirt ist, so ist / (#)
= in dem er-

-weiterten Rationalitatsbereiche zu einer Abel s chen Gleichung
geworden, und da sie noch irreducibel geblieben ist, so ist nach

Bd. I, . 162 der Grad der Gleichung gleich dem Grade der

Gruppe; d. h. Q ist eine Abel sche Gruppe vom Grade p*. Die

Grade aller Elemente von Q sind also Potenzen von p. Wir
wollen nachweisen, dass ausser dem Einheitselemente in Q nur
Elemente vom Grade p selbst vorkommen.

Nehmen wir an, es sei p
- der hochste Grad, der unter den

Elementen von Q vorkommt, und es sei A
&amp;gt; 1. Dann bilden

-alle Elemente von Q, deren Grad ein Theiler von p l
ist, einen
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Theiler Q von Q, der sowohl von Q selbst als von der Einheits-

gruppe verschieden 1st. Dieser Theiler Q muss aber ein Normal-

theiler von P sein, well, wenn TC in Q, y in P enthalten istr

y
1
jry, was vom selben Grade wie it ist, gleichfalls in Q ent

halten sein muss, und also zu Q gehort, wenn 7t zu Q gehort.
Da nun aber, wie oben bemerkt, Q keinen echten Theiler haben

kann, der grosser als die Einheitsgruppe und zugleich Normal-

theiler von P ist, so muss A = 1 sein.

. 76.

Darstellung der Abel schen Gruppe Q.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen haben gezeigtr

dass in einer metacyklischen Gruppe P, die als Galois sche

Gruppe einer irreduciblen primitiven Gleichung f (x) = des-

Grades n = p* auftreten kann, eine Abel sche Gruppe Q als

Normaltheiler enthalten sein muss, deren Grad p* ist, und die

ausser dem Einheitselemente nur Elemente vom Grade p enthalt.

Nach . 9 lasst sich diese Gruppe Q durch eine Basis dar-

stellen, die aus fc Elementen AI, A2 ,
. . ., Ak vom Grade p be-

steht, so dass jedes Element von Q die Form erhalt:

(1)
A

l
l 4f . . .

Al&quot;,

und hierin durchlaufen #1, #2 ? ? #fc von einander unabhangig

je ein voiles Restsystem nach dem Modul p. Wir gehen nun,
um die entsprechende Permutationsgruppe zu finden, von einer

beliebigen Wurzel x von f (x) aus, bezeichnen die Wurzel, in

die x durch die Permutation (1) iibergeht, mit

(2) [&amp;gt;i,
^2 ,

. ., ^],

und setzen fest, dass dies Zeichen seine Bedeutung nicht andern

soil, wenn die Zahlen #a ,
#2 &amp;gt;

&amp;gt;

#fc beliebig um Vielfache von p
verandert werden. Der Wurzel x, von der wir ausgingen, kommt
dann das Zeichen [0, 0, . . ., 0] zu, und durch das Zeichen (2)

ist jede Wurzel von/(#) ein und nur einmal dargestellt.

Wenn x durch eine Permutation A in x und x durch A&quot;

in x&quot; iibergeht, so geht x durch die Permutation A A&quot; in

x&quot; liber. Daraus folgt aber, dass [^, #2 ,
. . ., #jj durch die Per

mutation

(3) A = A?A% . .. A?
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in [zi -\- n z2 -\- a.2 , . . ., ^ + J iibergeht. Demnach konnen

wir die Permutation ^. auch so bezeichnen:

\

/

und man erhalt die ganze Gruppe Q. wenn man 1? ,, . . ., aj-

je ein voiles Restsystem nach clem Modul p durchlaufen lasst.

Die Gruppe $, deren Bildungsweise jetzt festgestellt ist, mus&

ein Normaltheiler von P sein, und daraus lasst sich eine all-

gemeine Form herleiten, in der alle Permutationen von P ent-

halten sein miissen.

Dazu bediirfen wir eines Hiilfssatzes liber die analytische

Darstellung der Permutationen, den wir zunachst ableiten.

. 77.

Analytische Darstellung der Permutationen.

Hiilfssatz. Wenn bei irgend einer Permutation der

Grossen (2), . 76, sl in z[, z% in z*, . . ., 2* in zi iibergeht r

so kann man immer

Z[ = ^i (^j, ZK . . ., fc)

(1)
^ - ^ 2 ^ ^2

;J

**&amp;gt;

(mod ^,).

setzen, worin qp 1? &amp;lt;3P 2 i ^Pfc ganze rationale Functionen

der Variablen z^ z%, . . ., z* mit ganzzahligen Coeffi-

cienten bedeuten. die in Bezug auf keine der Variables

den Gradjj 1 iibersteigen.
Der Satz ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden

Satzes im . 180 des ersten Bandes. Dort ist der Satz fur k = I

bewiesen. Dem allgemeinen Beweise, der auf der vollstandigen

Induction beruht, schicken wir folgende Erwagungen voraus.

Da wir in (1) fur die Argumente zt alle Combinationen von

k Reihen nach dem Modul p zu setzen haben, so ergeben sich

p 11 solcher Systeme. Jede der Functionen (p hat p k unbestimmte

Coefficienten, und wenn also die zi gegeben sind, so erhalten

wir fej)
fc lineare Congruenzen fur ebenso viele unbekannte Zahlen,

namlich die Coefficienten der (p k. Es ist nur noch nachzuweisen,
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dass diese Congruenzen von einander unabhangig sind. Hierbei

konnen wir jede der Functionen cp fur sich betrachten. Setzen

wir also

(2) e = cp fo, *2 ,
. . ., *fc) (mod p),

so haben wir, wenn wir fiir jede Combination der Zi den zu-

gehorigen Werth von & kennen, p
k lineare Congruenzen zur Be-

stimmung der Coefficienten von (p. Es ist zu beweisen, dass diese

Congruenzen immer losbar sind, wobei wir voraussetzen konnen,

dass diese Moglichkeit fiir Functionen von weniger Variablen

schon erwiesen sei.

Wenn wir nun cp nach Potenzen der Variablen z ordnen,

so erhalten wir

l + xi *r 2
H-----h XP-

worin die Coefficienten # , % x , . .
., %P \ ebensolche Functionen

sind wie 9),
nur dass sie von einer Variablen weniger abhangen.

Halten wir irgend eine der Combinationen der #2 ,
. . ., z*

fest, und setzen ^ = 0, 1, . .
., p 1, so erhalten wir aus (3)

ein System von p linearen Congruenzen, dessen Determinante

nicht durch p theilbar ist, und wir konnen daraus, wie im . 180

des ersten Bandes, die Werthe von % , %x ,
. . ., XPI ^ur diese

Combination der 2 ,
. . ., ^^ bestimmen, und daher sind fiir jede

Combination der Variablen die Werthe der Function Xi (nach
dem Modul p) bekannt. Der Voraussetzung nach konnen wir

aber die Coefficienten der Functionen
^,-,

die ja nur von fc 1

Variablen abhangen, daraus bestimmen, und damit ist der Hiilfs-

satz bewiesen.

Hiernach konnen wir jede Permutation der Wurzeln [^, ...,^fc]

so darstellen:

i ^i, *z, - -
&amp;gt; 9* *i, 0*

oder in noch abgekiirzterer Schreibweise :

In dem Symbol (4) konnen wir, ohne seine Bedeutung zu

andern, z, z%, . . . durch irgend eine anclere Combination #i, z*, . . .

ersetzen, und wenn also nach dem Hiilfssatze

Zi = $i (^1, ^2^
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1st, so konnen wir (4) oder (5) auch so darstellen:

/^l (*i, *2, ), 4 2 (*H *2i ) -A /^ (*) \

taitoi 0. 9&amp;gt;2&amp;gt;i,*2, ...)..-/
&quot;

\9&amp;gt; [*W]/

Dies ftihrt zur Zusammensetzung der Permutationen :

78.

Darstellung der metacyklischen Gruppe P.

Nun soil die Gruppe Q ein Normaltheiler der Gruppe P
sein, d. h. wenn A eine Permutation aus Q, B eine Permutation

aus P ist, so soil sich eine zweite Permutation A aus Q so

bestimmen lassen, dass

(1)
AS = BA

ist. Setzen wir in der abgekiirzten Bezeichnung des vorigen

Paragraphen

so wird

AB = (* , \ BA =
\(p(^+ a)J

1

oder

&amp;lt;p (z + a)
=

cp (z) + a .

Diese Congruenz aber ist nur ein abgekiirztes Symbol fiir

das System der Congruenzen nach dem ^lodul p:

(2) &amp;lt;p.2 (^4-aj, ^2+ 2 ,
. .

.)
=

(p, (X, ^2 ,
. .

.) -f- 2

Hierin kann das System der Zalilen w17 2 ,
. . . nach clem

Modul p beliebig gegeben sein, i, 2, . . . sind dadurch be-

stimmt.

Setzen wir in der ersten der Forrneln (2) je eine der Zahleu

i, 2 ,
. . . gleich 1, die iibrigen gleich 0, so mag sich ergeben:

9&amp;gt;i (^i + lj ^2 =
&amp;lt;Pi (^n *2, - - ) + i,i

(3) 9)! (^, % + 1- -
)
= 9i (^11 ^21 ) + i,a
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Wenn man die erste dieser Formeln eq mal, die zweite 2 mal

nach einander anwendet u. s. f., so folgt:

9&amp;gt;i (#1 + wn #2, )
^

9&amp;gt;i (#n #21 ) + ! i,i

9&amp;gt;1 (#11 #2 + i
= 9l (#11 #21 )

und wenn man in der ersten 2 in ^2 + W2 verwandelt, und die

zweite anwendet und so fortfahrt, so ergiebt sich schliesslich:

(4) g&amp;gt;! (*! 4- a1? ^2 + a, . .
.)
=

9l (#1 #21 ) + ! 1,1 + 2 1,2 H----

Hierin setzen wir nun ^ #2 ,
= und schreiben dann

an Stelle von al5 2 ,
. . . wieder #n #2 ,

. . . Ferner bezeichnen

wir 9p x (0, 0, . .
.)

durch o^ und erhalten so aus (4):

(5) 9l(#H#2 1 ) = !+#! l,l+#2 &quot;1,2 + ,

d. h. g)j muss eine lineare Function sein.

Genau auf dieselbe Weise verfahren wir mit sammtlichen

C!ongruenzen (2) und gelangen so zu folgendem Endresultate :

I. Alle Permutationen der Galois schen Gruppe P
einer primitiven irreduciblen metacyklischen
Gleichung vom Grade p*

\#lj ^2?

sind von der Form

* = 2,1 #1+ 2,2 ^ H

Das System der Congruenzen (6) stellt immer dann und nur

dann eine Permutation dar, wenn die Determinante

v M w
2)2

. . . cc
fe)fc

nicht durch p theilbar ist, weil dann und nur dann auch um-

gekehrt zu jedem Systeme der s ein bestimmtes System der z

(nach dem Modul p) gehort.

Der Inbegriff aller Permutationen (6) ist in der That eine

Gruppe, die die allgemeine lineare Congruenzgruppe
heisst, und in ihr miissen die metacyklischen Gruppen P ent-
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lialten sein. Es sind aber nicht alle linearen Congruenzgruppen
auch umgekehrt metacyklisch, und diese daraus auszusondern,

ist noch ein weiteres Problem, das bis jetzt nur in besonderen

Fallen gelost ist *).

Um aber das Problem wenigstens genauer zu formuliren,

fiigen wir noch folgende Betrachtungen bei.

AVir bezeichnen die vollstandige lineare Congruenzgruppe (6)

mit R, und sondern daraus die darin enthaltene Gruppe der

linearen homogenen Substitutionen

mit nicht verschwindender Determinante ab, die lineare

homogene Congruenzgruppe genannt, die wir mit S be

zeichnen wollen. Ferner ist in (6) die frfach cyklische Gruppe Q
enthalten, die aus den Substitutionen

(8) Z[ = ^ 4~ H ^ = *2 + 2, -, 4 A- + fc

besteht.

Bedeutet nun ein Element aus *S und 7 ein Element

aus $. so ergiebt sich aus der Compositionsregel . 77, (7) ohne

Schivierigkeit, dass sich jede Substitution TC aus der Gruppe E
auf eine und nur auf eine Weise in jeder der beiden Formen

(9) * = 4*y=yii
darstellen lasst, worin, wenn a, 7 durch (7), (S) bestimrnt sind,

y die Substitution

(10) Z[ = Zt + i, ^ = Z-2 + 2, . ., *fc = 4-k + fc

bedeutet. wenn die a- aus den cct
- durch die Substitution a ab-

geleitet sind.

Q ist ein Normaltheiler von E\ denn ist y t
ein beliebiges

Element aus $. so ist bei mehrmaliger Anwendung von (9):

&amp;lt;*7Yi
= y vl&amp;lt;s

= y yi&amp;lt;sy~

l
y = y yiy -^y,

also, wenn

&amp;lt;jy

=
ar, /yi/&quot;

1 = r i

gesetzt wird,

C. Jordan, Liouville s Journ. de Mathem. Ser. (2), Bd. XIII.
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und folglich

(11) n-iQn = Q.

Wenn nun it irgend einen Theiler E1 von E durchlauft, der

seinerseits die Gruppe Q enthalt, so 1st Q Normaltheiler von El

und die in (9) vorkommende Substitution (5 muss einen Theiler

S von S durchlaufen. Man kann setzen:

und da die in der Form (9) enthaltenen Substitutionen alle von

einander verschieden sind, so ist der Grad von E
l gleich dem

Producte der Grade von Sl
und Q. Ist E2 ein Normaltheiler

von RI, der gleichfalls noch Q (als Normaltheiler) enthalt, sa

ist ebenso

X* = S, Q,

und $2 ist ein Normaltheiler von S^
Denn nach Voraussetzung ist fur jedes Element n-i aus R

Tt-^S.Qn, = S2 Q,
also nach (11):

^r
1
#2 C*i = T 1

#2^1 Q = s2 Q,
und folglich

7t~ l
SzJt! = &amp;gt;S2 ,

und da dies auch fiir ^ = 6 l gilt, wo &amp;lt;5l in ^ enthalten ist, so

ist ^2 Normaltheiler von $r Umgekehrt ist, wenn S.2 ein Normal

theiler von Si ist, $2 Q Normaltheiler von Si Q. Denn wenn

$2 G
I
= (5

1 $2 ist, so folgt

^S2 Q= S^iQ = S2 Q(5^
und daraus

(weii / c = Qr~ l = Q ist); d - h -

^1^2^= ^2CH
w. z. b. w. Hieraus aber ergiebt sich Folgendes:

II. Ist P die Galois sche Gruppe ei-ner primitiven
irreduciblen metacyklischen Gleichung vom
Grade p k

,
so ist P in der Form darstellbar:

worin T eine in der Congruenzgruppe S ent

halt en e metacyklische Gruppe ist.
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Die Aufgabe der Auffindung aller dieser metacyklischen

Gleichungen ist also darauf zuriickgefuhrt ,
alle metacyklischen

Theiler der homogenen Congruenzgruppe S zu finden.

Nehmen wir als Beispiel den Fall p = 3
,
k = 2

, fragen

also nach den metacyklischen Gleichungen 9 ten
Grades, so handelt

es sich nach diesem Satze urn die Gruppe S der nach dem
Modul 3 genommenen linearen Substitutionen

(12)

. ::,;,,.,
6 =^

mit denen wir uns, unter etwas anderem Gesichtspunkte, im . 66

beschaftigt haben.

Wir haben dort zunachst einen Theiler E von S betrachtet,

der aus alien Substitutionen (5 mit der Bedingung ad be
= 1 (mod 3) besteht, und haben ausserdem zwei Substitutionen

zu einem einzigen Elemente zusammengefasst. Die so specia-

lisirte Gruppe war vom Grade 12 und hatte einen Normaltheiler

vom Index 3:

_ /I, 0\ / 0, 1\ /- 1, lx /I,

-u ij- 1-1,0;- ( i,

aus dem _E so zusammengesetzt war:

In der Gruppe S gelten aber die beiden Substitutionen (13)
als verschieden, und ausserdem miissen noch die Substitu

tionen
&amp;lt;5,

deren Determinante ad be = 1 (mod 3) ist, dazu

genommen werden, wodurch sich der Grad der Gruppe auf 48

erhoht. G erweitert sich durch die Aenderung der Yorzeichen

aller Elemente zu einer Gruppe 8 ten Grades und E zu einer

Gruppe 24sten
Grades, vCn der das erweiterte G Normaltheiler

ist. Hier ist nun die ganze Gruppe S metacyklisch, wie man
aus folgender Zusammensetzung sieht, in der die erweiterte

Gruppe G mit S.2 und die erweiterte Gruppe E mit S^ be-

zeichnet ist:

s = A o\ /i, (K

Weber, Algebra. H. 20
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1 1
1, I

Wir haben hiernach die Compositions- und Indexreihe von S

Si $1, $2 , $3, $4,2322
und wir kommen also hier zu dem Ergebniss, dass alle Glei-

chungen 9 ten Grades mit linearer Congruenzgruppe
metacyklisch sind.

. 79.

Ternare lineare Congruenzgruppe fiir den Modul 2.

Mannigfache interessante Beziehungen ergeben sich, wenn

wir die ternare lineare Congruenzgruppe E fiir den Modul 2

betrachten, die als transitive Permutationsgruppe von acht Ele-

menten aufgefasst werden kann, und die Gruppe der meta-

cyklischen Gleichungen 8 ten Grades enthalten muss. Nach dem
oben Bewiesenen kommt es vor Allem darauf an, die homogene

Congruenzgruppe S zu betrachten, die aus den Elementen

a
,
b

,
c \

(1) 6 =

besteht, worin die Ziffern o, 6, c, . . . nach dem Modul 2, also =
oder = 1, anzunehmen sind, und die nach der im . 37 gegebenen
Vorschrift componirt werden. Es kommen dabei nur solche

Systeme der Zahlen a, 6, c, . . . in Betracht, deren Determinante

= 1, d. h. ungerade ist.

Um den Grad der Gruppe S zu ermitteln, beachte man, dass

die erste Zeile von (5 sieben verschiedene Formen haben kann:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1).
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Fiir die erste Annahme (a, &, c)
=

(1, 0, 0) wird die Deter-

minante von tf gleich b
{
c2 c b.2 ,

was auf sechs verschiedene

Arten = 1 werden kann, namlich:

&I-CA fi,
o\ /i, o\ /o, i\ /o, i\ /i, i\ /i,

b,, cj
~-~

Vo, r;
1 U ir Vi, o&amp;gt; Vi, i/ Vi, y* Vo,

Dann konnen noch flj, a.2 auf vier verschiedene Arten an-

genommen werden. Also hat man, wenn die erste Zeile (1, 0, 0)

ist, 24 verschiedene Formen von (5. Dieselbe Zahl ergiebt sich

fiir die Annahme der ersten Zeile in den Formen (0,1,0), (0,0,1).

Das Gleiche erhalt man aber auch fiir die anderen Annahmen

iiber die erste Zeile. Denn ist diese z. B. (0, 1, 1), so muss

sein, was wieder sechs Moglichkeiten fiir a^ bt c 1? a^ b2 c2

ergiebt, und da man c1? c2 auf vier Arten annehmen kann, so

erhalt man wieder 24 Moglichkeiten. Endlich muss, wenn die

erste Zeile (1, 1. 1) ist,

(i cO (&2 c,) ( 2 c2 ) (&! cj = 1 (mod 2)

sein, was zu derselben Zahl fiihrt.

Die Gesammtzahl aller verschiedenen Substitutionen
&amp;lt;5,

d. h.

der Grad von S ist also 168. Die Zahl 168 als Gradzahl einer

Gruppe ist uns schon einmal begegnet, namlich bei der Gruppe
L7 (. 66, 72), und es liegt daher die Vermuthung nahe, dass

die Gruppen S und L7 isomorph sein mochten. Wenn sich diese

Vermuthung bestatigt, so wiirde die Untersuchung der Gruppe /S

dadurch wesentlich erleichtert sein, dass wir die Divisoren der

Gruppe L7 schon kennen.

Diese Vermuthung zu priifen, dient aber das Theorem I.

in . 72.

Wir suchen zu diesem Zweck erzeugende Elemente %, w, ,
r

der Gruppe S so auszuwahlen, dass sie den charakteristischen

Bedingungen des Theorems I., . 72 geniigen. Dies kann auf

mehrfache Weise geschehen. Es fehlt freilich an einem allge-

meinen Verfahren clazu, gelingt aber leicht durch einige Ver-

suche.

Man wahlt zunachst ein Element 7 ten Grades beliebig aus

und hildet daraus die Periode, etwa

20*
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/I, 1, 1\

*= 1, 0, 1
,

\i, o,o/

70,0, 1\

*= 1, 1, ,

\0, 1, I/

Hierauf sucht man unter den Elementen 2 ten
Grades, deren

es 21 giebt, ein passendes fur o aus; es eignet sich z. B. dieses

/I, 0, 0\

(3) -r 0, 1, ;

\0, 1, I/

und dann sind nach den Formeln . 72, (17) die Elemente

und x bestimmt:

/I, 1, 1\ /I, 1,0

(4) 0= 0, 1,0, 2 = 0, 1,0

\0, 1, I/ \0, 0, 1,

/I, 0,

(5) %=- 0, 0,

\0, 1, I

Hierauf ist es Sache einer einfachen Rechnung, die Formeln
des Theorems L, . 72 zu bestatigen, wodurch die Ueberein-

stimmung der Gruppen S und L 7 nachgewiesen ist.

Es folgt daraus, dass die Gruppe S ebenso wie L7 ein-

fach ist.

. 80.

Resolventen der Gleichung 8 ten Grades.

Um nun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen
8 ten Grades zu machen, bezeichnen wir wie friiher mit Q die

cyklische Gruppe 8 ten Grades:

(mod 2),-s,
oder kiirzer

(z%, Zi + ^)

und mit S die im . 79 betrachtete ternare Congruenzgruppe,
und setzen

R= SQ,
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so class E die gesammte ternare lineare Congruenzgruppe fiir

den Modul 2 1st.

Wir betrachten ein System von acht unabhangigen Ver-

anderlichen X
Zl)Z2)Z3 ,

worin die Indices #1, #2 , 3 nach dem Modul 2

zu nelimen sind.

Hieraus bilden wir die sieben Functionen (Lagrange sche

Resolventen, Bd. I, . 164).

(1) 2(-i)^X 1,^ = *PU^,
worin zur Abkiirzung

1 * I = *1 fl + *2 $2 + ^3 Is

gesetzt 1st, und : , 2 : Is J e ein voiles Restsystem nach dem
Modul 2, jedoch init Ausscbluss der Combination 0, 0, durch-

laufen.

Wenden wir auf die Indices zt der Grossen X die Substitu-

tionen der Gruppe Q an, so erleiden die X die Permutationen
einer Gruppe, die wir gleichfalls mit Q bezeichnen. Die Aende-

rungen der ?F, die diesen Permutationen entsprechen , ergeben
sich aus (1), wenn wir auf die Indices der X die Substitution

(Zi, S{ -j- h) anwenden:

(2)
v (-lyiX.,,^,

1. Die Functionen *P&quot; andern also durch die Per-
mutationen von Q nur ihr Zeichen, und die Qua
drate der *P* bleiben durch Q ungeandert.

Es ist ferner der Einfiuss einer Substitution 6 aus 5 auf
die Functionen ^P* festzustellen.

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit p die transponirte
Substitution zu 6 und setzen

(3) * = 0(4 = *(?), r = p-
i

),

so ist (. 37, 9.):

w 2^ = 2r^ f

.

Machen wir die Substitutionen 6 der Gruppe 5 in den In

dices vori X, so erhalten wir eine mit 5 zu bezeichnende Per-

mutationsgruppe der X, und aus (1) ergiebt sich
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und da das System der z\ dieselbe Werthreihe durchlauft, wie
das System der

#,-, so ist diese Summe gleich S^v, &amp;gt;V, & *
und wir

erhalten :

2. DieAnwendungderPermutationtfaufdieXin
den Functionen W ist gleichbedeutend mit der

Anwendung von p-
1 auf die Indices

a , |2 , |3 .

- 81.

Die Tripelsysteme der Resolventen.

Wir bezeichnen jetzt die Resolvente ^,4^ kiirzer durch *P$

und bemerken, dass nach der Formel (2), . 80 ausser den Qua-
draten dieser Functionen auch noch gewisse Producte die Per-

mutationen der Gruppe Q gestatten. Zu diesen gehort zunachst

das Product aller Grossen *F, das wir mit A bezeichnen wollen:

(1) A = V*,

sodann aber die Producte von dreien ^ ^ ^, und folglich

auch ihre reciproken Werthe

(2)
.. , , , v^w^w: KMpv

wenn die Indices den Bedingungen geniigen:

& + ih + Ei = o

(3) |2 -j- % + 2 = (mod 2).

Ein solches System von drei Functionen jF nennen wir ein

Tripel. Ebenso wollen wir drei Indexsysteme (), (77), (), die

den Bedingungen (3) geniigen, ein Tripel nennen.

Es giebt im Ganzen sieben und nicht mehr soldier Tripel ;

denn unter den drei Systemen (), (??), (?) konnen nicht zwei

einander gleich sein, und durch zwei ist das dritte eindeutig

bestimmt. Man kann also fur
(|), (t?) jedes Paar aus den sieben

moglichen Systemen () nehmen, erhalt aber dann jedes Tripel
sechsmal. Die Gesammtanzahl ist also 7.6:6 = 7.

Um die einzelnen Tripelsysteme zu charakterisiren, fiihren wir

drei nach dem Modul 2 zu nehmende Zahlen a1? a.j, a3 ein, die

nicht alle drei verschwinden, und bemerken, dass die Congruenz

(4) ocj | x -f 2 |j -(- oc3 13
= (mod 2)
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fiir drei und nur fiir drei Systeme der Unbekannten f1? |2 , | 3

befriedigt werden, und dass diese drei ein Tripel bilden, so dass

das Tripel durch die drei Congruenzen

(5) Z =
0, Z GO? ZEE 0, E a = (mod 2)

bestimmt ist. Man erkennt dies ohne weitlaufige allgemeine

Betrachtungen ,
wenn man die Falle, in denen nur ein oder

zwei oder alle drei EEE 1 (mod 2) sind, einzeln betrachtet.

Da es sieben verschiedene Zahlensysteme a x , 2 , :} giebt, so

ist durch die Relationen (5) aus jedem solchen Systeme der a

ein Tripel vollig bestimmt, und wir konnen die Function v ein-

deutig durch Va
1,a2,a3

oder kiirzer durch va bezeichnen:

(6) &quot;.
=

y, ^ g,.

3- Die Functionen v a ,
als Functionen der X auf-

gefasst, gestatten die Permutationen der
G r u p p e Q.

Wenn wir auf die z eine Substitution 6 aus S anwenden,
so erleiden nach 2. (. 80) die J, 17, gleichzeitig die Substitu

tion Q
J

;
daraus aber ergiebt sich nach (5), dass die die Sub

stitution (5 erleiden, und wir haben also:

4. Die An wen dung der Substitution 6 aus S auf
die Indices z von X hat die Anwendung der^-

selben Substitution auf die Indices von va

zur Folge.

Setzen wir in den Summen (5), in denen (), (ji), (?) das zu

(a) gehorige Tripel ist, fiir (a) ein anderes System (/3), so ist

wegen (3)

Ist nun /3 von verschieden, so konnen diese drei Summen
nicht alle drei congruent mit sein, weil sonst zwei verschiedene

Systeme (a), (j3)
zu demselben Tripel fiihren wiirden; folglich

miissen von diesen Summen zwei ungerade und eine

gerade sein. Wir haben daher den Satz:

5. Durchlauft (|) das zu (a) gehorige Tripel, und
ist

(/3) ein von (a) verschiedenes System, sa sind

unter den Summen Z 1

/?! zwei ungerade und eine

gerade.
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Wenn wir in der Summe 27 a fur das System () alle

sieben moglichen Annahmen maclien, so erhalt man dreimal den

Werth und folglich viermal den Werth 1.

Die Congruenz

(7) Z;| = 1 (mod 2)

hat also vier und nur vier verschiedene Losungen fiir . Die

Gesammtheit dieser vier Losungen wollen wir ein Quadrupel
nennen. Jedes Tripel bestimmt eindeutig ein Quadrupel und

umgekehrt, und es giebt also auch sieben verschiedene Qua
drupel, die nach (7) durch das Zahlensystem (a) vollstandig be

stimmt sind. Wir beweisen nun den Satz:

6. Durchlauft () das zu (a) gehorige Quadrupel
und ist (P) ein von

(cc) verschiedenes System, so

sind unter den vier Summen 27 /3 1 zwei gerade
und zwei ungerade.

Denn wenn (J) die Gesammtheit aller sieben Systeme durch-

lauft, so finden sich unter den Summen 21 p g drei gerade und

vier ungerade; von diesen liefert das zu (a) gehorige Tripel zwei

ungerade und eine gerade; es bleiben also fiir das Quadrupel
zwei gerade und zwei ungerade.

Wir andern nun die Bezeichnung bei den Quadrupeln und

nehmen fiir das System (a) ein anderes Zeichen (h^Ji^h^) (h).

Das zu (h) gehorige Quadrupel bezeichnen wir mit (a), (/3), (y), (5),

so dass die vier Congruenzen:

(8) Elm = 1, Zhp = 1, 2:7^ = 1, 2h8 = I (mod 2)

bestehen.

Im Nenner des Productes der vier Functionen

kommen nach (6) im Ganzen 12 Factoren *P| vor, und zwar

kommt jeder Factor *Pj so oft darunter vor, als die Anzahl der

geraden Zahlen unter den Summen

betragt, d. h. lFh kommt gar nicht vor, wahrend jedes andere ^t
zweimal vorkommt (nach 6.).

Wenn wir also noch die Relation (1) benutzen, so er-

giebt sich:

(9) Wl = A* va v
?
V

Y
v d .
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Wir stellen fiir die Anwendung die sieben Tripel zusammen,

aus denen man die Quadrupel als die Erganzung zu dem vollen

Systeme ablesen kann. In der ersten Columne steht das

Zeichen (a), zu dem das Tripel gehort:

Bezeichnen wir die Symbole (a) in der Reihenfolge, in der

sie in der ersten Columne dieser Tabelle stehen, mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

so konnen wir die Tabelle fur die Tripel und Quadrupel ein-

facher so darstellen:

. 82.

Anwendung auf Gleichungen 8 ten Grades.

In den abgeleiteten Formeln setzen wir nun fiir die Variablen

ii, 8,z3
die &quot;Wurzeln einer Gleichung 8 ten

Grades, von der wir

annehmen, dass ihre Galois sche Gruppe P = TQ in dem fest-

gesetzten Rationalitatsbereiche & in der linearen Congruenz-

gruppe E = S Q enthalten sei, so dass T ein Theiler von S 1st.

Alle Functionen, die die Permutationen dieser Gruppe gestatten,

sind rational.

Dazu gehort zunachst die Summe der X:

(1} y x. . . = 7?.
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ferner die durch (1) des vorigen Paragraphen definirte Grosse A\
sodann aber auch die symmetrischen Functionen der sieben

Grossen *P&quot;

2
,
und ferner, wenn wir nun der Einfachbeit halber die

Annahme hinzufiigen, auf die wir nocb zuriickkommen, dass von

den Grossen *F keine verscbwinde, die symmetrischen Functionen

der Grossen v\ aber nicbt nur die symmetrischen Functionen

der v, sondern alle Functionen der v, die die Permutationen der

Gruppe T gestatten.

Die sieben Grossen

sind alsdann die Wurzeln einer rationalen Gleichung 7 ten Grades

mit der Gruppe T, und durch Addition der Gleichung (1) und

der Gleichungen [. 80, (1)]:

X f \\zz\ T vtf* -
1 (

-

1) Jto4l!i
- -

^5ii*t,ia

ergiebt sich mit Rlicksicht auf (9) des vorigen Paragraphen:

3 8 x00 o = A

+

Es giebt 15 Vorzeichenanderungen der sieben Quadrat-

wurzeln Vv, bei denen dieser A.usdruck ungeandert bleibt, nam-

lich, wenn alle sieben Vorzeichen gleichzeitig geandert werden

oder wenn die Yorzeichen eines Tripels oder eines Quaclrupels

geandert werden. Folglich erhalt der Ausdruck (3) nur
acht verschiedene Werthe, wie man auch die sieben

darin vorkommenden Quadratwurzeln bestimmen mag.

. 83.

Metacyklische Gleichungen 8 ten Grades.

Um nun nach diesen Vorbereitungen die primitiven meta-

cyklischen Gleichungen 8 ten Grades zu finden, haben wir zunachst

die metacyklischen Theiler der Gruppe S zu ermitteln. Die

Gruppe 8 selbst ist, wie schon erwahnt, nicht metacyklisch. Ihre
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Theiler haben wir schon betrachtet (. 70 bis 72), und alle

echten Theiler von S sind metacyklisch. Darunter sind Theiler

vom 21 sten und 7 ten Grade, die wir mit T21 ,
T7 bezeichnen wollen,

ferner Theiler vom 24sten
Grade, und noch andere Theiler, deren

Gradzahlen in 24 aufgehen, die wir hier alle in dem Zeichen T24

zusammenfassen wollen.

Diese Gruppen 2̂4 konnen nicht die sieben Grossen

(|)
=

(|j,
.

2 , |3) transitiv mit einander verbinden, weil der Grad

einer transit!ven Permutationsgruppe von sieben Elementen

durch 7 theilbar sein muss (Bd. I, . 154, 7.). Wir wollen nach-

weisen, dass die den Gruppen T^ Q entsprechenden Permutations-

gruppen der X imprimitiv sind. und dass diese Gruppen daher

von unserer Betrachtung ausscheiden
*).

Da alle Permutationen tf, die zwei der sieben Elemente ()

ungeandert lassen oder nur unter einander permutiren, ein drittes

Element, namlich die Erganzung zum Tripel, ungeandert lassen,

so sind zwei Falle moglich:

1) die Gruppe T24 lasst ein Element in Ruhe, oder

2) die sieben Elemente werden in zwei Theile von drei und

vier Elementen zerlegt, von denen jeder Theil nur unter

sich permutirt wird.

Im letzten Falle konnen wir die drei Elemente als einem

Tripel, und demnach die vier Elemente als einem Quadrupel an-

gehorig betrachten. Demi werden drei Elemente, die nicht einem

Tripel angehoren, unter sich permutirt, so werden auch die drei

Erganzungen je zweier Elemente zum Tripel unter sich per

mutirt, und das eine iibrig bleibende Element bleibt ungeandert.
Wir kommen also auf den Fall 1) zuriick.

Wir fiigen nun zu den sieben Systemen (J) noch das achte

(0, 0, 0)= (0) hinzu und bezeichnen die acht Grossen Xs
1}

t
2&amp;gt; s,

mit

(1) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Im Falle 1) bleiben dann durch die Substitutionen von T2

zwei dieser acht Elemente, etwa 0, 1, ungeandert. Es giebt ferner

in Q eine und nur eine Substitution y ,
durch die mit 1 ver-

tauscht wird.

a
) Aus der Literatur iiber die Gleichungen 8 ten Grades 1st zu er-

wahnen: Nother, Mathem. Annalen, Bd. XV. Wilshaus, Ueber die

algebraische Auflosbarkeit der Gleichungen 8 ten Grades. Dissertation.

Marburg 1888.
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Die beiden Substitutionen 1, y bilden eine Gruppe Q .

Irgend eine Substitution yl von Q, die nicht in QQ vorkommt,
fiihrt 0, 1 in zwei davon verschiedene Elemerite, etwa 2, 3, iiber,

und durch die zwei Substitutionen QQ yi geht 0, 1 in 2, 3 oder

in 3, 2 iiber. Wenn ferner durch y2 das Paar 0, 1 in ein drittes

Paar 4, 5 iibergeht, so ist 4, 5 sowohl von 0, 1 als von 2, 3 ver-

schieden, und so konnen wir Q in die Nebengruppen zerlegen:

Q = Qo + o 7i + Qo 72 + &amp;lt;?o 73,

wodurch die acht Elemente (1) in vier Paare

(2) 0, 1; 2,3; 4,5; 6,7

zerlegt sind, so dass durch die beiden Substitutionen einer der

Nebengruppen QQ y; das Paar 0, 1 in eines dieser vier Paare

iibergeht.

Ist nun & irgend eine Substitution aus der Gruppe

p = T
,

so lassen sich die Elemente r
, T^ r

2 ,
r3 aus T24 und yd, yi, y2 , y$

aus Q so bestimmen, dass

& = r
o yo, V\ h T! yi, y2 ^ = r2 y2 , ^3 & = T3 ri

oder
^ TO ro rr

1 ^ yi = yj
1 r2 y2 = y-

1 r
3 yg,

und diese Darstellung zeigt, dass durch ~k irgend eines der

Paare (2) in ein Paar desselben Systems ubergefiihrt wird; denn

z. B. durch y- 1 wird 2, 3 in 0, 1 ubergefiihrt, durch r bleibt 0, 1

ungeandert und durch yi, was zu Q gehort, wird 0, 1 in eines

der Paare (2) iibergefiihrt.

Die Gruppe T24 Q ist also imprimitiv, und zwar so, dass wir

vier Systeme der Imprimitivitat haben. Die Wurzeln 0, 1 ge-

niigen einer quadratischen Gleichung, deren Coefficienten von

den Wurzeln einer biquadratischen Gleichung abhangen.
Gehen wir nun zu dem Falle 2) iiber, in dem die Elemente

je eines Tripels 1, 2, 3 und eines Quadrupels 4, 5, 6, 7 durch T24

transitiv unter einander verbunden sind. Die acht Grossen (1)

zerfallen hier in zwei Quadrupel:

(3) 0, 1, 2, 3; 4,5,6,7,

und durch die Substitutionen von Q werden die Grossen eines

dieser Quadrupel entweder nur unter sich vertauscht, oder sie

werden in die Grossen des anderen Quadrupels ubergefiihrt.
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Um dies einzusehen, bezeichnen wir in der friiheren Be-

zeichnungsweise 1,2,3 mit (J), (i?), (S); da diese drei Grossen

ein Tripel bilden, so giebt es [nach . 81, (5)] ein System (a),

so dass

(4) 2; =
0, Zar] = 0, Zg = (mod 2)

ist. Wenden wir nun eine Substitution aus Q an :

, a, i!
1

worin [
= |t

-

-|- ft,- sein mag, so folgt aus (4) :

d. h. die (| j, (i? ), ( )
bilden das zu

(cc) gehorige Tripel, wenn (ft)

selbst zu diesem Tripel gehort, oder im anderen Falle ist

(ft), ( ), (t? ), (S ) das zu (
a
) gehorige Quadrupel.

Bezeichnet also nun wieder ~k irgend eine Substitution aus

P und y eine Substitution aus Q, durch die das Quadrupel

0, 1, 2, 3 in 4, 5, 6, 7 iibergeht, so konnen wir die Elemente x\ T&quot;

aus T24 und 7 , y&quot;
aus so bestimmen, dass

wodurch, wie oben, bewiesen wird, dass die beiden Systeme (3)

durch & imprimitiv verbunden sind.

Nach Adjunction einer Quadratwurzel zurn Rationalitats-

bereiche sind dann die Grossen 0, 1, 2, 3 die Wurzeln einer

biquadratischen Gleichung.

Durch diese Betrachtungen wird fiir primitive Gleichungen
8 ten Grades auch die Moglichkeit ausgeschlossen ,

class eine der

sieben Grossen ^^^^ [
^ (*)] verschwinde. Diese Func-

tionen sind namlich rationale Functionen der Wurzeln X; wenn
also eine von ihnen verschwindet, so kann auf die rationale

Gleichung W = jede Permutation der Gruppe der Gleichung

angewandt werden. Daraus ergiebt sich nach clem Theorem

. 80, 2., dass entwecler alle sieben Functionen ^F verschwinden

miissen, in welchem Falle die Wurzeln rational waren, oder

dass die Substitutionen Q\ auf die () angewandt, eine intran

sitive Gruppe bilden miissen. Der Grad der Gruppe konnte

dann nicht durch 7 theilbar sein. Nun ist die Gruppe der Q~
I

isomorph mit der Gruppe T der tf (. 37, 8.), und daher ist

auch der Grad von T nicht durch 7 theilbar, und folglich ist
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Die beiden Substitutionen 1, y bilden eine Gruppe &amp;lt;J)

.

Irgend eine Substitution yl von $, die nicht in Q vorkommt,
fiihrt 0, 1 in zwei davon verschiedene Elemeiite, etwa 2, 3, iiber,

und durch die zwei Substitutionen $o7i geht 0, 1 in 2, 3 oder

in 3, 2 iiber. Wenn ferner durch y2 das Paar 0, 1 in ein drittes

Paar 4, 5 iibergeht, so ist 4, 5 sowohl von 0, 1 als von 2, 3 ver-

schieden, und so konnen wir Q in die Nebengruppen zerlegen:

Q = Qo + Co Vi + Qo 72 + Co y s ,

wodurch die acht Elemente (1) in vier Paare

(2) 0,1; 2,3; 4,5; 6,7

zerlegt sind, so dass durch die beiden Substitutionen einer der

Nebengruppen QQ y t
- das Paar 0, 1 in eines dieser vier Paare

iibergeht.

Ist nun k irgend eine Substitution aus der Gruppe

P = Tu Q,

so lassen sich die Elemente r
, r^ r2 ,

T
3 aus T24 und

y&amp;lt;J, yi, y2 yi

aus Q so bestimmen, dass

& == T
o ro 5 7i ^ = Ti yi, y2 ^ = ^2 y2? ys & = T3 ys

oder
& = r yo yy-

1 rx yi = y^
1 r2 ^2 = yF

1 T
3 yi,

und diese Darstellung zeigt, dass durch 7; irgend eines der

Paare (2) in ein Paar desselben Systems ubergefuhrt wird; denn

z. B. durch y
1 wird 2, 3 in 0, 1 ubergefuhrt, durch r

l
bleibt 0, 1

ungeandert und durch y/, was zu Q gehort, wird 0, 1 in eines

der Paare (2) ubergefuhrt.

Die Gruppe jT24 Q ist also imprimitiv, und zwar so, dass wir

vier Systeme der Imprimitivitat haben. Die Wurzeln 0, 1 ge-

niigen einer quadratischen Gleichung, deren Coefficienten von

den Wurzeln einer biquadratischen Gleichung abhangen.
Gehen wir nun zu dem Falle 2) iiber, in dem die Elemente

je eines Tripels 1, 2, 3 und eines Quadrupels 4, 5, 6, 7 durch T24

transitiv unter einander verbunden sind. Die acht Grossen (1)

zerfallen hier in zwei Quadrupel:

(3) 0, 1, 2, 3; 4,5,6,7,

und durch die Substitutionen von Q werden die Grossen eines

dieser Quadrupel entweder nur unter sich vertauscht, oder sie

werden in die Grossen des anderen Quadrupels iibergefuhrt.
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Um dies einzusehen, bezeichnen wir in der friiheren Be-

zeichnungsweise 1,2,3 mit (I), 0?), (g); da diese drei Grbssen

ein Tripel bilden, so giebt es [nach .81, (5)] ein System (a),

so dass

(4) 2:{ = 0, Zar] = 0, Zag = (mod 2)

1st. Wenden wir nun eine Substitution aus Q an :

, $2,l, 2, *3\

i, , K/

worin | = & + hi sein mag, so folgt aus (4) :

d. h. die (| j, (?? ), (g ) bilden das zu (a) gehorige Tripel, wenn (h)

selbst zu diesem Tripel gehort, oder im ancleren Falle ist

(/*), ( ), (?? ), (g )&amp;gt;

das zu (
a) gehorige Quadrupel.

Bezeichnet also nun wieder h irgend eine Substitution aus

P und y eine Substitution aus Q, durch die das Quadrupel

0, 1, 2, 3 in 4, 5, 6, 7 iibergeht, so konnen wir die Elemente x
,

x&quot;

aus T24 und /, y&quot;
aus

&amp;lt;3

so bestimmen, dass

wodurch, wie oben, bewiesen wird, dass die beiden Systeme (3)

durch fc imprimitiv verbunden sind.

Nach Adjunction einer Quadratwurzel zurn Ration alitats-

bereiche sind dann die Grossen 0, 1, 2, 3 die Wurzeln einer

biquadratischen Gleichung.

Durch diese Betrachtungen wird fiir primitive Gleichungen
8 ten Grades auch die Moglichkeit ausgeschlossen ,

class eine der

sieben Grossen ^.^^ [
^ W\ verschwinde. Diese Func-

tionen sind namlich rationale Functionen der Wurzeln X; wenn

also eine von ihnen verschwindet, so kann auf die rationale

Gleichung *P* = jede Permutation der Gruppe der Gleichung

angewandt werden. Daraus ergiebt sich nach dem Theorem

. 80, 2., dass entweder alle sieben Functionen *Jf verschwinden

miissen, in welchem Falle die Wurzeln rational wiiren, oder

dass die Substitutionen Q\ auf die () angewandt, eine intran

sitive Gruppe bilden miissen. Der Grad der Gruppe konnte

dann nicht durch 7 theilbar sein. Nun ist die Gruppe der Q~
I

isomorph mit der Gruppe T der (5 (. 37, 8.), und daher ist

auch der Grad von T nicht durch 7 theilbar, und folglich ist
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Wendet man auf die Indices |, r\
der X die Substitution &amp;lt;&amp;gt;

an, so erleiden die Indices der *F [wie im . 80, (2)] die Sub

stitution Q
1

,
wenn Q die transponirte Substitution von &amp;lt;5 ist.

Es ist aber, den Substitutionen (4) entsprechend,

Indem wir nun der Einfachheit halber voraussetzen, dass die

drei Grossen (5) von Null verschieden sind, setzen wir

&quot;Of fff &quot;Of

(7) tv =^^ = -M

v __

Die Grossen v^ n bleiben durcb die Substitutionen von Q
ungeandert und erleiden durch ^1? (52 die durch (6) bestimmten

Permutationen

Daraus ergiebt sich, dass die symmetrischen Functionen der

drei Grossen v
lj0 ,

v
0&amp;gt;1

,
i&amp;gt;

1?1
durch die Permutationen P unge

andert bleiben, und folglich in dem Rationalitatsbereiche der

symmetrischen Functionen der X enthalten sind. Die drei

Grossen v sind also die Wurzeln einer cubischen Gleichung, und

es wiirde keine Schwierigkeit haben, diese cubische Resolvente

der allgemeinen biquadratischen Gleichung zu bilden.

Aus (7) folgt aber ferner

und demnach ergiebt sich aus (5), wenn wir noch die rationale

Grosse
X

0; o -f- -^1,0 ~i~ y^i ~i~ JM*I
== a

setzen,

(8) 4 X
0j0
= a + V^ Vv^ + V^ V^ + V^ V^V-

Der Ausdruck (8) giebt nur vier verschiedene Werthe, wenn

wir die Vorzeichen der drei darin vorkommenden Quadratwurzeln

auf alle mogliche Arten bestimmen, und man kann auch um-
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gekehrt leicht zeigen, dass die vier in der Form (8) enthaltenen
Grossen X, wenn die UM ,

v
,i,

v
i,i die Wurzeln irgend einer

cubischen Gleichung sind, einer biquadratischen Gleicbung mit
rationalen Coefficienten geniigen

l
).

l
) Diese Form der Losung der biquadratischen Gleichung 1st das

Aualogon zu der Cayley schen Form der Cardanischen Formal (Bd. I,
. 36). Ich weiss nicht, ob diese Form der Auflosung biquadratischer

Gleichungen in der elementaren Algebra sonst schon bekannt 1st. Ich
habe sie zuerst in einer englischen Aufgaben - Sammlung ^Mathematical
Tripos, Part. I, June 1894&quot; gefunden, wo auch die cubische Resolvente
der v gebildet ist.

Weber, Algebra. II.
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Die Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung.

. 85.

Ternare Formen und algebraisclie Curven.

Um im weiteren Verlauf unserer Darstellung dem Leser

einige von den mannigfaltigen und interessanten Anwendungen
der Algebra auf geometrische Probleme vorfiihren zu konnen,

ohne ihn auf andere Hiilfsmittel zu verweisen, sollen hier die

nothwendigen geometrischen Grundlagen fur diese Anwendungen
in der Kiirze abgeleitet werden. Wir beschranken uns dabei

auf die Geometrie der Ebene und lassen auch da Alles bei Seite,

was fur unsere Anwendungen nicht direct erforderlich ist
*).

Wir wenden die homogenen Dreieckscoordinaten an, die da-

durch erklart sind, dass die Lage eines Punktes x durch seine

Abstande von den drei Seiten des Coordinatendreiecks, in drei

beliebigen Maasseinheiten gemessen (oder mit drei beliebigen

constanten Factoren multiplicirt) ,
bestimmt sind. Diese drei

Grossen heissen die Coord inaten des Punktes #, und werden

meist mit x^ x^ #3 oder mit t/ t , y^ y% etc. bezeichnet.

Zwischen diesen drei Coordinaten des Punktes x besteht

eine lineare, nicht homogene Relation, die man erhalt, wenn man
den Flacheninhalt des Coordinatendreiecks (1, 2, 3) gleich der

Summe der Inhalte der drei Dreiecke (x, 2, 3), (#, 3, 1), (x, 1, 2)

setzt. Eine Coordinate und also auch der Ausdruck fur den

Flacheninhalt des eritsprechenden der drei letztgenannten Drei-

x
) Ausfiihrlicheres findet man in den Lehrbiichem der analytischen

Geometrie, unter denen das Werk von George Salmon, ,,Higher plane

curves&quot;, deutsch von Fiedler, hervorzuheben ist.
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ecke andern ihr Vorzeichen, so oft der Punkt x durch eine Seite

des Coordinatendreiecks hindurchgeht.

Mit Hiilfe dieser nicht liomogenen Relation kann die Einheit

linear und homogen durch x^, x2 ,
xz dargestellt und dadurch

jede nicht homogene Function in eine homogene verwandelt

werden.

Die Coordinaten ^, #2 ,
#3 sind nach diesen Bestimmungen

zunachst nicht unabhangige Variable, sondern an die erwahnte

Relation gebunden. Wir erweitern ihre Bedeutung aber jetzt so,

dass wir sie als unabhangige Variable betrachten konnen, wenn

wir festsetzen, dass wir sie nur in homogenen Formen oder

Gleichungen benutzen wollen. und dass nicht x^ x2 ,
#3 selbst,

sondern nur die Verhaltnisse x1 : x% : x$ die Lage des Punktes x
bestimmen sollen. Dann konnen wir von der erwahnten Relation

zwischen den x^ x%, x-A ganz absehen, und die x^ x^ #3 als un

abhangige Variable betrachten. fur die nur die einzige Werth-

combination x^ = 0, x2
= 0, xz

= ausgeschlossen ist. Die

Werthe hxl1 hx.2 , lix^ bestimmen dann fiir jedes von Null ver-

schiedene h einen und denselben Punkt x. Genau gesagt, sind

dann die Coordinaten x^, x.2 ,
x* des Punktes x nicht die oben

beschriebenen Abstande von den Coordinatenaxen selbst, son

dern irgend welche Grossen, die mit diesen Abstanden propor
tional sind.

Jede lineare Substitution

*i = ? 2/i + &amp;lt;*? to + f 2/3

(1) x, = &amp;lt;

y, + f y, + f (/3

^=?)
2/i + (

3
2

&amp;gt;2/2 + &amp;lt;

s
3)

2/3,

deren Determinante

von Null verschieden ist, kann in doppelter Weise geometrisch

gedeutet werden, einmal als eine Abbildung. indem wir ^1,^2,^3

und jh, ?/2 .
y.,

als Coordinaten zweier Punkte x, y in demselben

Coordinatensysteme ansehen, so dass jedem Punkte ij
ein Punkt x

entspricht und umgekehrt, sodann auch als Coordinaten-

transformation, wenn wir x^ x^ x^ und y^ y^ y$ als Coordi

naten eines und desselben Punktes, bezogen auf zwei verschiedene

Coordinatensysteme, betrachten. Fiir die nachsten Betrachtungen
werden wir an der letzteren Interpretation festhalten.

21*
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Irgend erne ternare Form n ien Grades / (x ,
x2 ,

#3 ) stellt,

gleich Null gesetzt, eine Curve n ie* Ordnung dar, die mit einer

geraden Lime n Schnittpunkte hat. Diese Curve bezeichnen wir

kurz als die Curve /.

Durch die Substitution (1) geht / in eine andere Form des-

selben Grades in den Variablen y^ y^ f/3 liber:

(3) / Oi, a?2 , s) 9 (yi, 2/2, 2/3),

und cp
= stellt dieselbe Curve dar, wie /= 0, bezogen auf

das Coordinatensystem y^ y^ y2 .

Bilden wir die Ableitungen der Identitat (3) nach den

Variablen y^ y%, ys ,
so folgt mit Riicksicht auf (1):

(4) 9 (fc)
=

&amp;lt;p (yt )
=

- 86.

Singulare Punkte. Wendepunkte. Doppeltangenten.

Wenn fiir einen Punkt x die drei Gleichungen

(1) / (*i)
= 0, /-(,) = 0, /(*,) =

zugleich erfiillt sind, so liegt nach dem Euler schen Theorem

(2) nf= x,f (x,) + x2f (x2 ) + x,f (x,)

(Bd. I, . 17) dieser Punkt auf der Curve/. Die Gleichungen . 85, (4)

zeigen, dass in demselben Punkte auch
&amp;lt;p (yi), &amp;lt;p (y2), 9 (2/3)

verschwinden miissen, dass also die durch die Gleichungen (1)

charakterisirte Eigenschaft eines Punktes bei linearer Trans

formation erhalten bleibt, also, wie wir uns auch ausdriicken, zu

den invarianten Eigenschaften gehort.

Nicht auf jeder Curve wter
Ordnung kommen Punkte vor, die

den Bedingungen (1) geniigen, wie z. B. die Annahme f(%i, x%, xz )= x^ -\- x\ -\- x\ zeigt. Es wird vielmehr, wenn auch nur ein

solcher Punkt existiren soil, eine Gleichung zwischen den Coeffi-

cienten von / erfiillt sein miissen, die man durch Elimination

von #!, #2 , #:* aus den drei Gleichungen (1) erhalt (Bd. I, . 50).

Man kann diese Relation in der Form darstellen, dass eine

gewisse ganze rationale und homogene Function der sammtlichen

Coefficienten von / gleich Null sein muss, und diese Function
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heisst die Discriminante von /. Sie ist durch diese Definition

nur bis auf einen numerischen Factor bestimmt, und kann bis

jetzt nur in den einfachsten Fallen berechnet werden.

Die Punkte der Curve /, deren Coordinaten den Bedin-

gungen (1) geniigen, heissen singulare Punkte.

Man kann auch die Frage aufwerfen, unter welcher Bedin-

gung es moglich ist, dass auf einer Curve unendlich viele sin

gulare Punkte vorkommen. Damit dies eintritt, muss zunachst

das Eliminationsresultat von einer der Unbekannten, etwa von #3 ,

aus den zwei Gleicbungen / (^i)
= 0, / fe) = identisch ver-

schwinden, d. h. die beiden Functionen / (a^) und / (x2) miissen,

als Functionen von #
3 betrachtet, einen gemeinschaftlichen Theiler

haben, und nach Bd. I, . 51 miissen sie daher auch einen (nicht

constanten) gemeinsamen Theiler im Gebiete der Formen x^x^x^
haben. Dieser Theiler muss dann wieder, wie aus denselben

Erwagungen hervorgeht, einen gemeinschaftlichen Theiler mit /,

oder, was dasselbe ist, mit f(x$) haben, und es ergiebt sich

also, dass nur dann unendlich viele singulare Punkte vorhanden

sein konnen
,
wenn die vier Formen /, / (a^), / (x^), / (#3) einen

gemeinschaftlichen Theiler haben.

Es sei nun u ein solcher gemeinschaftlicher Theiler, den

wir als irreducibel voraussetzen.

Wir setzen

x = uv

,
. s dv du

f fa) = u ---U v ^
9#! cx

, , d v du

und diese Gleichungen zeigen, da u irreducibel ist und .daher

du du du

cx^ dx.^ dx-t

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben konnen, dass v durch u

theilbar sein muss; d. h. es konnen nur dann unendlich viele

singulare Punkte vorkommen, wenn / (x^ #2 ,
a?3 ) einen quadra-

tischen Theiler hat. In diesem Falle sagen wir, dass die

Curve / einen doppelt zahlenden Bestandtheil enthalt.
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Um die geometrische Bedeutung der singularen Punkte zu

erkennen, denken wir uns die Function / nach Potenzen der

einen Variablen x$ geordnet:

(2) / (X, XK x.) = x*f, + a;- /! + ^~ 2
/2 H ,

worin /o,/n/2j binare Formen der Variablen x\, x% sind,

deren Grad durch den Index angegeben ist, so dass
/&amp;gt;

eine Con-

stante, /, eine lineare, /2 eine quadratische Form ist u. s. f.

Wenn nun ein singularer Punkt vorhanden ist, so konnen

wir wegen der Invarianz dieser Eigenschaft annehmen, dass

dieser Punkt in die Ecke x^ = 0, #2 des Coordinaten-

dreiecks, die wir mit |3 bezeichnen wollen, falle. Dann miissen

/ und /! verschwinden
,
und wenn wir dann x

1
= setzen, so

erhalt die Gleichung /=0 den Factor x%. Dies besagt, dass

zwei der Schnittpunkte der Linie XL
= in dem singularen

Punkte zusammenfalien. Die Linie x2
= kann aber jede durch

den singularen Punkt hindurchgehende Gerade sein, und so Mgt,
dass der singulare Punkt die Eigenschaft hat

,
dass jede durch

ihn hindurchgehende Gerade die Curve dort in zwei zusammen-

fallenden Punkten schneidet.

Aus diesem Grunde nennt man die singularen Punkte auch

Doppelpunkte; womit aber nicht ausgeschlossen ist, dass auch

mehr als zwei Schnittpunkte zusammenfallen konnen, wodurch

die hoheren Singularitaten entstehen.

An die Form der Gleichung (2) kniipfen wir noch einige in

der Folge wichtige einfache Betrachtungeri.

Wenn der Punkt | 3 auf der Curve/ liegt, aber kein sin

gularer Punkt ist, so muss die Constante / verschwinden und

/! =r ist die Gleichung der Tangente der Curve in diesem

Punkte. Nehmen wir diese Tangente fur die Linie xl
= 0, so

lautet die Gleichung der Curve, wenn wir einen constanten

Factor gleich 1 annehmen:

(3) / = rr&quot;-
1
*i + *S-

a/ -\
= 0.

Wenn die quadratische Form /2 durch x^ theilbar ist, so

erhalt die Gleichung (3) fur xl
= den Factor x und der

Punkt 3 zahlt als dreifacher Schnittpunkt von xl
= mit der

Curve. Ein solcher Punkt heisst ein Wendepunkt oder In-

flexionspunkt der Curve/, und x1
= heisst die Wende-

tangente. Die Wendepunkte gehoren nicht zu den singularen

Punkten.
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1st der Punkt
,
ein Wendepunkt und xl

= die Wende-

tangente, so hat / die Gestalt

(4) / = x
l &amp;lt;p + xl 4&amp;gt;,

worin
&amp;lt;p

eine Form (n l)
ten

, ^ eine Form (n 3)
ten Grades ist.

Umgekehrt ist, wenn / diese Form hat, der Punkt | 3 ein

Wendepunkt, und x1
= die Wendetangente.

Eine gerade Linie, die die Curve / in zwei getrennten

Punkten beriihrt, heisst eine Doppeltangente. Nehruen wir

eine solche Doppeltangente zur Linie #3
= und die Beruhrungs-

punkte als die auf x3
= gelegenen Ecken des Coordinaten-

dreiecks
,

so muss
,
wenn xz

= in / = eingesetzt wird
,
eine

Gleichung entstehen, die sowohl xl als x2 zum quaclratischen

Factor hat. Die Function / muss also die Gestalt haben :

(4) / = 3 &amp;lt;p + xl xj 4&amp;gt;,

worin (p eine Form (n l)
ten

Grades, ty eine Form (n 4)
ten

Grades ist.

Etwas allgemeiner konnen wir auch sagen: Wenn x$ =
eine Doppeltangente ist, so kann / so dargestellt werden :

(5) / = x, y + tf ^
worin % = die Gleichung eines Kegelschnittes ist. Die Be-

riihrungspunkte der Doppeltangente sind die Schnittpunkte von

x = und = 0.

. 87.

Fundamentale Covarianten einer ternaren Form.

Im . 60 des ersten Bandes haben wir den Begriff der In-

varianten und Covarianten einer Form kennen gelernt. Auch in

der Geometrie spielen diese Formen eine grosse Rolle.

Wenn durch die lineare Substitution . 85, (1) die ternare

Form / (#!, #2 ,
#3), die wir abgekiirzt auch mit / (x) bezeichnen.

in cp (y) iibergeht . und wenn wir mit a die Coefficienten von /,

mit b die Coefficienten von cp und mit r die Substitutions-

determinante bezeichnen, so heisst eine Form CD (x, a), die sowohl

in Bezug auf die x wie in Bezug auf die a homogen ist, eine

Covariante von/(#), wenn sie der Bedingung

(1) (y, b)
= r -

(x, a)
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geniigt. Wenn insbesondere die Form von den Variablen x un-

abhangig und nur von den Coefficienten a abhangig ist, so wird

sie zur Invariante. Der Exponent A, der das Gewicht der

Covariante heisst, ist eine ganze Zahl.

Wir haben im Bd. I, .59 eine bei alien Formen, deren

Grad grosser als 1 ist, vorhandene Covariante vom Gewicht 2

kennen gelernt, namlich die Hesse sche Determinante:

/&quot; (nr&amp;gt; nr \ f&quot; (v v ^ /&quot; (nr v \
j \^/i, j/ij, j \*rft ^2)t J {^n L%)

f&quot;(r r,&quot;l f&quot; (r r \ f&quot;(r r^J V^3} ^1)1 J (~t, L
2)i J V^Si ^37

Ausser dieser Covariante H wollen wir noch zwei andere

allgemeine Covarianten betrachten, die bei alien ternaren Formen

von hoherem als dem 2 ten Grade existiren, und die sich leicht

auch fiir Formen von beliebig vielen Variablen verallgemeinern

lassen. Die erste dieser Formen ist, wenn H wie oben die

Hesse sche Covariante bedeutet:

(3) (x, a) = f&quot; (a,, x,\ f&quot;

f&quot; (x,, x,), f&quot; , x,), f&quot; (x,, x,), If (x3 )

H x

Um die Invarianten -
Eigenschaft fiir diese Form nachzu-

weisen, machen wir darin die Substitution . 85, (1). Dadurch

geht / (x, a) in 9 (j/, b) und r2 H (x, a) in H (y, b) liber. Wenn
wir dann unter H (i/j),

H (y^ H (j/3 )
die Derivirten von H (y, b)

verstehen, so haben wir die Formeln

in denen ^, v, *, k von 1 bis 3 laufen.

Multiplicirt man nun die Determinante

nach einander mit der in der Form
(x, a) zweimal

oc?), af, a?&amp;gt;,

a\ &amp;lt;), a(f&amp;gt;,

aj&amp;gt;, f , af ,

0, 0, 0, 1

geschriebenen Substitutionsdeterminante
,
indem man das eine
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Mai nach Zeilen, das andere Mai nach Columnen multiplicirt, so

folgt nach den Formeln (4):

(5) C, (y, 6)
= r* C, (x, a),

wodurch die Invarianten-Eigenschaft ausgedriickt und das Gewicht

= 6 bestimmt ist.

Die dritte Covariante C2 ,
die wir betrachten, ist die Func-

tionaldeterminante aus den drei Formen /. H, Cl ,
also

(C) C, (x, a) = f (tr2),
E (x,), C[ (x,)

| /.(*,), H (x3 ), C[(xs)

die, wie schon aus . 59 des ersten Bandes hervorgeht, die

Invarianten-Eigenschaft hat:

(7) C, (y, V)
= r Ct .(x, a),

und die also das Gewicht 9 hat.

Bezeichnen wir mit A das Gewicht, nrit v den Grad in den

Variablen, mit ^ den Grad in den Coefficienten
,
so ergiebt sich

folgende Zusammenstellung :

v . A

88.

Die Hesse sche Curve.

Die erste der eingefiihrten Covarianten H hat eine einfache

geometrische Bedeutung, die wir jetzt kennen lernen wollen.

Diese Untersuchung wird dadurch wesentlich erleichtert, dass

wir, wegen der Invarianten-Eigenschaft der Form H, nichts an

Allgemeinheit verlieren, wenn wir dem Coordinatensysteme irgend
eine specielle Lage gegen die Curve / geben.

Legen wir die Ecke |3 des Coordinatendreiecks in einen

Punkt der Curve /, der nicht zu den singularen gehort, und
wahlen die Tangente in diesem Punkte zur 2^ -Axe, so erhalt

nach . 86, (3) die Form/ den Ausdruck:

(1) f=hx&quot;3 -*xl+ x-*(a
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worin h. a, 6, c Constanten sind, von denen h von Null ver-

schieden ist, und /3 eine binare cubische Form von x^ x%.

Wenn wir hiernach die nach absteigenden Potenzen von xs

geordnete Function H berechnen:

(2) H = !&quot;- fli + . fli H ,

so findet sich

#o = 2 (n- 1)* ft* c

1 j

#!= (n- l)2/^/3^2 ,
tf2 )+ 4 (n l)(n 2)/*(&2-ac)tf1 .

Die durch die Gleichung H = dargestellte Curve heisst

die Hesse sche Curve der Curve /. Die Formeln (2) und (3)

zeigen, dass die Hesse sche Curve dann und nur dann durch den

Punkt ! ?1 hindurchgeht, wenn HQ = 0. also c = 0, d. h. nach . 86,

wenn dieser Punkt ein Wendepunkt ist. Aus dem Ausdrucke

fur H^ kann man noch weiter schliessen, dass die Wendetangente

#! = dann und nur dann zugleich Tangeiite der Curve H =
ist, wenn /3

&quot;

(#2 ,
x2) und folglich auch /3 selbst durch xl theilbar

ist. In diesem Falle ware, wie aus (3) hervorgeht, x1
= eine

im Punkte |3 vierpunktig beriihrende Tangent e. Dieser

Fall kann bei den Curven dritter Ordnung nur dann vorkommen,
wenn / durch x1 theilbar ist, also niemals bei einer irreduciblen

Curve dritter Ordnung.
Die Hesse sche Curve geht ausser durch die Wendepunkte

noch durch die singularen Punkte der Curve /, was hier nicht

weiter untersucht werden soil.

Wenn wir also unsere Betrachtungen auf Curven / ohne

singularen Punkt beschranken, so konnen wir sagen, dass jeder

Schnittpunkt der Curve / mit ihrer Hesse schen Curve einen

Wendepunkt der Curve/ giebt, und dass diese Curve/ kerne

anderen Wendepunkte hat. Wenn Punkte mit vierpunktig be-

riihrender Tangente vorkommen, so beriihren sich die Curven /
und H, und wir konnen solche Punkte auffassen als durch das

Zusammenfallen von zwei Wendepunkten entstanden. Wenden
wir noch das Theorem von Bezout (Bd. I, . 49) an, so erhalten

wir das Ergebniss:

Eine Curve n ter Ordnung ohne singularen Punkt
hat 3n(n 2) Inflexionspunkte;

und speciell:

Eine Curve dritter Ordnung ohne singularen Punkt
hat neun getrennt liegende Inflexionspunkte.
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. 89.

Inflexionspunkte einer Curve dritter Ordnung.

Es sei jetzt / = die Gleicliung einer Curve dritter Ord

nung ohne singularen Punkt. Wir legen zwei der Ecken des

Coordinatendreiecks | x , | 2
in zwei von den neun Inflexionspunkten

und nehmen die entsprechenden Inflexionstangenten fiir die

Seiten #2 , x^ Dann muss sich /, wenn xt
= oder x2

= gesetzt

wird, auf das Glied hx.f reduciren, worin h eine Constante ist,

und folglich miissen alle Glieder, die in der cubischen Form
einen von Null verschiedenen Coefficienten haben, ausgenommen
li x*, durch #! x2 theilbar sein. Demnach erhalt / die Form

(1) / fe, x2 , x,) = x, x.2 (a, x, + a2 x.2 + % z3 ) + h xj,

worin a^, a.2 , 3 Constanten sind. Daraus aber geht hervor, dass

die gerade Linie

&! Xi -(- C&! X2 + tt3 ^3 =
gleichfalls Inflexionstangente der Curve /ist, und dass ihr Schnitt-

punkt mit der Linie x% = ein dritter Inflexionspunkt ist.

Dieser Punkt ist von den beiden ersten
x , 2 verschieden, weil

weder a\ noch a2
= sein kann, wenn die Curve keinen sin

gularen Punkt hat. Wir wollen dieses wichtige Resultat in Form
eines Satzes aussprechen:

1. Wenn man irgend zwei Inflexionspunkte einer
Curve dritter Ordnung ohne singularen Punkt
durch eine gerade Linie verbindet, so schneidet
diese gerade Linie die Curve in einem dritten

Inflexionspunkte.
Da es neun Inflexionspunkte giebt, so gehen von jedem

dieser Punkte vier gerade Linien aus, deren jede noch zwei

weitere Inflexionspunkte enthalt. Es giebt neun solcher Biischel

von vier Geraden, und weil jede dieser Geraden in drei Biischeln

vorkommt, so ist die Anzahl der Geraden 9 . 4 : 3 = 12. Wr
ir

konnen demnach den Satz 1. so erganzen:

2. Die neun Inflexionspunkte einer Curve dritter

Ordnung liegen zu je dreien auf zwolf geraden
Linien, und durch jeden Inflexionspunkt gehen
vier von diesen Geraden.
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Aus dem Ausdruck (1) konnen wir eine canonisehe Dar-

stellung fur die cubische Form/ herleiten:

Wir bezeichnen mit E eine imaginare dritte Einheitswurzel

und fiihren zwei Variable #15 #2 ein, die durch die Gleichungen

definirt sind, woraus noch folgt:

(3)
-
(! ^ -f- 2 2 + Og X3 )

= #! -f- 2

Die Variablen #n #2 sind durch (2) als lineare Functionen

von #lf #2 ,
#3 bestimmt, und die linearen Functionen ^, #2 , #3

sind als Functionen von x^ x^ x^ linear unabhangig. Wenn wir

(2) und (3) in (1) einfuhren, so ergiebt sich

CL ^\
a2 % -f ^ -f-

Diesem Ausdrucke giebt man eine mehr symmetrische Ge-

stalt, indem man fiir 1? ^2 , x^ drei neue lineare Functionen

y\i yzi 2/3 einfuhrt, die sich von diesen nur um constante Factoren

unterscheiden:

/= 9&amp;gt;(ft,y2 ,2/s)
= ^yl+ ^yl+ ^yl+ ^my^y.y,,

worin ccj, 2 ,
a

3 ,
m Constanten bedeuten.

Wenn kein singularer Punkt vorhanden ist, so konnen die

Coefficienten a1? 2 ,
oc3 nicht verschwinden

,
und man kann sie

ohne Beschrankung der Allgemeinheit einander gleich, etwa h,

annehmen. Man konnte sie sogar = 1 setzen, was aber, um die

Homogeneitat aufrecht zu erhalten, zunachst besser nicht ge-

schieht. Wir haben also die canonische Form fiir die ternare

cubische Form:

(4) 9 (ft, 2/2, 2/s)
= * (y* + V$ + y%) + 6 m

2/1 2/2 2/s-

Nach unserem Ausgangspunkte war die Linie #3 ,
oder was

dasselbe ist, y% die Verbindungslinie dreier Inflexionspunkte.

Solcher Linien giebt es aber zwolf, und wir konnen daher die

Linie y3 auf zwolf Arten wahlen. Setzen wir aber yl oder y2 an

Stelle von i/3 ,
so bekommen wir dieselbe Darstellung in der

canonischen Form, und es giebt also nur vier wesentlich ver-

schiedene Arten dieser Darstellung (abgesehen von dem willkiir-

lichen A), d. h. vier Arten, die Linien y^ y^ y3
zu bestimmen. Wir

haben daher den Satz:
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3. Eine ternare cubische Form / (x^ #2 ,
#3 ), deren

Discriminante von Null verse hi eden 1st, lasst

sich auf vier verse hie dene Arten in die cano-
nische Form

9 Q/i- 2/2, 2/3)
= /* (yl + yl + yl) + 6

2/1 2/2 2/3

transformiren.

Da auf jeder der Linien y^ = 0. y.2
= 0, ?/3

= drei In-

flexionspunkte liegen, so ist das Problem der Inflexionspunkte
wesentlich identisch mit dem der Transformation der cubischen

Form / auf die canonische Form, mit dem wir uns zunachst

beschaftigen wollen x
).

. 90.

Transformation der cubischen* Form auf die

canonische Form.

Um die Transformation der cubiscben ternaren Form auf

die canonische Form durcbzufiihren, d. h. auf die Losung gewisser

algebraischer Gleichungen zuriickzufiihren, miissen wir zunachst

die Covarianten fiir die canonische Form bilden.

Es sei also

cp (y)
= h (y? + yl + yl) + 6 m y l y.2 y3 ,

wofiir wir zur Abkiirzung auch setzen:

(1) 9 GO = h Zyt + 6 m y1 y2 &,
indem wir unter dem Zeichen eine Summe liber drei durch

cyklische Yertauschung der Variablen yl ^ ?/2 , y3 aus dem ersten

gebildete Glieder verstehen.

Die Hesse sche Covariante wollen wir zur Vereinfachung
der Formeln mit einem geeigneten numerischen Factor multi-

pliciren, uncl demnach

-, fll i fl 2 1/13

(2) ^(*) = /!././

1
) Aus der Literatur iiber die \\

r

endepunkte der Curven dritter Ord-

nung und iiber die Theorie der ternaren cubischen Formen erwahnen wir
ausser den alteren Arbeiten von New ton und MacLaurin: Hesse, rUeber
die Elimination etc.&quot; und ,,Ueber die Wendepunkte der Curven dritter Ord-

nung&quot;, Crelle s Journal, Bd. 28 (1844). Aronhold, Theorie der homo-

genen Functionen 3 ten Grades von drei Veranderlichen
,
Crelle s Journal,

Bd. 55 (1858). Salmon, Higher plane curves (deutsch von Fiedler).
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setzen, worin file fiir
/&quot; (a;,-, x^ steht. Fiir die canonische Form

erhalt man hieraus durch einfache Rechnung

\ / \y/
~

c l i \ i

^

Daraus leiten wir die zweite Covariante C (. 87) her, in

der wir gleichfalls einen numerischen Factor einfuhren, und

demnach

/111 /125 /135 ^

(A\ J(^\ - /21 /22l/23? &
\ ) \ ) o c /&amp;gt; /&amp;gt; /&amp;gt;

: (1

/3l,/32&amp;gt;/33
^

Z/j, Z/2, Z/3)

setzen, worin z/^ fiir 4 fa) steht. Auch diese Covariante muss
in der canonischen Form dargestellt werden, was keine Schwierig-
keit hat, wenn man die Determinante nach der Formel Bd. I,

. 23, (12) bildet. Man findet so:

(5) J(y) = to (fa -4

20m6
) y1

Danach lassen sich die drei symmetrischen Functionen

y\ 2/2 2/3 , ^2/i
3
, ^2/2

3

2/|
durch die drei Formen

&amp;lt;p (y), 4 (y), J (y\

und also auch durch die entsprechenden Formen in den

urspriinglichen Variablen x, die wir kurz durch /, z/, J bezeichnen,

nach den Invarianten - Relationen

(6) 9&amp;gt;(30=/, 4(y) = r*4, J(y) = r*J

ausdriicken. Man erhalt zunachst aus (1) und (3):

(7) (h* + 8 w3) y, y, y, = m/ + r^ z/,

(8) ^(^34.8 w) -S^
8 ==

(h* + 2 m 3
) / 6 w r 2

z/,

und sodann aus (5)

(9) fc*(fc3 + 8w3)*2;^y8

3 =
(2 fes _|_ms) wsy

2+ m (2 fcs _ 5 w s) r2^^ 4. 3 m2 f4 ^a_ ro jr

Sehr einfach ist nun die Berechnung der dritten Covariante

(72 (. 87) fiir die canonische Form.

Wir fiihren auch hier einen vereinfachenden numerischen

Factor ein, und setzen

(10)
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worin /fc , ^., Jk die Ableitungen nach x k bedeuten. Fiir die

canonische Form ist dann

(11) K(y) = r*K

Um K (if)
zu finden . brauchen wir nur die Functional-

deterrainante aus den linken Theilen der Formeln (7), (8), (9) zu

bilden, woraus sich mit Anwendung einfacber Determinanten-

satze ergiebt (Bel. I, . 22, . 27):

K(y) = h*(h* +
yl,

und mithin ist

(12) r9 K = h*(h*-\-8 w3
)
3
(y* y*) (y* yj) (y* y*).

Zu bemerken ist noch zu diesen Formeln, dass der in ihnen

auftretende Factor h* -f- 8 m s nicht verschwinden kann, wenn
die Curve / keinen singularen Punkt hat. Denn ein singularer

Punkt wird bestimmt durch die drei Gleichungen:

und diese drei Gleichungen sind mit einander vertraglich, wenn

h3
-\- 8m* = 0. (1st z. B. h = 2 m, so sind sie befriedigt,

wenn y 1
= y% = j/3 ist.)

Der Coefficient li kann fur erne gegebene Form / jeden

vorgeschriebenen von Null verschiedenen Werth haben, und erst

wenn dieser Werth gegeben ist, ist das Problem bestimmt. Wir
wollen der Einfachheit halber jetzt h = 1 setzen, und erhalten

aus (7) bis (9) das Resultat:

Setzt man

P =

R ^
1 + 8m 3

so sind yf, y%, y.f
die Wurzeln der cubischen Gleichung

(14) u* Qu* + Pu E* = 0,

und die Discriminante dieser cubischen Gleichung ist:

(15)
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Die Coefficienten der cubischen Gleichung sind bekannt, so-

bald ni\ mr2
,
r6

,
oder auch, wenn in und r2 bekannt sind.

1st dann die Gleichung (14) gelost, so sind y^ y2 , y% bis auf

dritte Einheitswurzeln
,

die aber der Relation y l y2 y%
= E

geniigen miissen, bestimmt, und weiter konnen auch diese Grossen

der Natur der Sache nach nicht bestimmt werden.

Wenn die Curve / eine reelle Curve ist, so ergiebt sich aus

den Formeln (13) und (15) noch der Satz, dass, wenn m und r

reell sind, D^ positiv ist, und folglich die Wurzeln der

Gleichung (14) alle drei reell sind.

Driickt man die Discriminante Dl durch die Coefficienten

der Gleichung P, Q, E aus, so fiiesst aus der Formel (15) noch

das Resultat, dass man das Quadrat der Covariante K als ganze
rationale Function der Covarianten /, z/, J ausdriicken kann.

Der Ausdruck wird ziemlich complicirt und soil hier nicht weiter

verfolgt werden.

Um aber die biquadratische Gleichung zu bilden, von der

m und r abhangen, ist es nothig, auf die Invarianten dritter

Ordnung naher einzugehen.

:

,?
;

:
:

|
.9i.

:

{y V
; *;

Die Invarianten der Curve dritter Ordnung und die

biquadratische Gleichung.

Alle Curven dritter Ordnung, deren Gleichung in der cano-

nischen Form durch dieselben Grossen ZJ y^ yl y.2 y$ linear dar-

gestellt werden kann, haben dieselben Punkte zu Wendepunkten,

beispielsweise also die Curven /=0 und z/= 0, und allgemeiner

alle Curven der Schaar

(1) F= A/+6^z/=:0,
wo /I, ^ beliebige Parameter sind. Alle Curven dieser Schaar

schneiden sich in neun festen Punkten, und eine solche Schaar

wird ein Curvenbiischel genannt. Die neun festen Punkte, die

fiir alle Curven des Biischels die Wendepunkte sind, heissen die

Grundpunkte. Bilden wir von der Form F die Hesse sche

Determinante, so wird auch diese Form linear durch 2 yf und

y\ 2/2 2/3 ausgedriickt und kann daher nach . 90
, (7) und (8)

auch linear durch / und zl ausgedriickt werden, d. h. wir erhalten

eine Form desselben Biischels.
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Wir setzen demnach diese Determinante

(2) ^u(x) = Lf+M^
worin L und M biniire Formen 3 ten Grades von A, p sind.

Wenn wir eine beliebige lineare Transformation auf die

Variablen x anwenden, so 1st, wegen der Invarianten-Eigenschaft

der Function d

(3) ^/.. O/, b) = r2A u t* (a?, ),

und daraus folgt, dass die Coefficienten der einzelnen Potenzen

und Producte von A, ft Covarianten der urspriinglicheii Form

sind, und die Coefficienten L, M von / und 4 in diesen Aus-

driicken
,

die rational von den Coefficienten a der Form / ab-

hangen, sind daher Invarianten dieser Form. Wir baben darin

ein Mittel, diese Invarianten thatsachlich zu bereclmen.

Bezeichnen wir namlich mit a, J.*, BI die Coefficienten der

einzelnen Potenzen und Producte der Variablen x in /, /I und

z/;. &amp;lt;u ,
so ergiebt sich aus (2) ein System von zebn Gleicbungen:

woraus L und M bestimmt werden kbnnen. Man erhalt, wenn

i, k zwei verschiedene Indices sind,

L (Of A* a , Ai) = Si A* B, A {

M (at A* a, A$ = Si a k + Bk a,-.

Daraus schliesst man noch, dass L, If ganze Functionen

der Coefficienten a,- sind. Demi in (4) sind die rechten Seiten

ganze Functionen, und wenn also L oder M, in der einfacbsten

Gestalt dargestellt, nocb einen Nenner batten, so miissten die

sammtlicben Deterniinanten ciiA^ ci^Ai. welches ganze Func

tionen 4 ten Grades der a sind, einen gemeinscbaftlicben Theiler

haben. Dass dies aber nicbt moglich ist, kann man an irgend

einem speciellen Falle nacbweisen, z. B. an der Form

/ = 3x, (ax? + fix*) + axl

deren Hesse sche Form:

x

ist. Hier kommen unter den a f A k at Ai z. B. die beiden Func

tionen a- /3
2

,
b 2 a 2

vor, die keinen gemeinscbaftlicben Theiler

baben.

Weber, Algebra. II. 22



338 Elfter Abschnitt. . 91.

Um z/^u fur die canonische Form zu berechnen, hat man
in . 90, (3):

h, m
durch h (I 6w 2

^), ml -f (h* -f 2m 3
) p

zu ersetzen, und man findet so:

6m 2
^) [m

woraus nach . 90, (7), (8) roit Riicksicht auf (2) nach einigen
einfachen Rechnungen folgt:

L = 2 A 2 ^ (fes
_ m

sj m _ A^2 (^6
_ 20& 3 w 3 8 m 6

)

(5) -f 8fA
8w 2

(fc w 3
)
2

,

Jf=A 3
-f m^2 m (/i

3_ m3)_|_2^
3 (7^_20/& 3 m 3 8m

*).

Man bekommt also auf diese Weise nur zwei Invarianten

vom 4 ten und G ten
Grade, namlich in der canonischen Form:

(6) m (li
?&amp;gt;

m--), h

Das Gewiclit dieser Invarianten ist [nach Bd. I, . 60, (3)]

gleichfalls 4 und G, und wcnn wir sie also in der allgemeinen
Form mit S und T bezeichnen und h = 1 setzen, so findet sich

m (1

1 20 m 3 8 m6 = r6 T.

Fiir L und Jf erhalt man aus (5) die Darstellung :

L =-2
= - ^.

Die Functionen /S und T vom 4 ten und 6 ten Grade sind

zuerst von Aronhold berechnet worden. Wir wollen die larigen

Ausdriicke nicht hierher setzen, betrachten aber diese beiden

Grossen jetzt als bekannt und gegeben.
Aus (7) lasst sich eine biquadratische Gleichung ableiten

fiir das Verhaltniss m2
: r2

. Man findet namlich daraus:

m m 8 = r4m4 S

(9) m 2 2m 5 + m 8 = r 8 S 2

m 2 20 w^ 8m = r cm 2 T.

Wenn man daraus m 2 und m 5
eliminirt, so findet man

(10) 27 w + 18 S w*r4
-f Tm 2 r6 ^ 2 r 8 = 0.
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Diese Gleichung erhalt eino einfacbere Gestalt clurch die

Substitution

Sie wircl clann

(12) z* -f- 6 Sz&amp;gt;- -f Tz 3 S* = 0.

Diese biquadratische Gleichung bat die Eigenschaft, dass

ihre erste Invariants A = ist, imd dass ibre Discriminante

(Bd. I, . 47):

(13) A = 27 (T* + 64 3)2
= __ 27 Z)-2,

also stets negativ ist. Die Grosse D = T 1

-\- 64 S 3 erhalt fiir

die canonische Form (5) den Ausdruck:

(14) /|3
(7*3 _|_ 8W3),

und kann also nicht verschwinden, so lange die Curve f keinen

singularen Punkt hat. (Sie ist in der That nichts Anderes, als

die Discriminante der Form /.)

Aus (13) ergiebt sich nun, dass die biquadratische Glei

chung (12) bei reellen Curven/ eine negative Discriminante, und

folglich (Bd. I, . 78) zwei reelle und zwei conjugirt imaginare
Wurzeln hat, und weil das Product aller vier Wurzeln 3 S-

negativ ist, so ist von den reellen Wurzeln eine positiv,
eine negativ.

Aus z kann man mit Hulfe von (11) und der ersten Glei-

cliung (7) die beiden Grossen m und r berechnen. Man erhalt so

und hier konnte, wie man aus (12) schliesst, wenn man
2 = 9 S setzt, 9 S -)- z 2 nur dann verschwinden, wenn ent-

weder S oder _D Null ist. Damit sind die Coefficienten P, (), R 3

der cubischen Gleichung . 90, (14) eindeutig durch z und durch

bekannte Grossen bestimmt, und fiir die reelle positive Wurzel z

wird m und r reell, und folglich auch y^ y.2 , ?/3 reell.

Eine leichte Ausnahme bildet der Fall S = 0, in dem eine

Wurzel der Gleichung (12) verschwindet
,
und die zweite reelle

Wurzel ^/ T wird, und fiir die zugehorigen Werthe von m
und r& erhalt man aus (7) und (11)

1 27m = 0, 1; r = ^, =?-;

99*
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je nachdem also T positiv oder negativ ist, fallt der erste oder

der zweite Werth von r leell aus, und im Wcsentlichen bleibt

Alles wie vorher.

Es ergiebt sich hieraus der Satz:

Jede reelle ternare cubische Form mit nicht ver-

schwindender Discriminante kann durch eine reelle

Transformation auf die reelle canonische Form ge-
bracht werden.

Man kann jetzt leieht die Coordinate!! der Wendepunkte in

dem canonischen Coordinatensysteme angeben. Man erhalt sie,

wenn man in der Gleichung

je einmal y^ y.2 , 2/3
= setzt. Da eine der nicht verschwindenden

Coordinaten = 1 gesetzt werden kann, so findet man, wenn e

eine imaginare dritte Einheitswurzel ist, die folgenden Werthe

der Coordinaten (y^ y%, y.A ):

(0, 1, 1), (0, !,-), (0, 1, * 2
),

(16) (- 1, 0, 1), (- , 0, 1), (- *, 0, 1),

(1, -1, 0), (1, , 0), (1,
- 2

, 0),

und es folgt daraus, dass immer drei der Inflexionspunkte
reell und sechs imaginar sind.

In der Tabelle (16) liegen je drei in einer Zeile stehende

Punkte auf einer Geraden, namlich auf den Geraden

Es ist danach leieht, auch die ubrigen Tripel von Purikten

zusammenzustellen, die auf einer geraden Linie liegen, und darnit

diese zwolf Linien zu bestimmen. Man hat dabei nur immer

solche Punkte zusammenzustellen, deren Coordinaten eine ver-

schwindende Determinants geben. Man kann diese zwolf Linien

auf vier Arten in Tripel anordnen, so dass in jedem Tripel alle

neun Inflexionspunkte vorkommen. Das erste dieser Tripel wird

von den Zeilen von (16) gebildet. Die drei anderen lauten so:

(0, 1, -1), (-1,0,1), (I, -1,0),

(17) (0, 1, ), (,0,1), (1, -,0),
(0, 1, -2), (2,0,1), (1,

2
, 0),
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(0, 1, 1), (6, 0, 1), (1, -*, 0)

(18) (1, 0, 1), (1, , 0), (0, I,-**)

(1, 1, 0), (0, 1, -), (~* 2
, 0, 1),

(0, 1, -1), (
-
, 0, 1), (1, , 0)

(19) (-1,0,1), (1, *, 0), (0, 1,
-

)

(1, -1, 0), (0,1,- 2), (_ , , 1).

Von den geraden Linien (16) enthalt jede einen reellen

und zwei conjugirt imaginare Pankte, und alle drei Linien sind

reell. Von den Geraden (17) enthalt die erste die drei reellen

Punkte und ist reell, wahrend die beiden anderen conjugirt

imaginar sind. In (18) und (19) sind alle drei Linien imaginar,

und zwar sind die Linien von (18) conjugirt zu den Linien

von (19).

Eine noch ubersichtlichere Bezeichnung ist folgende. Wenn
und

rj je ein voiles Restsystem nacli clem Modul 3 durch-

laufen, etwa 0, 1, 2, und zwei nach dem Modul 3 congruente
Zahlen als nicht verschieden angeselien werden, so giebt es neun

Combinationen (, ^), die wir als Bezeichnung fur die neun

Wendepunkte benutzen konnen. Setzen wir fest, dass (|, rf)
und

(??, |) conjugirt imaginare Wendepunkte, also (0, 0), (1, 1). (2, 2)

die drei reellen bedeuten, so erhalten wir aus (1C) bis (19) fol

gende Tabelle, in der wieder die in einer Zeile stehenden Wende

punkte auf einer geraden Linie liegen:

(0, 0) (1, 2) (2, 1) (0, 0) (1, 1) (2, 2)

(1, 1) (2, 0) (0, 2) (1, 2) (2, 0) (0, 1)

(2, 2) (0, 1) (1, 0) (2, 1) (0, 2) (1, 0)

(20)

(0, 0) (2, 0) (1, 0) (0, 0) (0, 2) (0, 1)

(1, 1) (0, 1) (2, 1) (1, 1) (1, 0) (1, 2)

(2, 2) (1, 2) (0, 2) (2, 2) (2, 1) (2, 0).

Man sieht hieraus, dass drei Wendepunkte (i, i^), (|2 , ij2 ),

(Isi %) dann und nur dann auf einer geraden Linie liegen, wenn

die beiden Congruenzen

(2D
fc+&+i.=o :

.;,;.;-
?1 + ^2 + ^3 =

erfiillt sind.
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Man kann die Bezeichnung der vier Systeme von geraden
Linien auch aus dem einen Schema:

(0, 0) (1, 2) (2, 1)

(1, 1) (2, 0) (0, 2)

(2, 2) (0, 1) (1, 0)

ableiten, wenn man die Zeilen, die Colonnen und die je drei

den positiven und negativen Glieclern der Determinantenbildung

entsprechenden Combinationen aufstellt.

. 92.

Tripelgleichungen.

Das System der neun Wendepunkte hat die Eigenschaft,

dass man aus zwei beliebigen von ihnen einen ganz bestimmten

dritten auf rationalem Wege ableiten kann. Dies driickt sich

als eine Eigenschaft der Gleichung 9 ten Grades aus, von der die

Bestimmung der Wendepunkte abhangt, die z. B. die Abscissen

dieser Punkte zu Wurzeln hat. Wir stellen folgende Defini

tion auf:

Eine Gleichung ohne gleiche Wurzeln heisst eine

Tripelgleichung, wenn je zwei ihrer Wurzeln eine

dritte bestimmen, so dass jede Wurzel eines solchen

Tripels rational durch die beiden anderen ausgedriickt
werden kann, und zwar so, dass man in einer Gleichung

(1) a?8
=

(a?!, x*),

in der & eine festgehaltene rationale Function be-

deutet, fiir #1? #2 ,
xz die Wurzeln irgend eines Tripels

in beliebiger Reihenfolge setzen kann 1
).

Die Gleichung, von der die Wendepunkte abhangen, ist eine

Tripelgleichung 9 ten Grades. Es giebt aber auch Tripelgleichungen

von anderem, z. B. vom 7 ten
Grade, zu denen die im vorigen

Abschnitte betrachteten gehoren
2
).

1
) Die Tripelgleichungen 9 ten Grades sind zuerst behandelt von

Hesse in der Abhandlung: ,,Algebraische Auflosung derjenigen Gleichung
9ten Grades etc.&quot; in Crelle s Journal, Bd. 34 (1847).

2
) Vgl. Nother, Mathem. Annalen, Bd. 15 (1879): ,,Ueber die Glei-

chungen Sten Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Curven vierter

Orduung.&quot;
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Wir wollen hier also nur auf die Tripelgleichungen 9 ten Grades

eingehen, und zunachst zeigen, \vie sich aus der Tripeleigenschaft

die Bezeichnung und Anordnung der Wurzeln ableiten lasst, die

wir im vorigen Paragraphen fiir die Wendepunkte kennen gelernt

haben.

Jede der neun Wurzeln kommt in vier Tripeln vor, und im

Ganzen existiren daher 4.9:3= 12 verschiedene Tripel. Nehmen
wir ein beliebiges von diesen Tripeln und bezeichnen dessen

Wurzeln mit

(0, 0) (1, 2) (2, 1).

Dann sei (1, 1) eine beliebige vierte Wurzel. Diese bestimmt

mit den drei ersten zunachst drei Tripel, die wir mit

(1, 1) (0, 0) (2, 2), (1, 1) (1, 2) (1, 0), (1, 1) (2, 1) (0, 1)

bezeichnen, und es bleiben noch zwei Wurzeln ubrig, die das

vierte Tripel mit (1, 1) bilden, und das wir nun mit

(1, 1) (-2, 0) (0, 2)
bezeichnen.

Wir suchen nun das durch (0, 0), (2, 0) bestimmte Tripel.

In diesem konnen keine Wurzeln vorkommen, die mit einer der

beiden Wurzeln (0, 0), (2, 0) in einer der schon bestimmten Tripel

vorkommen, also nicht

(1, 2) (2, 1) (1, 1) (2, 2) (0, 2),

und es bleibt fur die dritte Wurzel dieses Tripels nur (0, 1)

oder (1, 0) iibrig, und dieselben beiden Wurzeln bleiben auch nur

iibrig fiir das durch (0, 0) (0, 2) bestimmte Tripel. Da wir aber

noch (0, 2) mit (2, 0) vertauschen konnen. so beschranken wir

die Allgemeinheit nicht, wenn wir die zwei weiteren Tripel

(0, 0) (2, 0) (1, 0), (0, 0) (0, 2) (0, 1)

annehmen. Nun bestimmen wir die Tripel, die (1, 0) enthalten,

von denen zwei schon bekannt sind. Die beideu anderen

mussen die Wurzeln (2, 2), (0, 1), (0, 2), (2, 1) enthalten. Da aber

(0, 1) (1, 0) (0, 2) und (0, 1) (1, 0) (2, 1) keine Tripel sind [weil

(0, 1) (0, 2) das Tripel (0, 0) (0, 2) (0, 1) und (0, 1) (2, 1) das

Tripel (1, 1) (2, 1) (0, 1) bestimmt], so haben wir die weiteren

Tripel

(2, 2) (0, 1) (1, 0), (1, 0) (0, 2) (2, 1).

Ebenso ergiebt sich

(0, 1) (2, 0) (1, 2).
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Endlich bilden wir noch je ein (0, 2) und (2, 0) enthaltendes

Tripel

(0, 2) (1, 2) (2, 2), (2, 0) (2, 1) (2, 2),

wornit alle zwolf Tripel, und danrit die Anordnung .91, (20)

bestimmt sind.

. 93.

Die Gruppe der Tripelgleichungen.

Es soil nun die Galois sche Gruppe P der Tripelgleichungen

bestimmt werden. Zunachst ist klar, dass in dieser Gruppe nur

solche Permutationen vorkommen, bei denen jedes Tripel wieder

in ein Tripel iibergeht. Denn nehmen wir an, die Wurzeln eines

Tripels xi: x%, x% gehen durch eine Permutation in y, y2 , y$

iiber, so folgt, da diese Permutation auf die Gleichung (1) (. 92)

ariwendbar ist,

2/1
=

G/2&amp;gt; 2/3),

und folglich ist y1 die dritte Wurzel des durch y2 , yz bestimmten

Tripels.

Gehen wir nun zu der Bezeichnung fiir die Wurzeln:

(i) x = & n)

iiber, so ergiebt sich aus der Zusammenstellung der Tripel in

den . 91 und 92, dass drei Wurzeln

(2) xl
= (|15 %), oo2

=
(J2 .

t? 2 ),
#3
=

( 3 , r? 3 )

immer dann und nur dann ein Tripel bilden, wenn

(3)
5l + ^ + ^ ~ *

(mod 3).
*h + % + % =

Nennen wir eine Permutationsgruppe der (J, ??),
deren Sub-

stitutionen alle der vollstandigen linearen Congruenzgruppe fiir

den Modul 3 angehoren (. 78), eine lineare Gruppe, so gilt

der Satz:

L^Die Gruppe P einer Tripelgleichung ist immer
linear.

Nach . 77 lasst sich jede Permutation der Grossen (, r\)

iiberhaupt in der Form darstellen:

(4) g=&amp;lt;p (J, 17), n = 1&amp;gt; (I, f) (mod 3),
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worin cp, ty ganze ganzzahlige Functionen der Variablen J, r\

sind, deren Grad in Bezug auf keine der Variablen den Werth 2

ubersteigt, Ordnen wir diese Functionen nach
rj ,

so konnen

wir setzen:

(5) r = Ay* + Brj+C, n
* = Ay* + B n + C\

worin A, B, C, A
,
B , C ganze Functionen von

,
hocbstens

vom 2 ten Grade sind. Wir wollen in den Gleichungen (4) die

Variable f festhalten uncl
rj
= 0, 1, 2 setzen, d. h. wir wenden

(5) auf das Tripel (,0) (, 1) (1,2) an. Die entsprecbenden

(li i?i)i (Si 172)1 (k i?i)
mussen claim den Relationen (3) geniigen,

also:

= C, ^ = C&quot;,

{i
= J. + B + C, ^ = A + B + C

,

&EEEA-B+C, ^ = A f --B + C
,

und daraus folgt, dass A und A fur jedes congruent mit Null

sein mussen.

Ebenso kann man schliessen, dass in den Substitutionen (4)

kein Glied mit |
2 vorkommen kann, und dass daber diese Sub

stitutionen die Form haben mussen:

I
= m | YI + a | + b n -f c ,

v = m ^ + a ! + ^ + c

Wenn man aber diese Substitutionen auf das Tripel (0, 0) (1, 1) (2, 2)

anwendet, und die Summe der entsprecbenden und v[ gleich

Null setzt, so folgt, dass m = m = sein muss, und dass also

jede Permutation der Gruppe P in der Form

entbalten sein muss, wie bebauptet war.

2. Umgekebrt gehen durcb jede lineare Substitution

von der Form (6) drei Grossen (|, rj)
eines Tripels

in drei
( , if) liber, die gleicbfalls ein Tripel

bilden.

Denn aus (6) folgt fiir irgend drei Zablenpaare (J1? i^J,

3 = ^ (& + J2 4- 1:0
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also wenn li + fez + | 3 und ^i + ^2 + %, nrit Null congruent

1st, so gilt dasselbe von den linken Seiten von
(7).

Nun gehen auch umgekehrt durch jede lineare Substitution

der Form (6) immer drei Grossen (J, r\)
eines Tripels in ein

Tripel liber, und daraus lasst sich beweisen, dass jede Gleichung
9 ten

Grades, deren Galois sche Gruppe P in der vollstandigen

linearen Congruenzgruppe enthalten ist, eine Tripelgleichung ist,

wenn noch die weitere Bedingung hinzukommt, dass durch die

Gruppe P irgend zwei gegebene Wurzeln in zwei andere gleich-

falls beliebig gegebene Wurzeln iibergelien, oder, was damit

gleichbedeutend ist, wenn P zweifach trail sitiv ist.

Denn wenn P aus lauter linearen Substitutionen besteht, so

reducirt sich P durch Adjunction zweier beliebiger Wurzeln

#1 (li,?h), #2 = (21^2) auf eine Gruppe P1?
die nicht nur x^ x%,

sondern auch die dritte Wurzel x-A = (|3 , %) des durch x, x2

bestimmten Tripels ungeandert lasst, und folglich gehort x3 dem
neuen Rationalitatsbereiche an, und mithin ist #3 rational durch

o?i, X2 ausdriickbar in der Form

(8) x, = (a?1? rc2 ).

Wenn nun die Gruppe P zweifach transitiv ist, so giebt es eine

Permutation in P, durch die ^, x2 in zwei beliebige andere

Wurzeln y^ y2 iibergehen, und durch die folglich auch #3 in die

dritte Wurzel des Tripels y, y2 , y-&amp;gt;, iibergelit, und diese Permu

tation ist auf (8) anwendbar. Also ist auch

2/3
=

(ft, 2 ).

Wir sprechen dies als Satz aus:

3. Jede Gleichung 9 ten Grades, deren Gruppe linear

und zweifach transitiv ist, ist eine Tripel
gleichung.

Durch die Permutationen einer zweifach transitiven linearen

Gruppe kann jedes Tripel in jedes andere, und zwar in beliebiger

Anordnung, iibergefiihrt werden.

Die Voraussetzung der zweifachen Transitivitat kann auch

so ausgedriickt werden, dass alle die Permutationen aus P, die

eine Wurzel ungeandert lassen, die iibrigen noch transitiv mit

einander verbinden. Bezeichnen wir mit P die in P enthaltene

Gruppe, durch deren Permutationen eine der Wurzeln XQ unge
andert bleibt, so muss P in Bezug auf die anderen Wurzeln

noch transitiv sein. Ist aber die Gruppe P nur einfach transitiv,
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so ist P nicht mehr transitiv, d. h. nach Adjunction von #

zerfallt die Gleichung fiir die iibrigen acht Wurzeln in mehrere

Factoren. Wenn die Gruppe P iiberhaupt transitiv ist, so kann

hierbei XQ jede beliebige der Wurzeln sein; denn wenn TC eine

Permutation von P ist, durch die XQ in xv iibergebt, so bleibt

durcb Pl
= 7t- l P 7t die Wurzel x

{ ungeandert, und wenn P
fiir acht Wurzeln intransitiv ist, so muss auch Px fur aclit

\Yurzeln intransitiv sein, da sich die Permutationen von Pl von

denen von P nur durch die Bezeichnung der Wurzeln unter-

scheiden (Bd. I, . 154. 6.).

Die einfach transitiven unter den linearen Gruppen haben

einen specielleren Charakter als die Gruppe der Tripelglei-

chungen.
Wir haben im . 78 eine Zerlegung der allgemeinen linearen

Congruenzgruppe fiir den Modul 3 kennen gelernt, an der wir

diese Verhaltnisse iibersehen konnen.

Die Abel sche Gruppe Q, die aus den Substitutionen

(9) g
=

J + , ^
=

1 + (mod3)

besteht, ist gewiss nur einfach transitiv; denn wenn eine Wurzel

durch (9) ungeandert bleiben soil, so muss =
0, /3 = sein

und alle Wurzeln bleiben ungeandert. Jede Wurzel ist rational

durch jede anclere ausdriickbar.

Suchen wir nun in der Gruppe P die Gruppe P der Sub

stitutionen auf, durch die (0,0) ungeandert bleibt, so enthalt P
nur homogene Substitutionen und ist also der grosste gemein-
schaftliche Theiler von P und der homogenen Congruenz

gruppe S, und es ist P = P Q.

Bilden wir fiir S die Compositionsreihe (. 78):

so ist S4
=

,

~
_ ,

und durch S+ gehen die Wur

zeln (1,1), (2,2) nur in einander liber. Durch S Q kann das

Tripel (0,0) (1,1) (2,2) zwar jede Anordnung seiner Wurzeln

erfahren. Es kann aber nur noch in die beiden anderen Tripel

(1,0) (2,1) (0,2); (0,1) (1,2) (2,0) iibergehen. SQ ist also nur

einfach transitiv und ist iiberdies imprimitiv.
Durch die Gruppe $3 ,

die aus 84 durch Hinzunahme der

Substitution
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entsteht, kann (1,1), (2,2) noch in (0,2), (0,1), aber nicht in

(2,0), (1,0) oder in (1,2), (2,1) iibergehen. Also ist auch die

Gruppe $3 Q noch nicht zweifach transitiv, wohl aber ist sie

primitiv. Nehrnen wir aber, um $2 zu bilden, noch die Sub
stitution

-1,

hinzu, so geht (1,1), (2,2) in (0,2), (0,1) und in (1,2), (2,1) und

(2,0), (1,0) iiber. Also ist die Gruppe S2 Q zweifach transitiv

und folglich auch Sl Q und S Q. Es fangen also erst bei S2 Q
die Tripelgleichungen an. Die Gleichungen mit engeren Gruppen
sind noch keine eigentlichen Tripelgleichungen.

Wir konnen noch andere in S Q enthaltene lineare Gruppen

bilden, z. B. wenn wir mit S die cyklische Gruppe 3 teu Grades:

/I, 0\ /I, 0\ / 1, 0\
8

-Ui&amp;gt; U,i&amp;gt; v-i,J
bezeichnen, die Gruppe 27 sten Grades S Q = QS . Durch die

Gruppe S geht (1,1) (2,2) in (1,1) (2,2), (1,2) (2,1), (1,0) (2,0)

liber, wahrend (0,1) (0,2) nicht daraus entsteht. Also ist auch

dies nicht die Gruppe einer Tripelgleichung.

Hier ware noch ein Feld weitergehender Untersuchungen
iiber diese speciellen metacyklischen Gleichungen 9 ten Grades

und die Darstellung ihrer Wurzeln nach den Principien von

Kronecker (Bd. I, achtzehnter Abschnitt).

. 94.

Realitatsverhaltnisse der Tripelgleichungen.

Wenn der Rationalitatsbereich reell ist, so konnen wir iiber

die Realitat der Wurzeln einer Tripelgleichung 9 ten Grades einige

allgemeine Schliisse machen. Wenn in diesem Falle namlich in

einem Tripel zwei reelle Wurzeln vorkommen, so muss, wie aus

der Gleichung x5 (x^ x.2 } folgt, auch die dritte Wurzel reell

sein. Wenn also uberhaupt eine imaginare Wurzel vorhanden

ist, so muss in jedem der vier Tripel, dem diese Wurzel an-

gehort, mindestens noch eine zweite imaginare Wurzel vor

kommen, und folglich ist die Anzahl der imaginaren Wurzeln

mindestens gleich 5, oder, da die Zahl der imaginaren Wurzeln
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gerade sein muss, gleich 6. Zwei reelle oder zwei conjugirt

imaginare Wurzeln xlt x.2 gehoren immer einem Tripel an, dessen

dritte Wurzel reell ist; dies ergiebt sich aus der Gleichung:

Z3
=

(*!, x.2 )
= &

(a?2 , XL).

Wir wollen demnach ein Tripel, was zwei reelle oder zwei

conjugirt imaginare Wurzeln enthalt, ein reelles Tripel nennen.

Wenn in einem Tripel irgend imaginare Wurzeln vorkommen, so

bilden auch die conjugirt imaginaren Wurzeln ein Tiipel, und

zwei solche Tripel sollen conjugirt imaginare Tripel heissen.

Es giebt dann drei Moglichkeiten :

1. Lauter reelle Wurzeln.

2. Eine reelle und acbt imaginare Wurzeln.

In diesem Falle miissen die vier Paare conjugirt imaginarer

Wurzeln vier Tripel bestimmen, die alle dieselbe reelle Wurzel

als dritte enthalten. Bezeichnen wir diese reelle Wurzel mit

(0,0), so miissen

(1,2) (2,1), (1,1) (2,2), (1,0) (2,0), (0,1) (0,2)

die vier Paare conjugirter Wurzeln sein.

3. Drei reelle und seclis imaginare Wurzeln.

Die drei reellen Wurzeln miissen bier ein Tripel bilden.

Nehmen wir fur die reellen Wurzeln

(1) (0,0) (1,1) (2,2),

so konnen in den beiden Reihen

(K (1.2) (0,2) (1,0)

(2,1) (2,0) (0,1)

conjugirt imaginare Wurzeln nicht in derselben Reibe vor

kommen, weil sonst die dritte Wurzel der betreffenden Reihe

reell ware.

Es ist zu zeigen, dass die durch die conjugirten Paare be-

stimmten drei reellen Tripel zusammen alle drei reellen Punkte

entbalten miissen.

Nehmen wir namlicb an, unter den drei Tripeln

(0,0) (1,2) (2,1), (0,0) (2,0) (1,0), (0,0) (0,1) (0,2)

kommen zwei reelle vor, so muss aucb das dritte reell sein,

d. h. es miissen

(1,2) (2,1), (2,0) (1,0), (0.1) (0,2)
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conjugirte Paare sein. Dann aber bilden die drei Wurzeln

(1,1) (2,0) (0,2) ein Tripel, deren conjugirte (1,1) (1,0) (0,1)
kein Tripel bilden, was unmoglich ist. Jede der drei reellen

Wurzeln (0,0), (1,1), (2,2) kommt also ausser in (1) noch in

einem und nur in einem reellen Tripel vor, dessen beide anderen

Wurzeln conjugirt imaginar sind, und der dritte Fall fiihrt also

zu der Anordnung der reellen und imaginaren Wurzeln, die

wir bei den Wendepunkten der Curve dritter Ordnung kennen

gelernt haben.

Dass aber auch die Falle 1. und 2. vorkommen konnen,
lehrt folgende Betracbtung: Aus einer allgemeinen Gleichung
9 ten Grades erhalt man eine Tripelgleichung durch Adjunction
einer zu der linearen Gruppe S Q gehorigen Function. Eine

solcbe Function ist z. B.:

v = (0,0) (1,1) (2,2) + (0,0) (1,2) (2,1) + (0,0) (1,0) (2,0)

+ (0, 0) (0, 1) (0, 2) + (1, 1) (1, 2) (1, 0) + (1,1) (2, 1) (0, 1)

+ (1,1) (0, 2) (2, 0) + (1, 2) (0, 1) (2, 0) + (2, 2) (2, 1) (2, 0)

+ (2, 2) (1, 2) (0, 2) + (2, 2) (0, 1) (1, 0) + (2, 1) (0, 2) (1, 0),

und diese Function ist reell in den Fallen 1., 2., 3. Also ist

auch der erweiterte Ilationalitatsbereich, in dem unsere Gleichung
eine Tripelgleichung ist, reell.
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Die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung.

95 -

Anzahl der Doppeltangenten einer Curve
vierter Ordnung.

Ein geometrisches Problem, das wegen seiner mannigfachen

Beziehungen zu anderen Gebieten von besonderer Bedeutung ist,

was zugleich in iihnlicher Weise, wie das Problem der Wende-

punkte der Curven dritter Ordnung, merkwiirdige algebraische

Verhaltnisse bietet, ist das der Doppeltangenten der Curven

vierter Ordnung.
Unter einer Doppeltangente einer Curve versteht man,

wie sclion im . 86 bemerkt ist, eine gerade Linie, die die Curve

in zwei verscbiedenen Punkten beriibrt. Bei Curven von niedri-

gerer als der vierten Ordnung konnen Doppeltangenten nicbt

auftreten.

Bei den Curven vierter Ordnung hat eine Doppeltangente
ausser den Beruhrungspunkten keinen Punkt mit der Curve

gemein. In besonderen Fallen konnen die beiden Beriihrungs-

punkte auch zusammenfallen. Dann baben wir Linien mit vier-

punktiger Beriibrung.

Die Bestimmung der Doppeltangenten wird als algebraiscbes
Problem von einer gewissen algebraiscben Gleichung abbiingen,
deren Grad gleich der Anzahl der Doppeltangenten ist, und die

erste Frage ist die nach dem Grade dieser Gleichung, also nach

der Anzahl der Doppeltangenten. Wir beschranken uns bier auf

die Betracbtung von Curven vierter Ordnung, obwohl der Weg,
den wir gehen, auch auf Curven hoherer Ordnung anwendbar
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ist. Wir setzen auch voraus, dass die Curve vierter Ordnung
frei von singularen Punkten sei

*).

Es moge jetzt /(^i,^2 ,^3 )
oder kiirzer f (x) eine ternare

Form 4 ten Grades sein, die, gleich Null gesetzt, eine Curve vierter

Ordnung ohne singularen Punkt darstellt, die wir die Curve /
nennen.

Setzen wir in dieser Gleichung

(1) ffa, tf2 , x$) =
an Stelle der Variablen x^ x%, x$ Ausdriicke von der Form

X1 +ty1 i 2 + ^2i Xs + tys,

so ergiebt sich eine Gleichung 4 ten Grades in Bezug auf t:

(2) f(x + ty) = Q,

deren Wurzeln, wenn (x) und (y) zwei feste Punkte sind, in

x -\- ty eingesetzt, die Coordinaten der Schnittpunkte der Ver-

bindungslinie der Punkte (#), (/), die wir als die Linie (x, y)

bezeichnen wollen, mit der Curve / geben.
Es werde nun die Function f (x ~\- ty) nacli Potenzen von t

geordnet. Dies giebt (nach Bd. I, . 60):

(3) f

worin die Pv (x,y) die Polaren von f (x) sind, also homogene

a
) Jacob!

, ,,Ueber die Anzahl der Doppeltangenten ebener alge-

braischer Curven&quot;, Crelle s Journal, Bd. 40 (1850). Clebsch, ,,Bemerkung
zu Jac obi s Beweis fur die Anzahl der Doppeltangenten&quot;, ebend., Bd. 63

(1864). Aus der ziemlich urafassenden Literatur iiber die Theorie der

Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung sind die folgenden Schriften

hervorzuheben. Zunachst mehrere Arbeiten von Hesse in Crelle s

Journal, Bd. 41, 49, 52. Ferner St einer, Eigenschaften der Curven vierter

Ordnung rucksichtlich ihrer Doppeltangenten, Crelle s Journal, Bd. 49.

Aronhold, Monatsber. d. Berl. Akademie 1864. Geiser, ,,Ueber die Doppel

tangenten einer ebenen Curve 4ten Grades&quot;, Math. Annalen, Bd. 1 (1868).

Cayley, Crelle s Journal, Bd. 68 (1868). Auch das oben citirte Werk von

Salmon ist hier hervorzuheben. In neuerer Zeit wurde die Theorie der

Doppeltangenten im Zusammenhange mit der Theorie der Abel schen

Functionen weiter ausgebildet. Riemann, Gesammelte mathematische

Werke (2. Aufl., 1892) XXXI, aus dem Nachlass. Weber, Theorie der

Abel schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 1876. Frobenius,
Crelle s Journal, Bd. 99 u. 103. Die algebraische Seite der Frage ist in

zwei Abhandlungen : Nother, Math. Annalen, Bd. 15 und Weber, ebend.,

Bd. 23 behandelt.
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Functionen vter Ordnung in Bezug auf y, und (4 v)
ier Ordnung

in Bezu auf x. Es ist namlich

PI (*,y) = -J-2

(4) P2 (*, 2/)
= ^ 2

Wenn a; auf der Curve / liegt, so wircl P = 0, und eine

Wurzel der Gleichung (2) verschwindet. Nehmen wir ausser-

dem noch (y) auf der Tangente im Punkte (x) an, so ist auch

Pl (x, y) = 0, und es verschwinden zwei Wurzeln von (2). Die

beiden iibrigen werden nach (3) durch die quadratische Gleichung

(5) 6P2 + 4*P3 +*P4
=

bestimmt. Wenn diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, so

wircl die Linie (#, y) noch einen zweiten Berlihrungspunkt mit

der Curve / haben, d. h. sie wird Doppeltangente sein. Die Be-

dingung hierfiir ist aber die, dass die Discriminate der Glei

chung (5) verschwindet, oder dass

(6) -R(T,2/)
= 2P

3

2

gleich Null sei. Hierin ist E (x, y) eine in Bezug auf jedes der

beiden Systeme (x) und (y) homogene Function, und zwar fur

die x vom 2 ten
,
fur die y vom 6 ten Grade. Es ist aber noch zu

bemerken, dass die Gleichung E = auch clann erfiillt ist,

wenn (x) ein beliebiger Punkt der Curve ist, und (y) mit (x)

zusammenfallt, weil dann

P2 (x,x) = P3 (x,x) = Pt(x,x) =f(x) =
wird. Sonst aber wird E nur dann verschwinden, wenn die Linie

(x, y) eine Doppeltangente ist. Wir stellen also den Satz auf:

1. Die Gleichung R(x,y) = ist, wenn (x) ein Punkt
der Curve / und (y) ein von (x) verschiedener
Punkt der Tangente in (x) ist, die nothwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass (x) ein

Beriihrungspunkt einer Doppeltangente sei.

Es kommt nun clarauf an, aus dieser Bedingung eine andere

herzuleiten, die nur die x allein enthalt, und die fiir keine

Weber, Algebra. II. go
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anderen Punkte als die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten

befriedigt 1st.

Die Variablen y geniigen der Tangentengleiclmng

= 0.

Bezeichnen wir mit &n &2 ,
J 3 irgend drei willkiirliche Con-

stanten, und setzen

(8) bx = l l xl -\- b2 x2 + 63 a?3 ,

so dass #3, die Gleiclmng einer willkiirlichen geraden Linie

1st, so konnen wir zu (7) noch die Gleichung

(9) &1 2/1 + &2 2/2 + &3 2/3
=

hinzunehmen
,
also (y) als den Schnittpunkt der Tangente.in (x)

mit der beliebigen geraden Linie bx auffassen. Dann erhalten wir

(10)

und hierdurch ist die Bedingung (7) identisch befriedigt. Durcli

diese Substitution geht E (x, y) in eine homogene Function

2Qsten Grades der x und 6 ten Grades der b liber, die wir mit

_D (#, b) bezeichnen wollen. Diese Function D (x,b) verschwindet

aber ausser in den Beriihrungspunkten der Doppeltangenten noch

in den vier Schnittpunkten der Geraden bx mit der Curve
./.

Diese Bedingung muss nun noch so umgeformt werden, dass sie

von den b unabhangig wird.

Gehen wir von dem Punkte (y) zu einem beliebigen anderen

Punkte der Tangente liber, so konnen wir dies dadurch er-

reichen, dass wir y durch px -\- ky ersetzen, worin A, ^ zwei

willkiirliche Parameter bedeuten. Dadurch geht / (x -f- t y) in

/ [(1 + ,&amp;lt;)
x + Ity] =(1-|- ?tyf(x+ j-^ y)

liber, und die Entwickelung (3) ergiebt, wenn wir

P (x, y), P1 (x, y), P! (x,px

gleich Null setzen:
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also, wenn wir beiderseits nach Potenzen von t ordnen:

und hieraus erhalt man nach (6)

(11) R (x, px + ly) = A 6 E (x, y).

Diese Formel gilt aber nicht identisch, sondern nur unter

der Voraussetzung ,
dass (x) ein Punkt der Curve sei, also dass

f(x) = Q ist.

Der Punkt ^x -\- by) kann ein ganz beliebiger Punkt der

Tangente in (x) sein, und daher konnen wir, wenn a^a^.a^
drei willkiirliche Grpssen sind, liber

ft,
A so verfugen, dass

(12) ft
X2 + A y.2

= a,f (xj a,f (x,)

wird. Dann ist (px -\- ky) der Schnittpunkt der Tangente mit

der Geraden ax = 0, wenn

(13) ax = ttj Xi -\~ Ci2 %2 + aZ ^3

gesetzt ist. Dadurch geht B(x,iix + k y) in D (x, a) iiber.

Um nun A und
k
n zu bestimmen, multipliciren wir die Glei-

chungen (10) und (12) mit an a2 ,
a3 ,

sodann (12) mit &n &2 ? ^3

und addiren jedesmal. Dadurch erhalten wir mit Riicksicht

auf by
= 0:

y
= f*&* = z ai &2/fe)

ft a* + A G^ = 0,

und daraus
A bx = ax .

Hiernach lasst sich die Gleichung (11) so darstellen:

und zeigt in dieser Form, dass der Quotient D (x, a) : al von

den willkiirlichen Grossen a unabhangig ist. Die Gleichung (14)

ist aber keine Identitat, sondern sie ist nur befriedigt, so lange

/ (x) = ist. Wir konnen aber eine Identitat daraus herleiten,

wenn wir annehmen, dass f(x) irreducibel sei (oder wenigstens

keinen mehrfach zahlenden Factor enthalt). Es ist namlich die

Form 26 sten Grades

6J D (x, a)
- a D (x, V)

23*
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gleich Null fur alle der Gleichung / (x) = genugenden Werthe
von (x), uncl folglich muss sie durch f (x) theilbar sein. &quot;Wir

konnen also, wenn wir mit d&amp;gt; (#, a, b) eine Form 22 sten Grades

bezeichnen, setzen:

(15) &J D (x, a) al D (x, b)
= f (x) (x, a, b).

Denken wir uns in (15) fiir einen Augenblick ein neues

Coordinatensystem eingefiihrt, in dem die Linien aa ,
bx zwei Axen

sind, von denen wir voraussetzen
,

dass sie sich nicht auf der

Curve / schneiden
,
so folgt aus der Vergleichung der rechten

und linken Seite der identischen Gleichung (15), dass in ^
kein Glied vorkommen kann, was nicht entweder mit ax oder

mit bx multiplicirt ist, und folglich hat 0(x) die Form

worin 3^, d&amp;gt;2 Formen 16 ter
Ordnung sind. Demnach erhalt die

identische Gleichung (15) die Form

62 \D(x,a) + f(x) 0,(x)] = al [D(x,b) +f(x) &amp;lt;&,()],

und sie zeigt, dass D (x, a) -\-f(x) ^ (x) durch a &
x theilbar ist.

Es existirt also eine Form 14 ten Grades i (a?, a, 6), so dass

(16) | = %(

Setzen wir hierin fiir die a und b irgend specielle, z. B.

rationale Werthe c, cZ, und bezeichnen % (#, c, e?), was dann nur

noch von x und von den Coefficienten der Form / (x) abhangig

ist, mit %(a?), so folgt:

und wenn wir dies von (16) subtrahiren und die Relation (15)

fur b = c benutzen:

(17) X (X,a,b)- X (x)=f(x}W(x),

worin *P&quot; (x) eine Function ist, die jedenfalls keinen anderen

Nenner enthalten kann, als ein Product von Potenzen von ax

und cx . Da aber f(x) nicht durch ax und cx theilbar ist, so muss

*P (x) eine ganze Function sein, und (16) ergiebt, wenn wir mit

(x) eine neue Form von x (vom Grade 16) bezeichnen:

08) ^
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Diese Gleichung zeigt aber, dass die Curve 14 ten Grades:

(19) I (x) = 0,

die von den a ganzlich unabhangig 1st, durch die Beriihrungs-

punkte der Doppeltangenten, aber durch keinen anderen Punkt

der Curve / (x) hindurchgeht.

Die function % (x) ist rational von den Coefficienten der

Gleichung / (x) abhangig. Es giebt unendlich viele verschiedene

solcber Curven, unter denen sich auch Covarianten von f (x)

finden. Man kann sie, wie Hesse nachgewiesen bat, in einfacber

Weise durcb Determinanten ausdriicken.

Hier zieben wir daraus den Schluss:

2. Eine Curve vierter Ordnung ohne singularen
Punkt hat 28 Doppeltangenten.

Einem Bedenken gegen diesen Schluss ist aber noch zu

begegnen. Es ware denkbar, dass die Curve ^ die Curve / be-

riihrt, oder dass die Curve/ durch singulare Punkte der Curve %

hindurchgeht. Dann wiirde sich die Anzahl der Schnittpunkte
uncl moglicherweise auch die Anzahl der Doppeltangenten ver-

mindern, so dass unsere Schlussweise eigentlich nur lehrt, dass

eine Curve vierter Ordnung nicht mehr als 28 Doppeltangenten
haben kann. Dies Bedenken wird sich aber durch die folgenden

Betrachtungen von selbst dadurch erledigen, dass wir Formen der

Curvengleichung kennen lernen werden, bei denen die Existenz

von 28 verschiedenen Doppeltangenten ersichtlich ist.

. 96.

Die Steiner schen Complexe.

Wenn x die Gleichung irgend einer Doppeltangente
der Curve vierter Ordnung / = ist, die wir kurz die Doppel
tangente x1 nennen, so muss, wenn man xl

= setzt, / in ein

Quadrat tibergehen. Daraus ergiebt sich, dass / von der Form
sein muss:

(1) f= Xl V-i^
worin V eine cubische, u eine quadratische Form ist. Der
Function / kann aber auf dreifach unendlich viele Arten die

Gestalt (1) gegeben werden. Denn bedeutet p eine beliebige
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lineare Function, die drei willkurliche Constanten enthalt, so

folgt aus (1):

/ = Xl (V + 2pu + xlP*)- (u + jpaO
2

.

was wieder von der Form (1) ist.

1st nun 2A die Gleichung einer zweiten von x
l

ver-

schiedenen Doppeltangente, so konnen wir die Constanten in p

(und zwar noch auf unendlich viele verschiedene Arten) so

wahlen, dass der Kegelschnitt u -(- p x^ =0 durch die beiden

Beriihrungspunkte von y1 geht, und wir konnen daher armehmen,

dass sclion in der Form (1) die Function u so gewahlt sei. Dann

muss in denselben Punkten auch die cubische Form V ver-

schwinden.

Aber noch mehr: Da die Lime yl
= Doppeltangente

sein soil, so muss, wenn wir x^ yl
und irgend eine dritte davon

unabhangige lineare Function z als Variable einfiihren, in den

Beriihrungspunkten

sein, und daraus folgt nach (1):

d. h. die Curve dritter Ordnung V= wird von der Linie i

yl
=

in den Beriihrungspunkten mit / beriihrt, und dies ist nur mog-

lich, wenn V zerfallt und die Function y^ als Theiler enthalt.

Hiernach erhalten wir eine neue Gestalt der Function /:

(2) f=ocl y i v- u*,

worin M, v Functionen zweiten Grades sind.

Sind Xu 2/1 irgend beliebige lineare, M, v quadratische

Formen von drei Variablen, so stellt die durch (2) bestimmte

Function/, gleich Null gesetzt, eine Curve vierter Ordnung dar,

von der xl
und yl zwei Doppeltangenten sind.

Sind umgekehrt xl und y1
zwei beliebige Doppeltangenten

einer Curve vierter Ordnung / = 0, so kann / auf die Form (2)

gebracht werden.

Denken wir uns die Coefficienten von Xi und yl
als variabel,

und lassen diese Grossen so variiren, dass X Y
und yl

sich auf

der Curve / schneiden, so wircl ein Doppelpunkt eintreten.

Die Doppeltangenten arten aus in zwei von clem Doppel-

punkte auslaufende Tangenten.
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Fallen die Doppeltangenten in erne Linie zusamnien
,

so

treten zwei Doppelpunkte auf.

Dagegen konnen sehr wohl, ohne dass singulare Punkte ent-

stehen, die beiden Beriihrungspunkte einer Doppeltangente zu-

sammenfallen, und so die Doppeltangente in eine vierpunktig

beriihrende Tangente ubergehen. Dies tritt ein, wenn die Linie xl

den Kegelschnitt u beriihrt.

Audi die Form (2) ist nocb mit Beibehaltung von x^ y auf

unendlich viele Arten herzustellen.

Nehmen wir, um dies einzusehen, an, es sei

so folgt die identische Gleichung:

(3) xl y, (v v,)
= (u (-M+ 0.

Wenn nun u i^ durch Xi, t*+ w i
durch y l

theilbar ware,

so wiirde im Schnittpunkte von xl
und y l

auch u und folglich /
verschwinden. Dieser Schnittpunkt wiirde auf der Curve / liegen,

was, so lange die Curve keinen singularen Punkt hat, nicht

moglich ist. Es muss also einer der beiden Factoren u u^

u _|_ Ul in
(^3)

durch xl y l
theilbar sein. Da das Vorzeichen von

u noch nicht bestimmt ist, so konnen wir annehmen, es sei

u Ul durch xl yl theilbar, und also bis auf einen constanten

Factor mit x1 yL identisch. Es wird dann, wenn A ein solcher

Factor ist,

i
= M + ^-^1^1,

und die Function / erhalt die Form:

(4) / = x, y, (v+ 2 A u+ V xl y,) (u+ A x, ytf.

Umgekehrt sind fiir jedes beliebige A die Formeln (2) und

(4) mit einander identisch.

Wenn wir nun A so besthmnen konnen, dass die quadratische

Function v -\- 2 Ate -\- A 2^ y l
in zwei lineare Factoren zerfallt,

so erhalt
,
wenn wir u -\- A xl yl

= u^ setzen
, / nach (4) die

Gestalt

(5) / = xl yl X2 y.2 u?,

und diese Form zeigt, dass #2 , y% zwei we it ere Doppel
tangenten sind, und dass die acht Beriihrungspunkte der

Doppeltangenten ^, t/1? a?2 , y.,
auf einem Kegelschnitte % =

liegen.
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Nun 1st die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir,

dass eine ternare quadratische Form in zwei lineare Factoren

zerfalle, die, dass die Determinante der quadratischen Form ver-

schwinde (Bd. I, . 56).

Driicken wir die Formen w, v durch x^ y1 und irgend eine

dritte Variable y aus, und bezeichnen die Coefficienten in v und
u mit at

-

fc , bib, so dass 2a23 ,
2&23 die Coefficienten von x

1 y
werden, so erhalten wir die Bedingung fiir das Zerfallen von
v -f- 2 lu -\- ^x1 y1 in der Form:

(6) a22 4-2A622 ,
a23 -+- 2 A 623 -f-

1 A = 0,

und dies ist eine Gleichung 5 ten Grades in Bezug auf A, die uns

also fiinf Zerlegungen giebt:

#22/2, ^32/3, ^42/4, 5, ^6 2/6&quot;

Ueber die Coefficienten in / lasst sich, wie (6) zeigt, so ver-

fiigen, dass alle die so bestimmten Functionen xt yi von einander

verschieden sind, und daraus folgt, wie oben gezeigt, dass sie

verscbieden bleiben, so lange die Curve / keine singularen Punkte
hat. Es gilt also der folgende Satz:

1. Zu jedem Paare von Doppeltangenten xl yl ge-
horen fiinf weitere Paare Xiyi von der Art, dass
die acht Beruhrungspunkte von xv y xiVi au f

einem Kegelschnitte liegen.

Die sechs Paare von Doppeltangenten, die auf diese Weise

bestimmt sind:

wollen wir einen Steiner schen Complex nennen 1
).

Betrachten wir die Paare xt y^ x2 y2 , x^ y^ eines solchen

Complexes, und setzen

f=x1 y1 x2 y2 ul = xl yl x^ ys w|,

*) Es ist dafiir bisher gewohnlich der Ausdruck Steiner sche
Gruppe gebraucht. Da aber das Wort ,,Gruppe&quot; in der Algebra eine

ganz bestimmte andere Bedeutung hat, so ziehen wir es vor, diesen Aus
druck hier zu vermeiden.
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so folgt daraus die Identitat

%\ 2/1 (%2 2/2 #3 2/3)
= 0*i w 2) (i

und daraus wie oben

, _ *2 2/2 ^3 2/3% -- % -

^
-

worin 7& eine Constante bedeutet, also

und danach wird

(7) 4/ = 4 , , 2
-

, ,

Dieser Gleichungsform konnen wir eine elegantere Gestalt

geben, wenn wir
^2 3

, ,

*^&quot;
/i

1

Jl

durcn

^1 1 ^2 1 ^3

ersetzen. Dann bedeuten die neuen x^ x^ x$, gleich Null gesetzt,

dieselben Linien wie die urspriinglichen ,
da sich ja beide nur

durch einen constanten Factor unterscheiden
,
und es ergiebt

sich aus (7):

(8) 4/ = (xl yl + x2 y.2 x^ i/3 )
2 4 xl ij l x, y.2

2 x2 7/2 ^3 2/3
2 ^i 2

und die Gleichung / = kann auch in der eleganten irratio-

nalen Form

#1 2/i + *2 2/2 ^3 2/3
= 2 ^i 2/i

a;2 2/2

oder

(9) x1 2/i + ^2 2/2 + #3 2/3
=

dargestellt werden. Aus (9) konnen wir wieder riickwarts die

Form (8) herleiten. Weil aber (9) ganz symmetrisch ist, so

konnen wir die drei Paare vertauschen und erhalten z. B. auch

4 x.2 2/2
z3 2/3

=
( #1 2/i + ^2 2/2 + % 2/s)

2
,

woraus zu ersehen ist, dass auch die Beriihrungspunkte von

#2 2/2 #3 2/3
auf einem Kegelschnitte liegen, und dass in dem Com

plex, den man aus x2 y-2 erhalt, nicht nur das Paar ^2/1, son-
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dern auch das Paar x^ y ?&amp;gt;

und folglich alle Paare Xi yi vor-

kommen, dass also dieser Complex von dem aus x yi abgeleiteten

iiberhaupt nicht verschieden 1st. Wir haben also den Satz:

2. Die Paare eines Steiner schen Complexes haben
die Eigenschaft, dass die acht Beriihrungspuiikte
von irgend zweien dieser Paare auf einem Kegel-
schnitte liegen, und dass man immer denselben

Complex erhalt, von welchem der sechs Paar
man ausgehen mag.

Hieraus ergiebt sich, dass drei Doppeltangenten eines

S teiner schen Complexes, wie #1,2/1, #2? von ^enen zwei ein

Paar des Complexes bilden, ilire sechs Beriihrungspunkte auf

einem Kegelsclmitte haben. Dagegen giebt es wieder Systeme
von drei Doppeltangenten (Tripel), deren sechs Beriihrungspunkte
nicht auf einem Kegelschnitte liegen.

Nach einer von Frobenius eingefiihrten Bezeichnung bilden

drei Doppeltangenten, wie x^ 2/1? %zi deren Beriihrungspunkte auf

einem Kegelschnitte liegen, ein syzygetisches Tripel. Drei

Doppeltangenten, deren sechs Beriihrungspunkte nicht auf einem

Kegelschnitte liegen, bilden ein azygetisches Tripel. Ent-

sprechend wollen wir vier Doppeltangenten, deren acht Beriih

rungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen, ein syzygetisches

Quadrupel, und irgend ein System von Doppeltangenten, von

denen je drei azygetisch sind, ein azygetisches System
nennen.

Hier gilt nun der folgende wichtige Satz:

: .3. Drei Doppeltangenten, die in einem Steiner schen

Complexe vorkommen, so dass keine zwei von
ihnen ein Paar bilden, wie #15 #2 ,

#3 ,
sind immer

azygetisch.
Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich einfach aus der

Grleichungsform (9). Aus ihr ersieht man zunachst, dass die drei

Linien xlt x^ x^ sich nicht in einem Punkte schneiden; denn ein

solcher Schnittpunkt wiirde auf der Curve / liegen und ware

daher ein singularer Punkt. Wir konnen also xl ,
#2 ,

a?3 als

Coordinaten einfiihren und demnach

/52 X2 + ft %
72^2 + 73^3
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setzen. Hierin kann keine der drei Constanten j, ft, r3
ver~

schwinden. Denn weim z. B. j
= 1st. so sclmeiden sich nach

(9) die Linien x2 ,
xa , y, auf der Curve /, und dieser Schnittpunkt

miisste ein singularer Punkt sein.

Nach der Gleichung (9) ergeben sich aber die Coordinate!!

der Beruhrungspimkte von xt, x,, X3 aus den folgenden drei

Paaren von Gleichungen, von denen jedes Paar zwei Beriihrungs-

punkte giebt:

Zi = 0, x2 (ft x2 + ft a?8 ) x., (y2 #2 + n **) =
x, = o, ^ (y3 *3 + n *i) ^i (a-3^ i ^i) =
^3
= .0, ^ (!! + Oiffj)

-- a;2 (fta?! + fta;2 ) = 0.

Sollen nun diese sechs Punkte auf einem Kegelsclmitte

&amp;lt;p

= liegen, so muss 95,
von einem constanten Factor h ab-

gesehen , fiir xl
in den linken Theil der zweiten Gleichung

des ersten Paares x, (fax.2 + ft s)
~

s (^2^2 + 7s a?s) uber-

gehen. Bezeichnen wir also mit ah o2 , 3
die Coefficienten von

X x # in so muss

(io) 3
= h* n, ai

= -
** wi

a :
= 7t 3 !, a2 7*3 ft

sein, und hierin sind 7il7 7i2 , 7^ drei Constanten.

Aus (10) folgt aber:

und dies ware nur mbglich, wenn 7^ = 7* 2
= 7*3

= ware.

Dies ist aber nur dann der Fall, wenn a1? a2 , &amp;lt;h
verschwinden,

wenn also der Kegelschnitt (p durch die Schnittpunkte der drei

Geraden a^, x2 , x* geht. Er soil aber durch die Beriihrungs-

punkte dieser drei Doppeltangenten gehen, die sicher von ihren

drei Schnittpunkten verschieden sind. Also ist unsere Annahine

als unrnoglich nachgewiesen und der Satz 3. bewiesen.

. 97.

Complexpaare und Complextripel.

Die Satze des vorigen Paragraphen geben ein vorziigliches

Hiilfsmittel, urn die mannigfacben geometrischen und algebrai-

schen Beziehungen der Doppeltangenten zu erforschen und dar-
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zustellen. Wir beschranken uns hier auf das, was fiir die Er-

reichung unseres Hauptzieles, namlich der Bestimmung der

Galois schen Gruppe des Problems, erforderlich ist.

Wir gehen von einem beliebig herausgegriffenen Steiner -

schen Complexe aus:

(1) x^, #2 ?/2 , #32/3, xy, xb yb ,
x& y.

Die Form der Gleiclumg . 96, (5) zeigt dann, dass in dem
durch das Paar xl xz bestimmten Complexe das Paar y^y^, und

in dem durch x
l y2 bestimmten Complexe das Paar x2 yi vor-

kommen muss.

Wir betrachten also neben (1) die zwei weiteren Complexe:

(2) a^asa, y1 i/2 , ...

(3) x
l y.2 ,

x2 y^ . . .

Jeder der beiden Complexe (2), (3) enthalt ausser den schon

bekannten noch acht weitere Doppeltangenten, und diese miissen

alle von den x^ yi verschieden sein, weil, wenn z. B. #3
in (2)

vorkame, xl X2 X3 syzygetisch ware, was dem Satze 3., (. 96)

widerspriclit. Ebenso konnen die beiden Complexe (2) und (3)

ausser x^ #2 &amp;gt; y^ y% keine gemeinsame Doppeltangente enthalten.

Denn wenn etwa in beiden vorkame, so waren x
l
x2 s nach

(2) syzygetisch, nach (3) azygetisch, was ein Widerspruch ist.

Daraus folgt:

4. In den drei Complexen (1), (2), (3) zusammen-
genommen kommen alle 28 Doppeltangenten vor.

Hieraus folgt, dass jede Doppeltangente, die mit irgend

einem Paare xl y ein syzygetisches Tripel bildet, in dem Com

plexe xl yl vorkommen muss, dass also jedes syzygetische Tripel

durch eine bestimmte weitere Doppeltangente zu einem syzygeti-

schen Quadrupel erganzt wird, und dass folglich ein Kegelschnitt,

der durch die Beriihrungspunkte von drei Doppeltangenten hin-

durchgeht, die Curve / in den Beriihrungspunkten einer vierten

Doppeltangente schneidet.

Zwei Paare eines Complexes bilden immer ein syzygetisches

Quadrupel, und wie man ein solches Quadrupel auch in zwei

Paare theilen mag, beide Paare gehoren immer demselben Com

plexe an.

Da man aus 28 Dingen 14.27 Paare bilden kann, da jedes

Paar von Doppeltangenten einen Complex bestimmt und in jedem
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Complexe sechs Paare vorkommen, so 1st die Gesammtzahl der

Complexe 14.27:6 = 63.

5. Es giebt 63 Steiner sche Complexe.

Wenn wir aus den Paaren des Complexes (1) statt xl y^ X2 y2

irgend ein anderes Paar von Paaren herausgreifen ,
so konnen

wir daraus nach dem Schema von (2) und (3) jedesmal zwei

neue Complexe bilden. Da es 15 solcher Paare von Paaren giebt,

so erhalten wir 30 neue Complexe vom Typus (2), (3), die alle

in gleicher Weise aus dem Complexe (1) abgeleitet sind, und die

alle unter einander verschieclen sind.

Nehmen wir nun irgend eine von den in (2) und (3) neu

hinzutretenden Doppeltangenten ^, so erhalten wir zwei neue

Complexe, wenn wir von den beiden Paaren x^z^ y1 zl ausgehen,
und da wir z^ auf 16 verschiedene Arten wahlen konnen, so er-

geben sich so 32 neue Complexe, womit die Gesammtzahl aller

Complexe erschopft ist. Es muss aber noch die Vertheilung der

Doppeltangenten auf die Complexe xl ^, y^ z^ genauer unter-

sucht werden.

Wir konnen, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, da

wir nothigenfalls xl mit yl vertauschen konnen, die Annahme

machen, dass z^ in dem Complexe (2) und darin in dem Paare

x #2 vorkomme.

Dann erhalten wir die beiden Complexe:

(4) X! *!, #2 2 ,
. . .

(5) yl 0J, yz g2 ,
. . .

Wir betrachten jetzt die drei Complexe:

(4) xl el , x^s^ . . .

(2) xt x9 , gi ^2 , ...

(4 a) xl ei ,
x2 el9 . . .,

die nach dem Satze 4. alle Doppeltangenten enthalten miissen,
darunter also auch jc3 , y3 . Diese kommen aber nicht in (2) vor,
und ebenso konnen nicht beide in (4) oder beide in (4 a) vor

kommen, da sonst x, #3 , y3 azygetisch sein miissten, wahrend
sie doch [nach (I)] syzygetisch sind. Da wir eventuell a?3 und y.&

in der Bezeichnung vertauschen durfen, so konnen wir annehmen,
dass #3 in (4) vorkomme, und zwar in einem Paare #3 *3 .

Dann kann, da ^ z^ % azygetisch sind, 3 nicht in dem
Complexe (2) vorkommen und muss folglich -in (3) enthalten sein.
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Nun haben wir die beiden Complexe:

(4) #2 2 ,
X3 3 ,

. . .

(4b) x2 xz , 2 3 ,
. . .,

und da #2 ^3 2/2 2/3
ein syzygetisches Quadrupel sincl

,
so enthalt

die Gruppe (4b) auch das Paar y2 y3 ,
und folglich sind auch

2/2 2/3 ^2 ^3 ein syzygetisches Quadrupel. Daraus folgt weiter, dass

?/2 #2 und
2/3 #3 in denselben Complex gehoren. Da man dieselbe

Betrachtung wie fiir x$y$ auch fiir die Paare #4 /4 ,
x& yb ^

x
t-yG

durchfuhren kann, so lassen sich hiernach die Complexe (4), (5)

vollstandig bilden, und sie erhalten den Ausdruck:

(4) a?!*!, ^2 2

(5) 2/1^11 2/2^2, 2/3^3, 2/4^4, 2/5^5, 2/6-^6-

Hierin bilden
X 2 ein Paar des Complexes (2) und 3,04,05,06 ,

die ein azygetisches System bilden, kommen alle in dem Com

plex (3) vor, in dem keine zwei gepaart sind.

Da wir, wie vorhin gezeigt, nach dem Typus (2), (3), (4), (5)

aus dem willkiirlich angenommenen Complex (1) alle iiber-

haupt existirenden Complexe ableiten konnen, so ergiebt sich

der Satz:

6. Irgend zwei Complexe haben entweder ein syzy

getisches Quadrupel oder ein azygetisches System
von sechs Doppeltangenten gemein.

Zwei Complexe, die ein syzygetisches Quadrupel gemein

haben, wollen wir ein syzygetisches Complexpaar nennen.

Zu jedem solchen Paare giebt es einen dritten Complex, der

dasselbe Quadrupel enthalt. Drei solche Complexe nennen wir

ein syzygetisches Complextripel [z. B. (1), (2), (3)].

Ebenso nennen wir zwei Complexe der zweiten Art, d. h.

solche, die sechs azygetische Elemente gemein haben, ein azy

getisches Complexpaar.
Jedes azygetische Complexpaar wird gleichfalls (lurch einen

bestimmten Complex, der mit jedem der beiden Complexe ein

azygetisches Paar bildet, zu einem Tripel erganzt [wie (1), (4), (5)].

Ein solches nennen wir ein azygetisches Complextripel.
In einem syzygetischen Tripel kommen alle 28 Doppelr

tangenten vor, in einem azygetischen nur .18.
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. 98.

Die Aronhold schen Siebener-Systeme.

Von besonderer Wichtigkeit sincl die azygetischen Systeme

von sieben Doppeltangenten, die zuerst von Aronhold betrachtet

sind, und die daher Aronhold sche Siebener-Systeme
heissen. Wir nennen sie aucli vollstandige Siebener-

Systeme oder kurz vollstandige Systeme.
Dass es solche Systeme giebt, zeigen die Zusarnmenstellungen

des vorigen Paragraphen. Denn wenn

#32/3, %**/*, #5 2/5, #e2/6

em azygetisches Complexpaar ist, so ist

#1 , #2 &amp;gt; #35 #4 , #5 , 1/6 ? ^6

ein vollstandiges Siebener- System (weil in dem Complexe y*zR

keines der x vorkommt). Es wird sich zeigen, dass keine azy

getischen Systeme von mehr als sieben Elementen bestehen. Es

gilt zunachst der Satz:

7. Irgend sechs Elemente eines voUstandig^n Sy-
stemes kommen in ein em u-nd nur in ein em

Complexe vor.

Wir beweisen zunachst den zweiten Theil der Behauptung,
d. h. wir beweisen, dass, wenn

(2) #!, X2 ,
X-3 , XL, Xb ,

#6 ,
X7

ein vollstandiges System ist, ^, #2 , %, %-&amp;gt;
x

;&amp;gt;-&amp;gt;

x& nicht in zwei

verschiedenen Complexen vorkommen konnen. Nehmen wir an,

es sei dies moglich, so miissen die beiden Complexe ein azy

getisches Paar wie (1) bilden. In dem syzygetischen Tripel

#i#n 2/2%, y*8*, 1/4*4, y :) Zs, y6 Zs

2/i 2/2, 81*2, ^x2

miissen die Doppeltangenten xs ,
a;4 , x-^ x$, x 7 vorkommen, und

da sie weder im ersten nodi im zweiten dieser Complexe vor

kommen, so miissen sie im dritten vorkommen. Da in diesem

Complexe aber nur noch vier Paare iibrig sind, sojmiissen mincle-
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stens zwei von den #3 ,
. . . x1 ein Paar darin bilden. Das ist

aber nicht moglich, da dieses Paar sonst mit einem der iibrigen x
ein syzygetisches Tripel bilden wiirde.

Urn nacbzuweisen, dass die Doppeltangenten X^X^X^X^X-^XQ

immer in einem Complexe vorkommen, nehmen wir zwei beliebige

von ihnen, xt #2 ,
heraus und wahlen ein in dem Complexe x^ X2

vorkommendes anderes Paar yl y% ,
was auf fiinf Arten moglich

ist. Daraus bilden wir das syzygetische Complextripel

) 12 2/1 2/2

(2) 0) a^, x,y2

7) ^i2/2, ^2/n

welches fiinf verschiedene solcher Tripel reprasentirt. In
/3)

und

y) miissen nun #3 , x, xb ,
x& ,

x1 vorkommen, und zwar keine

zwei von ihnen gepaart. Wir zeigen nun zunachst, dass sich

diese fiinf x nicht zu zwei und drei auf die beiden Complexe

/3), y) yertheilen konnen, sondern nur zu eins und vier. Nehmen
wir namlich an, die Complexe /3), y) seien so zusammengesetzt :

/
2 )

ft) %iyi, x*y*, *y*, x*yi

^62/6, ^72/7

so konnen wir noch den Complex

(2) d) xG x7

betrachten, der mit
/3)

zusammen ein syzygetisches Paar bildet,

weil weder x1 noch yt
in 5) vorkommt, das Paar also nicht

azygetisch sein kann. Es miissen also
/?)

und 6) ein syzygetisches

Quadrupel gemein haben, und da in zwei Paaren von
/3)

minde-

stens ein von #6 ,
x7 verschiedenes x vorkommt, so muss dieses x

auch in d) vorkommen, was unmoglich ist, weil kein x mit XQ ,
x7

syzygetisch ist. Es bleibt also fiir /3), y) nur eine Zusammen-

setzung iibrig, wie die folgende:

/
3
N ft ^l2/l. ^22/2, ^8^3, ^42/4, ^52/5, ^02/6

y) ^2/2 ,
^2 2/!,

^7 2/7 ,
.

Dass wir gerade diese Annahme machen, und nicht die

sechs x in y) aufnehmen, ist keine Beschrankung ,
da wir, wenn

nothig, 2/j
mit y2 vertauschen konnen.

Wenn wir nun unter Festhaltung von xl X2 an Stelle von

y1 2/2
die anderen Paare von (2) a) treten lassen, so bekommen
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wir fiinf Complexbildungen vom Typus (3). Zwei solche Complex-

bildungen konnen sich aber nur dadurch unterscheiden, dass an

Stelle von x7 jedesmal ein anderes der Elemente #
3 ,
#4 ,

#3 ,
#6 ,

x7

tritt, und alle diese Moglichkeiten miissen auch vorkommen, well

wir sonst zwei verschieclene Complexe erhalten wiirden, die die-

selben sechs Elemente des vollstandigen Systems der x ent-

halten, was nicht moglich ist, wie wir bewiesen haben. Demnach
konnen wir annehmen, dass die in deni Complexe (3) /3) vor-

kommenden x, x.2 ,
x3 &amp;lt; x, x5 ,

x6 irgend welche sechs Elemente

des vollstandigen Systemes seien, was bewiesen werden sollte.

99.

Der Hesse-Cayley sche Algorithmus zur Bezeichnung
der Doppeltangenten.

Der Satz 7. des vorigen Paragraphen fiilirt zu einer Be-

zeichnungsweise fur die Doppeltangenten, durch die eine sebr

iibersiclitliche Darstellung aller dieser Verhaltnisse moglich ist,

die von Cayley (im Anschluss an Hesse) ausgebildet ist.

Wir legen ein vollstandiges Siebener- System

%I ) 3?2 i %3 i %4i %b i *^6 1 %7

zu Grunde, dessen Elemente wir einfach durch die Ziffern 1, 2, 3,

4, 5, 6, 7 bezeichnen. Wir sondern eine beliebige Doppeltangente,
etwa #!, dieses Systemes aus, und bilden den Complex, der die

iibrigen sechs enthalt:

Die Doppeltangente y2 ist dann durch das gewiihlte xl und
durch x2 vollig bestimmt und kann daher durch [1 2] bezeichnet
werden. Ebenso bezeichnen wir y3 durch [1 3] u. s. f. Die

Doppeltangenten [1 2], [13], . .
., [1 7] sind hierdurch voll-

standig bestimmt und von einander verschieden. Aus dieser Be-

stimmung geht auch hervor, was man allgemein unter
[ k
u v\ zu

verstehen hat, wenn ^, v zwei verschiedene Ziffern aus der Reihe
1 bis 7 bedeuten.

Es ist nun zunachst zu zeigen. dass [^ v] = \v p] ist. Es

geniigt, wenn wir nachweisen, dass [1 2]
=

[2 1] ist. Dazu
brauchen wir nur den Complex zu bilden, der x^ z3 , x^ x-^ a?6 ,

x-

Weber, Algebra. II.
24
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enthiilt, und der mit (1) ein azygetisches Paar bildet. Er muss

also von der Gestalt sein:

(2) #!2/2 ,
#3 3 ,

#4 4 ,
X

b b , X^ZQ, X7 27 ,

und demnach 1st y% auch durch [2 1] zu bezeiclmen, w. z. b. w.

Die 2 in (2) sincl von den y in (1) verschieden, und da z. B.

3 [2 3] ist, so folgt, dass allgemein zwei
[p, v] ,

die nicht in

beiden Ziffern ^, v iibereinstimmen
,
von einander verschieden

sind. Da man aus sieben Ziffern einundzwanzig Paare bilden

kann, so erhalt man auf diese Weise alle Doppeltangenten und

jede nur einmal.

Aus dieser Darstellungsweise ergiebt sich auch, dass keine

azygetischen Systeme von mehr als sieben Doppeltangenten exi-

stiren; denn fiigen wir zu den sieben x noch eine beliebige

weitere Doppeltangente, fiir die wir bei der Grleichberechtigung

der ZifFern 1 bis 7 etwa y2
=

[1 2] wahlen konnen, so ist y2 % x%

ein syzygetisches Tripel.

Es ist zweckmassig, eine achte Ziffer 8 einzufiihren, und die

Elemente des urspriinglichen Siebener- Systems nicht durch die

einfachen Ziffern, sondern durch die Paare

[1 8], [2 8], [3 8], [4 8], [5 8], [6 8], [7 8]

zu bezeichnen, wobei dann auch gelten soil, dass [1 8] [8 1] u. s. f.

ist. Dann werden alle 28 Doppeltangenten ubereinstimmend

durch die Paare (ft v\ bezeichnet, in denen ^ und v zwei ver-

schiedene Ziffern der Reihe 1 bis 8 bedeuten.

Dabei ist es fiir die Uebersichtlichkeit sehr forderlich, wenn

man eine anschauliche Bezeichnung anwendet
*).

Man deutet

eine Doppeltangente [^ v] durch einen einfachen Strich
| an, an

dessen Enden man sich die beiden Ziffern ^, v gesetzt denkt.

Dann bedeuten zwei Striche ohne gemeinsamen Punkt
||

zwei

Doppeltangenten, in deren Bezeichnung [u v] keine gemeinschaft-

liche Ziffer vorkommt, und zwei von einem Punkte auslaufende

Striche, \/, zwei Doppeltangenten, die in ihren Symbolen [p v]

eine gemeinschaftliche Ziffer haben. Hiernach sind die complicir-

teren Zeichen, die wir nachher anwenden, von selbst verstandlich.

Fiir ein Tripel von Doppeltangenten haben wir z. B. folgende

funf Zeichen |||. R, A- V, VI-

l

) Nach Cayley; vergl. Salmon, ,,IIigher plane curves&quot;.
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Es soil jetzt zunachst untersucht werden, wie sich in dieser

Bezeichnungsweise die azygetischen und die syzygetisclien Tripel

unterscheiden.

Dabei ist zu beachten, class nach der bis jetzt gegebenen

Erkliirung die Ziffer 8 eine besondere Stelle einnimnit, wahrend

die Ziffern 1 bis 7 vollstandig gleichartig auftreten und beliebig

permutirt werden konnen.

Wir leiten aus den beiden Complexen (1), (2) noch die Er-

ganzung zu einem azygetischen Complextripel her, namlich:

#22/2, #32/3, #42/4, #52As, x6 y6 ,
x7 y7 ,

(3) xl ?/2 ,
#3 *3 ,

x *4 ,
xb 5 ,

x6 *6 ,
x7 e7 ,

Xl%-2, 2/3^3, 2/4^4, y*Zt, 2/6^6, 2/7^7,

und gehen nun die einzelnen Zeichen fiir die Doppeltangenten-

tripel (lurch.

Wir beginnen mit dem Zeichen \|/, fiir welches wir mit

Riicksicht auf die Ausnahmestellung der Ziffer 8 drei Typen zu

betrachten haben:

[18] [28] [38] = a^XtXs

W [15] [16] [17] = y,y, yi

[16] [17] [18] = 2/62/7#i,

und der Anblick der drei Complexe (3) zeigt (nach dern Satze

. 96, 3.), dass alle diese Tripel azygetisch sind.

Zweitens betrachten wir das Zeichen \/|, fiir welches vier

Typen zu beriicksichtigen sind:

[83] [84] [12] == x,x,y.2

(^ [84] [14] [23] =xy,z,
[12] [13] [48]=ya y8 *4

[14] [15] [23] **W**\
und auch diese Tripel sind azygetisch.

Fiir das Zeichen ^ ist zu betrachten:

[18] [28] [12] = xl x,y,

[12] [13] [23] = 2/22/3*3,

die sich gleichfalls als azygetisch erweisen, weil y2 in dem Com
plexe (3), der die Paare x^ x2 , ?/3 ^ enthalt, nicht vorkommt.

Fiir das Zeichen
||| giebt es zwei Typen:

m [13] [24] [58] =2
[13] [24] [56] =

24*
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Betrachten wir das syzygetische Complextripel

2/3^4, 2/4^3, ....
(8) 2/32/4 , #3 #4 ,

in dem alle Doppeltangenten vorkommen mussen
,

so finden wir

[5 8] und [5 6] niclit in den beiden letzten Complexen von (8),

weil

2/3 *3 [5 8] = [1 3] [2 3] [5 8], y, y, [5 8] = [1 3] [1 4] [5 8]

y?&amp;gt; s* [5 6] = [1 3] [2 3] [5 6], 2/3 y, [5 6] = [1 3] [1 4] [5 6]

das Zeichen \/| haben und daher azygetisch sind. Folglich kom-
men [5 8] und [5 6] im ersten der Complexe (8) vor, und die

beiden Tripel (7) sind syzygetisch.

Endlich haben wir auch das Zeichen
[~~|

zu betrachten, das

wieder drei Typen giebt:

[12] [23] [3 4] = ^,[3 4]

(10) [12] [23] [38] = y,*,a*

[18] [82] [23] = xl xt tt .

Auch diese Tripel sind syzygetisch, was fur die beiden letzten

unmittelbar aus dem Complextripel (3) zu ersehen ist, und fur

das erste aus dem syzygetischen Complextripel

2/2 #31 #1 #3, ....

2

folgt, von denen die beiden letzten [3 4] nicht enthalten, weil

2/2 a?i [3 4] und y.2 #3 [3 4] beide das Zeichen \/| haben.

Hier ist aber die Ausnahraestellung der Ziffer 8 ganzlich

verschwunden, und wir kommen zu dem Resultate:

Unter den Tripeln von Doppeltangenten sind
die mit den Zeichen

HI. n
syzygetisch, und die mit den Zeichen

v, A. vi
azygetisch.

Hieraus erhalt man sehr leicht die Zeichen fur siimmtliche

syzygetische und azygetische Quadrupel:
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Die Qua drupel von Doppeltangenten mit den

Z e i c h e n

mi- n
sind syzygetisch, und die mit den Zeichen

V, Ah VI, VV
azygetisch.

Alle iibrigen Quadrupel sind weder syzygetisch noch azy

getisch.

Hiernach ist es leicht, die Zeichen fiir sammtliche voll-

standige Siebener-Systeme zu bilden.

Ein solches Zeichen muss aus sieben Strichen bestehen, die

nicht mehr als acht Eckpunkte haben konnen und die eine Figur

bilden, aus der sich keine der beiden Figuren |||, [~1 ablosen

lasst. Daraus folgt zunachst, dass diese Figur aus nicht mehr als

zwei getrennten Theilen bestehen kann, weil sonst die Figur |||

darin enthalten ware, und dass kein Theil mehr als ein Centrum

haben kann, von clem mehrere Striche auslaufen, ausser wenn

dieser Theil das Dreieck ^ ist, weil sonst die Figur [~~|
vor-

kommen wiirde.

Wenn nun die Figur eintheilig ist, so muss sie ein sieben-

strahliger Stern ^ sein, und da man jede der acht Ziffern als

Mittelpunkt wahlen kann, so sind dies acht Moglichkeiten, von

denen eine die oben betrachtete Annahme ist:

[1 8] [2 8] [3 8] [4 8] [5 8] [6 8] [7 8].

Ist aber die Figur zweitheilig, so ist zunachst auszuschliessen,

dass der eine Theil aus einem oder aus zwei Strichen oder

einem dreistrahligen Sterne besteht
;
denn in diesen Fallen miisste

der andere Theil ein Stern mit sechs, firnf oder vier Strahlen

sein. Dazu aber bleiben von den acht Ziffern nicht mehr genug

iibrig. Es bleibt also nur noch iibrig, dass der eine Theil ein

Dreieck, der andere ein vierstrahliger Stern ist, ^ ^, und diese

Annahme ist auch in der That immer zulassig. Ein Reprasentant
eines solchen Systems ist:

[12] [13] [23] [45] [46] [47] [48].

Das Dreieck kann man auf 8.7.6 : 2.3 = 56 verschiedene

Arten wahlen, und zu jedem Dreieck giebt es noch fiinf Moglich

keiten, den vierstrahligen Stern anzunehmen, da man jeden der

iibrigen fiinf Punkte zum Centrum machen kann. Die Anzahl
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dieser Bestimmungen 1st daher 280, und wir kommen zu folgen-

dem Resultate :

Es giebt im Ganzen 288 Aronhold sche Systeme,
deren Zeichen eine der beiden Gestalten hat

Aus diesen Zeichen darf man aber riicht etwa schliessen,

dass diese Siebener- Systeme in zwei verschiedene Arten zer-

fallen. Der Unterschied der beiden Figuren liegt nur in der

Bezeichnung. In der That konnen wir ja von einem ganz be-

liebigen der vollstandigen Siebener -Systeme ausgehen, um die

Bezeichnung abzuleiten.

Hiernach findet man leicht die Bezeichnung fiir die Steiner -

schen Complexe, die nach einem der beiden folgenden Typen zu

bilden sind:

[1 2] [3 4], [1 3] [2 4], [1 4] [2 3], [5 6] [7 8], [5 7] [6 8], [5 8] [6 7],

[1 7] [1 8], [2 7] [2 8], [3 7] [3 8], [4 7] [4 8], [5 7] [5 8], [6 7] [6 8].

. 100.

Rationale Bestimmung der Curve aus einem voll

standigen Siebener-Systeme.

Die grosse Bedeutung der Aronhold schen Systeme fiir das

Problem der Doppeltangenten spricht sich in folgenden beiden

Satzen aus:

I. 1st bei einer Curve vierter Ordnung ein voll-

standiges Siebener - System gegeben, so konnen
daraus alle iibrigen Doppeltangenten rational

bestimmt werden.

II. Sind sieben beliebig^ gerade Linien in einer

Ebene gegeben, so kann man im Allgemeinen,
d. h. wenn gewisse rationale Functionen von
den Coefficienten in den Gleichungen dieser

Geraden nicht verschwinden, auf rationalem

Wege die Gleichung einer Curve vierter Ord-

nung ohne singularen Punkt bestimmen, fiir

die die gegebenen sieben Linien ein Aronhold

sche s System bilden.

Um den ersten Satz zu beweisen, wiirde es bei der voll-

kommerien Gleichberechtigung der Ziffern 1 bis 7 geniigen, die
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Bestiinmung von einer achten Doppeltangente aus einem ge-

gebenen vollstandigen Systeme durchzufiihren. Wir bestimmen

aber besser gleichzeitig drei. Es sei also jetzt

(1) %\i #2 xZi X
t
Xzi 3/6? Xl

ein als bekannt vorausgesetztes vollstandiges Siebener -
System.

Wir denken uns die drei Steiner schen Complexe gebildet, in

denen je sechs der Doppeltangenten (1), mit Ausschluss zuerst

von #!, dann von x^ zuletzt von x-$ enthalten sind.

Die darin neu hinzutretenden 15 Doppeltangenten bezeichnen

wir mit dem Buchstaben | uncl erhalten diese drei Complexe

[nach . 99, (1), (2)] in der Gestalt:

X2 Is i #3 b2 i
X4 641 1

Xz 659 ^6 661 i
Xl fell

(2) tfS |i, ^fei ^4^42, ^5^52, ^6^62, ^7 1-2

und nach der Bezeichnung des . 99 ist

li = [2 3], |2
= [3 1], Is = [1 2], |41 = [1 4], . . .

Aus (2) ergiebt sich noch ein Steiner scher Complex, der

mit jedem der Complexe (2) ein syzygetisches Paar bildet:

(3) #1 li ?
x

-2 2 ? #3 3 t

und dieser Complex enthalt keine der Doppeltangenten x, #5,#6,#7 .

Indem wir nun die gesuchten Functionen |1? |2 , |3 mit den

geeigneten constanten Factoren multiplicirt annehmen, konnen

wir die Gleichung der Curve vierter Ordnung nach . 96, (9) in

die Form

setzen, und also die rationale Function /, die, gleich Null gesetzt,

die Gleichung der Curve giebt, in jeder der drei mit einander

identischen Formen
/ e \ /

/i fc &amp;gt;l fc fc ^/Ifcfc *&amp;gt;

annehmen, worin

7y t I ^ fc ^fc
&quot;3

- *\ Si ~r l* 2 b2 ^3 bS

gesetzt ist. Nun bilden [nach (2)] auch x.2 |3 a:4 |41 ein syzy

getisches Quadrupel, und folglich konnen wir, wenn liber einen
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constanten Factor in |41 verfiigt wird, / auch in der Form dar-

stellen :

(7) /=4a2 J3 a4 41
- v\

worin v eine quadratische Form ist. Hieraus und aus der ersten

Darstellung in (5) ergiebt sich aber die Identitat

4 X2 |3 (#3 |2 #4 |41 ) (M! v) (M! + v),

und daraus schliessen wir, dass einer der beiden Factoren rechts

durch ;r2 |3 theilbar sein muss [. 96
, (3)]. Nehmen wir an

,
es

sei dies % 1&amp;gt;,

was durch Verfugung liber das Vorzeichen von v

erreicht werden kann, so folgt, dass ein von Null verschiedener

constanter Factor /I existiren muss, so dass

MI V = 2 A! X2 |3 ,

woraus
*

folgt. Ersetzen wir hierin u durch seinen Ausdruck aus (6), so

ergiebt sich

% 1*1
= ^3 ^2 ^1 ( 1 ll + ^2 2 + ^3 3 ) + ^#2 I3

-

Solcher Gleichungen erhalten wir zunachst drei, wenn wir

die Indices 1, 2, 3 cyklisch vertauschen und an Stelle der un-

bekannten Constanten ^ drei Constanten A1? A2 ,
A

3 setzen:

x*ti = ^s 2 ^1 ( ili + ^2 I2 + ^3 la) + ^2 Is

(8) ^4 142 = #1 13 A2 ( a?! |i ^2 1 2 + ^
3 13 ) + A| #3 li

^4 I4 3
= ^2 ll ^3 ( ^1 ll + ^2 I2 ^3 Is) + ^1 &

Um die Constanten A1? A2 ,
A3 zu bestimmen, dividiren wir die

beiden letzten dieser Gleichungen mit A2 und A3 und addiren.

Dadurch folgt die identische Gleichung

(9) x

Da nun #4 , ^, |x azygetisch sind, und folglich nicht durch

einen Punkt gehen konnen, so muss die Linie
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durch den Schnitt von x und x gehen, und folglich 1st x aus

xl und L2 x3 -[- -p linear zusammengesetzt. Nun aber konnen
A 3

wir x linear durch x^ #2 ,
#3 ausdriicken, etwa in der Form

(10) x = a l xl + a2 x.2 -f- a3 #3 ,

und darin sind % ,
a.2 ,

a3 als bekannt zu betrachten
,
und keine

dieser Gonstanten kann verschwinden. Es ist also A2 A
3
= a 3

: a2 i

und wenn wir eine neue Constante /^ emfuhren, so ist

(11) A2
= /^fta, = /^aa,

A3

und die Gleichung (9) ergiebt die Identitat:

i + t*i_
hl &)

= x, (- h, (2 + ttl A,) & + ^ +A2 A 3 / \ ,
2

Daraus schliesst man weiter, wenn
fcj_

eine neue Constante ist,

i-^4
= - h, (2 + ^/o j, + I* + ,

Wenn man hierin die Ziffern 1, 2, 3 cyklisch vertauscht, so

ergeben sich aus (8) drei solche Systeme; zunachst:

^ x, = - lh (2 + fll *,) & +

(13) fc2 *4
= -

7* 2 (2 + a, h,)

Da diese drei Ausdriicke fur #4 mit einander identisch sein

miissen, so folgt:

_ M2 + OA) = 1 = 1

^i fcaOi fc3 %
also A:2

= fc3 und ebenso fc2
= 7iv Es sind also A 15 k2 , ^ einander

gleich und wir setzen dafur k. Dann folgt weiter

a, h, (2 + a, lh ) + 1 =
(Ol ^ + l)^ = 0,

also 7i
x aj = 1, und ebenso

*,==!, fc,==i, 7*3
= .

i a2 3
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Demnach liefern die Formeln (13) iibereinstimniend

oder

a/i cty CL

Aus (11) aber folgt noch

i ^2 i ^?&amp;gt; 1 ^1

$3 Ct/i Cl/2

Aus (12) ergeben sich dann ferner die drei Relationen

_ S42 643 |l I 7.

_ 1 43 __ 1 41 ^2 i

7,

A--&amp;gt; A-i ^o

&quot;~i ~T
I

K Ct$ X%*
&quot;1 ^2 ^ 3

Daraus durch Addition mit Rucksicht auf (14)

41
i

42 i 43 7, / i

und folglicb

(16)

Unbekannt ist in diesen Formeln noch die Constante k.

Diese bestimmen wir aus der Bemerkung, dass wir das ganze
bisher betrachtete Formelsystem vervierfachen konnen, indem

wir an Stelle von x treten lassen #4 , %, x^ x7 .

Der Formel (10) entsprechend wollen wir diese vier Func-

tionen linear durch x x x ausdriicken in der Weise:

b

X
6

X7
=
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worin die Coefficienten a als bekannt anzusehen sind. Dann

bekommen wir aus (14) vier Relationen, wenn wir an Stelle von

k vier verschiedene Constanten k, &5 ,
&6 ,

k7 treten lassen:

*4 (a*,! *i +

*,i *i + &quot;6,2 **+ OB,.*,)
-

;+

; (o 6&amp;gt;1 #! -f- a6,2 #2

und nun sind die Constanten k so zu bestimmen, dass von diesen

vier Grleichungen die eine aus den drei anderen folgt. Die Be-

dingungen dafiir kann man in symmetrischer Weise dadurch

bilden, dass man vier Factoren 74 ,
75 ,

7
t-, 7 7 einfiihrt, deren Ver-

haltnisse man aus den Gleichungen bestimmt:

(19)
A.

4.
A. + A.

_|_
Jj_ = o, i = 1, 2, 3,

a,i a 5
,

a 6 ,,-
a

7jf

und die dann auch den drei Gleichungen

(20) fc4 74 4
,

&amp;lt;+ h h 06, i+ &quot;6 ?6 6, ,+ *7 ?7 7, &amp;lt;

= 0, = 1, 2, 3

geniigen niiissen, woraus die Yerhaltnisse der k bestimmt sind.

Ein gemeinschaftlicber Factor der vier Grossen k bleibt der

Natur der Sacbe nach unbestimmt und kann beliebig ange-
nommen werden. Hiernach konnen aus den Gleichungen (18)

die Functionen |15 1.2 , J3 rational bestimmt werden, und durch (16)

sind dann auch die Functionen 4 ,-, J6l-, |6l-, J7i
- bestimmt.

Es fehlen noch sechs Doppeltangenten ,
die man durch ge-

eignete Permutationen unter den Functionen des Systemes (1)

erhalten kann. Damit ist der an die Spitze gestellte Satz I.

bewiesen.

Um auch die Richtigkeit des Satzes II. einzusehen, braucht

man nur unsere Analyse riickwarts zu verfolgen, indem man die

Coefficienten a^i als unabhangige Variable ansieht. Dann sind

durch die Gleichungen (18), (19), (20) die Functionen 1? J2 , J3
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rational clurch diese aM bestimmt, und aus (10) und (17) erhalt

man sodann &,-, |5i , J6f , J7i ,
a?4 ,

^5) ^, Xl .

Durch Substitution der x , J2 , | 3 in die Gleichung (4) erhalt

man die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, deren Coeffi-

cienten rationale Functionen der aM sind, und die Discriminante
dieser Gleichung kann nicht identisch verschwinden, weil man
umgekehrt, wie wir gesehen haben, aus der Gleichung einer

Curve vierter Ordnung ohne singularen Punkt ein Gleichungs-
system (18), (19), (20) ableiten kann.

Aus den Gleichungen (18), (16) folgen dann auch die For-
meln (7), und die daraus clurch Vertauschung von 4 mit 5, 6, 7

hervorgehenden ,
woraus zu schliessen ist, class #,, #3 ,

x
(] ,
x7 zu-

sammen mit x^ #2 ,
xz ein vollstandiges Siebener- System bilden.

Die Galois sche Gruppe des Do ppeltangen ten-

problems.

Die Satze, die wir abgeleitet haben, sind ausreichend
,

urn

die Galois sche Gruppe der algebraischen Gleichung zu be-

stimmen, von der die Doppeltangenten abhangen. Wir betrachten

hierbei als Rationalitatsbereich den Korper, der aus
alien rationalen Functionen der 14 Verhaltnisse der
Coefficienten einer allgemeinen ternaren Form 4 ten

Grades besteht, worin diese Coefficienten als unabhangige
Variable gelten. Die Gleichung 28 sten Grades konnen wir uns
dann etwa in der Weise gebildet denken, dass wir als Unbekannte
die Abscissen der Schnittpunkte der Doppeltangenten mit einer be-

liebigen festen geraden Linie L betrachten. Durch die Wurzeln |
dieser Gleichung, die wir die Doppeltangentengleichung
nennen, sind dann die Doppeltangenten rational darstellbar.

Benutzt man ein Cartesisches Coordinatensystem x, y,

dessen a;-Axe die Linie L ist, so erhalt die Gleichung einer

Doppeltangente die Gestalt

(1)

und die Doppeltangentengleichung kann gebildet werden, wenn
F (x, y) = die Gleichung der Curve vierter Ordnung ist, in-

dem man die Bedingungen aufsucht, dass die Function von x
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4 ten
Grades, F [#, (x )]

e^n vollstandiges Quadrat sei. Dies

giebt zwei Gleichungen zwischen J und 0, aus denen man durch

Elimination von die Doppeltangentengleichung erhalt. Da zu

jedem | nur ein Werth von & gehort (so lange sich nicht zwei

Doppeltangenten auf der Linie L schneiden), so kann rational

durch J ausgedriickt werden, und zwar in einer Form

(2) &amp;lt;9
=

&amp;lt;jP (),

die fiir jedes zusammengehorige Paar J, gilt.

Die Wurzeln der Doppeltangentengleichung ordnea sich ebenso,
wie die entsprechenden Doppeltangenten in Complexe, Siebener-

Systeme u. s. w. Wir bezeichnen diese Wurzeln ebenso wie die

Doppeltangenten in . 99 durch das Symbol [? fc],
worin i, k die

Paare der Ziffern 1 bis 8 durchlaufen und [i k]
=

[k i] ist.

Betrachten wir irgend zwei von den Doppeltangenten, p, q,

als bekannt, so konnen wir auf rationalem Wege die Gleichung
u = eines Kegelschnittes daraus ableiten, der durch die vier

Beriihrungspunkte dieser Doppeltangenten geht, und wir konnen
also die Gleichung . 96, (2)

f = p q v u 2

in rationaler Form aufstellen. Dann giebt es nach . 96, (4)
unter der Kegelschnittschaar

v + 2 Aw

fiinf, die in ein Linienpaar zerfallen, und wenn wir das Product

bilden, liber die fiinf Wurzeln der Gleichung 5 ten
Grades, von

der A abhangt [. 96, (6)], so ist dies Product gleichfalls rational

durch die Coefficienten von / und von p. q ausdriickbar. Dies
Product ist aber eine Form 10 ten

Grades, die in zehn lineare

Factoren zerfallt, die mit p q zusammen einen Steiner schen

Complex bilden.

Die Coefficienten in d&amp;gt; konnen nun auch rational durch die

beiden den p, q entsprechenden Wurzeln |x , |2 der Doppel
tangentengleichung ausgedriickt werden, und wenn wir dann die

Abscissen der Schnittpunkte der Linie L mit O = aufsuchen,
so erhalten wir eine Gleichun 10 ten Grades fiir
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deren Wurzeln die zehn mit Ja |2 syzygetischen Wurzeln sincl.

Bedeutet |3 eine von diesen, so 1st also

(3) X(li,l,,fc) = 0.

und es folgt daraus der Satz

1. Es giebt eine rationale Function von drei
Variablen X (1^ 2 , 3), die versch windet, wenn
Si 2 Is irgend ein syzygetisches Tripel von
Wurzeln der Doppeltangentengleichung ist, und
die nicht verschwindet, wenn Ji jfj jfj ein azy-
getisches Tripel ist.

Nach . 100 konnen durch ein vollstandiges Siebener-System
dieser Wurzeln

W l,&, fel^ls,^ |7

alle Wurzeln rational ausgedriickt werden, und zwar in der

Weise, dass z. B.

(5) Sl.= r

(l1 ,fe|l,,l4,&,66,fe)

eine Wurzel wird, wo *F eine rationale Function bedeutet, die

sich nicht andert, wenn |x und |2 vertauscht oder wenn 3 , |4 , |5 , |G , |7

beliebig permutirt werden. Wird aber in (5) bei festgehaltener

Function W an Stelle von |n |2 ein anderes Paar | z-, | fc gesetzt,

so erhalt man eine andere Wurzel | ifc . Die Wurzeln (4) sind

auch mit [18], . . . [7 8] und | ift mit p ^] zu bezeichnen.

Durch jede Permutation der Wurzeln (1) wird nach (2)

das ganze System der Wurzeln [i h] eine gewisse Permutation

erfahren.

Ersetzt man aber das vollstandige Siebener-System (4) durch

ein anderes, so ergiebt die Formel (5) eine bestimmte andere

Wurzel, und das ganze System der Wurzeln
[i &] wird einer

zweiten Permutation unterworfen.

Es ist dann zunachst leicht zu beweisen:

2. Die Permutationsgruppe P der Wurzeln der

Doppeltangentengleichung, die man erhalt, wenn
man in (4) und (5) an Stelle von |1? |2 ,

. . . 7 alle

vollstandigen Systeme, jedes in jeder beliebigen

Ordnung, setzt, ist die Galois sche Gruppe der

Doppeltangentengleichung.

Um dies nachzuweisen, haben wir Zweierlei zu zeigen:
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a) Jede Permutation n der Wurzeln der Doppel
tangentengleichung, die auf alle rationalen

Gleichungen zwischen diesen Wurzeln anwend-
bar ist, gehort zu P.

Dies ergiebt sicli so: Wenn n auf alle rationalen Glei

chungen zwischen den Wurzeln anwendbar ist, so gilt dasselbe

von den Potenzen von TC. Nach 1. kann niemals durch n ein

syzygetisches Tripel in ein azygetisches oder umgekehrt iiber-

gefiihrt werden; denn it ist, wenn ^ 2 3 e in syzygetisches

Tripel ist, auf die Gleichung (3) anwendbar; also kann ^ 2 |3

nicht in ein azygetisches Tripel iibergehen. Und auch das Um-

gekehrte ist nicht moglich, weil sonst durch 7t~ l ein syzygetisches

in ein azygetisches Tripel ubergefuhrt wiirde. Daher geht auch

durch it irgend ein vollstandiges Siebener- System wieder in ein

solches System in irgend welcher Anordnung uber, und wenn

man dann n auf alle Gleichungen von der Form (5) anwendet,
so ergiebt sich eine Permutation der

,-, J ffc ,
die zu P gehort.

b) Jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln
der Doppeltangentengleichung gestattet alle

Permutationen der Gruppe P.

Eine rationale Relation zwischen den Wurzeln hat die Form

(6) *(i,..., fe.Sii,..., a...) = 0,

worin &amp;lt;P eine rationale Function ist, und a ... die Verhiiltnisse

der Coefficienten von / bedeuten. Hierin kann man durch (5)

die 12 , 13, ... rational durch |1? J2 ? -, I: ausdriicken, und
nach . 100, II., nachclem die Curve / durch ein vollstandiges

Siebener - System ihrer Doppeltangenten rational bestimmt ist,

lassen sich dann die a rational (mit nur numerischen Coeffi

cienten) durch die sieben Grossenpaare (2)

li, r, 1-2, 2 ; ...; | 7 , 7

ausdriicken. Da diese aber ganz beliebig gegeben sein konnen,
so muss die Gleichung (6) durch diese Substitutionen in eine

Identitat iibergehen. Die Gleichung (6) muss also auch richtig

bleiben, wenn man darin die &, J,, . . ., | 7 durch ein anderes

Siebener -System oder auch durch dasselbe in anderer Ordnung
ersetzt, und gleichzeitig unter den |12 ,

. . . die durch die For-

mel (5) vorgeschriebene Permutation vornimmt, d. h. wenn man
unter den Wurzeln der Doppeltangentengleichung eine Permu
tation der Gruppe P ausfiihrt.
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. 102.

Darstellung der Gruppe.

Der Grad der Gruppe P ist sofort anzugeben. Da es 288

vollstandige Siebener-Systeme giebt, und da die Elemente eines

solchen Systemes auf 11(1) Arten permutirt werden konnen, so

1st der Grad der Gruppe:

288 n (1)
= 36 77(8) = 1451520.

Bei der Bildung der Permutationen der Wurzeln benutzen

wir zweierlei Bezeichnung. Zunachst

(1) li, 2, -, I?. lfci

worin
,

Jc von 1 bis 7 geht, und die einheitliche Bezeichnung

[i Jc],
wobei i, k von 1 bis 8 geht, und wobei |1? | 2 ... durch

[1 8], [2 8], . . . zu bezeichnen sind.

Wenn wir nun zwei Ziffern aus der Reihe 1, 2, . . ., 7 per-

mutiren, z. B. 1 init 2, so geht | x
in | 2 uber, und nach der

Definition . 99 bleibt f 12 ungeandert, | 13 geht in 2 s uber u. s. f.

Wenn wir also in der Reihe der Wurzeln \i Tc]
die Ziffern

1 bis 7 beliebig permutiren, so erhalten wir lauter Permutationen

der Gruppe P.

Nun haben wir im . 100 gesehen, dass bei der Anordnung
in syzygetische und azygetische Tripel und in Folge dessen auch

in Complexe und vollstandige Systeme die Ziffer 8 mit den

iibrigen Ziffern 1 bis 7 vollstandig gleichberechtigt auftritt, und

da die Zuordnurig der Wurzel | ifc zu dem Paare ,-| fc [durch
die Formel . 101, (5)] nach . 99 nur von dieser Anordnung

abhangt, so konnen wir auch die Ziffern 1, 2, . . ., 7, 8 permu
tiren, ohne dass wir aus der Gruppe P herauskommen. Es ist

also in P ein Theiler enthalten, der mit der symmetrischen

Gruppe der Permutationen von acht Elementen isomorph ist, der

also den Index 36 hat und den wir mit S bezeichnen wollen.

Um die noch fehlenden Permutationen von P zu bestimmen,
lassen wir an Stelle des Siebener- Systemes 1? . . ., 7 ein neues

vom Typus ^ \^ treten, etwa so :

/[I 8], [28], [38], [48], [58], [68],

V[23], [31], [12], [48], [58], [G8], [78|/
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und bezeichnen die hierdurch bedingte Permutation in doppelter

Weise mit

(3) -#1,2,3,8
=

-^4,5,6,7)

indem wir festsetzen, dass 77
ai a2 a3 o4

und n^^^^ dasselbe be-

deuten sollen. wenn ft, ft, ft, ft irgend eine Permutation von

!, 2 , 3 , 4 ist, oder wenn o^, 2 , 3 , 4 , ft, ft, ft, ft zusammen
alle acht Ziffern umfassen.

Durch dies Zeiclien ist die Vertauschung (2) eindeutig be-

zeichnet, und die Anzahl der verschiedenen Permutationen dieser

Art betragt genau 35, so dass wir die ganze Gruppe P durch

die Nebengruppen so darstellen konnen :

(4) P = S + Sn^w
worin 15 2 , 3 , 4 alle Systeme von vier Ziffern aus der Reihe

1, 2, ..., 8 durchlaufen, wobei eine beliebige Ziffer, z. B. 4
= 8,

festgehalten werden kann.

Um den Einfluss von A, 2, 3,8
auf irgend eine Wurzel

[i k]

zu erkennen, gentigt es, die drei Wurzeln [1 2], [1 4], [45] zu

betrachten, weil 1, 2, 3 einerseits, 4, 5, 6, 7 andererseits ganz

gleichartig in /7
lf 0,3,8 vorkominen.

Diese Vertauschungen erhalt man einfach aus der Be-

merkung, dass [1 2], [1 4] nach .99 die in dem Complex

(5) [2 8] [1 2], [3 8] [1 3], [4 8] [1 4], [5 8] [1 5], [6 8] [1 6], [7 8] [1 7]

mit [2 8] und [4 8] verbundenen Wurzeln sind, und dass ebenso

[4 5] die mit [5 8] verbundene Wurzel in dem Complexe

(6) [1 8] [1 4], [2 8] [2 4], [3 8] [3 4], [5 8] [5 4], [6 8] [6 4], [7 8] [7 4]

ist. Durch die Vertauschung (2) gehen aber die Complexe (5)
und (6) in folgende iiber, wie man leicht aus der Darstellung
der Complexe im . 99 fmdet [der Complex (5) bleibt als Ganzes

ungeandert] :

[3 1] [3 8], [2 1] [2 8]. [4 8] [1 4], [5 8] [5 1]. [6 8] [6 1], [7 8] [7 1]

[2 3] [1 4], [3 1] [2 4], [1 2] [3 4], [5 8] [6 7], [6 8] [5 7], [7 8] [5 6],

woraus man folgende durch
-#1,2,3,8 bewirkte Vertauschungen

erhalt :

m [1 2], [1 4], [4 5]

[3 8], [1 4], [6 7].

Aus (2) und (7) lasst sich nun folgende allgemeine und
einfache Regel ableiien.

Weber, Algebra. II. 9
-
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3. Bedeuten ojj, cc2 , 3 , 4 , /31? 2 , /33 , /34 zusammen alle

acht Ziffern, so hat man, um den Einfluss von

*~l*t&amp;lt;*S&amp;gt;4

==
,

/?
l/

?2/W4

auf irgend eine Wurzel [^ v] zu bestimmen, zu

unterscheiden, ob ^, i/ beide unter den a oder
beide unter den /3, oder ob die Ziffer ft unter
den

,
v unter den

/3
vorkommt. In den ersten

Fallen geht [u v] in [p
r

i/] iiber, wenn ^, v, fi/,
i/

entweder alle a oder alle
/3 bedeuten; im dritten

Falle bleibt [p v] ungeandert.

In alien Fallen sind die Permutationen J7
ai aa a3 a4

nur vom

2 ten Grade, flihren also bei einmaliger Wiederholung zur Iden-

titat zuriick.

Damit ist die Gruppe P vollstandig bestimmt und dar-

gestellt, und um die Gesetze der Composition in P festzustellen,

sind nur noch wenige Formeln noting, die sich aus der oben

aufgestellten Hegel leicbt ergeben. Dabei ist zu bemerken, dass

man zwei von einander verschiedene der Permutationen naiCCza ,3U4

immer so annehmen kann, dass sie im Index zwei oder drei

Ziffern gemein haben, da man, wenn sie nur eine Ziffer gemein

haben, fur den Index der einen seine Erganzung nehmen kann.

Es moge nun

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

irgend eine Permutation der acht Ziffern sein und (a, /3)
die

Transposition der beiden Ziffern a und /5, also ein Element aus

$, bedeuten. Dann ist

(8) 11^ 2
, 3, 4

&amp;lt;&amp;gt;

= ^

(10) JIi.2,3,4 ^1,2,3,6
=

(4, 5) Jri|2|M ,

(11) ^1,2,3,4 JI
lia&amp;gt;5&amp;gt;6

=
(1, 2) (3, 4) (5, 6) (7, 8) J7

1&amp;gt;2|7&amp;gt;8

.

Man beweist diese Formeln leicht nach der Regel 3., wenn

man die einzelnen Falle durchgeht, wobei natiirlich nur eine

ganz kleine Zahl von Typen zu betrachten sind; so geht z. B.

[1 4] durch /7i,2,s,4
in [2 3], dies durch /Z

lj2,s,6
in [1 5] iiber, und

[15] wird durch -/?i,2,3,4
nicht mehr geandert, folglich bewirkt

(12) -^1,2,3,4 -^1,2,3,5 -^1,2,3,4
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die Vertauschung von [1 4] mit [1 5] in Uebereinstimmung mit

der Formel (10). Ebenso leicht erkennt man, dass z. B. [1 2]

durch (12) nicht geandert wird.

. 103.

Einfachheit der Gruppe des Doppeltangenten-

problems.

Die Darstellung der Gruppe P, die wir im vorigen Para-

graphen entwickelt haben, liefert uns nun einen ganz einfachen

Beweis dafiir, dass diese Gruppe keinen Normaltheiler hat,

also nach unserer friiher gebrauchten Ausdrucksweise einfach

ist, woraus dann folgt, dass die Gruppe nicht durch Adjunction

von Irrationalitaten mit kleinerer Gruppe, also beispielsweise

nicht durch cyklische Gleichungen erniedrigt werden kann.

Wir stellen P in der Form (4), . 102, dar:

(1) P=S + ^S77ai , 2 , 3 , 4 ,

worin S die ganze Gruppe aller Permutationen von acht Ziffern

ist. Die Gruppe S hat einen Normaltheiler S vom Index 2,

namlich die alternirende Gruppe der acht Ziffern, die ihrer-

seits einfach ist, und jeder Normaltheiler von S, der nicht aus

der einzigen identischen Permutation besteht, muss die ganze

Gruppe S enthalten. Wir setzen

(2) S = S + S&quot;,

worin S&quot;= S &amp;lt;$ ist, wenn 6 irgend eine Permutation der zweiten

Art, z. B. eine Transposition bedeutet.

Wir nehmen jetzt an, es sei Q ein Normaltheiler von P, der

nicht aus der einzigen identischen Substitution besteht.

Der grosste gemeinschaftliche Theiler Von Q und S ist dann
ein Normaltheiler von $, und muss claher, wenn er nicht die

identische Gruppe ist, die Gruppe S enthalten. Daraus folgt:

1. Wenn Q eine nicht identische Permutation aus S
enthalt, so enthalt Q die ganze Gruppe S .

Wir beweisen sodann, dass Q, wenn es die Gruppe S ent

halt, mit P identisch sein muss.

Wenn namlich Q die ganze Gruppe S enthalt, so enthalt

25*
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es als Normaltheiler von P auch, wenn (4, 5, 6) ein dreigliedriger

Cyklus aus S ist [nach . 102, (8), (10)]:

-#1,2,3,5 (5,4,6) -#i, 2
, 3,5
= (5,4,6) -#1,2,3,4 A, 2, 3, 5

-(5,4,6)(4,5)771)2)M ,

und lolglich auch

S (4,5)JI1 , a , 8| 4
=

&quot;-#1,2,3,4.

Ist nun

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8= /
&quot;

V
eine Permutation aus /S, in der 1? 2 ,

a3 , 4 beliebig gegeben

sind, so kann man die Anordnung der es5 , 6 ,
ot7 ,

cc
s noch so

wahlen, dass nach Belieben zu S oder zu S&quot; gehort. Wahlt
man (5 in S 1 und beachtet, dass dann S&quot; = S&quot; 6~ l

ist, so er-

giebt sich, dass auch

in enthalten sein muss. Nun ist aber auch

^i,2,3, 4 (3,5)(4,6)771?2 ,
3,4
=

(3, 5) (4, 6) JTli2 , 5)6
/T

1)2)3 ,
4

=
(3, 5) (4, 6) (1, 2) (3, 4) (5, 6) (7, 8) 7T

1&amp;gt;2|7|8

= (1,2)(3,6)(4,5)(7,8)7I1)2 ,
7

,
8 ,

und da (1, 2) (3, 6) (4, 5) (7, 8) zu S gehort, so enthalt Q auch

^ -#1,2,7,8? und folglich, wie oben, alle S na^ a^ a,^ a^ also auch

alle Sna aaa und mithin auch

d. h. umfasst die ganze Gruppe P. Daraus folgt in Ver-

bindung mit 1.:

2. Wenn ein Normaltheiler Q von P ausser der
identischen Permutation noch irgend eine
Permutation mit S gemein hat, so ist Q mit P
identisch.

Es kann nun ferner die Frage sein, ob Q eine Permutation

aus einer der Nebengruppen von (1), also ein Element von der

Form (jJTi)2)3)4 enthalten kann, ohne mit P identisch zu sein.

Ist zunachst = 1, enthalt also Q das Element 7T
lj2i3)4 ,

so ent

halt es als Normaltheiler von P auch alle anderen J7
ai 8a3 4 ,

wie aus der Formel . 102, (8) zu ersehen ist, und damit

auch JIi, 2, a, 4 -#1,2,3,5 -#1,2,3,4
=

(4, 5), und ist also nach 2. mit P
identisch.
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1st aber (5 von 1 verschieclen, so kann man ein Ziffernpaar

K, ft. beide unter den 1, 2, 3, 4 oder beide unter den 5, 6, 7, 8,

so wiihlen, dass die Transposition

6 (, ft)
tf-i =

( , /3 )

von (a, |8) verschieden ist. Denn nimmt man zunachst fiir

eine durch 6~ l veranderte Ziffer, so ist von verschieden

(Bd. I, . 154, 6.), wahlt man dann fur
ft eine Ziffer, die durch

a l nicht in iibergeht und die mit a zugleich in der ersten

oder in der zweiten Halfte der acht Ziffern vorkommt, die gewiss
immer existirt, weil nur eine Ziffer durch 6~ l in a iibergeht,

so ist
( , ft )

von (, ft) verschieden. Dann folgt aber, dass in

der Gruppe Q das Element (, ft)
(5 TI^ 2

, 3 4 (a, /3),
und folglich

auch [nach . 102, (8), (9)]

(a, |3)
(5 71^3,4 ( /3) /Ii,2.s,4 (5- 1 = (, 0) &amp;lt;* (, ft)

^~ l=
(a, j8) (a , )

vorkommt, und dies ist eine von der Identitat verschiedene Per

mutation aus S. Damit ist also bewiesen :

3. Die Gruppe P der Doppeltangentengleichung ist

einfach.

Als specielle Anwendung konnen wir hervorheben, dass die

Gruppe P unter den 28 Wurzeln der Doppeltangentengleichung
nur Permutationen der ersten Art bewirken kann, und dass

folglich die Disc rimin ante dieser Gleichung ein

Quadrat ist.

Bezeichnen wir namlich fiir den Augenblick mit G die

Gruppe aller Permutationen der 28 Wurzeln und mit A die

darin als Normaltheiler enthaltene alternirende Gruppe, so ist

der grosste gemeinschaftliche Theiler von A und P ein Normal
theiler von P und muss also mit P identisch sein; d. h. P ist

in A enthalten.

Wenn man die Gruppe der Permutationen aufsucht, die

eine der Wurzeln der Doppeltangentengleichung, etwa [1 2], un-

geandert lassen, so findet man eine Gruppe, die fiir die iibrigen
27 Wurzeln noch transitiv ist l

).

l
) Diese Gruppe ist nach einem geometrischen Satze von Geiser

isomorph mit der Gruppe der Gleichung 2?sten Grades, von der die Losung
des Problems der 27 Geraden auf einer Flache dritter Ordnung abhangt.
(Mathem. Annalen, Bd. I.).
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Um dies nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dass durch die

Permutationen dieser Gruppe irgend eine Wurzel, etwa [1 3], in

jede andere (mit Ausnahme vori [1 2]) iibergehen kann. Nun

geht aber [1, 3] durch Permutationen der Gruppe $, durch die

1, 2 ungeandert bleiben, in [1 4], . . ., [18] iiber; ebenso [23] in

[24], . . ., [28]. Es bleibt also noch zu zeigen, dass man [13]
auch in [2 3] und in [4 5] iiberfiihren kann. Dies zeigt aber

der Anblick der drei folgenden vollstandigen Siebener-Systeme:

[12] [13] [14] [15] [16] [17] [18]

[12] [2 3] [2 4] [2 5] [2 6] [2 7] [2 8]

[12] [45] [34] [35] [16] [17] [18].

Die Gruppe P ist hiernach zweifach transitiv. Sie kann

aber nicht mehr als zweifach transitiv sein, Denn lasst man
zwei Wurzeln ungeandert, so kann eine mit diesen beiden syzy-

getische Wurzel nicht in eine azygetische iibergefuhrt werden.

Durch Adjunction von zwei Wurzeln wird die Doppeltangenten-

gleichung reducibel. Es lost sich ein Factor 10 ten Grades ab,

dessen Wurzeln mit den beiden gegebenen einen Steiner schen

Complex bilden (die Function X im Satze 1., . 101).

Unter den Divisoren der Gruppe P ist besonders die

Gruppe S vom Index 36 bemerkenswerth. Diese Gruppe ist noch

transitiv, weil durch sie [1 2] in jede beliebige Wurzel [x A]

iibergefiihrt werden kann. Sie ist aber nur noch einfach tran

sitiv, weil bei festgehaltenem [1 2] die Wurzel [1 3] nicht mehr
in [45] iibergehen kann.

Durch Adjunction einer Wurzel einer Gleichung 36 sten Grades

wird also die Gruppe der Doppeltangentengleichung auf die

Gruppe einer allgemeinen Gleichung 8 ten Grades reducirt.

Setzt man z. B.

i
= [12] [13] [14] [15] [16] [17] [18],

und definirt entsprechend 2 , 3 , ..., vd ,
so ist J e(le symmetrische

Function dieser acht Grossen, z. B.

^ =
*&amp;gt;1 + ^2 + ^3 + ^4 + ^5 + ^6 + ^7 + V,

WT
urzel einer Gleichung 36 sten Grades. Adjungirt man dem

Problem die Grosse u. so werden die 1? 2 ,
. . ., v8 die Wurzeln

einer Gleichung 8 ten
Grades, die keinen Affect hat.
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. 104.

Realitat der Doppeltangenten.

Wir wollen noch die Frage erortern, wie sich bei einer

reellen Curve vierter Ordnung ohne singularen Punkt die Doppel

tangenten in Bezug auf ihre Realitat verhalten kbnnen. Wir

nehmen also jetzt die Coefficienten der Gleichung der Curve

vierter Ordnung reell an, d. h. wir setzen einen reellen Ratio-

nalitatsbereich voraus.

Wenn dann eine Doppeltangente imaginar ist, so muss

auch die conjugirte Gerade Doppeltangente sein.

Wenn wir in einer rationalen Gleichung zwischen den Wur-

zeln der Doppeltangentengleichung jede imaginare Wurzel durch

die conjugirte ersetzen, so entsteht wieder eine richtige Glei

chung. Es folgt daraus, dass zu syzygetischen oder azygetischen

Systemen vom Doppeltangenten conjugirte Systeme desselben

Charakters gehoren, die man erhalt, wenn man iiberall i durch

i ersetzt.

Ein Steiner scher Complex C geht daher durch Uebergang
von i zu i in einen Steiner schen Complex C iiber und wir

unterscheiden zwei Falle:

Ist C mit C identisch, so nennen wir C = C einen reellen

Complex.
Ist aber C von C verschieden, so bilden sie ein conjugirtes

Complexpaar.
Die Paare eines reellen Complexes bestehen entweder aus

zwei reellen Doppeltangenten oder es sind conjugirte Paare
, ,

oder sie enthalten zwei nicht conjugirte imaginare Doppel

tangenten , r\.
Im letzteren Falle muss dann im Complex auch

das aus den conjugirten Doppeltangenten , 77 gebildete Paar

vorkommen. Zwei solche Paare (J, 77), ( .
77 ) wollen wir ein

conjugirtes Doppelpaar nennen.

Niemals kommt in einem reellen Complexe eine reelle

Wurzel x mit einer imaginaren | gepaart vor. weil sonst neben

deni Paare
(a;, |) auch das conjugirte Paar (x, ) in demselben

Complexe vorkommen musste. was unmoglich ist, da diese beiden

Paare ein gemeinschaftliches Element x enthalten wiirden.

Ein Aronhold sches Siebener- System S geht durch Ver-

tauschung aller seiner Elemente mit den conjugirten in ein eben-
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solches System S iiber, und wir nennen ein solches System
reell. wenn S mit S identisch 1st. Ein reelles Siebener-System
enthalt daher zu jeder in ihm vorkommenden Wurzel die con-

jugirte ,
und muss folglich wenigstens eine, immer aber eine

ungerade Anzahl von reellen Doppeltangenten enthalten.

Wir leiten jetzt der Reihe nach die Hauptsatze ab:

1. Es ko nnen nicht alle Doppeltangenten ima
ginar sein.

Es sei namlich
,

ein conjugirtes Paar und
r\

eine dritte

imaginare Doppeltangente, so dass die drei
, , t; azygetisch

sind. (Dies ware sicher moglich, wenn alle Doppeltangenten

imaginar waren.) 1st
17

zu ^ .conjugirt, so haben wir die beiden

azygetischen Tripel:

i, r, n\ ,

Da hiernach in dem durch das Paar | ^ bestimmten Stein er -

sclien Complexe nicht vorkommt, so ist dieser Complex
imaginar.

Wir stellen ihn mit seinem conjugirten Complexe zusammen:

/^ 1) In, ll^l! 2^2, &^3, 1*^4, 16^6

2) IV&amp;gt; |i :1|i/|i^a, Ss^s, li^4, Ss ^5,

indem wir unter |J, ijj die zu |t-, 1^^ conjugirten Elemente ver-

stelien, so dass, falls & reell ist, |t
- = |J zu setzen ist, und um-

gekehrt auch aus | t
- = |J folgt, dass Jt

- reell ist.

Es sind nun zwei Moglichkeiten zu unterscheiden. Wenn
erstens die Complexe 1), 2) ein syzygetisches Paar bilden (.97),
so haben sie vier syzygetische Elemente gemein. Darunter

konnen |, ^, I , t? nicht vorkommen, und wir beschranken daher

die Allgemeinheit nicht, wenn wir annehmen, es seien |x , ^1? |2 , ?y2

die gemeinschaftlichen Elemente. Diese konnen in ihrer Ge-

sammtheit aber nicht verschieden sein von /, ifi, Ji, ^2, da der

Uebergang zu den accentuirten Buchstaben, d. h. zu den con-

jugirt imaginaren Grossen, wodurch 1) in 2) iibergeht, uberall

gestattet ist.

Nun ist die Annahme | x
=

Y\[ ausgeschlossen ,
weil daraus

i = rj! folgen wiirde und 1) von 2) nicht verschieden ware.

1st |j = 1, so ist | x reell.

Ist aber | x
= |$, |2

= |j, so ist t^ = 1^1, also ^ reell,

und davon ist die Annahme ^ = i?2, |i = ^ 2 , |2
= 2 nicht

wesentlich verschieden.
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Dieser Fall fiihrt also immer auf eine reelle Doppeltangente.
Wenn aber zwei tens das Complexpaar 1), 2) azygetisch

ist. so enthalt jedes Paar des einen Complexes ein Element,
was auch im anderen Complexe vorkommt, und ein Element,
was im anderen nicht vorkommt, Kommt also etwa

77
im Com

plexe 2) vor, so konnen wir, ohne Beeintrachtigung der All-

gemeinheit ^ = ^ . rf
=

r] l
annehmen. und erhalten folgende

Paare in 1) und 2)

(s\
1} ^ M
2) ^i- r&amp;gt;/

Wenn ferner
r].2

in 1) und 2) vorkommt, so kann
r\.2 nicht

gleich 2 sein, weil sonst 1) das Paar .

2 2 enthielte und folglich

reell ware.

Wenn r
t

.

2
=

772
ist. so ist

7?2 reell. Ist aber
77 2 gleich einem

Element der drei letzten Paare von 2), so konnen wir es ohne

Beschrankung = 773 annehmen, also q.2
=

173, ^ 3
= ^2 -

Dann sind aber nach dem Satze . 96, 3. sowohl
17, 17,. ^2 als

77, ?? , r].2 azygetisch. Die beiden Paare
77 rj.2j r[ rj2

bestimmen zwei

Complexe, deren zwr
eiter weder

77
noch ry 2 enthalt. und die daher

ein syzygetisches Paar bilden. Damit sind wir auf die erste

Annahme zuriickgefiihrt und unser Satz 1. ist bewiesen.

Es giebt also immer mindestens zwei reelle Doppel

tangenten.

2. Es giebt immer mindestens ein System von vier

reellen syzygetischen Doppeltangenten.

Beim Beweise dieses Satzes gehen wir aus von einem nach
1. immer existirenden reellen Paare x y ,

und betrachten den
reellen Complex, der durch dies Paar bestimmt ist. Da die con-

jugirten Doppelpaare je zwei Paare sind, so muss unter den
sechs Paaren dieses Complexes entweder ein zweites reelles Paar

vorkommen, und dann trifft der Satz 2. zu, oder er muss ein

conjugirtes Paar 1 1 enthalten.

Im letzteren Falle betrachten wir das durch diese beiden
Paare bestimmte syzygetische Complextripel . in dem alle 28

Doppeltangenten vorkommen (. 97. 4.):

i)

2)

3)

yg,
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von denen die beiden letzten conjugirt imaginar sind, und folg-

lich, da sie ausser #, $/, |, | kein gemeinschaftliches Element

haben, nur noch imaginare Paare enthalten, von denen wir eins,

Ji *7i, nebst dem dazu conjugirten [r\[ mit aufgefiihrt haben.

Es geniigt demnach, wenn wir die Existenz von einer

weiteren reellen Doppeltangente beweisen konnen. Denn diese

muss dann in 1) vorkommen und muss in diesem Complexe zu

einem reellen Paare gehoren.
Jetzt bilden wir noch die beideii conjugirten Complexe:

4) #|i, | ih

5) #|i, | i?i,

in denen y gewiss nicht vorkommt, da sonst x,,y azygetisch

waren (. 96, 3.). Aus demselben Grunde kommt | nicht in 5)

und I nicht in 4) vor.

Wenn nun zunachst die Complexe 4) und 5) syzygetisch

sind, so muss |x in 5) und |i in 4) vorkommen, und wenn 4)

das Paar p |i enthalt, so muss in 5) das Paar p |x vorkommen.

Es ist also p mit seinem conjugirten Elemente identisch, d. h.

r e e 1 1.

Wenn zweitens die Complexe 4) und 5) azygetisch sind, so

kommen |j ,
nicht in 5) vor

,
und es muss

7] l
in 5) enthalten

sein. Wenn ^ in 5) mit einem imaginaren Elemente |2 gepaart

ist, und wenn in 4) noch ein weiteres imaginares Paar | 3 ^ 3 vor

kommt, so setzen sich diese Complexe in folgender Weise fort:

4) #!i, I ^i, la ^ii la^s,

5) a?i, | ^, |2%, Ss ijs,

worin auch ^ 4 imaginar ist, und durch die accentuirten Buch-

staben immer die conjugirten Elemente zu den unaccentuirten

verstanden sind. Die beiden Complexe enthalten dann nur noch

je ein Paar 5 %, 5^5, die ein gemeinschaftliches Element ent

halten miissen. Es kann aber nicht |5
=

775 sein, weil sonst

auch |B = *?5i und mithin beide Paare identisch waren. Also

muss |B
= |6 (oder ^ 5

=
175) sein

;
d. h. eine dieser beiden Doppel-

tangenten ist re ell, und damit ist unser Satz 2. bewiesen.

3. Wenn ausser den vier reellen Doppeltangenten
%&amp;gt; y-i Pi &amp;lt;li

deren Existenz der Satz 2. behauptet,
noch eine weitere vorhanden ist, so existiren

acht reelle Doppeltangenten, die in einem
Steiner schen Complexe vier Paare bilden.
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Wir bilden das reelle syzygetische Complextripel ,
in dem

alle Doppeltangenten vorkommen miissen:

1) xy, pq
2) xp, yq
3) xq, yp.

1st eine fiinfte reelle Doppeltangente r vorhanden, so konnen

wir annehmen, sie komme im Complexe 1) vor. Dann muss aber

dieser Complex ein drittes reelles Paar rs enthalten, und ent-

weder ein viertes reelles Paar. in welchem Falle der Satz 3.

schon zutrifft, oder ein conjugirtes Paar Q Q .

Enthalt der Complex 2) nicht lauter reelle Doppeltangenten,

ein Fall, in dem gleichfalls der Satz 3. zutreffen wiirde, so muss

in 2) ein imaginares Paar
77 vorkommen, und danach betrachten

wir also die folgenden Complexe:

i) %y, pq, rs, Q Q

2) xp, yq, I??

4) xr, y s.

Die beiden Complexe 2), 4) sind aber azygetisch, da z. B.

r in 2) nicht vorkommt [weil es in 1) vorkoinmt]. Folglich

kann 4) aucli nur eine der beiden
, 17 enthalten, und folglich

konnen, da der Complex 4) reell ist, , r]
nicht conjugirt sein.

Es ergiebt sich daraus fiir 2) und 4) je ein conjugirtes Doppel-

paar, und wir haben:

2) xp, yq, I??, %YI

4) xr, ys, Jg, | g .

worin J, J wieder ein Paar conjugirter Doppeltangenten be-

deutet.

Nun bilden wir den sowohl mit 2) als mit 4) syzygetischen
reellen Complex

5) ir, nn , S6 ,

der keines der Elemente x,y,p,q,r,s enthalten kann, und
ferner die beiden conjugirt imaginaren Complexe

6) #|, pn], rt,

7) xl , pn , r^
und 5), 6), 7) bilden ein azygetisches Tripel. y, q, s kommen
in 6) und 7) nicht vor, denn sonst miissten sie mit je zweien

der x,p, r azygetisch sein, was nach 2) und 4) unmoglich ist.
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Es ist also jeder der Complexe 6), 7) azygetisch mit dem Com-

plexe 1), und es muss also eine und nur eine der beiden Doppel-
tangenten p, $ in 6) vorkommen; ist dies 0, so ist Q in 7) ent-

halten. Ist @ 6 ein Paar von 6), so ist 6 von seinem conjugirten
a verschieden, weil sonst a $ in 7) und folglich Q Q in 5) vor

kommen miisste, was nicht der Fall ist. Also liaben wir, wenn

r, T zwei weitere conjugirt imaginare Doppeltangenten sind, die

Complexe :

6) x
, p 7i ,

r
, Q 6

,
6 T

7) #
, prf, r

, pV, &amp;lt;s* .

Ist t I das letzte Paar des Complexes 6), so kommt das

Paar t V in 7) vor, und diese beiden Paare miissen ein gemein-
sames Element enthalten. Da aber A nicht gleich t

1

sein kann,
weil sonst beide Paare identisch waren, so muss t = t (oder
A = A

,
was nicht wesentlich verschieden ist) sein; es ist also t

reell, und es wird :

6) a; | , py, r, g 6, &amp;lt;s T, U
7) xg, pr} , r?, Q 6

,
&amp;lt;ST

,
t V.

Jetzt kehren wir zu dem syzygetischen Complextripel 1), 2), 3)

zuriick. Da wir aus 6) schliessen, dass xpt und xrt azygetisch

sind, so kann t weder in 2) noch in 3) vorkommen, und muss

also in 1) enthalten sein. Da aber 1) ein reeller Complex ist,

so muss darin t mit einer reellen Doppeltangente u gepaart er-

scheinen, und der Complex 1) wird

xy, pq, rs, tu,

wodurch unser Satz 3. bewiesen ist.

4. Wenn in einem Complexe i iinf reelle Paare vor

kommen, so sind alle Doppeltangenten reell.

Gehen wir aus von einem Complexe mit fiinf reellen Paaren

und nehmen zunachst an, dass ausser dem letzten Paare dieses

Complexes noch eine imaginare Doppeltangente | existire, dann

ist auch eine conjugirte Doppeltangente vorhanden, und der

durch das Paar | | bestimmte reelle Complex 2) ist mit 1)

syzygetisch [weil und nicht in 1) vorkommen]. Die vier

gemeinschaftlichen Elemente von 1) und 2) miissen aber reell
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sein, weil 2) als reeller Complex kerne reelle Doppeltangente
mit einer imaginaren gepaart enthalten kann.

s sei also

2) J ,
xl x2 , yl y2 ,

und daraus leiten wir die zwei Complexe her:

3) a-J, xt l

4) a*?, *,$,

die mit einander syzygetisch sind, und inithin ausser den vier

angegebenen kein Element gemein haben. Sie sind aber zugleich

conjugirt, und daher kann in 3) ausser x^ x.2 keine reelle Doppel

tangente Yorkommen. Nun sind aber 1) und 3) azygetisch, weil

| in 1) nicht vorkommt; mithin muss aus jedem Paare von 1)

ein Element in 3) vorkommen. Also enthalt 3) ausser x^ x2 noch

reelle Elemente, wodurch sich der Widerspruch ergiebt.

Wir schliessen daraus, dass die beiden Complexe, die durch

die Paare x
l x%, yl y2 bestimmt sind und mit 1) ein syzygetisches

Complextripel ausmachen, nur reelle Elemente enthalten.

Lassen wir einen dieser Complexe, etwa xl x.2 ,
an Stelle

von 1) treten und wiederholen dann unseren Schluss, so ergiebt

sich, dass iiberhaupt alle Doppeltangenten ,
also auch die des

letzten Paares von
1),

reell sein miissen.

5. Wenn mehr als acht reelle Doppeltangenten
vorhanden sind, so giebt es sechzehn, die in

einem syzygetischen Complextripel je vier reelle

Paare bilden.

Nehmen \vir mehr als acht reelle Doppeltangenten an, so

konnen wir nach den Satzen 3., 4. folgendes syzygetische Complex
tripel zusammenstellen :

1) #!?/!, x,y^ o;3 2/3 , x^
2) XtXt, y^y*,. 81 ^
3) ^2/2 , x*y^

worin die x^ y{ , Zi reell sind.

Damit verbinden wir den Complex

4) fl^, ^2 ^2 ,

der mit 1) azygetisch ist. und daher aus den Paaren #3 ?/3, x4 y

je ein und nur ein Element enthalten kann, etwa #3 und x.
Da aber 4) ein reeller Complex ist, so muss es zwei weitere
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reelle Doppeltangenten 3 ,
#4 geben, so dass der Complex 4) sich

so fortsetzt:

4) a^, #2 2 . ^3^3, #4 4 ;

3
und #4 kommen nicht in 2) und auch nicht in 1) vor, und

miissen also in 3) enthalten sein.

Sie konnen auch in 3) nicht gepaart vorkommen, weil

xn #3 &4 azygetisch sind. Hieraus schliessen wir, wenn 3 ,
t zwei

weitere reelle Doppeltangenten sind, auf folgende Zusammen-

setzung des Complexes 3):

3) ^2/2 , ffayj, 3 3 , aii.

Betrachtet man nun an Stelle des Complexes 4) den Complex

5) #!%, 2M3,

so kann man genau ebenso auf ein viertes reelles Paar u\ u^ im

Complex 2) schliessen, und damit ist 5. bewiesen.

Fassen wir das Ergebniss zusammen, so erkennen wir, dass

in Bezug auf die Realitat der Doppeltangenten einer reellen

Curve vierter Ordnung nur vier Falle moglich sind :

1) Vier reelle syzygetische Doppeltangenten.

2) Acht reelle Doppeltangenten, und zwar vier Paare

eines Steiner schen Complexes.

3) Sechzehn reelle Doppeltangenten, die in einem

syzygetischen Complextripel je vier reelle Paare bilden.

4) Achtundzwanzig reelle Doppeltangenten.

. 105.

Beweis der Existenz der vier Falle.

Wir haben im vorigen Paragraphen zunachst nur bewiesen,

dass es keine anderen als die Falle 1), 2), 3), 4) geben kann.

Dass diese vier Falle aber wirklich alle moglich sind, ist jetzt

auch leicht zu zeigen, auf Grund des Satzes . 100, nach dem

man aus sieben beliebig gegebenen geraden Linien auf ratio-

nalem Wege eine Curve vierter Ordnung ableiten kann, fur

die die gegebenen Linien ein Aronhold sches System bilden,

aus dem sich alle Doppeltangenten rational ableiten lassen.

Unter den sieben gegebenen geraden Linien konnen auch

imaginare vorkommen, und als Bedingung der Realitat der Curve



. 105. Realitat der Doppeltangenten. 399

(d. h. der Coefficienten in ihrer Gleichung) ergiebt sich die, dass

das System, was man erhalt, wenn man jede imaginare Gerade

durch ihre conjugirte ersetzt, wieder ein Aronhold sches System
derselben Curve 1st. Denn dann andern sich die Coefficienten

nicht, wenn i durch i ersetzt wird.

Die Curve wird also gewiss reell. wenn in dem gegebenen

Siebener-Systeme zu jeder imaginaren Geraden die conjugirte

vorkommt; dann bilden sie ein reelles Siebener-System.

Ein solches reelles System kann nun enthalten:

1) eine reelle, drei Paar conjugirt imaginare Geraden;

2) drei reelle und zwei Paar conjugirt imaginare Geraden
;

3) fiinf reelle und ein Paar conjugirt imaginare Geraden;

4) sieben reelle Geraden.

Wir werden sehen, dass diese vier Annahmen in derselben

Ordnung zu den im vorigen Paragraphen aufgezahlten vier

Fallen fiihren.

Dieser Nachweis wird sehr einfach, wenn man sich der

Bezeichnungsweise der Doppeltangenten, die wir im . 99 dar-

gelegt haben, bedient, nach der wir die Steiner schen Com-

plexe unmittelbar aus der Bezeichnung bilden konnen.

1) Im ersten Falle bezeichnen wir die gegebenen sieben

Geraden mit

0, 1, 1
, 2, 2

, 3, 3
,

setzen als reell voraus, 1 mit 1
,
2 mit 2

,
3 mit 3 conjugirt

imaginar. Die iibrigen 21 Doppeltangenten werden dann durch
die Zeichen [01], [01 ], [1 1 ], . . . bezeichnet

Nach der Vorschrift des .99 erhalten wir die beiden

folgenden Steiner schen Complexe:

(1) [01], ! [!! ],
2 [1 2], 2 [1 2 ], 3 [1 3], 3 [1 3

]

(! ) [01 ], 1 [11 ], 2 [1 2], 2 [1 2 ], 3 [1 3], 3 [1 3
].

Der zu (1) conjugirte Complex muss die Elemente 0, 1, 2, 2 , 3, 3

enthalten, und ist also nach . 98, 7. mit (! ) identisch, der

diese sechs Elemente gleichfalls enthalt.

Daraus folgt, dass [11 ]
reell ist, und dass

[01] [01 ]

[1 2] [1 2
]

[1 2
] [1 2]
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conjugirte Paare sind. Da man in dieser Betrachtung 1 mit 2

und 3 vertauschen kann, so folgt, dass 0, [1 1 ], [2 2
], [3 3

]

reell und alle iibrigen Doppeltangenten imaginar sind.

Nach . 99 konnen wir leicht einen Steiner schen Complex
bilden, der die vier reellen Doppeltangenten enthalt:

0[11 ], [22 ] [33 ], 1[01 ], l [01], [23] [2 3
], [23 ] [2 3],

woraus noch zu sehen ist, dass dieser Complex ausser den reellen

Paaren zwei conjugirte Paare und ein conjugirtes Doppelpaar
enthalt.

Dies ist also der Fall 1) des vorigen Paragraphen.

2) Es seien die sieben gegebenen Geraden:

0, 1, 2, 3, 3
, 4, 4

,

und darin 0, 1, 2 reell, 3 zu 3 und 4 zu 4 conjugirt. Wir
bilden drei Complexe:

(0) 1[01], 2[02], 3[03], 3 [03 ], 4 [0 4], 4 [0 4
]

(3) 0[03], 1[13], 2 [2 3], 3 [33 J,
4 [3 4], 4 [3 4

]

(3 ) 0[03 ], 1[13 ], 2 [2 3 ], 3 [33 ], 4 [3 4], 4 [3 4
].

Der zu (0) conjugirte Complex enthalt 1, 2, 3, 3
, 4, 4 und

ist folglich mit (0) identisch, d. h. der Complex (0) ist reell.

Daraus folgt, dass [01], [02] reell, [03] mit [03 ]
und [04]

mit [0 4 ] conjugirt ist. Ferner ergiebt sich auf die gleiche

Weise, dass (3), (3 ) conjugirte Complexe sind, und dass also

[3 3 ] reell, [34] mit [3 4 ], [34 ]
mit [3 4] conjugirt imaginar

sind. Da man 0, 1, 2 beliebig vertauschen darf, und ebenso 3

mit 4, so erhalten wir folgende Zusammenstellung :

Reelle Doppeltangenten:

0, 1, 2, [12], [20], [01], [33 ], [44 ].

Conjugirte Paare:

3 4 [03] [04] [1,3] [14] [23] [24] [3 4] [3 4
]

3 4 [03 ] [04 ] [13 ] [14 ] [2 3 ] [2 4 ] [3 4
] [3 4].

Der Steiner sche Complex, der vier reelle Paare enthalt,

ist hier

0[12], 1 [20], 2 [01], [33 J [44 ], [34] [3 4
], [34 ] [3 4],

und er enthalt noch zwei conjugirte Paare. Dies ist also der

Fall 2) des . 104.
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3) Es seien die gegebenen Linien:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 5
,

und davon 0, 1, 2, 3, 4 reell, 5 und 5 conjugirt irnaginar. Die

Betrachtung der drei Complexe :

(0) 1[10], 2[20], 3[30], 4[40], 5[50], 5 [5 0]

(5) 0[05], 1[15], 2[25], 3[35], 4[45], 5 [5 5
]

(5 ) 0[05 ], 1[15 ], 2 [2 5 ], 3 [3 5 ], 4 [4 5 ], 5 [5 5 ],

von denen der erste reell, die beiden anderen conjugirt imaginar

sind, und der durch Yertauschung von 0, 1, 2, 3, 4 aus (0) ab-

geleiteten giebt, genau wie oben, folgendes Resultat:

Reelle Doppeltangenten:

0, 1, 2, 3, 4, [01], [02], [03]

[04] [12], [13] [14], [23], [24], [34], [55 ].

Conjugirte Paare:

5, [05], [15], [25], [35], [45]
5

, [05 ], [15 ], [25 ], [35 ], [45 ],

und wir finden ein syzygetisches Complextripel :

0, 1, [0 2] [1 2], [0 3] [1 3], [0 4] [1 4
], [0 5] [1 5

], [0 5 ] [1 5
]

2- 3, [0 2] [0 3], [1 2] [1 8], [4 2] [4 3
], [2 5] [3 5 ], [2 5

] [3 5 ]

[01], [23], [02] [13], [03] [12], 4 [55 ],
5 [45 ],

5 [45],

von denen jeder Complex noch vier reelle Paare und ein ima-

ginares Doppelpaar enthalt. Solcher Tripel lassen sich aber noch
mehrere bilden, da man 0, 1, 2, 3, 4 beliebig vertauschen darf.

Dies ist der dritte Fall von . 104.

4) Dass endlich, wenn wir alle Elemente des gegebenen
Siebener-Systemes reell voraussetzen

,
auch alle iibrigen Doppel

tangenten reell ausfallen, ist eine unmittelbare Folge der ratio-

nalen Darstellung (. 100).

Hiermit ist gezeigt, class die vier Falle des vorigen Para-

graphen wirklich alle vorkommen konnen. Ob die hier be-

sprochene Erzeugungsweise die einzig mogliche ist, mit anderen

Worten, ob bei jeder reellen Curve vierter Ordnung ein reelles

Aronhold sches System existirt, diese Frage miissen wir un-

entschieden lassen.

Weber, Algebra. II. o
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Auch 1st hier noch darauf hinzuweisen, dass aus der Realitat

einer Doppeltangente noch keineswegs die Realitat der Beriih-

rungspunkte folgt, well diese Beruhrungspunkte wieder von einer

quadratischen Oleichung abhangen. Die reellen Doppeltangenten
zerfallen also wieder in zwei Arten, solche mit reellen und

solche mit imaginaren Beriihrimgspimkten. Was hier fiir mog-
liche Falle zu unterscheiden sind, diese Frage erortern wir nicht

weiter J
.

x

) Yergl. iiber die ganze Frage von der Realitat der Doppeltangenten
vom geometrischen Gesichtspunkte : Zeutben, ,,Sur les differentes formes

des courbes planes du quatrieme ordre&quot;. Matbem. Ann., Bd. VII (1873).
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Allgemeine Theorie der Gleichung fiinften Grades.

. 106.

Fragestellung.

Wir haben im . 44 gesehen. class es liber die Frage nach

der Galois schen Gruppe einer algebraischen Gleichung noch

ein welter gehendes Problem giebt, namlich die Frage nach der

lineareri Substitutionsgruppe von moglichst geringer Dimensionen-

zahl, auf deren Formenproblem die gegebene Gleichung zuriick-

fiihrbar 1st. Bei den metacyklischen Gleichungen, insbesondere

also auch bei den allgemeinen Gleichungen 3 teu und 4 ten
Grades,

ist diese Dimensionenzahl gleich 1, wodurch eben ausgedriickt

ist, dass diese Gleichungen durch Radicale losbar sind. Die

zunachst zu untersuchenden Gleichungen sind dann die vom
5 ten

Grade, und es wird sich zeigen, dass die Losung der all

gemeinen Gleichung 5 ten Grades auf eine binare lineare Sub

stitutionsgruppe, namlich auf das Ikosaederproblem fiihrt.

Damit im Zusammenhange steht aber noch eine andere Frage.
Die allgemeine Gleichung 5 teu Grades enthalt fiinf Coeffi-

cienten, die als unabhangige Variable betrachtet werden konnen,
und folglich ist die Wurzel einer solchen Gleichung eine alge-

braische Function von fiinf Yariablen. Nun kann man aber

schon durch die einfachen linearen Substitutionen die Zahl dieser

Variablen vermindern. Durch Tschirnhausen- Transformation,
z. B. auf die Jerrard sche Form, kann man die Gleichung sogar
nur von einem variablen Coefficienten (einem Parameter) ab-

hiingig machen, und man kann also, durch Vermittelung von

Gleichungen, die den 5 ten Grad nicht erreichen, die Wurzel einer

allgemeinen Gleichung 5 ten Grades von einer algebraischen
Function von einer Variablen abhangig machen.

26*
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Die Frage, auf die wir hier gefiihrt werden, ist also die, wie

man die Losung einer algebraischen Gleichung, deren Coeffi-

cienten von einer gewissen Anzahl von Variablen abhangen, auf

eine Gleichung mit einer moglichst geringen Anzahl von Para-

metern, und insbesondere
,
unter welchen Umstanden und mit

welchem Hiilfsmittel man sie auf Gleichungen mit nur einem

Parameter zuriickfuhren kann.

Wir stellen uns demnach jetzt die Frage, unter welchen

Voraussetzungen bei einer allgemeinen Gleichung n ten Grades
Resolventen mit nur einem Parameter existiren.

Es sei #
, #!,...,#_! ein System von n unabhangigen Variablen,

(1) u = (XQ ,
xl ,

. . ., ^n _i)

eine rationale Function dieser Variablen, die durch die Permuta-

tionen der alternirenden Gruppe der n Buchstaben x in die

von einander verschiedenen Functionen

(2) M, %, 2 ,
. . . W v -i

iibergeht, worin v gleich oder kleiner als der Grad der alter

nirenden Gruppe sein kann, und z eine Function der Variablen x

ist, die durch die alternirende Gruppe ungeandert bleibt. Es

fragt sich, warm eine rationale Gleichung v ten Grades in Bezug
auf u besteht,

(3) F (u, 2) = 0,

die durch die v Functionen (2) identisch befriedigt wird? Die

Coefficienten in (3) miissen von den x unabhangig und also reine

Zahlen sein. Eine Beschrankung des Rationalitatsbereiches im

Gebiete der Zahlen lassen wir einstweilen nicht eintreten.

Die Gleichung (3) ist, wenn v
&amp;gt; 1 ist, eine Resolvente der

Gleichung n ien
Grades, deren Wurzeln die x sind, die nur von dem

einen Parameter g abhangt. Den Fall v=\ schliessen wir aus.

. 107.

Satz von Liiroth.

Es ist zunachst folgender Hiilfssatz zu beweisen l
) :

1. Ist u, %, 2 ,
. . ., -_i ein System rationaler Func

tionen einer Variablen #, so giebt es eine ratio

nale Function der w, wx ,
. . ., n v i:

& = X O&amp;gt; i. , i)

Liiroth, Matheinatische Annalen, Bd. IX.



. 107. Satz von Liiroth. 405

von der Art. dass u. MJ, . . ., M-, i rational durch #

allein ausgedriickt werden konnen.

Um ihn zu beweisen, setzen wir

_ &amp;lt;JP (t) _ qpi (0 _ y.-i(Q

-*7?&amp;gt; *&quot;*#) -*Z7
und verstehen unter y (t), ^ (t) ganze Functionen von t ohne

genieinschaftlichen Theiler; ebenso unter g^ (f), ^ () u. s. f.

Ausserdem diirfen wir noch voraussetzen, dass von den Functionen

M, !, . . ., uv -\ keine eine Constants sei. Wir fiihren neben

der Variablen t eine zweite Variable T ein und setzen:

Nun bilden wir die ganzen Functionen der beiden Variablen

t,
r. deren keine identisch verschwindet :

? (/) * (T) cf (T) 4&amp;gt;(t)

= (t r) =-0
(r, t)

Betrachten wir sie als Functionen von t. so verschwinden

sie alle, wenn t = r wird, und sie haben also einen grossten

gemeinscliaftlichen Theiler, der in Bezug auf f mindestens vom
ersten Grade ist und vom u ten Grade sein moe:

(4) E = R
(f, r).

Diese Function E ist auch in Bezug auf r rational, und

wenn man sie so einrichtet, dass T nicht im Nenner und nicbt

in einem tiberflussigen Factor vorkommt, so kann R(t,r) bei der

Vertauschung von f und T bochstens sein Vorzeicben andern.

Denn die Functionen (3) sind, auch als Functionen der beiden

Variablen f, r betrachet, durch E
(t, r), und da sie alternirend

sind. durch E (T, t) theilbar (Bd. I. . 51). Es ist also E (t, T)

durch E (r. f) theilbar, und umgekehrt. und folglich unterscheiden

sich beide nur durch einen constanten Factor, der = + 1 sein

muss, weil die nochmalige Vertauschuug von t rait r die ur-

spriingliche Function wieder herstellt.

Es lasst sich noch beweisen, dass keine der Functionen (3)

(bei unbestirnrntern T) als Function von t betrachtet, einen Factor
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mehrfach enthalt, und dass in Folge dessen auch E
(t, r) durch

kein Quadrat theilbar ist. Angenommen namlich, es hatten

als Functionen von t einen gemeinsamen Theiler P, so mlisste P
auch Theiler von

V (t) il&amp;gt; (t)
^ =

[&amp;lt;p (t) V (t) 1, (t) 9 (t)} ^ (r)

sein. Es ware daher P Theiler von y (t) ty (t) ty (t) 9? (T), und

konnte also von T unabhangig angenommen werden.

Nehmen wir nun zwei Werthe r
x ,

T2 von r so an, dass

3&amp;gt; (r2 ,
r

x ) von Null verschieden wird, so ist nach (3)

^0,^) 9(r 2) ^(,t2 ) ^(T!) = 9? (t) $(r2 , r^.

Darin ist die linke Seite durch P theilbar, und also ist

auch cp (t)
und folglich ty(t) durch P theilbar, was der Voraus-

setzung widerspricht, dass diese beiden Functionen ohne gemein-
schaftlichen Theiler sein sollen.

Daraus folgt beilaufig, dass E
(t, T)

= E (T, t) sein muss,

da E durch t T, aber nicht durch (t r)
2 theilbar ist.

Urn die Function E (, T) zu bilden, kann man den grossten

gemeinschaftlichen Theiler der Functionen
&amp;lt;p
h (t) vh ^h (t) auf-

suchen, woraus folgt, dass E (t, r), abgesehen von einem von t

unabhangigen Factor, rational durch v, vi: . .
., vr_i dargestellt

werden kann. Sind also a und b irgend zwei feste numerische

Werthe, so ist

eine rationale Function von v, vlt . . ., vr_i. Dabei ist, wenn |

eine neue Variable bedeutet:

(6) R(a,!-)-R(b,) = X
in Bezug auf | vom ft

ten Grade.

Ist r ein willkiirlicher Werth, so mogen die Wurzeln der

Gleichung E (t, T)
=

(7) * = r, T
, r&quot;,

. . .

sein, so dass fur jeden Index h

h (r, T), 7l (T , r). 4&amp;gt;fc
(r&quot;, T), ...

verschwinden.
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Sind T
,

T&quot; irgencl zwei dieser Wurzeln, so folgt aus (3):

0,

und daraus, da ^ 7l (r) und qp 7l (r) niclit zugleich verschwinden

konnen,

d. h. es 1st, wenn r
,

-r&quot; irgencl zwei der Grossen (7) sind,

7| (r , r&quot;)
= 0.

Daraus folgt, dass die v Functionen CP7l (f,
T ), von einem

von t unabhangigen Factor abgeseben, den namlichen grossten

gemeinschaftlichen Theiler liaben
,
wie die Functionen h (t, x).

Das Gleiche gilt fur die Functionen &h (t. T&quot;)
u. s. L oder die

Gleichungen

E
(f, T)

= 0, E (f,
r

)
= 0, E (t T&quot;)

= 0, ...

haben alle dieselben Wurzeln. Daraus folgt nach (5):

_ R(a.x) _ E(a,T ) _ R(a,x&quot;)
~~~ =:

und mithin sind nach (6) die ft
Werthe

| = T, T
, r&quot;,

. . .

die Wurzeln der Gleichung X = 0. Andererseits folgt aus

fc (t ,r)
= 0, ^(T&quot;,T)

= O, ...

_ y fc (r) __ &amp;lt;p
h (x ) __ y fc (Q l_ ^ &amp;lt;ph(?)

~

1&amp;gt;h (r)

==
^(r ) ^ (T&quot;)

&quot;

ft

&quot; ^ (r)

und es kann folglich ^ als symmetrische Function der Wurzeln

von (6) rational durch die Coefficienten dieser Gleichung, d. h.

rational durch & dargestellt werden. Vertauscht man wieder t

mit T, so erhalt man nach (1) und (2) Ausdriicke von der Form

(10) u =/(), i =/iW, - -, v-i =/-iW
^ = % (it, !, ., Wv-l),

worin /, /i, . . ../r i, ^ rationale Functionen bedeuten.

. 108.

Resolventen mit einem Parameter.

Wir kehren jetzt zu unseren anfanglichen Voraussetzungen

(. 106) zuriick. und bezeichnen mit it, %,..., -

v_i ein System
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rationaler Functionen von #
, x^ . .

.,
#n _i, die durch die Per-

mutationen der alternirenden Gruppe aus einer von ihnen hervor-

gehen und Wurzeln der Gleiclmng

(1) F (w, *)
=

sind, worin z eine rationale Function der x ist, die durch die

Permutationen der alternirenden Gruppe ungeandert bleibt.

Wir beweisen folgenden zweiten Hiilfssatz:

2. Wenn die rationale Function W (u, %,..., w,i)
identisch verschwindet, wenn fiir die

^0 ? ^1 ) * i *^n 1

gewisse rationale Functionen einer Variablen t

(2) xh = 9 7l (Q

gesetzt werden, und wenn durch diese Substitu
tion z nicht von t unabhangig wird, so ver
schwindet *P identisch auch als Function der

unabhangigen Variablen #
, x, . . ., x v i.

Die Galois sche Gruppe der Gleiclmng (1) in dem Korper
der rationalen Functionen von z wird aus gewissen Permutationen

der Wurzeln M, MX ,
. . ., u v \ bestehen. Fiihren wir diese Per

mutationen in der Function &quot;*F aus, und bilden das Product

(3) HW(u,Ui,. ..,^-0 =f(z)
aller so erhaltenen Functionen, so ergiebt sich eine rationale

Function /(V) von z. Wenn nun einer der Factoren des Pro-

ductes (3) nach der Substitution (2) identisch verschwindet, und

z ist nicht von t unabhangig, so muss / (z) identisch gleich Null

sein, und folglich muss einer der Factoren des Productes (3)

auch als Function der x identisch verschwinden. Wenn aber

einer dieser Factoren identisch gleich Null ist, so verschwinden

auch alle anderen Factoren, weil man in jeder rationalen Glei-

chung zwischen den u alle Permutationen der Galois schen

Gruppe ausfuhren kann. Damit ist der Satz 2. bewiesen.

Dieser Satz giebt nun mit clem irn vorigen Paragraphen
bewiesenen Satze 1. zusammengenommen das folgende Resultat:

3. Sind w, %, . . ., u v i die Wurzeln einer von einem
Parameter z abhangigen Gleichung (1), und
sind M, ^, . . ., M V_!, z rationale Functionen der
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unabhangigen Variablen ,r
, #!, . . ., #_i, so kann

man
(4) a =/(), !

= /i(&), . -, v-i = /v-i(#)

setzen, worin /, /a ,
. .

., /-i rationale Functionen
von # sincl und

(5) & = X 0, MI, -, MV-I) = ^ (XQ , #!, . . ., #_!)

eine rationale Function cler w, oder auch cler

a; ist.

Nach dem Satze 1. namlich konnen wir zunachst, wenn wir

#o, #1, . . ., #__! durch rationale Functionen einer Variablen t

ersetzen, so dass z nicht von unabhangig wird, die Functionen

% durch die Formeln (4), (5) darstellen. Die Relationen

sincl clann in Bezug auf t identisch befriedigt, und miissen also

nach dem Satze 2. auch in den Variablen x identisch sein,

w. z. b. w.

4. Wenn von zwei Variablen #, ^ jede eine ratio

nale Function cler anderen ist, so sind sie lineare

Functionen von einander.

Zum Beweise nehmen wir an, es sei

und verstehen unter
&amp;lt;jp, ^ zwei gauze Functionen ohne gemein-

samen Theiler, ebenso unter qp 1? ^. Ordnen wir die zweite cler

Gleichungen (6) in der Form (p l (#) ^ ^ (&) = nach Po-
tenzen von 0-, so mag sie die Gestalt annehmen:

worin die Coefficienten a
,
al5 . . ., am ganze lineare Func

tionen von &L sind. Substituiren wir darin fur # den Werth
aus der ersten Gleichung (6), so folgt die in Bezug auf ^ iden-

tische Gleichung

Hiernach muss aQ &amp;lt;p

m durch # theilbar sein, und weil
&amp;lt;p

und
i/&amp;gt;

relativ prim vorausgesetzt sincl, so muss a durch ty

theilbar, also ty constant oder linear sein. Ebenso schliessen

wir, dass y constant oder linear sein muss, und da nicht beide
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Functionen constant sein konnen, so 1st nach (6) der Satz 4.

bewiesen.

Diesen Satz wenden wir auf die in 3. vorkommende Func

tion & an. Wenn wir mit den Variablen x irgend eine Per-

mutatjon der alternirenden Gruppe vornehmen, so erfahren die

Functionen w, ull . . ., u v-i gleichfalls eine Permutation. Nach

(5) geht -9- durch diese Permutation in eine andere Function ^
iiber, die nach (4) rational durch & darstellbar ist. Ebenso ist

aber auch # rational durch ^ darstellbar, da man in dem

Satze 3. -9 durch ^ ersetzen kann, und auch -9- aus ^ durch

eine Permutation der alternirenden Gruppe entsteht. Es sind

also nach 4. -9 und ^ lineare Functionen von einander.

Daraus ergiebt sich das folgende Resultat:

5. Wenn bei einer allgemeinen Gleichung n ien

Grades eine Resolvente mit einem Parameter

besteht, so giebt es eine rationale Function -9

von n Variablen #, die durch die Permutationen
der alternirenden Gruppe in eine lineare Func
tion von sich selbst

.

iibergeht, worin a, fr, c, d Constante, d. h. Zahlen

sind.

. 109.

Gruppe der Resolventen mit einem Parameter.

Die Function -9, die im Satze 5. des vorigen Paragraphen

vorkommt, ist nach dem Satze 3. selbst die Wurzel einer Resol

vente mit einem Parameter CD (#, 2) = Q. Diese Gleichung

ist, da jede Wurzel rational durch jede andere ausdriickbar ist,

eine Normalgleichung ,
und ihre Galois sche Gruppe ist iso-

morph mit der Gruppe der linearen Substitutionen i (-9) des

Satzes 5. Da man nun in der identischen Gleichung &amp;lt;D(9;0)

alle Permutationen der alternirenden Gruppe A der Variablen x

ausfuhren kann, wodurch sich s nicht andert, wahrend &amp;lt;9 in jede

andere Wurzel von iibergeht, so ist die Gruppe der linearen

Substitutionen %(&), d. h. die Galois sche Gruppe der Glei-
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chung d&amp;gt;,

mit der alternirenden Permutationsgruppe von n Ziftern

(ein- oder mehrstung) isomorph. Die Gruppe der linearen Sub-

stitutionen i (&) moge mit L bezeichnet sein. Sie muss
,
da sie

endlich ist, mit einer der im siebenten Abschnitte betrachteten

Polyedergruppen identisch sein.

Zur Vereinfachung machen wir nun von clem in . 51
,

2.

bewiesenen Satze Gebrauch, nach dem sich die Gruppe L so

transformiren lasst, dass eine beliebige der nicht identischen

Substitutionen von L eine Multiplication wird. Eine Transforma

tion der Gruppe L ist aber gleichbedeutend damit, dass fur &

eine lineare Function von # gesetzt wird, der dieselbe Eigen-

schaft wie der urspriinglichen Function -0- zukommt.

Bezeichnen wir also mit -9^ die Function der Variablen

#
, #1, . . .,

#n-i, die aus d durch Anwendung der Permutation 7t

hervorgeht, so konnen wir # so wahlen, class fur eine bestimmte,

aber beliebige Permutation TC

wird. Wendet man it wiederholt an, so folgt

*= 2 #, #*a = fi
3
^, . . .,

und wenn also p der Grad der Permutation it ist, so ist s eine

])
ie Einheitswurzel.

Ist zunachst n = 3, so besteht die alternirende Gruppe aus

den Potenzen der cyklischen Permutation y = (0, 1, 2). Wir

konnen annehmen, dass die der Permutation entsprechende Sub

stitution #(#) multiplicativ sei, dass also &
Y
= # sei, worin s

eine dritte Einheitswurzel ist. # 3 ist daher eine alternirende

(oder symmetrische) Function. Als Resolvente mit einem Para

meter erhalten wir also die reine Gleichung

# 3 = z,

wo z eine alternirende Function ist. Wir konnen etwa fur %

die Lagrange sche Resolvente XQ -(- sx{ -)- *x.2 nebmen, und

erbalten die bekannte Reduction der cubischen Gleichung auf

eine reine Gleichung (Bd. I, . 159).

Wir gehen zu dem Falle n = 4 liber, in dem die alter

nirende Gruppe A die Permutationen

1, ai = (0,l)(2,3) f a
= (0,2)(l,3), 3

= (0,3)(1,2)

enthalt, die eine Vierergruppe S bilden; ausserdem kommen
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in A noch acht cyklisclie Permutationen von je drei Ziffern

y (0, 1, 2) . . . vor, und A kann so dargestellt werden:

A = B + B&amp;gt;y + ^72.

Je eine Permutation cc und eine Permutation y konnen als

Erzeugende der Gruppe betrachtet werden. Denn ist etwa

y = (0, 1, 2), ai =(0,1) (2,3),
so ist

(1) e^y*! = y = (0, 3, 1),

und aus (0, 1, 2), (0, 3, 1) kann die ganze Gruppe A abgeleitet

werden (Bd. I, . 153, 7.).

Ebenso kann man y und / als erzeugende Permutationen

von A auffassen. Insbesondere ist

(2) rW =
i.

Wir wahlen & so, dass der Permutation y eine Multiplication
# entspricht, in der, da y vom Grade 3 ist, s eine dritte Ein-

heitswurzel bedeutet. Wir setzen

und verstehen unter g?, ^ zwei ganze Functionen der vier

Variablen x ohne gemeinschaftlichen Theiler.

Aus der identischen Gleichung

^ = -^

folgt dann, dass ^/ ^

(4) ^ = ^9, ^=29
sein muss, worin al9 2 gleichfalls dritte Einheitswurzeln sind.

Wir wenden eine der Permutationen a auf # an, und er-

halten aus &a = i (&) :

, cpa, __ acp -f- bij&amp;gt;

^

tya Off) -f- dip

Da nun qp, ^, also auch
a&amp;lt;p -\- bil&amp;gt;

und c^p -f- c/^, und

ebenso qpa , T^ ohne gemeinsamen Theiler sind, so muss in der

Identitat (5) der Zahler dem Zahler und der Nenner dem

Nenner, wenigstens bis auf einen constanten Factor, gleich sein.

Diesen constanten Factor konnen wir in die Constanten a, &, c, d

einrechnen und erhalten

6) cpa = a cp + b ^, 4&amp;gt;a = c cp -f- d $.
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Xehmen wir hierin =
c/^ und =

2 an
i
und setzen zur

Abkiirzung (p Ul
= y^, cp 2

= 9-2? so konnen wir aus den beiden

Gleichungen
9l = ttl 9 + &1 ^ 9&amp;gt;2 2 9&amp;gt; + &2 ^

^ eliminiren und erhalten eine Gleichung von der Form:

(7) li cp -\- li cp!
-L 7&2 &amp;lt;?2

= 0,

worin li . 7^ ,
7* 2 Constanten sind

,
unter denen wenigstens zwei

von Null verschieden sind. Auf die identische Gleichung (7)

konnen wir nun die Permutationen x , 2 anwenden, und er

halten, da CCj 2 2 j
=

3 , ! !
= 1. 2 2

=== 1 ^
7i qp -)- 7ij qp! -f- 7i 2 9 2

=
7*,

7*
9&amp;gt;i + 7i V + 7 2 9^3

=
/*i,

7. 9? 2 + 7! cp 3
-

lh V =0 -7*2 ,

woraus durch Multiplication mit den daneben stehenden Fac-

toren und Addition:

(8) (7*
2 + 7^ h*) 9 + 2 7*7! ^ = 0.

Wenn also h und 7^ von Null verschieden sind, so unter-

scheiden sich cp und g?! nur durch emen constanten Factor (der= + 1 sein muss, da v^ vom 2 ten Grade ist). 1st aber h oder

7*i
= 0, so folgt aus (7) ^ = +

&amp;lt;p2
oder qp

= + ^ 2 ,
und die

Anwendung von
j
auf die erste Gleichung giebt cp

= i 9)3. Es
fmdet also jedenfalls eine der Relationen statt:

(9) cp qpj, 9)
=

qp 2 , qp
=

qp 3 .

Da man nun ebensowohl y. KJ als y, 2 ,
als auch y, a3 als

erzeugende Elemente der Gruppe A betrachten kann, so ergiebt
dies Resultat. zusamniengenonimen mit (4), den Satz:

1. Die Function
&amp;lt;p

hat die Eigenschaft, sich durch
alle Permutationen der alternirenden Gruppe nur
um einen constanten Factor zu andern.

Ganz derselbe Schluss ist aber auch auf ty anwendbar, und
also auch auf den Quotienten # beider Functioneu. Es ist

sonach fiir jede Permutation a der alternirenden Gruppe

(10) &x = 8 &.

Hierin ist. wenn n zu den cyklischen Permutationen y ge-

hort, s eine dritte Einheitswurzel. Daraus ist aber ferner zu

schliessen, weil alle Permutationen x aus y. y zusammengesetzt
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werden konnen, dass die in (10) vorkommende Constante e immer
eine dritte Einheitswurzel ist. Wenn 7t zu den w gehort, so ist

8 zugleich eine zweite Einheitswurzel und muss also = 1 sein,

Daraus folgern wir den Satz:

2. Die Function # bleibt bei den Permutationen
der Vierergruppe A ungeandert.

Die dritte Potenz von # gestattet die Permutationen der

alternirenden Gruppe und # ist daher die Wurzel einer reinen

cubischen Gleichung # 3 = z. Dies ist also die Resolvente

0&amp;gt; (#, #) = 0, die in diesem Falle eine Partialresolvente ist

(Bd. I, . 161).

A.US diesen Betrachtungen ergiebt sich nun ohne Schwierig-

keit der folgende Satz, dessen Beweis das Ziel dieser ganzen

Betrachtungen ist:

3. Eine allgemeine Gleichung von hoherem als

4 ten Grade hat keine Resolventen mit einem
Parameter.

Denn ist n grosser als 4, so konnen wir, wenn wir # als

Function von je vieren der Variablen x betrachten, den Satz 2.

anwenden. Es folgt dann, dass & ungeandert bleibt, wenn unter

den Variablen irgend ein Paar von Transpositionen vorgenommen
wird. Da man nun aus Transpositionspaaren die ganze alter-

nirende Gruppe zusammensetzen kann (Bd. I, . 153, 8.), so folgt,

dass # uberhaupt durch die alternirende Gruppe ungeandert

bleibt, also eine alternirende oder eine symmetrische Function

ist. (#, #)
= reducirt sich auf die Identitat -9

1 = z und ist

keine Resolvente.

Es sei noch bemerkt, dass, wenn man an Stelle der alter

nirenden Gruppe die symmetrische treten lasst, dieser Satz

a fortiori gilt.

Den Satz, dessen Beweis wir hier entwickelt haben, hat

zuerst Kronecker ausgesprochen ,
ohne einen Beweis dafiir zu

veroffentlichen. Der erste Beweis ist von F. Klein gegeben, der

dann von G ordan noch vereinfacht ist 1
).

!) F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder. Der Beweis von

Go r dan, dem unsere Darstellung in den Grundziigen folgt, findet sich

in Bd. 29 der mathematischen Annalen (1887).
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. 110.

Die Ikosaedergleichung.

Das Resultat dieser Betrachtungen 1st zunachst, sofern es

die allgemeinen Gleichungen von hoherem als dem 4 ten Grade

betrifft, ein negatives. Es gelingt nicht, durcli rationale Resol-

ventenbildung die allgemeine Gleichimg 5 ten Grades auf eine

Gleichung mit ein em Parameter zu reduciren. Wollen wir

gleichwohl dies Ziel noch nicht aufgeben, so bleibt nichts iibrig,

als dass wir die Variable!! #
, x, . . ., xn -i nicht mehr als vollig

unabhangige Variable auffassen, dass wir zwischen ihnen gewisse

Gleichungen bestehen lassen. Wir haben es freilich dann nicht

mehr mit der allgemeinen Gleichung des betreffenden Grades

zu thun, sonclern mit einer specielleren, bei der die Coefficienten

nicht unabhangig von einander sind, und es stellt sich die zweite

Frage ein, wie und durch welche irrationale Functionen sich

die allgemeine Gleichung auf diese specielle zuruckfiihren lasst.

Gelingt dies durch Gleichungen niedrigeren Grades, z. B. durch

Quadratwurzeln, so wircl immerhin eine Reduction des Problems

erreicht sein.

Wir nehmen also jetzt an, dass die Variablen #
, x^ ..., xn i

durch eine beliebige Anzahl von Relationen

(1) A Oo, #1, . ., ff-i) = 0, B
(;r , xn . . ., ffn _i) = 0, . . .

mit einander verkniipft seien, worin die J., I?, . . . rationale

Functionen der x sind, die an Anzahl und gegenseitiger Ab-

hangigkeit so beschaffen sind, dass die Werthe der x nicht

numerisch festgelegt ,
sondern noch variabel sind. Ausserdem

legeu wir eine Permutationsgruppe 51 der XQ
. #15 . . ., xn_l zu

Grunde, und betrachten die Functionen der #, die die Permu-

tationen von 5( gestatten ,
und nur diese als rational, so dass 51

die Galois sche Gruppe der Gleichung ist, deren Wurzeln die

a;
, x^ . . ., xn -i sind. Die Relationen (1) miissen dann so

beschaffen sein, dass auch sie die Permutationen 51

gestatten.
Wir fragen unter diesen Voraussetzungen nach der Moglich-

keit, zwei rationale Functionen
,
z von XQ, xl ^

. . .. xn i so zu

bestimmen, dass zwischen ihnen eine Gleichung

(2) F (w, 2) =
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besteht, die fiir alle den Relationen (1) geniigenden Werthe der

x befriedigt ist und worin #, immer mit Riicksicht auf die Rela

tionen (1), ungeandert bleibt, wenn die x den Permutationen

der Gruppe 21 unterworfen werden. Die Function u soil dadurch

in v verschiedene Function en

(3) M, M X ,
. .

., UV--L

iibergehen, so dass die Grossen (3) die Wurzeln der Gleichung (2)

sind, und wenn v &amp;gt; 1 ist, (2) eine Resolvente der Gleichung fiir

die x ist.

In dieser Allgemeinheit haben wir fiir die Losung der Frage
bis jetzt noch keinen Angritfspunkt. Wir fiigen daher eine

weitere beschrankende Voraussetzung hinzu, namlich: Es soil

moglich sein, fiir die xh rationale Functionen einer
Variablen t

(4) xh =
&amp;lt;p
h (t)

zu setzen, so dass die Relationen (1) identisch be

friedigt sind, und dass zugleich e nicht von t un-

abhangig wird 1
).

Um gleicli Her ein Beispiel anzufiihren, mit dem wir uns

spater noch eingehend beschaftigen werden, erwahnen wir den

Fall von fiinf Variablen #
, x^ #2 , x$, #4 ,

die den Bedingungen

(5) 27# = 0, Zx* = Q

geniigen, und die also die Wurzeln einer Hauptgleichung
5 ten Grades sind (Bd. I, . 54). Dass die Voraussetzung, die wir

gemacht haben, in diesem Falle zutrifft, zeigt die Darstellung in

Bd. I, . 74, (4):

y = t,FQ + t, (
a,F1 + ^F2 + a,F,\

was, wenn die dort angefuhrten Bestimmungen getroffen sind,

fiir die x gesetzt, den Bedingungen (5) fiir alle Werthe des Ver-

haltnisses t = tz : t
s geniigt.

l
) Betrachtet man die x und die u als Coordiuaten je eines Punktes

X uud U in einem Kaume von n und v Dimensionen, so bestimmen die

Relationen (1) fiir x eine Mannigfaltigkeit von weniger als n Dimensionen.
Jedem Punkte X entspricht ein Punkt U, und der Gesammtheit der X
nach (2) eine Mannigfaltigkeit der U von einer Dimension (einer Curve).
Unsere Yoraussetzung ist die, dass dies eine sogenannte rationale oder

unicursale Curve oder (in der Sprache der Functionentheorie) eine Curve
vom Geschlecht Null sei.
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Auch wie die allgemeine Gleichung 5 ten Grades auf eine

diesen Voraussetzungen entsprechende transformirt werden kann,

ist dort gezeigt.

Unter der Voraussetzung (4) hat das Bestehen der Rela

tionen (1) keineu Einfluss auf die Schliisse des . 108, und wir

haben dann die folgenden Satze.

Es sei #
, #!,..., xn i ein System von Variablen, das den

Relationen A = 0, 1? = 0, ... unterworfen, aber sonst unab-

hiingig ist, und es sei 9( eine Permutationsgruppe der #, deren

Permutationen die Functionen A, B, . . . ungeandert lassen.

Soil die Gleichung, deren ^^
7 urzeln die Grossen x

sind, eine Resolve nte

(6) F (n, ,-)
=

besitzen, die ausser numerischen Coefficienten nur
einen Parameter enthalt, der eine durch die Gruppe 91

ungeanderte Function der x ist, so muss eine Func
tion # der Variablen x . . . ., #n-i existiren, die durch
die Permutationen a von 91 (mit Riicksicht auf die

Relationen A = 0, B = 0, . .
.)
lineare Substitutionen

erleidet

worin a, ft, c, d numerische Coefficienten sind. Die
Wurzeln der Gleichung (6) sind rational durch # aus-

driickbar, und folglich ist auch & Wurzel einer Glei

chung mit einem Parameter

(8) O (&,*) = ().

Ist (6) eine Totalresolvente
,
was immer eintritt, wenn die

Gruppe 91 einfach ist, so konnen auch die x rational durch &
und die zur Gruppe 9( gehorigen Functionen ausgedriickt werden.

Bis hierher findet also vollstandige Uebereinstimmung mit

den Resultaten des . 108 statt.

Die Beschrankung aber, auf die wir im . 109 gestossen

sind, wircl hier nicht mehr nothwendig eintreten, weil jetzt nicht

mehr, wie im Falle vollig unabhangiger Variablen, aus der

Gleichheit zweier gebrochener Functionen auf die Ueberein

stimmung von Zahler und Nenner geschlossen werden kann.

Die linearen Substitutionen (7) bilden eine mit 91 (ein-
oder mehrstufig) isomorphe Gruppe P, die mit einer unserer

Weber, Algebra. 11. 97
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Polyedergruppen identiscli sein muss. Wir wollen hier nur

den interessantesten Fall eingehender behandeln, dass P die

Ikosaedergruppe ist, die wir uberdies ohne Beschrankung der

Allgemeinheit in der Normalform (. 58) annehmen konnen.

Fiir diese Gruppe liaben wir in . 60 die drei Grundformen

abgeleitet. Bezeichnen wir die Variablen dieser Grundformen
mit

2/i&amp;gt; 2/2, so sind es die drei homogenen Functionen 12 ten
,
20 ston

und 30 sten Grades:

f(y) = 2/1 2/2 (2/1 + 11 y\yl
-

2/1)

(9)
Ii(̂

&amp;gt;

= y T :̂ + 228 Wy* y^yfi 494^
T(y) = yf + ft + 522 (tffy*

-
yiff)

- 10005
(2/

2

1 2/i+ 2/f&amp;gt;2/5),

zwischen denen noch die Relation

(10) T2 + #3 = 1728/5
besteht.

Wenn wir in clem Quotienten T 2
: / 5 fur das Verhaltniss

yl : y2 einen der 60 Werthe &a setzen, die aus 0- durch die

Ikosaedersubstitutionen entstehen, so erhalt dieser Quotient
immer denselben Werth, der sich also rational durch die Coeffi-

cienten der Gleicbung (8), d. h. rational durch z ausdriicken

lasst. Wir konnen ihn geradezu gleich z setzen, und erhalten

fiir die Resolvente (8) die Form

(11) T&amp;gt;
-

eff
= 0,

was wegen (10) mit

H* (1728 s)f =
gleichbedeutend ist. Diese Gleichung ist in Bezug auf y l , y.2

homogeri und vom 60 sten
Grade, und wenn wir y2

= I setzen,
so sind ihre 60 Wurzeln ^ = &a . Es ist die Ikosaeder-

gleichung, die schon im . 60 dennirt war, und die also aus-

fuhrlich, in der Form (11) geschrieben, so lautet:

(^30 _^_ 522 a-&quot; 10005 # 2
&amp;lt;&amp;gt; 10005 # 10 522 #&amp;gt; + 1)2

=
#-&amp;gt; (^10 _|_ 1^5 __

1)5.

Das Problem, wie wir es also jetzt gefasst haben, kommt
auf die Frage hinaus:

Welche Gleichungen lassen sich durch die Iko-

saedergleichung losen?
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Die Resolventen .der Ikosaedergleichung.

Die Formulirung des Problems, die wir am Schluss des

vorigen Paragraphen gegeben haben, fiihrt uns auf die Frage
nach den verschiedenen Resolventen der Ikosaedergleichung.
Jedem Theiler der Ikosaedergruppe entspricht eine sole-he Resol-

vente, deren Grad gleich dem Index des Theilers, also immer
ein Theiler von 60 ist. Nun enthalt die Ikosaedergruppe (. 59) :

1) Tetraedergruppen (. 56): Resolventen 5 ten Grades

2) Diedergruppen 7)5 (. 55): 6

3) Diedergruppen D3
: r 10 t

4) Cyklische Gruppen &amp;lt;75 : 12

5) Vierergruppen D2 : 15 ten

6) Cyklische Gruppen 67

3 : 20 sten

7) Cyklische Gruppen C2 : 30 sten

Da die Ikosaedergruppe einfach ist, sind alle diese Glei-

chungen Totalresolventen von einander; wir beschranken uns
hier auf die Betrachtung der wichtigsten unter ihnen.

Die Resolventen niedrigsten, namlich 5 ten Grades sind die

zu der Tetraedergruppe gehorigen.
Um sie zu finden. miissen wir eine Function von # suchen,

die durch die Substitutionen der Tetraedergruppe ungeandert
bleibt wahrend sie in der Ikosaedergruppe funfwerthig ist.

Wir nehmen die Ikosaedergruppe in der in . 58, (22) auf-

gestellten Normalform. und nehmen die darin enthaltene Tetra

edergruppe Q (. 59) heraus, die wir iiber der Vierergruppe

(!) 1, ^ I, H&amp;gt;1

construirt haben, worin, wenn eine imaginare fiinfte Einheits-

wurzel ist, ty und % die Bedeutung haben:

, .

Setzen wir S(x) = ex, so wird die ganze Ikosaedergruppe

(3) P = Q + Q -f Q 02 _p Q 03 _u Q 0*,
und

(4) Qh = -* Q *

sind die zu Q conjugirtep Tetraedergruppen.

27*
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Nun haben wir im . 5G zwei Formen / und // vom O tcu und

8 ten Grade kennen gelernt, die clurch die Tetraedersubstitutionen,

wenn sie homogen und mit der Determinante 1 genommen

werden, absolut ungeandert bleiben. Diese Formen konnen wir

freilich nicht geradezu in der Form anwenden, wie sie dort ge-

geben sind, weil dort die Tetraedergruppe in anderer Gestalt

vorausgesetzt war. Wir finden aber die erste dieser Formen sehr

einfach, wenn wir uns erinnern, dass ihre Wurzeln die zwei-

zahligen Pole der Tetraedergruppe waren, also die Wurzeln der

drei Gleichungen

x =
il&amp;gt; (x), x = % 0), x = ty i (x)

oder

# 2
-\- \ 0, x 2 2 a x 1 = 0, co x* -\- 2 x a 0,

und man erhalt also mit Benutzung der Relation

CO
2

-f- 03 r=r 1

die Gleichung fur die zweizahligen Pole

(V2 + 1) (a?* -f 2 x* 6 a;2 2 x + 1)
= 0.

Daher wird die gesuchte Tetraederform 6 ten Grades in den

homogenen Variablen x^ x2

(5) t (#! ,
a?2)
= xf-}-2 xf x2 5 x} xj 5 x* x$

clxl x* -|- xj .

Die zweite Tetraederform, die wir suchen, ist die Hesse sche

Determinante hiervon.

Setzen wir

(*,,*,)
=

{*&quot;(**,) t&quot;(x2,x2)
-

[(&quot;(a:,,^)] },

so ergiebt eine einfache Rechnung

(6) c5 (xlt x,}= (x*+ xf)+ (xl X2 x, xl) 7 (x* x*+ x? x)

-l(x?x*-x?xj).

Wir fiihren noch die drei Ikosaederformen 12 ten
,
20 stcn und

3Q Sten Qrades an, die ja auch durch die Tetraedersubstitutionen

ungeandert bleiben (. 60):

(7) / (X, x2 )
= x, x, (xy+Ux xl x)

(8) H(x x,)
= (xf+ xf)+ 228 (x

1*
xl x\ x\

5
) 494 x\ 4

(9) T fa, x.} ^= (z + ^|)+ 522 Of xl x* xf)

10005 (xf x + xf x).
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Bilden wir aus diesen invariant-en Formeu des Tetraeders

Functionen von x1
: jc.2

und setzen -O
1 = x-L : x$, so ergeben sich

Functionen, die durch die linearen gebrochenen Tetraeder-

substitutionen ungeandert bleiben, und die daber Wurzeln von

Resolventen 5 ten Grades der Ikosaedergleichung sind. Die Iko

saedergleichung selbst erhalt man in zwei Formen, wenn man

(10) H* = zfr T&amp;gt;
= zj*, s + z,= 1728

setzt, und die Resolventen hangen rational von z ab.

Bezeicbnen wir fur den Augenblick rait qp (x^ ,
x2) irgend

eine absolut invariante Form des Tetraeders, so geht diese Form
durch irgend eine der Substitutionen Q0 in

(11) &amp;lt;p
e
=

(p (r-
2
#i,

s #2 )

iiber, und diese Function bleibt ungeandert durch die Sub

stitutionen der Gruppe 0~ l Q 0.

Daraus ergiebt sich, dass jede symmetrische Func
tion der ftinf Formen cp f eine Invariante der Ikosaeder-

gruppe ist, und daher nach clem Satze . 61 durch die

Grundformen /, H, T ausgedriickt werden kann.

Dieser Satz gestattet eine verhaltnissmassig leichte Berech-

nung der Resolventen.

Die einfachsten Functionen, die wir als Wurzeln von Resol

venten verwenden konnen, sind

&amp;lt;) -r -
.! ;

Bemerken wir zunachst, dass die symmetrischen Grund-

functionen der fiinf Functionen tf Ikosaederinvarianten der Grade

(&amp;gt;,
12, 18, 30 sind, so folgt aus den Satzen in . 61, da die Grad-

zahlen 6, 18 unter diesen Invarianten nicht vorkommen, eine

Gleichung von der Form

(13) $5 + o/* + bf2 t + c T = 0.

worm
-, t, c Zahlencoefficienten sind. Um sie zu bestimmen,

bezeichnen wir mit 5 ((p) die Summe der fiinf Functionen cp f in

(11) und mit 77
(&amp;lt;p)

ihr Product, und erhalten aus den Newton -

schen Formeln (Bd. I, . 42):

(14) af=-S(t^ &/2 = i
a2/2 _i^ (^ cr= __7T

(Q.

In den Summen 5 ((p) haben nur solche Glieder x* x\ einen

von Null verschiedenen Coefficienten
,

in denen h k durch 5

theilbar ist. Man erhalt also a, 6, c durch Gleichsetzen der
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Coefficienten von xl *
x&amp;lt;i, xf #.;, xf auf beiden Seiten der Glei-

chungen (14), und tindet so die Relation

(15) t* 10/J
3 + 45/n __ T= 0,

oder auch

(16) t* 4 --
10/*

a + 45/
2
)3

__ J2 _-
o.

Aus (16) und (15) ergeben sich nun nach (10) und (12) die

Gleichungen 5 ten Grades fur r und fur u

(17) r (ra 10 r + 45)
2 = z

(18) .,

Die letzte dieser Gleichungen geht durch die Substitution

(19) y== JL, *1==27y
in die Form

(20) #5 + 15 ?/
4 -- 10 y?/

2
-f 3y 2 =

liber, die wir bereits im . 75 des ersten Bandes als eine Normal-

form der Gleichung 5 ten Grades kennen gelernt haben.

. 112.

Die Hauptresolvente fiinften Grades.

Wenn man die Functionen w, v gleichzeitig benutzt, so kann

man eine Schaar von Resolventen ableiten, die die Form der

Hauptgleichung 5 ten Grades haben, und sich direct mit einer

beliebig gegebenen Hauptgleichung o ten Grades in Ueberein-

stimmung bringen lassen
*).

Da es beim Ikosaeder keine Invarianten 8 ten
,
14 ten

,
16 te

&quot;,

22 sten oder 28 sten Grades giebt, so mlissen die Functionen S (e5),

$(), $( 2
), S(t& 2

), $(
2 e5 2

) verschwinden, und wenn wir also

(1) Y= a & -j- ft
tea

setzen, so werden auch die Functionen

S/ -y\ a ( v2\
(1), b(j-

2
)

flir beliebige Werthe der Parameter a, /3 verschwinden, und

daraus ergiebt sich eine identische Gleichung von der Form

!) Kiepert, Gottinger Nachrichten 1878. Crelle s Journal, Bd. 87.

Klein, Ikosaeder, S. 100.
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(2 ) Y- 4- 5 a Y2 + 5 b Y 4- c = 0,

worm
, 6, c1

homogene Functionen 3 ten
,
4 ten

,
5 ten Grades von

, ft

bedeuten, deren Coefficienten Ikosaederinvarianten sind.

Die Function c konuen wir leiclit aus der Formel bestimmen

c = 7I(t5) 7T(a+ /30-

Es ist namlich nach (15) des vorigen Paragraphen fiir ein

unbestimmtes A

A* --
10/A3 + 45/2 A -- T= n (A Q,

also, wenn man A = a : ft setzt

77(a+ /3Q = a 5 10/a/J a+ 45/
2 a0* + J/3

5
,

und ferner ergiebt sich ohne Weiteres durch Vergleichung eines

Gliedes [. Ill, (6), (8)]

TT(eS) = -
IT&amp;gt;,

also

(3) C =: H* (5 lQ/3 /3
2 + 45/2 a ^4 _^_ J05).

Die Coefficienten a, 6 berechnet man wohl am einfachsten

init Hiilfe der Newton schen Formeln (Bd. I, . 42):

- 15 a = S(ac5 + ptti)*

- 206 = S (ati -f /3f(5&amp;gt;,

indem man die Formeln anwendet, die sich nach kurzer Rech-

nimg durch Vergleichung je eines Gliedes der rechten und linken

Seite ergeben:

= 3 . 5 . S/ 2
,

S (t (33)
= 5 J,

s)
=== -- 5.72/3, S(#j53) = - - 3.5/T,
= 4.5/1T,
= 5 ITT,

So findet sich

(4) a = 8/ 2 3
_j_ ^2/3 -f- 72/3 a ^3

(5) & = /f a* + l8f*H**F + HTafi*

Um daraus die Resolvente der Ikosaedergleichung zu er-

halten, mlissen wir statt (5 und t die Functionen u, v [.111, (12)]
einfiihren.

Setzen wir, indem wir mit A, k
a irgend zwei unbestimmte

Grossen bezeichnen
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so folgt nach (1) imd . Ill, (12):

(7) Y = A v + ft v u,

und wenn wir, wie in . Ill

773 T 2

(8) JT- . Ji
* + ,

= 1728

setzeu, so gelien die Ansdriickc (3), (4), (5) in folgeiide iibor:

c s = fr 10 I-SL + 4o/lP -r ft&quot;

wenn Y die Wurzel der Gleichung

ist. Diese Gleichung bat die Form einer Hauptgleichung 5 ten
Grades,

und sie kann jede Hauptgleichung darstellen, wenn wir a, ft, c

beliebig annehmen konnen. Man hat also, wenn a, &, c beliebig

gegeben angenommen werden, aus (9) die drei Grossen A, ^, ^
(und z = 1728 ^) zu bestimmen, und es ist eine sehr merk-

wiirdige Eigenthiimlichkeit dieses Gleichungssystemes, dass sich

diese Unbekannten rational durch die gegebenen Grossen a, 5, c

und die Discriminante der Gleichung (10) ausdriicken lassen.

Um dies nachzuweisen, leiten wir aus (9) zuniichst einfachere

Gleichungen ab.

Wenn wir die zweite von ihnen mit A multipliciren und zur

dritten addiren, so folgt

und wenn wir die dritte mit A, die zweite mit fi
2

: ^ multipli

ciren und subtrahiren

(12)

Ebenso ergiebt sich aus der ersten und zweiten

aA4-8^ 210 A 2 u n A u 2 216
. * ~ ~ = ^ + - + 9 -f- +
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Diese Gleiohung ergiebt, wenn man beiderseits zum Quadrat

erhebt :

18.216 . . 21G2p.

ir-fi1* + -3*71*1 *1

und wen ii man dies abzieht von der aus der ersten Gleiehung (9)

abgeleiteten Formel :

21a**i = 1728 A&quot; + 2.216 A\u -p 27

18.216 . , 27f*
TF ^V&quot; -rV-,
rf f rf

i

so folgt mit Kiicksiclit auf (8):

Daraus ergiebt sicb weiter durch Vergleicliung mit (12)

(14) 27 a2 --
^ (

A + 86)2 = ^ c ^
6,

uud wenn man hieraus durch (11) das Verhaltniss u- : z l
elimi-

nirt, so ergiebt sich die quadratische Gleiehung fiir A:

(15) A- (a* + ale b*) A (ll3ft _. ac a
_|_ ofi^c)

- 27oc + 64 a 2
62 _ be 2 = 0.

Die Discriminante dieser quadratischen Gleiehung ist

z/ = (llasfc ac* -f- 26 &amp;gt;2

c)
2

+ 4 (a* + a&c --
63) (27a^c 642j2 _|_ 5^2)

= ft
2 (lOSa^c 135 a* 6 + 90a 2 6c 2

- 320a6 3 c -|- 256 6 5 4- c4
).

Im . 74 des ersten Bandes ist die Discriminante D der

Hauptgleichung 5 ten Grades abgeleitet. Wenn man in der dort

gefundenen Formel (3)

a = 1, 3
= 5 a, a 4

= 56, a :,
= c
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einsetzt, so tindet sich

I) 5 (108 a* c -- 135 a4 & 2
-f- 90a 2 6c 2

320a&sc + 2566 s + c*),
so dass sich

(16) 5*^ = 021)

ergiebt, und man aus (15) fiir I den Ausdruck

2 (a* + a&c & 3
)

erhalt, in dem die Quadratwurzel beide Vorzeichen haben kann.
Man sieht, dass ausser der Quadratwurzel aus der Discri-

minante, die rational durch die Wurzeln ausdruckbar ist, noch
1/5 darin vorkommt.

Hat man I berechnet, so erhalt man aus (11) das Ver-
haltniss ^ : y? und aus (12) die letzte Unbekannte z rational
durch A dargestellt.

. 113.

Resolventen sechsten Grades.

Urn die Resolventen 6 ten Grades der Ikosaedergleichung zu

tinden, gehen wir von einer der in der Ikosaedergruppe ent-

haltenen Diedergruppen Z)5 aus (. Ill, 2.). Die Darstellung der

Ikosaeclergruppe [. 58, (20)] giebt uns unmittelbar die Zer-

legung in die Nebengruppen ;
ist

(1) Q= @% 0^, r = 0, 1, 2, 3, 4

die Diedergruppe, von der wir ausgehen, so erhalten wir die

voile Ikosaedergruppe

(2) P= Q+ Q X

Ist dann J7 eine Function, die durch die Substitutionen

von Q ungeandert bleibt und durch

*, %, Z
2

, X
3

, %
in

Z7 , U^ U2 , Ui, U,

iibergeht, so sind die E7,, U
() , U} ,

U2 ,
C/3 ,

C74 die Wurzeln einer

Resolvente 6 ten Grades. (Ueber die Bezeichnung Ux vgl. . 65.)
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Urn die Galois sche Gruppe dieser Gleichung G tcu Grades

zu erbalten, haben wir den Einfluss zu untersuchen, den die An-

weudung der Ikosaederstibstitutionen auf das System cler Neben-

gruppen (2) hat. Es geniigt dazu, die Substitutionen @, #, % zu

betrachten. Es ist aber, weun wir die Reibenfolge der Neben-

gruppen in (2) beacbten, nach g. 58. (23). (25):

A*
~

*f A&amp;lt; v v A* \, n&amp;gt; I v A T A*

und daraus folgt, dass sich die Indices von V folgendermaassen

vertauschen:
^ (( ^ , 3 4

0)

Z)

Bezeichnen wir den Index allgeinein mit . und nehmen, wie

im siebenten Abschnitte. nach dem Modul 5, so dass zwei nach

dem Modul 5 congruente Zahlen als nicht verschieden gelten, so

kbnnen wir diese Vertauschungen so darstellen:

=
(i,

Daraus folgt aber. dass die Gruppe uuserer Glei-

chung 6 ten Grades niit der Congruenzgruppe L, (. 68)

ubereinstimmt.

Um zur Bilclung von Resolventen 6 ten Grades zu gelangen.
miissen wir ahnlich wie bei den Resolventen 5 ten Grades ver-

fahren.

Wir haben schon im . 55 die Grundformen der Dieder-

gruppen kennen gelernt. Wir stellen sie jetzt in der Form dar:

cp l
= xl x.2 , (f.2

= x? + ix}, (pz
= x* ix*.

Nehmen wir und ^ mit der Determinante 1, also

so andern sich die Grundformen qp 1? g: 2 , ^p 3 in folgencler Weise

yi ^2 93



428 Dreizehnter Abschuitt. . 113.

Es sind also cpf, cp.&amp;gt;, qp*, qp 2 &amp;lt;Px
ftbsolut invariant, und wenn

wir daher, wie im . Ill, unter /, I/, T die Ikosaederinvarianten

verstehen
,

so konnen wir folgende Functionen als Wurzeln von

Resolventen G tcn Grades einfiihren:

Um die Ausdriicke fur die iibrigen Wurzeln zu erhalten,

muss der Einfiuss der mit der Determinante 1 genommenen Sub-

stitutionen r
% auf die Functionen (p^ qp.2 , qp 3 untersuclit werden.

Wir wollen dies nur fiir die Function (p l durchfuhren
,

die zu

der einfachsten Resolvente 6 tcn Grades fiilirt.

Wenn wir in cp l die Substitution % in der Form . 58, (26)

anwenden, also #l9 x2 durch

_^L_ _L X2 ^L_ - ^1_
f_ -l 2_ -2 2_; -2 ff-1

ersetzen, so geht qpj in

- x * x x

V/5

liber. Wir setzen demnacb

(3) w* = 5 qp;
2 5 xfx.?,

und erhalten durch Anwendung der Substitutionen %& r daraus

die fiinf weiteren Formen

(4) wr = (s
r x* -\- xl

x2 e- r
x%)*.

Nun sind die symmetrischen Functionen der sechs Formen w

invariante Ikosaederformen
,
und danach kann man leicht die

Coefficienten der Gleichung bilden, deren Wurzeln die w sind.

Wir erhalten durch Vergleichung der Grade und je ernes

Coefficienten fur die Potenzsummen der w

und so das Product aller sechs w

und demnach ergiebt sich nach den Newton schen Formeln

(Bd. I, . 42) fur w die Gleichung

(5) iv 6
10/w;

3 + Hw + 5/ 2 = 0.

Setzen wir also

,R , TT_wH _fr
(y) u

&quot;TT&quot;

*
/2
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so folgt hieraus die Gleichung 6 ten Grades fiir U:

(7) U6 -- 10 z U* + s* U + 5 z* =
als Resolvente 6 ten Grades der Ikosaedergleichung.

Setzen wir nach (3) und (4)

!/?(?&amp;gt; V 5 #1 #2

V^T = #* + #!#, t- r
tt?,

so ergeben sich daraus die folgenden Relationen:

(9)

+ f^ V^ +

und in den Gleichungen (9), (10) konnen, da sie liomogen sind,

an Stelle der w auch die U gesetzt werden.

Auf die Gleichungen 6 ten
Grades, deren Wurzeln den Rela

tionen (9) geniigen, hat zuerst Jacobi hingewiesen; man nennt

sie daher Jacobi sche Gleichungen 6 ten Grades 1

).

. 114.

Ueber die Losung der Ikosaedergleichung durch

transcendente Functionen.

Wir wollen hier, ohne auf Beweise oder nahere Ausfiihrungen

einzugehen, kurz auf die Beziehungen hinweisen, die zwischen

den durchgefiihrten Untersuchungen und der Theorie gewisser

transcendenter Functionen, besonders der Theorie der elliptischen

Functionen und der Theorie der hypergeometrischen Reihen be-

stehen, woraus sich die Auflosung der Ikosaedergleichung und

damit aller ihrer Resolventen durch transcendente Functionen

ergiebt. Dies fiihrt aus dem Gebiete der Algebra hinaus, steht

aber zu ihr etwa in derselben Beziehung, wie wenn man bei der

Berechnung von Wurzelgrossen Logarithmen. oder bei den cubi-

schen Gleichungen die Winkeltheilung anwendet.

J
) Suite des notices sur les fonctioiis elliptiques. Crelle s Journal,

Bd. Ill (1828); Werke, Bd. I, S. 2G1.
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Wir miissen uns hier auf eine kurze Angabe der Resultate

beschranken, und werden in der Folge kerne Anwendungen davon

machen, so dass diese Ausfiihrimgen ,
die nur einem mit der

Theorie der transcendenten Functionen einigermaassen vertrauten

Leser ganz verstandlich sein konnen, ohne Storung des Zu-

sammenhanges auch iibergangen werden konnen.

Es moge co eine Variable bedeuten, deren imaginarer Theil

positiv ist, so dass

(1) q e* i&amp;lt;0

eine Grosse ist, deren absoluter Werth ein echter Bruch ist.

Wir wollen die folgenden drei Functionen dieser Variablen o
betrachten :

(2) 1? 00 = &amp;lt;Z

Vla II (l-? 2r
)

1,00

v v (6 v + 1)*

)
v

q
12

,- 00
,
CO - 00

,
00

(3) /( a
)
= 3

-s n(1+g2v-i
))

In der Transforniationstheorie der elliptischen Functionen -)

wird eine Gleichung 6 ten Grades abgeleitet, deren Wurzeln die

sechs Grossen

sind, wenn | ein voiles Restsystem nach dem Modul 5 durch-

lauft. Diese Gleichung lautet

(6) v* + 10 v* ^ (o) v + 5 = 0,

und hat, wie man sieht, grosse Aehnlichkeit mit der im vorigen

Paragraphen betrachteten Resolvente 6 ten Grades

(7) U* 10 z U* + ^ U+ 5 ^ = 0.

Diese beiden Gleichungen gehen geradezu in einander liber,

wenn man

(8) z = Y, (o)3

(9) U=-&amp;lt;y2 (a&amp;gt;)v

1
) Man vergl. : Weber, ,,Elliptische Funotionen und algebraische

Zahlen&quot;. Braunschweig 1891. S. 63, 86, 149.

2
) EbencL, S. 263, 316.
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setzt. Die Gleichung (6) hat dieselbe Galois sche Gruppe,
wie (7). Wir konnen nun eine beliebige unter den Wurzeln von

(7) fiir Un setzen, und folglich konnen wir U* und r x in (9)

einander entsprechen lassen. Dann konnen wir von den iibrigen

Wurzeln von (7) eine beliebige fiir U
() nehmen, weil wir x,x^

in . 113, (4) durch r
x\,

~ r x.2 ersetzen konnen. Wir lassen

also UQ und i einander entsprechen. Endlicb konnen wir iiber

die imaginare fiinfte Einheitswurzel e noch so verfiigen, dass

f/j und vl sich entsprechen, und dann folgt aus der Ueberein-

stimmung der Gruppe, dass iiberhaupt Z7| und v$ sich ent

sprechen, dass also

(10) l\ = y.2 (co) v*, = x, 0, 1, 2, 3, 4

1st. Wenn wir also w bei gegebenem g aus der trans-

cendenten Gleichung (8) bestimmen, so geben uns (10)
und (5) die vollstandige Losung der Ikosaederresolvente
6 ten Grades.

Xach (2) und (5) ergiebt sich fiir f = 0, 1, 2, 3, 4

v n i

/11\ f \^/~ v/ i\v 7r(w -24i)(6 -i-l)2

(11) w (co ) V v* = 1 ( IV e 60
\ / l \ / *= ^ \ /

CO
3
CO

Der Exponent (6 v -\- I)
2 kann nach dem Modul 5 nur den

Rest 0, 1, 1 geben. Lasst man also vn v2 alle Zahlen durch-

laufen, die den Bedingungen

v
l
=

1, 2, v, = 0, 3 (mod 5)

geniigen, so konnen wir den Ausdruck (11) so zerlegen:

(12) 17 (w) V7t = 7? (5 co) -\- & v
( I)

1

! e~6?

wenn e = e 5
gesetzt ist. Hieraus erkennt man, dass die Grossen

V0 die Relationen (9) des vorigen Paragraphen befriedigen, und
die Formel (10), . 113 ergiebt fiir die Wurzel x = xl : x2 der

Ikosaedergleichung den Ausdruck:

(13) r
) ($ G&amp;gt;)x=y(-l^ e ^&quot;

(6Vl + l)

\

Die iibrigen Wurzeln erhalt man, wenn man auf x die

Ikosaedersubstitutionen anwendet. Man kann sie aber auch da-
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durch bilden, dass man die Variable w durcli einen aquivalenten

Werth ersetzt (Bd. I, . 120).

Wir wollen hier endlich auch noch die Losung der Ikosaeder-

gleichung durch hypergeometrische Reihen kurz erwahnen. Nach

Gauss verstehen wir unter

F (, A y, I)
die unendliche Keihe

( + i) P (ft + i) t,

i . 2 . 3 r (r + i) (r + 2)

Setzen wir darin

* == 1728 |,

so erhalt die Wurzel der Ikosaedergleichung

J/3 _ z f. =
den Ausdruck

wfll 2i 1 A
,1 V60 60 3 V

t ft ,

(H zl 1 A
\60 60 3 V

Diese Reihen convergiren nur, so lange der absolute Werth

von | ein echter Bruch ist, konnen aber fiir andere Werthe

von | durch almliche Reihen ersetzt werden ]

).

l
) H. A. Schwarz, ,,Ueber diejenigen Falle, in denen die Gauss sche

Reihe F (,/?, y, x) eine algebraische Function ihres vierten Elementes ist&quot;.

Crelle s Journal, Bd. 75, 1872 (gesammelte mathematische Werke, Bd. II).

F. Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Abschnitt I, Cap. III.
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Gruppen linearer ternarer Substitutionen.

. 115.

Ternare lineare Substitutionsgruppe vom
168 8ten Grade.

Die Frage nach der Gesammtheit aller moglichen endlichen

Gruppen linearer Substitutionen von mehreren, insbesondere

clerer von drei und vier Dimensionen
,

ist von C. Jordan be-

handelt, der, ahnlich wie es fiir die binaren Substitutionen ge-

schehen, eine endliche Anzahl von Typen soldier Gruppen auf-

gestellt hat l

). Diese allgemeinen Untersuchungen konnen wir

hier nicht verfolgen, wir begnugen uns, ein Beispiel einer ter-

naren Gruppe ausfiihrlicher zu betrachten.

In dem Abscbnitte liber die Congruenzgruppen (. 66) haben

wir eine Reihe einfacher Gruppen kennen gelernt, von denen

sich die erste, vom Grade 60, als isomorph mit der Ikosaeder-

gruppe erwiesen hat. Wir wollen nun die nachste dieser einfachen

Gruppen vom Grade 168 betrachten, die wir mit L7 bezeichnet

haben, und versuchen, eine mit dieser isomorphe, ternare, lineare

Substitutionsgruppe zu construiren.

Dazu fiihrt uns das Theorem . 72, L, wenn wir vier Ele-

mente T. %, to, & aufsuchen, die bei der Composition den Bedin-

gungen dieses Theorems geniigen.

Wir wollen zunachst eine Substitution T in der Normalform
annehmen

/i, 0, 0\

(1) T = 0, 2 , ,

\0, 0, sj
l
) C. Jordan, Memoire sur les equations differentielles lineaires a

integrals algebrique. Crelle s Journal fur Mathematik, Bd. 84 (1878). Sur
la determination des groupes d ordre fini etc. Atti della R. Accademia di

Napoli, Vol. VIII (1879). Valentiner, Kjob. Skrift (6) V (1889).

Weber, Algebra. II. 9
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und darin miissen, da r vom 7 ten Grade sein soil, die j, 2 ,
f-,

siebente Einheitswurzeln sein, die der Bedingung

(2) X 2 3
= 1

gemigen.
Nun wollen wir die Substitution % so zu bestimmeii suchen,

dass die Bedingung ^ x = r 4
% oder

(3) . X-*****
erfiillt 1st. Nehmen wir % in der Form

3

an, so ergiebt die Bedingung (3)

/]*!, C^aj, HgaA

ft 2 , ft ft 2
= ft /

Da nun ocj, ft, y A nicht alle drei verschwinden konnen, so

muss fj
2 mit einer der drei Grossen 1? c 2 ,

f3 iibereinstimmen.

Ware x
=

A

2
,

also
j
= 1

,
und folglich 6

3
= s~\ so konnten

weder s2 noch 3
= 1 sein, weil sonst r die identische Substitu

tion ware. Es miisste also ft = y1
= a2

= W3
= und

2

2 =
3 ,

2

3 =r 1 sein, was unmoglich ist. Es bleiben daher nacb (2) noch

zwei mogliche Annabmen iibrig :

fj
= a, 2

2
, ^

= 4
,

,
=

, 2
=

*, 3
=

2,

worin eine imaginare siebente Einheitswurzel ist, und diese

beiden Annahmen fiihren zu zwei verschiedenen Gruppen, die

ganz gleichartig gebaut, ubrigens aucb isomorph sind. Wir ver-

folgen bier die erste Annabme welter, setzen also

/, 0, 0\ /O, 0, 1\ /O, 1, 0\

(4) r= 0, 2, , z= 1, 0, , z &amp;gt;= 0, 0, 1
, 2 = 1.

\o, o, 6*; \o, i, o/ \i, o, o/

Dass wir die nicht verschwindenden Grossen cc3 , ft, y., gleich 1

gesetzt haben, ist keine Beschrankung, da wir jede andere An-

nahme durcli eine Transformation der ganzen Gruppe darauf

zuriickfiihren konnen.

Die Bedeutung von % in dieser Form ist die einer cyklischen

Permutation der Variablen. Die Substitutionen r, i erzeugen

zusammeu eine Gruppe rv^
; vorn 21 steu Grade.
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Um nun a zu bestimmen, bedienen wir uns der Relation

* = %2G&amp;gt;,

und erhalten, wenn
/ll 2i S\

w =
I A, Ai A
\rn 72, TV

gesetzt wird,

/A Ai A
A, A, A =

also

!
= A = r-2

=
i

2
= A = 7:!

= A
,
=

/J2
= 7l rrr

y,

und w erhalt also die Form
/, A 7\

(5) co = A r,

Vy, , p/
Driicken wir die Berlingung aus, dass w vom 2 ten Grade

sein soil, so ergeben sich die Relationen

Aus (6) ergiebt sich
( -|- /3 -)- y)

2 = 1
,
und wenn man die

Determinante von w gleicb 1 setzt, so folgt mit Benutzung von (6)

( + ft + y)
:! = -

1, folglich

(7) + ft + y = -
1.

Aus (6) und (7) folgern wir noch die Relationen:

(8) = j8y , /3
= y |8*, y = a|8 y

(9)
:-, + ^ 3 + r3__ 3a/3 7=: __

l5

von denen die letztere, die man aus

C + + y)
s &quot; 3 (/3y + y + /3) ( + /3 + y) = -- 1

erhalt, den negativen Werth der Determinante von darstellt.

Endlich bilden wir noch nach den Relationen [. 72, (15)]

/ye*,

(10)
=

, /5

28
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Wenn wir nun die Bedingung aufsuchen, dass i = 1 wircl,

so haben wir @ 3 = @~ 2 zu setzen. Bilden wir also 2 und ~ 2

nach (10), so kann man zuerst versuchen, die Uebereinstimmung

herzustellen, indem man eine der drei Zahlen w, /3, y, etwa 7 = 0,

setzt; dann muss aber nach (6) und (7) nocli eine zweite, etwa

/3
= 0, und die dritte a = 1 sein. Dann wird aber 2 nicht

mit 0- 2 ubereinstimmend. Also sind alle drei Grossen w, /3, y

von Null verschieden. Setzen wir nun das zweite und dritte

Glied der ersten Zeile in den aus (10) abgeleiteten Substitutionen

@ 2 und @~ 2 einander gleich, so ergiebt sich, wenn die Factoren

y und a abgeworfen werden:

K(f
_ S-.) = /J(t-l_l), y(t*l) = fl( el- )

oder
w (

2__
-2) = 0(64- -4), y (

2_ -2
}
_

(,: -_-!),

und hieraus, wenn Ji einen unbestimmten Factor bedcutet:

a == ft (
4 __ a-*)

(11) /J
- A (

2 - - 2
)

y = A
(fi

S- 1

).

Der Factor ^ wird nach (7) aus der Gleichung

(12)
- 1 = h (s + 2 + 4 f- 1 -- - 2 ~ 4

)

bestimmt, und es ergiebt sich nach Bd. I, . 171

Das Vorzeichen von 1/7 hiingt von der Wahl von s ah und

ist positiv, wenn z. B.

= e~T~

genommen wird. Dann erhalt man fiir a, 0, y

2 sin -=-r 2 sin 2 sin

VT VT
r

VT
Aus (11) und (12) ergeben sich noch die Formeln

as -{-/3s
4

-|~7
2 ==r l

w -l
_|_ ^

-4
_|_ ^

-2 _
1?

(14) a + /? a-
1 + y 2 =0

\ / * i i
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und
, ft y sincl die Wurzeln der cubischen Gleichung

Man kann nun nach . 72, (15), (12). (13)

(15)
* =

T4G&amp;gt;T*X

setzen, und daraus erhalt man leicht nach (4) und (5)

/ft r* 3
,

* 2
\

(16)
2 = 7~ 3

, , 0*- 1

\-2, /j, y /

Vergleicht man dies mit dem Resultate, was man erhalt,

wenn man aus (10) direct @ 2
bildet, so ergiebt sich:

Of = a2-l_|_2 _|_ y2 -2^ a = y -f- y

(17) /3
= 2

und die Vergleichung mit dem aus (10) gebildeten &~ 2
ergiebt

ein ganz ahnliches Formelsystem, das aus (17) hervorgeht, wenn

mit e~ l vertauscht wird, namlich:

-f y a
2

-|- ft

Damit aber hierin kein Cirkelschluss liege, 1st zu zeigen,

dass die Relationen (17) in Folge der Bestimmungen (11), (12)

wirklich erfullt sind, denn dann erst ist das Bestehen der Rela

tion (15) und die Gleichheit von 2 mit @~ 2
nachgewiesen. Es

geniigt dazu, zwei dieser Relationen, etwa

a? -1 + ft
2 + y

2 ~ 2

abzuleiten; denn hat man diese nachgewiesen. so kann man darin

mit f&quot;
1
vertauschen, wodurch

, /3, y nicht geandert werden,
und sodann mit - und 4

,
wodurch a, /3, y in y, a, /3

und in

ft y, a iibergehen; und daher erhalt man das ganze Formel

system (17).

Diese beiden Relationen ergeben sich aber durch eine ein-

fache Rechnung nach (11), (12) in der Form:

( -f 2 -4- ^ -1 -2
-*) (

4 __ -
4)= f- 1

(*
~ 4

)
2 + (

2 _
-2j2 _^_

-2
(
_

-l)2=
( f- 1

) (2 -2)
J_ 2

(f -l) (
4 __

-4)
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Aus diesen Formeln ergiebt sich leicht nach (5), (8), (14):

/y, cc~ 2
, |3

\ /y, a
,

ft) (9 06
2

, /3,
V 3 W 2 =

I I

\/3
1

, y
~ 3

,
a /

(18)
/, /

@ CO @3 _ [A 5

v
\

Hiernach ist es nun sehr einfach, die charakteristischen Kela-

tionen des Theorems L, . 72 fur unsere Gruppe durcli wirkliche

Ausrechnung zu bestatigen, und damit ist also die ternare Gruppe
168 6ten Grades hergestellt *).

. 116.

Pole und Axen der tern are n Gruppen.

Wir wollen uns jetzt der Kiirze lialber einer geometrischen

Ausdrucksweise bedienen, indem wir die Variablen 0:^ a?2 ,
x-6 als

Dreieckscoordinaten eines Punktes x in einer Ebene betrachten,

obwohl auch imaginare Werthe von x^ x^ x^ zulassig sein sollen.

Bedeutet A eine ternare lineare Substitution mit der Deter-

minante 1, und ist

(1) (y) == A (x\

so sind i/!, 1/21 I/a
die Coordinate!! eines zweiten Punktes (//), be-

zogen auf dasselbe Coordinatensystem ,
der aus (x) durch die

Substitution A abgeleitet ist.

Wenn x eine gerade Linie durchlauft, so durchlautt auch
//

eine gerade Linie, und vvenn die Gleichungen dieser beiden Linien

(2) Ui Xi -\- U^ X2 -\- U$ #3 = 0, V^ y1 -f- K72 1/2 ~(~ y3 //3
== ^

sind, so ergiebt sich durch Einsetzen von (1) in (2), dass

uit M2 , % mit fi, -t 2 ,
t 3 durch die transponirte Substitution

von A: ,\ j / \

(te)
= ^! (;)

!

) Vergl. F. Kiel n, ,,Uebev die Transformation siebenter Ordnuog
der elliptischen Functioiieii&quot;. ,,Ueber die Auflosuiig- gewisser Gleichungeu
vom 7*0&quot; und 8 ten Grade&quot;. Mathein. Auualen, Bd. 14 u. 15. Klein -Fri eke,

Vorlesungen iiber Modul-Functionen, Bd. I, dritter Abschnitt, Capitel VII.

(Jordan, .,Ueber Gleichungen 7*cn Grades mit einer Gruppe von 108 Sub-

stitutioncii
u

. Mathem. Anualeu, Bd. 20, 25.
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zusammenhangeD (. 37. 9.).
Es \\ird also durch A niclit nur

aus jedem Punkte ein Punkt, sondern auch aus jeder geraden

Linie eine gerade Lime abgeleitet.

Die durch (1) ausgedriickte Beziehung der Punkte y zu den

Punkten x kann als eine Abbildung der Ebene in sich

selbst bezeichnet werden, wobei jedem Punkte ein bestimmter

underer Punkt und jeder geraden Linie eine gerade Linie ent-

spricht. Eine solche Abbildung heisst in der Geometric auch

eine Collineation. Der Punkt y heisst das Bild des Punktes x

und die gerade Linie v das Bild der geraden Linie u. Hat

man die Bilder zweier Punkte, so ist die Verbindungslinie dieser

Bilder das Bild der Verbindungslinie der beiden Originalpunkte.

Bedeutet S eine zweite ternare lineare Substitution und

A = S-^AS

die aus A durch S transformirte Substitution, so ist

00 = A (x )

gleichbedeutend mit

0,) = A (x\
wenn

gesetzt wird. Statt nun durch S eine Abbildung zu definiren,

kann man auch eine Coordinatentransforrnation darunter

verstehen
,
indem man unter x[ , x% ,

x^ die Coordinaten des

Punktes (x) in einem neuen, durch /S bestimmten Coordinaten-

systeme versteht. Dann wird der Zusammenhang zwischen den

beiden Punkten x, y ebenso wie durch A auch durch die trans

formirte Substitution A ausgedriickt, und die Transformation der

Substitutionen ist also gleichbedeutend mit der Transformation

des Coordinatensystems. Die Composition der transformirten

Substitutionen geschieht, wie wir schon friiher gesehen habeu,

ebenso wie die der urspriinglichen ,
und es entsteht also durch

Transformation aus jeder Gruppe eine isomorphe Gruppe.
Von grosser Wichtigkeit ist nun die Untersuchung der

Punkte, die bei der Abbildung durch eine Substitution A un-

geandert bleiben.

Nehmen wir A in der Form an:
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so erhalteu wir als Bedingung daflir, dass der Punkt y mit dem
Punkte x zusammenfallt, da ein Punkt durch die Verhaltnisse

seiner Coordinaten eindeutig bestimmt 1st, die, dass fur einen

passend bestimmten Coefficienten A:

I Xi = a x
l + ft xz + r X3

(3)
A #2
= a #! -[- /3

x2 -f- / x.A

A ==a&quot;* S&quot;s &quot;a

woraus man durch Elimination von

Gleichung fiir A erhalt:

a A,

A =

#2 ,
a?3 die cubische

= 0.

&quot;,

Es giebt daher im Allgemeinen drei Punkte, die ihre

eigenen Bilder sind, und diese wollen wir (wie bei den binaren

Substitutionen) die Pole der Substitution A nennen. Die

drei Verbindungslinien dieser Pole sind dann gleichfalls ihre

eigenen Bilder, jedocb so, dass auf jeder dieser drei Geraden

nur zwei Punkte liegen, die auf sich selbst abgebildet sind. Die

Bilder der iibrigen Punkte sind in der Linie verschoben. Diese

Linien wollen wir die Axen der Substitution A nennen.

Es konnen nun aber besondere Falle eintreten, die hervor-

zuheben sind. Es konnen zwei oder selbst alle drei Pole in

einen Punkt zusammenfallen, wie das Beispiel

/

a

zeigt. Hier fallen, wenn a
, a&quot;, /3&quot;

von Null verschieden sind,

zwei, oder wenn a = 1 ist, alle drei Pole in einen Punkt zu-

sammen.

Wichtiger noch ist ein anderer besonderer Fall, namlich

der, dass unendlich viele Punkte ihre eigenen Bilder sind. Wenn
wir von dem Falle absehen, dass alle Punkte ihre eigenen Bilder

sind, der nur bei der Multiplication vorkommt, so mttssen die

Punkte, die ihre eigenen Bilder sind, wenn ihrer unendlich viele

sind, auf einer geraden Linie liegen; denn es kann dieser Fall

nur dann eintreten, wenn fiir eine Wurzel von (4) die drei Glei-

chungen (3) aus einer von ihnen folgen, oder, was dasselbe ist,

wenn mit A zugleich die sammtlichen ersten Unterdeterminanten
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verschwinden. Eine solche gerade Linie wollen wir eine Haupt-
axe der Substitution A nennen. Aber nur gewisse besondere

Substitutionen besitzen Hauptaxen. Eine Substitution mit eiuer

Hauptaxe hat ausser dieser noch einen Pol, der in besonderen

Fallen auch in die Hauptaxe hineinfallen kann.

Legen wir, um diese Verhaltnisse zu iibersehen, die Haupt
axe in die Linie xl

= 0, so muss, wenn xl
= ist, yl

= 0,

y.2 :
?/3 x.2 : #3 sein. Daraus ergiebt sich

y l
= x

y, = a x1 4- PX*

7/3
= a&quot;xl + ftxA .

Den ausser der Hauptaxe existirenden Pol erhalten wir, wenn

wir
//!
= #!, 2/2

= a #2 i 2/3
= a #3 setzen; dann ergiebt sich

(/3
-

) x, + a x, = 0, (/3 ) x, + a&quot;x,
= 0,

und dieser Punkt wird dann und nur dann in die Linie XL
=

fallen, wenn
/3
= ist. Dieser Fall kann bei endlichen Gruppen

nicht eintreten (ausser bei der Multiplication).

Wenn ein von der Hauptaxe verschiedener Pol existirt, so

konnen wir diesen in die Ecke x.2 = 0, x
z
= legen, und die

Substitution erhalt die Form

wo von
/3 verschieden ist.

Eine gerade Linie u^ xl -\- u.2 x2 + 3 x3
= ist dann und

nur dann ihr eigenes Bild, wenn entweder ti.2
= u z

= oder

w, = ist.

Wenn also eine Substitution einen Pol und eine

Hauptaxe hat, so bleiben ausser dieser alle gerade n

Linien und nur die ungeandert, die durch den Pol

g e h e n.

Es ist noch zu bemerken, dass, wenn drei getrennte Pole

vorhanden sind. diese nicht in eine gerade Linie fallen konnen,
ohne dass die Linie zur Hauptaxe wird. Denn wenn eine gerade
Linie ihr eigenes Bild ist, so konnen, wenn sich die Linie nicht

Punkt fur Punkt selbst entspricht. nur zwei Punkte auf ihr

liegen, die ihr eigenes Bild sind.

Fassen wir dies Alles zusanimen, so nnden wir folgende
Arten von ternaren linearen Substitutionen. wobei zusammen-
fallende Pole nur einmal mitgezahlt sind;
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1. Substitutionen mit drei Polen,

2. zwei Polen,

3. einem Pol,

4.
.,

einer Hauptaxe
und einem Pol,

5. einer Hauptaxe.

Als letzter Fall wiirde noch die Multiplication aufzuzableft

sein, fiir den jeder beliebige Punkt sein eigenes Bild ist.

Die Art der Substitution bleibt erhalten bei jeder Trans

formation.

Wenn ein Punkt ungeandert bleibt durcb eine Substitu

tion A, so bleibt er auch bei jeder Wiederholung von J., also bei

J. 2
, A\ . . .

, ungeandert. Die Pole von A finden sich daher immer

unter den Punkten, die bei der Abbildung durcb A 2 ihre eigenen

Bilder sind. Es kann aber wobl der Fall eintreten, dass z. B. A
drei Pole hat, wahrend eine Potenz, A k

,
eine Hauptaxe besitzt.

Dann miissen zwei der Pole von A auf der Hauptaxe von A k

liegen, und der dritte Pol von A ist der einzelne Pol von A k
. Ist

namlich A eine Substitution mit drei Polen, so konnen wir sie,

indem wir die Pole in die Ecken des Coordinatendreiecks legen,

in die Normalform

/, 0, 0\

A = 0, ft

\o, o, r)

setzen, worin
, /3, y von einander verscbieden sind. Ist nun

pk
.

yk^ a]so ^ Y01] y um e jne /^to Einheitswurzel als Praetor

unterschieden
,

so bat A k die Linie x
t
= zur Axe, und die

gegeniiberliegende Ecke des Coordinatendreiecks zum Pol.

Ist A von endlichem Grade ^, so sind a, /3, y ^ Einhcits-

wurzeln. Ist A* die niedrigste Potenz von A, die eine Hauptaxe

bat, so muss
/3

: y primitive fc
te und zugleich tt

te Einheitswurzel

sein, und folglicb muss Ti, ein echter Theiler von
^t sein; wenn h

relativ prim zu ^ ist, so hat A lc dieselben drei Pole wie A.

. 117.

Anwendung auf die Gruppe 6r 16s . Siebenzahlige Pole.

Wir wollen nun die Pole und Axen der Substitutionen unserer

Gruppe 6r168 aufsuchen.
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Diese Arbeit wird wesentlich dadurch erleichtert, dass uns

aus der Betrachtung der Congruenzgruppe L7 die Grade und

Cykeln der Gruppe schon bekannt sind (. 68). Danach giebt es

^2
_ i

_ 48 Elements 7 ten Grades A7 ,
l

/4 p (p 3) (p -j- 1) 56

Elemente 3 ten Grades A3
und 1/4 P G? !)

2 = 63 Elemente

4 tcn oder 2 ten Grades A4 ,
A.2 in 6r168 .

Die Elemente ^4 7 ordnen sich (mit Zuziehung der identischen

Substitution) in acht Cykeln von sieben Gliedern, die Az in

28 Cykeln von drei Elementen und die A und A.2 in 21 Cykeln

von vier Gliedern. Jeder dieser letzteren Cykeln enthalt ein

Element A 2
und zwei Elemente J.4 ,

und wenn wir also zusammen-

fassen, so erhalten wir:

48 Elemente 7 ten Grades

3 ten56 3 ten

42

21 2*en .

Wenn ein Punkt durch v Substitutionen der Gruppe (die

identische eingeschlossen) ungeandert bleibt, so wollen wir einen

solcben Punkt einen v-zahligen Pol nennen (. 52).

Fur die Feststellung der Pole und Axen geniigt die Be-

trachtuDg je eines Cyklus, da aus diesem die anderen durch

Transformation abgeleitet sind (. 69).

Nehmen wir die Substitution 7 tcn Grades T [. 115, (4)], so

linden wir die Ecken des Coordinateudreiecks als drei getrennte
Pole. Alle Potenzen von r, deren Exponenten nicbt durch 7

theilbar sind, haben dieselben drei Pole.

Durch AnwenduDg der Substitutionen ^, ^
2 auf die Coordi-

naten dieser drei Pole gehen dieselben cyklisch in einander

tiber; wendet man aber die Substitutionen @, @ 2
,

&amp;lt;9

3
, ca, w@,

co0\ w@3 an? die in . 115. (5), (10), (16), (18) vollstandig ge-

bildet sind. so geht das ganze Coordinatendreieck in ein vollig

davon verschiedenes iiber (z. B. durch co in das Dreieck mit

deni Eckcoordinaten . /3, y\ /3. 7, a; 7, a, /3), und daraus ist

zu schliessen. dass diese Pole nicht mehr als siebenzahlig sind.

Es giebt acht Tripel soldier siebenzahliger Pole, die alle von

einander verschieden sind, und jeder von ihnen kann in jeden
anderen durch eine Substitution der Gruppe 6^16S transformirt

warden.

Wir haben also den Satz:
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1. Es giebt 24 siebenzahlige Pole, die sich, den
acht siebengliedrigen Cykeln entsprechend, in

acht Tripel theilen. Jeder dieser 24 Punkte
k a n n in j e d e n a n d e r e n d u r c h S u b s t i t u t i o n e n

der Gruppe 6r168 transformirt werden.

(I)
= 0,

. 118.

Die Hauptaxen.

Wir gehen zur Betraclitung der Substitutionen 4 teu und 2 ttm

Grades uber, als deren Reprasentauten wir S und 2 wahlen.

Nach . 115, (10) und . 116 haben wir fur die cubische

Gleichung zu 16sen:

y
2

A, 6, ft

a, /3fi* A, yf&amp;gt;

/5fi, y, A

die entwickelt so lautet:

(2) A A3 (a + |8
e* + y

2
)

A [6 (3 _ 0y
+ a:

J + j33 + ya 3 a /3 y = 0.

Diese Gleichung reducirt sich aber mit Benutzung der Rela-

tionen (8), (9), (14) des .115 auf

(3) AS A2 + I 1 = 0,

und hat die Wurzeln
I = 1, A = i,

und daraus lassen sich die Coordinaten der drei Pole berechnen,

die sich als rationale Functionen von f und i ergeben.

Fiir die Pole von &amp;lt;9

2 erhalten wir nach . 115, (16) zunachst

die cubische Gleichung

ft yfi

y
- 3

~ 2

= 0,A, /3-i

~, fte, y A

die nach den Relationen zwischen a, /3, y leicht in die Form

(4) (I + 1) (A
-

1)
=

gebracht wird und daher eine Doppelwurzel A = 1 und eine

einfache Wurzel A = 1 hat. Setzen wir den Werth A = 1
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in die Gleichungen ein, durch die der ungeanderte Punkt be-

stimmt wird [. 116, (3)], so ergiebt sich:

(ft + 1) X, + y
3

3C-Z -f
2 ^ == 0.

y e~ s xl +(+!) X2 + ft
fc&quot;

1 ^ = 0,

ae-*x, + j}tx2 + (y + 1)*3 =0.

Diese drei Gleichungen reduciren sich alle auf die eine, die

man z. B. aus der ersten durch Multiplication mit
/3

und An-

wendung von . 115, (8) ableitet :

(5) ayXi + ftr^^2 + ap-x?, =0,

und die eine gerade Linie darstellt. Diese Linie ist also eine

Hauptaxe.
Solcher Hauptaxen erhalten wir 21, da wir 21 Substitutionen

2 ten Grades haben.

Man kann die Functionen, die, gleich Null gesetzt, die

21 Hauptaxen darstellen, aus (5) leicht bilden, wenn man die

Function

(6) A = uyXi + 0y 3 #2 + /3f
2^

(lurch die Substitutionen rr
,
rr %, rr %* transformirt (r = 0, 1, 2,

3, 4, 5, 6). Man erhalt so die 21 Functionen:

(7)

aus denen leicht zu ersehen ist, dass die 21 Hauptaxen wirklich

alle von einander verschieden sind.

Wir fassen dies so zusammen:

2. Es gehoren 21 verschiedene Hauptaxen zu der

Gruppe 6r 16S ,
von denen jede in jede andere

durch Substitutionen der Gruppe transformirt
werden kann.

Da es nur 21 Hauptaxen giebt, so muss jede von ihnen

durch acht Substitutionen ungeandert bleiben
,
und diese acht

Substitutionen bilden eine Gruppe. Urn diese Gruppe zu er-

mitteln, wenden wir auf den in (6) dargestellten Ausdruck A
die Substitution a [. 115, (5)] an, und dadurch geht er uber in

(8)
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Nach . 115, (14) und (8) ist aber

und wenn man die drei Coefficienten des Ausdrucks (8) in dieser

Weise umforrat, so ergiebt sich

ayxl fly^Xz cc/3
2
#,,

d. h. A andert durch Anwendung der Substitution to sein Vor-

zeichen, und die Hauptaxe A bleibt also durch die Substitution to

ungeandert.

Da A ausserdem durch die Substitution & ungeandert bleibt,

weil zwei Pole von & auf A liegen, so haben wir die ganze

Gruppe 8 ten
Grades, durch die A ungeandert bleibt, die wir die

Gruppe von A nennen und mit G-n bezeichnen, in der Form

(9) to.&quot; & v
.

Unter diesen acht Substitutionen sind nur zwei, namlich

die identische und @ 2
,

die alle Punkte der Linie A ungeandert
lassen. Bei den andereri bleiben nur je zwei Punkte in Ruhe.

Denn berechnet man auf dem hier eingeschlagenen Wege aus

. 115, (5), (16) die Hauptaxen von to, to @, to 2
,

to &\ so erhalt

man, in der Bezeichnung (7),

-&quot;-2,15 -&quot;-3, 0-, -&quot;-3,3} -&quot;2,05

die alle von der Hauptaxe A^ von @ 2 verschieden sind.

Die Substitution @ 2 hat ausser der Hauptaxe A noch einen

isolirten Pol, den wir erhalten, wenn wir die Wurzel A = 1 der

cubischen Gleichung (4) wahlen. Dann ergeben sich fur die

Coordinaten dieses Poles die Gleichungen

(ft
--

1) x
l + &amp;gt;ys*x2 +ae*x, = 0,

V
- 3 *2 + (ul)x2 +ft s-*x, = 0,

- 2^ -\-p x2 -\-(y l)x, =0,
und daraus erhalt man

(10) #] : x% : x
?i

= ay 4
: (lys : aft t 2

.

Soldier Punkte giebt es 21. Den Punkt (10) bezeichnen wir

fiir den Augenblick mit a. Der Punkt a bleibt nun nicht nur

durch 6), sondern auch, wio eine Rechnung auf Grund der Formeln

. 115, (17), (14) zeigt, durch to, und folglich durch die ganze

Gruppe (}a ungeandert, und ist also ein mindestens achtzahliger

Pol. Da er aber durch 21 Substitutionen in 21 verschiedene

Lagen gebracht werden kann, so ist er auch nicht mehr als
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achtzahlig. Da er durch die SubstitutioDen 2 ten Grades ,

@ 2 w, 0-0 ungeandert bleibt, und da die Pole dieser Substitu

tionen auf A liegen (well A durch sie ungeandert bleibt), wah-

rend a nicht auf A liegt, so miissen die Hauptaxen dieser vier

Substitutionen w, @&amp;lt;o,
@ 2 w, @ :-w durcb den Punkt a gehen.

Die Pole der vier Substitutionen w, &amp;lt;a,

@ 2
&amp;lt;a,

:!

w, die wir

an a2 , 3 ,
a4 nennen wollen, sind als Bilder des Punktes a gleich-

falls achtzahlige Pole, und miissen, wie a, Pole von Substitutionen

vierter Ordnung sein, die jedenfalls alle von & und ver-

schieden sind, weil sonst 2 einer jener vier Substitutionen gleich

sein iniisste, was nicht der Fall ist. Durch a bleiben nur zwei

Punkte der Axe A, namlich die Pole von o und von 2
,
un

geandert.

Betrachten wir nun die beiden anderen Pole c^ c2 der Sub

stitution 0. Diese Punkte liegen gleichfalls auf der Hauptaxe A,

sind aber von den Punkten %, a2 ,
a

:i ,
a4 verschieden, weil diese,

wie schon bemerkt, nicht unter den Polen von vorkommen.

Nun ist w CD = 0. also

03 (x)
= w (x),

und wenn nun (x) = 0(x) ist, so ist auch

co (x) = 0o (x) ;

d. h. wenn (x) die Coordinate!! eines Poles von sind, so haben

die o(x) die gleiche Bedeutung. Durch die Transformation w

gehen also die Pole vori nur in einander iiber. Der Pol a

bleibt ungeandert durch w; ^ und c2 dagegen konnen nicht un

geandert bleiben, weil sie unter den Polen von w nicht vor

kommen, und miissen also in einander iibergehen.

Wir haben also folgende Uebersicht:

Ungeandert durch o und 0-o auf A nur die Punkte a1? a3

n A
it n n a^ 4

Ein von diesen sechs verschiedener Punkt x von J. geht
nur durch die Substitutionen 1 und @ &amp;gt;2 in sich selbst iiber und
kann daher ein zweizahliger Pol genannt werden. Dann gilt

der Satz:

3. Ein zweizahliger Pol geht durch die a us w und
abgeleitete Gruppe 8 ten Grades in vier ver-

schiedene Lagen iiber.
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1st namlich x ein zweizahliger Pol, und geht x durch to

in x
,
durch @ in x&quot; iiber, so sind nicht nur x und x&quot; von x,

sondern sie sind auch unter einander verschieden, well, wenn sie

identisch waren, x durch co @* ungeandert bliebe. Durch co &

geht dann x in eine vierte Lage x &quot;

iiber. und x &quot;

ist sowohl

von x als von x&quot; verschieden, well sonst x durch co & ca = &
oder durch co &~ l = ai ungeandert bliebe. Da x durch 2

ungeandert bleibt, so geht x durch 3 in
#&quot;,

durch 0~ co = co 2

in X1

,
durch co & ] in x&quot;

1

iiber.

Da wir auf jeder Hauptaxe zwei Punkte cx ,
C2 haben, so

giebt es im Ganzen 42, und jeder von ihnen kann in jeden an-

deren durch Substitutionen der Gruppe iibergefuhrt werden.

Daraus folgt, dass diese Pole nicht mehr als vicrzahlig sind.

Daher der Satz:

4. Es giebt 21 achtzahlige und 42 vierzahlige Pole.

Auf jeder Hauptaxe liegen vier achtzahlige und
zwei vierzahlige Pole. Durch jeden achtzahligen
Pol gehen vier Hauptaxe n. Jeder achtzahlige
Pol kann in jeden anderen achtzahligen und

jeder vierzahlige Pol in jeden anderen v i e r -

zahligen Pol iibergefuhrt werden.

. 119.

Die drei- und sechszahligen Pole.

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Substitutionen

dritter Ordnung und ihrer Pole, und wahlen als Repriisentanten

einer solchen Substitution

/OO IX

* = 1

J,

deren Pole man aus

A#! = #3, A #2
= #li ^#3 = X2

erhalt. Es folgt daraus A 3 = 1
;
also ist A eine dritte Einheits-

wurzel, und wenn daher Q eine imaginare dritte Einheitswurzel

bedeutet, so ergeben sich die drei Pole:

xl
= x2

= Xs

(1) Xl
= Q X2

==

X, = ^-X, rrrr Q
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Zwischen diesen drei Polen besteht aber ein wesentlicher

Unterschiecl. Wenden wir namlich die Substitution darauf an,

so bleibt der erste von ihnen ungeandert. Er ist also minde-

stens sechszahlig und gehort zu den Substitutionen

1, X, ^ a, o L a i*.

Die beiden anderen Pole, namlich

(2) x, = $x.2 == p*jr3 , Xl = Q -2x2 = Q X^

gehen durch die Substitution w in einander iiber, und wir miissen

nachweisen, dass sie durch jede andere Substitution der Gruppe,
ausser ^. ^

2
. verandert werden, dass sie also nur dreizahlig sind.

Bezeichuen wir fiir den Augenblick die beiden Punkte (2) mit

n und JT
,
so konnen wir zunachst sagen, dass alle Substitutionen

aus 6r16s ,
welche n ungeandert lassen, eine Gruppe Gn bilden

miissen, und zwar einen Theiler von 6r168 ;
die Gruppe Gn ent-

halt ihrerseits die cyklische Gruppe 1, ^, %-.

Ist 6 irgend eine Substitution von 6r^, so kommt also JT

unter den Polen von 6 vor. Daraus folgt, dass 6 weder vorn

7 ten noch vom 4 teu Grade sein kann. Denn die Coordinaten der

Pole von diesen zwei Graden sind rationale Functionen von
,

?
,

wahrend die Coordinaten von TC die davon unabhangige Irratio-

nalitat enthalten (Bd. I, . 134, vergl. den Nachtrag am Ende
dieses Bandes). Dass aber 6 auch nicht vom 2 ten Grade sein

kann, ergiebt sich daraus, dass n auf keiner der Hauptaxen

liegt. Denn lage es auf einer Hauptaxe, so miisste, weil Q nicht

rational durch ausgedriickt werden kann, wie aus (2) mittelst

der Gleichung
1 + &amp;lt;&amp;gt; + 02 =

abzuleiten ist, nach . 118, (7) eine der 21 Relationen bestehen

von denen offenbar keine moglich ist. Die Gruppe Gn enthalt

also ausser der identischen nur Substitutionen 3 ten
Grades, und

der Grad von Ga muss eine Potenz von 3 sein. Da aber 168

nicht durch 9 theilbar ist, so muss der Grad von Gn gleich 3

sein. Hieraus folgt:

5. Es giebt 56 dreizahlige Pole, die zu je zweien
zu derselben Substitution gehoren, und sich
danach in 28 Paare ordnen. Jeder dieser Pole

Weber. Algebra. II.
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kann durch Substitutionen der Gruppe 6r16s in

jeden anderen trans formirt we r den.

Setzen wir

(3) T=x
1 +z, + Xto

so 1st T die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte

or, n . Die Function T bleibt durch % ungeandert und wechselt

durch co ihr Vorzeichen. Sie geht aber durch die 28 Substitu

tionen 8 Tr in 28 verschiedene Functionen Ts
,
r iiber, die wir

mit Hulfe der Formeln des . 115, (11), (14) leicht so darstellen

konnen :

und diese stellen, gleich Null gesetzt, 28 verschiedene gerade
Linien dar, die alle aus einer von ihnen durch Substitutionen

der Gruppe ableitbar sind.

Auf der Linie T liegen die drei Punkte mit den Coordinaten

die aus (10), . 118 durch die Substitutionen z~ 4
,
r~ 4

^, T~ A
%-

hervorgehen und also zu den achtzahligen Polen gehoren.

6. Auf jeder Linie T liegen drei achtzahlige und
zwei dreizahlige Pole.

Es bleibt noch der dritte Pol nQ der Substitution % mit

den Coordinaten

00~\
- ^/o -

~
Ou**

zu untersuchen, von dem wir schon nachgewiesen haben, dass or

(lurch die sechs Substitutionen

(
5
) 1, L X

2
; &amp;lt;*&amp;gt;, &amp;lt;%,G&amp;gt;%

2

ungeandert bleibt. Es fragt sich nun, ob dieser Pol nicht meni

als sechszahlig ist.

Wenn es ausser (5) noch andere Substitutionen giebt, die

den Pol 7t
l}
unverandert lassen, so miissen diese nothwendig vom

2 ttm Grade sein, da JTO weder ein vierzlihliger noch ein sieben-

kahliger Pol ist, und weil ferner der Grad der zu JTO gehorigen

Gruppe nicht durch 9 theilbar sein kann.



. 120. Configuration der Gruppe G168 . , 451

Nun liegt der Punkt ir auf den drei Hauptaxen der Sub-

stitutionen 2 ten Grades co, #, o 2
. Giebt es noch eine weitere

Substitution 2 ten
Grades, durch die jr ungeandert bleibt, so muss

JFO auf der Hauptaxe dieser Substitution liegen.

Setzen wir aber in den Gleichungen der Hauptaxen [. 118, (7)]

#, x2
= #3 ,

so ist jede dieser drei Gleichungen nur fur einen

Werth von r befriedigt; also kann :r nicht auf mehr als dreien

der Hauptaxen liegen, und JTO ist sechszahlig.

Daraus der Satz:

7. Es giebt 42 sechszahlige Pole, die alle aus einem

von ihnen durch Substitutionen der Gruppe
ableitbar sind. Durch jeden dieser Pole gehen
drei Hauptaxen der Gruppe.

Der Pol KQ liegt auf keiner der Linien T
Si ,..

Dies lasst sich

leicht zeigen ,
wenn man in den Ausdriicken (4) x^ x., = #3 ,

und dann fiir a2
, /3

2
, y

2 ihre Ausdrlicke durch setzt. Man
sieht dann leicht (mit Anwendung der Irreducibilitat der Kreis-

theilungsgleichung), dass von diesen Ausdriicken keiner ver-

schwindet.

. 120.

Die Configuration der Gruppe 6r 168 .

Die Gesammtheit der geraden Linien und Punkte, die wir

in den vorangegangenen Paragraphen betrachtet haben, wollen

wir die Configuration der Gruppe fr168 nennen. Das Wort
hat hier dieselbe Bedeutung, in der es in neuerer Zeit in der

Geometric gebraucht wird !

).

Wir beschreiben diese Configuration im Folgenden etwas

naher, ohne etwas Neues hmzuzufiigen , nur um die Satze der

letzten Paragraphen anschaulicher und iibersichtlicher hervor-

treten zu lassen.

Wir haben in dieser Configuration:

21 Linien A (die Hauptaxen),
21 Punkte a (die achtzahligen Pole),

28 Linien T,

28 Punkte t (die sechszahligen Pole).

*) Der Ausdruck ist von Re ye emgefiihrt: nGeometrie der
Lage.&quot;

Bd. I, 2. Aufl. (1876).

29*
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Das ganze System geht durch 168 Substitutionen der Gruppc
in sich selbst iiber.

Auf jeder Linie A liegen vier Punkte a.

Durch jeden Punkt a gehen vier Linien A.

Auf jeder Linie T liegen drei Punkte a.

Durch jeden Punkt t gehen drei Linien A.

Die Punkte a und t Ml den zusammen das voll-

standige System aller Schnittpunkte der Linien A.

Denn 21 gerade Linien schneiden sich in 210 Punkten, und

von diesen fallen drei oder sechs zusammen, weim drei oder

vier dieser Linien durch einen Punkt gehen. Es ist aber

210 = 21.6 + 28.3.

Auf jeder Linie A liegen vier Punkte t.

Denn da durch jeden Punkt t drei Linien A gehen, und

auf jeder Linie A gleich viele Punkte t liegen miissen (well jede

Linie A in jede andere transformirbar ist), so ist, wenn x die

Anzahl dieser Punkte ist, x . 21 : 3 = 28, also x 4. Ebenso

schliesst man:

Durch jeden Punkt a gehen vier Linien T.

Keiner der Punkte t liegt auf einer Linie T.

Bezeichnen wir die v-zahligen Pole mit Pv ,
so haben wir

also folgende Systeme von Polen :

21 achtzahlige Pole Ps ,

28 sechszahlige P6 ,

42 vierzahlige P4 ,

56 dreizahlige P3 ,

24 siebenziihlige P7 ,

unendlich viele zweizahlige Pole P2 .

Die P2 sincl alle von P4 ,
Pr,, Ps verschiedene Punkte der

Hauptaxen; von den Punkten P4 liegen je zwei auf einer Linie A;
von den Punkten P3 liegen je zwei auf einer Linie T; die Punkte

P7 liegen nicht auf den Linien A fdass sie auch nicht auf T

liegen, wird sich spater ergeben).

Das System der Axen ist genau entsprechend dem System
der Pole. Jede gerade Linie, die durch einen achtzahligen

Pol geht, ist eine Axe (darunter die Hauptaxen, vier Linien T
und zwei Verbindungslinien des Ps mit P4 ).

Demnaeh konnte
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man die
P&amp;lt; passend die Hauptpole nenuen und die durcli sie

gehenden Axen niit A^ A6 ,
A4

. A^ bezeichnen.

Hervorzuheben sind ferner die 28 Paare von Verbindungs-

linien eines P$ mit den beiden zugehorigen P3 . die wir mit A$

bezeichnen konnen, und endlich die 24 Verbindungslinien je

zweier zusammengehoriger P-
t

. als deren Reprasentanten die

Seiten des Coordinatendreiecks zu betrachten sind. die mit A7

bezeiclmet werden konnen.

. 121.

Invariantencurven der Gruppe G 1&s .

Eine Form u ten Grades cp (xl ,
x.2 ,

xs)
wird durch die Sub

stitutionen der Gruppe im Allgememen in 168 verschiedene

Formen iibergehen. Bei besonderen Formen von cp kann diese

Zahl sich aber verringern. und dann bilden die Substitutionen,

durch die cp ungeandert bleibt, eine in 6r16S enthaltene Gruppe G ,

deren Grad ein Theiler von 168 sein muss. Die Anzahl der

Formen, in die
&amp;lt;p iibergeht, ist der Index des Theilers G

,
und

jede dieser verschiedenen Formen von
q&amp;gt;

bleibt durch eine mit

G conjugirte Gruppe ungeandert. Die Form cp ist eine absolute

Invariante der Gruppe G .

Die Gleichung cp
= stellt eine auf das Coordinatendreieck

#!, x^ ^3 bezogene Curve dar, und diese Curve wird eben durch

die Substitutionen von 6r16S auf andere Curven abgebildet. Sind

die 168 Bildcurven nicht alle von einander verschieden, so bleibt

die Curve cp durch die Substitutionen einer Gruppe G unge-

iindert oder andert sich nur urn einen constanten Factor, ist

also relative Invariante von G 1

. Eine gerade Linie bleibt nur

dann durch andere als die identische Substitution ungeandert,

wenn sie zu den im vorigen Paragraphen beschriebenen Axen

gehort.

Alle Eigenschaften und Beziehungen zwischen Punkten, Linien

imd Curven, die durch lineare Transformation unzerstorbar sind

(die sogenannten projectiven Eigenschaften der Geometrie), blei-

ben in den Bildern erhalten. Wenn also z. B. eine gerade Linie

Tangeute oder Wendetaugente oder Doppeltangente einer Curve

ist, so stehen alle Bilder der geraden Linie in derselben Be-

ziehung zu den Bildern der Curve, Ebenso wenn ein Punkt
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Doppelpunkt, Wendepunkt. Riickkehrpunkt , Beriibruugspunkt
einer Doppeltangente u. s. w. ist.

Unter den Formen (p sind uns nun vor Allem die von

Wichtigkeit, die bei der ganzen Gruppe ungeandert bleiben, die

Invarianten, deren es bier, da die Gruppe einfacb ist, nur absolute

giebt (. 40). Ist c (x^ x%, #3 )
eine solche Form, so soil die durcb

die Gleichung = dargestellte Curve eine invariante Curve

der Gruppe heissen. Es giebt 168 Abbildungen der Ebene auf

sicb selbst, bei denen alle Punkte der Curve in Punkte derselben

Curve iibergeben. Liegt irgend ein Punkt auf dieser Curve, so

liegen auch alle seine Bildpunkte darauf.

Im Allgemeinen ist die Zabl der so mit einander verbundenen

Punkte der Curve 168, jedenfalls nicht grosser. Ist sie kleiner,

so miissen die Punkte Pole sein, und die Anzahl der Bildpunkte

ist ein Theiler von 168 (namlich 24 fur die P7 ,
21 fur die P8 ,

28 fiir die PG ,
42 fiir die P4 ,

56 fur die P3
und 84 fur ein

System zusammengehoriger P2 ).
Wenn ein Pol von einer dieser

Arten auf der Curve liegt, so liegen alle Pole voi&amp;gt; derselben

Art darauf.

. 122.

Die erste Invariante der Gruppe 6r 16S und die

Grundcurve.

Um nun die Invarianten unserer Gruppe zu bilden, suchen

wir Formen der drei Variablen x^ x%, x-A auf, die durcb An-

wendung der drei Substitutionen i, r, co (. 115) ungeandert

bleiben. Dies geniigt, da die ganze Gruppe sicb aus diesen drei

Substitutionen zusammensetzen lasst (. 72). Nun ist % eine

cyklische Vertauscbung der drei ^7 ariablen ^, x2 , #3 ,
und r be-

deutet die Substitution

Wenn also in einer Invariante ein Glied x^xfyxfy vorkommt,

worin h^ 7i2 , lh ganze nicbt negative Zablcn sind, so verlangt die

Unveranderlicbkeit durcb T, dass

(1) 7^ + 2/i2 + 4 /*3 (mod 7)
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und die Uuveriinderlichkeit durch #, dass neben diesem einen

Gliede noch die zwei entsprechenden

x\* x\* x** ,
xhj x]

p x?&amp;gt;

iii der Function vorkommen, wenn nicht ht
= h.2 /*3

ist - Dazu

kommt noch die Bedingung der Unveranderlichkeit durch co. Wir

wollen nun sehen, wie wir diesen Forderungen geniigen konnen,

und zwar zunachst so, dass der Grad m der Invariante, d. h. die

Summe \ -\- hz -f- 7*3 , moglichst klein wird.

Die Bedingung (1) kann offenbar nicht erfiillt sein, wenn

m &amp;lt; 3 ist. 1st diese Summe = 3, so muss 7^ = h.2
= h-A = 1

sein
;
aber das Product x^ X2 x% ist offenbar nicht unverandert

durch co. Der kleinste Werth, der in Betracht kommt, ist also

m = 4, und es sind also alle nicht negativen Losuugen von

fci + *. + * = ^

/*! + 2 fej + 4 7is
= (mod 7)

aufzusuchen. Eliminiren wir /^, so folgt

h.2 + 3 lh = 3 (mod 7),

und daraus ergeben sich die einzig moglichen Losungen:

7i 3
= 0, 7i2

== 3, 7*!
= 1

7i3
=

1, h, = 0, /h = 3

7 3
= 3, 7*2

= 1, 7i1 = 0,

und folglich die einzige, durch # und r ungeanderte Form

4 ten Grades

(2) / (a-n a;2 ,
a;3 )
= xfx^ +x^xI -\- xjx2 .

Urn den Einfluss der Substitution co auf die Function / zu

priifen, setzen wir

^i = 2/i

(3) a?2
= 02/i

worin die Coefficienten a, |3, 7 die in .115 lestgesetzte Be-

deutung haben, und nehmen an, dass durch (3) die Trans

formation

(4) F Q/!, #2 , 3 )
= / (a?!, *2 ,

x
:3 )

geleistet werde. Wir bilden die zweiten Ableitungen von F nach

2/n ^2: 2/3
m^ Riicksicht auf (3) und auf die Formeln
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Daraus ergiebt sich:

V6 F&quot; (ft, ft)
= xl x. a*

Vs * &quot;

(2/2, ft)
= 2 #! #,, ft y + 2 a;2 ^ a y -f- 2 x3 #2 a /3

+ xj (0 y -f a*) + ^ (a 7 -f 0*) + xj (a /3+ y
-

).

Da nun die Auflosungen des Systems (3) von derselben Form
sind (ft

= % -j- /3a:2 -)- y^, . .
.),

so erhalt man hieraus:

(a
2 a /3 y)+ a;2 ^ (/Ja /5 y ) -f ^2 ^ (y p a y),

Die Coefficienten auf der rechten Seite dieser Gleichungen

(a
2

w/3 y
2
) . . . ergeben sich aber aus den Werthen von

o, /3, y [. 115, (11)] als verschwindend
,
und wir erhalten also,

wenn wir noch eine cyklische Vertauschung der x, die eine

cyklische Vertauschung der y zur Folge hat, anwenden:

V
6 F&quot; (ft, ft) = ft ft, VG F&quot; (ft, ft)

= ft ft, Ve ^&quot;
(2/3, //) 2/3 2/2,

Vi ^&quot;
(2/2, 2/3)

= 2/A Vs ^&quot;
(2/3, 2/0 4* 2/^, Vs F&quot; (ft, ft) - jtf.

Demnach ergiebt sich nach dem Euler schen Satze [Bd. I,

17, (6)]:
F (2/1,2/2,2/3)

==
2/i 2/3 + 2/2* 2/i + 2/12/2,

und damit ist nachgewiesen ,
dass die Function / (x^ ,

x2 ,
.x3)

in

der That eine Invariante unserer Gruppe 6r 16S ist. Es ist, ab-

gesehen von einem willkiirlich beizufiigenden constanten Factor,

die einzige Invariante 4 ten Grades.

Die Gleichung

(5) / (#!, xzt x3)
=

bedeutet, wenn x, x^ x% Coordinaten in der Ebene sind, eine

Curve vierter Ordnung, die wir die Grundcurve der Gruppe
oder die Curve/ nennen wollen, und es giebt 168 Abbildungen
der Ebene auf sich selbst, bei denen jedem Punkte dieser Curve

ein Punkt der Curve entspricht. Wenn ein Punkt auf der Grund

curve liegt, so liegen auch alle seine Bildpunkte darauf. Die

Anzahl der verschiedenen Bildpunkte eines Punktes kann nur

dann auf eine kleinere Zahl als 168, und zwar immer auf einen

Theiler von 168, heruntersinken, wenn der Punkt ein Pol ist.
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Die gerade Linie x
l
= schneidet die Curve in drei zu-

sammenfallenden Punkten bei #3
= und in einem vierten davon

getrennten Punkte x.2 = 0. Die Eckptinkte des Coordinaten-

dreiecks sind also Wendepunkte der Curve und die Seiten

sind die Wendetangenten. Bezeichnen wir die Seiten des Coordi-

natendreiecks mit 1, 2, 3 und die gegeniiberliegenden Ecken

durch dieselben Ziffern, so ist die Seite 1 Wendetangente im

Punkt 2, die Seite 2 Wendetangeute im Punkt 3 und die Seite 3

Wendetangente im Punkt 1.

Wir untersuchen nun die Lage der Pole und Axen in Bezug
auf die Grundcurve. Da die Eckpunkte des Coordinatendreiecks

zu den siebenzahligen Polen gehoren, so schliessen wir zunachst,

dass alle siebenzahligen Pole P7 auf der Grundcurve
liegen.

Es sind, wie die Eckpunkte selbst, alles Wendepunkte der

Curve, und diese ordnen sich in acht Wendepunktsdreiecke.
Die dreizahligen Pole P3 liegen gleichfalls auf der

Grundcurve; denn setzt man
X.2 = QJL\, J?3

= Q^X!
oder

x2
= Q*jclt x3

= gxt,

worin Q eine cubische Einheitswurzel ist, so reducirt sich

/ to, XK a?3 ) auf

1 + Q + Q- = 0.

Urn die Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie

T=^ +^ + ^ =
mit der Grundcurve zu finden, setzt man ^ = ,q .r2 , wo-
durch / (#!, x.2 ,

^3)
= in

ubergeht. Da die linke Seite ein Quadrat ist, so fallen die vier

Schnittpunkte zweimal zu zweien zusamnien, und es folgt. dass
die Linie T eine Doppeltangente der Grundcurve ist.

Die 28 Linien T sind Doppeltangenten der Grund
curve; ihre Beriihrungspunkte sind die 56 Pole P3 .

Hieraus folgt beilaufig, dass die Punkte P7 nicht auf den
Linien T liegen, da eine Doppeltangente ausser den Beruhrungs-
punkten keinen weiteren Schnittpunkt mit der Curve haben kann.

Die sechs- und achtzahligen Pole liegen nicht auf
der Grundcurve.
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Fiir die Punkte PG ist dies unmittelbar einzusehen
,
wenn

man [nach . 119, (1)] Xi = x2
= x3

= I setzt, wodurch

/ (#! ,
#2 ,

#3 )
= 3 wird, also nicht verschwindet. Um dasselbe

filr die P8 nachzuweisen, setzt man nach . 118 (10):

wodurch, da a/3y = 1 ist [. 115, (14)],

wird. Setzt man darin [nach . 115, (8)]:

a* = apy 2
, /3

s = w/3/ /3
2

,

so erhalt man

Aus . 115, (6), (7) aber folgt

^ + P 2 + r2 = i,

a2y2 + pa* + ^^ ^ __ W/3 r (
a + ^ _|_ y) = I,

und daher ist

/ (^17 ^2^ X$) ~~
If

von Null verschieden.

Die sammtlichen Schnittpunkte der 21 Hauptaxen unter

einander sind die Pole P6 und Ps ,
und folglich schneiden sicli

niemals zwei Hauptaxen auf der Grundcurve. Die Schnittpunkte

der Hauptaxen mit der Grundcurve konnen also nur vierzahlige

oder zweizahlige Pole sein. Um dariiber zu entscheiden, stellen

wir folgende Erwagung an. Wenn unter den Schnittpunkten der

Hauptaxe A mit der Grundcurve ein P2 vorkommt, so sind alle

vier Schnittpunkte von einander verschieden und sind alle zwei

zahlige Pole. Wenn aber ein P4 auf A und / liegt, so liegt

auch der zweite auf A liegende P4 auf /, und es kann keinen

anderen Schnittpunkt von A und / geben, weil ein solcher ein

P2 ware und vier weitere P2 zur Folge hatte. Die vier Schnitt

punkte von A und / miissen also paarweise zusammenfallen und

A ist eine Doppeltangente. Nun haben wir aber gesehen, dass

die 28 Linien T Doppeltangenten sind, und eine Curve vierter

Ordnung kann nicht mehr als 28 Doppeltangenten haben. Daher

ist die Annahme unzulassig, und es folgt, dass die Schnittpunkte

der Grundcurve rait den Hauptaxen zweiziihlige Pole sind.

Bezeichnen wir also die besonderen zweizahligen Pole, die

auf der Curve / liegen, mit P2 ,
so haben wir folgende aus-

gezeichnete Punktsysteme :
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24 P7 ,
56 P3 ,

84 P2
au * der Curve/.

21 P,, 42 P4 . 28 P6 nicht auf der Curve /.

Alle anderen Punkte der Curve / gehen durch die Substitu-

tionen der Gruppe in 168 verschiedene Punkte iiber.

Daraus geht noch unmittelbar hervor, dass die Curve /
keinen Doppelpunkt haben und also, um so weniger in Curven

niedrigeren Grades zerfallen kann. Denn angenommen, sie hatte

einen Doppelpunkt, so miissten auch alle seine Bildpunkte

Doppelpunkte sein, und weil eine Curve vierter Ordnung, auch

wenn sie zerfallt, nicht raehr als sechs Doppelpunkte haben

kann, wenn sie nicht unendlich viele Doppelpunkte, d. h. doppelt

gezahlte Curventheile hat, so miisste / das Quadrat einer qiia-

dratischen Form sein. Die Wurzel aus / miisste dann auch

eine Invariante sein, wahrend es doch keine quadratischen In

varianten giebt.

Man kann iibrigens auch leicht direct zeigen, dass die

Grundcurve keinen Doppelpunkt hat; denn die Bedingungen fur

einen Doppelpunkt sind:

f(xl )
= 3**a;3 + o? = 0,

und diese Gleichungen konnen nicht anders erfiillt sein, als

wenn x^ x.2 , % verschwinden (. 86).

Der Kiirze wegen wollen wir ein System von Punkten, deren

jeder in jeden anderen durch Substitutionen der Gruppe trans-

formirbar ist, ein System verbundener Punkte nennen.

. 123.

Die holier en Invarianten.

Weitere Invarianten unserer Gruppe lassen sich nach dem
Satze 4., . 40 ableiten, indem wir Covarianten der Form /
bilden. Wir fassen die in . 87 allgemein besprochenen Co
varianten ins Auge, und bilden zunachst die Hesse^sche
Covariante

54
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die entwickelt die Form erhalt

/o\ /i R,r 2 /r -2^,2 ,r ~:&amp;gt; .
:&amp;gt; _ /v. /v.5

I ^ J *!_/ _) tA,&quot;t
&amp;lt;A/.)

tA/o
*~ AJ

&amp;gt;\

-A/o
&quot;&quot;

^2 1

&quot;

&quot;^S *^*&amp;gt;

Auf der Curve z/ liegen also die Ecken des Coordinaten

dreiecks, und folglich liegen alle siebenzahligen Pole P7 aut z/

und bilden das vollstandige System der Schnittpunkte von /
und z/.

Eine weitere Covariante, und zwar vom 14 ten
Grade, erhalten

wir aus g. 87, (3), namlich die Determinante:

fit ( , ... \
f&quot; (, , \ ft (v v \ /i (,r \

J \x\rl\b J (%^2j, / 1^1,^3 )&amp;gt;

^ (&i)

fit ( y, fY, \ + &quot; (v w \ -f&quot; f&amp;lt;r v \ /I (r\
J \*^2}*^t/} / \~^1 &amp;gt;

l*/2y, J \
i*/2, ^3/1 \ 2/

(3)

Die Determinante C lasst sich aus (3), wenn auch etwas

weitlaufig, berechnen, urid erhalt den Ausdruck:

(4) C 2: ^^
4 34 tfj ^2 ^3 2; ^1 ^3 250 *, ^-2 a: 3 2:

.r^ x^

+ 375 xlxlxl E XJL-* + 18 2 x\xl
- 126 ^f^r|^ Exlx;,

worin das Zeichen Z1

bedeutet, dass die Sumine der drei Glieder

genommen werden soil, die man aus dem ersten erhalt, wenn

man x^ x2 , x^ cyklisch vertauscht. Es geniigt schon die Berech-

nung des ersten Gliedes x\*, um zu erkennen, dass die Curve

C = nicht durch die Ecken des Coordinatendreiecks geht.

Eine vierte Invariante, und zwar vom 21 ten
Grade, erhalten

wir nach . 87, (6), wenn wir die Functionaldeterminante der

drei Formen /, z/, C bilden :

(5)

die gleichfalls hieraus berechnet werden kann. Wir fiihren hier

nur die drei ersten Glieder an, aus denen man sieht, dass auch

diese Curve nicht durch die Ecken des Coordinatendreiecks geht

(6) K = x* + xf + xf H

J

) Die vollstandig ausgerechneten Ausdriicke linden sich in der Ab-

handlung von G or dan: ,,Ueber die typische Darstellung der ternaren

biquadratischen Form / = x
t

:j

a?2 H- x? X3 -{- xg x^ [Mathein. Annalen,

Bd. XVII, S. 366 (1880)]. Auch in Klein-Fricke, Modulfunctionen,

Bd. I, S. 734,
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. 124.

Das voile In variantensystem.

\Vir konnen nun nachweisen, dass die Formen /, z/, C, K ein

voiles Invariantensystem der Gruppe sind, d. h. dass alle In-

varianten der Gruppe als ganze rationale Functionen von diesen

vier dargestellt werden konnen. Wir stiitzen uns dabei auf das

Theorem von Bezout (Bd. I, . 49), dass zwei Curven von der

m ien und M ten
Ordnung, die mehr als mn Punkte gemeinsam

haben, einen gemeinsamen Curventheil haben miissen. Beriihrungs-

punkte sind dabei als doppelt ocler mehrfach zu zahlen. Alle

Schnittpunkte zweier Invariantencurven bilden entweder ein ver-

bundenes System, oder sie zerfallen in Systeme verbundener

Punkte, und alle Punkte eines solchen Systemes sind gleich oft

zu zahlen.

Es sei &amp;lt;X&amp;gt; eine Invariante w ter
Ordnung, die die Function /

nicht als Factor enthalt, und unter den Schnittpunkten der

Curve 3&amp;gt; und/ mogen \ mal die Pole P7 ,
h2 mal die Pole P3 ,

7t3 mal die Pole P2 vorkommen. Ausserdem sollen noch h Systeme
von je 168 verbundenen Punkten vorkommen, von denen auch

(bei Beriihrung) mehrere Systeme in ein mehrfach gezahltes

zusammenfallen konnen. Dann ist die Anzahl aller Schnittpunkte

beider Curven

4m = 24 7*! 4- 567i2 + 847i
;

, + 1687i4 ,

und daher

(1) m = 6 /h + l^ h -f 21 7^3 + 42 7t4 ,

worin 7in A 2 ,
7i 3 ,

h4 nicht negative ganze Zahlen bedeuten, die

auch nicht alle verschwinden konnen. Der kleinste Werth, den

m haben kann, ist daher 6, und eine Invariantencurve 6ter Ord

nung muss durch die 24 Punkte P7 gehen. wie wir es von d
schon nachgewiesen haben. Ist d eine zweite Invariante 6 ter Ord

nung, die also auch durch die Punkte P7 gehen muss, so konnen

wir in z/ ad die Constante a so bestimmen, dass die In

variantencurve z/ a d = durch irgend einen 25sten Punkt

von f geht. Dann muss aber. wenn z/ az/ nicht identisch

verschwindet, nach clem Bezout schen Theorem z/ az/ durch

/ theilbar sein. Der Quotient ware eine Invariante zweiter

Ordnung, die nicht existirt; folglich muss z/ a z/ identisch

Null sein.
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1st hi = 2, /i2
= /&3

= / 4 0, so ist w = 12. Eine In-

variantencurve 12ter
Ordnung O muss die Curve / in den 24

Punkten P7 beriihren, und wenn wir in ad 2 die Constante a

passend bestimmen, so ergiebt sich, dass diese Function durch /
theilbar sein muss. Der Quotient kann, als Invariante 8tei Ord

nung, nur von der Form bf
2

sein, und demnach ist von der

Form a z/ 2
-|- &/

3
. Ebenso konnen wir schliessen, dass eine In

variante 18 ter Ordnung die Form a d* -\- b df* haben muss.

Alle Invarianten 6 ter
,

12 ter
,
18 ter Ordnung sind

also rationale Functionen von z/ und/.

Der nachste Werth, den m nacb (1) haben kann, ist w= 14.

In diesem Falle ist h2
= 1

,
wahrend h

{ ,
hz ,

h4 gleich Null sind.

Es gehen also alle Invarianten 14 ter Ordnung durch die 56

Punkte P3 ,
und diese bilden das vollstandige Schnittpunktsystem

einer solchen Invariantencurve mit der Grundcurve. Dies gilt

auch von der Invariante C. Haben wir eine zweite Invariante

14ter
Ordnung C

\
so konnen wir wieder, wie oben, die Constante a

so bestimmen, dass C a C durch / theilbar ist. Der Quotient

ist eine Invariante 10 ter
Ordnung, und daraus folgt, da es ausser

/z/ keine Invariante 10 ter
Ordnung giebt:

Jede Invariante 14 ter Ordnung ist in der Form
darstellbar:

a C + bf&amp;gt;4,

worin a, b Constanten sind. Umgekehrt ist jeder
Ausdruck von dieser Form eine Invariante 14 ter

Ordnung.

Es kann sodann tn nach (1) den Werth 20 haben, namlich

fur lii
= hi = 1- Eine Invariante 20 ster Ordnung muss also durch

die Punkte P7 und P3 gehen, d. h. durch die 80 Schnittpunkte

von / mit z/ C. Daraus konnen wir ebenso wie vorhin schliessen,

dass eine Invariante 20 sten Grades in der Form

darstellbar ist, worin a, b, c beliebige Constanten sind. Eine

unabhangige Invariante 20 ster Ordnung giebt es nicht.

Nehmen wir nun an, es seien K und K zwei Invarianten

2i*ter Ordnung; beide miissen nach (1) durch die 84 Punkte P2

gehen, und folglich kann man a so bestimmen, dass K aK
durch / theilbar wird. Der Quotient ware eine Invariante
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17 ten
Grades, die niclit existirt, uncl folglich ist K mit a K

identisch.

Es giebt also, von einem constanten Factor

abgesehen, nur eine Invariante 21 sten Grades.

Nun ist aber das System der 21 Hauptaxen auch eine In

variante 21 sten
Grades, und daraus ist zu schliessen:

Die Invariante K zerfallt in 21 lineare Fac
tor en, die, gleich Null gesetzt. die Hauptaxen
der Gruppe darstellen.

Wir konnen sodann eine Invariante 42 sten Grades bilden,

namlich

(2) z/. *C3=0,
worin 1; eine beliebige Constante ist, und diese Constante lasst

sich so bestimmen
,
dass die Curve Q durch einen beliebig ge-

gebenen Punkt auf / geht, und sie muss dann auch durch allo

mit diesem verbundenen Punkte hindurchgehen. Also konnen

wir fc in Q so bestimmen, dass die Curve Q aus der Curve f ein

beliebig gegebenes System verbundener Punkte ausschneidet.

Ist mm &amp;lt;Z&amp;gt; eine beliebige durch f nicht theilbare Invariante,

die /*!, 7&amp;gt; 2 ,
/&amp;lt;-, mal durch die Pole P7 ,

P
?&amp;gt; ,
P2 geht, und ausserdem

durch beliebige Systeme Sl1 Sz ,
. . . verbundener Punkte auf /,

die auch theilweise zusammenfallen konnen, so bilden wir zu-

nachst nach (2) die Formen Ql , Q*, . .
., die in den Systemen

$!, 52 ,
.

:
. verschwinden, und dann die Form

yr= a 4 h * C tK * Ql Q.2 . . .

Die Curve W geht fiir jeden Werth der Constanten a durch

die sammtlichen Schnittpunkte von mit / ,
und wenn wir also

a so bestimmen. dass *P&quot; durch irgend einen davon verschiedenen

Punkt von / geht, so ist *P durch / theilbar. also

= a z/ u Ch* Kh* Ql Q.2
- . .

-f- / r

Darin ist nun ^ wieder eine Invariante, aber von niedri-

gereni Grade als ^, und durch vollstandige Induction ist hiermit

der Satz bewiesen:

Jede Invariante der Gruppe lasst sich als

ganze rationale Function der vier fund amen -

talen Invarianten /, z/, C, K darstellen.

Bestimmt man in (2) die Constante k so, dass die Curve Q
durch einen der Pole P2 geht, so kann sie durch keinen nicht
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mit P2 verbundenen Punkt der Curve f gehen; denn sie kann

nicht durch die Punkte P7 ,
P3 gehen, weil in diesen entweder J

oder C verschwindet, sie kann aber auch nicht durch einen

Punkt der Grundcurve gehen, der kein Pol ist, weil sie sonst

durch die 168 verbundenen Punkte gehen miisste, und nicht

durch den Pol P2 gehen konnte. Dann kann man aber die Con-

stante h so bestimmen, dass K2 hQ durch / theilbar wird.

Der Quotient ist eine Invariante von niedrigerem als dem

42 8ten
, jedenfalls aber von geradem Grade, und wenn wir ihn

also durch die fundamentalen Invarianten darstellen
,

so kann

darin K nicht vorkommen. Daraus folgt:

Die Invariante K 2 kann rational durch /, z/, C

ausgedriickt werden.

Stellen wir nach diesem Satze K2 in der Form dar :

so konnen in dieser Summe, in der die a numerische Coefficienten

sind, nur solche Glieder vorkommen, in denen

2v + 3vI + 7v, = 21,

und indem wir nun abzahlen
,
welche Werthe von v, i/n v2 vor

kommen konnen, erhalten wir das Resultat, dass zwischen den

Formen
K2

,
z/ 7

, C*, /z/
4

(7, / 2 z/(7 2
, /

3 z/ r

,

J -^
1 J 5 J &quot;I J

eine lineare Relation mit numerischen Coefficienten besteht.

Stellen wir diese Relation in der Form dar:

worin
d&amp;gt;,
W gleichfalls Invarianten sind, so konnen wir claraus

noch einen geometrischen Schluss ziehen.

Die Curven z/ und C schneiden sich sicher nicht auf der

Curve /, weil die sammtlichen Schnittpunkte von z/ mit / die P7 ,

die von C mit / die P3 sind. Wenn aber z/ und C = sind,

so ist auch K= 0, und folglich liegen alle Schnittpunkte
von z/ und C auf den 21 Hauptaxen der Gruppe 1

).

J
) Die Relation (3) ist vonGordan durch dieMethoden der Invarianten-

theorie vollstandig berechnet (Mathem. Annalen, Bd. XVII, S. 371).

Wir wollen die dort gegebene P ormel in den von uns gebrauchtei
Zeichen hier angeben:

/L 2 = C3 88 /2J C 2 + 16.63/J*C -f 17. 64 /*^G 256/7*7

-f 27 . 64 S 128 . 4G9 / 3 J 5

-f- 43 . 512 / 6 J3 2048 / 9 J.
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Die Relation (3) lasst sich benutzen, um aus einem Aus-

drucke in den Invarianten alle Potenzen von K, mit Ausnahme

der ersten, zu eliminiren, und daraus ergiebt sich noch:

Eine Invariante geraden Grades lasst sich

rational durch /, z/, (7, eine Invariante un-

geraden Grades als Product von K mit einer

Invariante geraden Grades darstellen.

Weber, Algebra. II. 30
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Das Formenproblem der Gruppe 6r168 und die Theorie

der Gleiclmngen siebenten Grades.

. 125.

Die Resolventen des Formenproblems.

Das Formenproblem fiir die Gruppe 6r168 (. 43) liefert nach

der allgemeinen Theorie zunachst eine Gleichung 168 8ten
Grades,

deren Coefficienten Invarianten sind. Jeder Theiler der Gruppe
fiihrt aber zu einer Resolvente niedrigeren Grades, und zwar

vom Grade des Index des Theilers.

Wir wollen liier nur die beiden interessantesten Falle solcher

Theiler, namlich die Octaedergruppe

(1) 0,4 =^ ,

und die Gruppe 21 sten Grades

(2) &****&* ( 72)

betrachten, die uns zu Resolventen 7 ten und 8 ten Grades fiihren.

Was zunachst die Resolventen 7 ten Grades anlangt, so konnen

wir bei ihrer Bildung von den Hauptaxen der Gruppe ausgehen.

Eine Hauptaxe namlich bleibt durch die Gruppe o&amp;gt;

u v
unge-

andert, und geht durch die ganze Gruppe 6r24 in drei ver-

schiedene Linien iiber. Es muss also sieben Tripel von Haupt
axen geben, die durch eine Gleichung 7 ten Grades bestimmt

werden.

Setzen wir nach . 118, (7):

AI = a y x1 -\- y /3
f 3 x2 -\-

(3) A3
= pyetXi + apE*x2 +

-f-
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so sind A l
= 0, A2

= 0, Aj, = die Gleichungen von dreien

dieser Axen. Durch die Substitution ^ gehen A^ A.2 ,
A5 cyklisch

in einander liber. Durch die Substitution eiieiden die Func-

tionen A^ A^ A^ folgende Vertauschung:

(AI,

A2 ,
A.

A!, A.,, A,

wie eine einfache Rechnung zeigt, wenn man die Substitution &
wirklich ausfiihrt und die Formeln des . 115 benutzt.

Urn den Gang der Rechnung wenigstens anzudeuten, sei

bernerkt, dass Al durch die Substitution [. 115, (10)] in

ubergeht. Es ist aber nach . 115, (8), (17), (11):

und daher wird der Coefficient von x^ gleich y. wie in J.l5 und
ebenso formt man die iibrigen Ausdrlicke urn. Da sich nun o
aus und i zusammensetzen lasst (. 72), so folgt, dass die

Grossen J.
2
, JL|, Al durch die Gruppe G-.2 nur unter einander

permutirt werden, und dass demnach ihre symmetrischen Func-
tionen Wurzeln von Resolventen 7 ten Grades sind.

Die einfachste symmetrische Function dieser Grossen ist die

Summe

(*) ^ + A;: + AI
und diese wollen wir, mit einem geeigneten numerischen Factor

multiplicirt, als die Unbekannte der Resolvente einfuhren.

Ordnen wir die Summe (4) nach xl ,
x.2 ,

#3 ,
so erhalten wir

dafiir einen Ausdruck von der Form

A (Xl
-L-

Xl -\- Xl) -}- ft (X.2 ^3 + ^3 Xl + Xl X2 ),

worin nach (3):

H = 2afty(u-\-ft -3
_j_ y -2)

&amp;gt;

Hierbei ist der Factor aus der Klammer gezogen, damit
der andere Factor durch die Vertauschung von g und 2

unge-
andert bleibt, und sich daher rational durch V 7 ausdriicken
lasst (Bd. I, . 171).

30*
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Nach den Formeln . 115, (14) ergiebt sich zunachst sehr

einfach :

und firr A erhalt man, wenn man die Werthe . 115, (11) fur

cc, /3, y einsetzt, und die Formeln . 115, (12), (13) benutzt:

(5)

Setzt man daher

A* + A* + Ai
so ergiebt sich

(6) 8 = Xl + X% + ^|
- ^~I

und diese Function wollen wir als Wurzel der Resolvente

7 ten Grades einfuhren. Die iibrigen Wurzeln erhalt man daraus

durch die Substitutionen rr
,
so dass sie alle in der gemeinschaft-

lichen Form

(7) sr = 2
&amp;gt;X

2 + t^xl + ^xl

-Jp
7

~(- r
X,X, + -^X,X1 + 8-^ XlX .

2 )

r = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6

enthalten sind.

Die Coefficienten der Gleichung 7 ten
Grades, deren Wurzeln

die sieben Grossen zr sind, sincl Invarianten unserer Gruppe,
deren Grad sich leicht angeben lasst.

Wenn namlich a* der Coefficient von s1^ v in dieser Glei

chung ist, nachdem der Coefficient der siebenten Potenz auf 1

gebracht ist, so ist a v eine Invariante 2v ten Grades. Es muss

also zunachst % = sein, weil es keine quadratische Invariante

giebt. Die iibrigen Coefficienten sind durch folgende Invarianten-

verbindungen linear und homogen ausgedriickt:

2 durch /,

a3 z/,

(8)
*

&quot;

{
6 n 4f,

a* ^ f\
a, (7, z//2
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und es sind also acht numerische Coefficienten zu berechnen. die

sich durch Yergleichung einiger Glieder in den Ausdriicken der

av durch die Wurzeln einerseits, durch die Invarianten (. 123)

andererseits finden lassen, und die ausser rationalen Zahlen nur

V--7 enthalten konnen.

Wir wollen diese Coefficienten zunachst nur unter der

Voraussetzung berechnen, dass f = ist l
).

Man braucht dann nur die ersten Glieder (mit x{x^ xx$)
in den Potenzsummen 27 g* und 2 z\ zu berechnen und die

Xewton schen Formeln anzuwenden. Der letzte Coefficient er-

giebt sich aus dem einem Gliede x in dem Producte der zr . Man
nude! zunachst

[/i _ _ 7\ 21
6.7 + 15.7

(- -^
--

J J
x^xl . . .

und daraus die esuchte Resolvente

C=Q.

Will man diese Gleichung auf eine andere zuriickfuhren, die

nur von den Verhaltnissen der xl9 x^ % abhangt, so setzt man

/im Cn ^
(1Q)

-

-^^ 9---^,

wodurch man aus (9) eine Gleichung erhalt, in der nur noch der

eine Parameter g vorkommt, namlich

Macht man dieselbe Substitution in der allgemeinen Resol

vente, in der / nicht = gesetzt ist. so hat man noch einen

weiteren Parameter

einzufiihren, und die Coefficienten der Resolvente werden, von

J
) Dieser Fall ist darum von besonderem Interesse, well er, ahnlich

wie die Ikosaedergleichung, auf die Transformationsgleichungen aus der
Theorie der elliptischen Functionen fuhrt.
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numerischen Factoren abgesehen, wie sich aus (8) leicht ergiebt,

der Reihe nach

h, g, h*, Jig, (g*, fr), (g\ Kg),

worin (#
2
,

ft
3
), (g

2
,
h 2

g) lineare homogene Ausdriicke mit numeri

schen Coefficienten bedeuten.

Die Rechnung kann ebenso ausgefiihrt werden, wie in dem

obigen speciellen Falle. Zur Vereinfachung kann man x^ =
setzen und erhalt immer noch Gleichungen genug zur Be-

stimmung aller Coefficienten. Man findet so die Coefficienten

der Reihe nach:

Die Functionen ^, h sincl gebrochene Invarianten, die nur

von den Verhaltnissen xl
: X2 : a?3 abhangen, und wir konnen

jede andere Invariante von derselben Eigenschaft rational
durch g, h ausdriicken. Denn stellen wir eine solche Invariante

als Quotienten zweier Formen gleichen Grades ohne gemeinsamen
Theiler dar, so miissen Zahler und Nenner ganze Invarianten

gleichen Grades sein, weil namlich zwei in einfachster Form

dargestellte gebrochene Functionen der Variablen x nur dann

einander gleich sein konnen, wenn Zahler und Nenner einzeln

bis auf constante Factoren einander gleich sind. Hier konnen

nun Zahler und Nenner nicht von ungeradem Grade sein, weil

sie sonst den gemeinsamen Factor K hatten (. 126). Also sind

Zahler und Nenner rational durch /, (7, 4 darstellbar
;
und wenn

ein im Zahler oder im Nenner vorkommendes Glied

(13) f4*C c
,

und m der Grad von Zahler und Nenner ist, so 1st

(14) 4 _|_ 66 + He = m.
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Setzen wir nun in (13)

z/ = (ff C3)% / = 1* C* (g CO&quot;
T

.

so ergiebt sich fiir den Ausdruck (13) mit Benutzung von (14)

und im Zahler und Nenner lasst sich der Factor C 1 *
g

7
heben,

so dass alles rational durch g und h ausgedriickt ist.

Ebenso wie
&amp;lt;/,

h hangt auch die Function u nur von dem
Yerhaltniss der Variablen x^ : x.2 : x% ab, und es folgt leicht, dass

jede andere Function von derselben Eigenschaft, die wie a die

Substitutionen der Gruppe 6r24 gestattet, rational durch n,g, h

darstellbar ist. Denn eine solche Function lasst sich zunachst

nach den allgemeinen Satzen des . 43 als rationale Function

von u und den Invarianten darstellen, und zwar nur auf eine

AVeise als ganze Function von ?/. die den 6 ten Grad nicht iiber-

steigt (Bd. I, . 142). Die Coefficienten in dieser Darstellung
sind Invarianten, und da u nur von den Yerhaltnissen abhangt.
so konnen auch die Coefficienten nur von den Verhaltnissen ab-

hangen. und sind daher rational durch g, h darstellbar.

. 126.

Reduction der allgemeinen Resolvente siebenten Grades
auf die specielle.

Wir haben irn vorigen Paragraphen zwei Formen der Resol

vente 7 tn Grades des Formenproblems kennen gelernt. von
denen die eine, die specielle, fiir den Fall gilt, dass / = ist,

d. h. fiir den Fall, dass der gesuchte Punkt auf der Grund-
curve liegt, die allgemeine fur den Fall, dass er eine beliebige

Lage hat.

Die Grossen H. g. h wollen wir. wenn sie sich auf den
Punkt (x) beziehen, mit

* = ^,a. = f;, /x=^
bezeichnen. Die allgemeine Resolvente soil dann mit

(2) R (H*, &amp;lt;/*,
hx) = Ex =

bezeichnet werden. und die specielle geht daraus hervor, wenn
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man hx = setzt. Die Grossen ux , gx ,
Jix hangen nur von den

Variablen x^ x^ x3 a,b.

Nun lasst sich, wie Klein a. a. 0. *) bemerkt hat, die Losung
der allgemeinen Resolvente auf die der speciellen zuriickfiihren,

wenn man die Wurzel einer biquadratischen Gleichung
adjungirt.

Um dies nachzuweisen
,

fiihren wir neben dem Punkte (x)

einen zweiten Punkt (y) ein und bilden die Polare von /:

(3) /, (*, y) = yj
1

(x,) + y,f (x,) + y,f (,).

Wenn wir dann (x) und (y) gleichzeitig derselben Substitu

tion der Gruppe 6r168 unterwerfen, so bleibt die Function
/j_ (#, y)

ungeandert (Bd. I, . 60). Wir nehmen nun den Punkt (x) be-

liebig an, verlangen aber von dem Punkte (y), dass er gleich

zeitig auf der Grundcurve und auf der Polaren des Punktes
(x).

liegen soil, dass also gleichzeitig

sein soil. Dann entsprechen jedem Punkte x vier Punkte
?/,

und

wenn wir fur (x) einen mit ihm verbundenen Punkt setzen, so

geht jeder dieser vier Punkte (y) gleichfalls in einen verbundenen

Punkt iiber. Die Function hy ist jetzt = und gy ist eine vier-

werthige Function des Punktes (x). Symmetrische Functionen

dieser vier Werthe bleiben ungeandert durch die Substitutionen

von 6r168 ,
und folglich ist gy Wurzel einer biquadratischen

Gleichung, deren Coefficienten rational von den gx ,
lix

abhangen. Die Wurzel dieser biquadratischen Gleichung muss

adjungirt werden.

Die Function uy ist Wurzel der speciellen Resolvente

(5) E K, gy, Q) = Ey
= 0.

Wir bezeichnen nun die vier zu demselben x gehorigen Punkte

y mit i/, y\ y&quot;, y
&quot; und bilden die symmetrische Function dieser

vier Punkte

(6) (t- ) (*
-

) (t
- ny,,) (t

-v ,)
= 3&amp;gt; (0

fur ein unbestimmtes t. Diese Function bleibt ungeandert bei

alien Substitutionen der Gruppe 6r24 ,
und ist also rational durch

W - h ausdriickbar.

Mathematische Annalen, Bd. XV, S. 280.
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Da, wenn wir uns die Bestimmung von x vorbehalten, die

Gleichung (3) jede beliebige geracle Linie darstellen kann. sa

konnen wir x so annehmen, dass unter den vier Punkten

y, y , y&quot;, y
&quot; keine zwei verbundenen Punkte vorkommen. Setzen

wir dann uy fiir die unbestinimte Grosse t in (6). so erhalten?

wir eine rationale Gleichung

(7)
V

(H,J.
itx , g, /*)

= 0,

und diese Gleichung ist nicht raehr befriedigt, wenn wir fiir (x)

und (y) eine Substitution aus 6r168 machen, durch die ux ge-

andert und folglich uy in einen von u y ,
uy ,,

uy &amp;gt;,,

uy &amp;gt; verschiedenen

Werth iibergefiihrt wird.

Die Gleichung (7) hat also, als Gleichung fiir ux betrachtet.

nur eine Wurzel mit der allgemeinen Resolvente Ex gemein, und

wenn man den grossten gemeinschaftlichen Theiler von E und

W aufsucht, so erhalt man ux rational durch My, g, h ausgedriickt.

Damit ist die allgemeine Resolvente auf die specielle zuriick-

gefiihrt.

Die Gruppe G16S enthalt noch einen Theiler 21 steu Grades

6r2 i, der durch die Substitutionen %, T erzeugt wird, und der zu

einer Resolvente 8 ten Grades Anlass giebt. Als Wurzel dieser

Resolvente kann man einfach das Product x^ x2 xz betrachten.

Die Coefficienten dieser Resolvente sind Invarianten, die bis zum
24 sten Grade ansteigen. Wir wollen hier auf diese Resolvente

nicht naher eingehen.

127 -

Permutationsgruppe von sieben Ziffern vom
Grade 168.

Da, wie wir gesehen haben, das Formenproblem der ternaren

Substitutionsgruppe 168 sten Grades eine Resolvente 7 ten Grades-

hat, und die Galois sche Resolvente dieser Gleichung 7 ten Grades

folglich vom Grade 168 ist, so ergiebt sich daraus, dass in der

allgemeinen Permutationsgruppe von sieben Ziffern, deren Grad

1.2.3.4.5.6.7= 5040= 168 . 30 ist, ein Theiler vom Grade 168

enthalten sein muss. Die Existenz dieses Theilers hat zuerst
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Kronecker erkannt 1
), und seine nahere Untersuchung 1st fiir

die allgemeine Theorie der Gleichung 7 ten Grades von grosser

Wichtigkeit.

Wir konnen diese Permutationsgruppe dadurch erhalten,

dass wir die Permutationen aufsuchen, die durch die Substitu-

tionen der Gruppe 6r168 unter den Grossen #
, z^ z^ #3 , z, #-,, s&

(. 125) hervorgerufen werden. Hierbei ist dann in Bezug auf

die Zusammensetzung zu beachten, dass, wenn die beiden linearen

Substitutionen | x , 2 die Permutationen ^ ,
jr2 bewirken

,
die

zusammengesetzte Permutation ^ jr2 durch 2 J x hervorgerufen
wird. Denn nach der Definition erhalt man |2 li 0*0 dadurch,

dass man auf die Variablen (x) zunachst die Substitution ^ und

.auf das Ergebniss die Substitution |2 anwendet. Ebenso be-

deutet 3i
!

7T2 die Permutation, die sich ergiebt, wenn man auf

-die sieben Ziffern zuerst ^ und darauf n2 anwendet. Wir er

halten so, der Gruppe 6r168 entsprechend, eine Permutations

gruppe 168 sten
Grades, die wir mit P16S bezeichnen, und diese

beiden Gruppen sind isomorph.

Da wir r und a als erzeugende Elemente der Gruppe 6r168

erkannt haben (. 72, L), so geniigt es, wenn wir die diesen beiden

Substitutionen entsprechenden Permutationen bestimmen, um
daraus die ganze Gruppe P168 abzuleiten.

Nun geht aber aus der Substitution r die cyklische Permu

tation der sieben Ziffern

(r) (0, 1, 2, 3, 4, 5, G)

hervor, und der Einnuss von a ergiebt sich aus der Bemerkung,
dass ^o durch die Substitutionen der Octaedergruppe ^

;-o-u @ v

ungeandert bleibt. Um also die Aenderung von zr durch co

zu erhalten, haben wir nur den Einnuss von o xr auf ^ zu er-

mitteln. Dieser Einnuss aber ergiebt sich unmittelbar aus den

Formeln . 72, (15), wonach z. B. co x = r 2
%

2 co 2
ist, so dass

also Zi in #2 iibergeht u. s. f. Detnnach entspricht der Substitu

tion co die Permutation

Man kann die Gruppe P16S durch die Congruenzgruppe ter-

*) Kronecker, ,,Ueber Gleichungen 7 tcn Grades&quot;. Mouatsberichte

der Berliner Akademie 1858.
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narer linearer Substitutionen fiir den Modul 2 clarstellen, die

wir im . 79 untersucht haben l
).

Wir haben zu diesem Zweck die sieben Grossen durch drei

Indices (x^ X2 ,
#3 ) zu bezeichnen, die nach dem Modul 2 ge-

nommen sind und wobei die Combination (0, 0, 0) ausgeschlossen

ist. Man erhalt so die sieben Grossen

(1) (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1),

und wenn man die x1 ,
#2 , x% durch die linearen Yerbindungen

(2) a XL -\- b x2 -f- c #3 , ! xl 4- &i #2 -f- cx #3 , 2 x\

ersetzt, worin die Substitution

/a

nach dem Modul 2 zu nehmen ist, so erhalt man die Permuta-

tionsgruppe P168 -

Wenn wir, wie im . 79, fiir x die Substitution der Con

gruenzgruppe

0,

wahlen, so konnen wir die Grossen s so bezeichnen, dass sie

durch Anwendung von x und seinen Wiederholungen cyklisch in

einander iibergehen, wobei wir eine beliebige der Grossen (1)

fiir wahlen konnen, etwa so:

(5) * = (1, 0, 0), z l
=

(1, 1, 0), 2, = (1, 1, 1), z
?t
=

(0, 1, 1),

z, = (1,0,1), z, = (0,1,0), z, = (0,0,1).

Es ist dann o so zu wahlen, dass #
, ^4, ^e dadurch ungeandert

bleiben und ^ mit ^2, ^3 mit 5 vertauscht werden. Dies giebt

/1,Q,0\

&amp;lt;6)
w = 0,1,0 ,

und daraus erhalt man nach . 72, (17):

/1,0, 0\ /I, 1,1

(7) % = 0.0, 1 . 8= 0,1,0

x
)
Nach einer miindlichen Mittheilung ist dies der AVeg, auf dem sie

Kronecker gebildet hat.
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Die beiden erzeugenden Permutationen r, CD gehoren zur

ersten Art (Bd. I, . 153), und folglich ist P16S ein Theiler der

alternirenden Permutationsgruppe von sieben Ziffern.

Gleichungen sieben ten Grades mit einer Gruppe
168 sten Grades.

Wir wenden uns jetzt zu der allgemeinen Theorie der

speciellen Art von Gleichungen 7 ten
Grades, deren Galois r

sche

Gruppe sich auf P168 reducirt.

Es seien zunachst A
,
A15 A2 ,

A
3 ,

A4 ,
A5 ,

A 6 beliebige Grossen, und

(1) T = (A , A!, A
2 , Aj, A4 ,

A
5 ,

A6 )

eine cyklische Permutation 7 ten Grades. Fiihren wir noch das

Transpositionspaar

(2) o = (i,, A,) (A,, A.)

ein, so erzeugen diese beiden Permutationen durch ihre Zu-

sammensetzungen und Wiederliolungen die ganze Gruppe P16S .

Setzt man nach . 72, (17) % und & daraus zusammen, sa

erhalt man (da, wie schon oben bemerkt, die Zusammensetzung
der Permutationen in umgekehrter Reihenfolge, wie bei den Sub-

stitutionen, geschehen muss) die folgenden Permutationen der

sieben Indices:

=
(1, 2, 5, 3) (4, 6),

=
(1, 3, 5, 2) (4, 6)

=
(l, 4, 2) (3, 5, 6),

Ausdriicke, die sich auch sehr leicht aus . 127, (7) ableiten

lassen. Man sieht, dass A durch co, , % und folglich durch die

ganze in P168 enthaltene Octaedergruppe P24 ungeandert bleibt.

Es ist leicht, eine Function der sieben Grossen A zu bilden, die

zu der Gruppe P1G8 gehort.

Man nehme z. B. das Product A A4 A 6 ,
das aus den durch o&amp;gt;

unberiihrt bleibenden /I besteht, und bilde die Summe der Pro-

ducte, die sich daraus durch Anwendung der cyklischen Permu
tation r und ihrer Wiederholungen ergeben:

(3) v = A A4 A6 + A! A5
A -|-

A2 A6 A! -f A3 A A2 + A4 A
x A 3

|~~ ^5 A2 A^ J Ag Ag A-.
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Wendet man darauf die Substitutionen a und x an, so sieht

man, dass v ungeandert bleibt und claher alle Permutationen

cler Gruppe P1(H gestattet.

Nun ist P16S Theiler der symmetrischen Permutationsgruppe

von sieben Elementen vom Index 30 und Theiler der alterniren-

den Gruppe vom Index 15. Folglich ist v Wurzel einer Glei-

chung 30 sten Grades, deren Coefficienten symmetrische Functionen

der A sind, und Wurzel einer Gleichung 15 ten
Grades, deren

Coefficienten noch das Differenzenproduct der A enthalten. Sind

-die A die Wurzeln einer Gleichung 7 ten Grades ohne Affect, so

ist v die Wurzel einer Resolvente 30 sten
Grades, die durch Adjunc

tion der Quadratwurzel aus der Discriminante in zwei Factoren

15 ten Grades zerfallt.

Wenn ausser den symmetrischen Functionen der A die

Orosse v dem Rationalitatsbereiche angehort, sei es, dass sie

von vornherein rational ist, oder dass der Rationalitatsbereich

durch Adjunction von v erweitert wird, so sind die A die Wur
zeln einer speciellen Gleichung 7 ten

Grades, deren Galois sche

Gruppe vom 168 sten Grade ist. Was wir nun noch zu be-

weisen haben, ist, dass sich diese specielle Art von Gleichungen
7 ten Grades auf das Fonnenproblem der Gruppe 6r 16S zuriick-

fiihren lasst.

Um dies zu erreichen, miissen wir drei rationale Functionen

Xi, .X2 ,
X3 der Wurzeln A zu bilden suchen, die, wenn die Per

mutationen der Gruppe P16S ausgefiihrt werden, die entsprechen-
den linearen Substitutionen der Gruppe G^168 erfahren, d. h. die,

wenn n eine Permutation aus PltJS und A die entsprechende
Substitution aus 6r16S ist, durch Ausfiihrimg der Permutation TC

in A (Xlf X2 ,
X3 ) ubergehen.

Setzen wrir diese Functionen Xx ,
X2 ,

X
3

fiir die Variablen in

die Invarianten der Gruppe 6r
lt}3 ein, so gehen diese Invarianten

in Functionen der A 5 liber, die durch die Permutationen der

Gruppe P16 ^ ungeandert bleiben, und die folglich dem Ratio

nalitatsbereiche angehoren. Die Berechnung der Werthe der

Functionen Xx ,
X2 ,

X3 aus diesen Werthen der Invarianten ist

dann das Formenproblem fiir die 6r16S . Irgend eine durch die

Substitutionen von 6r
1453 veranderte Function der Xn X2 ,

X
3 ist

Wurzel einer Resolvente der gegebenen G^ichung 7 ten
Grades,

und zwar, da die Gruppen G16S und P16S einfach sind, eine

Totalresolvente.
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Hat man irgend ein System nicht verschwindender Func-

tionen Xx ,
X2 ,

X3 ,
so kann man daher solche Resolventen immer

bilden. Durch das Formenproblem der Gruppe 6r168 1st also

dann die Gleichung 7 ten Grades mit der Gruppe P168 zugleich

gelost.

Um die Losung dieser Gleichungen 7 ten Grades auf das-

specielle Formenproblem, wie es bei den elliptischen Functionen

auftritt (mit /= 0) ,
zuriickzufiihren

,
ist dann noch eine acces-

sorische Gleichung 4 ten Grades zu losen, so wie wir, um die all-

gemeine Gleichung 5 ten Grades auf die Ikosaedergleichung zuriick

zufiihren, eine accessorische Quadratwurzel nothig fanden.

Alles kommt also jetzt noch darauf an, die Functionen

X1? X2 ,
X3 der Wurzeln A diesen Forderungen gemass zu be-

stimmen. Um dies zu ermoglichen, miissen wir einige einfache

Satze aus der allgemeinen Invariantentheorie benutzen, die wir

im folgenden Paragraphen, soweit sie fur unsere Aufgabe in

Betracht kommen, ableiten wollen.

. 129.

Contragrediente Gruppen.

Wir haben schon im . 37 den Begriff der contragredienten

Transformation erlautert. Sind namlich

(1) A =
C. XCj. C2 ,

C
3/

zwei zu einander transponirte Substitutionen, sind #l5 x.2 , x-^ und

lii 21 Is zwei Reihen von Variablen, die durch die Substitutionen

(2) (y) = A(x), fi
= AW

in zwei neue Reihen von Variablen i/1? i/2 , i/3 und ^ x , ^ 2 , ^ 3 trans-

formirt werden, so haben wir diese beiden Reihen von Variablen

und ebenso ihre Transformationen contragredient genannt.

Durch die Substitution y = A (x) wircl jede Function

(a?!, a?2, ^3) der (^) in eine Function der (y) transformirt, und

die Bildung der Abgeleiteten ergiebt:

d d d d
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oder in unserer abgekiirzten Schreibweise:

8&amp;lt;P

8j2&amp;gt;

c\ /80&amp;gt; gO&amp;gt; a0\
v *2 3V

&quot;

*

Ujsp 3& 5ji/&quot;

Dies beweist den Satz:

1. Die Variablenreihen

s i n d c o n t r a g r e d i e n t.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes lassen sich auch
die hoheren Differentialquotienten nach den x durch die nach
den y bilden, wofiir man folgende Regel erhalt:

2. Urn die w ten
Ableitungen

dm O

durch die Ableitungen nach y auszudriicken,,
ersetze man in dem entwickelten Ausdrucke

die Producte

? |-| | durch
ox&quot; cx^ cx^

*?i ^o *?&quot;
durch

also

c
x&amp;lt;{

ex? dx$ *&amp;gt;

;
-&amp;gt;.&quot; c yl d y* d y

wo unter dem Summenzeichen x, A.
k
(t alle nicht

negativen der Bedingung x -|- A -|- f-
== w* geniigen^

den Werthe durchlaufen.

Die Coefficienten
PJjJj

sind ganze rationale Functionen der

Substitutionscoefficienten d^ a2 ,
. . .

Um diese Regel allgemein zu beweisen, braucht man nur
die Formel (5) fur m 1 statt m als bewiesen anzusehen

,
und

mit Anwendung der Formel (3) die Ableitung nach einer der

Variablen x zu bilden, und dabei die aus der Definition (4)
folgende Relation

zu
beriicksichtigen.
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Diesen Satz konnen wir nun auch in folgender Weise ver-

.allgemeinern :

3. Wenn durch die Substitution y = A (x) irgend
eine Form cp (x) in (y) iibergeht, wenn irgend
eine zweite Form

i/&amp;gt; (|) durch die transponirte
Substitution i~ = Ai (r])

in ^(17) iibergeht, so erhalt

man eine neue Transformation durch A, wenn
man in

^&amp;gt; () und *P(ri) die Vertauschungen macht

mit

Krti* mit
t

wenn man also, wie man sich auch ausdriicken

kann, in
i/&amp;gt;

und W die Potenzen und Producte
der Variable n

, 17
durch die entsprechenden

Ableitungen von qp, &amp;lt;P nach den Variablen #, ?/

s e t z t.

Aus der Compositionsregel der linearen Substitutionen er-

giebt sich nun sofort der folgende Satz:

4. Durchlauft A eine Gruppe 6r, so durchlauft die

transponirte Substitution A l eine Gruppe Grv

Sind A, IB zwei Elemente aus 6r und A^ B^ die

entsprechenden Elemente aus 6ri, so sind JLj5

und _B! A! entsprechende Elemente. Die Gruppen
6r und (T! werden zu einander contragredient
g e n a n n t.

Die beiden Gruppen 6r und ^ sind aber nur dann isomorph

auf einander bezogen, wenn man dem A^ nicht das Element A,

sondern das Element A~ l
entsprechen lasst; denn dann ent-

spricht A1 B 1
dem Elemente A- 1 B~ l = (B A)~

l
.

Die Invarianten der Gruppe Gl heissen Contravarianten

der Gruppe 6r. Demnach sind auch die Invarianten von G- die

Contravarianten von 6^.

Aus (3) ergiebt sich dann der folgende Satz:

5. Wenn man in einer Contravariante von 6r die

Potenzen und Producte der Variablen durch

die entsprechenden Ableitungen einer Invariant!

ersetzt, so erhalt man wieder eine Invariante

von 6r
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Und ebenso:

6. Wenn man in einer Invariante von G die Potenzen
und Producte der Variablen durch die ent-

sprechenden Ableitungen einer Contravariante

ersetzt, so ergiebt sich wieder eine Contra
variante.

. 130.

L 6 sung der Gleichung siebenten Grades
mit der Gruppe P16S durch das Form en problem der

Gruppe 6r168 .

Die lineare Substitutionsgruppe 6r, 68 hat die bemerkenswerthe

Eigenschaft, dass sie mit sich selbst contragredient ist. Denn die

erzeugenden Substitutionen r, o&amp;gt; von 6r163 (. 115) bleiben durch

Transposition ungeandert, und wenn man also irgend eine Sub
stitution der Gruppe transponirt, so erhalt man eine Substitution,
die gleichfalls in der Gruppe vorkommt.

Die Contravarianten von 6r168 sind also (von der Bezeichnung
der Variablen abgesehen) mit ihren Invarianten identisch.

Die in der Gruppe 6r16S enthaltene Octaedergruppe 6r24 ,
die

aus den Substitutionen # o u & v

besteht, ist aber von ihrer contra-

gredienten Gruppe verschieden; denn es ist z. B. nach . 72, (17)

@ 3 = o r o r G
,

und die dazu transponirte Substitution

@f T* o T o

lasst sich nach . 72, (15) in die Form x ^ & 2
bringen und ist

also nicht in G2i enthalten.

Es sei nun
rjQ irgend eine zu der Gruppe P24 gehorige Func

tion der Grossen A
,
An . . ., A6 (. 128), z. B. die Wurzel A

selbst. Durch die cyklischen Permutationen T V

gehe 17
in

In den Resolventen

(1) &amp;lt;3r = S f vr ^ r 1, 2..... 6
0,6

ist dann ein System von Functionen gegeben, die sich durch die

Permutationen von P16S zwar linear, aber nicht ternar sub-

stituiren; da man ja die
rj v selbst linear durch die c5 r aus-

driicken kann.

Weber, Algebra. H. oj
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Ein System von drei Functionen, die sich ternar substituiren,

kann man auf folgende Weise bilden !).

Wir fiihren zunachst ein System von Hiilfsvariablen x^ x^, x$

ein, die wir den Substitutionen der Gruppe 6r168 unterwerfen,

und daraus bilden vv
rir die zur Gruppe 6r24 gehorige Function

#&amp;lt;&amp;gt;.

mit ihren conjugirten zr [. 125, (7)]:

(2) Zr

2

Hierzu nehmen wir nun eine Function ^ der Wurzeln Ar

unserer Gleichung 7 ten
Grades, die zu der Gruppe P24 gehort,

z. B. eine rationale Function von A
,
und die conjugirten Werthe

^05 nit &amp;gt; %i und bilden die Summe

(3) ^ = ^ +^l+^2+%%+^4+ %^5+ *?6^

die eine quadratische Function der x ist, deren Coefficienten von

den Wurzeln lr abbangen.
Diese Function ^ andert sich nicht, wenn die

Variablen (x) einer Substitution der Gruppe 6r168 und
die Wurzeln lr gleichzeitig der entsprechenden Per
mutation aus P168 unterworfen werden. Denn durch

diese gleichzeitige Operation werden in der Summe (2) nur die

Summanden unter einander vertauscht, also die Summe selbst

nicht geandert.

Wir konnen daher ^ als simultane Invariante der

Gruppen 6r168 und P168 bezeichnen.

Ordnen wir die Function ty nach den Variablen xit X2 ,
oc-6 .

so ergiebt sich

(4) ^ =^i^1

2+^2

worin zur Abkiirzung

/R\ ^ V c4r,yi a L V c 2ry,VJ jP2 &quot;-J fljl Si 1
~

2j c
?y

l
) F. Klein, wTJeber die Auflosung gewisser Gleichungen vom 7 ten

und 8ten Grade&quot;. Mathem. Annalen, Bd. XV (1879).
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gesetzt ist, so class also die p, q Functionen der Wurzeln Ar sind.

Nun wahlen wir drei verschiedene Functionen
j? ,

die den

bisher ausgesprochenen Bedingimgen geniigen, und bezeichnen

sie mit
YJ ()

, 170, YI Q.

Die aus diesen drei Functionen abgeleiteten Formen ty seien

ij&amp;gt;, i//, ^&quot;,
und deren Coeflicienten (5) jp,-, &; pi, ql] pi, qi Dann

ist nicht nur jede der drei Functionen ^, ^ , ty&quot;
eine simultane

Invariante der Gruppen P16S ,
6r16S ,

sondern auch ihre Functional-

determinante (Bd. I, . 59):

Of _
s

--

;

3 Xi 3 x.2 8 #3

Die Determinante *P ist eine Form 3 ten Grades in den

Variablen #, die nach der Bezeichnungsweise Bd. I, . 15, (4)

den Ausdruck haben mag:

/7\ Hf V A r v- T
\&amp;gt; ) JL -^-/Mjfc ^h AI -^fc-

Die Coefficienten A
htij1t

sincl dann Functionen der Wurzeln Ar ,

die linear und homogen von jedem der drei Systeme i^r , 7;^, v\r

abhangen. Solche Functionen nennt man trilinear.

Es bedeute nun g t , |2 , |3 ein System zu (x) contragredienter

Variablen, so dass die biquadratische Form

(s) / (li, fc? Is)
= If Is + lo li ~r ls 1-2

eine Contravariante von 6r
ltj:i

ist. Wenn wir nun in (7)

1 c 3 /xh Xi x-k durch ^ .. ^ ^ ^ ..

6 / C gj C &fc

ersetzen, so erhalten wir eine lineare Form

(9) L = V
--l/i, i,

ft

g fc g /. g fc

:= ^1 ll + ^2 12 + ^3 Is,

in der die Xj, X2 ,
X3 Functionen von Ar sind, und L bleibt nach

dem Satze . 129, 3. ungeandert. wenn die Wurzeln Ar durch

irgend einer Permutation it der Gruppe P1(js
und gleichzeitig die

Variablen () mit den Variablen (a;) durch die entsprechende
Substitution contragredient transformirt werden.

31*



484 Funfzehnter Abschnitt. . 131.

Geht namlich durch it der Coefficient Ah^ k in Ah^ k liber,

so ist vermittelst der Transformation (y) = A(x)\

und vermittelst der Substitution = A
l (rj) besteht die Identitat

(Si? 21 3)
= /0?n ^?2 ^3)- Folglich ergiebt sich nach dem

Satze . 129, 3.:

Bedeutet also n irgend eine Permutation der Gruppe P168 ,

durch die X1? Xs ,
X3 in Tj, T2 ,

T3 iibergeht, und

die entsprechende Substitution aus der Gruppe 6r168 ,
so haben

wir zu setzen:

2 -f &3 rjz

Is = Ci ^j + C2 ^ -f- C3 7^3,

und die Invarianteneigenschaft von L giebt die Relation

oder entwickelt

rx
= ^ xx + b, x, + d x3

(11) Y2
= a2 X l + b2 X, + c2 X,

YZ = a3 X1 -j- &
3 X2 -|- c3 X3 ,

d. h. die Permutation n
,
auf die Functionen X

l ,
X2 ,

X3 an-

gewandt, hat denselben Erfolg, wie die lineare Substitution

A (Xj, X2 ,
X3 ), und demnach sind die X^ X2 , X^ solche Func

tionen, wie sie unser Problem verlangt (Schluss des . 128).

. 131.

Moglichkeit der Bestimmung der Functionen X
l ,
Z2 ,

X
3 .

Um die Zuriickfuhrung der Gleichung 7 ten Grades mit der

Gruppe P168 auf das Formenproblem der Gruppe 6r168 vollstandig
sicher zu stellen, bleibt noch Eines iibrig:
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Es handelt sich namlieh noch um den Nachweis, dass man
iiber

?? , rjo, rjQ (. 130) so verfiigen kann, dass die Functionen

X1? X2 , X$ nicht identisch verschwinden. Dazu miissen wir die

Bildimgsweise der Grossen X etwas genauer betrachten.

Setzen wir in (9) zufolge (8) (. 130):

-
~t~ =

so ergiebt sich

(1) Xj = 3 J-l.i.3, ^2 = -4.3.3,3 + 3-4

-^3 = ^-1-1,1 &quot;T
^ ^3,3.2-

Nun ist aber ferner nach (4) und (6) (. 130):

(2)

+22
22^1+2^2+^3^3

Dies lasst sich leicht nach Potenzen und Producten der x

orclnen, und wenn wir also die Bezeichnung gebrauchen

Pi , 23 , 22

h22)= ^1,23,22

&amp;gt;i , 2s, 22
so ernalt man

AI.I = 0&amp;gt;i 2s, 22), 3 .43 . 3)2
=

Aa,2 = (2s, i&amp;gt;2, 2i), S^j.s =
As ?

s = (22 , 2i. Ps), 3 ^
2:2;1
=

und daraus nach (1)

xi
=

(2s, Pi, 2i) + (i&amp;gt;i, 2

(3) X2
= (22 , 2i, PS) + (23, i&amp;gt;

^3 = to, 23, 22) + (23, 2

22 ) i, 2s,

23,

(22 ,

Diese Functionen X1? X2 ,
X3 sind, wie aus dem oben Be-

merkten folgt [. 130, (5)], trilineare Formen der drei Variablen-
reihen

77,., rir, 7? ,. ,
deren Coefficienten rational durch die siebente

Einheitswurzel B ausgedriickt werden konnen. Die Coefficienten

dieser Formen sind aber gewiss nicht alle gleich Null. Denn
nach (3) kann man die Grossen p, q so annehmen, dass X^ X2 ,

X$

nicht gleich Null werden, und die 21 Grossen
77,., &amp;lt;% ^ lassen

sich aus . 130, (5) so bestirnrnen, dass die 18 Grossen p, q (und
ausserdem die drei Summen 2:^r) beliebig vorgeschriebene Werthe
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bekommen. Macben wir dann fur die sieben Variablen v\ r die

Substitution

(4) rjr
= + i Ar -\- a2 A? -|- % A? -}- a4 A* -j- a5 A? -f- aG A? ,

deren Determinate als das Product aller Differenzen A A
fc
von

Null verschieden ist, und substituiren entsprechend
s s s

(5) i7r
= 2a#, ^;.

= SaA?, ^r=.2.^^,
0,6 0,G 0,6

so geht dadurcb X:
in eine trilineare Form der drei Variablen-

reihen a8 , as ,
as liber, die niclit identisch verscbwinden kann,

well ja auch umgekehrt die as ,
a8 ,

a&quot;s durcb die ^ rjr , if\ r linear

ausdriickbar sind. Nun kann man fur die Variablen o g , i, a&quot;s

solche rationale Zahlenwerthe annehmen (Bd. I, . 143), dass die

Functionen Xx ,
X2 ,

X3 von Null verschiedene Werthe annehmen,

und dann stellt (5) eine geeignete Annahme fiir die Func

tionen r r r fr dar l
.

l
) Vergl. iiber die hiermit erledigte Frage: Burckhardt, ,,Ueber

einen fundamentaleii Satz der Lehre von den endlichen Gruppen linearer

Substitutionen&quot;. Mathem. Annalen, Bd. 42 (1892).
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Sechzehnter Abschnitt.

Zahlen und Functionale eines algebraischen Korpers.

. 132.

Definition der algebraischen Zahlen.

Eine algebraische Gleichung

F(x) = xn -f- al xn
~ l

-\-
&quot;-

-j- an_i# ^-j-
an = 0,

deren Coefficienten a x , 2 ,
. . ., an rationale Zahlen sind, nennert

wir der Kiirze wegen eine rationale Gleichung. Sie hat, wie wir

in friiheren Abschnitten nachgewiesen haben, immer n oder

weniger, aber immer wenigstens eine Wurzel. Wie man jeder
dieser Wurzeln durch rationale Zahlen

,
etwa durch Decimal-

briiche oder durch Kettenbriiche, nothigenfalls mit Zuziehung der

imaginaren Einheit i = V 1 bis auf jeden beliebigen Grad

nahe kommen kann, d. h. wie man die Werthe der Wurzeln an-

nahernd berechnen kann, ist im zweiten Buche des ersten Bandes

gezeigt.

In den folgenden Betrachtungen soil es sich nun nicht um
diese numerischen Werthe handeln, sondern um die arith-

metischen Gesetze
,
denen diese Zahlen unterworfen sind

,
die

sich aus der Definition selbst und nicht aus den numerischen

Werthen ableiten lassen. Wir stellen also jetzt folgende Defini

tion an die Spitze:

Eine Zahl
,
die einer rationalen Gleichung

(1) F(0) =
geniigt, heisst eine algebraische Zahl.

Jede algebraische Gleichung mit rationalen Coefficienten

liefert uns solche algebraische Zahlen, die sich also in beliebiger

Menge angeben lassen. Die Frage, ob es auch nicht algebraische
Zahlen giebt, wird uns spater beschaftigen.
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Eine algebraische Zahl geniigt nicht nur einer, sondern un-

endlicb vielen rationalen Gleichungen; denn multiplicirt man
zwei beliebige Functionen von der Form F (x) mit einander, so

erhalt man eine Function derselben Form, die fur x = & ver

schwindet, wenn einer der Factoren diese Eigenschaft hat.

Unter alien rationalen Gleichungen, denen eine algebraische

Zahl geniigt, ist eine von moglichst niedrigem Grade, f (&) = 0,

wenn / (x) die Form hat :

(2) / (x)
= xn

-f aj x
n~ l + a2 x

n~*
-} + a,

und es kann auch nur eine solche Gleichung geben, wenn wir,

wie bisher immer, den Coefficienten der hochsten Potenz von x

gleich 1 annehmen.

Denn sind / (x) , /x (x) zwei Functionen von der Form (2)

von gleichem Grade n, so ist/(V) fi(x) von niedrigerem als

dem n ten
Grade, Und wenn sowohl f (&) als /A (&) verschwindet,

so verschwindet auch f(&) /i(); wenn also diese Differenz

nicht identisch verschwindet, so geniigt @ einer Gleichung

von niedrigerem als dem w ten
Grade, was gegen die Yoraus-

setzung ist.

Die Function f (x) ist im Korper der rationalen

Zahlen irreducibel.

Denn zerfallt / (x) in zwei rationale Factoren /x (x) und

/2 (#), von denen jeder von niedrigerem Grade ist als /(j?), so

geniigt einer der beiden Gleichungen/^) = 0, f*(&) = 0,

was unserer Voraussetzung widerspricht.

Ist n der Grad der rationalen Gleichung niedrig-
sten Grades, der die Zahl geniigt, so nennen wir

eine algebraische Zahl n ien Grades.

. 133.

Ganze algebraische Zahlen.

Eine algebraische Zahl wird eine gauze alge
braische Zahl genannt, wenn sie einer rationalen

Gleichung

(1) & + A l
m~ l

H h ^--1 + A =
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geniigt, deren Coefficienten Alt A.2 ,
. . ., Am ganze Zahlen

s i n d.

Wir bemerken, dass es nach dieser Definition ausreicht, urn

eine algebraische Zahl als ganz zu charakterisiren, wenn unter

den unendlich vielen Gleichungen der Form (1), denen & geniigt

eine ist, deren Coefficienten ganze Zahlen sind.

Die ganzen algebraischen Zahlen umfassen als speciellen

Fall die gewohnlichen ganzen Zahlen, die wir zur Unterscheidung

ganze rationale Zahlen nennen. Die positiven ganzen ratio-

nalen Zahlen nennen wir auch, einem verbreiteten Sprach-

gebrauch folgend, natiirliche Zahlen.

Unter ganzen Zahlen schlechtweg verstehen wir dann ganze

.algebraische, rationale und irrationale Zahlen.

1. Eine ganze algebraische Zahl, die zugleich

rational ist, ist nothwendig eine ganze ratio

nale Zahl.

Nehmen wir namlich an
,

es sei = P : Q ein rationaler

Bruch, und P, Q ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen

Theiler, etwa Q positiv, so ergiebt sich aus (1)

P&amp;lt; + A, P * Q + A, P 2
Q* H-----h Am Q

m = 0,

und daraus ist zu ersehen, dass jeder Primtheiler von Q in P
nthalten sein miisste. Es muss also Q = 1 sein, und = P

ist eine ganze rationale Zahl.

2. Summe. Differenz und Product zweier ganzer
Zahlen sind wieder ganze Zahlen.

Urn diesen Hauptsatz zu beweisen, nehmen wir an, es seien

, |8
zwei ganze Zahlen, die den Gleichungen

u -f- Oi w&quot;-
1

-\
-----h -i + % =

ft
v

_|_ 6i ^v-i _^
-----u & V_ T /3 + b v =

geniigen, und machen eine der drei Annahmen

o = a -f- /3, j3, a|3.

Dann setzen wir ^ v *&amp;gt;i und bezeichnen die m Grossen

8 = 0, 1, ..., V- 1

in irgend einer Reihenfolge mit ODJ. 2 ,
. . .,

CO MI



492 Sechzelmter Abschnitt. . 133_

Dann konnen die Producte cowj, ww2 ,
. .

.,
co com mit Hiilfe

der Gleichungen (2) in die Form gesetzt werden

CO C0r = Cr
^
i C0

l C
r? 2

&amp;gt;2 \~ Cr m C0m
v 1 9T i, z, . .

., m,

worin die Coefficienten c s
,
r ganze rationale Zahlen sind. Wenn&amp;gt;

man aus diesen Gleichungen aber die !, o&amp;gt;2 ,
. . .,

com eliminirt.
so folgt

1,1 6^5 ^1,2} i Ci m

, li .
C
TO) 2 , .

,
C

m&amp;gt;
m 03

was entwickelt die Form enthalt

= 0,

worin die Ci, 6\, . . ., Cm gleichfalls ganze rationale Zahlen sind.

Dies aber zeigt, dass co eine ganze Zahl ist, wie bewiesen
werden sollte.

3. Ist/(#) eine im Korper der rationalen Zahlen
irreducible Function, und ist eine Wurzel &
von /(#) eine ganze Zahl, so sind alle Wur
zeln von f(x) ganze Zahlen.

Denn wenn eine rationale Function F (x) fiir x = a ver-

schwindet, so ist F (x) durch f (x) theilbar, und alle Wurzeln
von f(x) sind zugleich Wurzeln von F (x) (Bd. I, . 141). Wenn
nun a eine ganze Zahl ist, so giebt es eine Function

77V7^ /v.m I A /V.TO 1 | I AL i+j -- Jj -\- JL^J; -J- -|- ^Lm

mit ganzzahligen Coefficienten Al ,
. . ., Am ,

die fiir x = a ver-

schwindet, und F (x) verschwindet also auch fiir alle anderen
W7urzeln vori / (x\ die sonach alle ganze Zahlen sind.

Ist

so sind die a1? a2 ,
. . ., an durch Multiplication und Addition aus

den Wurzeln von f (x) zusammengesetzt und sind also nach 2,

ganze rationale Zahlen. Daraus folgt:

4. Ist eine ganze algebraische Zahl, so hat die

Gleichung niedrigsten Grades/(&amp;lt;9)
= [. 132, (2)]

ga-nzzahlige Coefficienten.
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Wir beweisen noch den Satz:

5. Jede algebraische Zahl lasst sich durch Multi

plication mit einer natiirlichen Zahl in eine

ganze algebraische Zahl verwandeln.

Denn ist

0m + ^i@m-l_| ^^==0,
imd sind A^, . . ., Am rationale Zahlen mit dem gemeinsamen
tenner a, so erhalt man durch Multiplication mit am :

(a @)&amp;lt; -f A, a (a 0)
1+ A, a* (a 0)--a _| \-Am a&quot; == 0,

woraus hervorgeht, dass a eine ganze Zahl ist.

. 134.

Algebraische Korper.

Im dreizehnten Abschnitte des ersten Bandes haben wir ge-

sehen, wie man aus jeder Wurzel & einer in irgend einem Kor

per & irreduciblen Gleichung n ien Grades / (0) = einen alge-
braischen Korper & (0) liber & ableitet. Die aus den n Wurzeln
dieser Gleichung abgeleiteten n Korper, die auch zum Theil

oder alle identisch sein konnen, haben wir conjugirte Korper
genannt.

Bezeichnen wir mit E den Korper der rationalen Zahlen, so

giebt also nach unserer Definition jede algebraische Zahl n ien

Grades, @, Anlass zu einem algebraischen Korper E () liber jR,

den wir von jetzt an kurz einen algebraischen Zahlkorper n ien

Grades nennen. Wir haben auch schon friiher nacbgewiesen
(Bd. I, . 143), dass man immer einen algebraischen Zahl
korper bestiinmen kann, der eine endliche Anzahl
beliebig gegebener algebraischer Zahlen enthalt.

Dieser Satz wird an dieser Stelle hervorgehoben, um darauf

hinzuweisen, dass die Allgeineinheit einer Betrachtung liber

irgend eine endliche Anzahl algebraischer Zahlen dadurch nicht

beeintrachtigt wird, dass man diese Zahlen alle in einem alge
braischen Zahlkorper gelegen voraussetzt.

Jede Zahl o eines solchen Korpers kann als ganze Func
tion (p(0) von mit rationalen Coefticienten dargestellt werden,
und jeder Zahl co entspricht in jedem der n conjugirten Korper
eine bestimmte Zahl. Diese conjugirten Zahlen konnen zum
Theil einander gleich sein. und wir haben danach primitive und
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hnprimitive Zahlen des Korpers unterschieden. Eine symme-
trische Function der conjugirten Zahlen 1st eine rationale Zahl.

Unter diesen symmetrischen Functionen sind zwei von besonderer

Wichtigkeit, die Summe imd das Product, von denen die erste

die Spur, die zweite die Norm von 09 genannt wird. Man,

bezeichnet diese beiden Zahlen durch S(co) und N(&).
Hierbei werden, wenn unter den conjugirten Zahlen dieselben

Zahlen mehrfach vorkommen, diese gleichen Zahlen so oft in

die Summe oder das Product aufgenommen, als der Grad ihrer

Haufigkeit angiebt.

Da sich in jedem solchen Zahlkorper die vier fundamentalen:

Rechenoperationen ebenso wie im Korper der rationalen Zahlen

ausfiihren lassen, so kann man auch die Frage aufwerfen, in-

wieweit sich die aus der Theorie der rationalen Zalilen bekannten

arithmetischen Grundgesetze in einem beliebigen algebraischen

Zahlkorper bewahren. Es handelt sich hierbei in erster Linie um
die Zerlegung der ganzen Zalilen in ihre Primfactoren.

Da diese Zerlegung mit den Zahlen des algebraischen Kor

pers selbst im Allgemeinen nicht gelingt, so ist eine Erweiterung
des Rechemnateriales nothig, um die einfachen Gesetze wieder

herzustellen
,
und eine solche Erweiterung ist in verschiedenem

Sinne moglich. Es miissen sich aber diese verschiedenen Er-

weiterungen auf einander zuruckfiihren, oder, genauer gesagt, in

eine eindeutige Beziehung zu einander setzen lassen.

Kummer hat zuerst fur die aus Einheitswurzeln gebildeten

algebraischen Zahlen (die Kreistheilungszahlen) das grosse Pro

blem durch die Schopfung der idealen Zahlen 1

) gelost. Eine

andere ganz allgemeine, keiner Ausnahme unterworfene Losung
hat die Aufgabe durch Dedekind gefunden, der als die einfach-

sten Elemente der Rechnung die von ihm so genannten Ideale 2
}

*) Kummer, Theorie der idealen Primfactoren der complexes
Zahlen etc. Crelle s Journal, Bd. 35, 1846, Bd. 40, 1850. Abhandlungen
der Berliner Akademie 1856. Sur la theorie des nombres complexes com

poses de racines de 1 unite et de nombres entiers. Liouville s Journal,

Bd. 16, 1851.
2
) Dedekind, in dem letzteii Supplement der 2., 3. und 4. Auflage

von Dirichlet s Vorlesungen iiber Zahlentheorie (Braunschweig 1871 r

1879, 1894). Zu vergleichen ist auch: Sur la theorie des nombres entiers

algebriques im Bulletin von Darboux und Hoiiel (l
re ser. XI, 1877). Ueber

den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der hoheren

Congruenzen (Abhaiidlungen der Ges. der Wissensch. in Gottingen, Bd. 23,
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betracbtet. Einen clavon verscbiedenen AYeg bat Kronecker 1

)

eingescblagen.

Die Theorie von Dedekind ist von ihrem Begrunder um-

fassend und in stets wacbsender Einfachheit und Yollkommen-

heit dargestellt in dem letzten Supplement der drei neuesten

Auflagen von Diricblet s Yorlesungen iiber Zablentbeorie.

Die Tbeorie von Kronecker ist erst im Jabre 1882 durcb

die Festscbrift zu Rummer s Jubilaum dem weiteren Kreise der

Matbematiker bekannt geworden, und ist auch jetzt noch nicht

ganz leicht zuganglicb
2
).

Beziiglicb der Dedekind schen Tbeorie konnen wir also

den Leser, der tiefer in diesen interessanten Gegenstand einzu-

dringen wiinscbt, auf die genannten Werke verweisen. Dagegen
soil bier der Versucb gemacht werden, den Zusammenbang zwi-

scben den verscbiedenen Tbeorieen berzustellen und auf Grund

der Kronecker schen Yoraussetzungen und Hiilfsmittel so viel

daraus zu entwickeln, als fur die folgenden algebraischen An-

wendungen notbwendig ist.

. 135.

Ganze Functionen in einem algebraiscben Korper.

Scbon im ersten Bande baben wir mebrfacb Gelegenbeit

gehabt, ganze Functionen einer beliebigen Anzabl von unabhan-

gigen Veranderlicben einzufiibren, und baben auch (in . 141 f.)

1878). Ueber die Discriminanten endlicher Korper (ebend.. Bd. 29, 1882).

Ueber die Anzahl der Ideal -Classen in den verschiedenen Ordnungen eines

endlichen Korpers (Braunschweig- 1877). Festschrift zur Sacularfeier des

Geburtstages von Gauss. nZur Theorie der Ideale&quot; und nUeber die Be-

grundung der Idealtheorie&quot;. Nachrichten d. Ges. d. Wissensch. in Gottingen

1894, 1895. Hierher gehoren auch die Abhandlungen von Hilbert, rUeber
die Zerlegung der Ideale etc.&quot;, Matheni. Annalen, Bd. 44, 1893. nGrund-

ziige einer Theorie der Galois schen Zahlkorper&quot;, Gottinger Nachrichten

1894. Hurwitz, Zur Theorie der Ideale&quot;. Ueber einen Fundamental-

satz etc.&quot;, Gottinger Nachrichten 1894, 1895.-
1
) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge

braischen Grossen. Festschrift zu Kummer s SOjahrigem Doctor-Jubilaunu

Berlin 182. (Auch in Bd. 92 von Crelle s Journal.) Zu erwahnen sind

hier noch die Arbeiten von Hens el in den Bandeii 101, 103, 105, 111, 113

des Crelle schen Journals.
2

) Vgl. die Vorrede zur 4. Auflage von Dirichlet-Dedekind s Vor-

lesungen iiber Zahlentheorie.
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den Fall .erortert, class die Coefficienten einem bestimmten

Korper & angehoren. Wir machen jetzt die Annahme, dass

dieser Korper *& ein algebraischer Zahlkorper sei, und be-

trachten also Ausdriicke cp (#, ?/, #, . .
.),

die als eine Summe von

Gliedern der Form
a xr

y
s
z* . . .

dargestellt sind, worin die Exponenten r, s, ,
. . . positive oder

wenigstens nicht negative ganze Zahlen sind, wahrend die Coeffi

cienten a Zahlen in & bedeuten. Einen solchen Ausdruck

(1) cp (x, y, z, . .
.)
= V a xr

y
s z i

. . .

nennen wir eine ganze Function in &. Wir nehmen den

Ausdruck immer so geordnet und zusammengefasst an, dass

dieselbe Combination der Exponenten r, s, ,
. . . .nicht zweimal

darin vorkommt, und nennen zwei solche Ausdriicke nur dann

einauder gleich, wenn sie dieselben Producte xr
y
s z* . . ., mit

denselben Coefficienten behaftet, enthalten. Eine ganze Func
tion wird dann und nur dann gleich Null gesetzt, wenn
alle ihre Coefficienten Null sind.

Mehrere ganze Functionen geben durch Addition, Subtraction

und Multiplication immer wieder ganze Functionen. Nach Bd. I,

. 143, I. kann man fur die Variablen #, y, 2, . . . solche ratio

nale Zahlwerthe setzen, dass eine oder eine beliebige Anzahl

von gegebenen von Null verschiedenen ganzen Functionen in &
nicht verschwindende Zahlwerthe (in &) erhalten. Daraus er-

giebt sich, dass ein Product mehrerer ganzer Functionen
nur dann verschwindet, wenn einer seiner Factoren

verschwindet.

Die Summe r -\-s-\-t-\ der Exponenten in einem Gliede

des Ausdrucks (I) heisst der Grad dieses Gliedes, und der

grosste Werth, den der Grad eines Gliedes mit nicht ver-

schwindendem Coefficienten in cp annimmt, heisst der Grad der

Function cp.

Der Grad eines Productes aus zweien oder mehreren ganzen
Functionen ist gleich der Summe der Grade der einzelnen Fac

toren.

Denn fasst man in jedem der Factoren die Summe der

Glieder hochsten Grades zu einer homogenen Function zusammen,
so erlialt man die Glieder hochsten Grades des Productes, wenn

man alle diese homogenen Functionen mit einander multiplicirt.
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Das Product dieser homogenen Functionen kann nach deni oben
Bewiesenen nicht verschwinden

,
wenn keiner der Factoren ver-

schwindet, und sein Grad ist gleich der Summe der Grade der
einzelneii Factoren.

Die Z a hi en des Korpers SI sind unter den Functionen mit
enthalten. Man erhalt sie, wenn man entweder den Grad oder
die Anzahl der Variablen auf Null heruntersinken lasst.

Ueber die .ganzen Functionen in & haben wir im ersten
Bande mehrere wichtige Satze abgeleitet, von denen wir hier

den Satz . 141, IV hervorheben:

1. Unter den ganzen Functionen in Q niiissen
reducible und irreducible unterschieden werden,
von denen die ersten als Product aus rnehreren

ganzen Functionen in Q darstellbar sind, die
anderen nicht. Die reduciblen Functionen

g&amp;gt;

lassen sich in eine endliche Anzahl von irredu-
ciblen Factoren zerlegeu, die selbst ganze Func
tionen in Q sind, und die irreduciblen Factoren
von

&amp;lt;p sind, von constanten Factoren, d. h. Zahlen
in &, abgesehen, eindeutig durch 9 selbst be
st imm t.

Als specielle Falle sind unter den ganzen Functionen in &
auch die ganzen Functionen im Korper der rationalen
Zahlen E enthalten:

(2) & (x, y, z, . .
.)
= 1 a x&amp;gt; y

s
*.*.,

worin die Coefficienten a rationale Zahlen sind.

Wenn diese Coefficienten ganze Zahlen ohne gemei li

same u Theiler sind, so heisst diese Function eine urspriing-
liche oder primitive, von denen wir ini Bd. I, . 2 den Satz

nachgewiesen haben:

2. Das Product von zwei primitiven Functionen ist

wieder eine primitive Function.

Wenn die Coefficienten der Function (2), die wir fur den

Augenblick mit

a
, cq, a2 ,

. . .

bezeichuen wollen, ganze Zahlen mit dem grossten genieinschaft-
lichen Theiler m sind, so ist, wenn m &amp;gt; 1 ist, eine imprimitive

ganze ganzzahlige Function vom Theiler m, und der Theiler
einer primitiven Function ist == 1.

Weber, Algebra. II.
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Setzen wir

(3) a = w*e
,
ax
= mex , 2

so sind die e
, Cj, e2 ,

. . . ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler;

(4) E (x, y, *, . .
.)
= 2 e ary zi

. . .

ist eine primitive Function und es wird

&amp;lt;2&amp;gt;
= wJ.

Diese Functionen O haben wir im . 2 des ersten Bandes

betrachtet und haben dort von ihnen den Satz bewiesen:

3. Der Theiler eines Productes von zwei oder mehr

ganzen Functionen &amp;lt;2&amp;gt; ist gleich dem Product der

Theiler der einzelnen Factoren.

Die ganzen Functionen in SI hangen ausser von den

Variablen von einer algebraischen Zahl ab, enthalten aber

sonst nur rationale Zahlencoefficienten. Bezeichnen wir eine

solche Function mit cp (@, x, y, z, . .
.),

so erhalten wir die con-

jugirten Functionen qp, qp l9 qp 2 ,
. . . oder

(5) &amp;lt;p (0, x, y,z,.. .), &amp;lt;p (i, x, y,z,.. .), &amp;lt;p ( a , , 2/, s, ...),.

wenn wir fiir die sammtlichen Wurzeln der irreduciblen Gleichung

f(x)= Q [. 132, (2)] einsetzen. Diese conjugirten Functionen

konnen auch zum Theil einander gleich sein.

Sie sind alle einander gleich, wenn cp eine Function in R
ist, und es ist umgekehrt cp eine Function in R, wenn die con

jugirten Functionen alle einander gleich sind; denn es ist dann,

wenn wir unter S (cp) die Summe der conjugirten Functionen

(die Spur) verstehen,

ncp = S(cp),

und S (cp) ist eine ganze Function, deren Coefficienten symme-
trische Functionen der n Wurzeln

,
d. h. rationale Zahlen, sind.

Zu den ganzen Functionen in R gehort auch die Norm
von qp, d. h. das Product

(6) N(&amp;lt;p)
=

cp cp.cp, . . .,

denn alle Coefficienten dieser Function sind symmetrische Func

tionen der 0. Diese Function ist theilbar durch 9, und wenn wir

, N(q&amp;gt;)
= cpcp

setzen, so sind sowohl cp als cp ganze Functionen in &amp;lt;&. Denn

cp ist als Product cp l cp 2 ... eine ganze Function, und die Coeffi-
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cienten von
&amp;lt;p

sind symmetrische Functionen der Wurzeln der

Gleichung * fx\

~ = =

die ihrerseits in Q enthalten sind.

Aus der Definition ergiebt sick, dass die Norm eines Pro-

ductes gleich dem Producte der Normen der Factoren ist. dass

also, wenn cp. ty Functionen in & sind,

(7) N(q&amp;gt;1&amp;gt;)
=

N(&amp;lt;p)N(1&amp;gt;)

ist.

. 136.

Die Functionale eines algebraischen Korpers 1 und
der erweiterte Korper &.

Die Variablen, die in der Theorie der algebraischen Zahlen

verwendet werden, haben nicbt die Bedeutimg von Zeicben fiir

veranderliche Zahlenreihen
,

wie man es aus der Functionen-

theorie gewohnt ist, sondern sie sind lediglich Rechnungssymbole
ohne eine selbstandige Bedeutung. Bei den Functionen dieser

Variablen koinmt es eigentlicb nur auf die Coefficientensysteme

an, und die Variablen werden nur dazu benutzt, um die be-

kannten und gelaufigen Regeln der Bucbstabenrechnung auf diese

Coefficientensysteme anzuwenden. Es ist damit freilich nicht

ausgeschlossen, dass gelegentlicb aucb die Zahlen betrachtet

werden, die man erhalt, wenn man die Variablen durch gewisse

Zahlen, z. B. durch rationale Zahlen. ersetzt.

Demnach fiihren wir in unsere Betrachtungen
sowohl ganze als gebrochene Functionen von beliebig
vielen Veranderlichen ein, deren Coefficienten Zahlen
eines algebraischen Korpers & sind, und setzen fest,

dass mit diesen Functionen so gerechnet wird, wie es

die Buchstabenrechnung vorschreibt.

Jede solche Function o kann als Quotient zweier ganzer

Functionen in ^i, w
a)

&quot;*

dargestellt werden, wobei ty immer von Null verschieden ange-
nommen werden muss. Zwei solche Functionen sind nur claim

einander gleich:

32
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wenn qp ^ rz
(p l ^ ist. Haben die beiden Functionen cp, 4&amp;gt;

keinen

gemeinsamen Theiler, so heisst cp : ty ein irreducibler Bruch.
Unter den verschiedenen Darstellungen einer Function a giebt
es eine durch einen irreduciblen Bruch, und diese wollen

wir die einfachste Darstellung nennen. In ihr sind Zahler

und Nenner bis auf einen gemeinsamen Factor, der eine be-

liebige Zahl in & sein kann, durch a selbst vollig bestimmt

(Bd. I, . 141).

Eine solche Function w wollen wir ein Functional des

Korpers & nennen. Als specielle Falle sind darunter die

ganzen Functionen und die Zahlen selbst enthalten. Bei den

Zahlen ist jede Darstellung als Quotient zweier Zahlen in SI als

einfachste Darstellung zu betrachten.

Auf die Functionale lassen sich die vier Grundrechnungs-
arten in demselben Umfange anwenden, wie auf die Zahlen, und
der Inbegriff aller Functionale des Korpers & ist daher gleichfalls

ein Korper, den wir mit & bezeichnen und den Functional-
k orper von . nennen wollen 1

)

Der Functionalkorper & enthalt den Zahlkorper & als

Theiler.

Ein Functional, dessen Coefficienten rationale Zahlen sind,

heisst ein rationales Functional. Der Inbegriff aller ratio-

nalen Functionale ist der Functionalkorper jR des Korpers R
der rationalen Zahlen, und der Korper E ist in jedem alge-

braischen Functionalkorper ^enthalten.

Jedes rationale Functional A kann als Quotient zweier

ganzer Functionen in E dargestellt werden, denen man auch

ganzzahlige Coefficienten geben kann, indem man Zahler und
Nenner mit dem Hauptnenner aller Coefficienten multiplicirt.

l
) Es liegt nahe, die Functionale des Korpers .ft, mit denen wie mit

den Zahlen in Q gerechnet wird, geradezu als ideale Zahlen des Kor

pers H zu bezeichnen. Diese Ausdrucksweise wiirde sich einerseits an die

Idealfactoren von Kummer, andererseits an die von Dedekind ein-

gefiihrten Ideale anschliessen, die zu den Functionalen in einer sehr nahen,

spiiter zu erorternden Beziehung stehen. So bestechend in niancher Hin-

sicht eine solche Terminologie ware, so erweist sie eich doch in anderer

Hinsicht nicht als zweckmassig, \veil dadurch den Functionalen, die doch
immerhin nur Mittel zum Zweck

,
nicht selbstandig fur sich Gegenstand

unseres Interesses sind
,
anscheinend eine grossere Bedeutung beigelegt

wiirde
,

als ihnen in Wirklichkeit zukommt. Mit der Einfiihrung des
Wortes ,,Functional&quot; folgen wir einem Vorschlage von Dedekiud.
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Sincl in dieser Darstellung Zahler und Nenner imprimitiv, so

kann man den Theiler herausnehmen und erhalt eine Darstellung
in der Form

A= E
l

(^
yg,...)K =

2 (, y, z, ) E,

in der a eine positive, ganze oder gebrochene rationale Zahl

ist, wahrend E^ E.2 primitive Functionen in R sind. Hieraus

folgt:

1. Man kann jedes rationale Functional durch

Multiplication mit einer primitiven Function
in E in eine ganze Function in R verwandeln.
und mehrere rationale Functionale lassen sich

als Briiche darstellen, der en gemeinsamer
Nenner eine primitive Function ist.

Die positive Zahl a und der Quotient El
: E.2 sind durch A

vollstandig bestimmt. Denn setzen wir a in die Form eines

rationalen Bruches ql : q? und nehmen an, es sei

2l ! 2i Hi
q.2 E2

~

q 2 Ez
so folgt

q l q% El E2 = q* q{ E, E{.

Hier haben wir also zwei ganze Functionen R mit ganz-

zahligen Coefficienten
,

die einander gleich sind, und deren

Theiler, da EL E% und E2 E{ primitive Functionen sind, gx q oder

q2 qi ist. Folglich ist ^ q% = q.2 q[ ,
und daher auch

2l = ?1 Hi = Hi
q.2 q^ E2 E2

2. Wir nennen die positive rationale Zahl a den
absoluten Werth des Functionales A.

In dem Falle, dass A selbst eine Zahl ist, ist a der absolute

Werth von A in dem gewohnlichen Sinne dieses WT

ortes, und E
ist = -j- 1 oder = -- 1 zu setzen, je nachdem A positiv oder

negativ ist. Es ist also E nichts waiter als das Vorzeichen

von A. In der weitgehenden Verallgemeinerung dieser elemen-

taren Begriffe liegt das Befremdende, was unsere Definition dem

ersten Blick bietet. Sie wird sich aber in der Folge als durch -

aus sachgemass und nutzlich erweisen.

Aus . 135, 3. ergiebt sich der Satz:
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3. Der absolute Werth eines Productes zweier oder
mehrerer rationaler Functionale ist gleich dem
Producte der absoluten Werthe der Factoren.

Ist co ein Functional des Korpers &amp;lt;&,
so ist JV(co) ein ratio

nales Functional, und die Norm eines Productes oder eines

Quotienten zweier Functionale ist gleich dem Producte
oder dem Quotienten der Normen der Bestandtheile.

4. Wir nennen den absoluten Werth des rationalen

Functionales N (a) die absolute Norm Na (co) von

co und setzen

(3) N(a&amp;gt;)
= Na (co)E(a&amp;gt;).

Na (cs) ist immer eine positive rationale Zahl, und E(co)
ist der Quotient zweier primitiver ganzer Functionen. Aus 3.

folgt, wenn a, /3 zwei Functionale in SI sind, die Formel

(4) Na (
K p) = Na (

K)Na ((i),

oder der Satz:

5. Die absolute Norm eines Productes von Func
tional en in & ist gleich dem Producte der
absoluten Normen der Factoren.

Wenn wir alle Coefficienten eines Functionales in SI durch

die entsprechenden Zahlen eines zu & conjugirten Korpers Sl

ersetzen, so erhalten wir ein conjugirtes Functional. Der

gesammte Functionalkorper SI geht dadurch in einen con

jugirten Functionalkorper S2
t iiber. Da jede Gleichung

zwischen Functionalen des Korpers SI im Grunde nur die Zu-

samrnenfassung einer Reihe von Gleichungen zwischen Zahlen des

Korpers SI ist, so haben wir den Satz (Bd. I, . 141):

6. Jede Gleichung zwischen Functionalen des Kor

pers SI bleibt richtig, wenn fur alle Functionale

die entsprechenden Elemente eines conjugirten

Korpers S2&amp;gt;

1 gesetzt werden.

Bedeutet t eine in co nicht vorkommende Variable, so hat

die Function N(t co) die Form

(5) &amp;lt;Z&amp;gt; (0 = t- + A, f-i + A2 1~* H h An ,

worin die Coefficienten At rationale Functionale sind, und diese

Function
&amp;lt;P(t) verschwindet, wenn co fur t gesetzt wird. Es giebt

aber nicht bloss eine solche Function 3&amp;gt;

(t) ,
die fiir t co ver-
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schwindet, sondern beliebig viele, da man jedes O (t) mit einer

beliebigen Function der gleichen Form multipliciren kann. Auch

kann es vorkommen, dass schon ein Product von weniger als

n Factoren von N (t &) rationale Coefficienten erhalt, woraus

Functional! &amp;lt;

(t) von niedrigerem als dem w ten Grade ent-

springen, die fiir t = a verschwinden. Daraus folgt:

7. Es giebt fiir jedes Functional des Korpers &
unendlich viele Functionen 3&amp;gt; (), die fiir t = to

verschwinden, in denen die hochste Potenz von t

den Coefficienten 1 hat, und deren iibrige Coeffi

cienten in E enthalten sind.

Wir sagen dann, a ist eine Wurzel der Gleichung

(t)
== 0.

Unter den verschiedenen Functionen 3&amp;gt; (T), deren Existenz

im Satze 7. ausgesprochen ist, giebt es eine und nur eine F (t)

von moglichst niedrigem Grade. Denn existiren zwei solche

Functionen F (t) und Fl (t) von gleichem Grade m, so ist die

Differenz F (t) F^ (t) in Bezug auf t hochstens vom Grade

m 1 und verschwindet fiir t = co. Dividirt man durch den

Coefficienten der hochsten Potenz von
,

so erhalt man eine

Function &
(t) von niedrigerem Grade als F (t),

die nach der

Voraussetzung liber F (t) nicht existirt.

Die Function F (t) kann im Korper R nicht in Factoren

zerlegt werden, die ganze Functionen von t sind. Denn zerfiele

sie in mehrere Factoren derselben Form F1 (f), F2 (t), so miisste

einer dieser Factoren, die doch alle von niedrigerem Grade als

F (t) selbst sind, fiir t = o verschwinden, entgegen unserer

Voraussetzung.
Jede Function 3&amp;gt; (t) des Satzes 7. ist dann durch diese

irreducible Function F(t) theilbar, so dass der Quotient 3&amp;gt;(t):F(t)

eine ganze Function von t in R ist, in der die hochste Potenz

von t den Coefficienten 1 hat (vgl. Bd. I, . 141, I.).

Unter den Functionen (t)
findet sich, wie schon bemerkt,

auch die Norm N (t co), und folglich ist N (t a) durch F (t)

theilbar. Sind beide Functionen von gleichem Grade, so ist

N (t )
= F (t). Ist aber der Grad von F (t) niedriger als n,

so verschwindet der Quotient N (t a) : F (t) wenigstens noch

fiir eines der mit o conjugirten Functionale. und folglich fiir

alle; folglich auch fiir t = co, und daher ist dieser Quotient
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nochmals durch F(t), d. b. N (t )
ist clurch F (t)* theilbar.

Durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens erkennt man, dass

N(t co) eine Potenz von F0) sein muss, und dass folglich der
Grad von F (t) ein Theiler von n 1st (Bd. I, . 144).

Wir fassen dies noch in dem Satz zusammen:

8. Jedes Functional in SI ist die Wurzel einer und
nur einer irreduciblen Gleichung F (t)

= in E
und N(ta)) ist eine Potenz von F

(t).

. 137.

Ganze Function ale.

1. Definition: Ein rationales Functional soil ganz
genannt werden, wenn sein absoluter Werth eine

ganze Zahl ist.

Es ergiebt sich aus dieser Definition zunachst, dass die

Summe, die Differenz und das Product von zwei und folglich
auch von beliebig vielen ganzen rationalen Functionalen wieder

ganz sind. Fiir das Product ist dies eine unmittelbare Folge
des Satzes . 136, 3. Um aber den Beweis fiir die Summe und
die Differenz zu fiihren, stellen wir zwei ganze rationale Func-
tionale A^ A2 so durch gebrochene Functionen dar, dass sie eine

primitive Form als gemeinschaftlichen Nenner erhalten:

1 &quot;^2

Dann ist

A 4- A - ai EI ^ E*

**! X ^*-2
-

-jjj
t

da nun alt a2 ganze Zahlen sind, so ist der Theiler der ganzen
Function ax El a2 E2 der absolute Werth von A

1 A2 . Dieser

ist eine ganze Zahl, also A l _ A2 ein ganzes Functional.

Fiir constante rationale Functionale, d. h. fiir rationale

Zahlen, giebt die Definition 1. die ganzen rationalen Zahlen.
Wir stellen ferner, ebenso wie im . 133 fiir die Zahlen,

folgende Definition der ganzen Functionale des Korpers Q auf.

2. Definition: Ein Functional aus SI heisst

ganz, wenn es die Wurzel einer Gleichung

(t)
= t

m
-f A l t

m ~ l
-f- A2 t

m ~*
H-----1-

Am =



. 137. Ganze Functional e. 505

1st, in der die Coefficienten A
} ,
A2 ,

. . ., Am ganze
rationale Functionale sind.

Functionale, die nicht zu den ganzen gehoren, werden wir

gelegentlich auch der Kiirze wegen als gebrochene Functionale

bezeichnen.

Zur Rechtfertigung dieser Definition beweisen wir zuuachst

den Satz:

3. 1st co ein ganzes Functional nach der Defini
tion 2. und zugleich rational, so ist es ein ganzes
rationales Functional (nach der Definition

1.).

Angenommen, es sei o ein gebrochenes rationales Functional,

und daher der absolute Werth von o ein rationaler Bruch p : q,

worin p und q ganze rationale Zablen oline gemeinsamen Theiler

sind; dann ist q & ein ganzes rationales Functional, dessen

absoluter Werth = p, also relativ prim zu q ist. Wenn aber

andererseits co zugleich ganz im Sinne der Definition 2. ist, so

konnen wir

am = (A l
o&quot;

1- 1

-|- A,
- 2

. .
.)

setzen, woraus

(qco)
m = q[A 1 (qca)

m- 1 + A2 q(q&amp;lt;x&amp;gt;)

m -* + )

folgt.

Hieraus aber ergiebt sich, dass der absolute Werth pm von

(q )
m durch q theilbar sein muss, was nur moglich ist, wenn

q = I ist. Die Definition 1. ist also in der Definition 2. als

Specialfall enthalten.

Ist

(t)
= t + A 1 t

m~ l + A, /
&quot;- 2

-| 1-
Am

eine Function von f, in der die Coefficienten A^ A%, . . .. Am ge
brochene rationale Functionale mit den Variablen x. y. . . ., aber

von der Variablen t frei sind, so kann man eine Function

aE(x,y,...) bestimmen, in der a den Hauptnenner der absoluten

Werthe von A, A 2 , . . . und E (x, y, . .
.)

eine primitive ganze
Function becleutet, so dass

(1) aE(x y,...) Q(t) = P(t,x,y,...)

selbst eine primitive ganze Function ist [. 136, 2.].

Zerfallt ^ (t)
in zwei Factoren

3&amp;gt;i(),
CD2 (t) in R, ist also

0&amp;gt; (0 = , (0 $2 (Q,

so bestimme man hiernach fiir die beiden Functionen 1? O2 die

Factoren a-^ E^ a2 E2 ,
so dass
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ax E &amp;lt;&!

= P1 ,
a2 E.2 3&amp;gt;

2
= P2

primitive Functionen werden, und dann ist auch

(2) a x a2 Ex E2
= Pl P2

eine primitive Function. Aus (l) und (2) folgt

(3) a! a2 El E2P=aEPl P2

und mithin

(4) a =
j_
a2 .

Wenn also a = 1 ist, so miissen die natiirlicben Zahlen aa , %
auch = 1 sein, und wir haben den Satz:

4. Ist as ein ganzes Functional in &amp;lt;& und &amp;lt;P

(t)
eine

Function von t mit ganzen Coefficienten in R,
die fiir t = co verse hwindet, so hat auch jeder
rationale Theiler von

&amp;lt;&(t) ganze Coefficienten

in R; insbesondere hat die irreducible Function

F(t), von der w nach . 136, 8. eiiie Wurzel ist,

ganze rationale Functionale zu Coefficienten.

Dieser Satz ist deshalb von principieller Bedeutung, weil er

lehrt, dass ein Functional 09, das im Korper & zu den ge-

brochenen gehort, nicht etwa in einem hoheren Korper als

ganzes Functional erscheinen kann.

Wenn ein Functional co nicht ganz ist, so geniigt es einer

Gleichung

^
(cai)
= om + A

l
a)
m- 1 + A2 a- 2

-| \- Am = 0,

worin die Coefficienten A^ A2 ,
. . ., Am zwar rationale, aber nicht

ganze Functionale sind. Ist a der Hauptnenner der absoluten

Werthe von A^ A%, . . ., Am ,
so sind aA^ aA^ . . ., aAm ganze

Functionale. Nun ist

am (a) = (a co)
m
-\-aA 1 (a w)&quot;

1
&quot; 1+ a*A2 (a w)

m~ 2
-|

+ ci
m Am = 0,

und aa ist daher ein ganzes Functional. Daraus folgt:

5. Jedes Functional co des Korper s SI lasst sich

durch Multiplication mit einer ganzen ratio-

nalen Zahl in ein ganzes Functional verwandeln,
und daher kann man jedes Functional o als

Quotienten zweier ganzer Functionale darstellen.

Diese Darstellung ist auf unendlich viele ver-

schiedene Arten moglich, unter anderem so, dass

der Nenner eine natiirliche Zahl ist.
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6. 1st & ein Functional in & und giebt es m Grossen

!, co2 ,
. . ., cow ,

die nicht alle verschwinden, von

der Art, dass die m Producte co o { fiir i = 1,2, ..., m
in die Form gesetzt werden konnen:

(5) COW/ = -4i,ii -|- ^4.2, i2 + * H~ -4m,*rom ,

worin die m- Symbole J.
kjt

- gauze rationale Func

tionale sind, so ist co ein ganzes Functional.

Hierin ist m irgend eine natiirliche ganze Zahl. Die co, sind

in der Anwendung iinmer Zahlen oder Functionale in &, jedoch

ist fiir die Gultigkeit des Satzes nur die Ausfiihrbarkeit der in

(5) angedeuteten Multiplication wesentlich.

Der Satz ist eine einfache Folge der Definition der ganzen

Functionale; denn da die co; nicht alle verschwinden, so muss

nach deni Determinantensatze (Bd. I, . 24, II.)

(6)

A,

sein. Durch Ordnen nach Potenzen von co ergiebt sich hieraus

eine Gleichung

worin die Coefficienten A l ^
A2 ,

. . . durch Addition und Multi

plication aus den A{^ zusammengesetzt sind und daher nach

1. ganze rationale Functionale sind; demnach ist auch & ein

gauzes Functional.

Fiir den letzten Coefficienten Am in der Gleichung (7) er-

halten wir den Ausdruck

(8) ( l)&amp;gt;-Am = Z A^ A2,2 . . . Am
,
Ml ,

der also gleich dem Producte der sammtlichen Wurzeln
der Gleichung (7) ist.

Der Satz 4. ist wichtig als Kennzeichen fiir ganze Func

tionale; er dient uns bier zum Beweise des folgenden Satzes:

7. Ist *F (x,y, . . .)
eine ganze Function, deren Coeffi

cienten ganze rationale Zahlen oder Functionale T

aber frei von den Variablen #, ^/, . . . sind, sind

ferner a, /3, . . . ganze Functionale in &, so ist

(9) co = *P (, /3,
. .

.)

auch ein ganzes Functional.
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Es seien namlich
ft, v, . . . die Grade der ganzzahligen Glei-

chungen, denen (nach 2.) die Functionale ,/?,... geniigen, und
m = (iv . . . Wir verstehen unter 15 ra2 ,

. . ., om die m Grossen

/*. r = 6,i,::.,V~i, s = 0,1, ..., v-i, ...

Dann konnen mit Hiilfe der Gleichungen ft
ten

,
v ten

,
... Grades,

denen die Zahlen a, /3, . . . geniigen, alle Producte a r
/3

. . ., in

denen einer der Exponenten r,s, ... grosser als
ft 1, v 1, ...

ist, linear in der Form (5) durch c^, 2 , ...,, ausgedriickt

werden, und dasselbe gilt daher auch von jedem Functional co

und folglich auch von den Producten co o^ ,
co w 2 ,

. . .,
co com ,

Daraus folgt nach 6., class co ganz ist, wie wir beweisen wollten.

Als speciellen Fall des Satzes 7., aus dem iibrigens der all-

gemeine Satz leicht wieder gefolgert werden kann. heben wir

hervor :

8. Durch Addition, Subtraction und Multiplication
ganzer Functionale entstehen immer wieder

ganze Functionale.

Wir haben schon friiher (. 134) bemerkt, dass man immer
einen algebraischen Korper bestimmen kann, der beliebig ge-

gebene algebraische Zahlen enthalt. Daraus folgt, dass in dem
Satze 7. die a, /3. . . . beliebige ganze algebraische Zahlen oder

Functionale sein konnen, und Entsprechendes gilt von dem
Satze 8.

Aus der Definition 2. folgt noch nach dem Satze . 136, 8.:

9. Ist o ein gauzes Functional des Korpers &, so

sind auch alle mit co conjugirte Functionale

ganz.

Als besondere Folgerung dieses Satzes sei noch erwahnt:

10. Die absolute Norm eines ganzen Functionales
ist eine natiirliche ganze Zahl.

Wir beweisen endlich noch den folgenden Satz :

11. Wenn ein Functional co einer Gleichung von
der Form

(10) com + aj w&quot;
1
- 1

-f . . . -f m

geniigt, in der eq ,
a2 ,

-
&amp;gt;

am ganze Functionale
in & sind, so ist auch co ein ganzes Functional.
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Um ihn zu beweisen, bezeiclmen wir rnit t eine in den

und in w nicht vorkommende Variable und setzen

(ii) &amp;lt;p(0
= &quot; + M &quot;-H

-----h~
Dann ist, wenn n der Grad des Korpers 5i ist,

eine gauze Function mn ien Grades von
,
deren Coefficienten

ganze rationale Functionale sind. Zugleich ist &amp;lt;P (CD)
= 0, und

folglich ca eine ganze Zahl.

Daraus folgt noch, dass der Satz 6. richtig bleibt,
wenn die -Coefficienten A^i nicht ganze Functionale
in R, sondern in Q sind.

Ist ein gauzes Functional o zugleich eine Zahl, so ist es

eine ganze Zahl, weil in diesem Falle N(t ) ganze rationale

Zahlen zu Coefficienten hat. Die ganzen Zahlen, die wir im

. 133 betrachtet haben, sind demnach als specielle Falle unter

den ganzen Functionalen enthalten.

. 138.

Theilbarkeit. Associirte Functionale. Einheiten.

Die ganzen Functionale unterliegen ahnlichen Gesetzen der

Theilbarkeit, wie die ganzen rationalen Zahlen. Um sie zu er-

kennen, stellen wir folgende Definition an die Spitze:

1. Ein gauzes P unctional a heisst durch ein an-

deres, von Null verschiedenes gauzes Func
tional /3 theilbar, wenn der Quotient :

/3
= 7

ein gauzes Functional ist.

Es ist dann =
/3 7 und

/3
und y heissen Theiler von a,

und man sagt auch, /3
und 7 gehen in auf. Die Zahl ist

durch jedes ganze Functional theilbar.

Aus dieser Definition ergeben sich ohne Schwierigkeit die

folgenden fundamentalen Satze iiber Theilbarkeit:

2. Sind und c/^ theilbar durch /3, so ist auch

a^Wj theilbar durch /3.

Deun ist a = /3 7, :
==

/3 y\ ,
so ist oc + j

=
/3 (y + yj,

und wenn 7 und y^ ganz sind, so ist auch 7 i 7i ganz.
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3. 1st w theilbar durch /3, und theilbar durch y,

so 1st auch a theilbar durch y.

Denn nach der Voraussetzung giebt es zwei ganze Func-

tionale x, /I, die den Bedingungen %/3, /3 Ay genligen.

Demnach ist auch = H A y, und da % A ganz ist, so ist durch

y theilbar.

Ein Product /3y zweier ganzer Functionale ist sowohl durch

/? als durch y theilbar, und folglich ist, wenn /3 durch a theilbar

ist, auch /3y durch a theilbar. Aus diesen Satzen ergiebt sich:

4. Sind
, /3, . . . durch theilbar, und sind

, 17,
. . .

beliebige ganze Functionale, so ist |rt-)-^ /3-|-..

durch &amp;lt;5 theilbar.

Selbstverstandlich erstrecken sich diese Defmitionen und

Satze auch auf den Fall, dass Zahlen an die Stelle von Func-

tionalen treten, und so erhalten wir die Theilbarkeit ganzer

Zahlen.

5. Zwei ganze Functionale a, /3, die gegenseitig
durch einander theilbar sind, heissen associirt.

6. Ein mit der natiirlichen Zahl 1 associirtes

ganzes Functional
,

d. h. jeder Theiler der

Zahl 1, heisst eine Einheit.

Je nachdem s ein Functional oder eine Zahl ist, ist s eine

functionale oder eine numerische Einheit.

Im Korper R der rationalen Zahlen sind als functionale

Einheiten die primitiven ganzen Functionen und die Quotienten

von zweien unter ihnen anzusehen. Numerische Einheiten giebt

es in R nur zwei, namlich -j- 1 und 1.

Ueber die hierdurch eingefiihrten Begriffe, die in enger gegen-

seitiger Beziehung stehen, leiten wir eine Reihe von Satzen ab.

7. Sind a, /3 associirte Functionale, so sind die

Quotienten /3 : a und a :
/3

Einheiten.

Denn setzen wir
/3
= w, so ist ein ganzes Functional

und 1 : = a : /3 gleichfalls ganz; also ist ein Theiler der

Zahl 1, d. h. ist eine Einheit.

8. Ist a ein ganzes Functional und eine Einheit,

so sind a und cc associirt.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition
;
denn a : a = 1 :

und a e, : a = sind beides ganze Functionale.
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Erne Einheit ist ein ganzes Functional, dessen reciprokes

gleichfalls ganz ist, und dieses reciproke Functional 1st selbst

eine Einheit. Durch eine Einheit ist jedes beliebige ganze Func

tional theilbar. Ueberhaupt gilt der Satz:

9. Das Product und der Quotient zweier Einheiten

sind wieder Einheiten.

Denn sind ^ , 2 zwei Einheiten
,

so sind e L 2 und I : el 2

ganze Functionale, also ^ 2 eine Einheit, und ebenso sind s 1 : 2

und 2 : fj ganz.

10. Ist ein ganzes Functional ft theilbar durch ein

anderes, ,
so ist jedes mit

ft associirte Func
tional ft auch durch jedes mit a associirte Func
tional theilbar.

Denn wenn ft
: ganz und

, l
Einheiten sind, so ist auch

ft
: j ganz.

11. Ist a associirt mit
ft

und mit y, so sind auch ft

und y unter einander associirt.

Denn ist ft
= a

, y = aslt so ist ft
= y s : e l ,

und : x

ist nach 8. eine Einheit.

Ist theilbar durch ft, so ist die absolute Norm von

theilbar durch die absolute Norm von
/3,

denn aus =
ft y folgt

nach . 136, 5.:

(I) Na (a) = Na (p)Na (y).

Daraus ergiebt sich weiter, dass die absolute Norm einer

Einheit = 1 sein muss. Es gilt aber auch das Umgekehrte:

12. Ein ganzes Functional, dessen absolute Norm = 1

ist, ist eine Einheit.

Denn ist ein ganzes Functional mit der absoluten Norm 1,

so ist N (f) ein ganzes rationales Functional mit dem absoluten

Werthe 1, und daher ist auch 1 : N(e) ein ganzes Functional.

Setzen wir dann

N(e) = e s
,

so ist f als Product von ganzen Functionalen (den Conjugirten

zu f) selbst ganz, und folglich ist auch

ganzes Functional, also eine Einheit.
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Daraus schliessen wir noch nach der Formel (1), dass asso-

ciirte Functionale dieselbe absolute Norm haben.

Ein ganzes rationales Functional ist hiernach immer mit

seinem absoluten Werthe associirt. Ist also a irgend ein ganzes
Functional des Korpers &, so sind auch N(a) und Na (u) asso

ciirt. Da nun in N () = der Factor als Product von

ganzen Functionalen selbst ganz ist, so ist N (a) und folglich

auch die natiirliche Zahl Na (a) durch a theilbar. Wir formu-

liren also noch den Satz:

13. Es giebt natiirliche ganze Zahlen (in unendlicher

Menge), darunter die absolute Norm von
,
die

durch ein beliebiges ganzes Functional a theil

bar sind. Ist a die kleinste unter den durch
a theilbaren natiirlichen Zahlen, so ist jede
durch a theilbare ganze rationale Zahl durch a

theilbar.

Denn ist m eine durch oc theilbare ganze rationale Zahl, so

ist auch der .Rest der Division von m durch a eine durch a

theilbare, ganze rationale Zahl. Da diese kleiner als a ist, so.

muss sie = sein.

. 139.

G-rosster gemeinschaftlicher Theiler.

Es mogen . /3,
. . . von Null verschiedene ganze Functionale

in SI in beliebiger aber endlicher Anzahl bedeuten, und x, y, . *

Variable, die in a, /5, ... nicht vorkommen. Dann ist

(1) 8 = x+fiy-i----

gleichfalls ein ganzes Functional in &. Die Norm von d ist eine

ganze homogene Function n ien Grades der Variablen #, ?/,...

deren Coefficienten ganze rationale Functionale sind. Bezeichnen

wir die absolute Norm von d mit D, so ist

(2)

und darin ist E (x, y, . .
.)

E eine ganze rationale Function

der Variablen a?, i/, . . . und im Allgemeinen eine gebrochene
Function der in a, /3, . . . vorkommenden Variablen, jedenfalls

aber eine rationale Einheit [. 136, (2)].
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Wir wollen jetzt unter #
, y ,

. . . irgend welche ganze ratio

nale Zahlen verstehen. Dann ist auch

f- /3# -f . - .

ein ganzes Functional, und wir wollen beweisen, dass # durch
d theilbar 1st.

Wir brauchen zu diesem Zwecke nur das ganze Functional

dt 8 = a (xt #
) + ft (yt # ) . . .

zu betrachten, worin t eine neue Variable bedeutet. Dann ist

[nach (2)]:

(3) N(8t-dQ)
= DE(xt-xQ , yt &amp;lt;/ ,

. .
.),

oder, indem wir nach absteigenden Potenzen von t ordnen:

(4) N (8t-d )
= D (tE + t^E, + t&quot;~*E, -\

----
),

worin E^ E2 ,
... nach . 137, 7., 8. ganze rationale Functionale

sind. Setzen wir nun

n - } n - ^2
Cl =r

2 ~~-~E^
*

so sind, da E eine Einheit ist, auch d, 6\, . . . ganze rationale

Functionale, und es folgt, wenn wir noch

setzen, aus (4)

N(S) N(t n) =
oder wegen (2)

(5) N (t ri)
= + d ^

n-1 + ^2 ^-2
H----

Da diese Function nun verschwindet, wenn t =
r\ gesetzt

wird, so folgt, dass
r\

ein ganzes Functional ist (. 137, 2.), und
damit ist bewiesen, dass d durch d theilbar ist.

Da #
, 2/ ,

... beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten

konnen, so schliessen wir daraus, dass die Functionale a, /3, . . .

selbst durch d theilbar sind, dass also d ein gemeinsamer Theiler

der Functionale a, /3, . . . ist.

Andererseits ist aber auch (nach . 138, 4.) d durch jeden

gemeinsamen Theiler von
, /3, . . . theilbar, und d hat also die

charakteristischen Eigenschaften des grossten gemeinschaft-
lichen Theilers von a, /5, ... Dieselben Eigenschaften kommen
aber nach . 138, 7. jedem mit d associirten Functional zu, und

ebenso sind auch zwei Functionale d, d
,
die diese doppelte Eigen-

Weber, Algebra. II. 3
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schaft haben, durch einander theilbar, also associirt, und wir

stellen also die Definition auf:

1. Das Functional d = ax -f- f$y + und jedes
damit associirte Functional heisst grosster

gemeinschaftlicher Theiler von ec, /3, . . .

Wenn 8 eine Einheit ist, so sagen wir auch, , /3, . . .

seien ohne gemeinsamen Theiler, denn dann giebt es ausser den

Einheiten kein ganzes Functional, das in alien w, /3,
. . . aufgeht.

2. Zwei Functionale a, 0, die keinen gemeinsamen
Theiler haben, fur die also ax -\-fty eine Einheit

ist, heissen relative Primfunctionale odertheiler-

fremd.

Aus diesen Definitionen ergeben sich sehr einfach folgende

Satze :

3. Wenn ganze Functionale J, 17, ... in & existiren,

derart, dass

+ /3*H =
eine Einheit ist, so sind die ganzen Functionale

06, /3,
. . . ohne gemeinsamen Theiler.

Denn haben a, /3, . . . einen gemeinsamen Theiler 6, so ist

(nach . 138) d auch Theiler von a| -j- /3^ + ,
und muss

also auch eine Einheit sein.

4. Sind a, /3, 7 drei ganze Functionale und ist a

relativ prim zu /3 und zu 7, so ist cc auch relativ

prim zu /3 y.

Denn nach Voraussetzung sind, wenn x, y, u, v vier Variable

sind,
s = ax -f- /?2/, j

= uu -\- yv

Einheiten. Demnach ist auch

a (uux + yvx -\- fiuy) + &Y v y i

eine Einheit. Da aber uux + 7^^ + fiuy un(i ^
2/ Sanz sin(^^

so folgt nach dem Satze 3., dass a und $y relativ prim sind.

Hieran schliesst sich der Beweis des folgenden sehr wich-

tigen Satzes:

5. Sind w, /3, ^ ganze Functionale, a relativ prim
zu

/3
und a

ft
durch /3 theilbar, so ist ft durch /3

theilbar.
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Demi nach der Voraussetzung iiber
, ft ist

ax + fty =
eine Einheit. Durch Multiplication mit u, folgt daraus

und da u und /3ji nach Voraussetzimg durch ft theilbar sind,

so ist auch s p und folglich auch das mit ft associirte it durch

theilbar.

Primfunctionale im Korper &.

Durch die Satze des vorigen Paragraphen haben wir die

Hiilfsmittel gewonnen, um die Gesetze der Theilbarkeit der ganzen
Functionale im Korper & genau auf demselben Wege abzu-

leiten, den man in den Elementen der Arithmetik auf die natiir-

lichen ganzen Zahlen anwendet. Wir definiren folgender-

maassen :

1. Ein ganzes Functional n des Korpers 5i, welches

keine Einheit ist, heisst ein Primfunctional,
wenn es ausser durch die Einheiten nur noch
durch die mit ihm selbst associirten Functionale

theilbar ist. Jedes ganze Functional in &, das

ausser diesen noch andere Theiler hat, heisst

zusammengesetzt.

Der Begriff des Primfunctionales ist hiernach wesentlich

von dem Korper SI abhangig. Es konnen sehr wohl die Prim

functionale eines Korpers in einem anderen erweiterten Korper

zusammengesetzt sein.

Wenn co ein beliebiges ganzes und n ein Primfunctional

des Korpers & ist, so sind nur zwei Falle moglich : entweder

co ist relativ prim zu n oder o ist durch it theilbar; denn ein

gemeinschaftlicher Theiler von o und it kann nur entweder eine

Einheit oder mit jt associirt sein, und ini letzteren Falle ist ca

durch 7t theilbar. Daraus ergiebt sich der Satz:

2. Wenn das Product aft zweier ganzer Functionale

a, ft in SI durch ein Primfunctional n theilbar

ist, so muss einer der beiden Factoren durch it

theilbar sein.

33*
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Denn wenn a und
/3 beide nicht durch it theilbar, also beide

relativ prim zu n sind, so ist nach . 139, 4. auch a
/3 relativ prim zu it.

Es ergiebt sich daraus durch wiederholte Anwendung, dass,

wenn ein Product aus mehreren Factoren durch it theilbar ist,

mindestens einer der Factoren durch it theilbar sein muss.

3. Die kleinste natiirliche ganze Zahl p, die durch
ein Prirnfunctional n in SI theilbar ist, ist eine

natiirliche Primzahl, und die absolute Norm von it

ist eine Potenz von p. Jede durch n theilbare

ganze rationale Zahl ist auch durch p theilbar.

Nach . 138, 13. giebt es natiirliche Zahlen, die durch n

theilbar sind. Die kleinste unter ihnen, p, kann nicht in zwei

natiirliche Factoren, die grosser als 1 sind, zerlegbar sein; denn

ist p=pip2 ,
so muss entweder pl oder p2 durch it theilbar sein

(nach 2.). Ist aber keiner der Factoren p^ p2
= 1, so sind sie

beide kleiner als p, was der Voraussetzung iiber p widerspricht.

Folglich ist p eine natiirliche Primzahl. Dass jede durch %

theilbare natiirliche Zahl m durch p theilbar ist, haben wir

schon im .. 138, 13. bewiesen.

Setzen wir nun

(1) p it w,

so ist co ein ganzes Functional, und wenn wir beiderseits die

absoluten Normen nehmen, so folgt, da die absolute Norm einer

natiirlichen Zahl die nie Potenz dieser Zahl ist:

(2) p = Na (n) Na
(e&amp;gt;).

Hieraus folgt der zweite Theil unseres Satzes, dass die

natiirliche ganze Zahl Na (jt)
eine Potenz von p ist.

Setzen wir demnach

(3) JV(*)=X,
so ist/ eine Zahl, die nur einen der Werthe 1,2,3, ..., n haben

kann, wenn n den Grad des Korpers 1 bedeutet.

Die Zahl / heisst der Grad des Primfunctionals n.

. 141.

Zerlegung der ganzen und gebrochenen Functionale

in Primfactoren.

1. Jedes von Null verschiedene ganze Functional
CD des Korpers &, das keine Einheit ist, ist durch

ein Primfunctional theilbar.
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Wenn ct&amp;gt; prim ist, so ist der Satz evident, weil o durch

sich selbst theilbar ist. Wenn aber co nicht prim ist, so ist es

durch ein ganzes Functional c^ theilbar, das weder eine Ein-

heit, noch mit a associirt ist. Ist also

(1) 03 = !.
so ist weder c^ noch a eine Einheit. Aus (1) folgt aber

und da Nn (0) grosser als 1 ist, so ist

(2) Na (oO &amp;lt; Na
(o&amp;gt;).

Wenn Wj noch nicht prim ist, so kann man denselben

Schluss auf o l anwenden und findet einen Theiler w2 von o
l

derart, dass

(3) Na (02 ) &amp;lt; Na K) &amp;lt; Na ()
ist. Da es aber nur eine endliche Anzahl natiirlicher Zahlen

giebt, die kleiner sind als Na (a), so muss die Reihe der Func-

tionale w, o^ to2 ,
. . . abbrechen, und dies ist nur moglich, wenn

das letzte von ihnen ein Primfunctional ist, wodurch der Satz 1.

bewiesen ist.

2. Jedes ganze von Null und von den Einheiten ver-

schiedene Functional co im Korper ^ kann in

eine endliche Anzahl von Primfactoren zerlegt
werden.

Ist namlich TT-^
ein Primfactor von 03 und

(4) w = ^ ! ,

so ist, da Na (X) &amp;gt; 1 ist,

Na () &amp;gt; Na (0)0-

Ist
!
keine Einheit, so ist es durch ein Primfunctional

n&amp;lt;&amp;gt;

theilbar, und aus
ft)

1
r= ^2 C09

folgt
JVft (oO &amp;gt; JVa ( 2).

Fahrt man so fort, so erhalt man eine Reihe ganzer Func-

tionale oo^o.,, ..., deren absolute Normen fortwahrend abnehmen,
und diese Reihe bricht also mit einer Einheit ab. Ist nv die

letzte von ihnen, die keine Einheit ist, so ist nv selbst ein Prim-

functional, und es folgt

(5) w = ! jr2 KV,

w. z. b. w.
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3. Ein ganzes Functional & im Korper & ist nur
auf eine Weise in Primfactoren zerlegbar, wenn
associirte Primfactoren als nicht verschieden
betrachtet werden. Associirte Functionale ent-

halten dieselben Primfactoren.

Nehmen wir namlich an, es seien die beiden Producte von

Primfactoren

(6) % JT2 . . . 7C V , K! X2 . . . Xu

mit einander associirt, so ist das Product % it2 . . . itv durch

den Primfactor ^ theilbar, und es muss daher, nach . 140, 2.,

einer der Factoren, etwa JTj, durch Xj theilbar und folglich mit

jq associirt sein. Dann sind auch die Producte

It, ) . . . 7T,
\&amp;lt;

+ yvo * %tt

associirt, und folglich ist einer der Factoren des ersten Pro-

ductes, etwa 7r2 ,
durch xa theilbar und daher mit x2 associirt.

So kann man weiter schliessen, und es ergiebt sich, class nicht

nur die Anzahl der % mit der Anzahl der n iibereinstimmen

muss, sondern dass auch die % einzeln den n associirt sind.

Unter den Primfactoren eines ganzen Functionales o kann

derselbe mehrmals vorkommen, und diese einander gleichen

(oder associirten) Factoren konnen zu einer Potenz zusammen-

gefasst werden. Ist & durch nh
theilbar, so sagen wir, das

Primfunctional it geht /&mal in ca auf.

Hiernach hat es einen ganz bestimmten Sinn, wenn von

den Primfactoren eines ganzen Functionales gesprochen wird.

Wir folgern noch aus dem Bewiesenen:

4. Ein ganzes Functional ist dann und nur dann

durch ein anderes ft theilbar, wenn alle Prim

factoren von ft
unter den Primfactoren von oc

vorkommen, und jeder von ihnen mindestens so

oft in M aufgeht, als in ft.

Denn ist a durch
ft
und ft

durch nh
theilbar, so ist auch a

durch nh theilbar.

Sind a, ft, . . . ganze Functionale, 1? :r2 ,
. . . verschiedene

Primfunctionale, 15 2 ,
. . . Einheiten, so konnen wir Exponenten

an a 2 ,
. . ., &n &.2 i

... so bestimmen, dass

l
== sri jr 2 . . .

(7) 2 ft
= ^ nl* . . .
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wird, falls wir den Exponenten gleich Null setzen, wenn einer

der Primfactoren in dem betreffenden Functionale nicht aufgeht.

Ein gemeinsamer Theiler der Zahlen a, /3, . . . kann keine anderen

Primfactoren als 7rn jr.2 ,
. . . enthalten, und jeder gemeinsame

Theiler von
, /3,

. . . hat die Form

(8) 8 = n (

{ n\ . .,

worm a nicht grosser als die kleinste der Zahlen a1? 6n ... sein

darf, b nicht grosser als die kleinste der Zahlen a2 , b2 ,
... u. s. f.

1st a die kleinste unter den Zahlen a1? &n . . ., b die kleinste

unter den Zahlen 2 , ^ -
&amp;gt;

so ist die in (8) dargestellte Zahl d

der grosste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, /3, . . . In

Worten ausgedriickt:

Man erhalt den grossten gemeinschaftlichen Theiler mehrerer

ganzer Functionale a, /3,
. . .

,
wenn man ein Product aus Prim

factoren bildet, in das man jeden Primfactor so oft aufnimmt, als

er in jeder der Zahlen a, /3,
. . . aufgeht.

Zwei Zahlen sind relativ prim, wenn sie keinen gemein
schaftlichen Primfactor enthalten.

Dem entsprechend definiren wir als das kleinste gemein
schaftliche Multiplum p der Functionale cc, /3, . . . ein Product

aus Primfactoren, in das wir einen Factor n so oft aufnehmen,

dass er in keinein der Functionale a, /?,... ofter als in ^ aufgeht.

Dieses Functional \i hat dann, ebenso wie jedes mit \L associirte

Functional, die doppelte, und, wie wir hinzufugen konnen, charak-

teristische Eigenschaft, dass es durch jedes der Functionale

, /3, . . . theilbar ist, und dass jedes andere Functional, das

durch ,/?,... theilbar ist, auch durch
\i

theilbar ist.

Das kleinste gemeinschaftliche Multiplum zweier relativer

Primfunctionale ist ihr Product.

Man kann diese Satze anwenden, um gebrochene Functionale

in der einfachsten Gestalt oder als reducirte Briiche dar-

zustellen, indem man Zahler und Nenner in ihre Primfactoren

zerlegt und den grossten gemeinschaftlichen Theiler weghebt.

Zahler und Nenner eines reducirten Bruches sind durch den

Bruch selbst vollig bestimmt, abgesehen von einem gemeinschaft

lichen Einheitsfactor, der unbestimmt bleibt.

Ebenso kann man eine beliebige Zahl gegebener Briiche

auf gemeinsamen Nenner. den Hauptnenner, bringen, indem man
ein gemeinsames Multiplum aller gegebenen Nenner als gemein

schaftlichen Nenner wahlt.
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Sind die gegebenen Functionale wirkliche Briiche, d. h.

reduciren sie sich nicht alle auf ganze Functionale, so muss der

gemeinsame Nenner wenigstens einen Primfactor enthalten, der
nicht in alien Zahlern vorkommt.

Alles das ist in vollkommener Uebereinstimmung mit deu

Regeln der elementaren Arithmetik, und auch die Beweis-

methoden, die wir hier angewandt haben, sind wesentlich die-

selben, die dort gebraucht werden. Der Kernpunkt der Deduction
ist einerseits die weitgehende Verallgemeinerung des Begriffes

der Einheit, andererseits die darauf gegriindete Definition des

grossten gemeinschaftlichen Theilers irn . 139.

142.

Ganze Functionen im Korper SI.

Die Hiilfsmittel, iiber die wir jetzt verfiigen, reichen aus, um
die Schlussweise, deren wir uns im . 2 des ersten Bandes zum
Beweis des Gauss schen Satzes bedient haben, auf die Func
tionale anzuwenden.

In der That ist ja der Satz, auf den sich jener Beweis

wesentlich stiitzt, dass ein Product zweier ganzer Zahlen nur
dann durch eine Primzahl theilbar ist, wenn diese Primzahl in

einem der Factoren aufgeht, auch fur die jetzt eingefuhrten
Primfunctionale als giiltig erwiesen.

Wir konnen demnach, indem wir dem erwahnten Beweise

Schritt fur Schritt folgen, den Satz als erwiesen ansehen:

1. Wenn zwei ganze Functionen einer Variablen /

der Grade h und It:

deren Coefficienten ganze Functionale sind, die

die Variable t nicht enthalten, ein Product

x = yo

haben, in dem die Coefficienten y ,

einen gemeinschaftlichen Primtheiler JT haben,
so muss n entweder in alien Coefficienten von ap

oder in alien Coefficienten von ty aufgehen.
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Aus diesem Satze ziehen wir hier eine wichtige Folgerung :

Die Functionen

(i) (jp
=

&amp;lt;M

7 + ijM&quot;-
1
H-----h^,

in denen die Coefficienten CJPO , cp^ ...,
&amp;lt;p
h ganze oder gebrochene

Functionale in SI sind, aber von den \7ariablen t frei angenom-
men werden, gehoren selbst zu den Functionalen im Korper 42.

Von ihnen gilt der Satz:

2. Ein Functional cp ist nur dann ganz, wenn die

Coefficienten qp , &amp;lt;JPi, * &amp;lt;P* ganze Functionale
sind.

Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, es seien qp , qpj, . . ., qp/t

nicht alle zugleich ganz. Bestimmen wir ihren Hauptnenner a

und setzen

/Ltqpo
= o, ftqPi = i, . . ., kuqp;t

=
;,,

so sind
, j, . . ., & ganze Functionale, und

fi
enthalt wenig-

stens einen Primfactor
,
der nicht zugleich in alien Zahlern

-a ,, !,..., a/, aufgeht (vgl. den Schluss des vor. Paragraphen).
Dann ist die Function

&amp;lt;2) i = pep = ^ + ^f - 1

H-----h /-

deren Coefficienten nun ganz sind, gewiss ein ganzes Functional.

Nehmen wir nun an, es sei cp selbst ganz, so ist ftqp

durch it theilbar, wahrend doch nicht sammtliche Coefficienten

, !,..., a h durch n theilbar sind. Wenn nun cp ein ganzes
Functional ist, so geniigt es einer Gleichung von der Form

(3) y&quot;
= C, &amp;lt;p

m~ l + C2 9 2
H-----h G,

in der die Coefficienten Ci, Cf

2 ,
. . ., (7m ganze rationale Func

tionale sind.

Diese Functionale setzen wir nach . 136. (2) in die Form

_ a^ El _ q.2 E2 _ am Em
Ol ~~ ~~ E E

worin 1? 2 ,
. . ., aw die absoluten Werthe von C^ (72 ,

. . ., Cw

also natiirliche ganze Zahlen (oder Null), und E, El ,
. . ., E

primitive ganze Functionen, also Einheiten, sind.

Dann ergiebt die Gleichung (3):

und durch Multiplication mit
ft
w

:

(4) Exm = ^(fli^r^+^^^r-H
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Hier stehen nun rechter und linker Hand ganze Functionen

von
,

deren Coefficienten ganze Functionale sind. Auf der

rechten Seite haben alle diese Coefficienten den Factor ^, also

auch den Factor ?r, wahrend nach Voraussetzung nicht alle

Coefficienten von % diesen Factor haben. Da E eine Einheit ist,

so enthalten auch die Coefficienten von E den Factor n nicht,

und folglich konnen nach dem Satze 1. auch die Coefficienten

von E%m nicht alle durch it theilbar sein, was doch die (jlei-

chung (4) verlangen wiirde. Daraus ergiebt sich, dass unsere

Annahme, y&amp;gt;

sei ganz, qp , &amp;lt;p l5 . .
., (ph dagegen nicht alle ganz,

unstatthaft ist, und der Satz 2. ist somit bewiesen.

Nehmen wir nun an, in cp seien die Coefficienten qp , &amp;lt;Pu

selbst wieder ganze Functionen einer Variablen, und wenden

den Satz 2. wiederholt darauf an, so gelangen wir zu dem

Schlusse :

3. Eine ganze rationale Function beliebig vieler

Veranderlicher, deren Coefficienten Zahlen oder

Functionale mit anderen Variablen sind, ist nur

dann ein ganzes Functional, wenn die Coeffi

cienten ganz sind.

Wir konnen jedes Functional als Quotienten zweier ganzer

Functionen in der Weise darstellen, dass der Nenner eine pri

mitive Function im Korper R wird.

Denn sind qp, ty ganze Functionen in &, und ist

so konnen wir den Bruch w durch
i\&amp;gt;

erweitern und erhalten im

Nenner eine ganze Function init rationalen Coefficienten. Den

Theiler dieser Function konnen wir dann zum Zahler von &

rechnen, und erhalten, wenn E eine primitive Function, # eine

ganze Function in SI bedeutet:

d. h. man kann jedes Functional o in SI durch Multiplication

mit einer primitiven Function E in eine ganze Function der

Variablen verwandeln, deren Coefficienten Zahlen in SI sind.

Mit Zuziehung des Satzes 3. ergiebt sich hieraus:

4. Jedes ganze Functional w im Korper SI ist asso-

ciirt mit einer ganzen Function #, deren Coeffi-
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cienten gauze Zahlen in & sincl, und geht durch

Multiplication mit einem rationalen Functional,
welches eine Einheit ist, in % liber.

. 143.

Die Primfactoren der Zahlen des Korpers &.

Da unter den Functionalen des Korpers & auch die Zahlen

enthalten sind, so ergiebt sich aus den Resultaten des . 141,

dass sich auch die ganzen Zahlen des Korpers & in Primfactoren

zerlegen lassen, aber in Primfactoren, die im Allgemeinen nicht

Zahlen, sondern Functionale sind. Es ist aber nicht ausge-

schlossen, dass in besonderen Fallen unter den Primfunctionalen

auch Zahlen auftreten konnen, die dann Primzahlen des

Korpers & heissen.

Alle Gleichungen zwischen Functionalen sind in letzter In-

stanz identische Gleichungen zwischen ganzen rationalen Func-

tionen und losen sich in eine Reihe von Gleichungen zwischen

Zahlen auf. Sie bleiben also richtig, wenn fiir die Variablen

and ere Zeichen gesetzt werden.

Es folgt daraus, dass ein ganzes Functional, eine Einheit,

ein Primfunctional nicht aufhoren, gauze Functionale, Einheiten,

Primfunctionale zu sein, wenn fur die Variablen andere Symbole

gesetzt werden.

Zerlegen wir also eine Zahl in ihre Primfactoren, so konnen,

wenn unter diesen Primfactoren Functionale vorkommen, in der

diese Zerlegung clarstellenden Gleichung die Variablen durch

beliebige andere Variable ersetzt werden, und daraus folgt die

Verallgemeinerung :

1. Man kann die Primfactoren eines ganzen Func-
tionals at so darstellen, dass sie die Variablen,
von denen 09 abhangt, nicht enthalten.

Denn jedes ganze Functional a ist Theiler von Zahlen.

sogar von rationalen Zahlen, z. B. von der absoluten Norm von .

Die Primfactoren von co sind daher unter den Primfactoren einer

dieser Zahlen zu suchen und konnen also durch Variable dar-

gestellt werden, die von den in vorkommenden verschieden

sind.



524 Sechzehnter Abs chnitt. . 143.

Nach . 142, 4. konnen wir, wenn w ein gegebenes ganzes

Functional, E eine Einheit, &amp;lt;p

eine ganze Function in & ist,

setzen :

(1) Ea = 9 (x, y, ...)-

Wenn wir andererseits co in seine Primfactoren zerlegen, so

konnen wir nach 1. diese Prirafactoren von den Variablen

x, y, . . . frei annehmen, und wenn wir wieder das Product dieser

Primfactoren bilden, so erhalten wir eine mit a associirte Zahl

#&amp;gt;!,
die von den Variablen #, ?/, . . frei ist.

Ordnen wir den Quotienten cp : c^, der eine ganze Zahl

(sogar eine Einheit) ist, nach den Variablen #, ?/, ..., so schliessen

wir aus . 142, 3., dass alle Coefficienten der Function cp durcli

! und folglich auch durch co und cp theilbar sind.

Wenn andererseits alle Coefficienten von cp durch irgend
einen Factor d in i theilbar sind, so ist auch cp durch d theil

bar, und daraus ergiebt sich:

2. Eine ganze Function cp mit ganze n Zahlen als

Coefficienten ist der grosste gemeinschaftliche
Theiler aller ihrer Coefficienten.

Die ganze Zahl cp geht also nach . 139 in eine associirte

Zahl iiber, wenn die einzelnen Potenzen und Producte der

Variablen durch je eine Variable ersetzt werden. Daraus ergiebt

sich auch als Corollar, dass jedes Functional co in ein associirtes

iibergeht, wenn die Variablen irgendwie anders bezeichnet

werden.

Es ist nun der folgende wichtige Satz zu beweisen:

3. Ist co ein beliebiges ganzes Functional, so kann
man eine durch o theilbare Zahl a so wahlen,
dass der Quotient a : co zu einem beliebig ge-

gebenen Functionale ^ relativ prim ist.

Wir beweisen zunachst, dass es eine ganze Zahl a giebt,

die durch co, aber nicht durch co n theilbar ist, wenn n ein

beliebiges Primfunctional ist.

Bilden wir namlich nach . 142, 4. eine mit o associirte

ganze Function cp, so sind die Coefficienten dieser Function zwar

alle durch co, aber nicht alle durch con theilbar, weil sonst

auch cp und mithin co selbst durch co TC, theilbar ware, was nicht

moglich ist. Es giebt also unter den Coefficienten von cp wenig-

stens einen, der die verlangte Eigenschaft hat.
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Es sei jetzt n^ jr2 ,
7T3 ,

. . . eine beliebige Anzahl von ein-

ander verschiedener gegebener Primfunctionale. Wir setzen

03
1

09 7T.) JT3 . . .
,

092
=^ 09 JTj 7t$ . . .

, 09;}
= 09 TTj JT2 i

und bestimmen nach clem, was soeben bewiesen ist, die ganzen
Zahlen x , c^ K

s-&amp;gt;

- in ^ so ^ass

a, theilbar wird durch 09, , aber nicht durch 09, it.

und leiten daraus die ganze Zahl

=
1 + 2 + 3 + *

ab. Diese Zahl ist offenbar theilbar durch 09, da alle Summanclen

!, 2 , 3 , . . . durch ca theilbar sind. Sie ist aber nicht theilbar

durch ojTj, well zwar 2 &amp;gt; s? M nicht aber a
t
durch co ^ theil

bar ist; und ebenso ist sie nicht durch o jr2 ,
GJ ^r

3 ,
. . . theilbar.

Wenn wir also

a aj
rj

setzen, so ist
17

ein ganzes Functional, das nicht durch 7^, jr2 ,
:r

3 ,. . .

theilbar ist, und das daher, wenn 3r1? ^2 ? %&amp;gt;
die von etnander

verschiedenen Primfactoren von p sind, relativ prim zu ^ ist.

Nehmen wir nun beliebig eine durch co theilbare ganze Zahl

/3
in & an und setzen /3

= w ft, dann konnen wir a = ca ^ so

bestimmen, dass
?

relativ prim zu ft wird, und dann ist a der

grosste gemeinschaftliche Theiler von a und
/3.

Daraus folgt:

4. Jedes ganze Functional o des Korpers &amp;lt;5i ist der

grosste gemeinschaftliche Theiler zweier ganzer
Zahlen, und folglich ist 09 associirt mit einer

binaren Linearform ax -\- /3?/, in der a und /3 ganze
Zahlen sind.

Es mag hier noch eine allgemeine, auf ein anderes Gebiet

hiniibergreifende Bemerkung ihren Platz finden.

Es ist das Hauptergebniss dieses Abschnittes, dass sich die

ganzen algebraischen Zahlen in einem bestimmten Korper in

eindeutiger Weise in Primfactoren zerlegen lassen, genau in der-

selben Weise, wie dies bei den ganzen rationalen Zahlen be-

kannt ist; freilich aber nur dadurch, dass der Inhalt des Korpers
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(durch Adjunction von Variablen) vergrossert wird. Es entsteht

so ein erweiterter Korper, in dem die Gesetze der Zerlegbarkeit
rein gelten.

Den Ausgangspunkt der Definitionen bildete der Korper E
der rationalen Zahlen, und wenn wir uns Rechenschaft dariiber

geben wollen, auf welchen Eigenschaften des Korpers E die

Moglichkeit dieser Erweiterung beruht, so finden wir, dass es

einerseits die Existenz der ganzen Zahlen in jR, andererseits die

eindeutige Zerlegbarkeit dieser ganzen Zahlen in Primfactoren

ist, die allein bei der ganzen Deduction benutzt wurden. Wenn
wir also an Stelle des Korpers E irgend einen anderen Korper
treten lassen, dem diese beiden Eigenschaften zukommen, so

werden wir dieselben Folgerungen ziehen konnen. Nehmen wir

fur E einen anderen algebraischen Zahlkorper, so bekommen
wir freilich nichts Neues, wohl aber, wenn wir z. B. an Stelle

des Korpers E den Korper der rationalen Functionen einer

Variablen setzen, dem ja die beiden fundamentalen Eigenschaften

;auch zukommen. So gewinnen wir einen Ausgangspunkt fur die

Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen *).

*) Vergl. Dedekind-Weber, Theorie der algebraischen Functionen

einer Veranderlichen. Crelle s Journal, Bd. 92.
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Theorie der algebraischen Korper.

. 144.

Basis eines algebraischen Zahlkorpers.
Discriminant en.

Es sei

(1) /() = 0&quot; + a, 0&quot;-
1

H h ^ =
die irreducible Gleichung wten Grades mit rationalen Coefficienten

a x ,
a2 ,

. . ., an ,
die uns einen algebraischen Korper & = R (0)

definirt. Der Korper 52 ist dann der Inbegriff aller Zahlen der

Form

(2) G&amp;gt;
= h 1 + h3 + hs*-\ h * 0*- 1

,

worin 7^, h2 ,
. . ., few rationale Zahlen sind. Setzen wir aber

fiir A1? /z2 , .., 7?n rationale Functionale, so erhalten wir aus (2)

alle Functionale des Korpers 1.

Betrachten wir ein beliebiges System von w Zahlen

(3) Wr = /!, r + /Z 2
,
r + . . + fcn,r &quot;~\ r = 1, 2, . .

., tt

unter der Voraussetzung, dass die Determinante

(4) H = 2Ji
ltl h^ . . . /*,

von Null verschieden ist, so kann, wegen der Irreducibilitat

von /, eine Gleichung der Form

(5) ^ O! + A 2 C92 + -f- 7tn Wn = 0,

in der A^, fe2 ,
. . .. A w rationale Zahlen sind, nur dann bestehen,

wenn diese Coefficienten alle Null sind, und dies gilt auch dann

noch, wenn in der Gleichung (5) fur die Coefficienten rationale

Functionale zugelassen werclen.
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Eliminiren wir aber aus den Gleichungen (2) und (3) die

Potenzen von 0, so ergiebt sich eine Relation von der Form

(6) = JcL ! -f- &2 o 2 + - -f fcn on .

Man kann also jede Zahl und jedes Functional des Korpers
& iii der Form (6) darstellen, wenn man fiir k^ &2 ,

. . ., fcw ratio

nale Zahlen oder Functionale setzt. Diese Darstellung ist fur

ein gegebenes a [wegen (5)] nur auf eine Art moglich, und o&amp;gt;

ist eine Zahl, wenn die &15 &2 ,
. . .,

&n Zahlen sind, dagegen ein

Functional, wenn unter den fc auch Functionale vorkommen.

Ein solches System von Zahlen, wie

!, 032 , ., 0,
nennen wir eine Basis des Kb rpers .&. Eine solche Basis

bilden auch die Potenzen von 0:

1, 0, 02, . .
., & n~\

Bezeichnen wir mit wr?1 ,
wr?2 ,

-
, r,w die mit or con-

jugirten Zahlen, so ist das Determinantenquadrat

(7) A (!, fi&amp;gt;2 ,
. .

.,
G)n)
= (2 Gh,! W2,2

. ,n)
2

eine symmetrische Function der conjugirten Werthe @ x ,
@2 , ..., n

und ist folglich eine rationale Zahl.

Diese Zahl heisst die Discriminante des Systemes
oj o) . . . o. Insbesondere ist

(8)

l,0n , ..., l~
l

die Discriminante der Gleichung (1) (Bd. I, . 46), fiir die man

auch, wenn N das Zeichen fiir die Norm ist,

(9)
- (_l

setzen kann. Diese Zahl ist also sicher von Null verschieden.

Nach dem Multiplicationssatze der Determinanten (Bd. I, . 27)

ergiebt sich aus (3) und (7):

(10) 4 (a,,, a&amp;gt;2 ,
. . ., O = H*4 (1, 0,

2
,

. . ., @i),
woraus man schliesst, dass die Discriminante einer Basis von SI

immer von Null verschieden ist. Da H eine rationale Zahl ist,

so folgt, dass das Verhaltniss der Discriminanten verschiedener

Basen das Quadrat einer rationalen Zahl ist, und dass die
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Discriminanten aller Basen von SI dasselbe Vorzeichen liaben.

Die Formel (10) zeigt auch, dass irgend ein System von n Zahlen

or des Korpers SI immer dann eine Basis von & 1st, wenn das

Determinantenquadrat (7) nicht verschwindet.

1st
o&amp;gt;j,

&amp;lt;a2 ,
. . ., ron eine Basis von &, und bedeuten cr

,
s ratio

nale Zahlen so bilden auch die n Zahlen

Mr = C,-,i i Cr,2 2 Cr
,
n 03n

eine Basis von &, wenn die Determinante

C = Z C
lfl

C2,2 . . Cn,n

nicht verschwindet, und es ist

(11) d (Oh, 0)2, ., H)
= C 2 4 (Wj, G&amp;gt; 2 ,

. . ., GJM).

Wenn wir z. B. die Elemente o^ e?2 ,
. . ., on einer Basis mit

rationalen Coefficienten cn c2 ,
. . ., cn multipliciren, deren keiner

verschwindet, so erhalten wir eine neue Basis

. 145.

Die Minimalbasis und die Korperdiscriminante.

Nach der zuletzt gemachten Bemerkung verliert eine Basis

von ^ die Eigenschaft, eine Basis zu sein, nicht, wenn man jede
ihrer Zahlen mit einer von Null verschiedenen rationalen Zahl

multiplicirt. Nun kann man nach .133,5. jede Zahl durch Multi

plication mit einer ganzen rationalen Zahl in eine ganze Zahl

verwandeln, und daraus folgt, dass es Basen von SI giebt,
deren Elemente lauter ganze Zahlen sind. Die Discri-

minante einer solchen Basis ist eine ganze rationale
Zahl. Diese ganze rationale Zahl ist von Null verschieden. Sie

andert sich, wenn eine andere ganzzahlige Basis gewahlt wird,

behalt aber fur einen bestimmten Korper ein unverandertes

Vorzeichen.

Unter all diesen ganzen Zahlen, die als Discriminanten einer

ganzzahligen Basis auftreten konnen, und die alle in quadra-
tischem Verhaltniss zu einander stehen, muss nun eine dem
absoluten Werthe nach die kleinste sein. Diese kleinste Discri-

minante bezeichnen wir mit z/ und nennen sie die Grundzahl
oder auch die Discriminante des Korpers SI.

Weber, Algebra. II. 34
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Dies z/ 1st eine durch Si vollig bestimmte positive oder

negative, aber niemals verschwindende ganze rationale Zahl, und

es giebt immer eine aus ganzen Zahlen o^, w2 ,
. . ., &amp;lt;ow bestehende

Basis von &, deren Discriminante gleich d ist.

Eine solche Basis wollen wir kurz eine Minimalbasis
von & nennen.

Verstehen wir unter fcj, A;2 ,
. . ., kn irgend welche ganze

rationale Zahlen, so ist jede Zahl von der Gestalt

(1) co = k
L ! + k.2 w.2 -f- ...-}- kn an

eine ganze algebraische Zahl, und wir beweisen jetzt den funda-

mentalen Satz:

1. Wenn c^, to2 ,
.

.,
wn eine Minimalbasis ist, so

sind in der Form (1) alle ganzen Zahlen des

Korpers & enthalten.

Da !, ca 2 ,
. . ., ft&amp;gt;n eine Basis ist, so kann zunachst jede Zahl

in & in der Form (1) dargestellt werden, wenn fiir k^ &2 ,
. . ., kn

rationale Briiche zugelassen werden. Nehmen wir also an, es

sei eine ganze Zahl CD in der Form

, AI ! -|- k2 092 + H- kn C0n
&quot;&quot;

darstellbar, worin &n A^, ...,&, ft ganze rationale Zahlen sind,

so dass nicht alle fcx , fcj, , . ., fc mit k einen gemeinschaftlichen
Theiler haben. Ist p irgend eine in k aufgehende natiirliche

Primzahl und kpk ,
so muss wenigstens einer der Coefficienten

&!, A2 ,
. . ., kn durch p untheilbar sein. Es sei etwa ftj durch p

nicht theilbar; dann lasst sich die ganze rationale Zahl I so

bestimmen, dass Ik^
= 1 (mod p), oder (Ify 1) durch p theilbar

wird. Es folgt dann aus (2):

und &i ist gleichfalls eine ganze algebraische Zahl. Setzen wir

(4) G)z = G92 , n = n,

so bilden die Zahlen cai, &%, . .
.,
on eine ganzzahlige Basis

von &, weil sich die Zahlen o1? w2 ,
. . ., con und folglich alle

Zahlen a linear durch coi, 0%, . .
.,
on ausdriicken lassen, und die

Formel (11) des vorigen Paragraphen ergiebt

(5) 4 (MI, 052, . . ., n)
=

2
&amp;lt;4 (!, w2 ,

. . ., ).
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Die Discriminante 4 (col, 2, . . ., & ) 1st also kleiner als

z/ (o1? w2 ,
. . ., ow), und dies widerspricht cler Annahme, dass

!, w.2 . . . ., (on eine Minimalbasis sei. Damit 1st unser Satz er-

wieseiL

Bezeichnet man die Gesammtheit aller ganzen Zahlen
des Korpers 1 mit o, so erhalt man alle Zahlen von o, und jede
nur einmal, wenn man in

(6) &! Oi + * 2 + + fcn M

die Coefficienten fcj, &2 ,
. ., fcw die sammtlichen ganzen rationalen

Zahlen durchlaufen lasst.

Aus diesem Grunde wird eine Minimalbasis von & auch

eine Basis von o genannt.
Die Discriminante einer Basis von o ist gleich

der Grundzahl des Korpers &.

Nach der Formel (11) des vorigen Paragraphen konnen wir

aus einer Basis von o beliebig viele andere durch lineare Sub
stitution ableiten :

(7) (oj, coi. . . ., con)
= C (ox ,

o2 ,
. . ., on ),

wenn C (nach den Bezeichnungen des . 37) eine lineare Sub
stitution mit rationalen ganzzahligen Coefficienten und der Deter-

minante + 1 bedeutet.

Da nach der Bedeutung der Basis von o alle ganzen Zahlen

in &, also auch die Elemente oi, 02, . . ., o.^ einer zweiten

Basis von o linear mit ganzen rationalen Coefficienten durch

o l7 o2 ,
. . ., on darstellbar sind, so folgt auch umgekehrt, dass

man durch solche lineare Substitutionen mit der Determinante

+ 1 aus einer Basis von o alle anderen ableiten kann.

Denn ist

(!, W2 ,
. . ., B)

= C (ol, Oji, . .
., Oi),

so muss die zusammengesetzte Substitution C C die identische

sein, und das Product beider Determinanten ist also 1, also jede
von ihnen = 4i 1.

Da unter den Zahlen von o immer die Zahl 1 enthalten ist,

so kann man, wenn o1? w.2 ,
. .

., con eine Basis von o ist, die

ganzen rationalen Zahlen c1? c2 , . . ., cn so bestimmen, dass

die Relation

(8) Ci O! + C.2 C92 -f- -f- Cn C0n = 1

befriedigt ist.

34*
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Es gilt aber auch in Bezug auf die Functionale der Satz:

2. Wenn Oj, w2 ,
. . ., on eine Basis von o ist, so sind

in der Form

(9) W = % C0
l -\- Uz W2 + + Un Wn ,

in der %, %, . . ., un ganze rationale Functionale

sind, alle ganzen Functionale in SI enthalten.

Denn wir haben schon oben gezeigt, dass alle Functionale

iiberhaupt in der Form (9) enthalten sind, wenn die Coefficienten

%, u2 ,
. . ., un ganze oder gebrochene rationale Functionale sind.

Wir konnen aber immer eine ganze primitive Function e so be-

stimmen, dass

eui = y1 ,
eu3
=

ij.2 ,
. . ., eun = yn

ganze Functionen der Variablen sind, und dann wird

(10) e co = y1 ! -f- ?/2 2 + + 2/n n,

und da e eine Einheit ist, so ist eo zugleich mit o ganz. Da
nun die Coefficienten der Potenzen und Producte der Variablen

in der Function (10) nach . 142, 3. ganze Zahlen sein miissen,

so folgt nach 1., dass die Coefficienten in den Functionen

2/u 2/2i ! 2/n ganze rationale Zahlen sein miissen, und dass folg-

lich Mx , %,..., un ganze rationale Functionale sind.

. 146.

Die Basen der Functionale.

Ist ^ ein ganzes Functional des Korpers &, so-

verstehen wir unter einer Basis von fi ein System
von n ganzen Zahlen in &:

(1) !, 2 ,
. .

., ,

das eine Basis des Korpers & ist, urid dem die Eigen-
schaft zukommt, dass in der Form

(2) U = #! M! -\- X2 U2 + + %n Mn

alle durch ^ theilbaren ganzen Zahlen des Korpers &
und keine anderen enthalten sind, wenn fiir %, x%, . . ., xn

ganze rationale Zahlen gesetzt werden.

Es soil jetzt bewiesen werden, dass jedes ganze Functional

eine Basis hat.



. 146. Basen der Functionale. 533

Zunachst ist klar, class eine Basis eines Functionals ft
zu-

gleich Basis aller mit
/LI

associirten Functionale ist, ferner dass

jedes Element !, 2, . . . einer solchen Basis durch ^ theilbar

sein muss, endlich dass aus einer Basis von p alle anderen ab-

geleitet werden konnen. wenn man eine lineare Substitution mit

ganzen rationalen Coefficienten und der Determinante + 1 an-

wendet.

Um nun eine Basis von
ft

zu bilden, gehen wir von einer

Minimalbasis (Basis von o) aus. die wir, wie oben, mit

!, 2 , -, &quot;n

bezeichnen.

Da es positive ganze rationale Zahlen giebt, die durch ft

theilbar sind. so giebt es auch ganze rationale Zahlen a, fiir die

das Product a ^ durch ^ theilbar ist. Die kleinste positive

unter diesen Zahlen wollen wir mit M bezeichnen und

i
=

i,i i

setzen. Sodann bezeichnen wir mit 2 , 2
die kleinste positive

ganze rationale Zahl, fur die sich ein gauzes rationales
1)2

so

bestimmen lasst, dass

2
=

rti )2 Wi -\- 2 ,2G&amp;gt;2

durch ^ theilbar wird, und fahren so fort. Wir bilden auf diese

Weise das System

2
=

1,2 ! + 2,2 &quot;2

worin ai,i. 2
,
2 , ,

ct n
,
n die kleinsten positiven ganzen

rationalen Zahlen sind, die eine Bestimmung der

ganzen rationalen Zahlen a
lj2 ,

. . ., an _i, so ermog-
lichen, dass die ganzen Zahlen !, .,,

. . ., a durch
t
u

theilbar werden.
Jede Zahl a

r&amp;gt;r

ist hiernach unabhangig von den iibrigen

dadurch definirt, dass sie die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die

sich die zugehorigen ganzen rationalen Zahlen a
1? r ,

a 2,r : --i,r

so bestimmen lassen, dass

durch
/LI

theilbar wird. In clem besonderen Falle, wo or selbst

durch
k
tt theilbar ist, hat man demnach ar

,
r = 1 zu setzen, und
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die a
1&amp;gt;r ,

a2
,
r ,

. . ., a,._ ljr konnen alle gleich Null angenommen
werden.

Bezeichnen wir mit d die Grundzahl des Korpers &, so er

giebt sich die Discriminante des durch (3) bestimmten Systemes
], 2 ,

. . ., an nach der Form el . 144, (11):

(5) A
(Wl , 2 ,

. .
., O =

a?,! a|
&amp;gt;2

. . .
&amp;lt;

^.

Dies ist eine von Null verschiedene gauze rationale Zahl,
und folglich sind die Grossen a eine Basis von Q.

Urn also zu zeigen, dass das so bestimmte System c^, &amp;lt;*

2 ,
. .

.,
an

eine Basis von ^ ist, bleibt noch nachzuweisen, dass jede durch

ft theilbare ganze Zahl a in der Form (2) dargestellt werden
kann. Nehmen wir, urn diesen Beweis zu fuhren, irgend einen

Index r
&amp;lt;f

n an, und suchen die Bedingung datur, dass eine ganze
Zahl von der Form

(6) yr = \ G^ -|- h2 o2 -f- -\- hr cor

durch f* theilbar ist, wenn 7^, h2 ,
. .

., hr ganze rationale Zahlen

sind.

Zunachst folgt, dass lir durch a
r&amp;gt;r

theilbar sein muss. Denn
bezeichnen wir mit qr den Rest der Division von hr durch ar , r&amp;gt;

und setzen

kr lr ar
,
r + ^r, ^ 9r &amp;lt;C ^r,r,

so ergiebt sich nach (6)

yr ?r r = (hi lr altr) Wj+ (hz IT 2,r) 2 H \~ %r r,

und diese Zahl miisste auch durch
|w-

theilbar sein. Dies ist aber

nach der Definition von ar
,
r nur moglich, wenn q r = ist. Dann

aber erhalt yr lr ar den Ausdruck :

(7) yr lr ar = h{ Wj -|- h{ 092 + + Ki r-i,

wird also von derselben Form, wie (6), nur dass r 1 an Stelle

von r tritt, und in (7) ist dieselbe Schlussweise zu wiederholen.

Demnach ergiebt sich durch vollstandige Induction der Satz:

Eine in der Form ht C3
1 -j- h2 w2 -)- + hr r d a r -

stellbare ganze Zahl des Korpers 1 ist immer dann
und nur dann durch (i theilbar, wenn sie in der Form

^ UL -j- ?2 2 -(-...-)- lr ar

darstellbar ist, in der die Coefficienten 71 ,72 ,..., ? r

ganze rationale Zahlen sind.

Setzt man in diesem Satze r = n, so hat man den Beweis

dafur, dass das Zahlensystem (3) eine Basis von ^ ist.
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Wie man aus der einen Basis von
ft alle anderen ableiten

kann, haben wir schon oben gesehen.

Wir verstehen jetzt unter a^ 2 ,
. . ., ccn eine beliebige Basis

von ft und stellen das Functional ft nach . 142, 4. als Quotienten

zweier ganzer Functionen dar, dessen Nenner eine rationale

Einheit ist. Die Coefficienten des Zahlers sind dann ganze durch

ft theilbare Zahlen (. 143, 2.) und konnen daher in der Form (2)

dargestellt werden.

Fassen wir diese Darstellung gehorig zusammen, so ergiebt

sich also fiir ft
ein Ausdruck

(8) P
= i*i +*&amp;lt; + + *n Ww

worin die i^, w2 ,
. . ., un ganze rationale Functionale sind.

Hiermit wollen wir die Linearform

(9) I =
, t, -f 03*2 H h n*n

vergleichen, in der ^, 2 ,
. . .. tn Variable sind. Diese Linear-

form ist (nach . 139) der grosste gemeinschaitliche Theiler der

Zahlen a1? 2 , ..., und ist durch
ft theilbar, weil die Zahlen

!, 2, . . ., n durch ft theilbar sind. Andererseits ist aber

auch, wie die Darstellung (8) zeigt, ft durch I theilbar, und

folglich sind die beiden Functionale ft und A mit einander

associirt.

Das Functional A wollen wir eine Basisform des
Functionals ft nennen; es ist dann A zugleich Basisform
von alien mit

ft associirten Functionalen.

Eine Basisform A von ft hat die Eigenschaft, dass man aus

ihr alle durch ft (oder durch A) theilbaren ganzen Zahlen in &
erhalt, wenn man fiir die Variablen ganze rationale Zahlen setzt.

Die Basis 1? 2 ? &amp;gt;

an steht zu clem Functionale ft in

einer ahnlichen Beziehung, wie die Basis Oj, w2 , . . ., wn des

Systemes o aller ganzen Zahlen in ,& zu den Einheiten. In der

That ist die Linearform

(10) r = co, t, + o.2 t.2 -| 1-
tx) n tn

eine Einheit; denn sie ist der grosste gemeinschaftliche Theiler

von !, w2 ,
. . ., co n und muss also, wie die Formel . 145, (8)

zeigt, ein Theiler von 1, also eine Einheit sein.

Demnach wollen wir das Functional T eine Basis-

form von o nennen.
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Aus einer solchen Basisform erhalt man alle ganzen Zahlen

des Korpers &, wenn man fiir die Variablen ganze rationale

Zahlen setzt.

Die Grundform T ist die Wurzel einer irreduciblen Gleichung
n ieu Grades

F(t) = N(t-T) = 0,

in der die Coefficienten der Potenzen von t ganze rationale (und

homogene) Functionen der Variablen ^, 2 ,
. . ., tn sind.

. 147.

Die absoluten Norm en der Functional e.

Die Elemente wl5 w2 ,
. . .,

aw einer Basis des Functionals ^
konnen als ganze Zahlen in & linear und ganzzahlig ausgedriickt
werden durch eine Basis o^ C3 2 ,

. . . ., on von o in der Form

(1) (!, Ojj, . .
., fl^)

= A
(tOi,

G92 ,
. . ., On),

worin A eine lineare Substitution mit ganzen rationalen Coeffi

cienten bedeutet. Einen Specialfall hiervon bieten die For-

meln (3) des vorigen Paragraphen.
Eine Basisforrn A von ^ wollen wir so darstellen:

(2) A = ia,*M
und die Substitution (1) schreiben wir ausfuhrlicher :

V

(3) as = 2 as
,
r wr ,

worin tv Variable, as^ die Substitutionscoefficienten sind, und der

Summationsbuchstabe v von 1 bis n lauft.

Da die Producte as cor alle durch p theilbar sind, so konnen

sie nach der Bedeutung der Basis in der Form dargestellt werden

(4) ,. O9r = v g
(

v?r as ,

worin die g r̂ ganze rationale Zahlen sind. Hieraus erhalt man
dann nach (2)

(5) A cor 2 s ^S)r ,

wenn r

(6) t.tr
=

2g&amp;lt;?r t,

ganze rationale Linearformen sind.

Substituirt man in (5) wieder die Ausdriicke (3), so folgt
V S

(7) A cor = v o) v 2 a
S)V s

,
r .
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Eliminiren wir aus diesen linearen Gleicliungen die ,, so

konnen wir die Gleichung n ien Grades fiir I in Determinanten-

form darstellen, und das Product der Wurzeln dieser Gleichung,

also die Norm von A, erhalten wir als die Determinante aus

den n- Grossen

(. 137, 8.).
Diese Determinante lasst sich aber nach dem Multi-

plica tionssatze der Determinanten (s. Bd. I, . 27) zerlegen, und

giebt, wenn

A = 2 + i,i2,2 n,n, T = fi,if2,2 *it, n

gesetzt wird,

(8) N (A) = A T.

Hierin ist T eine ganze Function der Variablen tv mit ganzen
rationalen Zahlencoefficienten. von der wir nun noch nachweisen

werden, dass sie primitiv ist.

Nehmen wir an, im Theiler von T gelie irgend eine natiir-

liche Primzahl p auf. Dann konnen wir n ganze rationale

Formen y1 ^ y2 ,
. . ., yn der Variablen t so bestimmen, dass die

n Summen

(9) U; *,,!& + ^,22/2 H-----h t*,nyn

alle durch p theilbar sind, ohne dass alle y^ y^ . . ., yn durch p
theilbar sind.

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt aus elementaren

Determinantensatzen (Bd. I, zweiter Abschnitt).

Wenn namlich die ts
,
r alle durch p theilbar sind, so konnen

wir die yr ganz beliebig z. B. gleich 1 annehmen.

Andernfalls nehmen wir an, dass ausser der Determinante T
auch alle w-reihigen Unterdeterminanten durch p theilbar seien

(m 5 n) &amp;gt;

und dass unter den (m 1)
-
reihigen Unterdeter

minanten wenigstens eine nicht durch p theilbar sei. Ist dann

etwa unter den (m 1)- reihigen Determinanten der Matrix

n,li 1,2?
-

&amp;gt; *l,m

tm l, li tin 1, 2- } m l,i

eine durch p nicht theilbar, so setzen wir fiir y^ y^ . . ., ym ebeii

diese (m 1)- reihigen Determinanten und nehmen ym+ i, ...,/
= an. Diese y geniigen dann der gestellten Forderung.
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Sind die y dann so bestimmt, so setzen wir

mid leiten aus (5) die Gleichung ab

(11) Aw = v as Ms .

Da nun die s durch A und die u8 durch p theilbar sind,

so folgt, dass co durch p theilbar ist, und dass mithin, nach

S- 145, 2., y-i, y&amp;gt;2,
. . ., yn durch p theilbar sein miissen, was

unserer Voraussetzung entgegen ist.

Damit ist bewiesen, dass T eine primitive Function ist, und
dass also cler absolute Werth der Determinante A
gleich der absoluten Norm von A und folglich auch
von p ist (. 138).

Wenden wir das Ergebniss auf die specielle Basis (3), . 146

an, so ergiebt sich die Formel:

(12) Na (ii)
=

01,102,2 . . . an
,
n .

Hieran kniipfen wir noch folgende Bemerkungen: Wenn,

man in einer Basisform eines Functionales p
A

! t: -f- 2 t2 ~\~
- - + an tn

auf die Variablen 1? 2 ,
. . ., tn eine ganzzahlige lineare Sub

stitution mit der Determinante I anwendet, so entsteht eine

neue Basisform von ^. Denn alien ganzzahligen rationalen Werthen
der Variablen tlt t2 ,

. .
., tn entsprechen ganzzahlige rationale

Werthe der neuen Variablen und umgekehrt.
Die Anwendung einer linearen Substitution auf die Variablen t

ist aber gleichbedeutend mit der Anwendung der transponirten
Substitution auf die Coefficienten a^ a^ . . ., an (. 37), d. h. mit

dem Uebergange zu einer neuen Basis von [i:

(13) (&, ft, . . ., ft) = (B) (ai , 03, . . ., n),

die dann durch Zusammensetzung mit (1) ergiebt:

(14) (ft, ft, . .
., ft) = (B) (A) (rai , 2 ,

. . ., o n).

Wenn die Discriminante (. 144) der durch eine Substitu

tion (13) bestimmten Zahlen
/3 mit der Discriminante der a

libereinstimmt, so muss die Substitutionsdeterminante B = 1

sein; und wir kommen also zu den Satzen:

1. Die Discriminante einer Basis von ^ ist gleich
dem Quadrate der absoluten Norm von ^, multi-

plicirt mit der Grundzahl des Korpers;
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und umgekehrt:

2. 1st
/31? /32 ,

. .
., /3U ein System ganzer durch

t
u

theilbarer Zahlen, dessen Discriminante gleich
1st dem Quadrate der absolute n Norm von p r

multiplicirt mit der Grundzahl des Korpers, sa

ist ft, /3.2 ,
. . ., /3n eine Basis von

(
tt.

. 148.

Voiles Restsystem nach einem Modul.

1. Definition: Zwei ganze algeb raise he Zahlen
|, rj, der en Differenz

rj
durch ein ganzes

von Null verschiedenes Functional p theilbar

ist, heissen mit einander congruent nach dem
Modul p.

Der Begriff der Congruenz lasst sich auch auf Functionale

ausdehnen, was wir aber furs Erste noch nicht thun. Dagegen
ist es wesentlich, als Moduln der Congruenz nicht bloss die

Zahlen, sondern auch die Functionale zu beriicksichtigen. Jede

Congruenz bleibt bestehen, wenn der Modul durch ein associirtes

Functional ersetzt wird. Beim Modul konnen beliebige Einheits-

factoren hinzugefiigt oder weggelassen werden.

Wir gebrauchen fur die Congruenz das Gauss sche Zeichen

(Bd. I, .115)

(1)
=

1 (mod ft).

Eine solche Congruenz ist gleichbedeutend mit der Gleichung

(2) t = n + a ft,

worin co irgend ein ganzes Functional sein kann,
Aus dieser Darstellung erkennt man dann sofort, dass, ebensa

wie in Congruenzen zwischen rationalen Zahlen, wenn man in

einem durch Addition, Subtraction und Multiplication von

ganzen Zahlen zusammengesetzten Ausdruck jede Zahl durch

eine nach dem Modul ^ congruente Zahl ersetzt, eine nach dem-

selben Modul congruente Zahl das Resultat ist; in Zeichen:

Sind n ??!, 2 , 7? 2 ? ganze Zahlen, die den Congruenzen

li
=

ifn |.2 = ? 2 ,
- (mod tu)
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genii gen, und ist ^ (x-^ x2 ,
. .

.)
eine ganze Function mit ganz-

zahligen rationalen Coefficienten, so ist auch

(3) ^ &, &,, .
.)
=

4&amp;gt; Oh, i? a ,
. .

.) (mod p).

2. 1st w die kleinste positive ganze rationale Zahl,
die durch p theilbar ist, so sind zwei nach dem
Modul ft congruente ganze rationale Zahlen auch
nach dem Modul m congruent (. 138, 13.)-

Ein Hauptsatz iiber die Congruenzen, zu dessen Beweis wir

jetzt schreiten, ist der:

3. Die Anzahl der nach einem Modul ^ incon-

gruenten ganzen Zahlen eines Korpers 1 ist

endlich, und zwar gleich der absoluten Norm
von

ji.

Um ihn zu beweisen, nehmen wir eine Basis des Func-

tionals ^ an, und zwar wahlen wir gerade die im . 146, (3)

bestimmte specielle Basis:

, A\

worin Oj, C32 ,
. . ., can eine Basis von o ist.

Jede ganze Zahl
i?

in & lasst sich dann in der Form dar-

stellen :

(5) Yl
=

T/! M! -|- 2/2
09 2 4- + t/n G9K ,

wenn die ^, y^, &amp;gt; yn ganze rationale Zahlen sind. Damit ver-

binden wir das Zahlensystem

(6) | = Xl C3 l + #2 W2 + -f- Xn 0)M ,

in dem wir ^ ein voiles Restsystem nach dem Modul a^i,

x.2 nach dem
M&amp;lt;^dul 2,2 ^n nach dem Modul anjH durch-

laufen lassen. Die Anzahl der so gebildeten Zahlen | betragt

i,i 02,2 ^,n, eine Zahl, die nach . 147, (12) gleich der

absoluten Norm von ^ ist.

Wir wollen nachweisen, dass jede Zahl ^ einer und nur

einer dieser Zahlen | nach dem Modul ^ congruent ist.

Wenn
r\ J durch ft theilbar sein soil, so muss nach der

Bedeutung der Basis diese Differenz in der Form

(7) ri | = &
t ! + h2 2 + + hn an
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darstellbar sein, worin die h^ h-&amp;gt;,
. .

., hn ganze rationale Zahlen

sind, und wenn diese Bedingung erflillt 1st, so 1st auch umgekehrt

YI
mit | nach dem Modul p congruent. Ordnen wir die rechte

Seite mittelst (4) nach o^, w.2 ,
. . ., con ,

so ergiebt sich aus (5)

und (6):

(8)
2/2
= #2 + 7*2^2,2 + + /*n2,n

2/n
= # + /*n ,*

Darin aber liegt der Beweis unserer Behauptung. Denn sind

y\i y&amp;gt;2i &amp;gt; 1)n irgend welche gegebene ganze rationale Zahlen, so

ist zunachst aus

yn = xn -f- hn n?n

xn und 7in vollstandig bestimmt. Darauf erhalten wir aus der

vorletzten Gleichung

T/,,-!
-- hn an -!, n = Xn-! -j- 7in_i an _i, n_i ,

wodurch a?n_i und lin i vollig bestimmt sind. Die nachst vorher-

gehende Gleichung ergiebt

n 2
- ww_ 2, , n 1 n 2, 1

= n 2
~

n 2 &amp;gt;n2, n 2,

wodurch ^n_ 2 und An_ 2 vollig bestimmt sind, und so fahren

wir fort, bis alle Xi und hi bestimmt sind.

Hiernach konnen wir zweckmassig die Gesammtheit der

Zahlen oder irgend ein System mit diesen congruenter Zahlen

ein voiles Restsystem nach dem Modul p nennen.

Die Anzahl der Individuen eines vollen Restsystems fiir den

Modul ^ ist gleich der absoluten Norm von
/it.

. 149.

Congruenzen.

Aus der Existenz eines vollen Restsystems nach einern

Modul ft, die wir im vorigen Paragraphen nachgewiesen haben,

ergiebt sich eine Reihe von Satzen, die mit bekannten elemen-

taren Satzen der rationalen Zahlentheorie analog sind.

Bedeutet irgend eine ganze Zahl in Q und ft ein als

Modul dienendes ganzes Functional, und ist a relativ prim zu
ft,

so sind zwei Zahlen und nur dann congruent nach dem
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Modul
fi,

wenn die ganzen Zahlen
, congruent sind. Hieraus

ergiebt sich, dass, wenn | ein voiles Restsystem nach dem
Modul ft durchlauft, dasselbe auch von dem Producte w| gilt,

wodurch der Satz bewiesen ist:

1. Ist u eine ganze Zahl in i, relativ prim zu
dem Modul ft, ferner y eine beliebige ganze Zahl
in &

,
so ist die Congruenz:

(1) |
=

y (mod ft)

immer durch eine ganze Zahl | losbar, und auch
nur durch eine, wenn fur | ein voiles Restsystem
nach dem Modul ft vorgeschrieben ist.

Wenn hierin
ft selbst eine Zahl ist, die wir mit /3 be-

zeichnen, so ist auch der Quotient

eine ganze Zahl, und dann nimmt der vorstehende Satz die

Form an:

2. Sind a, /?, y drei ganze Zahlen in & und a, ft

relativ prim, so kann man z-wei andere ganze
Zahlen |, 77

in Q so bestimmen, dass

(2) a + (jri==7

wird. Insbesondere kann man also auch fur zwei

beliebige relative Primzahlen cc, /3 die Gleichung

(3) a^ + ^ = l

durch ganze Zahlen |, ^ befriedigen.

Dieser Satz lasst sich auf ein System von mehreren Zahlen

iibertragen.

Wenn die Zahlen a, 0, y, ... in o keinen gemeinsamen Theiler

haben, so konnen wir zunachst Zahlen ^15 ^, . . . in o so be

stimmen, dass

ft =/3 ?1 +K1 + ...

relativ prim zu a wird. Wir haben namlich, wenn 1? 3r2 ,
. . . die

verschiedenen Primfactoren von a sind, deren keiner in alien

: /3, y, . . . aufgehen kann, und wenn etwa
/3 durch it^ nicht theilbar

ist, rji durch ^ untheilbar, die iibrigen Zahlen gn . . . durch ^
x

theilbar u. s. f. anzunehmen, und erhalten fiir jede der Zahlen

%&amp;gt; Sn - die Bedingung, dass sie durch einige der Primfactoren
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iti theilbar, durch andere nicht theilbar sein soil, und dieser

Forderung kann nach . 143, 3. imraer gentigt werden. Dann
konnen wir nach 2. die ganze Zahl x so bestimmen, dass

a | + ft T = 1

wird, und wenn wir r^ = y. r^ = g, . . . setzen, so erhalten

wir den Satz:

3. Sind a, /3, y, ... Zahlen in o ohne gemeinschaft-
lichen Theiler, so lassen sich andere Zahlen
|, ??, f, . . . in o so bestimmen, dass

&amp;lt;*) al + Pfl + yM =1
wird.

Daraus lasst sich weiter auf folgenden Satz schliessen:

4. Sind
, /3, y, . . . beliebige Zahlen in o, ^ eine

durch den grossten gemeinschaftlichen Theiler
aller dieser Zahlen theilbare Zahl in o, so kann
man die Zahlen

, t?, ,
. . . in o so bestimmen,

dass
&amp;lt;5) p = S + 0i? + rM

wird.

Wenn wir namlich den grossten gemeinschaftlichen Theiler

der Zahlen
, /3, y, . . . nach . 139 in der Form

d = a u -\- {} v -\- y zv . . .

annehmen, worin
., v, iv, . . . Variable sind, so giebt es nach

Voraussetzung ein ganzes Functional w, so dass ^ = d u ist.

Das Functional w stellen wir als Quotienten zweier ganzer Func-
tionen 9 : e clar, von denen s eine Einheit, und folglich (p eine

Function mit ganzzahligen Coefficienten ist, und erhalten so

(6) s p = ( u -f- /3 v -\~ yiv -\-
-

) cp.

Ordnet man beide Seiten dieser Gleichung nach den darin

vorkommenden Variablen, so erhalt man, wenn 1? 2 ,
... die

Coefficienten in s sind, ein System von Gleichungen von fol-

gender Form:

worin die |t , ^-, g,-, . . . Zahlen in o sind. Nun haben aber die

Zahlen 15 2 ,
... als Coefficienten einer Einheit, keinen gemein-
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samen Theiler, und folglich kann man nach 3. die Zahlen*

r-[, r2 ,
. . . in o so bestimmen, dass

(8) Si T
I + 2 T2 -f - == 1

wird. Aus (7) folgt aber, wenn man mit rn r2 ,
. . . multiplicirt

und addirt, und dann

I = *1 ll + *2 2 + I ^ = r
i % + T2 *?2 +

setzt, mittelst (8) die zu beweisende Gleichung (5).

. 150.

Der Fermat sche Satz.

Aus der Theorie der Congruenzen lassen sich Folgerungen

ziehen, die den aus dem Fermat schen Lehrsatze abgeleiteten

Satzen der rationalen Zahlentheorie genau entsprechen, von

denen hier die wichtigsten, spaterer Anwendung wegen, be-

sprochen werden miissen.

Wir wollen unter it ein Primfunctional /
ten Grades verstehen,

also, wenn p die durch it theilbare natiirliche Primzahl ist,

(1) Na (it)
= pS

setzen (. 140). Ist dann a irgend eine durch it nicbt tbeilbare Zahl

in o, so wird, wie wir scbon im vorigen Paragrapben geseben

haben, das Product zugleich mit der Zahl | ein voiles Rest-

system nach dem Modul it durchlaufen. Lassen wir die durch

it theilbare Zahl weg, so bleiben Na (7t)
1 Zahlen iibrig, und

wenn wir das Product bilden, so folgt

(2)
a^- 1

/!^)
= JI) (modTT),

wenn If(J) das Product aller Zahlen eines vollen Restsystems

(mit Ausschluss der Null) bedeutet, und daher durch it nicht

theilbar ist. Demnach folgt aus (2)

(3)
avf- 1 = 1 (mod it),

oder, wenn man mit a multiplicirt,

(4)
ai)f ^ a (mod it),

und in der letzten Form gilt der Satz auch noch, wenn a durch

it theilbar ist.

Die Formeln (3), (4), die genau dem Fermat schen Lehr

satze entsprechen (Bd. I, . 136), sollen auch hier als Fermat -

scher Lehrsatz bezeichnet werden.
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Wir sprechen ihn so aus:

1. 1st it ein Primtheiler der natiirlichen Primzahl p,
so 1st fur jede ganze Zahl o im Korper Q

cjA&quot;() = ft, (mod TT).

Hieran kniipfen sich nun wichtige Folgerungen:

2. Bezeichnet f(t) eine ganze Function m ten
Grades,

deren Coefficienten ganze Zahlen in SI sind, und
it ein Primfunctional, so hat die Congruenz

(5) f(t) = (mod n)

hochstens m Wurzeln. d. h. es giebt hochstens m
incongruente ganze Zahlen in &, die, fur t ge-
setzt, die Congruenz befriedigen.

Bedeutet namlich irgend eine Zahl in o, so konnen wir

(6) /(*) = (*-)/i(*)+/()
setzen

,
worin /x (t) eine ebensolche Function wie f (t) ist

,
aber

nur vom (m l)
ten Grade. Ist aber /() = (mod jr),

so muss

jede Wurzel von (5) der Congruenz

(t u)fi(t)
= (mod n)

geniigen. Sie muss also entweder mit congruent oder eine

Wurzel der Congruenz (m l)
ten Grades

/, (0
= (mod n)

sein. Setzen wir unseren Satz als bewiesen voraus fur Con-

gruenzen (m l)
ten

Grades, so gilt er demnach auch fur Con-

gruenzen w ten
Grades; und da er fur Congruenzen ersten Grades

gilt, so ist er allgemein richtig.

Jede durch TC nicht theilbare Zahl in o geniigt, wie wir

gesehen haben, der Congruenz

(7) o^- 1 = 1 (mod n).

Ist nun a die kleinste natiirliche Zahl, fiir die die Congruenz

(8) o = 1 (mod n)

befriedigt ist, so lasst sich durch das schon oft angewandte
Schlussverfahren zeigen, dass jeder andere Exponent 7, fiir den

co
l ^ 1 ist, ein Vielfaches von a sein muss. Denn ware 7 nicht

durch a theilbar, so ware auch, wenn a der Rest der Division

von a durch ? ist, co
a&amp;gt; =

1, was nach der Voraussetzung liber a

nicht moglich ist. Also ist a ein Theiler von pf 1, und wir

nennen a eine zum Exponenten a gehorige Zahl.

Weber, Algebra. II. 35
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Gehort o zum Exponenten a, so sind die Potenzen

(9) 1, o,
2

,
. . .,

o&quot;-
1

alle in congruent und bilden also, da sie alle der Congruenz (8)

geniigen (nach 2.), die Gesammtheit der Wurzeln dieser Con

gruenz. Unter den Zahlen (9) miissen daher alle anderen zum

Exponenten a gehorigen Zahlen co gesucht werden. Es wird

aber a 1 nur dann zum Exponenten a gehoren, wenn I relativ

prim zu a ist, und es folgt:

Wenn es iiberliaupt Zahlen o giebt, die zum Exponenten a

gehoren, so ist ihre Anzahl so gross, wie die Anzahl der relativen

Primzahlen zu a in der Reihe der Zahlen 0, 1, 2, . . ., a 1.

Diese Zahl bezeichnen wir, wie schon friiher (Bd. I, . 132), mit

cp (a). Dass aber zu jedem Theiler a von pf 1 immer wenig-

stens eine Zahl a und folglich &amp;lt;p(a)
Zahlen gehoren, kann man

ganz so beweisen, wie der entsprechende Satz der rationale*

Zahlentheorie im . 136 des ersten Bandes bewiesen ist.

Die Zahlen co, die zu dem Exponenten pf I gehoren, deren

es hiernach immer
&amp;lt;p (pf 1) giebt, heissen primitive Wur

zeln von 7t. Ist y eine solche primitive Wurzel, so bilden die

Potenzen

i, r, r
2

, \

- M ?pf
~ 2

ein voiles Restsystem nach dem Modul it mit Ausschluss der

durch 7t theilbaren Zahl.

Nach dem Fermat schen Lehrsatze fur rationale Zahlen ist

tP- 1 1 fur t = 1, 2, . .
., p 1 durch _p, und folglich auch

durch 7t theilbar. Die Congruenz

(10) tv- 1 = 1 (mod it)

hat daher die Wurzeln

1, 2, . . .,p 1,

und diese sind, da nach . 140, 3. eine rationale Zahl nur

dann durch JT theilbar ist, wenn sie durch p theilbar ist, unter

einander incongruent. Nach dem Satze 2. hat also die Con

gruenz (10) keine anderen Wurzeln als diese.

Multipliciren wir die Congruenz (10) noch mit t, so folgt,

dass die Congruenz _p
ten Grades

tP t = (mod it)

die p Wurzeln
0, 1, 2, . .

., p 1,
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und keine anderen hat. Darin liegt der Beweis des folgenden
Satzes :

3. Eine Zahl o in o ist dann und nur dann nach
dem Modul n mit einer ratio nalen Zahl con

gruent, wenn sie der Bedingung
&P = o (mod n)

genligt.

Beachtet man noch, dass die Polynomialcoefficienten in der

piea. Potenz eines Polynoms alle durch p theilbar sind, mit Aus-

nahme derer, die zu den _p
ten Potenzen der einzelnen Glieder

des Polynoms gehoren, so ergiebt sich noch folgender Satz, der

sich auf gauze Functionen in & von beliebigen Veranderlichen

x, y, . . . bezieht:

4. Ist i\y (x, y, . .
.)

eine ganze Function der Variablen

#,?/,... mit ganzzahligen Coefficienten aus &, so

ist das Bestehen der Congruenz

|&amp;gt; Or, y, . . .)? = T\&amp;gt; (XP, yP, . .
.) (mod n)

die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass alle Coefficienten von ^ mit ganzen
rationalen Zahlen nach dem Modul it congruent
sind.

. 151.

Die Dedekind schen Ideale.

Dedekind griindet in den schon oben erwahnten Arbeiten

die Theorie der algebraischen Zahlen auf den Begriff des Ideals.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass die Theorie der Ideale

im Wesen iibereinstimmt mit der Theorie der Functionale, in-

dem wir zeigen, wie der Uebergang von der einen zur anderen

bewirkt werden kann.

Das System aller ganzen Zahlen eines algebraischen Zahl-

korpers ^ soil
,
wie oben

,
mit o bezeichnet werden x

).
Ein in o

enthaltenes Zahlensystem a wird ein Ideal genannt, wenn es

den beiden Forderungen geniigt:

1
) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Yorlesungen iiber Zahlentheorie im

. 167 der dritten, . 177 der vierten Auflage. S
35*
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I. Summe und Differenz irgend zweier Zahlen in a

geben immer wieder Zahlen in a.

II. Das Product irgend einer Zahl in a und einer

Zahl in o gehort dem System a an.

Dieser Forderung wiirde das aus der einzigen Zahl Null

bestehende System genugen, was aber der Einfachheit halber

nicht als ein Ideal bezeichnet wird.

Das System o dagegen ist ein eigentliches Ideal. Ebenso

ist das System aller durch eine bestimmte Zahl [i
in o theilbaren

Zahlen o ft ein Ideal, und ein solches wird ein Hauptideal
genannt.

Unter dem Producte a b zweier Ideale a und b versteht man
den Inbegriff aller Zahlen, die man erhalt, wenn man irgend
eine Zahl a aus a mit einer Zahl /3 aus b multiplicirt und eine

beliebige Anzahl solcher Zahlenproducte addirt, also den In

begriff aller Zahlen von der Form 2J/3. Dass dieses Product ab

wieder ein Ideal ist, leuchtet unmittelbar ein. Nach dieser

Definition ist z. B. o a = a
,
und das Ideal o spielt bei dieser

Multiplication die Rolle der Einheit.

Man kann nun die Ideale und Functionale in der Weise

auf einander beziehen, dass dabei folgende Gesetze obwalten:

1. Jedem ganzen Functional entspricht ein be-

stimmtes Ideal, und associirten Functionalen

entspricht dasselbe Ideal.

2. Jedem Ideal entsprechen unendlich viele, aber

nur associirte ganze Functionale.

3. Dem Producte zweier oder mehrerer ganzer
Functionale entsprechen die Producte der den
Factoren entsprechenden Ideale.

4. Einer ganzen Zahl entspricht ein Hauptideal.
5. Den Einheiten entspricht das Ideal o.

Um dieses Entsprechen zu defmiren, ordnen wir zunachst

dem Systeme aller Einheiten das Ideal o zu. Ist dann ferner cp

irgend ein ganzes Functional, was keine Einheit ist, so geniigt

der Inbegriff aller durch cp theilbaren ganzen Zahlen a des

Korpers 1 nach . 138 den Forderungen I, II, und ist also ein

Ideal, das wir mit a bezeichnen
*)

und dem Functional cp zu-

*) Zur Bezeichnung der Ideale gebrauchen wir mit Dedekind die

kleinen d^itschen Buchstaben.
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ordnen. Dasselbe Ideal a ist daim auch sammtlichen mit cp

associirten Functionalen zugeordnet. Diese Zuordnung hat die

Eigenschaften 1., 4., 5.

Sind (p und g^ zwei nicht associirte Functionale, so ist

gewiss eines von ihnen, etwa qp, nicht durch das andere 9^

theilbar, und folglich giebt es (nach . 143, 3.) ganze Zahlen, die

durch
qp, aber nicht durch y 1 theilbar sind. Folglich sind nicht

associirten Functionalen immer verschiedene Ideale a, a x zu

geordnet.

Es ist aber nun auch zu zeigen, dass auf diese Weise alle

Ideale des Korpers SI erhalten werden konnen, mit anderen

Worten, dass jedes von o verschiedene Ideal a aus der Gesamint-

heit der durch einen gewissen Functionalfactor theilbaren Zahlen

besteht.

Wir gehen also jetzt von irgend einem Ideal a aus und

wahlen eine beliebige endliche Menge von Zahlen daraus,

!, 2 ,
. . ., a r ,

deren grosster gerneinschaftlicher Theiler d r sein

mag. Dieses Functional d r hat eine endliche Anzahl von Prim-

factoren.

Giebt es nun eine Zahl r + 1 in a, die nicht durch d r theil

bar ist, so hat der grosste gemeinschaftliche Theiler dr + i von

d r und
,. + i weniger Primfactoren als d r . Wenn wir mit dieser

Schlussweise fortfahren, so kommen wir zu dem Ergebniss, dass

sich aus a eine endliche Zahl von Zahlen o^, 2 ,
. . ., am so aus-

wahlen lasst, dass der grosste gemeinschaftliche Theiler d dieser

Zahlen in alien Zahlen von a aufgeht.
Andererseits gehort jede durch d theilbare Zahl in o zu a.

Denn nach . 149, 4. kann jede durch 8 theilbare Zahl a in die

Form gesetzt werden

1 l + 2 1-2 + + m Jm,

worin |x , |2 ,
. . ., J wl Zahlen in o sind, und folglich gehort nach

I. und II. a zum Ideal a.

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn d eine Einheit ist, das

Ideal a mit o identisch ist. Jedes Ideal a ist also dadurch

charakterisirt ,
dass alle seine Zahlen einen gewissen grossten

gemeinschaftlichen Theiler haben.

Es bleibt noch zu zeigen, dass, wenn die Functionale (p, i/&amp;gt;

den beiden Idealen a, b entsprechen, das Product qp ^ dem
Ideal a b entspricht.
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Da alle Zahlen aus ab von der Form J/3 sind, so ist zu-

nachst klar, dass alle diese Zahlen durch cp ty theilbar sind.

Wenn wir aber nach . 143, 4. das Functional cp als grossten

gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen c^, 2 darstellen, so

gehoren diese Zahlen, als durch cp theilbar, dem Ideal a an,

und wir konnen, da es auf einen Einheitsfactor bei cp nicht

ankommt,
cp
=

1 xl -f- 2 X2

setzen, wenn xl} X2 Variable sind. Ebenso konnen wir, wenn

fa, /32 zwei Zahlen aus b und y^ y2 Variable bedeuten,

^ = ft 01 + ft 2/2

setzen, und daraus ergiebt sich

cp ty KI fa XL yl -f- KI fa xl y2 -\- a2 fa x2 y: -f a2 fa X2 y.2 .

Es ist also cp ^ nach . 143, 2. der grosste gemeinschaftliche

Theiler der vier Zahlen ^ fa, ^ /32 , 2 fa, w2 /32 ,
die dem Ideal a b

angehoren, und folglich ist cp ^ der grosste gemeinschaft
liche Theiler aller Zahlen des Ideals ab.

Damit ist die gegenseitige Zuordnung der Functionale und

Ideale den Forderungen 1. bis. 5. gemass bewerkstelligt.

Den Primfunctionalen entsprechen bei dieser Zuordnung

Primideale, und die Zerlegung der Ideale in Primfactoren und

iiberhaupt die Gesetze der Theilbarkeit der Ideale ergeben sich

in volliger Uebereinstimmung mit den entsprechenden Satzen

aus der Theorie der Functionale.

Bei dieser volligen Uebereinstimmung kann es zu keiner

Unzutraglichkeit fiihren, wenn wir das ganze System aller unter

einander associirten Functionale zu einem Gemeinbegriffe zu-

sammenfassen und dafiir den Namen Ideal brauchen.

Das System aller mit einer ganzen Zahl associirten Func

tionale ist dann ein Hauptideal.
Wenn irgend eine Zahl oder ein Functional durch die

Functionale eines Ideals theilbar ist, so nennen wir es durch
das Ideal theilbar, und wenn ein Functional cp in Factoren

zerlegt ist, denen die Ideale a, b, . . . entsprechen, so setzen wir

auch, indem die Einheitsfactoren in der Bezeichnung weggelassen

werden :

(1) cp
= ab . . .

Eine Basis des Functionals ist zugleich eine Basis des Ideals,

und die absolute Norm des reprasentirenden Functionals stimmt
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mit der Zahl iiberein, die bei Dedekind die Norm des Ideals

heisst. Sie soil also auch hier so genannt werden, und wir setzen

demnach, wenn das Functional qp zu dem Ideal a gehort,

(2) Na
(&amp;lt;p)

= N(a).

Die Norm eines Ideals ist also iminer eine natiirliche Zahl.

1st J)
ein Primideal und p die durch p theilbare natiirliche

Primzahl, so ist

(3) N(V) = pf,

und/ heisst der Grad des Primideals p.

In den Congruenzen (. 149, 150) konnen nach diesen Fest-

setzungen statt der Functionale auch die entsprechenden Ideale

als Moduln angesehen werden.

Es sei schliesslich noch ein Wort liber die Kummer sche

Schopfung der idealen Zahlen beigefugt
1
).

Sind oc, {I irgend zwei Zahlen aus o, die den grossten

gemeinschaftlichen Theiler % haben, und ist /3
= ^ qp, so wird

die Congruenz

(4) a o = (mod /3)

nur fiir solche Zahlen w aus o befriedigt sein, die durch
&amp;lt;p

theil-

bar sind. Das Functional (p wird aber ini Allgemeinen keiner

Zahl associirt sein. Statt nun die Functionale zu benutzen, kann

man sich ein neues Begriffssystem schaffen, in dem man die

sammtlichen Zahlen von o zu Paaren zusammenfasst (a, /3),
und

kann diese Paare ,,ideale Zahlen&quot; in o nennen; genau in der-

selben Weise, wie man durch Paarung der ganzen rationalen

Zahlen die Briiche, oder der reellen Zahlen die complexen Zahlen

gebildet hat.

Man nennt dann die Zahl ai durch die ideale Zahl (a, /3)

theilbar, wenn sie der Congruenz (1) geniigt. Dies ist der Stand-

punkt der Kummer schen Theorie. Damit aber diese Definition

der Theilbarkeit fruchtbar sei, muss noch festgestellt werden,

unter welchen Yoraussetzungen man zwei ideale Zahlen mit ver-

schiedenen Elementen, (, /3), ( , /3 ),
als gleich zu betrachten

hat, wie sich die wirklichen Zahlen in o unter die idealen Zahlen

einordnen, endlich was man unter dem Product zweier idealen

Zahlen zu verstehen hat, damit eine durch eine ideale Zahl

Vgl. Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, . 176.
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theilbare Zahl sich als Product von idealen Zahlen darstellen

lasse. Alle diese Fragen werden beantwortet durch die Ver-

mittelung der Function altheorie (oder der Idealtheorie) ,
wenn

man der idealen Zahl (, /J) das Functional
&amp;lt;p zuordnet, und

konnen wohl kaum auf einfachere Weise entschieden werden.

Die Einfuhrung des Systemes der idealen Zahlen bietet dann
auch keine wesentlichen Vortheile mehr, und man kann ebenso

gut die Functionale selbst, oder die Ideale als Elemente der neu
einzufiihrenden Mannigfaltigkeit betrachten.

. 152.

Aequivalenz.

Wir nennen jetzt zwei Functionale, die sich nur durch einen

Einheitsfactor unterscheiden
,

auch wenn sie gebrochen sind,

associirt, und stellen folgende Definition auf:

1. Zwei ganze oder gebrochene Functionale qp, ^
im Korper & heissen aquivalent, wenn ihr

Quotient cp
: ^ mit einer Zahl associirt ist.

Es heissen also die beiden Functionale cp und ty aquivalent,
wenn eine Einheit s und eine Zahl a in & existiren, so dass

o) .
. ^ =

1

v

;;

&quot;.;
,

v:
-v

:

. SSS
ist. Ist cp aquivalent mit ty und mit ^1} so folgt aus (1)

folglich
i/&amp;gt; _ i 1

^
&quot; &quot;

a

und da a^ : a eine Zahl, x : s eine Einheit ist, so folgt der

erste Satz:

2. Zwei Functionale, die mit eineni dritten aqui
valent sind, sind auch unter einander aqui
valent.

Theilt man hiernach alle Functionale des Korpers & in

Classen ein, indem man zwei Functionale in dieselbe oder in

verschiedene Classen wirft, je nachdem sie aquivalent sind oder

nicht, so ergiebt sich, dass zwei dieser Classen, die ein einziges
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gemeinsames Element enthalten, vollstandig identisch sein

miissen. und die Classeneintheilung ist also durchaus eindeutig.

Jede Classe ist durch ein beliebiges in ihr enthaltenes Func

tional, einen Reprasentanten, vollig bestimmt.

3. Zwei mit einander associirte Functionale sind

auch aquivalent und komrnen daher in derselben

Classe vor.

Demi wenn cp und
t/&amp;gt;

associirt sind, so ist ilir Quotient cp : ^
eine Einheit, und cp und # sind also auch aquivalent.

Eine Classe enthalt aber nicht bloss die einzelnen Func

tionale qp, sondern alle durch diese Functionale bestimmten

Ideale, und wir nennen diese Classen daher, wenn eine genauere

Bezeichnung nothig ist, Functionalclassen oder, haufiger noch,

dem iiblichen Sprachgebrauche gemass, Ideal classen.

4. Die Gesaninitheit aller ganzen und gebrochenen
Zahlen des Korpers *&, verbunden mit den sammt-
lichen Einheiten und den Producten von Zahlen
mit Einheiten, bilden unter sich eine Classe, die

die Hauptclasse genannt wird.

Als Reprasentanten der Hauptclasse kann man z. B. die

Zahl 1 betrachten. Die Hauptclasse, als Idealclasse aufgefasst,

enthalt das Ideal o und wird daher in der Folge durch den

Buchstaben bezeichnet.

5. In jeder Idealclasse giebt es ganze Functionale.

Deun nach der Definition ist, wenn cp irgend ein Functional

und eine Zahl ist, cp mit acp aquivalent. Wir konnen aber

nach . 137, 5. die Zahl
, sogar rational, so bestinmien, dass

acp ein ganzes Functional wird.

6. Aus jeder Idealclasse (7 konnen wir einen Repra
sentanten cp auswahlen, der nicht nur selbst ein

ganzes Functional ist, sondern auch zu einem

beliebig gegebenen ganzen Functional co relativ

prim ist.

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen. zunachst nach 5.

einen beliebigen ganzen Reprasentanten cp der Classe C und

eine durch cp theilbare ganze Zahl
,
so ist

(2) 9 X = ,
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und i ein ganzes Functional. Nun wahlen wir (nach . 143, 3.)

eine durch i theilbare Zahl
ft so, dass ft : % relativ prim zu o

wird, und setzen

(3) *Z =
Da jetzt cp : ty eine Zahl ist, so ist ^ mit cp aquivalent, und

^ ist ein zu a theilerfremder Reprasentant der Classe (7 1
).

. 153.

Die Classenzahl des Korpers &.

Wir kommen nun zum Beweise des wichtigen Satzes:

1. Die Anzahl der Idealclassen eines Korpers & ist

endlich.

Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem folgenden:

2. In jeder Classe giebt es ganze Functionale, deren

absolute Norm eine bestimmte endliche, nur von

der Natur des Korpers & abhangige Zahl nicht

iibersteigt.

Denn weil jedes ganze Functional ein Factor seiner absoluten

Norm ist, und jede ganze Zahl nur eine endliche Anzahl von

nichtassociirten Factoren hat, so giebt es, von den associirten

abgesehen, nur eine endliche Zahl von ganzen Functionalen
,
die

eine gegebene Zahl zur absoluten Norm haben. Wenn nun

bewiesen werden kann, dass in jeder Classe ein ganzes Functional

vorkommt, dessen absolute Norm unter einer endlichen Zahl

*) Wir wollen hier im Voriibergehen auf eine Analogic der Aequivalenz
der Ideale hinweisen. Die ganze Theorie der algebraischen Zahlen lasst

sich mit den nothwendigen Modificationen iibertragen auf die Theorie der

algebraischen Functionen, die wieder ihren geometrischen Ausdruck in der

Theorie der algebraischen Curven findet. Den Idealen eutsprechen dann

Punktsysteme auf einer festen Grundcurve und den Hauptidealen voile

Schnittpunktsysteme der Grundcurve mit einer anderen algebraischen Curve.

Wenn sich zwei Punktsysteme zu einem vollen Schnittpunktsystem erganzen,

was in der obigen Formel
y&amp;gt; % seinen Ausdruck finden wiirde, so wird

von den beiden Punktsystemen &amp;lt;&amp;gt;, / jedes der Rest des anderen genannt.

Zwei Punktsysteme, die, wie
&amp;lt;p, i/&amp;gt;,

denselben Rest haben, werden in der

Geometrie corresidual genannt. Dieser Begriff entspricht also der Aequi&quot;

valenz. (Vergl. Brill u. N other, Mathem. Annalen, Bd. 7. Salmon,
,,higher plane Curves&quot;, deutsch von Fiedler.)
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liegt, so ist die Endlichkeit der Anzahl der Classen nach-

gewiesen.

Lassen wir, wie bisher, o^, w2 ,
. . ., con eine Minimalbasis von

.& bedeuten, so werden alle ganzen Zahlen des Korpers aus

(1) O
!
XL -f- G92 #2 -f-

. .

-f- C0n Xn

erhalten, wenn wir den x^ x%, . . ., xn ganze rationale Zahlwerthe

ertheilen. Wenn wir eine positive ganze Zahl fc annehmen und

festsetzen, dass keine der Zahlen #,- aus dem Intervall i & her-

austreten soil, so wircl der absolute Werth von a nicht liber

der Grenze

(Iw.l + lffl.H H. !)* = **

liegen, wenn unter
|

ca l |, | 2 1,
. . . die absoluten Werthe (Ein-

leitung, Bd. I, S. 18) der (reellen oder complexen) Grossen t

verstanden sind, und r die Summe
| co^ \ -f- | 2

1 -)-... bedeutet.

Bilden wir den Ausdruck (1) fur die n conjugirten Korper, und

nehmen das Product, so erhalten wir, wenn wir mit E eine

positive reelle Zahl bezeichnen, die iiber clem Product der

n Werthe r liegt,

(2) Na (co)&amp;lt;Bk.

Diese Zahl R ist nur von der Natur des Korpers 5i, nicht

aber von k abhangig.
Jetzt sei a irgend ein ganzes Functional in ., und Na (ft)

seine absolute Norm. Wenn wir die ganze Zahl k so be-

stimmen, dass

(3) fc ^ JVfl ( lu)&amp;lt;;(fc+ 1),

und wenn wir-ferner in (1) den Zahlen Xi die Werthe 0,1,2, ..., A;

ertheilen, so ist die Anzahl der verschiedenen Werthe, die aus (1)

hervorgehen, (fc -|- l)
n

,
also grosser als Na (ii).

Nach . 148, 3.

ist aber die Zahl der nach dem Modul ^ incongruenten Zahlen

gleich Na (fi) ,
und folglich miissen unter den so bestimmten

Zahlen mindestens zwei verschiedene nach dem Modul ^ con-

gruente Zahlen vorkommen. Ist also o ~~
o&quot; (mod ft), so wird

die Differenz

(4) a = o o&quot; = (x{ xi) a?! + - + (xn x) on

durch
/LI

theilbar sein, und zugleich sind die ganzen Zahlen

X Xi =,... Xn OCn = On
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absolut genommen nicht grosser als ft. Es giebt eine durch ft

theilbare von Null verschiedene Zahl:

(5) a = ax C3 l -f- 2 a92 -f- ...-)- an raw ,

in der die ganzzahligen Coefficienten ax ,
a2 . . . an die Grenzen

Jfc nicht iiberschreiten, und folglich ist nach (2) und (3)

(6) Na (u)&amp;lt;Rfr&amp;lt;:RNa (ii).

Da nun cc durch
/LC

theilbar ist, so setzen wir

(7) * p (jp,
Na (a) = 2V; (p) JVa (g,),

und erhalten aus (6)

(8) JVrt (9))&amp;lt;E.

Wenn nun ty ein Reprasentant einer beliebig gegebenen
Classe C ist, so wahlen wir ^ so, dass

p ^y*
eine Zahl ist, und wenn dann nach (7)

oe =
ft qp

ist, so ist

qp w

^&quot;

= r

^&quot;

also cp und ^ Equivalent. 9? ist also gleichfalls ein Reprasentant
der Classe (7, und dieser geniigt der Bedingung (8). Es kommt

also, wie bewiesen werden sollte, in jeder Classe ein Functional

vor, dessen absolute Norm unter E liegt.

Die Anzahl der Idealclassen, die wir mit h bezeichnen wollen,

ist hiernach eine dem Korper ^ eigenthiimliche natiirliche Zahl,

die die Classenzahl genannt wird.

In dem einfachsten Falle, wo die Classenzahl gleich 1 ist, ist

jedes Functional mit einer Zahl associirt, d. h. es kann jedes

(ganze oder gebrochene) Functional durch Absonderung eines

Zahlenfactors in eine Einheit verwandelt werden. In diesem Falle

lasst sich jede ganze Zahl des Korpers & in Primzahlfactoren

zerlegen, und diese Korper haben eine Theorie, die im Wesent-
lichen mit der rationalen Zahlentheorie iibereinstiinmt. Fur
solche Korper ist die Einfiihrung der Functionale und Ideale

nicht nothwendig.
Hierher gehoren neben dem Korper der rationalen Zahlen

unter anderen der Korper der Gauss schen imaginaren Zahlen

und der aus dritten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen (Bd. I,

- 173, 174).
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. 154.

Die Gruppe der Idealclassen.

Die Idealclassen konnen auf Grund des folgenden Satzes

componirt werden:

1. Sind qp, t^, qp x , ^ Functionale und
cp aquivalent

mit qpj, -^ aquivalent mit #1, so ist auch cp $ aqui-
valent mit cp l ^.

Die Riclitigkeit hiervon ergiebt sich unmittelbar aus der

Definition. Denn wenn cp : cp l
und ^ : ^ mit Zahlen associirt

sind, so ist auch (p $ : cp l ^ mit einer Zahl associirt.

Ebenso ergiebt sich auch der umgekehrte Satz:

2. Ist cp aquivalent mit qp x
und cp ^ aquivalent mit

&amp;lt;pi ^1? so ist auch ty aquivalent mit ty^

Betrachten wir also zwei Idealclassen A, -B, die auch iden-

tisch sein konnen
,
und bilden das Product cp fy irgend eines

Functional cp aus A und eines Functionals ^ aus _Z?, so ist die

Classe C, in der das Product cp ty vorkommt, unabhangig von

der Wahl von cp und #, und die Classe G ist durch die beiclen

Classen A, B vollig bestimmt. Wir nennen G aus A and B
componirt und schreiben symbolisch

(1) C = AB = BA.
Die Classe G enthalt alle Producte eines Elementes von A

mit einem Element von J5, kann aber auch noch andere Func

tionale enthalten.

Da diese Composition aus der wahren Multiplication ab-

geleitet ist, so gelten auch die Gesetze der Multiplication fur

diese Composition, namlich das commutative und das associative

Gesetz.

Es folgt ferner aus dem Satze 2.
,
dass

,
wenn A B = ABl

ist, auch B = B
l sein muss, und folglich erzeugen die Ideal

classen bei dieser Composition eine endliche Abel sche Gruppe
vom Grade 7&, auf die wir alle Satze anwenden konnen, die wir

im zweiten Abschnitt dieses Bandes uber solche Gruppen kennen

gelernt haben.

Die Einheit dieser Gruppe ist die schon im g. 152 definirte

Hauptclasse 0, die ja, wie wir gesehen haben, den Reprasen-
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tanten 1 hat. Urn entgegengesetzte Classen zu deiiniren, nehmen
wir einen Reprasentanten cp einer Classe A und eine durch

&amp;lt;p

theilbare Zahl a. 1st dann a cpx, so ist x ein Reprasentant
der Classe J.- 1

,
und es ist A A~ l = 0.

Ist A eine beliebige Classe, und h die Classenzahl, so ist

immer
Ah = 0,

und wenn k die kleinste positive Zahl ist, die der Bedingung

A*=
geniigt, so ist k ein Theiler von h. Daraus ergiebt sich der Satz:

3. Jedes Functional cp in & gehort zu einem be-
stimmten Exponenten k, der ein Theiler der
Classenzahl h ist, so dass qp

fc associirt ist mit
einer Zahl in SI.



Achtzehnter Abschnitt.

Discriminanten.

. 155.

Minimum einer quadratischen Form.

Auf einem ganz neuen Weg hat Minkowski die Endlich-

keit der Anzahl der Classen bewiesen x
),

der von eigenthiimlichen,

zahlreicher Anwendungen fahigen Betrachtungen ausgeht und

dabei zu dem lange vergeblich gesucliten Beweis eines Satzes

iiber die Korperdiscriminante fiihrt. Wir wollen bier in der

Kiirze die Hauptmomente dieser Untersucbungen mittheilen.

Minkowski gebt aus von der Betracbtung einer quadra-

tiscben Form von n Variablen

(1)

mit reellen Coefficienten /)fc ,
von der vorausgesetzt wird, dass

sie sicb in n und nicbt weniger positive Quadrate linearer Func-

tionen zerlegen lasst (einer positiven Form, Bd. I, . 81 bis 83).

Es moge eine dieser Darstellungen sein

worin
/Q\ t fj rp 1 f, ff I I f. /v,

\O) $i l, i I l 2, i ^2
~ ~ an, i ^n

ein System linearer Functionen der Xi mit nicbt verschwindender

Determinante ist. Setzen wir

(4) A = Z
!, ! 2

,
2

^ Ueber die positiven quadratischen Formen etc. Ore lie, Bd. 107,

1891. Eingehender noch in dem Buche von Minkowski. ..Geometric der

Zahlen&quot;, Leipzig 1896.



560 Achtzehnter Abschnitt. . 155.

so ist die Determinante D der quadratischen Form (1) (Bd. I, . 59)

(5) D 27 + a
lt i a2

,
2 .

n, n = -4 2
-

Die a,-)ft
sind dann gleichfalls reelle Zahlen, die auf un-

endlich viele Arten bestimmt werden konnen. Wir nehmen
eine beliebige, aber weiterhin unveranderliche Transformation

(2), (3) an.

Das Gleichungssystem (3) moge, nach den x aufgelost, ergeben :

(6) xi = ^, i ^A
l |-|JM fc,.

Wir wollen nun den Variablen Xi nur ganze rationale Zahl-

werthe beilegen. Dann ist klar, dass die Function / nur ver-

schwinden kann, wenn alle Xi verscbwinden, und dass ihr Werth,
wenn wir diesen Fall ausschliessen

,
nicht unter einen gewissen

endlichen Grenzwerth M heruntersinken kann, den wir das

Minimum der Form/ nennen. Denn sinkt der Werth von /
unter einen Werth cc2 herunter, so miissen nach (2) alle t

- dem
absoluten Werthe nach unter cc herunter sinken, und nach (6)

wiirden fur ein hinlanglich kleines oc samrotliche Xi unter 1 her-

abgedruckt werden und miissten dann, da es ganze Zahlen sind,

alle gleich Null sein.

Es komint vor Allem darauf an, nicht sowohl das Minimum

genau zu bestimmen, als eine moglichst kleine obere Grenze

dafiir zu finden, iiber die es nicht hinausgehen kann.

Wir bedienen uns jetzt mit Minkowski einer Ausdrucks-

weise, die einer Geometrie im Raume von n Dimensionen ent-

nommen ist, die ausserordentlich einfach zu dem gewiinschten
Resultat fiihrt. Fiir die Falle n 2, n = 3 sind die dabei ge-

brauchten Ausdriicke vollstandig anschaulich und allereinfachster

Art. Wir empfehlen dem Leser, sich die nun auszufiihrenden

Schritte an diesen beiden speciellen Fallen anschaulich klar zu

machen. Bei grosseren Werthen von n geht freilich die eigent-

liche Anschauung verloren. Man hat dann diese Ausdriicke als

kurze Bezeichnung gewisser analytischer Verhaltnisse anzusehen,

wobei noch die Analogic mit dem gewohnlichen Raume die Auf-

fassung erleichtert. Es hat nicht die geringste Schwierigkeit,

alle diese Ausdriicke durch rein analytische Formeln zu ersetzen;

es wiirde darunter aber sehr die Kiirze des Ausdrucks und die

Leichtigkeit der Auffassung leiden.

Wir bezeichnen also jetzt die Variablen 1? . .
., |w als Coor-
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dinaten eines Punktes | in eineni Raume von n Dimensionen R$
und nennen den Ausdruck

(7) o = V(S1
-

Si )
2 + (li

- & )
2
H h (fi.

- S) 2
,

die Entfernung der beiden Punkte
, |&quot;.

Wenn wir in (3) die Variablen Xi alle ganzzahligen Werthe

durchlaufen lassen. so geben uns die zugehorigen Werthe

der & ein Punktsystem im Raume R*. Der Punkt, der den

Werthen #,-
= entspricht, ist der Coordinaten - Anfangspunkt

oder der Nullpunkt. Die Gesammtheit dieser Punkte bleibt

ungeandert, wenn wir #,- durch # + xT ersetzen, wenn #\
0)

,

x$\ . . ., xf ein festes System ganzer Zahlen bedeutet. Wir

konnen diese Thatsache auch so ausdrlicken, dass das Punkt

system der I,- mit sich selbst zur Deckung kommt, wenn es

eine Parallelverschiebung erfahrt, bei dem der Nullpunkt an den

Ort eines beliebig gegebenen anderen Punktes des Systems ge-

langt; oder auch: Die Punkte des Systems sind zu jedem seiner

Punkte in derselben Weise gelagert, wie zu jedem anderen.

Wir wollen dies System ein Punkt gitter nennen und seine

einzelnen Punkte die Gitterpunkte.
Nach (2) und (7) ist der Werth von / das Quadrat der Ent-

fernung des Punktes vom Nullpunkte und folglich ist VM die

kleinste Entfernung zweier Gitterpunkte, die in dem

ganzen System vorkommt.

Ausser den Entfernungen in dem Raume En haben wir auch

noch Volumina zu betrachten, d. h. die Werthe des w-fachen

Integrals

(8) F
s
= //.../d|1 rf|, ...dfc,

worin die Variablen J1? J2 ,
. . ., |n irgend ein endliches Gebiet 6r

erfiillen, was etwa durch eine oder mehrere Ungleichungen be-

stimnit ist. So ist das durch die Bedingung

(9) Jx

2 + 2

2
H h 12 5 1 oder auch 2J(&

- $)* ^ 1

bei beliebigen Werthen begrenzte Gebiet eine ^-dimensionale

Kugel vom Radius 1, deren Volumen wir mit Kn bezeichnen

wollen. Aus jedem Gebiete 6rt konnen wir ein ahnliches Ge
biet 6ri

f)

ableiten, indem wir die Coordinaten alle im Verhalt-
i

niss & : 1 vergrossern. Ist F(f) das Volumen des neuen Gebietes,

so ist nach (8)

(10) F = t V.

Weber, Algebra. II. 36
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Betrachten wir ausser dem Raume R% noch einen zweiten

Raum Bx ,
in dem die durch (3) oder (6) bestirnmten Variablen x

die Coordinaten sind, so entspricht jedem Punkte des einen

Raumes ein und nur ein Punkt des anderen Raunies. Einem
endliche Gebiete 6r$ entspricht ein endliches Gebiet Gx .

Um die Beziehung zwischen dem Volumen F| und Vx zu

ermitteln, miissen wir das Integral (8) nach den Regeln iiber

die Umformung mehrfacher Integrale behandeln, wofiir die all-

gemeine Formel gilt:

Setzen wir darin fiir die Functionaldeterminante den Werth

(4) oder (5) ein, so ergiebt sich

(12) FJ = VD rm
worin nun das Integral

(13) Vx = // . fdxl dx, - dxn

sich auf das Gebiet Gx bezieht.

Das Integral Vx konnen wir als Grenzwerth einer Summe
von Elementen 4 x1 4 x.2 . . . z/#n auffassen, und wenn wir den

Incrementen 4 Xi alien die Grosse 1 : t
n

geben, so wird jedes

dieser Elemente den Werth 1 : t haben. Bedeutet Zt die An-

zahl dieser Elemente, so ist Vx der Grenzwerth, dem sich das

Verhaltniss Zt : t bei unendlich wachsendem t nahert, also

(14) Vx = Lim f
t = 00

*

Nun ist die Anzahl der Elemente Zt ebenso gross, wie die

Anzahl der Punkte ini Inneren von Gx ,
deren Coordinaten den

Ausdruck
- _I _I

xl =hl
t

n
,
x2 h2 t

w
,

. . ., xn = hn t
n

mit ganzzahligen h^ h2 ,
. . ., lin haben, oder auch gleich der An-

l
) Die allgemeine Formulirung dieser Umformung riihrt von Jacob! her

(De determinantibus functionalibus; Crelle, Bd. 22, 1891, gesammelte Werke,
Bd. 3). Die Ableitung findet sich in den meisten ausfiihrlicheren Lehr-

biichern der Integralrechnung, z. B. Serret-Harnack, Bd. 2; Lipschitz,
Lehrbuch der Analysis Bd. 2; auch Baltzer, Determinanten.
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zahl der Punkte mit ganzzahligen Coordinaten, die in einem im
!_

Verhaltniss t
n

: 1 vergrosserten Gebiet Gr&amp;gt; liegen, und diese Zahl

ist ebenso gross wie die Anzahl der Gitterpunkte, die in dem
Gebiete 6rt

f)

liegen. Wir haben also folgenden Satz:

Ist 6rs irgend ein endliclies Gebiet im Raume R^ und

Gf das aus 6rs durcb Vergrosserung im Linearverhalt-
i

niss ft : 1 abgeleitete Gebiet; ist Zt die Anzahl der im
Inneren von Gf liegenden Gitterpunkte, so ist das durch
6rt bestimmte Volumen

(15) FS
= VD Urn ^

t = 00 I

Wir legen jetzt um jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt eine

tt-dimensionale Kugel vom Radius l
.

2 VM. Da yS die kleinste

Entfernung von irgend zwei Gitterpunkten ist, so konnen je

zwei dieser Kugeln kein Gebiet gemein haben; sie konnen sich

hochstens in einem Punkte berlihren, und kerne dieser Kugeln
enthalt ausser ihreni Mittelpunkte einen weiteren Gitterpunkt.

Eine solche Kugel hat nach (10) das Volumen

und das Gesammtvolumen aller der Kugeln, deren Mittelpunkt

im Inneren von (zf? liegt, ist

Dies Volumen F^ ist aber ofFenbar kleiner als F(f)
, \venig-

stens wenn wir von den Kugeln, die zum Theil aus dem Ge

biete G herausragen, absehen, deren Gesammtvolumen, durch

t dividirt, mit unendlich wachsendeni t gegen Null convergirt,

weil sein Gebiet nur einen Theil von G (t)
erfiillt, und folglich

ist auch F grosser als der Grenzwerth von FJ9 : f, also

Zt Kn
T

&amp;gt;Lim-^
und daraus nach (15)

Da es nun leicht ist, das Volumen Kn zu bestimmen, so

ist hierdurch die Aufgabe gelost. und eine obere Grenze fiir

M gefunden.

36*
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Wir wollen hier nicht den genauen Werth fiir Kn einsetzen,

sondern einen einfacher auszudriickenden kleineren Werth, wo-

durch die Ungleichung (11) um so mehr richtig wird.

Nach der Definition ist

(17) Kn = ff ... f d^ d& ...&amp;lt;*,

mit der Begrenzung

(is) tf + I2

2

H---- + ^ i.

Die Grenzgleichung (18) ist sicher erfiillt, wenn wir die
J,-

auf die Intervalle
......

beschranken, was geometrisch die Bedeutung hat, dass wir die

Kugel durch den eingeschriebenen Wiirfel ersetzen. Demnach ist

Kn Kn Ji

:&amp;gt; r r ... f
J l J
Mn Mn Mn

und wenn diese Integration ausgefuhrt wird,

Die hierdurch bestimmte obere Grenze wird von Kn niemals

erreicht, wenn wir von dem Falle n = 1 absehen.

Die Vergleichung von (20) mit (16) ergiebt einen sehr ein-

fachen Ausdruck fiir den oberen Grenzwerth von Jf, namlich

(21) M
&amp;lt;

n f/5,

und M ist (von dem Falle n = I abgesehen) wirklich kleiner,

und nicht gleich dem Werthe n 1/D.
Dies zeigt sich klar, wenn man eine noch etwas engere

Grenze fiir M aufsucht.

Die Bedingung (18) ist sicher dann erfiillt, wenn wir

(22)
- a

&amp;lt; |w &amp;lt; a, tf + % -\
-----

\- U &amp;lt;
1 - a*

setzen, wo a ein beliebiger positiver echter Bruch sein kann.

(Die geometrische Bedeutung hiervon ist die, dass man die

Kugel durch einen eingeschriebenen Cylinder von der Hohe 2 a

ersetzt). Es ist also
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Wenn man in dem (n l)fachen Integral ,-
durch l/l a-

t

ersetzt, so findet man dafiir den Werth V(l a 2
)*

1
&quot; 1 Xn_i, und

es findet sich also die Ungleichung

Nun wollen wir so wahlen, dass 2 a V(l
2
)

n ~ 1
so gross

als moglich wird, und dafiir findet man nach der gewohnlichen

Regel durch Nullsetzen des Differentialquotienten

1

Daraus

Setzt man also

so ist

(23) n&amp;lt;C-5,

also JI eine mit wachsenden n abnehniende Zahl. Zugleich er-

giebt sich aus (16)

(24) M
&amp;lt; n n VD.

Fur n = 2 ist _BTn gleich dem Flacheninhalt des Kreises mit

dem Radius 1, d. h. gleich der Ludolfischen Zahl n. und

daraus ergiebt sich

2
= -

&amp;lt; 0,636, @,
2

&amp;lt; 0,404,
JT

und es gilt also nach (22) und (23) die fiir alle Werthe von n,

die grosser als 1 sind, giiltige Grenzbestimmung:

(25) M
&amp;lt;

n p 0,404 D 1).

J
) Fiir specielle Anwendungen ist es niitzlich, die Grenze so genau als

moglich zu kennen. Dazu dient eine genaue Berechnung des Integrals Kn

nach seiner Definition (17), (18), die sich leicht uach verschiedenen Methoden

der Integralrechnung ,
z. B. mittelst des discontinuirlichen Factors von

Dirichlet, ausfiihren lasst:
&quot;
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. 156.

Anwendung auf algebraische Korper.

Aus dem Minimum fiir eine positive quadratische Form kann
man ein Minimum von Linearformen ableiten, indem man eine

positive quadratische Form als Summe von Quadraten von Linear

formen auffasst. Darauf beruhen die folgenden Anwendungen
auf die Theorie der algebraischen Korper, denen wir einen Hiilfs-

satz vorausschicken :

1. Sind %, 2 , ..., an reelle positive Zahlwerthe, so ist

(1) % + 2 + + !&amp;gt;
n Val 2 n-

Dieser Satz ist offenbar richtig fiir n = 2, denn es ist

a \ ~\~ a2 2 Vcf i 2
= (Vi V%X also nie negativ. Wir

wenden also die vollstandige Induction an, indem wir die Formel

(1) fiir n 1 Glieder als schon erwiesen annebmen. Nehmen
wir dann an, dass an von keinem der iibrigen a an Grosse iiber-

troffen wird, so ist

worin r (x) die Gammafunction bedeutet, fiir die die Gleichungen

r(a;) = (x-i) r(^-i), r 1 = V^

bestehen, so dass -STn durch rationale Zahlen und durch Vn ausgedriickt ist.

(Vergl. z. B. Vorlesungen iiber die Theorie der bestimraten Integrale
nach Lejeune-Dirichlet von G. F. Meyer herausgegeben ,

. 175.

Leipzig 1871).

Daraus ergiebt sich

was nach den Naherungsformeln fiir die r- Function fiir grosse Werthe
von n nahe mit

0,234 . .

n e

iibereinstimmt. (Minkowski, Crelle, Bd. 107, S. 292).
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und nach dem binomischen Satze, da b nicht negativ ist,

X + a, H h M&quot;
= m _j_ /,-!

(an b) = a nb- 1
,

dies aber fallt mit der zu beweisenden Ungleichung (1) zusammen.

Es sei nun o l5 w 2 ,
. . ., wn eine Minimalbasis eines algebrai-

schen Korpers &. Es sei ferner cp ein beliebiges ganzes Func

tional.

Wir nehmen eine Basis von y an (. 146):

(2) (ft. ft, . . ., ft,)
=

so dass

wird. Aus der mit cp associirten Linearform

(4) i?
= ft *i + & *H H /

*

erhalten wir dann alle durch
q&amp;gt;

theilbaren ganzen Zahlen des

Korpers &, wenn fiir die x^ #2 , . . ., xn alle moglichen Gombina-

tionen ganzer Zahlen gesetzt werden.

Aus (4) ergeben sich n verschiedene Formen ^ ^ 2 ,
. . ., ^n?

wenn wir zu den n conjugirten Korpern, &15 ^ -
&amp;gt;
&n iiber-

gehen. Das Quadrat der Determinante dieses Systems von

n Formen ist nach . 147 gleich der Discriminante

(5) ^(ft: /32 ,
. . ., /3n)

= + JN
T
a (qp)

2
z/,

wenn z/ die Grundzahl des Korpers bedeutet.

Die conjugirten Korper 5ij, 5i.2 . . . konnen theils reell, theils

paarweise conjugirt imaginar sein. Wir bezeichnen, wie fruher

schon mehrfach, mit a
|

den absoluten Werth einer reellen

oder complexen Grosse und betrachten, indem wir unter

#!, XK . . ., xn reelle Variable verstehen, die quadratische Form

(n\ f ( ~, \ I

(b) j (sen a;2 , ..., xn) -

Ist SI reell, so ist

also das Quadrat einer reellen linearen Form. Wenn aber &, Q f

zwei conjugirt imaginare unter den conjugirten Korpern sind, so

sind auch die entsprechenden Linearformen
17, r\ conjugirt ima

ginar, und es ist

(8) | n =
\ n I

2 = n n
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die Summe von zwei Quadraten reeller Linearformen. Das Pro
duct q rf tritt dann mit dem Factor 2 in der Function / auf.

Daher ist / unter alien Umstanden eine positive Form.
Nach (7), (8) lasst sich aber / auch als quadratische Form

der Variablen ^, ?? 2 ,
. . ., ^n

Lie

(9) f = F fa, tit, . . ., rin)
=

a*,* r\i ifa

auffassen
,
und hierin ist

,
werm ^ reell ist

, a^ i
= 1

,
und wenn

t?;, r}k ein conjugirt imaginares Paar ist, o,-jfc
= 1. Alle iibrigen

Coefficienten sind = 0. Die Determinante von F ist also = 1,

weil in jeder Zeile und in jeder Colonne nur ein von Null ver-

schiedenes Element mit dem Werthe 1 vorkommt Nach Bd. I,

. 56 ist die Determinante der Form / gleich dem Product der

Determinante von F und dem Quadrate der Determinante der

linearen Formen
77,

also nach (5)

(10) = + [N. (,&amp;gt;)] 4
wo das Zeichen so zu wahlen ist, dass der Werth positiv ausfallt.

Nach . 155, (24) kann man nun fur die Xi solche ganze
rationale Zahlen setzen, dass

(11) /(^, X*, . . ., xn) &amp;lt;
&n n l4Na (&amp;lt;p)*

wird, worin @w ,
wenn n grosser als 1 ist, ein echter Bruch und

immer kleiner als p
/
0,404 ist. Setzt man diese Werthe von Xi in

(4) ein, so geht 17
in eine ganze durch qp theilbare Zahl /3 iiber,

und wir haben also damit den Satz:

2. Ist cp irgend ein ganzes Functional in .&, so giebt
es eine durch cp theilbare ganze Zahl ft

in 1 von
der Eigenschaft, dass

(12) S\r,\^&amp;lt; n

wird, worin 4 die Grundzahl des Korpers und
+ z/ positiv ist.

Das Product der conjugirten Werthe ^ ist gleich der Norm
von

77,
und daher ist nach dem Hiilfssatze 1. [mit Riicksicht auf

(7) und (8)]

(13)

und also folgt nach (12) die auf die absoluten Werthe beziig-

liche Ungleichung:

(14) N(ri)*&amp;lt; l\Na (y)Y4.
Da nun ^ durch

y&amp;gt;

theilbar ist, so konnen wir
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setzen, worin ty ein ganzes Functional, 8 eine Einheit ist, und

erhalten aus (14)

(15) Na (^)&amp;lt; 0,404 4.

Da wir fiir cp jedes ganze Functional setzen konnen, so kann

t/&amp;gt;

ein Reprasentant eines Ideals einer beliebigen Classe sein, und

wir haben damit den wichtigen Satz bewiesen:

3. In jeder Idealclasse konnen wir einen Reprasen-
tanten finden, dessen Norm kleiner als die

Quadratwurzel aus dem absoluten Werthe der

Grundzahl des Korpers ist.

Die im . 153 zum Beweise der Endlichkeit der Classenzahl

benutzte obere Grenze fiir die Norm eines Ideals einer Classe

wird bierdurch in viel scharferer Weise bestiinmt.

Aber noch einen anderen sebr bemerkenswerthen Schluss

gestattet die Ungleichung (15). Da namlich Na
(il&amp;gt;)

eine positive

ganze Zahl, also mindestens gleich 1 ist, so geht aus (15) ber-

vor, dass, abgesehen von dem Falle n = 1. 4 absolut grosser als

1 sein muss, dass es also ausser demKorper der rationalen

Zablen keinen Korper giebt, dessen Grundzabl + 1 ware.

Dies ist der von Minkow ski zuerst erbrachte, friiher lange ver-

geblich gesuchte Beweis dieses wichtigen Satzes *).

. 157.

Primfactoren der natiirlicben Primzablen.

Eine genauere Untersuchung der im . 146 erklarten Basis-

form r von o des Korpers 5i soil uns nun das Mittel geben.

l
) In einem Briefe an Hermite (Comptes rendus d. Pariser Akademie.

26. Januar 1891) und auch in dem oben erwahnten Buche findet Min-
kowski eine weit engere Grenze, indem er nicht nur das Minimum
der quadratischen Fornien

,
sondern noch anderer Functioneu betrachtet.

wie rfi -f- n\ -(- 4- r
ini worin P eine beliebige positive Zabl ist, die

nicbt einmal ganz zu sein braucbt. Fiir p = 1 ergiebt sicb. wenu n v

die Anzabl der conjugirt imaginaren Paare ist:

Daraus lassen sich nocb weitere Scbliisse zieben, wie die: Die Grurid-

zabl eines quadratischen Korpers muss grosser als 4 oder keiner als 2

sein; die Grundzahl eines cubischen Korpers muss grosser als 20 oder

kleiner als 12 sein etc.
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jede beliebig gegebene natiirliche Primzahl p in ihre Primfactoren

wirklich zu zerlegen, uiid damit alle Primideale des Korpers &,
oder wenigstens Reprasentanten aller Primideale wirklich dar-

zustellen l
).

Es sei p ein beliebiges Primideal vom Grade /, so class

(1) N(\&amp;gt;)=pf

ist, worin p eine natiirliche Primzahl bedeutet, die durch den

Primfactor p theilbar ist. / ist ein positiver Exponent ^ n.

Die kleinste ganze rationale Zahl, die durch p theilbar ist, ist p,

und jede andere ganze rationale Zahl, die durch p theilbar ist,

ist daher auch durch p theilbar (. 138).

Wir miissen nun auch Congruenzen mit clem Modul p

zwischen ganzen Functionen beliebiger Variablen mit Coefficienten

in o betrachten und bemerken, dass zwei solche Functionen

nach . 143, 2. dann und nur dann congruent sind, wenn
die entsprechenden Coefficienten congruent sind.

Den Korper der rationalen Zahlen bezeichnen wir mit E
und nennen demnach eine Function mit rationalen Coefficienten

auch eine Function in E.

Die Basisform von o

(2) T 0)! ^ + 092 t2 -(-
- + G)n tn

geniigt, wie wir im . 146 gesehen haben, einer Gleichung n ien

Grades F(x) = 0, deren Coefficienten ganze rationale Functionen

von #!, 2 ,
. . ., tn sind. Es ist also F (T) jedenfalls durch p

theilbar, und claraus folgt, dass es ganze Functionen (t)
in E

giebt, die ausser t irgend welche Variable enthalten konnen,
die durch die Substitution t = r in durch p theilbare Functionale

in o iibergehen, die also der Congruenz

(3) 0&amp;gt;(r)

= (mod p)

geniigen, und wir werden also sagen konnen, T ist eine Wurzel
der Congruenz
(4) O (t)

= (mod p).

Die Function wird gewiss die Variablen tlt t%, . .
., tn ent

halten miissen; sie kann aber auch noch andere Variable ent-

]

) Wir folgen hier einer Arbeit von Hens el: ,,Untersuchung der

Fundamentalgleichung einer Gattung fiir eine reelle Primzahl als Modul
und Bestimmung der Theiler der Discriminante&quot; (Ore lie s Journ., Bd. 113).

Zu erwahnen sind auch die anderen Arbeiten von Hensel, Ebend.,
Bd. 101, 104, 105, 113.
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halten, uncl wenn wir also die Variablen von mit t, %, u^ . . .

bezeichnen, werden wir auch setzen

(5) &(f) = &(t, u u2 , ...),

oder kiirzer
(f, w), und diese Function enthalt ganze rationale

Zahlencoefficienten. Wenn wir die Function
&amp;lt;&(t)

in die p ie Po-

tenz erheben, und die Formel . 150, 4. anwenden, so folgt aus

der Congruenz (3) eine neue Congruenz

(6) &amp;lt;&(n&amp;gt;, tf, wj, . . .)
= (mod p).

Ebenso ist aber auch

(7) TP^coPtP + a^tP-i
-----

\- ctf ft.

Wenn wir dies in die Congruenz (6) substituiren, so entsteht

eine durch p theilbare Function, in der die Yariablen Ui, u^ . . .,

unter denen ja die ti, 2 ,
. . ., tn rait enthalten sind, nur in der

pten Potenz vorkommen. Die Congruenz muss also richtig bleiben,

wenn wir die
w*&amp;gt;,

u*. . . . und also auch die ^, f, . . ., tn durch

unabhangige Variable u^ -

2 ,
. . . ^, 2 ,

. . ., tn ersetzen (. 143).

Setzen wir demnach

(8) T! = cq t. + CDPt,-]
-----h of, fn ,

so ergiebt sich aus (6)

0(rn !, 2 ,
. . .)

== (mod p),

und folglich ist rx auch eine Wurzel der Congruenz (4).

Dieses namliche Verfahren lasst sich wiederholt anwenden,
und wir finden, dass auch

Wurzel der Congruenz (4) ist, u. s. f.

Wenn wir also ein System von Formen rr definiren durch

(9) rr = oft, + o(t2 -I
-----

1- wf tn

fiir beliebige positive Exponenten r, so sind alle diese Grossen rr

zugleich Wurzeln der Congruenz (4). Es ist noch die Frage zu

beantworten, wie viele von diesen Formen rr von einander ver-

schieden sind.

Nach . 150, (4) ist sicher

xr ^ tr &amp;gt; (mod p),
wenn

r = r (mod f)

ist, und folglich giebt es unter den rr gewiss nicht mehr als /
nach dem Modul p verschiedene

(10) T, rx , r.,, . . ., */_!.
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Dass diese Formen aber wirklich von einander verschieden

sind, ergiebt sich daraus, dass wir (nach . 145, 150) fur die

Variablen ^, 2 ,
. .

.,
tn solche ganze rationale Zahlen setzen konnen,

dass T in eine primitive Wurzel y des Primideals
J) ubergeht.

Durch dieselbe Substitution werden die Grossen (10)

(11)
==

y, yP, yP, . .
., yP

f~ l

(mod J)),

die nach dem Modul $ alle von einander verschieden sind. Es
konnen also auch nicht zwei der Formen (10) nach dem Modul

J)

congruent sein, weil sonst auch die beiden entsprechenden
Zahlen (11) congruent ausfallen wiirden.

Dies fassen wir als Satz so zusammen:

1. Jede Congruenz (4), deren eine Wurzel t = x ist,

hat die/ verschiedenen Wurzeln

X
l
r

\&quot;&amp;gt;

T2l &quot;)

Tfl
Hiernach konnen wir, indem wir (t) durch t r algebraisch

dividiren,

(t)
=

(t r) ^(^(mod p)

setzen, und r
1?

T2 ,
. . ., t/\ sind Wurzeln von ^ (t)

=
0, worin

aber ^ (t) noch nicht rationale Coefficienten, sondern Coeffi-

cienten in o hat. Dividiren wir Ox (t) wieder durch t r1? und
fahren so fort, so folgt endlich, wenn wir also nun die Function

/ten Grades

(12) H(t) = (t-r)(t-^...(t- V-i)

setzen,

(13) 0(0 = n(t) (0 (mod p),

worin (0 eine ganze Function mit Coefficienten in o ist.

Die Function 77
(t) hangt von den Variablen f, ^, . . ., tn ab,

und um dies auszudriicken, setzen wir

n(t) = n(t, h . . ., tn).

Die Coefficienten dieser Form sind Zahlen in o, und es lasst

sich noch nachweisen, dass sie mit ganzen rationalen Zahlen

nach dem Modul p congruent sind. Dieser Beweis ergiebt sich

durch Erheben in die j)
te Potenz:

[IT (Of = (f
-

T&quot;) (f
-

&amp;lt;)

. . . (f
-

_,&amp;gt;

Nun ist aber nach (9)

(mod p),

und wir erhalten also i, aus rr + 1 ,
wenn wir tt durch % ersetzen,
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und Tf ist congruent mit r. Demnach erhalten wir die Con-

gruenz:

[U(t, ^ t,, . . ., tn)]
p = n (f, *?, %, . . ., IS) (mod p).

Damit ist nach . 150, 4. der Satz bewiesen:

2. Die Form

H(t) = (*-*) (t
-

Tl )
. . .

- v_0
ist nach dem Modul p mit einer ganzen und

homogenen Form /ten Grades in E der Variablen

f, *j, #a ,
. .

.,
tn congruent.

Diese ganze rationale Form, deren Coefficienten bis auf Viel-

fache der Primzahl p vbllig bestimmt sind, wollen wir mit P(t)
bezeichnen.

Dann folgt aus (13)

(14) &(t)
=

P(t) (Q (mod p),

und da nun
&amp;gt;(#)

eine ganze Function in R ist, so ergiebt sich

durch Erheben zur Potenz p:

&(tP,UP)
=

P(tP,UP) &o(tP,UP)

[0 (*,)]*
= (

Weil aber die linken Seiten nach dem Modul p congruent sind,

so folgt

[P(t)]P [&Q &U)P - & (tP,uP)]
= (mod p),

und daraus, da P(t) nicht durch p theilbar ist (well der Coeffi

cient von if den Werth 1 hat):

(15) [$ (t,u)]P
= &

Q (tP,uP),

woraus nach . 150, 4. hervorgeht, dass auch (0 m^ einer

ganzen rationalen Form nach dem Modul p congruent ist.

Demnach konnen wir in (14) auch 3&amp;gt; (0 als ganze Form
in E annehmen, und dann muss nach . 140, 3. die Congruenz

(14) nicht nur fiir den Modul p, sondern fur den Modul p be-

stehen. Daraus erhalten wir den Satz:

3. Unter den Formen
&amp;lt;(),

die fiir t = T in ein durch

p theilbares Functional iibergehen, ist P (t)

vom Grade/ in Bezug auf t die Form niedrig-
sten Grades, und wenn

&amp;lt;P()
eine beliebige unter

ihnen ist, so lasst sich eine ganze Function 3&amp;gt; ()
in R so bestimmen, dass

(15)
wird.
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Lassen wir in &amp;lt;Z&amp;gt; (t) und 3&amp;gt;

(t)
Glieder weg, deren Coefficienten

durch p theilbar sind, so ist der Grad von
3&amp;gt;(t)

in Bezug auf t

um / grosser als der Grad von O
(t).

P(t) ist eine ganze Function in R der Variablen Mi,^i ---^n,

die durch die Substitution t = T in ein durch p theilbares Func
tional iibergeht, die natiirlich nicht mehr in jR enthalten ist.

Die Bedeutung dieser Form P(t) tritt nun noch deutlicher

hervor, wenn wir den Satz beweisen :

4. Der Primfactor p ist der grosste gemeinschaftliche
Theiler von p und P(r).

Dazu haben wir nur nachzuweisen, dass, wenn p durch pp x

theilbar ist, wo p, px zwei gleiche oder verschiedene Primfactoren

sind, P(T) zwar durch p, nicht aber durch p p x theilbar ist.

Nach . 143, 3. existirt immer eine Zahl | in o, die zwar

durch p ,
aber nicht durch p px

theilbar ist. Diese Zahl wird

die Form haben

(16) =
i ! + 2 G92 + ---

\-
Ctn On,

worin die ax ,
a2 ,

. . ., an ganze rationale Zahlen sind, und geht
also aus der Form T hervor durch die Substitution

(17) (*!,
J2 ,

. . ., tn) = (on a2 ,
. .

., an).

Wenn wir dieselbe Substitution in den in (9) definirten

Formen rr machen, so geht rr in eine Zahl r iiber, die nach

dem Fermat schen Satze der Congruenz

geniigt und also sicher auch durch p theilbar ist.

Wenn wir daher in der Form

H(f) = (t
-

r) (t
- r,)...(t- r&amp;gt;_V)

tr -\~ r an Stelle von rr setzen, so bleibt diese Form mit sich

selbst nach dem Modul p congruent. Diese Substitution kommt
aber darauf hinaus, dass wir ^ -\- a^ t2 -f- a2 , ,

tn -\- an an

Stelle von ^, t2 ,
. . ., tn substituiren

,
und wir erhalten demnach

, + a1? . . ., tn + an)
=

II(t, tlt . . ., tn) (mod p),

nnd wenn wir II durch die congruente Form P ersetzen

P(t, t, + oj, . ..,*, + On)
=

P(t, * . . ., tn) (mod p).



. 157. Primfactoren der naturlichen Prirnzahlen. 575

Da aber die Form P lauter rationale Coefficienten hat, so muss

die letztere Congruenz auch nach dem Modul p stattfinden. also

(18) P(t, t, + !, . . ., tn + an ) = P(t, tt ,
. . ., *) (mod p).

Diese Congruenz besteht fiir variable f, flr . . ., f,,.

Nehmen wir nun an, dass. entgegen dem zu beweisenclen

Satze, P(r) durch p p x theilbar sei. so besteht die Congruenz

(19) P(Miv -

? &amp;gt;)

= (mod p pO,

und diese bleibt richtig, wenn fiir die unabhangigen Variablen

f1? #2 ,
. . ., tn die Substitution ^ -f- alt t2 -\- a.2 ,

. . ., fn + n ge~

macht wird, und da hierdurch T m T -{- iibergeht, so folgt

(20) P(r -f |, t, + !, . . ., fn + )
= (mod p pj.

Machen wir andererseits in der Congruenz (18) die Substitu

tion t = T -\- |, so folgt

(21) P(r + |, f1: . . ., f,,)
= P(r + J)

= (mod pp : ).

Nehmen wir nun zunachst an. p :
sei von p verschieden,

dann konnen wir so schliessen.

Wir setzen in (21) ^ = t.2
= = tn = 0, also auch

T = 0. Dadurch aber geht P(^) in if iiber (abgesehen von Yiel-

fachen von p\ und es ergiebt sich aus (21)

jj/= (mod ppi),

was aber der Annahme widerspricht, dass nicht durch p a theil

bar sein soil.

1st aber p t
= p, so ordnen wir (21) nach Potenzen von |

und erhalten

(22) P(r + g) = P(r) + {!&amp;gt;() + | P&quot;(r)
. . ..

wenn P
(f),

P&quot;
(f),

. . . die Derivirten von P(f) sind, wobei zu

beachten ist, dass die Formen

lp ),ip&quot; (t),...
r

..

trotz der scheinbaren Xenner ganze Formen in E sind. Da
nun nach (19) und (21) P(T -f J) und P (T) durch pa theilbar

sind, und ebenso nach Voraussetzung J
2

, *, . . ., wahrend | nicht

durch p
2 theilbar ist, so folgt aus (22)

P(0 =
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nach der Bedeutung (12) von H (t) folgt:

77 (T)
=

(r rO (r ta) ...(*- T^) = (mod p).

Dies ist aber unmoglich, weil die r, r
x ,

. . . r/_ 1 , wie wir

gesehen haben, nach dem Modul p incongruent sind. Damit ist

also unser Satz 4. vollstandig bewiesen. Wir konnen hiernach,

wenn x, y zwei neue Variable bedeuten, ein Functional TC des

Ideals p bilden:

(23) n = xp + yP(t).

Wir betrachten nun ganze Formen &amp;lt;P () in .R, die durch die

Substitution t = x nicht nur durch p, sondern durch die natiir-

liche Primzahl p theilbar werden, also der Congruenz

(24) (T)
== (mod p)

geniigen. Die Primzahl p moge folgendermaassen in ihre Prim-

factoren in ^ zerlegt sein:

(25) ^j^ppjpo...,
worin

^ Pi, P 2&amp;gt;

gleiche oder verschiedene Primideale der Grade

sind. Diesen Primfactoren entspricht (nach dem Satze 3.) eine

Reihe ganzer rationaler Formen

der Grade /, /n/2 ,
. ., und wenn etwa p mit px identisch ist,

so ist auch P(f) mit Pl (t) identisch. Wenn man in (25) rechts

und links die Norm nimmt, und die Formel JV(p) = pf beriick-

sichtigt [. 140, (3), . 151, (3)], so folgt

(26) n=/+ /1 +/2 + ...

Wenn nun
&amp;lt;&()

eine der Bedingung (24) geniigende ganze
rationale Form ist, so folgt aus dem Satze 3.

(27) 9(t) = P(t)9l (f)(moAp),

worin 0j (t) eine ganze Function in R ist, die der Bedingung

P(r) X (r) (mod p p! p2 . . .)

geniigt. Nach dem Satze 4. folgt hieraus

(28) $! (T)
= O (mod hp, .

..&amp;gt;
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und daraus schliesst man wieder nach Satz 3. (auf ^ angewandt)

9l (f)= Pl (()9t (t)(rooip).

Hierin lasst sich clieselbe Betrachtung wiederholen, die zu

der Congruenz
2 (t) = (mod |)2 . .

.)

fiihrt, woraus wieder nacli 3.

2 (t) = P,(t) 3&amp;gt;3 (f) (mod p)

zu schliessen ist. Fahrt man darait fort, bis alle Primfactoren

von p beriicksichtigt sind, so ergiebt sich der folgende Satz:

5. Ist &amp;lt;&

(t) eine ganze Function in B, die durch die

Substitution t = r durch p theilbar wird, so lasst

sich eine andere ganze Function &amp;lt;P (t) in R so

bestimmen, dass

(29) 0&amp;gt;

(f)
=

0&amp;gt;

(f) P(t) P, (f) P2 (f) ... (mod p)

wird.

Das Product P(t) P,(t) P2 (f) ... ist vom Grade n =/
+ /i -f-/2 + &quot; un(l ist die ganze rationale Form niedrig-
sten Grades, die durch die Substitution t = T durch p
theilbar wird.

Zu den im Satze 5. vorkommenden Functionen cD() gehort
auch die ganze Function n ien Grades

F(t) = N(t - r\

die fiir t = T verschwindet. Fiir diese Function wird 3&amp;gt; (t) von t

unabhangig, und da sowohl in F(t) als in P(f), P1 (t),
P2 (0 . . .

die hochste Potenz von t den Coefficienten 1 hat, so wird

(D
(t)
= 1. Es gilt also die Congruenz

(30) N(t - t)
=

P(f) P, (0 P2 (0 ... (mod p).

Fassen wir in der Zerlegung (25) der Primzahl p die gleichen
Primfactoren zu Potenzen zusammen, so konnen wir, wenn ^!,|).2 ,

...

verschiedene Primideale der Grade /i,/2 ,
. . . sind, die positiven

Exponenten e^ %, . . . so annehmen, dass

(31.) p = ^ W . . .,

und

(32) = ejt + C,J, -\

wird. Die Formel (30) nimmt dann die Gestalt an

(33) N(t - T) = [P, (&amp;lt;)]&quot; [P, (Of - . - (mod p).
Weber, Algebra. II.
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. 158.

Dedekind s Satz iiber die Korperdiscriminante.

Die in der Discriminante A des Korpers & aufgehenden
natiirlichen Primzahlen haben in Bezug auf ihre Zerlegung in

Primfactoren einen besonderen Charakter, iiber den ein Satz von

Dedekind die biindigste Auskunft giebt, zu dessen Ableitung
wir jetzt schreiten l

).

Wir bilden nach . 145, 2. die Potenzen der Basisform

T = *1 1 + t2 2 + + tn ,

und erhalten die Ausdriicke:

(1) ^ = Wl,fe Oi + ^^2,fc 2 + + Mn,fcn,

worin die tt,-)ft ganze rationale Functionen der Variablen t^t^..^tn

sind. Wir setzen wie oben

(2) F(t) = N(t- T),

so dass .F(V) = ist. Nun bilden wir nach . 144 die Dis

criminante
B(B_. )

(3) // (1, r, t, . . ., *~ i)
= (- 1)

2 NF (r),

wofiir sich nach (1) der Werth z/ f/2 ergiebt, wenn z/ die Korper
discriminante und

(4) U= -, Wn,l

also eine ganze Function in jR ist.

Wir mlissen nachweisen, dass die Form U eine Einlieit ist.

Angenommen, es gehe in U irgend eine Primzahl p auf, so

konnen wir, wie schon im . 147 bewiesen ist, ein System ganzer
Functionen i/ , i/x ,

. . ., yn -\ in _R, die nicht alle durch p
theilbar sind, so bestimmen, dass fiir i = 1, 2, . . .,

n

2/o w,o + 2/i %,i + * + 2/n-i*,n-i = (mod j;)

wird. Dann aber ergiebt sich aus (1)

2A) + 2/i
* H h 2/.-i T^ 1 = (mod ^).

1
) Dedekind, ,,Ueber die Discriminanten endlicher Korper&quot; im

XXIX. Bande der Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften in

Gottingen (1882).
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Dies widerspricht aber dem Satze 5. des vorigen Paragraphen,
nach dem T nach einem Primzahlmodul p keiner Congruenz von

niedrigerem als w tem Grade geniigen kann.

Demnach ergiebt sich aus (3), dass die Grundzahl /I des

Korpers, vom Vorzeichen abgesehen, die absolute Norm
der Function F (T) ist, dass also

(o) J = N[F (rj\

zu setzen ist.

Wenn nun statt der o eine andere Basis o\ von o zu Grunde

gelegt wird, so tritt an Stelle von T eine andere Form

(6) T = ;#! -f- G)2 t2 + + nntn
wofiir wir auch setzen konnen

(7) T = oj, fi + 2 t2 -\
-----

\-
n n tn ,

und darin sind die ol mit den &i durch eine lineare Substitution

mit der Determinante 1 verbunden (. 145):

(8) (ral, ;, . . ., w.;,)
= C (!, w

2 ,
. . ., on).

Ftthrt man diese Substitution in (6) aus, und ordnet nach

t
lr w.2 ,

. . ., cj n ,
so ergiebt sich

(9) pi, 4 . . ., f;,)
= ^ ft, f2 ,

. .
., /),

wenn C^ die transponirte Substitution von C ist (. 37). Bildet

man nun die Function F(t) fiir die Function x
,
so mag sich F1 (t)

ergeben; die Ableitung fur t = T sei F[(i ).
Setzen wir nun

_

so ist *P* eine ganze Function in R, und es ergiebt sich wegen (7)

Da die Substitution (9) umkehrbar ist, so folgt hieraus, dass

die beiden Functionale F (t ) und FI(T ) gegenseitig durch ein-

ander theilbar sind (. 143), und dass sie mithin associirt sind.

Die Function F (T), deren absolute Norm gleich dem ab-

soluten Werthe der Grundzahl ist, nennen wir daher das Grund-
functional, und das durch F (T) reprasentirte Ideal das

Grundideal des Korpers SI. Nun sei p
e die hochste Potenz des

Primideals p, die in p aufgeht, und e
^&amp;gt; 1, dann konnen wir

nach 5. des vorigen Paragraphen

(10) F(t)
= P(ty (t) (mod p)

setzen, worin
(t) eine ganze Function in E von der Beschaffen-

heit ist, dass (T) nicht durch p theilbar ist. Aus (10) aber

37*
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folgt, indem wir die Ableitung nach t bilden, was offenbar ge-

stattet ist:

F (t)
= e [PW 1

P(t) 9(t) + [P(f)] (() (modi&amp;gt;&amp;gt;

Setzen wir hierin t = x, so geht P (t)
in eine durch p

untheilbare Eorm P (r) liber (was wir schon im Beweis von

. 157, 4. gezeigt und benutzt haben) und wir erhalten

(11) F (r)
-

e P(x)
e~ l P (T) Fl (T) (mod p).

Nun ist (nach . 157, 4.) P(r) durch p, aber nicht durch p
2

theilbar, P 1

(r) und 3&amp;gt; (x) sind durch p nicht theilbar, und so

giebt uns also die Formel (11) den Beweis des folgenden Satzes :

1. Ist p ein beliebiges Primideal, p die durch p theil-

bare natiirliche Primzahl, und p
e die hochste in

p aufgehende Potenz von p, so ist die Grundform
F (t) allemal theilbar durch p

6 &quot; 1
;
ist ferner der

Exponent e nicht theilbar durch j), so ist F (x) nicht

theilbar durch p
e

;
ist aber e theilbar durch _p,

so ist F (x) theilbar durch p
e und vielleicht durch

nocli hohere Potenzen von p.

Wenn e grosser als 1 ist, so ist hiernach F (x) durch p

theilbar, und folglich ist Na . \F (T)] und also auch die Grundzahl J
durch p theilbar.

Wenn aber alle Primideale p nur in erster Potenz in p auf-

gehen, so ist F (x) relativ prim zu p. Zerlegt man also F (x)

in seine Primfactoren
,

so kommt darunter keiner vor, dessen

Norm eine Potenz von p ist, folglich ist auch Na [F (x)] und d
durch p nicht theilbar. Daraus folgt dann der Satz:

2. Eine natiirliche Primzahl p ist dann und nur

dann im Korper & durch das Quadrat eines Prim-

factors theilbar, wenn p in der Grundzahl von Si

aufgeht.

Aus diesen Betrachtungen konnen wir noch andere wichtige

Schliisse ziehen.

Wenn wir das System der linearen Gleichungen (1) in Bezug
auf CO-L,

a&amp;gt;2 ,
. . ., con aunosen, so erhalten wir Ausdriicke mit clem

Nenner Z7, der, wie wir gesehen haben, eine Einheit ist. Sub-

stituirt man diese Ausdriicke in

(12) 03 = X^ &amp;gt;! -|- X.2 W2 + + Xn 09 n ,



. 158. Basis der ganzen Functionale. 581

worin die #15 x2 ,
. . ., xn ganze rationale Zahlen oder ganze

rationale Functionale sind, so erhalt man einen Ausdruck von

der Form

(13) ra = AQ + A! T + ^2 T*
-| f- X-i *n~\

worin die A
, A, . . ., -4,-i gleichfalls ganze rationale Func

tionale bedeuten. Nach . 145, 2. wird aber in dieser Form jede

ganze Zahl und jedes ganze Functional des Korpers 5i dar-

gestellt, und wir konnen daher den Satz aussprechen :

3. Die Potenzen
1 T r2 Tn 1
i, r, T

,
. . ., x

bilden eine Basis der ganzen Functionale des

Korpers 1.

Statt der Potenzen von T konnen auch die Functionen

-^o FII FZI -i -fii

als Elemente der Basis eingefiihrt werden, die durch die Glei-

chung

(14) f& = ^(r) + t-&amp;gt;- F, (r) H h FH^(T)
\j T/

definirt sind, die, wie schon im . 4 des ersten Bancles gezeigt

1st, wenn

F(t) = t + 1 ^- 1
H \-

an

ist, den Ausdruck haben:

FQ (t)
= I

F,(t) =t + a1

(15) Fz (t)
= t* a^t +a2

so dass die Potenzen 1, , f-, . . ., t
n~ l oline Nenner durch

J^, F!, . . ., -Fn_ i dargestellt werden konnen, und dass jede ganze

Zahl oder jedes ganze Functional o auch den Ausdruck erhalt:

(16) o = JBQ F (r) -f S, F, (T) -\
-----

\-
Bn^ Fn^ (r),

dessen Coefficienten jB
,
BL ,

. . ., 5n_i ganze rationale Func

tionale sind.

Betrachten wir jetzt die ganze Function von t:

worin &amp;gt;S das Zeichen fiir die in . 134 erklarte Spur ist, so^

ergiebt sich, dass sie den Werth 1 erhalt fiir t = r^ r2 ,
. . ., rn



582 Achtzehnter Abschnitt. . 158.

und dass sie also, da sie nur vom (n l)
ten Grade 1st, identisch

= 1 sein muss. Daraus folgt nach (14):

oder

v 0, 1, . . ., n 2.

Hieraus ergiebt sich mit Benutzung von (16)

oder der Satz :

4. 1st eine ganze Zahl oder ein gauzes Func

tional des Korpers &, so ist die Spur von
M

ein ganzes rationales Functional.



Neunzehnter Abschnitt.

Beziehungen eines Korpers auf seine Theiler.

. 159.

Relativnormen.

Wir wollen in diesem Abschnitte die Modificationen be-

trachten, die in den Definitionen und Satzen der Theorie der

algebraischen Zahlen eintreten, wenn an Stelle des absoluten

Rationalitatsbereiches, d. h. des Korpers der rationalen

Zahlen, ein beliebiger algebraischer Zahlkorper gesetzt wird. Es

werden sich dabei einige wichtige Erganzungen auch fur die

allgemeine Theorie der Primfactoren ergeben, die in einer Reihe

von Dedekind und Hilbert aufgestellter Satze ihren Aus-

druck finden l
).

Es sei also E ein algebraischer Zahlkorper m ien Grades und

(1) /() = @ -f !
0&quot;-

1 + - + =
eine in E rationale und irreducible Gleichung n ien Grades. Der

Korper & = E(@) ist ein algebraischer Korper iiber E, der in

Bezug auf E vom n ten Grade ist (Bd. I, . 142). Im absoluten

Rationalitatsbereiche ist & vom Grade mn, und wenn Q eine

Primitivzahl des Korpers E ist, so ist

)SQ
*

t = 0, 1, . . ., m I

eine Basis des Korpers &; denn wegen der Irreducibilitat der

!) Dedekind, wlleber die Discriminanten endlicher Korper&quot;, Abhand-

lungen der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften (1882). ^Zur Theorie

der Ideale&quot;, Nachrichten der Gesellschaft der AVissenschaften zu Gottingeii,

1894, Nr. 4. Hilbert, .,Gnmdzuge einer Theorie des Galois schen Zahl-

korpers&quot;.
Ebend. 1894, Nr. 3.
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Gleichung (1) kann zwischen den mn Zahlen (2) keine lineare

.Relation mit rationalen Zahlencoefficienten bestehen.

Jede Zahl CD des Korpers &amp;lt;& kann als ganze Function

(n l)
ten Grades von mit Coefficienten in E dargestellt werden,

und jede solche Zahl a geniigt einer in E irreduciblen Gleichung
hochstens vom n ten

Grade; CD ist dann und nur dann eine ganze
Zahl, wenn diese Gleichung, nachdem der Coefficient der hoch-
sten Potenz auf 1 gebracht ist, ganze Zahlen in E zu Coeffi-

cienten hat.

Den Inbegriff aller ganzen Zahlen in & bezeichnen wir, wie

friiher, rait o.

Wenn wir, ohne die Zahlen des Korpers E zu verandern,
fiir die sammtlichen Wurzeln

j, 2 ,
. . ., n der Gleichung (1)

nehmen, so erhalten wir n Korper

(3) ^ = E(0J, &2
= E(,\ . . .,

&w = E(0n\

die in Bezug auf den Korper E conjugirt sind.

Sind a?!, G) 2 ,
. .

., con entsprechende Zahlen dieser Korper, so

heisst das Product

(4) WE (o) = e! fi&amp;gt; 2 . . . con

die in Bezug auf E genommene Partialnorm (Relativ-
norm) der Zahl co.

Eine Zahl
17 des Korpers E hat eine in diesem Korper

genommene gewohnliche Norm Nsfy), die eine rationale Zahl

ist. Die Relativnorm WR (o) ist nun eine solche Zahl
r\ ,

und
wenn wir ihre Norm im Korper E nehmen, so erhalten wir die

Totalnorm der Zahl co im Korper der rationalen Zahlen:

(5) Na
(a&amp;gt;)

= Ns WB
(a&amp;gt;).

Dies ergiebt sich, wenn man co durch die Potenzen (2) von

und Q ausdriickt, sodann fiir p die m conjugirten Werthe,
und zu jedem dieser Q die nach E conjugirten Werthe setzt.

In demselben Sinne haben nun auch die Functionale des

Korpers & und die durch diese reprasentirten Ideale ihre

Partialnorm en. Die Partialnorm eines Functionals in & ist

ein Functional in jR, und demnach ist die Partialnorm eines

Ideals in SI ein Ideal in E.

Von den conjugirten Idealen konnen auch zwei oder mehrere

einander gleich sein, und zwar kann dies auch dann eintreten,

wenn die die Ideale reprasentirenden conjugirten Functionale

nicht identisch sind, wenn sie nur associirt sind. Wenn man
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daher nur das Product aller von einander verschiedenen unter

den conjugirten Idealen nimmt, so braucht dies keineswegs ein

Ideal in E zu sein.

Was hier von den Normen ausgefiihrt ist, gilt auch von

den anderen symmetrischen Functionen, insbesondere von den

Spuren. Wir nennen die Summe

(6) &R (a)
=

! + co2 H-----\-
con

die Partialspur (oder Relativspur) von w in Bezug
auf E. Sie ist eine Zalil oder ein Functional in E, und wir er-

halten fiir die Totalspur

(7) So (co)
= SB &B (),

worin die Bedeutung der Zeichen unmittelbar verstandlich ist.

Eine besonders wichtige Beziehung ergiebt sich aber durch

die Betrachtung der Grundideale.

Es sei x eine Basisform von SI (also eine Linearform von

mn Variablen, . 146) und

die irreducible Function m n ien Grades (im absoluten Rationalitats-

bereiche), deren Wurzel x ist. Dann haben wir im . 158 das

durch das Functional F (r) detinirte Ideal als das Grundideal
des Korpers t bezeichnet.

Ist nun eine Basisform von E und

4&amp;gt; (0 = NR (t &amp;lt;5),

so ist durch ^
((&amp;gt;)

das Grundideal des Korpers E dennirt.

Aus der Function F(t) spaltet sich aber im Korper E ein

irreducibler Factor w ten Grades ab,

der fiir t = r verschwindet. Wir definiren durch / (T) das

Partial-Grundideal von ^ in Bezug auf E, und beweisen

nun den Satz:

(8) li(r) = / (.)* (),

worin eine Einheit ist.

Urn ihn zu beweisen, setzen wir nach der im . 158 an-

gewandten Bezeiclmung

^IL) , J,-i . ,.-2 ----
v -

H-----h *
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Hierin sind Fv , ty v ganze Functionale des absoluten Ratio-

nalitatsbereiches, wahrend fv ganze Functionale in E sind. Die

Ausdriicke fiir Fv,fv, ^v ergeben sich aus den Formeln . 158, (15).

Auf diese Functionale kann man dieselben Schliisse anwenden,
die zu dem Theorem . 158, 4. gefiihrt haben, und es ergiebt sich:

@ -A
(12)

f
.

(T)
.. v = 0, 1, . . , n - 2.

Wenn man nun die Functionen Fv (f),
wenn sie von hoherem

als (n l)
ten Grade sind, durch f (t) dividirt und den Rest der

Division nimmt, dann in diesem Reste die Potenzen von t [nach
. 158, (15), auf / angewandt], durch die Functionen fv (t) aus-

driickt, so ergiebt sich die Darstellung

(13) Fv (iy= /0 + 1/1 H-----h -l/n-l,

worin die cc
,
aL ,

. . ., an_! ganze Functionale in jR sind. Diese

Darstellung gilt fiir jede Wurzel r von f(t) = Q, d. h. fiir

T TJ, T2 ,
. . .,

rn . Hieraus ergiebt sich aber nach (12):

Dividirt man hier durch ^ (6) und bildet die Spur SB ,
so

erhalt man aus (7) mit Anwendung des Satzes 4.*. 158:

worin a v ein ganzes rationales Functional bedeutet.

Nach (9) ist nun fur jede Wurzel T,- von F (t)
= mit

Ausnahme von T,-
= r

r iF (*) -f t ^(ri) H-----f- !*;_! (ti)
= 0,

und
rn -i^ (r) + rn

- ^ (r) H-----h ^n ,n-l (t)
= F (r),

so dass sich, wenn man (14) mit tnm ~ v 1
multiplicirt und die

Summe in Bezug auf v nimmt,

ergiebt. Es ist daher F (t) durch f(r) ty (6) theilbar.
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Andererseits ist /.(V) ^(&amp;lt;?)
ein ganzes Functional des Kor-

pers &, und folglich nach dem vorhin schon angewandten Satze

. 158, 4.:

, ft
= 0,1, . .., w-1

ein ganzes rationales Functional. Multiplicirt man diese Glei-

chung mit rn v~ l
&amp;lt;?

,

i und nimmt die Suinme iiber alle ft

und v, so folgt, wie vorhin, da fiir zwei von 6, r verschiedene

Wurzeln tf
fc ,

r- von ^ = 0, / =
tf&quot;

1 - 1 ^^*) + &amp;lt;5&quot;

l ~ 2
4 i K-) H-----h *m-i(&amp;lt;**)

= 0,

* n- J

/o fr) + r- 2 /x (r,) H---- + /_! (r,)
= 0.

und
(5

&quot;- 1
^

(&amp;lt;5) + (5
- 2 ^ x (0) -|

-----
\- ^ro_ 1 ((5)

= ^ (0),

&quot;- 1 /oW + *&quot;- /!+ + /-! (r)
- f(r)

ist, die Gleichung

Also ist auch / (r) ^ (tf)
durch -F (r) theilbar und unser

Theorem (8) daher bewiesen.

Bezeichnen wir mit 6ro, 6rjj die Grundideale der Korper ^i, R,
mit K das relative Grundideal von SI in Bezug auf R, so kann

man dem bewiesenen Theorem auch den Ausdruck geben:

(18) Go = R GR .

Es ist klar, wie sich dieses Theorem verallgemeinern lasst :

Es sei

&!, ^ 2 , ^3, . . .

eine Reihe von Korpern, deren jeder die folgenden als Theiler

enthalt. Es sei ferner /jfc
das Grundideal von &,- in Bezug auf

&K (k &amp;gt; ?),
dann ist

(19) ,,,
=

,.,- + ! ,- + i,,- + 2 6-1,1-

Die tiefere Bedeutung dieser Grundideale wird sich in einem

der nachsten Paragraphen noch deutlicher herausstellen.

Wir wollen aber schon hier auf eine merkwiirdige Er-

scheinung aufmerksam machen, dass es namlich vorkommen kann,

dass / (r) eine Einheit ist, was nach dem Minkowski schen

Satze nicht moglich ist, wenn R der Korper der rationalen

Zahlen ist. In diesen Fallen, von denen die Theorie der com-
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plexen Multiplication der elliptischen Functionen Beispiele giebt,

1st das Partial-Grundideal (&R gleich I zu setzen.

Wenn die n Korper (3) mit einander identisch sind, so

heisst 5i ein Normalkorper in Bezug auf R (relativ normal,

wenn R nicht der absolute Rationalitatsbereich ist). Die Gesammt-

heit der n Substitutionen (6), w), die den Uebergang der Zahlen

des Korpers & zu den conjugirten Zahlen vermitteln, bilden

eine Gruppe vom Grade n, wie wir schon im . 147 des ersten

Bandes gesehen haben, die nichts anderes ist, als die Galois sche

Gruppe der Gleichung (1) im Rational!tatsbereiche R, die wir

hier die Gruppe des Korpers SI (in Bezug auf R) nennen.

Wenn insbesondere diese Gruppe commutativ ist. so ist *&

ein Abel scher Korper in Bezug auf R (ein relativ Abel scher

Korper). In diesem Falle ist (1) eine Abel sche Gleichung im

Rationalitatsbereiche R.

. 160.

Primideale im relativ normalen Korper.

Wir nehmen jetzt an, class der Korper & normal sei in

Bezug auf den beliebigen Korper R, und untersuchen unter

dieser Voraussetzung die Primideale des Korpers &.

Die Gruppe von 1 in Bezug auf R sei (D, und die Sub

stitutionen von d&amp;gt; mogen mit
&amp;lt;p, qpj, ... bezeichnet sein. Wir

bezeichnen ferner mit

(1) 03 y

die Zahl, die durch die Substitution cp aus co hervor-

geht, so dass o und
| &amp;lt;p

in & enthalten sind.

Ebenso wie die Zahlen w gehen auch alle Functionale und

damit zugleich alle Ideals a des Korpers 1 durch eine Sub

stitution cp in bestimmte Functionale und Ideale a
| cp iiber, und

wenn co eine durch a theilbare ganze Zahl ist, so ist w
| &amp;lt;p

durch

a
| (p theilbar.

Wenn a irgend ein Ideal in & ist, so giebt es gewisse Sub

stitutionen ty in 0, die der Bedingung

geniigen, darunter immer die identische Substitution, und diese

Substitutionen ^ bilden eine Gruppe *P&quot;,
die ein Theiler von CP
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1st. Wir nennen W die zum Ideal a gehorige Gruppe, und

wir sagen auch, a gehort zu der Gruppe *P*.

Da man in jeder Gleichung zwischen Zahlen und Func-

tionalen in 1 alle Substitutionen der Gruppe ausfiihren darf,

wobei die Grossen des Korpers E ungeandert bleiben, ohne dass

die Gleichung zu bestehen aufhort, so folgt, dass Einheiten,

ganze Functionale, associirte Functionale, durch einander theil

bare Functionale diese Eigenschaften nicht verlieren, wenn irgend

eine der Substitutionen von CD ausgefiihrt wird. Wir heben den

Satz hervor:

1. 1st p ein Primideal, so sind auch alle mit p in

Bezug auf E conjugirten Ideale p
| (p Primideale.

1st a durch irgend eine Potenz von p theilbar

so ist
a\&amp;lt;p

durch die gleiche Potenz von p | &amp;lt;p,

theilbar.

Ist p ein Primideal in &, so giebt es eine und nur eine

durch p theilbare naturliche Primzahl p.

Zeiiegt man diese in ihre Primfactoren in _R, so muss einer

dieser Primfactoren, den wir mit ty bezeichnen, durch p theil

bar sein.

Ist dann 51 irgend ein Ideal in E und zugleich durch p

theilbar, so ist der grosste gemeinschaftliche Theiler von ^p

und 51, der nach .139 auch in E enthalten ist, durch p theil

bar, und ist also gewiss keine Einheit. ty und 51 sind also nicht

relativ prim, und 51 ist folglich durch das Primideal v

^ theilbar.

Ist 51 auch ein Primideal, so miissen 51 und ^ identisch sein.

Damit ist, mit Riicksicht auf 1., bewiesen :

2. Ist p ein Primideal in &, so giebt es ein und nur

ein Primideal $ in E, das durch p theilbar ist,

und jedes durch p theilbare Ideal in E ist zu

gleich durch ty theilbar. Das Primideal s^ ist

zugleich durch die samintlichen zu p conjugirten
Primideale p (p theilbar.

Die Partialnorm Ws (p) ist durch p, und folglich als Ideal in

E durch -^ theilbar. Sie kann aber auch nach clem Satze 1.

durch kein von ^ verschiedenes Ideal in E theilbar sein. Denn

ist *$ irgend ein Primtheiler von 9^(p), so ist ty
f

wenigstens durch

einen der Primfactoren p | cp theilbar und mithin gleich ty. Folglich
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ist die Partialnorm von p eine Potenz von
&amp;lt;$.

Wir setzen

(3) yiB (p)
=

&amp;lt;p/,

und nennen / den Grad von p in Bezug auf den Korper E.
Die Norm von ty im Korper E ist gleichfalls eine Potenz

von p, die wir mit P bezeichnen wollen, also

Es ergiebt sich dann fiir die Totalnorm von ^ im Korper &
nach . 159, (5)

(5) Ns (p) = Pf.

Ist p# die hochste in s

-p aufgehende Potenz von p, so ist ^
nach 1. auch durch die y

ie Potenz aller mit p conjugirten Prim-
factoren und durch keine hohere Potenz theilbar. Wenn nun

Pn p2i , Pe die von einander verschiedenen unter den mit

p conjugirten Primidealen sind, so ist

und wenn man die Partialnorm auf beiden Seiten nimmt, und
wie friiher mit n den Grad des Korpers 1 in Bezug auf E be-

zeichnet, so dass die Partialnorm von ^ gleich ^n
wird, so folgt

aus (3):

(7) n = efg.

Es sind also die natiirlichen Zahlen e, /, g Theiler von n.

Wenn p durch g^ in fa libergeht, wenn also

Pi = P|?&amp;gt;i

so ist p = pj
| (p- !, und wenn ^ die zu p gehorige Gruppe ist,

so ist auch fiir jede in ?_F enthaltene Substitution ^

Pi = P
|
^ qpi, Pi = Pi y~ l $ 9?i-

1st umgekehrt J^
| qp
= p x ,

so folgt p qp! qp (p-
1 = p, d. h.

1 = i? oder = c~ l
c t

Es gehort daher pj zur Gruppe g?-
1
^fg?!, und wenn

Pi = P ^^ P2 = P ^2: . -, Pe = P
| &amp;lt;?e

ist, so ist

(8) = V 9l + V9,-1-----H V 9..

*P ist also ein Theiler von vom Index e und vom Grade
&amp;lt;//.
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Primitivwurzeln der Primideale.

Aus den Formeln (4), (5) des vorigen Paragraphen ergiebt

sich, mit Rucksicht auf . 150, fur jede ganze Zahl
77

des Kor-

pers R
r
t

p =
77 (mod ^),

also auch

(1) YJ

P =
77 (mod p),

und fur jede Zahl co in o

(2) opf = o (mod p).

Die Anzahl der nach ty incongruenten ganzen Zahlen in R
ist P, und die Anzahl der nach p incongruenten Zahlen in Q
ist P/.

Wir haben schon friiher (. 150) gezeigt, dass es zu jedem
Primideal p Primitivwurzeln y giebt, d. h. Zahlen in 5i, die

der Congruenz

(3) y
pf~ l = 1 (mod p)

geniigen, und zugleich die Eigenschaft haben, dass kerne niedrigere

Potenz mit positiven Exponenten der Einheit congruent wird.

Dann ist jede durch p nicht theilbare ganze Zahl in 1 mit einer

und nur mit einer der Potenzen von 7

(4) 1, y, v\ . . -, y
p/- 2

nach dem Modul p congruent.

Jede ganze Zahl in SI geniigt einer Gleichung hochstens

vom n ien Grade, deren Coefficienten ganze Zahlen in R sind.

Diese Gleichung ist zugleich eine Congruenz nach dem
Modul p, und unter alien solchen Congruenzen wird es eine von

moglichst nieclrigem Grade

F (0)
= (mod p)

geben, in der wir iiberdies den Coefficienten der hochsten Potenz

von & gleich 1 aunehmen konnen. Denn ist der hochste (durch

p und folglich durch s

^&amp;gt; untheilbare) Coefficient
?7 ,

so konnen

wir immer der Congruenz

770 n = 1 (mod ^)

durch ein ganzzahliges r\
in R geniigen, und haben dann nur

die Function F mit diesem
17

zu multipliciren. Wir konnen
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also, wenn t eine Variable 1st, die Function F in der Form an-

nehmen :

F(t) = t
v + a, r- + a *

v- 2
H-----h v,

deren Coefficienten wx , 2 ,
. . ., av ganze Zahlen in J^ sind. Durch

Division konnen wir dann fiir jede andere ganze Function Fl (t)

den Quotienten Q(t) und den Rest cp (t)
so bestimmen, dass

_

worin

(6) &amp;lt;p(t)

= po + Qt t H-----h ev-l*
1- 1

eine durch F1 (t) eindeutig bestimmte Function (y l)
ten Grades

ist, mit ganzzahligen Coefficienten Q.

Setzen wir fiir die Primitivwurzel y und fiir F1 (t)
eine

Potenz von f, so ergiebt sich aus (4), (5) und (6), dass jede durch

J)
nicht theilbare Zahl o einer Congruenz

(7) 05 = + 9! 7 H-----h p,_i y
v- J

(mod J))

geniigt, und da die ^ auch = sein konnen, so gilt dies auch

noch fiir ein durch p theilbares co.

Die Coefficienten Q in dern Ausdrucke (7) sind dnrch o

selbst nach dem Modul ty vollig bestimmt, da nach unserer

Voraussetzung y keiner Congruenz in E von niedrigerem als dem
v ten Gra(Je geniigeii soil, deren Coefficienten nicht alle durch ty

theilbar sind. Folglich giebt es, da jeder der Coefficienten in (7)

nur P incongruente Werthe haben kann, P v und nicht mehr in-

congruente Zahlen w, und daraus folgt, dass v = / sein muss.

Aus einer Congruenz F (y)
=

(mod p) folgt nun aber

durch wiederholtes Potenziren mit Riicksicht auf (1):

F(y*)
=

0, F(V
pv

)
-

0, ... (mod p),

und wir haben also den Satz bewiesen (. 150, 2.):

Eine Primitivwurzel y von p geniigt nach
dem Modul p einer Congruenz in E vom /ten Grade,
deren sammtliche Wurzeln

r, 7
P

, r
p2

, .., r
pf~ l

sind.

Diesem Satze kann man auch den Ausdruck geben:

Das Product

(8) (i_ r)(t_ rp)...(i _ r
p/- 1

)

ist nach dem Modul J) mit einer ganzen Func
tion F (t) in R congruent.
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. 162.

Das Partial-Grundideal.

Es moge jetzt

(1) T = ^ 0?! + f, 2 -| \-
tmn CDmn

eine Basisform von o sein. Dann wird es gewisse Substitutionen

X in geben, und darunter immer die identische, die der Con-

gruenz

(2) r x = * (mod p)

geniigen. Alle diese Substitutionen bilden eine in enthaltene

Gruppe X, die auch ein Theiler der Gruppe *P ist, zu der p

gehort. Denn aus r erhalt man (nach . 146) eine Basisform
von p, wenn man fiir die Variablen i gewisse lineare Functionen
neuer Variablen mit ganzen rationalen Coefficienten setzt; wenn
also it eine solche Basisform von p ist, so folgt aus (2), dass it

\ %
durch it theilbar und daher auch p

1 1 = p ist.

Nun genligt x einer Gleichung n ien Grades f (t)
= 0, deren

Coefficienten ganze Functionen in R mit den Variablen f1? t.2

sind, und es ist, wenn t eine neue Variable bedeutet, und
rl5 r2 ,

. . ., rn die in Bezug auf E zu r conjugirten Formen sind,

(3) /(*, f1? f,, . .
.) =f(t) = (t-r,) (#_T2 ) . . . (t-rn).

Hieraus ergiebt sich nun. wenn wir wiederholt in die Po-
tenz p erheben, und auf die Zahlencoefficienten von / die Formel

. 161, (1) anwenden:

W /(*
p

, ..-) = [/(OF
=

(*
P -*0 (t

P
*d . .

(t
P-Tn) (mod P),

wenn r[, r2 , ..., rn dadurch aus r^ r2 , ..., rn abgeleitet sind, dass
die Variablen 15 t^, ... durch

ff. t*, ... ersetzt sind.

Setzen wir nun t = T in (4), so verschwindet f (t) und es

folgt, dass einer der Factoren cles letzten Productes durch p
theilbar sein muss. Dies aber kann so ausgedriickt werden, dass

es in eine Substitution ^ giebt, die der Bedingung

(5) rp =r
\

4 (mod p)

geniigt.

Aus r entstehen alle ganzen Zahlen in 52, wenn man fiir

die Variablen ganze rationale Zahlen setzt. Wendet man dann
Weber, Algebra. II. oo
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noch den Fermat schen Lehrsatz fiir rationale Zahlen an, so er-

kennt man, dass die Congruenzen (2) und (5) gleichbedeutend
sind mit den fur jede Zahl CD in o giiltigen Formeln

(6) o
| x = ?

p = &amp;lt; ^o (mod p).

Aus der zweiten Congruenz (6) folgt, dass, wenn co durch p

theilbar ist, immer auch co
1
1^ durch p theilbar sein muss. Folg-

lich ist p durch p |
il&amp;gt; theilbar, und als Primideal = p

|
i/v Daraus

folgt, dass # in der Gruppe *P&quot; enthalten ist.

Wir verstehen jetzt unter y eine Primitivwurzel von p und

wenden die am Schlusse des . 161 bewiesene Formel an :

(7) (t- r) (t~ r
F
) (t-?pf- 1

) = F(t) (mod p),

in der F (t)
eine ganze Function von t in E ist.

Daraus folgt

F(y) = O(modp),

und wenn nun ^ irgend eine Substitution aus *P&quot; ist:

F (7 | ^)
=

(mod p).

Daraus ergiebt sich aber, dass y \
ty mit einer der in (7) vor-

kommenden Potenzen von y nach p congruent sein muss, also

etwa

(8) y
pv =

y |
^ (mod p).

Nun ist jede durch p nicht theilbare Zahl co in o mit einer

Potenz von y congruent, und wenn man also (8) zu dieser Potenz

erhebt, so folgt

(9) O3
pv EEE co ty (mod p),

und diese Congruenz gilt offenbar auch noch, wenn co durch p

theilbar ist, also fiir alle Zahlen in o.

Wenn wir nun die zweite der Congruenzen (6) vmal nach

einander anwenden, so folgt

(10) w p&amp;gt; = co ^l (mod p),

also

(11) co\il&amp;gt;

= co
1 1^ (mod p),

und wenn wir co durch col^-
1 ersetzen oder auf (11) die Sub

stitution ty
1 anwenden:

(12) co = co
1
1/;-

1

^J
= co

| ^J 4&amp;gt;~

l
(mod p).

Es sind also sowohl ^ 1

^J als auch
t^J^&quot;&quot;

1 in X enthalten,
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woraus sich ergiebt, class jede Substitution ty aus *P&quot; in einem
der Systeme (Nebengruppen)

X, X^ , X^ 2
,

. . .

enthalten ist.

Wenn p vom Grade / (in Bezug auf E) ist, so ist

co
pf = 03 (mod p),

und Pf ist die niedrigste Potenz von P mit positiven Expo
nenten. die dieser Congruenz fur alle a geniigt.

Setzt man also v =f in (10), so folgt, class ^/ in X ent

halten ist, dass aber keine Potenz von i/- mit niedrigerem posi
tiven Exponenten diese Eigenschaft hat. Die Nebengruppen

X, Z* , X**, ..., X^-i
sind also alle von einander verschieden, und es ergiebt sich:

(13) V = X + Xtfo + Xt^ H h X^-i.
Nach (12) ist aber die Gesammtheit der Substitutionen ^J X

mit Xt^J identisch (fiir jedes v), also

(14) VJX = =Z*J,
woraus folgt, dass X ein Normaltheiler von *P&quot; ist.

Da, wie wir oben gesehen haben, W vom Grade g f
ist, so ist X vom Grade g.

In der Gruppe X giebt es nun solche Substitutionen /17

darunter immer die identische, fiir die die Congruenz

(15) r\ %l =r (mod^)
erflillt ist, und diese bilden eine Gruppe XW, deren Grad mit gl

bezeichnet sein mag.
Es ist zu beweisen, dass gl eine Potenz von p ist.

Bezeiclmen wir namlich mit n ein durch p theilbares Prini-

iunctional, mit a ein ganzes Functional, so folgt aus (15):

(16) r\ Xl =x + ^^
und da ebenso nach (15)

a
| fa
= a (mod j)*), (n \ ^ x )

2 = ^ (mod $*)

ist, so ergiebt sich aus (16)

r
| Xi = i + 2 7f2 K (mod p

3
),

und allgemein fiir jeden positiven Exponenten h

r\tf\ = r -^ lin* (mod p
3
).

38*
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Setzt man h = p, so ergiebt sich hieraus

r\tf&amp;gt;

= r (mod $*),

und auf die gleiche Weise schliesst man hieraus fiir jeden Ex-

ponenten v

(17) *lzf = *
(
mod P

v + 2
&amp;gt;

Um diese Formel allgemein zu beweisen, wendet man die

vollstandige Induction an. Man nimrat (17) als bewiesen an

und setzt

daraus durch wiederholte Anwendung

T\xl
p = r + 27r v + 2

= * + 37r v + 2
(mod }3

T

also die Formel (17) i iir v -\- 1.

Nun kann man v immer so gross annehmen, dass von den

Difterenzen
T rl5 r r2 ,

r r3 ,
. . .,

wenn T von TI? r2 ,
T3 ,

. . . verschieden ist, keine durch p
v~ 2 theil-

bar ist, und daim folgt aus (17), dass yj( die identische Sub

stitution sein muss. Es ist hiernach der Grad eines jeden
Elementes % x eine Potenz von p, und folglich kann
nach dem Cauchy-Sylow schen Satze (. 29. I.) im Grade

von X&amp;lt;u keine von p verschiedene Primzahl aufgehen,
wie bewiesen werden sollte.

Wenn also g nicht durch p theilbar ist, dann ist sicher X(l)

die Einheitsgruppe.

Man kann auf diese Weise fortfahren und eine Gruppe X^
vom Grade g.2 bilden aus der Congruenz

T\%2
= r (mod p

3
),

XW ist ein Theiler von X^\ also g.2 gleichfalls eine Potenz von p,

und so muss man schliesslich zur Einheitsgruppe gelangen.

Unter den auf einander folgenden Gruppen X (l\ X^2)
,
... konnen

unter Umstanden auch mehrere einander gleich sein 1
).

J
)
Hilbert nennt {/; die Zerlegungsgruppe ,

X die Tragheitsgruppe,

X(i) die Verzweigungsgruppe des Ideals p. In der oben erwahnten Abhand-

lung ist noch bewiesen, dass ^ die hochste in g aufgehende Potenz von p

ist, dass X(i) ein Normaltheiler von X ist, und dass die ganze Gruppe
1P

metacyklisch ist.
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Hiernach lasst sich die hochste Potenz des Primideals p an-

geben, die in dem Partialgrundideal (&R aufgeht. Nach . 159

niimlich ist dies Ideal definirt durch das Product

worin Tn T2 ,
. . ., Tn _! die von T verschiedenen miter den mit r

conjugirten Fimctionalen sind. Einer der Factoren dieses Pro-

ductes, r r|qp, ist dann und nur dann durch p theilbar, wenn

fp zu X gehort. Da nun die identische Substitution ausgeschlossen

ist, so folgt, dass den Factor p mindestens g 1 mal enthalt.

Es ist aber x x
\ % dann und nur dann durch p

2
theilbar,

wenn .^ zu X(1) gehort, und folglich ist durch ps
l + 9i i

theilbar. Wir konnen so fortfahren und finden die genaue Potenz

von p, die in enthalten ist. Sie hat den Exponenten

(&amp;lt;/-i) + (i/i-i) + te-i)H----
Jede der Zahlen

&amp;lt;/, g^ &amp;lt;/2 ,
. . . ist Theiler der vorangehenden,

und (/i. (/.,, . . . sind Potenzen von _p,
und die Reihe setzt sich so

lange fort, bis eine der Zahlen g = 1 geworden ist. Die Zu-

sammensetzung des Grundideals ist also vollkommen durch

die Zerlegung der Gruppe X bestimmt.

Die Zahlen y,(jn y-2, . . . sind iiberdies fur alle conjugirten
Primideale pj, p.2 ,

. . ., p e dieselben, und es folgt also

=r n (pj p, . . . pe)?-
1 + ^i- 1 + V*- 2

,

wo sich das Productzeichen auf die Primfactoren aller Prim-

zahlen p des Korpers Q bezieht. Es brauchen dabei aber selbst-

verstandlich nur die in endlicher Anzahl vorhandenen Prim-

zahlen p beriicksichtigt zu werden, fur die g &amp;gt; 1 ist.

Die Partialnorm des Ideals

^ = yiB () = n $/&amp;lt;*-i+*-n-fc-i+--o

heisst die Partial-Discriminante des Korpers & in Bezug auf den

Korper R. Sie ist em im Korper R gelegenes Ideal, die fiir den

Fall, dass R der Korper der rationalen Zahlen ist, von einem

Emheitsfactor abgesehen, in die Grundzahl des Korpers & iiber-

geht (. 158).

. 163.

Die Ideale in den Theilern des Korpers 52.

Wenn die Gruppe des Korpers & einen Theiler &amp;lt; hat,

so gehort zu 3&amp;gt; em Korper ^i
,
der ein Theiler von SI ist und
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seinerseits E als Theiler enthalt. Die Zahlen von SI bleiben

durch die Substitutionen 0&amp;gt; ungeandert, und CD 1st die Gruppe des

Korpers & in Bezug auf SI (vergl. Bd. I, . 155). Wir bezeichnen

den Grad von C&
,
der ein Theiler von n ist, mit ri und setzen

(1) n = m n .

Es ist dann n der Grad von & in Bezug auf *&
,
und m

der Grad von SI in Bezug auf E.

Es ist dabei zu beachten, dass zwar SI ein Normalkorper
auch in Bezug auf SI ist, dass aber SI im Allgemeinen kein

Normalkorper in Bezug auf E sein wird.

Die Primideale im Korper SI lassen sich nun vollstandig aus

denen von SI ableiten.

Wenn p irgend ein Primideal in SI ist, so giebt es ein und
nur ein durch p theilbares Ideal p in SI

,
und p kann als

Theiler von ^p durch keine anderen als die mit p conjugirten Ideale

theilbar sein. Durchlauft cp die Substitutionen von &amp;gt;

,
so ist p ,

da es durch
&amp;lt;p ungeandert bleibt, auch durch p

| (p theilbar.

Wenn also pi durch p
| (p l theilbar ist, so ist es auch durch

$
I
^ 9?i 9&amp;gt; theilbar, wenn ty ein beliebiges Element der Gruppe W

(. 162) bedeutet.

Wenn daher (p irgend ein Element des Systemes

ist, so ist pi durch p
| cp theilbar. Es kommt demnach jetzt die

Gruppenzerlegung in Betracht, die wir im . 28 dieses Bandes

auseinandergesetzt haben.

Wenn
&amp;lt;p 2 ein nicht in 3^ enthaltenes Element aus &amp;lt;& ist, so

hat das System

mit
3&amp;gt;j gar kein Element gemein. Giebt es noch ein Element

das weder in ^ noch in &amp;lt;X&amp;gt;

2 vorkommt, so bildet man ebenso

und fahrt so fort, bis die ganze Gruppe erschopft ist. Man
erhalt so die Zerlegung

(2)
= ^ + 0&amp;gt;2 + 0&amp;gt;

3 H-----h &e ,.

Den Grad eines dieser Systeme &amp;lt;Z&amp;gt;r konnen wir nach . 28

bestimmen. Er ist gleich dem Producte des Grades von

multiplicirt mit dem Index des Durchschnittes *P^ von mit

*PV =
&amp;lt;p7

l

?F&amp;lt;pr
in Bezug auf CD

,
oder was dasselbe ist, gleich

dem Producte der Grade von ^F und &amp;lt;

, getheilt durch den
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Grad hr des Durchschnittes von &amp;lt; und *PV. Der Grad von (Pr

ist also gleich fg n
1

: lir .

Wenn wir jetzt mit tp r alle Elemente von &amp;lt;&r bezeichnen, so

fiihren alle Primideale p
| qp r in & zu demselben Primideale pr

in & . Es ist aber noch zu zeigen, dass zwei verschiedene dieser

Systeme &amp;lt;Z&amp;gt;1?
(P

2 zu verschiedenen Primidealen pi, p2 fiihren.

Zunachst ist ersichtlich, dass die sammtlichen p | cp.2 von den

p cp l verschieden sind. Denn wenn p
| qpj
= p

| qp 2 ist, so ist

auch p = p | qp 2 97 1
,
also

&amp;lt;p 2 qp-
1 in *P&quot; und folglich qp2 in P

qp!,

d. h. in
3&amp;gt;! enthalten, gegen die Voraussetzung. Wir konnen

also eine ganze Zahl in Q, annehmen
,

die durch p | cp l ,
aber

durch keines der Ideale p qp2 tbeilbar ist. Dann ist auch keine

der Zahlen a
\ cp

r durch p
| tp2 theilbar, weil sonst p

| qpj (p
= p

| qp2 ,

also gegen die Voraussetzung &amp;lt;p.2
in O

x enthalten ware. Das

Product aller von einander verschiedener a
\ 9? ,

welches eine

in & enthaltene Zahl ist, ist zwar durch pi, nicht aber durch p2

theilbar. Folglich ist pi von p2 verschieden, und es ergiebt sich

also, dass e und nicht mehr verschiedene Primideale p in

^ aufgehen. Wir setzen daher

(3) $ = p;i p 2
* . . . p;%

worin die Exponenten a1? 2 i
&amp;gt;

ae
r noch naher zu bestimmende

natiirliche Zahlen sind.

Um nun die Primideale p^ im Korper Q zu zerlegen, konnen

wir die Resultate der . 160, 162 benutzen, indem wir einfach

& an Stelle von E treten lassen. Bedeutet dann XJ. den Durch-

schnitt von &amp;lt;& mit Xr = (p^
1

Xcpn so ist Xr der Inbegriff aller

Substitutionen des Korpers 3&amp;gt;

,
die der Bedingung

r
|
& = r (mod p,.)

geniigen. Bezeichnen wir daher den Grad von X^ mit gr ,
so ist

p^ durch p?
r

,
aber durch keine hohere Potenz von p,. theilbar.

Der Durchschnitt ^P*, von l
r mit ^

,
dessen Grad wir schon

oben mit h r bezeichnet haben, ist der Inbegriff aller Substitu

tionen tyr in d&amp;gt;

,
die der Bedingung

p,. |
^; = p r

geniigen, und wenn wir daher 3&amp;gt; in die Nebengruppen

(4) O = ^, . yr.! + ^ &,, H h *; 9r,er

zerlegen, so ist

(5) n = er Ji r .
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Wenn nun
$r,s
=

Pr|9&amp;gt;r,

gesetzt wird, so ist nach . 160, (6)

(6 ) Pr =
G&amp;gt;r,lJ&amp;gt;r,2 Pr,v)&quot;

r
,

und die Substitution von (6) in (3) ergiebt durch Vergleichung
mit . 160, (6)

(7) g = ar gr ,
el + e2 -)-

----
1-

ee , =
e,

wodurch die Exponenten ar definirt sind.

Die in Bezug auf den Korper & genommene Partialnorm
von |V 5

s ist nach . 160, (3), (7):

(8) ^(pr,.)
= p/r,

wenn fr durch die Gleichung

(9) n = erfr gr , (hr = fr gr)

definirt wird.

Wir wollen nun die Gruppe CD nach in Nebengruppen
zerlegen, und setzen, wenn -O^, #2 ,

. . ., frm , passend ausgewahlte
Substitutionen aus CD sind:

(10) 0&amp;gt; = & &! + &&, -|
-----

1-
0&amp;gt; #m,,

so dass durch die Substitutionen -O^, &2 ,
. . ., &m , der Korper ^

in m conjugirte (gleiche oder verschiedene) Korper
&;, ^2, . . ., &m &amp;gt;

iibergeht. Der Korper &/ gehort dann zu der Gruppe &~ l & frt .

Wenn nun durch &t die Ideale p, und pr;g in p;^ und p,.)M
iibergehen, so ist nach . 160, (6)

und das Product aller dieser Ideale fiir t = 1,2, . .
., m ist die

im Korper SI genommene Partialnorm von p^ in Bezug auf den

Korper R, die wir mit WR (J),.)
bezeichnen. Sie muss eine Potenz

von $p sein, und wir setzen

(12) 9fco&amp;gt;;)
= $/;

.

Urn/; zu fmden, brauchen wir nur *$ in (12) nach . 160, (6)
in seine Primfactoren

J)
zu zerlegen, wodurch sich e g fr Prim-

factoren p in Sp/r ergeben. Bilden wir andererseits das Product

der m Factoren (11), so erhalten wir gr er m solcher Primfactoren.

Es ist daher

egfr = m gr er ,

also nach (1), (9) und . 160, (7):



Zwanzigster Abschnitt.

Quadratische Korper.

. 164.

Basis eines quadratischen Korpers.

Wir wollen die Resultate der allgemeinen Theorie der alge-

braischen Zahlen auf den besonderen Fall der Korper vom 2 ten

Grade, die auch quadratische Korper heissen, anwenden. Ein

quadratiscber Korper SI entspringt aus einer ganzzabligen

quadratischen Gleicbung, und wird also aus dem Korper_ der

rationalen Zablen durcb Adjunction einer Quadratwurzel yd ab-

geleitet. Hierin kann d als positive oder negative ganze Zabl

ohne quadratischen Theiler angenommen werden, und der ein-

zige Werth d = I ist auszunehmen. Je nachdeni d positiv oder

negativ ist, erhalten wir einen reellen oder imaginaren quadra
tischen Korper.

Den conjugirten Korper erhalten wir, wenn wir in alien

Zahlen in & Vd in Vd verwandeln. Dadurch bekommen wir

aber keinen neuen Korper. Der quadratische Korper ist also

ein (absoluter) Normalkorper (. 160).

Die Zahlen des Korpers i sind keine anderen als die in

. 122 des ersten Bandes defiuirten quadratischen Irrational-

zahlen, die alle in der Form x -j- y Vd enthalten sind, worin

x und y ganze oder gebrochene rationale Zahlen bedeuten. Jede

irrationale Zahl co dieses Korpers geniigt einer quadratischen

Gleichung

(1) c 2 = a -f- bco,

in der a, &, c ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Theiler

sind, von denen c als positiv angenommen werden kann, und

die Verbindung

(2) Dr=&2
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haben wir die Discriminante der Zahl 09 genannt. Das Ver-
haltniss D : d ist eine ganze rationale Quadratzahl. Die beiden
Wurzeln von (1) erhalten den Ausdruck

(3) ^ =
t

Setzen wir

so wird

und wegen (1) sind dies dann und nur dann ganze Zahlen, wenn
c = I ist.

Nun ist D = oder = 1 (mod 4), und wenn also D gerade
ist, so ist es dureh 4 theilbar; b ist in diesem Falle gerade,
und weil d nicht durch 4 theilbar sein kann, so muss auch e

gerade sein.

Ist aber D ungerade, so sind auch b und e ungerade. Dieser
Fall kann aber, wie (4) zeigt, nur dann eintreten, wenn d = 1

(mod 4) ist.

Daraus erhalten wir folgendes Resultat:

1. Ist d = 2 oder = 3 (mod 4), so ist die Zahl

a? = x -\- y Vd

dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn die

rationalen Zahlen #, y ganze Zahlen sind. (Quadra-
tische Irrationalzahlen erster Art, nach Dirichlet.)

2. Ist d = 1 (mod 4), so ist

x J_

dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn die

rationalen Zahlen #, y entweder zwei gerade
oder zwei ungerade ganze Zahlen sind. (Quadra-
tische Irrationalzahlen erster oder zweiter Art, je nach-

dem e gerade oder ungerade ist.)

Letzteres konnen wir auch so ausdriicken:

3. Ist d = I (mod 4), so ist

1 + V~da^x + y-^-
dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn die

rationalen Zahlen x und y ganze Zahlen sind.
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Daraus ergiebt sich eine Basis von o:

a) 1, ]/d, d = 2 oder = 3 (mod 4),

b) 1,
L

. d = I (mod 4).

Wenn wir also

a) = V~d, d = 2, 3 (mod 4)

b) = -i
-,
d = I (mod 4)

setzen, so ist 1, eine Basis von o.

Fiir die Grundzahl erhalten wir demnach, wenn mit

conjugirt ist,
:

4 :=
!

=(-).,
also

f a) &amp;lt;4 = 4fZ, d = 2, 3 (mod 4)

b) 4 = d, d = 1 (mod 4),

(8)
= V

7^.

Die Grundzahl ist also = oder = 1 (mod 4), und muss,

wenn sie durch 4 theilbar ist,
=

8, 12 (mod 16) sein 1
).

Sie kann

daher (in Uebereinstimmung mit dem Satze von Minkowski)
weder =4:1 noch = ih 2 sein. Die Grundzahl vom absolut

kleinsten Werthe ist zJ = 3.

. 165.

Die Primideale in SI.

Es bedeute nun cp ein beliebiges gauzes Functional in Q.

Wir wollen nach . 146 eine Basis 1? 2 fur
&amp;lt;p,

und damit die

l

) Eine ganze rationale Zahl //, die nach dem Modul 4 mit oder

mit 1 congruent ist, hat Kronecker eine Zahl von Discriminantenform

genannt. Hat J die Eigenschaft, dass sich kein quadratischer Factor so

daraus absondern lasst, dass eine Zahl von Discriminantenform iibrig

bleibt, so heisst J eine Stammdiscriminante. Die Grundzahl eines

quadratischen Korpers ist also immer eine Stammdiscriminante, uud

umgekehrt ist auch jede Stammdiscriminante Grundzahl eines quadra-

tischeu Korpers. Vergl. H. Weber, Zahlentheoretische Untersuchungeu
aus dem Gebiete der elliptischen Functionen. I, II, III. Nachrichten der

Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 1893.
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entsprechende Basisform cq ^ -\- a 2 t2 ,
die mit cp associirt ist, be-

stimmen. Wir haben nach . 146, (3), wenn o1? 2 eine Basis

von o ist, die ganzen Zahlen aM ,
a1)2 ,

a
2)2

so zu bestimmen, dass

i,u 2,2 positiv und moglichst klein sind, und dass

durch cp theilbar werden. Setzen wir also (wj, .
2 )
=

(1, 0), so

wird

(1) !
= aM , 2

=
lj2 -|- a

2)2 .

Es ist also a^i die kleinste positive durch 9? theilbare rationale

Zabl, und a2
,
2 ist die kleinste positive Zahl, fur die a

2j2 nach
dem Modul cp mit einer rationalen Zahl congruent wird.

Wir wollen dies auf den Fall anwenden, dass cp ein Prim-
functional it ist. Ein solches kann hier nur vom ersten oder

vom zweiten Grade sein, je nachdem seine absolute Norm gleich

p oder = p 2 ist. Wir unterscheiden also die beiden Falle:

1) Na (x)=p
oder

2) Na (
x
) =p *.

Da hier N (p) = p 2 ist
,

so ist im ersten Falle p in zwei

Primfactoren zerlegbar, im zweiten Falle enthalt p nur einen

Primfactor, d. h. p ist im Korper & selbst noch als Primzahl zu

betrachten.

Bestimmen wir nun fiir cp
= 7t die Basis (1), so ergiebt

sich zunachst a^i = p, und a
2)2

ist die kleinste positive ganze
rationale Zahl, fiir die das Product a2,2 modulo n mit einer

rationalen Zahl congruent wird. Dafiir ist aber nach . 150, H

die nothwendige und hinreichende Bedingung

(2,2 )
p ^ 02,2 (mod n),

oder, da nach dem Fermat schen Satze a 2 ^ a
2;2 ist,

(2) a
2)2 (i&amp;gt; )

= (mod n).

Es ist also entweder ? ^ 0, und dann ist
2)2
=

1,

oder P & nicht = 0, und dann ist a
2)2
= p.

Im ersten Falle ist und damit jede Zahl co mit einer

rationalen Zahl congruent. Es giebt also nicht mehr als p nach
dem Modul it incongruente Zahlen, und folglich ist (. 148, 3.)

pf = p , / = 1
, d. h. p in zwei Primfactoren ersten Grades

zerlegbar.
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Umgekehrt bilden in diesem Falle 1) die p rationalen Zahlen

0, 1, 2, . . ,,_p 1 ein voiles Restsystem nach dem Modul TT. und

es ist folglich jede Zahl in o und mithin auch & mit einer ratio

nalen Zahl congruent. Also haben wir

1) Na (7t)
= p 2,2 1

2) Na (x)=l&amp;gt;
2 a^_=p.

Im ersten Falle ist a
1&amp;lt;2

aus der Bedingung

(3) i,2 + = (mod it)

zu bestimmen, im zweiten kann ai
&amp;gt;2

= genommen werden. Die

Basisform von it ergiebt sich also, wenn w, v die Variablen sincl,

1) it = pu.

-\- (a1)2 -\- &) v

2) JT =p (u + 0t7),

woraus man sieht, dass JT im Falle 2), wie zu erwarten war, ein

Hauptfunctional ist.

Um im Falle 1) die Zahl ali2 zu bestimmen, bilden wir die

Norm von a 1)2 -f~ &amp;gt;

die durch p theilbar sein muss. Wenn &
durcb Aenderung des Vorzeichens von yd in & iibergeht, so ist

nach . 164, (8) & = V~4, und fur die Norm von
1&amp;lt;2 +

ergiebt sich nach . 164 (6), a), b):

(4) N(a^_ + 0) = (ai, a + ) (a 1|2 + &)
= M d, d = 2. 3 (mod 4)

=
#1,2 + i,2 + 7 i

f? ^ 1 (mod 4).

Wenn diese Zahl durch p theilbar ist, so ist einer der

beiden Factoren a
1?2 -|- 0, Oi

&amp;gt;2 -f- durch TC theilbar. Da aber

& = oder = 1 --
ist, also

a) a
1|2 + 6) =,

(
a
lj2 + 0)

b) a
1?2 + =

(
a
1|2

-- 1 -f 0)

ist, so kann man a
1)2

immer so annehmen, dass gerade a
jj2 +

durch ^r theilbar wird, und @ ist also wirklich mit einer ratio

nalen Zahl congruent. Die nothwendige und hinreichende Be

dingung dafiir, dass p zwei Primfactoren enthalt, ist folglich die,

dass ai)2 d oder a 2 -|- a
1)2 -\- \ (1 d) durch geeignete An-

nahme uber 1)2 durch p theilbar wird. Durch Multiplication

mit 4 gehen diese beiden Bedingungen iiber in

4 a?, 2 4f? = 0, (2a,, 2 + I)
2

(7
=

(mod
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und wenn man bedenkt, dass die Grundzahl z/ im Falle a)

gleich 4 d, im Falle b) gleich d ist, so. erhalten wir, wenn wir

(5) x 2 a
1&amp;gt;2

oder = 2 a
3?2 -|- 1

setzen, folgendes Resultat:

1. Die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass p zwei Primfactoren enthalt, ist

die, dass die Congruenz
(6) x2 = /I (mod 4 p)

durch eine ganze rationale Zahl x befriedigt
werden kann, oder dass die Grundzahl 4 qua-
dratischer Rest von 4 p ist.

Bezeichnen wir mit it, d die beiden conjugirten Formen

(7) n = pu + (oi}2 + ) v, it = pu -f- (a 1&amp;gt;a
+ ) ^,

so ergiebt sich durch Multiplication

/O\ / in] I
tX/ ^ / _\

(8) 7t 7t p M3 ^t
2

-)- ^r uv -f-
-- v 2

j

Hierin ist nun
^

*9i* 2 -I- ictev -I--- -y
2

4^
eine Einheit, weil, wenn p in /I nicht aufgeht, # durch p nicht

theilbar ist, und wenn jp in z/ aufgeht, zwar #, aber nicht

(ic
2 z/ : 4j?) durch

|? theilbar ist. Demi ist p ungerade, so kann

p 2 nicht in /J aufgehen, und ist p = 2 und z/ durch 2 theilbar,

so ist z/ = 4 d, d = 2, 3 (mod 4). Ware aber

x2 4 = (mod 16),
so wiirde folgen

d = (0 (mod 4),

(X
\
2

J
als Quadrat nicht mit 2 oder 3 congruent

sein kann. Demnach ist p in die beiden Primfactoren TT und JT

zerlegt.

Die beiden Factoren TT und TC von jj konnen auch mit

einander associirt sein. Dies tritt nur dann ein, wenn n und

folglich auch it it durch it theilbar ist. Nun ist aber nach (7)

n n 1

(0 &) v,

und folglich muss
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(lurch p theilbar sein, und dies ist auch die hinreichende Be-

dingung.

2. Es ist also p nur dann mit dem Quadrat eines

Primfunctionals associirt, wenn p in der Grund-
zahl z/ aufgeht, in Uebereinstimmung mit dem
all g erne in en Satze (. 158).

. 166.

Functionale im quadratischen Korper und quadratische
Irrationalzahlen.

Wir betrachten nun in unserem quadratischen Korper ein

beliebiges ganzes Functional und bilden seine Basisform

9 = !*! + 2^2,

indem wir 15 2 nach . 165 bestimmen:

(1) !
= OM , 2

= a
l,2 + #2,2-

Nach . 146 ist dann

(2) Na(&amp;lt;f)
= Oi,i02

,
2 .

Geben wir der Form cp den Ausdruck

(3) (p
= o^ + (i, 2 + a 2,2 ) ^2,

und bilden die Norm, so ergiebt sich

(4) N(&amp;lt;p)
=

a?, ! ^
2+ [2 !,! 1;2+ lfl

a
2;2 (0+ )] #1 ^+ tf ^K)

und der Theiler dieser Form ist also nach (2) gleich ai^a^z-

Wenn wir also

^1.1 = c ai, 102,2

(5) 201,101,2 + o
l5 i02

,
2 (@ -f- )

= b 0^102,2

^( 2)
= O rti.iO2,2

setzen, so sind o, 6, c ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaft-

lichen Theiler, und der Quotient

(6)
^ =

i

ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung

(7) CG)i = a + 1)co.

Wenn wir in den Ausdriicken (1) die Werthe von aM und 01,

aus (5) substituiren, so folgt

22 = a
2|2 (6 + & )

(o )
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Nun ist nach . 164, (8) die Differenz & gleich der

Quadratwurzel aus der Grundzahl von &, so dass wir aus (6)

und (8) erhalten:

(9) , =

worm das Vorzeichen von Vz/ durch die in . 164, (6) gemaclite

Annahme iiber das Vorzeichen von }/d bestimmt ist.

Es ist also o eine zur Discriminante z/ gehorige quadra-
tische Irrationalzahl, wie wir sie im . 122 des ersten Bandes

betrachtet haben, und die Form
&amp;lt;p kann, wenn wir 2,2

= e

setzen, so ausgedriickt werden:

(10) &amp;lt;p

= ec fa + cot,).

Hierin ist c die kleinste positive gauze rationale Zahl, fur

die das Product ceo eine ganze Zahl wird, und jede andere

ganze rationale Zahl 7c, durch die das Product /^ co eine ganze

Zahl wird, muss durch c theilbar sein.

Man erkennt dies am einfachsten, wenn man co nach . 164,

je nachdem b gerade oder ungerade ist, in eine der beiden

Formen setzt:

woraus, da 1. & eine Basis von o ist, das Gesagte hervorgeht.

Darauf griindet sich nun der Beweis, dass, wenn co irgend

eine zur Discriminante z/ gehorige quadratische Irrationalzahl

bedeutet, c die kleinste positive ganze rationale Zahl, die ceo zu

einer ganzen Zahl macht, und e eine beliebige positive ganze

rationale Zahl, auch umgekehrt durch

(12) cp
= ec (ti -}- cot2 )

immer eine Basisform dargestellt ist.

Dazu haben wir nur zu zeigen, dass

Mi = e c, c 2
= e c co

eine Basis des durch (12) definirten Functionals
&amp;lt;p

ist.

Bilden wir zu diesem Zwecke zunachst die Norm von cp . so

erhalten wir nach (7)

(13) N(tp) == e 2 c (c-t* + b ^ t2 a
2

2

),

und folglich die absolute Norm

(14) Na (y) = e*c.
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1st nun

(15) !
= M , 2

=
Gn.2 4-

2)2

eine Basis von qp, so 1st anclererseits (nach . 146)

(16) Na (&amp;lt;p)

= a
lfl a2

,
2 ,

und aM ist die kleinste positive ganze rationale Zahl, die durch

qp theilbar ist.

Nun konnen wir andererseits zeigen, class diese Zahl = e c

ist, woraus ec = rtM ,
und nach (14) und (16) e = u

2)2 folgt.

Wenn namlich eine ganze rationale Zahl m durch cp theil-

har sein soil, so muss, wenn a zu w corijugirt ist, da

ct* + btl t.2 ail

ein Einheitsfunctional ist.

-atj) __ m
^

e

ein ganzes Functional sein. Folglich miissen

m , m
,und - 03

e e

ganze Zahlen sein, woraus folgt, class m : e eine durch c theil-

bare, also m eine durch ec theilbare ganze rationale Zahl ist.

Da andererseits ec durch
&amp;lt;p

theilbar ist, so folgt, dass ec die

kleinste diesen Forderungen geniigende Zahl ist. Ausserdem er-

giebt sich noch, dass die ganze Zahl eca durch
&amp;lt;p

theilbar ist.

Denn ecco ist in der Darstellung (12) ein Coefficient der ganzen
Function

&amp;lt;p

und daher durch (p theilbar (. 142).

Driicken wir @ in (15) durch 09 aus, so ergiebt sich nach (11)

eb
2
==

lj2
- I- ecu, o gerade

e(b l) ,=
&quot;1,2 n

- eco. b ungerade.

und es ist also

eb , e(
1,2
= IT OC^er ^

nach dera Modul cp, und folglich, da beide Seiten rational sind,

auch nach clem Modul la = e c. Demnach kann li2 dem
Werthe \ eb oder | e (b 1) gleich gesetzt werden, und wir er-

halten 2
= e c w, was zu beweisen war.

Um das hierdurch Bewiesene iibersichtlich zusammenzu-

fassen, konnen wir folgende Satze aussprechen:
Weber, Algebra. II.
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1. 1st & ein quadratischer Korper mit der Grund-
zahl z/, und cp ein ganzes Functional in diesem

Korper, so lasst sich eine zur Discriminante z/

gehorige quadratische Irrationalzahl

b

(IT) *^:-

und eine positive ganze rationale Zahl e so

bestimmen, dass

(18) ecft+ntt)
eine Basisform von

&amp;lt;p

wird. Umgekehrt ist, wenn
o eine beliebige zur Discriminante z/ gehorige

quadratische Irrationalzahl ist, die Form (18)

immer eine Basisform eines Functionals (p.

. 167.

Aequivalente Functionale und aquivalente Zahlen.

Wenn nun
o&amp;gt;,

csl irgend zwei. zu der Discriminante z/ gehorige

quadratische Irrationalzahlen sind, so erhalten wir zwei Basis-

formen

cp
= ec (t, + ot

2)

&amp;lt;Pl

= *l Ci (ti + Oi t2 ).

Wenn nun die beiden Zahlen o, C3
L

in dem Sinne aqui-

valent sind, wie wir diesen Begriff im . 120 des ersten Bandes

festgesetzt haben, so ist

worin p, q, r, s ganze rationale Zahlen sind, die der Bedingung

(3) p s q r = 1

geniigen. Machen wir dann die Substitution (2) in qpn so folgt

(ro + s) cp l
= d cx [s i^ + qt2 + 03 (rt^ + pt2J],

oder wenn wir

(4) % s^ + qt2 ,
w2 rtj. + pt2

setzen,

(r o -|- s) qpj
= el Cj (i! + to %).

Nun ist ec (% -|- et^2 )
mit qp associirt, weil (4) eine ganz-
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zahlige lineare Substitution mit der Determinante 4: 1 ist (. 147),

und folglich sind die beiden Formen

(ro -f s) ecq)^ e^c^y

mit einander associirt, und dies hat zur Folge, dass die beiden

Formen qp, y^ in dem in . 152 definirten Sinne aquivalent sind.

Damit haben wir bewiesen:

2. Wenn die quadratischen Irrationalzablen o. co l

aquivalent sind, so sind aucb die entsprechenden
Functionale

&amp;lt;p, fp l aquivalent.

Es lasst sick aber auch der umgekehrte Satz beweisen:

3. Wenn die Functionale qp, qpj aquivalent sind, so

sind auch die quadratischen Irrationalzahlen
und ! aquivalent.

Urn diesen Beweis zu fiihren, bezeichnen wir mit ty ein

Functional der Classe, die zu der Classe von qp reciprok ist,

so dass cp t/&amp;gt;

mit einer Zahl aquivalent ist. Dann konnen wir

setzen :

(5) &amp;lt;pi\&amp;gt;

= 8 J.

worin s eine Einheit, J eine Zahl in o ist. Hierin konnen wir

(p und ty beide als Basisformen annehmen und demnach

(6) &amp;lt;p

= ec(tl + t*a&amp;gt;), ^ = e c (t.+t.ri)

setzen, worin e\ c
,

&amp;gt;?

dieselbe Bedeutung fiir -^ haben, wie e, c, a
tiir cp.

Wir setzen zur Abkiirzung [. 166, (13)]:

(7) Na
(&amp;lt;p)

= e*c= P, Na O) = e i c = Q.

Wenn wir mit T// die zu
t/. conjugirte Form bezeichnen, und

fiir den Augenblick die Einheitsform

c t- + b titz a tl
=

!

setzen, so folgt aus (5) durch Multiplication mit ty :

Q s, tp
= B |^ ,

und folglich

worin % und t// associirt sind. Setzen wir

ec

39*
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so wird

und folglich sincl ft, ft, ganze durch ^ theilbare Zahlen.

Bilden wir aus (9) die Discriminants 4 (ft , ft) ,
so er-

halten wir

(10) z? (ft, ft) = ft, ft

ft, ft

2
/&amp;gt;4 /4 mQ

(ra ca )- .

Aus (5) und (7) folgt aber

und wenn wir noch a to = -
setzen, so findet sich

t/

(11) Z/(ft, ft)
1 2^

Hieraus folgt aber riach dem Satze . 147, 2., class ft, ft
eine Basis von ty ist.

Andererseits ist nach (6) auch eV, e c rf eine Basis von ^ ,

und folglich lassen sich die ganzen rationalen Zahlen j;, q, r, s

so bestimmen, class

(12)

und zugleich

(13) ps qr = 1.

Aus (12) folgt aber durch Division:

r -- s

d. h. ca ist mit ^ Equivalent.

Ersetzen wir nun qp durch die aquivalente Form
&amp;lt;p l5 so

besteht eine Gleichung wie (5):

&amp;lt;Pi^
= ^li,

worin q ungeandert geblieben ist. Folglich ist auch co l mit
77

Equivalent, und mithin sind ca und ct^ unter einander Equi
valent. Das ist aber die in unserem Satze 3. ausgesprochene

Behauptung, die also hiermit erwiesen ist.

Hiernach entspricht also jeder Idealclasse des Korpers &
eine Classe aquivalenter Zahlen ca und umgekehrt, und wir

konnen daher noch den Satz hinzufiigen:
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4. Die Anzahl der nicht aquivalenten Irrational
zahlen der Discriminante d ist gleich der Anzahl
der Formenclassen des Korpers SI l

).

. 168.

Composition der quadratischen Irrationalzahlen.

Wir haben im . 166 gesehen, dass zu jedem ganzen Func
tional (p im Korper &amp;lt; eine gewisse quadratische Irrationalzahl a
von der Discriminante z/ gefunden werden kann.

Wir miissen aber jetzt noch untersuchen, inwiefern diese

Zahl a durch den Korper & und durch das Functional (p be-

stinimt ist.

Nach . 166, (1) ist die Basis von 9?

(1) CCj
=

1?1 , 2
= rt

1)2 + 2,2

dadurch definirt, dass M die kleinste positive ganze rationale

Zahl ist, die durch (p theilbar ist, und a
2)2

ist dann durch

(2) N(&amp;lt;P)
=

l,lfl2,2*

bestimmt, also sincl die beiclen Zahlen aM , 2?2
durch 9 ein-

deutig bestimmt. Es fragt sich noch, inwiefern auch a
1)2

be

stimmt ist. Die Zahl aM ist aber nach dem Modul cp durch die

Congruenz aM -|- ao, 2
=

gegeben, und da a
1)2

auch eine

ganze rationale Zahl sein muss, so ist a
1}2

bis auf ein Vielfaches

von a
lfl

bestimmt. Dieses Yielfache von rtM bleibt aber in der

That willkiirlich, da, wenn cjj, 2 eine Basis von (p ist, dasselbe

fiir jedes ganze rationale k auch von 1? 2 -f- ko^ gilt.

Da nun 2 :
x
= CD die gesuchte quadratische Irrational

zahl ist, so erhalten wir den Satz:

l
) Nach der am Schlusse des . 128 des ersten Bandes gernachten Be-

merkung iiber die Gauss sche Theorie der quadratischen Formen stimmt

die Classenzahl der quadratischen Formen nach der Gauss schen Defini

tion nicht immer iiberein mit der Anzahl der Idealclassen des Korpers 42.

Urn die Uebereinstimmung herzustellen
,
muss man in manchen Fallen die

Idealclassen noch weiter in je zwei Classen theilen. Bei unserer Theorie

der Aequivalenz der Zahlen w, wo die eigentliche nicht von der uneigent-
lichen Aequivalenz unterschieden wird

,
ist diese weitere Eintheilung nicht

erforderlich. Vergl. Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie. 4. Auflage,
S. 578, 584.
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5. Zu jedem ganzen Functional des Korpers 1 gehort
eine und nur eine Reihe von quadratischen
Irrationalzahlen derDiscriminante z/, und die

Zahlen dieser Reihe unterscheiden sich um
beliebige ganze rationale Zahlen und sind

folglich unter einander aquivalent. Associirte

For men fiihren auf dieselbe Reihe.

Wenn qpj, qp 2 zwei ganze Functionale in 1 bedeuten, und

9i 92 93

gesetzt wird, so konnen wir zu jeder dieser drei Formen eine

quadratische Irrationalzahl o 1 ,
ca2 ,

G3 3 bestimmen
,
und C93 1st

durch 03
1 ,

C9 2 bis auf eine additive ganze rationale Zahl bestimmt.

Man nennt dann G5 3 aus c^ und 2 componirt oder zusammen-

gesetzt, und setzt in symbolischer Bezeichnung

(3) ! 2
== o?

3
.

1st fa Equivalent mit qp1: i/;2 mit qp2 ,
so ist nach . 152 auch

fa fa = fa mit 9 3 aquivalent.

Wenn nun %, ^ 2 , ^ 3 die durch den Satz 5. zu den Forinen

fa, fa, fa gehorigen Irrationalzahlen sind, so bilden nach 3.,

. 167 die Zahlen %, (%; ^2 ,
ca2 ; ^ 3 ,

o? 3 drei Paare aquivalenter

Zahlen und wir konnen daher folgenden Satz aussprechen:

6. Ersetzt man in einer Composition von quadra
tischen Irrationalzahlen jedes Element durch
eine aquivalente Zahl, so geht auch die com-

ponirte Zahl in eine aquivalente iiber.

Dadurch sind die Classen der quadratischen Irrationalzahlen

einer Discriminante z/ zu einer mit der Gruppe der Idealclassen

isomorphen AbeTschen Gruppe verbunden.

Um die aus zwei gegebenen Zahlen componirte Zahl wirk-

lich zu finden, hat man so zu verfahren.

Wir wollen die nach (1) gebildeten Basen der Formen

*Pn 92i 93 so bezeichnen:

9l) 1 1,1 2
= ft

l,2 + 2,2

92J Pi 2&amp;gt;1,1 ft ==
^1,2 + ^2,2 &

9;0 Vi = c
i,i ^2 = Ci, 2 + ^2,2@,

so dass

_ 2 _ /3 2 ^2,,--, 0)2

==^,
3
c_-
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wird. Es ist daim Ci,i
die kleinste positive ganze rationale Zahl,

die durch ^ cp.2
theilbar ist, und diese muss jedenfalls ein Theiler

von fli,i&i,i sein. Hat man

i,i &i,i
= k

Ci,!,

wo k eine positive ganze rationale Zahl ist, so ist, well

Na (q&amp;gt;i)
Na (&amp;lt;pt)

= Na (&amp;lt;ps)
sein muss,

K
CL&amp;lt;2. 2 #2.2 ==

&&amp;gt;,
2

Die letzte Zahl c
lj2

ist dann aus der Congruenz

(4) Ci, 2 + &quot;2,2

^0 (mod y l g&amp;gt;2 )

zu bestimmen.

Wenn es nur darauf ankommt, einen Reprasentanten der

zusammengesetzten Classe zu fmden, so verfahrt man am einfach-

sten so.

Ist cp 1 beliebig angenommen, so kann man (nach . 152, 6.) &amp;lt;jp2

in seiner Classe so wahlen, dass es relativ prim zu a
1?1

wird.

Dann ist auch ^ relativ prim zu
cp.2

und &M relativ prim zu a^i.

Denn haben ai,i und &L1 einen grossten gemeinschaftlichen

Theiler fZ, so ist dieser auch relativ prim zu
qp.2 ,

und also ist

6M : d durch qp 2 theilbar; dies aber widerspricht ,
wenn d &amp;gt; 1

ist, der Definition von b^. Ebenso folgt auch umgekehrt, dass,

wenn aM und b^ relativ prim sind, &amp;lt;p.2
zu a^i relativ prim ist.

Denn wenn keiner der rationalen Primfactoren von b^ in M
aufgeht, so kann auch keiner der in

cp.2 aufgehenden Prim

factoren in rtM aufgehen.

In diesem Falle ist nun:

(5) i,i 61,1
=

Ci,i, C/2.2^2.2 = C2 . 2 .

Die Congruenz (4) wird dann

(6) eM + 2,2 ^2,2 = (mod ^ qp 2 ),

und da

i,2 + 2,2
^ (mod (jpj), &i, 2 -)- #2,2 ^ (mod qp2)

ist, so zerfallt (6) in die beiden Congruenzen:

Ci, 2 ^ &2,2i,2 (mod ^j)

^ 2,2^i,2 (mod &amp;lt;jp 2 )-

Diese Congruenzen sind aber nach . 138, 13. gleichwerthig mit

den gewohnlichen Zahlencongruenzen

(7) c
1|2
= & 2,2i,2 (mod f(!,i)

^ 2,2^i,2 (mod &!,!),

wodurch Ci, 2 nach dem Modul cia bestimmt ist.
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Es bleibt nur noch iibrig, zu zeigen, wie man
&amp;lt;p2

der hier

gestellten Forderung gemass bestimmen kann. Da zwei Formen,
die sich nur durch einen Zahlenfactor von einander unter-

scheiden, aquivalent sind, so ist
&amp;lt;p

2 aquivalent mit

C2 ft -f 2 2 ),

[. 166, (10)] und nehmen wir diese Form fur qp2 ,
so ist &M = c2 .

Die Zahl co2 kann man aber unter den mit ihr aquivalenten
immer so wahlen, dass c2 zu

i,i
relativ prim wird, und dann ist

auch M zu qp2 relativ prim.

Ersetzt man namlich o.2 durch

r w2 s

so geht c2 nach Bd. I, . 122, (13) in

c2 = a2 r
2
-f- 62 r s -f- c2 s 2

iiber, und nun kann man iiber die ganzen rationalen Zahlen r, s

so verfiigen, dass sie unter einander theilerfremd sind und dass

2 durch irgend welche gegebene Primzahlen nicht theilbar ist.

Denn ist n eine solche Primzahl, so nehme man, wenn n in

a2 und c2 ,
also nicht in b 2 aufgeht, r und s durch n untheilbar,

wenn n in a2 nicht aufgeht, s durch n theilbar und r durch n

untheilbar, und wenn n in c2 nicht aufgeht, r durch n theilbar,

s durch n untheilbar. (Sind c? 2 und c2 beide nicht durch n

theilbar, so hat man zwischen den beiden letzteren Annahmen
die Wahl.) Diese Forderungen sind fur verschiedene beliebig

gegebene Primzahlen n mit einander vertraglich, und dann lasst

sich
j), q aus der Bedingung ps qr = + 1 bestimmen.

Diese Glesetze der Composition der quadratischen Irrational-

zahlen haben wir hier nur unter der Voraussetzung abgeleitet,

dass die Discriminante zugleich die Grundzahl eines quadra
tischen Korpers ist, d. h. dass A Stammdiscriminante ist. Die-

selben Gesetze gelten aber auch, mit geringen Modificationen,

allgemein !).

l

) Gauss, Disquisitiones arithm., Art. 234 ff. Dirichlet-Dedekiii d.

Zahlentheorie. 4. Auflage, . 187.
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Kreistheilungskorper.

. 169.

Zerlegung der Primzahl q in Primfactoren im

Kreistheilungskorper Q
q
*.

Wir machen eine zweite Anwendung der allgemeinen Theorie
der algebraischen Zahlen auf die Kreistheilungskorper, und
gewinnen dadurch das Mittel, die Theorie der Abel schen Zahl-

korper liberhaupt zu einem schonen Abschlusse zu bringen.
Die Betrachtungen ,

die wir zunachst anzustellen haben,
lassen sich mit kleinen Modificationen auf jeden vollen Kreis

theilungskorper (. 18) anwenden. Der Einfachheit halber be-
schranken wir uns hier aber auf den Fall, class der Grad der
Einheitswurzel eine Primzahlpotenz ist, der fiir die beabsichtigte

Anwendung ausreicht.

Es sei q eine natiirliche Primzahl (mit Einschluss von 2) und

(1) m = rf-

eine Potenz von q, deren positiver Exponent x fiir q = 2 grosser
als 1 vorausgesetzt wird.

Es sei ferner r eine primitive m ie Einheitswurzel und &m der
voile Kreistheilungskorper fiir den Exponenten m, dessen Grad

ist (Bd. I, . 134).

Wir bezeichnen durchweg mit n die a Zahlen eines vollen

Restsystems fiir den Modul m mit Ausschluss der durch q theil-

baren Zahlen, und es sind dann die
(

tt Zahlen rn die Wurzeln
der irreduciblen Gleichung ji

ten
Grades/^) 0, worm

(3) f( }

X m
l _ *-l

(a
_

1}
.

9
*-l

(
_

2)
\ ) J \ ) H l

**^
j~~

^/
j

-t 1
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zu setzen ist, r ist daher eine ganze Zahl in lm ,
und ihre

Norm ist -|- 1
; folglich ist r eine Einheit.

&m ist ein Normalkorper, der durch die
t
u Substitutionen

s lt
=

(r, rn)

in sich selber iibergeht.

Diese ft Substitutionen sn bilden eine Abel sche Gruppe 91,

welche die Galois sche Gruppe des Korpers &m ist. Sie ist

isomorph mit der gleichfalls durch 91 zu bezeichnenden Gruppe
der nach dem Modul m genommenen Zahlclassen n (. 16).

Die Function / (x) lasst sich in die ^ Factoren x rn zer-

legen, und wir setzen daher

Setzen wir darin x = I
,
und beachten, dass [nach (3)]

/(I) = q ist, so folgt

(5) q = fl (1 r).

Die Zahlen

(6) on = 1 -- rn
,

= I r

sind aber ganze Zahlen des Korpers ^m ,
und die Formel (5)

zeigt zunachst, dass q im Korper &m in
k
a Factoren &amp;lt;5n

zerlegbar ist,

Wir beweisen zunachst, dass die ^ Zahlen On mit einander

associirt sind. Bedeuten n,n zwei durch q nicht theilbare Zahlen,

so konnen wir eine natiirliche Zahl a so bestimmen, dass

n = an (mod m)
wird. Dann ist aber

{% &quot;I r w*ci YI

eine ganze Zahl, also &amp;lt;5n &amp;gt; durch on theilbar. Da hierin n mit n

vertauscht werden kann, so ist auch 6n durch &amp;lt;5n &amp;gt; theilbar, also

sind beide Zahlen associirt (. 138). Wenn daher s eine Einheit

bedeutet, so ist nach (5):

Es ist also die natiirliche Primzahl q associirt mit der ft
tea

Potenz einer ganzen Zahl 6 im Korper Slm . Diese Zahl 6 ist

aber auch im Korper Slm noch Primzahl, und zwar vom ersten

Grade. Denn hat 6 irgend einen Theiler tf
,

so muss die Norm
von ein Theiler der Norm von sein, also, wenn 6 keine
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Einheit ist, so ist N(o )
=

q. Folglich ist die Norm von 6 :

gleich 1. d. h. 6 : &amp;lt;5

f

ist eine Einheit und (5 mit 6 associirt. AVir

haben also den ersten Satz:

I. Die natiirliche Primzahl q ist in dem vollen

Kreistheilungskorper &m mit der
k
u ten Potenz

eines Primfactors ersten Grades associirt.

Wenn wir mit m^ einen Theiler von m bezeichnen, kleiner

als m und grosser als 1, und

(8) m = nil in?

setzen, so dass m und m2 selbst Potenzen von q sind, so ergiebt

sich die Zerlegung:

x h i
__ ^ i) ^ r i 2 _ij (xr

zm *
1) ...

(x)&amp;lt;

mi~v m *
1),

und wenn wir darin x = r setzen. nach (6):

(9) f l 1 = ( I)
&quot;

1 11 &amp;lt;yi-rm 8 ,

OjJH! 1

und daraus, da ft immer gerade ist,

(10) N
(r&quot;i 1)

= q mi
.

Hiernach lasst sich leicht die Discriminante 4 der Glei-

chung (3) bilden, die nach Bd. I, . 47 den Ausdruck hat:

u(u-l)

Es ist namlich nach (3):

also, da die Norm von r gleich 1 ist:

tn &quot;

Wr) = ^i
2 2

und folglich (da ft immer gerade ist):

u

(11) z/ = ( \)~- q^~
l
^(3-D-i].

Die Discriminante J ist also, vom Vorzeichen abgesehen,

eine Potenz von q.
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170.

Minimalbasis des Korpers &m .

Die Satze, die im vorigen Paragraphen bewiesen sind, flihren
uns zu dem folgenden Theorem:

II. Die Zahlen

(1) 1, r, r*, . . ., r.&quot;-
1

bilden eine Basis des Systemes o der ganzen
Zahlen in iim .

Urn dies zu zeigen, geniigt nach . 145 der Nachweis, dass
die ganze Zahl in Rm

(2) o = XQ + x^r -f x^ r*
-\ 1- a^f*-*

worin x
, x, . .

., ^itt
_ 1 ganze rationale Zahlen sind, liur dann

durch eine rationale Primzahl p theilbar sein kann, wenn die

Zahlen #
, x^ . . ., x^u_ l alle durch p theilbar sind.

Nehmen wir also an, es sei a durch p theilbar; dann sind

auch alle Zahlen w ,
die aus K&amp;gt; durch eine der ^ Substitutionen

(r, rn
) entstehen, durch p theilbar, und wir erhalten also aus

(2) ein System von a Gleichungen, die in Bezug auf die x{

linear sind:

(3) on = XQ -f ^ rn -f- ^2 r- n + -f- x
fl
_ 1 rC-D.

Die Determinante dieses Systemes, d. h. die aus den ^ Reihen

1, rw
,
r2

&quot;,

. . ., yC-i)n

gebildete Determinante ist aber nach Bd. I, .46 gleich der

Quadratwurzel &quot;l/z/, und wenn wir also das System der Glei

chungen (3) auflosen, so folgt, dass die sammtlichen rationalen
Zahlen 4 #,- durch p theilbar sein miissen.

Ist nun p nicht g, so ist 4 nicht durch p theilbar, und
sammtliche xt miissen durch p theilbar sein.

Ist aber p = q, so setzen wir

/(O = x, + x, t + x2 1* H h ^-i ^
a~ 1

,

so dass co n =f(rn
) wird, und setzen darin r=l 6 [. 169, (6)].

Dann ist nach der Taylor schen Entwickelung :

(4) * =/(! -- tf
) =/(lJ - &amp;lt;,/ (!) +

-^/&quot;(l)
-

(,*!)
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und hierin sind die Coefficienten

/ CD: / (1), \f&quot; V):

&quot;

ganze rationale Zahlen, namlich

1 ( i)

77(ft-l)

1 &amp;lt;

c

;-2&amp;gt;

/(I) rrr

Da nun w durch q und folglich durch tf&quot; theilbar ist, so

muss /(I) nach (4) durch q theilbar sein. Da aber ^ &amp;gt; 1 und

folglich g : 6 noch durch tf theilbar ist, so folgt, dass auch

durch (5. folglich / (I) durch q theilbar ist, und wenn man so

welter schliesst, ergiebt sich, dass die sammtlichen rationalen

Zahlen (5) durch q theilbar sind, und folglich sind auch die

#u -i, a?u 2, 5?o durch g theilbar. Damit ist der Satz II. voll-

standig bewiesen.

Anstatt der Reihe (1) kann man auch eine beliebige Reihe von

ft auf einander folgenden Potenzen von r als Basis von o nehmen :

(6) ra
,
ra + \ ^ + 2

,
. . ., rrt + &quot;- 1

,

die sich ergiebt, wenn man alle Glieder der Reihe (1) mit r tl

multiplicirt.

Die Richtigkeit dieser Bemerkung ergiebt sich daraus, dass

die r a
ganze Zahlen sind, und dass also a und r&quot; co stets gleich-

zeitig ganze oder gebrochene Zahlen sind.

Beispielsweise bilden die Zahlen

(7) r-Vj+i
j
r-^M+2 . .

B|
r-i

? 1? r? r2j . . M ry

eine Basis von o.

Damit ist auch die Grundzahl 4 des Korpers Slm bestimmt.

Sie ist nach der allgenieinen Definition (. 145) gleich der Dis-

cirminante
4 (1, r, rz, . . ., r&quot;-

1

),

d. h. gleich der in . 169 bestimmten Discriminante der Kreis-

theilungsgleichung.
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171-

Die Primideale im Korper Slm .

Wir haben im . 164 gesehen, dass die natiirliche Primzahl q
die ft

te Potenz einer Primzahl &amp;lt;5 im Korper lm ist.

Um alle Primideale, die im Korper &m existiren, zu er-

mitteln, sind also noch sammtliche von q verschiedene natiirliche

Primzahlen p in Primfactoren zu zeiiegen, und es sind darunter

die nicht associirten auszusuchen.

Die Grundlage fiir diese Untersuchung bilden die Satze des

. 162, wenn der dort mit E bezeichnete Korper durch den

Korper der rationalen Zahlen ersetzt wird.

Jede Zahl w des Korpers &m geht durch eine der ^ Sub-

stitutionen

sn = (r, r)

in eine bestimmte andere Zahl con iiber, die gleichfalls in &m
enthalten ist. 1st

(1) a = !
= a + j r + a2 r

2
-| 1- a^^-\

so ist

(2) on = a + ai rn + a2 r
2 &quot;

-| 1- au_i rO*- 1
)&quot;.

Wenn eine dieser Zahlen con eine ganze Zahl ist, wie wir

jetzt annehmen wollen, so sind es auch alle anderen, und dies

tritt immer dann und nur dann ein, wenn die rationalen Zahlen

a
,
a1? . . ., au i ganz sind.

Sind \ ~k irgend zwei Exponenten, so ist

rh _ rh = rn (fk-k
_

i^

und dies ist nach . 169, (9) mit einer Potenz von (5 associirt,

also, wenn p ein in p aufgehendes Primideal bedeutet, durch p

nicht theilbar, ausser wenn h = ~k (mod m) ist. Daraus ergiebt

sich, dass zwei Zahlen / o&amp;gt;
fe ,

nur dann nach dem Modul p con

gruent sein konnen, wenn li ^ k (mod m) ist, und dass also die

Gruppe X des . 162, die der Bedingung

o
1 1
= to (mod p)

geniigt, nur die identische Substitution enthalt. Daraus folgt

aber, dass 0=1, d. h. dass p nicht durch das Quadrat
eines Primideales theilbar ist.
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Bilden wir aus (2) die p
ie Potenz von eo, und beachten den

Fermat schen Lehrsatz fiir rationale Zahlen [oj
= a (mod p)],

so ergiebt sich

a* = a Q -f ! TP + 2 r2^ + h u-i i-
*- 1** (mod ^),

oder nach (2)

(3)
OP = op (mod p).

Dadurch ist die Gruppe *F bestimmt. zu cler das Ideal p

gehort. Es ist namlich nach (3) auch

CQP = p (mod p).

daher ist ^ = (&amp;gt;*,**)
un(i die Gruppe ^F besteht nach . 162, (13)

aus den Potenzen dieser Substitution, soweit sie von einander

verschieden sind.

Ist daher / cler kleinste positive Exponent, fiir den

(4) pf = 1 (mod m)

ist, d. h. gehort p zu dem Exponenten / fiir den Modul m, so ist

(5) V = (r, r), (r, i*), (r, r^) :
. . . (/ ,

r^&quot;
1

)

und ist voni /ten Grade. Demnach ist auch p ein Primideal

/ten Grades und

(6) -tfQ&amp;gt;)=l*

Die Auzahl & der von einander verschieclenen conjugirten

Primfactoren von / ist ^ : /, und wir haben also den Satz :

III. Ist p eine von q verschiedene Primzahl, die fiir

den Modul m zum Exponenten / gehort, ist

ferner p = (p (m) = ef, so z erfall t p in lm in e

von einander verschiedene conjugirte Prim
factoren /

ten Grades.

. 172.

Die conjugirten Primideale.

Wir miissen noch etwas genauer auf die Bildung der con

jugirten Primfactoren pn einer von q verschiedenen Primzahl p

eingehen, die nach dem zuletzt bewiesenen Satze in &m in e von

einander verschiedene Primfactoren zerfallt, wenn

(1) ^ (m) == ef

, ist, und / der kleinste positive Exponent, fiir den

(2) p f ^ 1 (mod m).
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Die Gruppe W ist isomorph mit einer in 91 (g. 169) ent-

haltenen Gruppe nach dem Modul m genommener ganzer
rationaler Zahlen, die wir mit 51 bezeichnen, die aus alien, einer

Congruenz

(3) a = pu
(mod m)

geniigenden Zahlen a besteht, und die wir daher symbolisch durch

(4) 51 EEEE jp* (mod ni)

darstellen konnen, wenn h einen beliebigen ganzzahligen Expo-
nenten bedeutet (vergl. . 18).

Wir konnen also, wenn wir die Zahlen |n ,,
. . ., e aus 91

passend auswahlen:

(5) 5tt = li + 9t|, + SH-----|-9l$
setzen, und jeder dieser Nebengruppen entspricht eines der con-

jugirten Functionale p--1? ps2 ,
. . ., p;g ,

die alle von einander ver-

schieden sind und deren Product mit p associirt ist.

Wir setzen also

(6) P = K l \&amp;gt;$t

. Pv
Um aber das Zahlensystem

W S.,1,, ...,!.,

auf das es hauptsachlich ankommt, genauer zu charakterisiren,

bemerken wir, dass wir dazu jedes System von e Zahlen der

Gruppe W nehmen konnen, wenn nur kerne zwei unter ihnen,

|, I ,
eine Congruenz

erfullen.

Um ein solches Zahlensystem zu finclen, ist es gut, den Fall

eines ungeraden m von dem anderen zu trennen, in dem m eine

Potenz von 2 ist.

1. Ist zunachst m = q* ungerade, so nehmen wir eine

primitive Wurzel g von m (. 14) und setzen

(8) p == CJY (mod m).

Denn / ist [nach (1), (2)] die kleinste positive Zahl, die der

Bedingung

yf EEEE (mod ft)

geniigt, und folglich ist e der grosste gemeinschaftliche Theiler

von ^ und y, und irgend eine Zahl n ~ g
- ist nur dann mit



. 172. Die conjugirten Primideale. 625

einer Potenz von p congruent, wenn A durch e theilbar 1st. Denn

nur dann kann die Congruenz

A = yx (mod ft)

befriedigt werden. Setzen wir

y = e v,

so ist v relativ prim zu /. Daraus folgt, dass die Reihe der Zahlen

(9) 1, g, &amp;lt;/

2
,

. . ., p
- 1

fiir die genommen werden kann. Denn sind \ h zwei verschiedene

Zahlen der Reihe 0, 1. 2, . . ., e 1, so ist h h niemals durch e

theilbar, und folglich

J J-i = g
h ~ h

niemals mit einer Potenz von p congruent.

Wir wollen ferner noch die beiden Falle unterscheiden, dass

p 1 durch q theilbar ist oder nicbt.

a) Ist p = 1 (mod q), so ist y
= (mod q 1), und folg

lich e theilbar durch q
-- 1. Wir konnen daher

e =
&amp;lt;p(g

x
O = g*!-

1 ^ 1)

setzen, worm &amp;lt;C x x &amp;lt;^

x ist.

Wenn Xj.
= x, also e = 9 (w), /= 1, und daher &amp;gt; 1

durch m theilbar ist, so durchlauft | die ganze Gruppe 9t, und

alle Primfunctionale pn sind von einander verschieden.

Ist Xj_ &amp;lt; x, so ist v durch g nicht theilbar, weil sonst e nicht

der grosste gemeinschaftliche Theiler von
t
u und y ware, und

p 1 = ^^(2
x
i) _- i (mod m)

ist durch #*i theilbar. aber durch keine hohere Potenz von
r/.

Setzen wir also q^ = m L und

(10) m = w^wi,,

so ist m x der grosste gemeinschaftliche Theiler von p 1

und ni. Die Primzahl p zerfallt im Korper lm in
&amp;lt;p (m^ ver

schiedene Primfactoren. In ebenso viele Primfactoren zerfallt

aber p auch im Korper nil ,
der ein Theiler des Korpers 5im

ist und aus alien rationalen Functionen der m^ Einheitswurzel

TI = r 2 besteht. Daraus folgt, dass die Primfactoren von p in &
nil

auch im Korper &m nicht weiter zerlegbar sind. und dass wir

daher die Primfactoren p in &,u als Functional des Korpers

&mi darstellen konnen.

Es durchlauft | ein voiles System durch q nicht theilbarer

Reste nach dem Modul m^ und die fe sind Ideale in &
Hll

.

Weber, Algebra. II. 40
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b) 1st umgekehrt y durch q 1 theilbar, so folgt aus (8),

dass p 1 durch q theilbar 1st. Nehmen wir also p 1 nicht

durch q theilbar an, so ist auch e nicht durch q 1 theilbar,

und | durchlauft die Reihe der Zahlen (9).

Bilden wir die Summe dieser Zahlen
,
so folgt:

. ((/
--

1) J.|
= ^ -;i (mod w),

und diese Zahl ist durch q theilbar oder nicht theilbar, je nach-

dem e durch q 1 theilbar oder nicht theilbar ist. Da ausser-

dem g 1 nicht durch q theilbar ist, so ist | durch q theilbar

oder nicht theilbar, je nachdem p 1 durch q theilbar oder

nicht theilbar ist.

2. Wir wenden uns zu dem Falle, dass m = 1* eine Potenz

von 2 ist, und hier haben wir wieder zu unterscheiden, ob p 1

durch 4 oder nur durch 2 theilbar ist.

a) Ist p 1 durch 4 theilbar, so ist (. 15):

p = 5/* (mod m),

und / ist die kleinste positive Zahl, die der Bedingung

ftf= [mod |&amp;lt;?O)]

geniigt. Ist /= 1, also /3
durch \ cp (m) = 2*~ 2

theilbar, so

ist e = cp (m), und | durchlauft die ganze Gruppe 91, d. h. alle

ungeraden Zahlen zwischen und m. Dies ist der Fall, wo

p 1 durch m theilbar ist.

Ist 2 x
i 2 die hochste Potenz von 2, die in

/3 aufgeht, und

2 ^ jq &amp;lt;C s, so ist, wenn wir m x
= 2*i und m = m^m^ setzen,

und es ist, wenn s eine ungerade Zahl ist,

p 1 = 5 sl/2 ^oi) _ i . . . (mod m).

Nach .15 ist 5
1
/2 &amp;lt;

/
) (m i) 1 durch wx ,

aber durch keine

hohere Potenz von 2 theilbar. Da man ausserdem nach den-

selben Satzen

hat, so folgt, dass mj der grosste gemeinschaftliche Theiler von

p 1 und m ist.

Wenn wir also, wie oben, den Korper Qmi zuziehen, so er-

giebt sich, dass, wenn m^ ^&amp;gt;

4 der grosste gemeinschaftliche

Theiler von p 1 und m ist, ein voiles System ungerader
Reste von m durchlauft, und dass p^ zugleich die Primfactoren

von p im Korper lmi sind.
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b) 1st p 1 nicht clurch 4 theilbar, also

(11) p = 5.* (mod -w),

so ist / die kleinste positive Zahl, die den Congruenzen

/ = (mod 2), 2 / EEE [mod &amp;lt;p (m)]

geniigt, und folglich ist e der grosste gemeinschaftliche Theiler

von cp (m) und 2 ft ,
oder

,
wenn 2 /3 durch cp (m) theilbar ist,

gleich y (in). (Eine Ausnahme bildet hier der Fall m = 4, in

dem e = 1 ist. Diesen Fall, der ja schon in friiheren Abschnitten

vollstandig erledigt ist, lassen wir daber jetzt bei Seite.)

Es ergiebt sicli dann aus (11), dass eine Zalil von der Form 5*

nur dann einer Potenz von p congruent sein kann, wenn A ein

Vielfaches von 2 /3,
also ein Vielfaches von e ist.

Hier kann nun in jeder der Nebengruppen
s

}(| eine Zahl

gefunden werden, die = 1 (mod 4) ist, da p = 1 (mod 4)

eine Zahl in 9( ist, und wir erhalten demnach ein vollstancliges

System der | in der Form:

1, 5, 52, . .
., 5i,

und darin ist e hochstens = \ cp (m) = 2*~ 2
.

Wir fassen das Bewiesene im folgenden Theorem zusammen :

III. Zerlegt man die von q verschiedene Primzahl p
im Korper &m in ihre Primfactoren:

Jp = P,-,Pia Pse ,

so kann man, wenn p 1 durch #, oder im Falle

eines geraden m durch 4 theilbar ist, die ein

voiles System clurch q nicht theilbarer Reste
nach dem Modul m-^ durchlaufen lassen, und
die pt als Primfunctionale im Korper & mi an-

nehmen, wenn m^ der grosste gemeinschaftliche
Theiler von p 1 und m ist.

Ist aber p 1 nicht durch q oder fur ein

gerades m nicht durch 4 theilbar, und bedeutet g
im ersten Falle eine Primitivwurzel von m, im
zweiten Falle die Zahl 5, so durchlauft die

Reihe der Zahlen

1, 9, 9-, ., &amp;lt;f~\

und e ist bei einein ungeraden m nicht durch

q 1 theilbar, und bei geradem m mindestens
= 2 und hochstens = \ y (m). Ausgeschlossen ist

hierbei der Fall m = 4.

40*



628 Einundzwanzigster Abschnitt. . 173.

. 173.

Darstellung der Primfactoren von p.

Zur Darstellung der Primfunctionale cles Korpers &m konnen

wir ein Verfahren anwenden, was wir im . 157 kennen gelernt

haben, welches sich hier in Folge des Umstandes, dass

1 v r 2 ru l
I, /,/,...,/

eine Basis von o ist, wesentlich vereinfacht.

Die natiirliche Primzahl q ist, wie wir schon gesehen haben,

die mte Potenz einer iin Kbrper lm existirenden Primzahl 6; mit

dieser brauchen wir uns nicht weiter zu beschaftigen ,
und be-

trachten daher hier nur die von q verschiedenen Primzahlen p.

Es sei
f)

ein Primfactor von p, und 91 habe dieselbe Bedeutung
wie oben. Wenn p zum Exponenten / gehort und

ef= &amp;lt;p(m)
= u

ist, so besteht die Gruppe 51 aus den Zahlen

1, p, p*, . .
., pf~\

Wenn nun n

das Polynom von t vom Grade ^ bedeutet, dessen Wurzeln die

ft Grossen rn sind, so konnen wir dies so in Factoren zerlegen,

dass jeder Factor einer der Nebengruppen von 51 entspricht.

Setzen wir namlich

(1) Fl (t)
= H(t-rP

h
l

o,/-i

und allgemein fiir jedes durch q nicht theilbare n

h

(2) Fn (t)
=

(t r&quot;*

h

),

o,/-i

so ist Fn (t)
mit Fn

&amp;gt;(t)
identisch, wenn n und n r

in dieselbe

Nebengruppe 51 & gehoren. Wenn wir also mit | l5 |2 ,
. . ., g e das

im . 172, (5) angewandte Zahlensystem verstehen, so ist

(3) /(0 = *UO *&(*) ---FUO-

Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatze:

(t rph)
p =

(t
p

r
ph +

) (mod p),
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und wenn wir dies auf jeden Factor von Fn (t) anwenden. und

Ipeachten, dass ph+l nach dem Modul m dieselbe Zahlenreihe

durchlauft, wie p
/l

,
so folgt:

[Fn (t)]p
= Fn (t*) (modi)),

und diese Congruenz gilt dann natiirlich auch fiir den Modul p.

Dies ist aber das Kennzeichen dafiir, dass Fn (t) mit einem

Polynom Pn (t) mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten nach

dem Modul p congruent ist (. 150, 4.), also

(4) Fn (t)
= Pn (t) (modp).

Setzen wir dies in (3) ein, so ergiebt sich zunachst eine

Congruenz nach dem Modul p, die aber, da es eine Congruenz
zwischen rationalen Functionen ist, auch fiir den Modul p
bestehen muss, also

(5) f (t)
= P^ (t) p|2 (t) ... P,

e (t) (mod i&amp;gt;).

Nach der Definition (1), (4) ist

(6) Pl (r) = (mod p),

und die sammtlichen Wurzeln dieser Congruenz sind

(7) r, r*, . . ., r*
f~\

Ebenso hat die Congruenz

Pn (t)
= (mod p)

die Wurzeln

rn
,
r n

*, . . ., r n**~\

und diese Wurzeln sind, wenn man n das System der Zahlen

Ii5 25 le durchlaufen lasst, alle incongruent nach dem

Modul p.

Macht man in der Congruenz

F! (t) = P! (0 (mod p)

die Substitution (r, rn) ,
so geht 1\ (t) in Fn (t) , p in das con-

jugirte Ideal pn iiber
,
und P1 (t) bleibt als rationale Form un-

geandert. Wir haben also

(8) Fn (0 = Pi(0 (niodp n),

und wenn wir hierin t = r setzen, so folgt:

(9) Fn (r)
=

Pj(r) (mod p n),

Fn (r) ist aber, wenn n nicht in 51 enthalten ist, relativ prim

zu
_p,

also nicht durch pn theilbar.

Es ist also Pl (r) nach (9) durch pj ,
aber durch keinen der
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mit pj conjugirten Primfactoren theilbar, und es folgt, da p nicht

durch p
2 theilbar 1st:

1. Der Primfactor p x ist der grosste gemeinschaft-
liche Theiler von p und Pl (r); in gleicher Weise

ergiebt sich, dass pw der grosste gemeinschaft-
liche Theiler von p und Pl (r

n
) ist, oder auch der

grosste gemeinschaftliche Theiler von p und
PW (r), wenn nn = I (mod m) ist.

Das letztere ergiebt sich aus der aus (4) durch die Sub
stitution (r, rn ) folgenden Congruenz

Fi(t)
= Pn (t) (mod M.

Man erhalt also die sammtlichen Primfactoren von p, wenn
man die grossten gemeinschaftlichen Theiler von p mit jeder
der rationalen Functionen

(10) P^r),^), ..., Ple (r)

aufsucht, und zwar ist
p^.

der grosste gemeinschaftliche Theiler

von p und P t i.

Wir wollen den Fall noch etwas naher betrachten, wo / = 1

ist, also

(11) p = 1 (mod m).

In diesem Falle ist e = (p (w); die Gruppe 21 reducirt sich

auf die Einheit, und die sammtlichen ^ conjugirten Factoren p
von p sind von einander verschieden. Die Formen

P
{l (0,^), ...,Pse (0

werden alle linear, d. h. r ist einer rationalen Zahl nach jedem
der Moduln pz

-

congruent.
Dies ergiebt sich auch daraus, dass hier die Anzahl der

nach dem Modul p incongruenten Zahlen gleich N($) = p ist, und
class also 0, 1, 2, . . .,_p 1 ein voiles Restsystem ist.

Ist hiernach etwa r = c (mod p), so muss, da rm = 1 ist,

cm = 1 (mod p) also auch (mod p) sein, und wenn also g eine

primitive Wurzel der Primzahl p ist, so muss

n P i

(12) c = g
m

(mod p)

sein, worin n relativ prim zu m ist. Lassen wir p das System
cler conjugirten Ideale durchlaufen

,
so muss n in (12) die

Gruppe 9 durchlaufen, und es ist also nur Sache der Bezeich-

nung, wenn wir festsetzen :

P-I
(13) r = g

m
(mod p).



. 173. Primideale in &m . 631

Machen wir darin die Substitution (r, r&quot;),
so wird

PI
(14) r* = g

m
(mod p n ),

oder wenn wir n durch die Congruenz

(15) nn = 1 (mod ni)

definiren :

p _ l

(16) r =
(/&quot;

&quot;&quot;&quot;

(mod pn).

Es ist also in diesem Falle, ubereinstinimend mit der all-

gemeinen Regel, pn der grosste gemeinschaftliche Theiler von

( n p ~ 1
\

p und \r y f /.

Durch diese Bestimmung sind die einzelnen Primformen p,,

genau charakterisirt. \Vir erhalten also den Satz :

2. Eine Primzahl /), die nach clem Modul m mit 1

congruent ist, zerfallt im Korper Qm in
&amp;lt;p(w)

von

einander verschiedene Primfactoren p n vom
ersten Grade, die man als grosste gemeinschaft
liche Theiler von p mit den verschiedenen

Zahlen r g
m

erhalt, wenn g eine primitive
Wurzel von p ist und n durch die Congruenz
n n = 1 (mod m) bestimmt ist.

Nach . 141 konnen wir jede ganze oder gebrochene Zahl a
und jedes Functional des Korpers lm in der Weise in Prim

factoren zerlegen, dass Zahler und Nenner keinen gemeinschaft-
lichen Primfactor enthalten, und diese Zeiiegung ist, von

Einheitsfactoren abgesehen, vollig bestimmt, so dass, wenn p em
Primideal ist, ein ganz bestimmter positiver oder negativer

Exponent k existirt, so dass das Functional co p~
fc den Prim-

factor k weder im Zahler noch im Nenner enthalt. Wir sagen
dann der Kiirze halber, es sei p

fc die in co enthaltene Potenz
von p.

1st k = 0, so sagen wir, p ist in co nicht enthalten.

Zwei Zahlen (oder auch Functionale) 09, co eines Korpers, in

denen ein und dasselbe Primfunctional p enthalten ist, wollen

wir theilerverwandt oder kurz verwandt nennen; wenn

dagegen kein Primfunctional zugleich in co und in co enthalten

ist, so heissen co und co theilerfremd oder fremd. Besonders

niitzlich wird uns dieser Ausdruck in der Folge sein, wenn an
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Stelle von co die natiirliche Primzahl p tritt, die durch p theil-

bar ist, und wir reden danach von den mit einer Zahl co

verwandten oder zu ihr fremden Primzahlen.
Eine Zahl co, die gar keine verwandten Primzahlen

hat, ist eine Einheit.

Im Korper Slm (wie uberhaupt in jedem Normalkorper) sind

alle conjugirten Zahlen con mit denselben Primzahlen verwandt.

. 174.

Das Kummer sche Theorem.

Wir haben schon in der Kreistheilungstheorie (Bd. I, . 169)

gewisse Zerlegungen der natiirlichen Primzahlen in Factoren, die

aus Einheitswurzeln zusammengesetzt waren, kennen gelernt,

und es ist nun von Wichtigkeit, zu untersuchen, wie sich diese

Factoren zu den Primfactoren im Korper lm verhalten.

Wir betrachten eine Primzahl p, die zum Exponenten 1

gehort, so dass also m ein Theiler von p 1 ist, und setzen

p 1 = m m .

Aus den p ien Einheitswurzeln Q lassen sich nach Bd. I, . 167

Perioden von je m Gliedern bilden, die, wenn g eine primitive

Wurzel von p (nicht, wie oben, von m) ist, den Ausdruck haben:

r,
= 9 +^ &quot;

&amp;gt;&quot; + ... + ,&amp;lt;--
&amp;gt;

,, = 9 , +p9
-

+0** + ... + p&amp;lt;&quot;

Bezeichnen wir, wie im . 169 des ersten Bandes, mit s eine

primitive (p l)
te

Einheitswurzel, so dass

(2) sm = r,

wie bisher, eine primitive m te Einheitswurzel ist, so sind die

Resolventen

3) (V, g) = Q + S*QO + * 2V* H-----h t (p-^ Q
gP ~\

worin A jede ganze rationale Zahl sein kann, und speciell fur

I = m :

(4) (r, T?)
=

ri + r^ + r*
r? 2 -\

-----
1-

r 1
T?W_ I .
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Diese Resolventen sind ganze algebraische Zahlen in gewissen

Kreistheilungskorpern, und wir haben, wenn ;- nicht = 1 1st,

(*, 0) (~
;

-, Q) = (- 1)
;-

p,

und fiir A = m n

(5) (r, r?) (r-&quot;, r?) ~; #
Es sind also alle diese Resolventen Theiler der natiirlichen

Primzahl p.

Ausser diesen Resolventen haben wir an der angefiihrten

Stelle noch andere ganze Zahlen der Kreistheilungskorper ab-

geleitet, namlich

-
(;- + .&amp;gt;

ind

(worin sich die Indices auf die Basis g beziehen), die im All-

gemeinen dem Korper &p \ angehoren, in dem besonderen Falle.

wo A und
t
tt durch m 1

theilbar sind, dem Korper &m . Von

besonderer Wichtigkeit sind darunter die Zahlen des Kor-

pers 5im :

(7) 4w, ,.() = 1&amp;gt;,(r)
= i r&quot;*-*+***+.

l,i&amp;gt;
2

Auch diese Zahlen ^/.,u() sind, wenn keine der Zahlen A, (u,

A -f- fi durch p 1 theilbar 1st, Theiler von p nach der Formel

^;,u() ^/..uO&quot;
1
)
= ^

aus der sich wiecler nach (7) ergiebt:

(8) ^(r)^(r-i) = ^,

vorausgesetzt ,
dass weder s noch s -f~ 1 durch m theilbar ist.

Gewisse Verbindungen der Resolventen (4), darunter die mie Po-

tenz, haben wir durch die Functionen ^ ausgedriickt [Bd. I,

. 169, (14), (15)]:

(9) (r, T?)&quot; (&amp;gt;
, ^)-

1 = 4\ (r) ^ (r) . . . ^-1(1-),

so lange n &amp;lt; m ist, und

(10) (r, YI) (r~\ YI)
= p

p i

(11) (r, t?)
&quot; =

( 1)
&quot;l

JJ ^i (r) 4&amp;gt;* (r) . . . ^ ro_ a (r),

woraus hervorgeht, dass diese w ten Potenzen dem Korper &m

angehoren.
Wir bezeichnen nun, wie friiher, mit p die verschiedenen

Primtheiler von ^ im Korper m . Die Zahlen ^s (r) die gleich-

falls diesem Korper angehoren und Factoren von p sind. uiussen
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daher durch einige dieser Primfactoren theilbar sein, und sie

konnen, so wenig wie p selbst, durch das Quadrat eines
J)w theil

bar sein. Wir miissen feststellen, durch welche Primtheiler pn

jede dieser Zahlen tys (r) theilbar ist.

Dazu aber fiihren einerseits die Congruenzen des vorigen

Paragraphen :

_ n p-i

(12) r = g
m

(mod Jv), nn = I (mod m),

andererseits die im . 170 des ersten Bandes abgeleiteten Con

gruenzen (17) :

$^(g)= 0, I + p &amp;lt;p
1

p 1 &amp;lt; I -f fA &amp;lt; 2p 2,

worin A und ^ zwischen und &amp;gt; 1 genommen sind, so dass

der Binominalcoefficient

n (2jp
-- A ^ 2)

n(P - A-- i) /7(i&amp;gt; ^

eine durch # nicht theilbare ganze Zahl ist.

Nach der Congruenz (12) ist

oder nach (6):

^s (r)
=

^;,u(^) (mod pw ,),

wenn

., ., A den kleinsten positiven Rest von nm s , ,

(14) , (modw 1)
^ wro

bedeutet, und die Congruenzen (13) zeigen dann, dass ty8 (r)

durch pn r theilbar ist, wenn A -f- fi &amp;lt; _p 1, und nicht theilbar,

wenn A + p &amp;gt; p 1 ist.

Da die zu m theilertremde Zahl n nur nach dem Modul m
bestimmt ist, so nehmen wir sie jetzt positiv und kleiner

als m an. Dann ist

^,
= m (yn n).

Die aus (14) bestimmte Zahl A ist ein Vielfaches von m
und wenn wir A = m K setzen, so ist

(15) ft der kleinste positive Rest von n s (mod m).

Hiernach wird
il&amp;gt;s (r) durch p^ theilbar sein, wenn

m (x -f- m n) &amp;lt; m m
oder x &amp;lt; w, und nicht theilbar, wenn x &amp;gt; w ist.
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Da wir jetzt im Stande sind, fiir jedes s die Primfactoren

von tys (r) zu ermitteln
, gehen wir dazu iiber . die Zahl

(r, rj)
m

nach der Formel (11) in ihre Primfactoren zu zerlegen.

Wir bilden zu diesem Zwecke nach (15) die kleinsten posi-

tiven Reste v. der Zahlen. n, 2w, (m 2)n nach dem
Modul m, und finden, von der Ordnung abgesehen, die Zahlen

x = 1,2, . . ., n 1, w+1, . .
., m 1;

die Reste und n kommen darunter nicht vor, weil s keinen

Werth erhalt, fiir den s oder s -j- 1 durch m theilbar \vird.

Von diesen Zahlen sind aber gerade n 1 kleiner als w, und

so oft kommt also der Factor Jv in dem Producte fa fa . fan 2

vor. Dann enthalt p diesen Factor noch einmal und folglich

kommt er nach (11) genau wmal in (r, rj)
m vor. Da keine an-

deren als die Primfactoren Jv in (r, rj)
m

aufgehen konnen, so ist

hierdurch die Zerlegung vollstandig ausgefiihrt:

(16) (r,if)* = nift;

hierin durchlauft n die Reihe der positiven Zahlen, die kleiner

als m und relativ prim zu tn sind, und n ist jedesmal aus der

Congruenz

(17) nn = I (mod m)
zu bestimmen

1).

Die Formel (16) gilt fiir ein gerades wie fur ein ungerades m
und ist auch noch fiir den Fall m = 2 giiltig, fiir den sie ein

schon bekanntes Resultat giebt, da dann (r, rj)
=

( 1, 77)
mit

einer Gauss schen Summe ubereinstimmt (Bd. I, . 171).

Wir wollen aber nun, indem wir den Fall m = 2 jetzt

ausschliessen
,
der Formel (16) eine etwas allgemeinere Gestalt

geben.

Es sei m = q* eine beliebige Primzahlpotenz . nur grosser

als 2, und p eine von q verschiedene Primzahl von der Eigen-

schaft, dass p 1 durch q oder, wenn q 2 ist, durch 4

theilbar ist.

Es sei ferner nil der grosste genieinschaftliche Theiler von

p 1 und m, und
m = m m

i

*) Dieser Satz riihrt von Kummer her. Vgl. Theorie der idealen

Primfactoren der complexen Zahlen etc. Abhandlungen der Berliner

Akademie, 1856.
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dann ist nach . 172, III. die Zerlegung von p in Primfactoren

im Korper 5int dieselbe, wie im Korper lmi ,
und es ist

Pn == Pn + s m l &amp;gt;

wenn s eine beliebige ganze Zahl ist. Wir setzen jetzt

(18) t = n-\- swii

und lassen n die Reihe der durch q nicht theilbaren positiven

ganzen Zahlen &amp;lt; ?%, und s die Zahlenreibe 0, 1, 2, . . ., w2
-- 1

durchlaufen, dann durchlauft t ein voiles System durch q nicht

theilbarer Reste von w, und zwar das ganz bestimmte System,

dessen Elemente alle &amp;lt; m sind. Es ist dann nach . 172

(19) p = U Pn.

Ist ferner t eine Zahl, die der Congruenz

(20) tt = 1 (mod in)

geniigt, so ist, wenn n durch die Bedingung nn = 1 (mod wt )

bestimmt ist,

(21) t = n (mod

Danach lasst sich das Product

nach der Formel (16) bestimmen, die, auf den Korper &mi an-

gewandt, der aus alien rationalen Functionen der m/611 Einheits-

wurzel rl
= rm* besteht, die Formel ergiebt:

(22) (rl5 i?)
i = ft |)

.

Es ist aber nach (18) und (21)

t n n s

n p*,
= n $y

ti* n n p*rs

und da n 1 nach dem Modul m^ dieselbe Zahlenreihe durchlauft

wie w, so ist nach (19):
s n

n n ?::
=

und es ergiebt sich:

t

n P(

(
,
=

Setzen wir

so ist g eine Kreistheilungszahl, weil ja auch V p als Werth
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einer Gauss schen Summe zu den Kreistheilungszahlen gehort,

und es ist

(24) Q
m = TI p.

Nach (9) und (11) 1st aber, wenn darin m durch nil ersetzt wird,

(25)
i = j^w i^-l) +1 ^ (&amp;gt;)

. . . ^ |ni
_ 2 (,-H),

(26) (j&quot;?-

1 =
//*(-iM&amp;lt;-2-i) i^) ^2 (rj . . . ^^fa)

und es sind also Q
U
Q~

1
,

1 und folglich auch Q Zahlen des

Korpers &m ,
und nach (25) bleibt die in (26) vorkommende

Verbindung $
n
Q~

I in &m enthalten, wenn n um ein Vielfaches

von m vermehrt wird. Es ist demnach Q
n Q~

I auch dann noch

eine Zahl in iim ,
wenn n nicht gerade die beschrankte Bedeutung

hat wie bisher, sondern eine beliebige durch g nicht theilbare

Zahl bedeutet.

Diese Betrachtung hat den Zweck, das Kummer sche

Theorem (16) gleichzeitig auf mehrere verschiedene Primzahlen

anwendbar zu machen, die zu verschiedenen \Yerthen von m-^

gehoren, und das Resultat spricht sich dann in folgendem

Theorem aus:

3. Es sei cp n ein System conjugirter Functionale des

Korpers iim ,
das niit keinen anderen natiirlichen

Primzahlen verwandt ist, als solchen, die nach

clem Modul q (oder bei q = 2 nach dem Modul 4)

niit 1 congruent sind; es durchlaufe ferner t

die durch q nicht theilbaren Zahlen der Reihe

1, 2, . . ., m 1, und t sei aus der Congruenz
1 1 = 1 (mod in} bestimmt.

Dann ist das Functional des Korpers & Hl :

a) *, = 17
&amp;lt;&amp;lt;,

= **;

mit der m ten Potenz einer Kreistheilungszahl 0-n

associirt, die zwar selbst in einem hoheren

Korper enthalten ist, deren mie Potenz aber dem

Korper Qm angehort, und es ist

b) 4^i
- =

eine Zahl des Korpers & m .

Der Beweis ist in den vorangegangenen Ausfuhrungen ent

halten und ergiebt sich aus den Fornieln (25), (26), wenn man
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unter # ein Product aus Potenzen der Zahlen Q versteht, die

nach den Formeln (24) aus den in
y&amp;gt;

enthaltenen Primfactoren p

abgeleitet sind.

. 175.

Die Einheitswurzeln im Korper lm .

Fiir die weiter zu machenden Anwendungen ist eine genauere
Kenntniss der Einheiten des Korpers &m erforderlich

,
die ja

auch an sich von grossem Interesse ist. Wir beschaftigen uns

hier nicht mit den functionalen, sondern nur mit den numerischen

Einheiten, worunter, wie wir uns erinnern, ganze Zahlen des

Korpers Slm zu verstehen sind, deren Norm + 1 ist,

oder eine ganze Zahl, deren reciproker Werth gleich-
falls ganz ist.

Zu den Einheiten gehoren sicher alle in &m enthaltenen

Einheitswurzeln; wir konnen aber leicht beweisen, dass diese

Einheitswurzeln nur Potenzen von r sein konnen, mit positivem
und negativem Yorzeichen.

Es sei namlich Q eine in lm enthaltene Einheitswurzel, und

(1) 9 = 9&amp;gt;(r).

Ist q
h die hochste im Grade von Q aufgehende Potenz von g,

so ist QQ
h
eine Einheitswurzel, deren Grad nicht durch q theilbar

ist, und

(2) ?* = [9&amp;gt; ( )]*.

Wegen der Irreducibilitat der Kreistheilungsgleichung im

weiteren Sinne
*) konnen daher in (2) die sammtlichen Substitu-

tionen (r, rn) gemacht werden, ohne dass die linke Seite sich

andert, und folglich ist QQ
H

eine rationale Zahl, und da es eine

Einheit ist, muss es = + 1 sein. Mithin ist 9, vom Vorzeichen

abgesehen, einer Einheitswurzel vom Grade q
h

oder, wenn q = 2

ist, vom Grade q
h + l

gleich. Es ist nachzuweisen
,
dass q

h oder

qh +
i nicht grosser als m sein kann. Dies ergiebt sich aber

aus (1). Denn ware Q eine Einheitswurzel hoheren als m ten

Grades, so ware r eine Potenz von Q, und Q miisste einer irre-

duciblen Gleichung hoheren Grades als r, also auch hoheren

Grades als cp (r) geniigen, was nach (1) ein Widerspruch ist. Also

haben wir den Satz :

l
) Vgl. Bd. I, . 134 und den Nachtrag zu diesem Bande.
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1. Die einzigen in &m enthaltenen Einheitswurzeln
sind die mit positivem und negativem Zeichen

genommenen Potenzen von r.

Hieran schliesst sich ein ganz allgemeiner, d. h. in jedem

algebraischen Zahlkorper giiltiger Satz iiber die Einheitswurzeln,
den wir jetzt beweisen wollen.

Der Satz lautet:

2. 1st eine ganze Zahl eines algebraischen Zahl

korper s n ten Grades, und haben alle mit con-

jugirten Zahlen j, 2 ,
. . ., n den absoluten

Werth 1, so ist eine Einheitswurzel 1

).

Zum Beweis ist zunachst zu bemerken, dass der absolute

Werth der Norm einer ganzen Zahl co dem Product der absoluten

Werthe der conjugirten Zahlen o^, 2 ,
. . ., o n gleich, und als

ganze rationale Zahl jedenfalls grosser oder gleich 1 ist. Es ist

daher nicht moglich, dass alle diese absoluten Werthe kleiner

als 1 sind. Sind sie aber alle gleich 1, wie bei der in unserem

Satze angenommenen Zahl
,

so muss die Norm = + 1 sein,

und ist eine Einheit. Ist /3 eine zweite Einheit, die mit ihren

conjugirten zugleich den absoluten \Verth 1 hat, so hat der

Quotient : /3 dieselbe Eigenschaft. Wenn daher unter den zu

diesem Quotienten conjugirten Zahlen auch nur eine reell ist,

so muss

? = +1
P

oder = + sein, und dies gilt dann auch noch, wenn a, /3

durch die entsprechenden Zahlen eines conjugirten Korpers
ersetzt werden.

Wr
enn also a und

/3
weder gleich noch entgegengesetzt sind,

so ist ihr \7erhaltniss nicht reell, und es besteht daher zwischen

den absoluten Werthen die Ungleichung :

(Vergl. die Einleitung zum ersten Bande, S. 19.)

Es ist also

&amp;lt; 2

l

) K r o n e c k e r
, ,,Zwei Satze iiber Gleichungen mit ganzzahligen

Coefficienten&quot;. Crelle s Journal, Bd. 53 (1857). Minkowski, nGeometrie

der Zahlen&quot;, Art, 43.
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und folglich kann \ (a + /3) keine gauze Zahl sein, well der

absolute Werth der Norm dieser Zahl kleiner als 1 ist. Wenn
nun G5

L ,
o&amp;gt;2 ,

. .
., on eine Basis von o ist, und

= !! -|- a2 0.2 -f- -)- n wn

&i 1 + & 2 2 + + bn ,

so konnen die ganzen rationalen Zahlen a, 6 nicht den Con-

gruenzen
% = &n a2

= &2 ,
. . ., a n

= bn (mod 2)

genligen, well sonst |( /?)
eine ganze Zahl ware.

Wenn wir also die sammtlichen Zahlen a in 2n Facher ver-

theilen, indem wir alle Zahlen in ein Fach werfen, in clenen

an a2 ,
. . ., an dieselben Reste (0 oder 1) nach dem Modul 2

lassen, so konnen in jedem dieser Facher hochstens 2 Zahlen,

namlich a und w, vorkommen, und wenn wir oc = noch

ausschliessen
,

so giebt es sogar in einem dieser Facher, in dem
die ox , 2 ? -i alle gerade sind, gar keine Zahl a. Die An-

zahl aller moglichen Zahlen a ist also endlich und hochstens

Wenn nun der absolute Werth von a= 1 ist, so gilt dasselbe

von alien Potenzen von . Folglich muss in der unbegrenzten
Reihe

1, oe, 2, as, . .

nothwendig dieselbe Zahl zum zweiten Male wiederkehren
,
also

ah = wfc und ~k :&amp;gt; li sein. Dann ist aber

d. h. a ist eine Einheitswurzel, wie bewiesen werden sollte.

Wir fiigen noch die Bemerkung bei, class, wenn eine Zahl

eines Korpers SI eine Einheitswurzel m ien Grades ist, auch alle

mit a conjugirten Zahlen Einheitswurzeln desselben Grades sind.

Denn in der rationalen Gleichung am --1=0 kann a durch

jeden der conjugirten Werthe ersetzt werden.

Die Anzahl der Einheitswurzeln, die in einem Korper SI

enthalten sind, kann immer nur eine endliche sein, weil jede

Zahl in SI einer rationalen Gleichung geniigt, deren Grad dem

Korpergrad hochstens gleich ist. Der Grad der Einheitswurzeln

in SI kann daher einen endlichen Werth nicht iibersteigen.
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Der in Qm enthaltene reelle Korper Hm .

Jede Zahl des Korpers &m geht durch die Substitution

(r, r~ l

)
in die conjugirt imaginare Zahl iiber, die auch durch die

Vertauschung (V, i) erhalten wird. Das Product zweier solcher

conjugirt imaginarer Zahlen ist das Quadrat des absoluten
Werthes einer jeden von ihnen.

Eine Zahl in &m ist reell, wenn sie durch die Vertauschung

(r, r~ l

) ungeandert bleibt, und nur unter dieser Voraussetzung.
Jede solche Zahl lasst sich rational durch die zweigliedrige
Periode r -{- r~ l

ausdriicken, und gehbrt also einem reellen

Korper vom Grade \ (p (m) an, der ein Theiler von &m ist. Diesen

wollen wir den in &m enthaltenen reellen Korper nennen
und mit Hm bezeichnen (obwohl auch noch andere reelle Korper,
namlich alle Theiler von Hm,

in Rm enthalten sind).

Die \ (p (m) = \ p Zahlen

(1) 1, r + r~\ r 2 + r~\ . . ., r^,-i -f r-V^ + i

bilden eine Basis der ganzen Zahlen des Korpers Hm . Denn
nach . 170, (7) ist

(2) G&amp;gt; = x,+ xl r+ x2 r*
-|
-----

[- xi/t u-i r
l

dann und nur dann eine ganze Zahl des Korpers &amp;lt; m ,
wenn die

Coefficienten XQ , x^ . . . ganze rationale Zahlen sind.

Die Bedingung dafur, dass diese Zahl clem Korper Hm an-

gehort, erhalt man, wenn man die Substitution (r, r- 1

) aus-

fiihrt und die Differenz = setzt. Dividirt man noch durch

r i^ 1
,
so ergiebt sich so:

(x,
- x-d + (x.

-
x.,) (r + r- 1

) -\
----

ry2 .-i r-^A

Die Division en lassen sich hier ausfiihren, und wenn man
dann mit r

1
*-&quot;&quot;

1
multiplicirt, so ergiebt sich fiir r eine rationale

Gleichung von niedrigerem als /i
ten

Grade, die nur dann be-

Weber, Algebra. II. 41
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friedigt sein kann, wenn alle ihre Coefficienten verschwinden.

Dies fiihrt zu den Gleichungen

und es ist also jede ganze Zahl o des Korpers Hm in der Form
enthalten :

a? = x, + Xl (r + r-i) + x, (r
2 + r- 2

) -\
----

Statt der Basis (1) kann man auch, wenn man

Q = r -\-

setzt, die Potenzen von Q:

(3) 1, ?, 02, . . .,

als Basis der ganzen Zahlen von 77m wahlen. Denn die Grossen (3)

lassen sich ganzzahlig durch die (1) ausdriicken und umgekehrt.
Die Zahl p ist die Wurzel einer irreduciblen Gleichung

vom Grade | ^, die wir mit ^ (Q) = bezeichnen wollen. Ist

f(r) = die Gleichung fur r (. 169), so besteht die identische

Relation

(4) f(x) ==x^u

woraus durch Bildung der Ableitung

(5) / (r)
= r*** (p)(l-r-&amp;gt;).

Hieraus konnen wir die Grundzahl ^
l des Korpers Hm

bilden, die, da Hm nur reelle Zahlen enthalt, positiv sein muss.

Diese Grundzahl ist, wenn wir die Norm in Bezug auf Hm mit

NI bezeichnen:

Ist aber N die in Bezug auf &m gebildete Norm, so ist

und demnach ergiebt die Formel (5) mit .Rucksicht auf . 169:

4 = N (1 r- 2
) ^l

Nach . 169, (7) und (10) ist:

N (1 r~ 2
)
= q bei ungeradem q
r= 4 fur q = 2,

. + 4 = q ^l bei ungeradem q

= 4z/
x

2 fur g = 2.
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Setzt man darin

so folgt

xq
x _ 1 g 1 _ g*&quot;&quot;

1 +1~
(7) zi

l
= q

xq
2

~
2 bei ungeradem

= 2(*-D2*-
2 -i fur 5 = 0,

so dass z/x immer eine Potenz von q 1st.

Die Primideale im Korper Hm .

Es ist jetzt die Frage zu untersuchen, in welcher Beziehung
die Primideale des Korpers Hm zu denen des Korpers &m stehen.

Wenn ^ irgend ein Primideal in Hm vom Grade /i be-

deutet, so muss ty Theiler einer natiirlichen Primzahl p sein,

und ty kann also (nach . 171) nur dann durch die zweite oder

eine hohere Potenz eines Primfactors p in &m theilbar sein,

wenn p = q ist.

Ist aber ty ein Theiler von g, so muss es eine Potenz von

(5=1 r sein. Wir setzen etwa

$ = &amp;lt;5\

Nehmen wir hiervon die Norm in Bezug auf &m ,
die das

Quadrat der Norm in Bezug auf Hm ist, so folgt (nach . 169)

g
2 /i =

g/-,

also /! = | A. Da f eine ganze Zahl ist, so muss A mindestens

= 2 sein. Es kann aber A auch nicht grosser als 2 sein, da tf 2

mit der in Hm enthaltenen ganzen Zahl (1 r) (1 r~ l

) asso-

ciirt ist, also 6- durch ty theilbar sein muss. Demnach ist

y\ = 1, und wir erhalten den Satz:

1. Die Primzahl q ist die | ^
te Potenz eiiier in Hm

existirenden Primzahl ersten Grades.

Es sei nun p von q verschieden, und p ein Primfactor von ^
im Korper Qm vom Grade /, der durch die Substitution (r, r~ l

)

in iibergeht. Dann ist ^p sowohl durch p als durch p theil

bar, und andererseits ist pp in Hm enthalten und also durch ty

theilbar, und wir haben zu unterscheiden, ob p, p verschieden

sind oder nicht.

Ist p von p verschieden, so ist ty durch pp theilbar, und

es folgt
s

^ = p p ,
und durch Norrnbildung ft

=
/.

41*
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1st aber p = p ,
so 1st ty

=
p, und die Normbildung ergiebt

2/i =/
Welcher dieser beiden Falle eintritt, das hangt also davon

ab, ob das Primideal p die Substitution (r, r~ l
) gestattet oder

nicht, d. h. ob (r, r~ l
) in der Gruppe, zu der das Primideal

gehort, enthalten ist oder nicht. Nach . 172 ist dieser Unter-

schied dadurch bedingt, ob es irgend einen Exponenten h giebt,

fur den die Congruenz

y1 = 1 (mod m)

erfullt ist, oder ob es keinen solchen Exponenten giebt.

Wir fassen das Ergebniss folgendermaassen zusammen:

2. Die von q verschiedenen natiirlichen Primzahlen

p zerfallen in zwei Arten j?1} p2 .

Die erste Art pL ist dadurch charakterisirt,
dass fur irgend einen Exponenten h

Pi = 1 (mod w),

und diese Primzahlen zerfallen, wenn sie fur

den Modul m zum Exponenten/ gehoren und
ft
= ef gesetzt wird, im Korper Hm in e Prim-

factoren |/
ten Grades. Ihre Primfactoren sind

auch in &m nicht weiter zerlegbar.
Die Primzahlen der zweiten Art p2 sind da

durch bestimmt, dass keine ihrer Potenzen nach
dem Modul m mit 1 congruent wird, und sie

zerfallen im Korper Hm in \e Primfactoren /ten

Grades. Ihre Primfactoren sind in lm noch in je
zwei Factoren zerlegbar.

Bei den Primzahlen der ersten Art muss / sicher eine gerade
Zahl sein. Wenn m ungerade ist, so geniigt es auch, damit p
eine Primzahl von der ersten Art sei, dass sie zu einem geraden

Exponenten gehore; denn dann ist

(pKf i) (p\f -f 1)
= o (mod m).

Der erste dieser Factoren p
l
/*f 1 ist aber nicht durch m

theilbar, weil sonst p zum Exponenten \f gehoren wiirde. Folg-
lich muss p

l
&amp;lt; *f

-\- 1 durch q theilbar sein. Hier konnen aber

nicht beide Factoren p
l/*S 1 und p^f -f- 1 durch q theilbar

sein, weil sonst auch ihre Differenz, die = 2 ist, durch q theilbar

ware, und folglich ist p
l
/*S

-j- 1 durch m theilbar.
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1st aber m eine Potenz von 2, so ist die Congruenz

ph = 1 (mod m)
nur dann moglich, wenn p = 1 (mod m) ist. Denn jede

gerade Potenz einer ungeraden Zahl ist = -\- 1 (mod 8) und
kann also nicht = 1 (mod m) sein. Ist aber li ungerade, so ist

selbst ungerade, und folglich ist ph
-\- 1 durch keine hohere

Potenz von 2 theilbar, als p -\- 1. Demnach konnen wir dem
Satze 2. noch folgende nahere Bestimmung hinzufiigen:

3. Wenn tn ungerade ist, so gehoren die Prim-
zahlen pl zu einem geraden, die Primzahlen p2

zu einem ungeraden Exponenten.
Ist m gerade, so gehoren die Primzahlen der

Form km 1 zur ersten und alle anderen un

geraden Primzahlen zur zweiten Art.

. 178.

Die Einheiten des Korpers Hm .

Die dem Korper Hm angehorigen Einheiten sind von be-

sonderer Wichtigkeit fiir die Anwendungen. Auf sie lassen sich

auch die Einheiten des Korpers &m zuruckfiihren nach folgendem
Satze :

1. Jede Einheit des Korpers ttm ist das Product
einer Einheitswurzel und einer reellen Einheit

des Korpers lm.

Bezeichnen wir irgend eine Einheit des Korpers &m mit

^(r), so ist & (r~
l
) der conjugirt imaginare Werth, der gleich-

falls eine Einheit darstellt, und der Quotient & (r) : & (r~
l
) ist

wieder eine Einheit. deren absolute!* Werth

m
ry &(r)

gleich 1 ist, und folglich ist dieser Quotient eine Einheitswurzel

und mithin = 4: rh
i
worin li irgend ein ganzzahliger Exponent

ist (. 175, Satz 1., 2.).
Wir haben also

(2) &(r) = i*&(r-*).
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Es ist nun im weiteren Beweise ein kleiner Unterschied zu

machen, je nachdem m ungerade oder gerade ist.

1st m zunachst ungerade, so konnen wir in (2) den Ex-

ponenten h gerade annehmen, da wir ihn nothigenfalls durch

h -\- m ersetzen konnen. Ferner ist in der Formel (2) nur das

obere Zeichen zulassig. Denn wenn das untere Zeichen stande,

so wiirde folgen:

&(r)
= & (1)

= & (1), 2
&amp;lt;g (1)

= [mod (1 r)].

Nach . 169 ist aber 1 r ein Theiler von #, also relativ

prim zu 2
,
und daher ist

&amp;lt;g (1) und folglich auch Q (r) durch

(1 r} theilbar. Dies aber widerspricht der Voraussetzung, dass

& (r) eine Einheit sein soil.

Demnach ergiebt sich aus (2):

woraus folgt, dass r~ Va h g (r) eine reelle Einheit ist. Bezeichnen

wir sie mit e(r), so ist also

(3) g(r) = rV8 e (r),

woraus fur diesen Fall das Theorem 1. bewiesen ist.

Wenn aber zweitens m eine Potenz von 2 ist, so ist

^ = \m und r&amp;gt;

u = 1, und zugleich mit r ist r eine wte Ein-

heitswurzel. Wenn wir nothigenfalls li durch h -\- \ m ersetzen,

so konnen wir in (2) das obere Zeichen annehmen und setzen:

(4) S(r) = **S(r-i).

Es kommt jetzt darauf an, nachzuweisen
,

dass h gerade

sein muss.

Wenn wir &(r) durch die Basis 1, r, r2
,

. . . r-&quot;-
1

darstellen,

so ergiebt sich

(5) @(r) = 2 %s r
s

,

0,,u 1

worin die xs ganze rationale Zahlen sind. Nach (4) ist aber dann

2 xs r
s v xs r

h~ s
,

0,,u 1 !,, !

und daraus folgt, dass #s
= ^S ist, wenn s -\- s = h (mod JA).

Ist nun h ungerade, so ist aus zwei so verbundenen Zahlen die

eine gerade, die andere ungerade (da ^ eine Potenz von 2 ist).

Der Ausdruck (5) ergiebt also fur
&amp;lt;g (r) ein Aggregat von Gliedern

der Form
xs rs rs

.
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Esistaber rs r s&amp;gt; = rs(lrh- 2s
)
= rs

(l + r^ + h- 2s
) immer

durch 1 r theilbar, und daraus wiirde folgen, dass & (r) durch

1 r, was keine Einheit ist, theilbar ware, was dem Begriffe

der Einheit wiclerspricht. Also ist die Annahme unzulassig, dass

in der Formel (4) der Exponent h ungerade sei, und wir konnen

wie oben

S(r) = rV fc

e(r)

setzen, worin e(r) eine reelle Einheit ist. Damit ist der Satz 1.

bewiesen.

Wir wollen ein System von reellen Einheiten hervorheben:

Nach . 169 sind die ft Grossen 1 rn alle unter einander

associirt. Demnach ist der Quotient

1 r&quot;

worin
,
n zwei relative Primzahlen zu m bedeuten, eine Ein

heit. Daraus leitet man aber, wenn
2ai

r = e m

gesetzt wird, die reelle Einheit

. * JL _:
~

1 r
sin r 2 r 2

m

her. Ist m gerade, so kann man n = n
-\ setzen, und er-

2i

halt fur diesen Fall die reellen Einheiten

(7) Tn = tang -
,

worin n jede ungerade Zahl bedeuten kann.

Ersetzt man n durch \ m n, so geht rn in den reciproken

Werth iiber. Lasst man n die Reihe der Zahlen

1, 3, 5,
-

.,
- - 1

durchlaufen, so erhalt xn lauter positive echt gebrochene Werthe.
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Abel sche Korper und Kreistheilungskorper.

I 79 -

Einfache Abel sche Korper.

Wir wenden uns nun zu einer der interessantesten Anwen-

dungen der Theorie der algebraischen Zahlen.

Es handelt sich um den Beweis des allgemeinen Satzes x
) :

I. Alle im absoluten Rationalitatsbereich Abel schen

Zahlkorper sind Kreistheilungskorper.

Haben wir diesen Satz bewiesen, so gewinnen die Unter-

suchungen des dritten Abschnittes liber Kreistheilungskorper ein

erhohtes Interesse, weil damit gezeigt 1st, dass auf dem dort

angegebenen Wege nicht nur alle Kreistheilungskorper, sondern

alle Abel schen Korper iiberhaupt gefunden werden.

Es sei & = B(x) ein Abel scher Korper m ten
Grades, d. h.

ein Korper, der aus alien rationalen Functionen einer Wurzel x

einer irreduciblen Abel schen Gleichung m ten Grades besteht,

wenn als Rationalitatsbereich der Korper R der rationalen Zahlen

betrachtet wird. Die Galois sche Gruppe dieser Gleichung,
die also eine Abel sche Gruppe ist und denselben Grad m hat,

wie der Korper &, ist auch die Gruppe des Korpers 1.

Ist X-L eine nicht primitive Zahl aus &, so ist ^ = E (x^)

gleichfalls ein Abel scher Korper, den wir einen echten Theiler

von 1 nennen und dessen Grad ein echter Theiler des Grades

von ^i ist. Denn ist 91 die Gruppe, zu der die Zahl xl gehort,

J
) Kronecker hat diesen Satz zuerst ausgesprochen ,

aber keinen

vollstandigen Beweis dafiir veroffentlicht. Den ersten Beweis hat der Ver-

fasser des vorliegenden Werkes in Bd. 8 der Acta Mathematica bekannt

gemacht (1886). In neuester Zeit ist ein zweiter Beweis von Hilbert ver

offentlicht, der sich auf die im neunzehnten Abschnitte entwickelten Satze

stiitzt (Nachrichten d. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen, 1896,

Heft 1).
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so ist
1

91 (. 4 dieses Bandes) die Gruppe des Korpers ^ und

dies ist zugleich mit eine Abel sche Gruppe. Ein Theiler

von ., der mit SI von gleichem Grade ist, ist mit & identisch

(vgl. Bd. I, . 144, 149, 156).

Giebt es nun zwei nicht primitive Zahlen xl ^
x2 in SI von

der Art, dass

SI = E fa, x2)

gesetzt werden kann, so sind die Korper 5i
x
= E fa), &2

= E fa)
echte Theiler von &, und SI heisst aus den beiden Korpern

&!, &a zusammengesetzt.
Gestattet der Korper SI keine solche Darstellung, so heisst

er einfach.

Wenn also als bewiesen vorausgesetzt wird, dass i 1? &2

Kreistheilungskorper sind, d. h. dass alle ihre Zahlen rational

durch Einheitswurzeln darstellbar sind, so folgt dasselbe fur &.

Wenn einer der Korper 119 &2 zerlegbar ist, so konnen

wir die Zerlegung wiederholen, und miissen, da die Grade ab-

nehmende ganze positive Zahlen sind, endlich zu einfachen Kor

pern gelangen.

Das Theorem I. braucht also nur fiir einfache Abel
sche Korper bewiesen zu werden.

Es ist aber daran zu erinnern, dass die Zerlegbarkeit eines

Korpers SI keineswegs schon aus der Existenz eines Theilers

folgt, und dass bei einem zerlegbaren Korper die Zerlegung in

einfache Korper auf ganz verschiedene Arten geschehen kann, so

dass bei den Korpern nicht die Gesetze der Theilbarkeit gelten.

wie im Gebiete der Zahlen.

Ein Kennzeichen fiir die Einfachheit eines Korpers konnen

wir aus seiner Gruppe ableiten.

Wenn die Gruppe zwei echte Theiler $1 und S3 von der

Art hat, dass jedes Element ein- und nur einmal aus einem Ele

ment von ty und einem Element von S zusammengesetzt werden

kann, so nennen wir die Gruppe zerlegbar in die beiden

Componenten 51, S3; ist also zerlegbar, wenn in dem nach der

Composition der Theile (. 4) gebildeten Producte

(1)
= 51 S3

jedes Element von ein- und nur einmal erscheint. Der Grad

von ist dann gleich dem Producte der Grade von 51 und 3$.

Giebt es solche Theiler nicht, so heisst die Gruppe

unzerlegbar.



650 Zweiundzwanzigster Abschnitt. . 179.

Dann konnen wir den Satz beweisen:

1. 1st die Gruppe eines Abel schen Korpers zer-

legbar, so 1st auch der Korper zusammengesetzt.
Nehmen wir, uin dies zu beweisen, an, die Gruppe ($ des

Korpers & sei nach der Formel (1) zerlegbar und w, a, ~b

seien die Grade von ($, 31, 53. Wir nehmen eine zur Gruppe 53

gehorige Zahl des Korpers &, die also durch die Substitu-

tionen von in a verschiedene conjugirte Werthe iibergeht und

ebenso eine zu 31 gehorige 6-werthige Zahl
r\.

Wir konnen

dann eine Zahl
a = a ! -|- 1?

mit rationalen Zahlencoefficienten w, /3 bilden, die m ver

schiedene conjugirte Werthe hat, und dann ist &= R(x). Also

ist & aus -R(|) und -K(^) zusammengesetzt (Bd. I, . 143).

Erinnern wir uns nun an die in . 9, 10 dieses Bandes abge-
leitete Darstellung einer Abel schen Gruppe durch eine Basis, so

ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des eben Bewiesenen :

2. Jeder Abel sche Korper & lasst sich aus solchen

zusammensetzen, deren Grad eine Primzahl-

potenz und deren Gruppe cyklisch ist. Die Grad-e

dieser zusammensetzenden Korper sind die In-

varianten der Gruppe von SI.

Diese Satze werden durch den folgenden erganzt:

3. Ein Abel scher Korper von Primzahlpotenzgrad
mit cyklischer Gruppe ist einfach.

Wenn die Gruppe cyklisch ist, so lassen sich ihre Ele-

mente durch die Potenzen einer Basis, GY, darstellen, wenn y
ein voiles Kestsystem nach dem Modul in durchlauft. Wir er-

halten alle Theiler 31 von $ dargestellt durch

wenn b ein Theiler von m ist und y ein voiles Restsystem nach

dem Modul a = m : b durchlauft.

Ist

31 = G* v

ein zweiter Theiler von vom Grade a und ist

b ^6, a ^ a,

so ist, wenn wir jetzt annehmen, dass m und mithin auch

a, &, a
,
b Potenzen einer Primzahl q sind, b

f

ein Theiler von b

und folglich 31 ein Theiler von 31 .
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Wenn also | eine Zahl des Korpers SI ist, die zu der

Gruppe 21 gehort, so ist | eine primitive Zahl des Korpers 6 ten

Grades -R(|), und in diesem Korper ist auch jede Zahl ent-

halten, die die Substitutionen der Gruppe 5t gestattet. Sind

also 21, 33 und 21
,
5Q echte Theiler von

,
so ist E () von &

verschieden, und jR () wird durch Adjunction von | nicht er-

weitert. Es kann also auch nicht 5i aus R (J) und E
( ) zu-

sammengesetzt werden, wodurch 3. bewiesen ist.

. 180.

Die Resolventen.

Nach dem, was jetzt bewiesen ist, konnen wir uns in den

weiteren Betrachtungen ,
die den Beweis des Satzes I. zum Ziele

haben, auf solche Abel sche Korper beschranken, deren Grad

eine Primzahlpotenz und deren Gruppe cyklisch ist. Aus diesem

Grunde geniigte es auch fiir die beabsichtigte Anwendung, class

wir im vorigen Abschnitte uns auf die Betrachtung der Kreis-

theilungskorper iiMl beschrankt haben, in denen m eine Prim

zahlpotenz war. Wir behalten so viel als moglich die dort

gebrauchte Bezeichnung bei und setzen

(1) m = 2
X

,

worin q eine Primzahl, x ein positiver Exponent ist, und in dem

Falle, dass q = 2 ist, nehmen wir x &amp;gt; 1 an. Mit n bezeichnen

wir jede durch q nicht theilbare Zahl. Es ist r eine primitive

m te Einheitswurzel und &m der Korper der rationalen Func-

tionen von r.

Es sei nun & = R(x) ein einfacher Abel scher Korper wten

Grades, so dass x Wurzel einer rationalen irreduciblen cyklischen

Gleichung m ieu Grades ist. Bezeichnen wir die Wurzeln dieser

Gleichung in geeigneter Reihenfolge mit

(2) XQ, XD X%, . . ., #Hl_i,

und nehmen xm = x^ xm + l
= x^ . . . an, so ist

worin ^&amp;gt; eine ganze Function mit rationalen Coefficienten be-

deutet, und die Gruppe des Korpers 5i besteht aus den Potenzen

der Substitution (# , Xi) oder aus den cyklischen Permutationen
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der Wurzeln (2). Jede cyklische Function dieser Grossen ist

eine rationale Zahl. Was wir zu beweisen haben. ist, dass sich

die x rational durch Einheitswurzeln ausdriicken lassen. Adjun-

giren wir dem Korper &amp;lt; noch die mte Einheitswurzel r, so ent-

steht ein Korper E (x, r), der die beiden Korper & = E(x) und
E (r)

= &m als Theiler enthalt.

Wenn eine Zahl &amp;lt;o = CD (#, r). des Korpers E (x, r) die

sammtlichen Substitutionen (# , o^), (# ,
#2 ), . . ., (# ,

#m_i) ge-

stattet, so ist sie im Korper Qm enthalten; denn dann ist

mco = &(x ,r)

und darin sind die Coefficienten der Potenzen von r nicht nur

cyklische, sondern sogar symmetrische Functionen der Wur
zeln (2), also rationale Zahlen. Dies gilt selbst noch in dem

Falle, dass die Gleichung fur x durch Adjunction von r redu-

cirt wird.

Dies wenden wir an auf die Resolventen

(3) (Y,tf )
= XQ + r

und allgemeiner, wenn s einen beliebigen ganzzahligen Expo-
nenten bedeutet:

(4) (r*,# )
= x,

Durch diese Resolventen lasst sich x selbst wieder rational

ausdriicken, namlich:

(5) m X V
(r , X() ),

0,m 1

und wenn wir also nachweisen konnen, dass alle diese Resol

venten (r
s
, XQ) Kreistheilungszahlen sind, so haben wir unser

Ziel erreicht. Wenn wir

(6) (r
s
,x,) = x .,+ rs

x,.^-\-r^x,.^-\-----|-r(-
1)ajx + m_ 1

setzen, so geht (r
s
, x^) aus (r

s
,
a; ) durch die Substitution (# ,

^ x)

hervor, und es besteht die fundamentale Relation

(7) r s
(r

s
,
x x)
=

(r
s

,
x

).

Alle diese Resolventen sind Zahlen des Korpers E (x, r);

wir betrachten vorzugsweise die beiden folgenden Verbindungen :

(8) (r, x,Y = oa ,

(9) (r
8
, ^o)-

1

(r, x,)
s = .



. 180. Die Resolventen. 653

Diese beiden Zahlen gestatten, wie aus (7) unmittelbar

hervorgeht, die Substitutionen (# ,
# x), und sind also Zahlen des

Korpers ttm .

1st n durch q nicht theilbar, so kann wegen der Irreducibi-

litat der Kreistheilungsgleichung keine von den Resolventen

(r
n

, XQ) verschwinden
,
wenn sie nicht alle verschwinden

;
denn

die Gleichung
(&amp;gt;-, x,)

m =
ware eine Gleichung fur r mit rationalen Coefficients!!

,
die alle

Substitutionen (r, rn) gestattet.

Ebenso kann keine der Resolventen (r
s

,
# ) verschwinden,

wenn nicht die ganze Schaar verschwindet, in der s einen be-

stimmten grossten gemeinschaftlichen Theiler mit m hat.

Wenn alle (r, XQ) verschwinden, so ist die Formel (9) nicht

anwendbar. Dann konnen wir aber die Resolventen (r, x ) direct

betrachten, die zu einem Korper vom Grade m q
1

gehoren,

der aus

#0 = 2-Q + %q + %2 q H h ^m-q

hervorgeht, und wenn auch diese Grossen verschwinden, so gehen
wir zu den Resolventen (r

2

,
XQ ) iiber u. s. f.

Wenn aber (r, ;r )
nicht verschwindet, so lassen sich durch

die Formel (9) alle (r
5

, XQ) rational durch (r, XQ ) und durch

Kreistheilungszahlen darstellen.

Demnach ist es fiir unseren Zweck ausreichend, wenn wir

beweisen konnen, dass die nicht verschwindenden Resol

venten (r, xQ ) Kreistheilungszahlen sind.

Lassen wir n ein voiles System incongruenter, durch q nicht

theilbarer Zahlen durchlaufen, so ist

S n = (mod m\
denn die Zahlen n zerfallen in Paare einander zu m erganzender
Zahlen. Daraus folgt nach (7), dass das Product

(10) (r, * )
= a

eine Zahl in Qm ist. Da aber diese Zahl sich iiberdies nicht

andert, wenn irgend eine der Substitutionen (r, r&quot;)
darin aus-

gefiihrt wird, so ist a eine rationale Zahl.
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. 181.

Vorbereitung zum Beweis.

Nach den Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen ist zum
Beweis des grossen Theorems I nur noch der Nachweis erforder-

lich, dass die in &m enthaltene Zahl

G) =
(r, xQ)

m

die mie Potenz einer Kreistheilungszahl ist.

1. Die wesentliche Eigenschaft der zu o conju-
girten Zahlen

,
auf die sich der Beweis stlitzt,

ist die, dass

(1) G)~ I

toy
= um

die mte Potenz einer Zahl in Qm ist.

Hierin kann n jede durch q nicht theilbare Zahl sein. Bilden

wir von der rechten und linken Seite von (1) die Normen im

Korper w ,
so ergiebt sich, wenn wir die Norm der Zahl cc, die

eine rationale Zahl ist, mit a bezeichnen, da jedes o?M dieselbe

Norm wie co hat,

N(a)
n- 1 = am .

Wenn nun m ungerade ist, so konnen wir hierin n = 2 an-

nehmen, und erhalten als Folgerung aus 1.:

2. Die Norm von co ist die mte Potenz einer ratio

nale n Zahl
(2) N(co) = am .

1st m eine Potenz von 2., so ist diese Folgerung nicht mehr

zulassig. Es ergiebt sich dann aus 1. nur, dass N (a)
2 die

mte Potenz einer rationalen Zahl ist. Gleichwohl miissen die

Zahlen
,
wie aus (10) des vorigen Paragraphen zu sehen ist,

auch in diesem Falle noch der Bedingung 2. geniigen, die dann

aber nicht mehr von selbst schon in 1. erithalten ist, sondern

als neue Eigenschaft hinzukommt.

Was wir zu beweisen haben, ist, dass aus 1. und 2.

folgt, dass auch a selbst die mte Potenz einer Kreis

theilungszahl, wenn auch in einem hoheren Korper, ist.

Dazu ist aber erforderlich
,

die Zerlegung der Zahlen co in

ihre Primfactoren im Korper &m zu untersuchen.

Die Primzahl q ist, wie im . 169 nachgewiesen ,
mit der

9 (m)
ten Potenz einer in &m existirenden Primzahl 6 = 1 r
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associirt. 1st also o k die in w enthaltene Potenz von tf, so

setzen wir

worin w mil der Primzahl q theilerfremd ist. Die Bildung der

Norm ergiebt nach 2.

am __
^fc ?

worin b eine rationale Zahl ist, die in einfachster Gestalt die

Primzahl q weder im Zahler noch ini Nenner enthalt. Daraus

ergiebt sich aber, dass fc durch m theilbar sein muss, und daraus

das erste Resultat:

3. Der Exponent der in o enthaltenen Primzahl (5

ist immer durch m theilbar.

Es sei nun ferner p eine von q verschiedene Primzahl und

pt ein Primfactor von p im Korper &m. Wir lassen J die im

. 172 in den verschiedenen Fallen naher bestimmte Zahlenreihe

n 2? &amp;gt;

e durchlaufen, so dass

(3) P = te^2 -.-te e

wird, und nehmen an, es sei J)J{ die in a enthaltene Potenz

von ps. Die in on enthaltene Potenz von p ni: ist dann
p^t,

und

wenn wir n aus der Congruenz

(4) n n = 1 (mod m)

bestimmen, so ist J)J* J die in can enthaltene Potenz von pt. Dem-
nach ist in

(5) W7lwr
die Potenz $f$~

kn
$

enthalten, und wegen 1. muss der Exponent dieser Potenz durch

m theilbar sein.

Wir erhalten also fur jedes durch q nicht theilbare n die

Congruenz

(6) n
fcg
= &M t (mod M),

in der wir nun auch | durch n ersetzen konnen, wodurch sich

(7) n A:nt ^ fc t (mod w)

ergiebt. Nehmen wir hierin | = 1 und setzen dann |, J fiir w, n

und fc fur A 1? so folgt aus (7)

(8) fc
s

=
J Jfc (mod wz),

worin nun A* fiir alle | denselben Werth hat und
, | durch

die Congruenz
|| = 1 (mod 7&amp;gt;i)

zusammenhangen.
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Nehmen wir n = p an, so wird pp = fa (. 172), also ist

auch kp t = &, und aus (7) und (8) folgt:

(9) fe (p 1)
= (mod m).

Hieraus ergeben sich nun wichtige Folgerungen: Wenn zu-

nachst p 1 nicht durch q theilbar ist, so folgt, dass Jc durch m
theilbar sein muss, und wir haben also den Satz:

4. Die Primfactoren einer Primzahl^), die nach
dem Modul q nicht mit 1 congruent ist, sind
in o nur in solchen Potenzen enthalten, deren

Exponenten durch m theilbar sind.

Wenn in dem Falle, wo m eine Potenz von 2 ist, p 1

durch 2
,

aber nicht durch 4 theilbar ist
,
wenn also p = 1

(mod 4) ist, so folgt aus (9) nur, dass fc durch \ m, nicht aber,

dass k durch m theilbar ist. Der Exponent der in o&amp;gt; enthaltenen

Potenz von fa ist, von Vielfachen von m abgesehen, gleich &,

und wenn k durch m theilbar ist, so ist alles wie iin Falle 4.

Ist aber ft nur durch |m, nicht durch m theilbar, also

k = \ m (mod m),

so ist k \m durch m theilbar, und wir konnen mit Riicksicht

auf die Zerlegung (3) den Satz so formuliren:

5. Ist m eine Potenz von 2 und p eine Primzahl

congruent mit 1 nach dem Modul 4, so las si

sich der Exponent Ji so bestimmen, dass alle

Primfactoren von p in

nur zu solchen Potenzen enthalten sind, deren

Exponent durch m theilbar ist.

Es sei endlich p 1 durch g, oder, falls m gerade ist, durch

4 theilbar. Ist m der grosste gemeinschaftliche Theiler von m
und p 1, und ist

m = ml w2 ,

so muss Jc nach (9) durch w2 theilbar sein, und wenn wir

Jc = h m2

setzen, so ist in a nach (8) das Product enthalten:

(io) (n p!)*&quot;&quot;.

Ausserdem kommen in co die Primfactoren fa nur noch in solchen

Potenzen vor, deren Exponenten durch m theilbar sind.



. 181. Primfactoren der Resolventen. 657

In cliesem Falle durchlauft nun nach . 172, III ein voiles

System durch q nicht theilbarer Reste nach dem Modul ni^ und
wir konnen in (10) unter | die kleinste positive Losung der

Congruenz
g = 1 (mod m } )

verstehen, well, wenn wir die Exponenten in (10) nach dem
Modul nii verandern, nur wte Potenzen der Primfactoren p hinzu-

treten.

Dann konnen wir auf das Product (10) das Kummer sche

Theorem [. 174, (16)] anwenden, indem wir dort m durch Wj

ersetzen, und erhalten, wenn wir unter rx
= rm * eine w^

te Ein-

heitswurzel, unter den
rj gewisse Perioden der p ien Einheits-

wurzeln verstehen: s

II P|
= (r i?)&quot;

1

,

und folglich

(11) (h !&amp;gt;!&amp;gt;&quot;*

= (n, i?)*
1

&quot;.

Demnach haben wir das Theorem:

6. 1st p eine Primzahl und p 1 durch q, oder,
wenn q = 2 ist, durch 4 theilbar, so lasst sich

der positive Exponent li so bestimmen, dass
die in Slm enthaltene Zahl

a (rx , rj)-
hm

die Primfactoren von p nur zu solchen Potenzen

enthalt, deren Exponent durch m theilbar ist.

Es ist jetzt auch nicht mehr nothig, den Satz 5. von dem
Satze 6. zu unterscheiden

;
denn fur ?% = 2 geht 6. in 5. liber,

weil dann rx = 1 wird, und nach Bd. I, . 171

(r1? ri)
m = (- 1, T?)-

= V~p
Ht

ist
i).

Fassen wir das Ergebniss der Satze 3. bis 6. in eine Formel

zusammen, so ergiebt sich, wenn ein Einheitsfunctional, (p irgend

ein Functional des Korpers &m bedeutet, und p eine Reihe von

Primzahlen durchlauft, die congruent mit 1 nach dem Modul q sind,

worunter dieselbe Primzahl p auch mehrmals vorkommen kann,

(12) a = (r, xQ )
m =

&amp;lt;p

m
ft (r

m
*, n)

m
.

l
)
In des Verfassers Abhandlung in Bd. 8 der Acta mathematica ist es

versaumt, den Fall des Satzes 5. besonders hervorzuheben.

Weber, Algebra. II. 42
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Die in diesen Formeln vorkommenden Resolventen der Kreis-

theilung (r
m
^ r\)

sind Kreistheilungszalilen in einem hoheren

Korper. Ihre m ten Potenzen sind aber im Korper Rm enthaltene

Zahlen, die durch die Substitution (V, rn
)

in

iibergehen. Ebenso sind die Verbindungen

im Korper &m enthalten [. 174, (9), (11)]. Diese Resolventen

sind specielle F alle der allgemeinen Resolvente (r, # ).
Aus (12)

erhalten wir, wenn wir mit cpn ,
sn die conjugirten Functionale zu

&amp;lt;jp

und s bezeichnen

Diese Formel lehrt uns die wichtigsten Eigenschaften der

Functionale cpn und sn kennen, zunachst:

7. Die Functionale qp sind mit Zahlen des Kor-

pers lm associirt, gehoren also der Hauptclasse
an (. 152).

Nach 1. ist co^
1 a = am die mte Potenz einer Zahl &m . Da

auch die Verbindungen (13) Zahlen in Slm sind, so konnen wir

P M

setzen, und erhalten aus (14)

worin /3
eine Zahl in &m ist.

Daraus geht hervor, dass das Product

ein Einheitsfunctional des Korpers &m ist, und daraus ergeben

sich fur die Functionale
&amp;lt;p
n und die Einheitsfunctionale sn die

folgenden beiden Satze:

8. Die conjugirten Functionale cpn haben die Eigen-

schaft, dass alle Producte

yn
&amp;lt;PY

H

der Hauptclasse angehoren.

9. Die Einheitsfunctionale n haben die Eigen-
schaft, dass die Producte

n
~ n - m

mie Potenzen von Einheitsfunctionalen sind.
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Es kommt nun ilir den Beweis des Haupttheorems I. alles

auf den Beweis der beiden Satze an, die aus den Eigenschaften
der Functionale

&amp;lt;p

und zu folgern sind:

A. Die Functionale
&amp;lt;p

n gehoren der Hauptclasse an.

Konnen wir dieses Lemma voraussetzen
,
so ist cpn mit einer

Zahl an associirt, und wir konnen die Formel (14) mit etwas

veranderter Bedeutung von sn so darstellen :

(15) co
n
= 8

n
a* n(r ri)

m
.

In dieser Formel ist aber sn eine numerische Einheit
des Korpers * m,

die dem Satze 9. geniigt.

Konnen wir also aus dem Satze 9. noch das zweite Lemma
beweisen :

B. Eine numerische Einheit sn des Korpers &m ,
die

dem Satze 9. geniigt, ist die m ie Potenz einer
Einheit in i m , multiplicirt mit einer Potenz
von r;

so konnen wir in (15) die mie Wurzel ziehen, und erhalten. wenn
mit Q eine Einheitswurzel von moglicherweise hoherem Grade
als m und mit eine Zahl des Korpers lm bezeichnet wird:

(16) (r, XQ)=QU fl (r *, 17),

wo nun rechts lauter Kreistheilungszahlen stehen und wodurch
daher das Theorem I. erwiesen ist.

182.

Beweis des ersten Hiilfssatzes fiir ein ungerades m.

Wir haben im vorigen Paragraphen den Beweis des Theo

rems I. von zwei Hiilfssatzen abhangig gemacht, deren Beweis

nun ferner zu suchen ist.

Wir formuliren den ersten dieser Hiilfssatze so:

a) Ist cpn ein System von Null verschiedener con-

jugirter Functionale des Korpers & wl ,
von denen

bekannt ist, dass

&amp;lt;p

und (p~
l

cp

der Hauptclasse angehoren, so gehoren die

Functionale (p selbst der Hauptclasse an.

42*
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Der Satz wird bewiesen sein, wenn von irgend einer Potenz

qp
fc von qp, deren Exponent nicht durch q theilbar ist, bewiesen

werden kann, dass sie der Hauptclasse angehbrt. Denn sind
, /3

Zahlen in &m und ist

cp
m = e

1

u, cp
k = B&quot;

/3,

so konnen wir die ganzen rationalen Zahlen #, y so bestimmen, dass

mx -\- Icy = 1

wird, und dann wird

cp
=

cp
m x

cp
k y = s

&quot; ax fly,

also ist auch, wenn f
, &quot;,

e
&quot; Einheiten sind, cp selbst mit einer

Zahl associirt.

Nach dem heutigen Stande der Sache ist der Beweis fiir

ein gerades m auf einem ganz anderen Wege zu fiihren, als fur

ein ungerades, und wir beschaftigen uns also zunachst mit dem
leichteren Falle des ungeraden m *).

Die in a) iiber cpn gemachten Voraussetzungen konnen wir,

wenn a, /3 wieder irgend welche Zahlen des Korpers &amp;lt;&m und

s Einheitsfunctionale bedeuten, durch die beiden Formeln aus-

driicken :

(1) Kl = ^
(2) &amp;lt;p

n = su yj.

Wir werden nun die Aufgabe schrittweise losen.

Ist zunachst, wie friiher, (5 der in q enthaltene Primfactor,

der eine in &m existirende Zahl ist, und 6fc die in cp enthaltene

Potenz von a, so setzen wir

(3) 9 = (5
fc

^,

worin ty ein zu q theilerfremdes Functional bedeutet, das den-

selben Bedingungen (1), (2) wie cp geniigt, und wenn eines von

beiden in die Hauptclasse gehort, so gilt das auch vom anderen.

Der Satz a) braucht also nur noch unter der Voraussetzung
bewiesen zu werden, dass cp theilerfremd zu q ist.

Es sei nun p eine von q verschiedene Primzahl, die in

Primfactoren zerlegt den Ausdruck hat:

J
) Vgl. iibrigens den neuen Beweis von Hilbert, bei dem der Unter-

schied zwischen geradem und ungeradem m weit mehr zurucktritt (S. 648).
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worin J die in . 172 naher bestimmte Zahlenreihe durchlauft.

Es moge ? die in qp enthaltene Potenz von p t sein, so class,

wenn wir c

9 = I ft 1&

setzen, # theilerfrerad zu p und mit keinen anderen Primzahlen

verwandt ist (s. den Schluss von . 173), als (p selbst. Daraus

ergiebt sich

(5) &amp;lt;Pn

= In II
J)*j,

und hierin lassen wir n abermals die Reihe der Zahlen durch-

laufen. Setzen wir noch

so ist auch fy theilerfremd zu p und mit keinen anderen Prim

zahlen verwandt als qp, und wir erhalten aus (5) mit Benutzung
von (4):

(6) n&amp;lt;p*
= *p

s\
und daraus ergiebt sich, dass das Functional ty denselben beiden

Bedingungen (1), (2) geniigt, wie
(p.

Es zeigt sich ferner, dass, wenn die qps in der Hauptclasse

liegen, auch ^ in der Hauptclasse enthalten ist.

Wenn aber p 1 nicht durch q theilbar ist, so konnen wir

auch das Umgekehrte schliessen.

Denn nach (2) ist
&amp;lt;pt Equivalent mit

&amp;lt;p*
und folglich ist:

t
s

II 91 Equivalent qp
r
^,

Equivalent t^,

und wenn ^ mit einer Zahl associirt ist, so gilt dasselbe

von (p
s
s. Nach dem Satze . 172 ist aber, wenn p 1 nicht

durch q theilbar ist, 27 auch nicht durch q theilbar, und folg

lich ist auch (p selbst in der Hauptclasse enthalten.

Diese Betrachtung konnen wir nun, wenn ^ noch mit

weiteren Primzahlen, die nach dem Modul q nicht mit 1 con

gruent sind, verwandt ist, wiederholen, und kommen so zu dem

Satze :

Der Satz a) ist allgemein bewiesen, wenn er

unter der Voraussetzung bewiesen werden kann,
dass (p nur mit solchen Primzahlen verwandt ist,

die nach dem Modul q mit 1 congruent sind.
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Machen wir diese Voraussetzung iiber die Functionale qpw ,
so

konnen wir das Kummer sche Theorem in der Fassung des

. 174, 3. anwenden.

Wir bezeichnen in der Folge mit s Einheitsfunctionale
,
auf

deren genauere Kenntniss nichts ankommt, und setzen

CO * = II 9.,- = e,
wenn t die durch q nicht theilbaren Reste von m, die kleiner

als m sind, durchlauft, und t durch tt = I (mod m) bestimmt

ist. Dann ist &n eine Kreistheilungszahl in einem hoheren

Korper, deren mte Potenz in Qm enthalten ist und die der zweiten

Bedingung geniigt, dass

(8) fl--
1

df =
eine Zahl des Korpers Q,m ist.

Wir fuhren nun ein vielfach gebrauchtes Zeichen ein, indem

wir unter E (x) die grosste ganze Zahl verstehen
,

die in der

reellen Zahl x enthalten ist, und unter (x) den Rest, der stets

ein echter Bruch ist, und, wenn x selbst eine ganze Zahl sein

sollte, gleich Null zu setzen ist. Dann ist

(9) x = E(x) + (x).

1st x eine ganze Zahl, so ist nach dieser Bezeichnungsweise

auch eine ganze Zahl, und zwar der kleinste positive Rest der

Theilung von x durch m.

In der Formel (7) ist der Index der Functionale cp nur

nach dem Modul m bestimmt. Der Exponent aber ist auf seinen

kleinsten Rest nach dem Modul m reducirt. Ersetzen wir also

in (7) den Index t durch n t
,

so muss t durch den Rest der

Division von n t durch m, d. h. [nach (9)] durch

/nt\ T-, /nt\m
( )

= nt m E
( )\mj \mj

ersetzt werden, und wir konnen setzen

andererseits ist

0&amp;gt;x = fl ^ = 8
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also nach (8)

(W} 3&amp;gt;? K l = fl &amp;lt;p

m&quot;

vy = am .
V iUJ ^*^l ^n 11 ff

Hiernach ist der Quotient

ir
a

ein Einheitsfunctional
,
und da er zugleich die mie Potenz eines

Functionals in &m ist, so ist die Basis dieser Potenz auch eine

Einheit, d. h. es ist
* E (*l\H

&amp;lt;p t
, VM = ,

und es gehort dies Product der Hauptclasse an. Nun ist aber

nach unserer Voraussetzung

cp t
&amp;gt; aquivalent mit qp* ,

und daher ist

* v ( ^ SVE ( ^
H

&amp;lt;p t
,
vx aquivalent mit 9 \y,

und dies gilt fiir jedes beliebige durch q nicht theilbare n.

Konnen wir also nachweisen, dass sick n so bestimmen

lasst, dass auch die Summe

durch q nicht theilbar ist, so haben wir das Theorem a) be-

wiesen.

Wir wollen zunachst eine Umformung der Summe Sn vor-

nehmen, durch die die Frage auf den weit einfacheren Fall

zuriickgefiihrt wird, in dem m eine Primzahl ist.

Wir setzen, wenn in eine hohere als die erste Potenz von

q ist,

Darin ist m noch eine Potenz von g, der Summations-

buchstabe ^ durchlauft die Zahlenreihe 1, 2, . . ., q 1, und t2

die Zahlenreihe 0, 1, 2, . . ., in 1. Wir bestimmen
&amp;lt;i

aus der

Congruenz

^ti ^ 1 (mod g)

und erhalten
t = t[ (mod g).
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Es 1st dann

Wir nehmen jetzt n &amp;lt; q an, also auch n ^ &amp;lt; m, so dass

ti : m ein echter Bruch ist. Dann 1st

2 . .w +
)

entweder - =

b) Oder = E + l,

und zwar tritt der Fall b) nur dann ein, wenn zwischen

n t , n t9 ,

nti
Y und f -\

--=

m m m
eine ganze Zahl liegt. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn
der Unterschied zwischen n tz : m und der nachst grosseren

ganzen Zahl kleiner als n iv : m ist, also wenn

(12) / i m
Lassen wir in dem Ausdrucke auf der linken Seite von (12)

(13) E (^} + 1 - **
\ m ) m

t2 alle seine Werthe durchlaufen, so erhalten wir lauter positive,

die Einheit nicht iibersteigende rationale Briiche mit dem
Nenner w

,
von denen keine zwei einander gleich sind. Denn

waren zwei der Werthe, die aus (13) durch Substitution von

t^ t% fiir t2 entstehen, einander gleich, so miisste ^ 2 ^ eine
m

ganze Zahl sein, was, da n relativ prim zu m und t* 2 kleiner

als m ist, nicht sein kann. Die Ausdrucke (13) durchlaufen

daher in irgend einer Reihenfolge die Zahlenwerthe

(\\
m l

m&quot; m7
- m

und wenn a einen beliebigen positiven Bruch bedeutet, so ist

E (m a) die Anzahl der Zahlen der Reihe (14), die nicht grosser
als a sind. Nach (12) ist daher die Anzahl der Werthe von t^

fiir die der Fall b) eintritt, gleich E ( ),
und es ergiebt sich
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Um Sn zu bilden, multipliciren wir diese Gleichung mil t[ und

summiren. Dadurch ergiebt sich

Darin ist nun ^ t[ = ^ ti = (mod g), well die ti paar-
weise die Summe q ergeben, und es folgt:

(15) Sn = ^t{E (^ (mod q).

Die Summe, die hier auf der rechten Seite steht, ist ebenso

gebildet, wie Sn selbst in dem Falle, wo m eine Primzahl ist.

Fur diesen Fall ergiebt sich aber

a

(g H
^~

und daraus durch Addition

) fA /(g ) &amp;lt;A

~/~ v g~~&amp;gt;

und dabei kann die Summe der beiden positiven echten Briicbe,

die doch eine ganze Zabl sein muss, nur den Werth 1 baben.

Es folgt also

und daraus durcb Multiplication mit t[ und Summation iiber

alle Wertbe von fj von 1 bis q 1

Folglicb konnen sicber nicbt beide Summen auf der linken

Seite durch q theilbar sein. Dann zeigt der Ausdruck (15),

dass von den beiden Summen Sn und Sq - n gewiss eine durch q

untheilbar ist.

Dies aber war zu beweisen.
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. 183.

Beweis des zweiten Hiilfssatzes fur ein ungerades m.

Das zweite Lemma, was nach . 181 noch zu beweisen 1st,

ist folgendes:

2. Ist n ein System conjugirter numerischer Ein-
heiten des Korpers &m ,

das der Bedingung
geniigt, dass

(1) n7 n = m

die m te Potenz einer Einheit in &m ist, so sind
die sn selbst m ie Potenzen von Einheiten in

&m , multiplicirt mit einer Einheitswurzel der
Form rnfc

.

Auch dieser Beweis ist fur den Fall eines ungeraden m ganz
elementar. Wir betrachten daher hier zunachst diesen Fall.

Nach . 178, 1. konnen wir jede Einheit des Korpers &m in

der Form darstellen:

(2) fi = **S(r), = r fc

S(r),

worin &(r) eine reelle Einheit des Korpers lm ist. Es

geniigt also &(r) der Bedingung

(3) g(r) = &amp;lt;(*-&amp;gt;),

woraus sich nach (2) ergiebt:

(4) e l s- l
= &(r)*;

aus (1) aber findet sich, wenn man n = 1 setzt,

fi! _i = (g
w

,

d. h. die linke Seite von (4) ist die mte Potenz einer Einheit in

jJiw ,
und es ist also auch

(5) g(r)a = S~

die mte Potenz einer solchen Einheit.

Da nun m ungerade ist, so lasst sich die ganze rationale

Zahl x so bestimmen, dass

(6) 2 x + m = 1

wird, und daraus folgt
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Wenn wir also nach (5)

&*&(r) = e(r)

setzeD, so folgt

(7) (r)
=

e(r)&amp;gt;.

Durch (7) 1st aber der Satz 2. bewiesen und damit zugleich
fur ein ungerades m das ganze Theorem I.

Audi dieser Schluss versagt fur ein gerades m, well dann

die Gleichung (6) nicht mehr losbar ist.

. 184.

Vorlaufiges iiber den Fall eines geraden m.

Fiir den Fall, dass m eine Potenz von 2 ist, schlagen wir

einen ganz anderen Weg ein, iiber den hier zunachst einige vor-

laufige Bemerkungen Platz finden mogen.
Wir haben schon im . 182 gesehen, dass das erste Lemma

bewiesen ist, wenn wir nachweisen konnen, dass irgend eine

Potenz von 9, deren Exponent nicht durch q theilbar ist, zur

Hauptclasse gehort. Dabei ist von den beiden Eigenschaften des

Functionals qp nur die erste benutzt, dass die mte Potenz von
&amp;lt;p

in der Hauptclasse enthalten ist.

Nun kennen wir nach den allgemeinen Satzen in . 154 in

jedem Korper einen Exponenten /i, namlich die Anzahl der

Idealclassen
,
fur den (p

h zur Hauptclasse gehort, wenn
q&amp;gt;

ein

beliebiges Functional in diesem Korper ist.

Wenn wir also beweisen konnen, dass die Classenzahl h

im Korper &amp;lt;&m ,
wenn m eine Potenz von 2 ist, eine

ungerade Zahl ist, so ist damit ohne alles Weitere das

Lemma 1. bewiesen.

Dies soil das Ziel unserer Betrachtungen in den nachsten

Abschnitten sein.

In Bezug auf das zweite Lemma liegt die Sache ahnlich.

Hier kann man aus den Voraussetzungen in . 183, 2. ganz wie

oben die Formel . 183, (5) herleiten, aus der aber nur zu

schliessen ist, dass &(r) die |mte Potenz einer reellen Einheit

e(r) ist.

Nehmen wir also das erste Lemma als bewiesen an, so ergiebt

die Formel . 181, (14):

(1) (r, XQ )
= Q n Ve(r*j an 77 (r, 17),
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worin Qn eine Einheitswurzel vom Grade m2
,
und an eine Zahl

in &m ist, und es ware noch zu beweisen, dass e(r
n
) das Qua

drat einer Einheit in iTO ist.

Da e(r) eine reelle Einheit ist, so ist

(2) e(r) = e(r-&quot;),

und wir wollen noch festsetzen, dass das Yorzeichen der Wurzel

so bestimmt sei (was wir bei passender Annahme iiber on immer

annehmen konnen), dass

(3) Ve (r
n
)
= Ve(r~

n
).

Das Product (r
n

,
# ) (r~

w
,
XQ) ist nach der Voraussetzung

eine Zahl des Korpers w ,
die sich durch die Substitution

(r, r~ l
) nicht andert, d. h. eine reelle Zahl. Ferner ist nach

. 174, (5)

also gleichfalls reell. Ebenso ist wn w_ w reell, und daraus ergiebt

sich nach (1), dass

=_(**N a?
) (r~

n
,
x

)_
e(r

n
) an a_ n II(r

m* n
, if) (

r
- m* n

, 77)

eine reelle Zahl ist, die, weil sie eine Einheitswurzel ist, nur
= i; 1 s^in kann.

Nun konnen wir in der hieraus fur n = I sich ergebenden

Gleichung

(r, x ) (r~\ XQ )
= e(r) ^ _! 77

( p)

jede Substitution (r, rn) ausfiihren, woraus hervorgeht, dass das

Zeichen von gn g_ n von n unabhangig ist, dass also

(4) QnQ-n = QlQ-l = 1

ist. Nun leiten wir aus (1) weiter her:

&quot;

w (^, g? ) (r, a?
)-&quot;

und die rechte Seite ist eine Zahl des Korpers &m . Die linke

Seite zeigt aber, dass es eine Einheit ist, und wir konnen dem-

nach, wenn &(r) eine reelle Einheit bedeutet,

(6) on or
i V^) VW)~

n = r* (r)

setzen. Substituiren wir diesen Werth in die Formel (5) und

machen die Substitution (r, r~ 1
),

so ergiebt sich

(7) o_ w g-i
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und durch Multiplication von (6) und (7) mit Riicksicht auf (4)

(8) e(r)e(r)- = S(r)*.

In unseren Betrachtungen iiber die Classenzahl wird sich

noch der Satz ergeben:

Eine Einheit e (r) des reellen Korpers J?m ,
die

mit alien ihren Conjugirten positiv ist, ist

das Quadrat einer Einheit im Korper Hm .

Die Formel (8) zeigt aber
,
dass der Einheit e (r) diese

Eigenschaft zukommt, und dass daher e (r) (da auch 1 = i-

das Quadrat einer Einheit ist) das Quadrat einer Einheit des

Korpers &m ist.

Damit ist die Frage auf den Beweis der beiden erwahnten

Satze zurlickgefuhrt, der sich als Schlussstein einer langen. aber

an interessanten Beziehungen ausserst reichen Kette von Be

trachtungen ergiebt, denen die nachsten Abschnitte gewidmet
sein sollen.
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Classenzahl.

. 185.

Der Dirichlet sche Satz iiber die Einheiten.

Die Untersuchungen iiber die Anzahl der Idealclassen in

einem algebraischen Korper, die uns nun die nothwendigen Er-

ganzungen der Beweise des vorigen Abschnittes geben sollen,

bedienen sich der Methoden, die Dirichlet in die Zahlentheorie

eingefiihrt hat l
).

Sie sind nicht mehr rein algebraisch, insofern- dabei auch

transcendente Functionen und Zahlen, wie der natiirliche Loga-
rithmus und die Zahl it vorkommen. Auch wird von Grenz-

iibergangen, wie in der Integralrechnung, Gebrauch gemacht, aus

denen wir schon in . 156 ein schones Resultat gezogen haben.

Die Untersuchungen, von denen wir zunachst zu handeln

haben, sind ganz allgemein, d. h. sie gelten fur jeden alge

braischen Zahlkorper, und es bietet keinen Vortheil der Einfach-

heit, sie auf specielle Korper, wie etwa die Kreistheilungskorper,
zu beschranken.

*) Dirichlet, Recherches sur diverses applications de 1 analyse
infinitesimale a la theorie des nombres. Crelle s Journal, Bd. 19, 21.

Dirichlet s Werke, Bd. I (1839, 1840). (Hierher gehoren iibrigens auch

die nachgelassenen Abhandlungen von Gauss, ,,De nexu inter multitudinem

classium etc.&quot; Gauss Werke, Bd. II.) Die Anwendung dieser Principien
auf die Kreistheiluugszahlen hat zuerst Kummer gemacht [Crelle s

Journal, Bd. 35, 40 (1847, 1850) ;
Liouville s Journal, Bd. 16 (1851)]. Die

allgemeine Theorie der Einheiten ist gleichfalls von Dirichlet begriindet

[Dirichlet s Werke, Bd. I, S. 622, 633, 639 (1840, 1842, 1846)]. Die all

gemeine Theorie der Einheiten und die Bestimmung der Classenzahlen hat

Dedekind gegeben: Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlen

theorie, 4. Auflage, . 183 f. Minkowski, Geometric der Zahlen.
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Es sei also & ein Korper n ien
Grades, und

(i) a,, a,,,,., a.
die conjugirten Korper. Die irreducible Gleichung n^n

Grades,

deren Wurzeln uns diese conjugirten Korper bestimmen, wird

im Allgemeinen sowohl reelle als imaginare Wurzeln haben, von

denen aber die letzteren immer paarweise vorkommen, so dass

zu jedem imaginaren Korper &&amp;lt;*&quot;&amp;gt; ein anderer gehort, dessen

Zahlen mit denen von &(*&amp;gt; conjugirt imaginar sind, der also aus

i&amp;lt;*&amp;gt; durch die Substitution (t, i) hervorgeht.

Solche imaginare Paare fassen wir zu einer Einlieit zu-

sammen und bezeicbnen die Anzahl der reellen Korper und
der Paare imaginarer Korper der Reihe (1) rnit v. Sind

alle conjugirten Korper reell, so ist n = v\ sind sie alle ima

ginar, so ist n = 2 v.

Ausser im Falle des rationalen Korpers ist v nur noch in

dem Falle eines imaginaren quadratischen Korpers = 1. Sonst

ist v immer grosser als 1.

Die Anzahl der imaginaren Paare ist n i;
,
und die Anzahl

der reellen Korper 2 v M.

In der Determinante, durch die in . 145 die Quadratwurzel

aus der Grundzahl, V^/, definirt ist, vertauschen sich durch die

Substitution (2, i) je zwei conjugirt imaginare Reihen, und V^
wechselt also sein Zeichen dann, wenn diese Zahl ungerade ist,

sonst nicht. Im ersten Falle ist \^J imaginar, im zweiten reell.

Daraus ergiebt sich also, dass die Grundzahl z/ des Kor

pers & positiv oder negativ ist, je nachdem n v

gerade oder ungerade ist.

Behalten wir von zwei conjugirt imaginaren Korpern nur

den einen bei, so ergiebt sich die Reihe der conjugirten Korper

X1 2 , . . ., ^v,

denen wir ein Zeichensystem

d\, 2 ,
. . ., dv

mit der Bestiminung zuordnen, dass ds I sein soil, wenn &s

reell, und = 2, wenn &s imaginar ist, also 27 ds
= n.

Es rnoge y eine von Null verschiedene Zahl des Korpers &
bedeuten und

ifn ?2, - -, nn

die conjugirten Zahlen. Diesem Zahlensysteme ordnen wir ein

anderes Zahlensystem zu
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das wir durch die Gleichung

(2) A. = *, log | if.|

definiren, worin
\&amp;lt;q

s den absolnten Werth von
r\ s

und log \ya
\

den reellen natiirlichen Logarithmus der positiven Zahl
| rj s \

be-

deutet. 1st &s reell und das Zeichen + so gewahlt, dass
rjs

positiv 1st, so 1st

As = log ( 11,).

1st aber ^ s , rjs ein imaginares Paar, so ist

As = log rfs??*,

und zu
rj s und rjg gehort dasselbe As ,

so dass die Anzahl der

verschiedenen As gleich v ist. Aus dieser Bestimmung ergiebt
sich noch

(3) A, + A 2 -|
-----

1-
A v = log Na (n),

wenn, wie friiher, JVa die absolute Norm bedeutet.

Die Zahlen A1? A2 ,
. . ., /U wollen wir die conjugirten

Logarithmen der Zahl ^ nennen.

Wenn
17

eine ganze Zahl des Korpers * ist, so ist die

absolute Norm eine natiirliche Zahl, die nur dann 1 ist,

wenn
r]

eine Einheit ist, und daraus folgt nach (3):

1. Die Summe der conjugirten Logarithmen einer

ganzen Zahl
r\

ist positiv, und nur dann gleich
Null, wenn

77 eine Einheit ist.

Bedeutet oj, ca2 ,
. . ., &n eine Basis der ganzen Zahlen in &

(eine Minimalbasis von ,, . 145), und ca
1|S ,

aj2
,
s ,

. . .,
wn?s fur

s = 1, 2, , . ., n die conjugirten Zahlen, so lassen sich alle ganzen
Zahlen des Korpers &s in der Form darstellen:

(4) Yj s
= Xl 09

1)S -\- X2 09
2)S -f- + Xn C9njS ,

mit ganzen rationalen Coefficienten x, x%, . . ., xn . Die Deter-

minante dieses Systemes

2 Oi

ist die Quadratwurzel aus der Discriminante z/ des Korpers, und

demnach immer von Null verschieden. Demnach lasst sich das

System (4) nach den Unbekannten x, x2 ,
. .

., xn auflosen, und

wenn wir nun festsetzen, dass die absoluten Werthe der Zahlen

r\ s
nicht iiber eine gewisse Grenze hinausgehen sollen, so er-

geben sich aus diesen Aufiosungen Grenzen fur die ganzen ratio

nalen Zahlen #,-.
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Diese einfache Bemerkung liefert uns den folgenden wich-

tigen Satz:

2. Es giebt in einem algebraischen Kb rper Q nur
eine endliche Anzahl ganzer Zahlen

77
von der

Beschaffenheit, dass die absoluten Werthe der

conjugirten Zahlen
r\ s

unter einer gegebenen
Grenze liegen.

Wir machen jetzt von dem allgemeinen Satze . 155, (25)

Gebrauch, nach dem, wenn / (#1, #2 ,
. . ., xn) irgend eine posi

tive quadratische Form von n Variablen mit der Deter-

minante D ist, die Variablen #,- sich als ganze rationale Zahlen,

nicht alle verschwindend, so bestimmen lassen, dass

d. h. kleiner als eine von der Determinante D allein abhangige
Zahl wircl.

Diesen Satz wenden wir, wie im . 156, auf die Form an:

tt~~ r \ -^ \\^ 2
\ -i-l

7
?&quot;

2

J (.
xli %2 &amp;gt; &quot;&amp;gt;

Xn)
~

3 -t
.

&quot;I I
/&amp;gt;2

t

c
l c, cn

worin die
rj s

die Linearformen (4) sind, und im Falle eines

reellen
YJ S

N.I* = d.)
1

,

im Falle eines imaginaren Paares
rjs , rjs

Im letzteren Falle ist
rjs r}s die Summe zweier reeller Qua

drate, und demnach ist, wenn die cs reell angenommen werden,

/ eine positive Form. Wir wollen iiber die bis jetzt willkiir-

lichen reellen Grossen cs noch festsetzen, dass, wenn ^s , ^ ein

conjugirt iinaginares Paar bilden,

(5) c8 = Cs

sein soil; ausserdem wollen wir die cs noch der Bedingung unter-

werfen :

(6) &amp;lt;?!

c.2 . . . cn = 1.

Die Determinante der Function / bilden wir, wie im . 156,

dadurch, dass wir sie zunachst als Form der Variablen t]i,rj^..^rjn

auifassen, und die Determinante dieser Form ist wegen (6)

gleich 1. Die Determinante von / in Bezug auf die Variablen

Xi ist also (Bd. I, . 56), vom Vorzeichen abgesehen, gleich dem

Weber, Algebra, n. 43
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Quadrate der Determinante der Linearformen y 8 ,
d. h. der Grund-

zahl des Korpers &.

Daraus folgt, dass man eine von den cs unabhangige, nur

durch den Korper & bestimmte Zahl A finden kann, von der

Art, dass, was auch die cs sein mogen, f (x^ #2 , ..., xn) fiir ganz-

zahlige nicht verschwindende x unter A heruntersinkt. Da / die

Summe von positiven Summanden ist, so gilt dasselbe von jedem
dieser Summanden, und damit ist der folgende Satz bewiesen:

3. Ist cs ein beliebiges, den Bedingungen (5), (6)

geniigendes System reeller positiver Zahlen, so

giebt es eine durch den Korper & all ein be

stimmte reelle Zahl A von der Art, dass man
immer eine ganze Zahl ^ des Korpers SI be-

stimmen kann, die mit ihren conjugirten Zahlen

rjs
den Bedingungen geniigt

(7) M&amp;lt;ca A.

Beilautig folgt hieraus, dass man in jedem algebraischen

Korper &amp;lt;&, ausgenommen dem rationalen und dem imaginaren

quadratischen ,
von Null verschiedene ganze Zahlen finden kann,

deren absoluter Werth unter jede gegebene Grenze herunter

sinkt.

Wir wollen den Ausdruck des Satzes 3. durch Einfiihrung

der conjugirten Logarithmen von
v\

etwas umformen. Wir setzen

log A= k, so dass & eine durch & bestimmte reelle Zahl ist, ferner

Ys u

(8) cs = e
,

worin u eine beliebige reelle Grosse sein kann, und die Zahlen

ys wegen (5) und (6) der Bedingung geniigen:

(9) n + r* H h ^ = 2 n = o.

l,v

Da iiberdies is

M = *
T

&amp;gt;

ist, so folgt aus (7) und (8):

(10) Ia r*u&amp;lt;k88 .

Die Summe der v Ausdriicke auf der linken Seite dieser

Ungleichung ist wegen (9) gleich 2 ^*, also nach dem Satze 1.

nicht negativ, und wir finden
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Daraus ergiebt sich wegen (10), dass etn Glied dieser Summe,
A6, ys u, nicht kleiner sein kann, als (n ds) A

,
well sonst

die Gesammtsumine negativ ware, und wenn wir der Einfachheit

halber die untere Grenze noch etwas kleiner nehmen

(11) nkSs &amp;lt; As ys u &amp;lt; kds .

Damit ist bewiesen, dass es fur jedes gegebene System der

Zahlen u, ya ,
wenn nur die Bedingung (9) erfiillt ist, eine ganze

Zahl
r\

des Korpers & giebt, die mit ihren conjugirten Zahlen

den Grenzbedingungen (11) geniigt.

Es sei nun ferner gs ein System reeller Grossen, von dem
wir nur verlangen, dass

Vi #1 + 72 #2 H-----h 7*9* =
von Null verschieden sei. Damit ist [nach (9)] ausgeschlossen,
dass alle gs einander gleich sind; wenn sie aber das nicht sind,

so werden sich zu jedem gegebenen Systeme der ga unendlich

viele Systeme ys bestimmen lassen, die der Forderung (9)

geniigen.

Wird nun k ^\ ds gs = g gesetzt, so ergiebt sich aus (11)
durch Multiplication mit gs und Summation

(12) ng + ctu &amp;lt; I gs ls &amp;lt; g + MU.

Nach dieser Grenzbedingung bestimmen wir nun, bei fest-

gehaltenen ga und a, eine Reihe von ganzen Zahlen

(13) n , , , ,&quot;, , ,
. . .,

indem wir fiir u eine Reihe von Annahmen machen:

die folgendermaassen naher bestimmt sind:

Wir wahlen u zunachst so, dass

it g -\- uu = a, g -)- au = a

positiv werden; dann setzen wir

a a (n + 1) g
o = -

,

a

und setzen

U = u 4- 8, u&quot; = u + 8, u &quot; = u&quot; + 8, . . .,

a -f ad = a
,

a + ad =
a&quot;,

a&quot; -f ad = a
&quot;,

. . .,

43
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und erhalten so aus (12), wenn A, Ai ,
... die conjugirten Loga-

rithmen von ?/, ^&quot;,
. . . sind:

und die Reihe dieser Ungleichungen lasst sich unbegrenzt fort-

setzen.

Alle diese Zahlen
77, ?? ?/ ,

haben iiberdies nach (G) und (7)

die Eigenschaft, dass ihre absoluten Normen JV, N , N&quot;, . . . unter

einer bestimmten endlichen Grenze enlc bleiben.

Die Anzahl der moglichen Werthe von N, JV, JV&quot;,
. . . ist

also endlicn, namlich gewiss nicht grosser, als die grosste in cnk

enthaltene ganze Zahl. Ebenso ist die Anzahl aller moglichen
Reste der Zahlen #1? #2 ,

. . ., xn [in (4)] nach alien Moduln

N, N , N&quot;,
. . . nur eine endliche, und daraus folgt, dass, wenn

wir die Reihe der Zahlen (13) nur weit genug fortsetzen, in

der Reihe zwei verschiedene Zahlen rf
l

\ if auftreten

mussen, in denen N (V= NW und die Reste von x^ x2 , ..., xn

nach dem Modul JV (7l) genau dieselben sind.

Aus (14) aber folgt, wenn h
&amp;gt;&amp;gt;

^ vorausgesetzt wird:

(15) 2 gs (A?
}

A?
}

) &amp;gt;
0.

Ist N die absolute Norm dieser beiden Zahlen
v]

(h
\ ^ (fc)

,
so

ist wegen der Uebereinstimmung der Reste der x die Differenz

n
(h) _ ^w aurch N theilbar. Andererseits ist nach . 138 (13)

die Zahl N durch
t?
w

theilbar, und folglich ist auch ^ ^
durch rf theilbar. Daraus ergiebt sich, dass auch ^ durch

^ und ebenso ^
(/l) durch ^ theilbar ist. Beicle Zahlen sind

also associirt, und wenn wir

5^
^w

~

setzen, so ist eine Einheit des Korpers 5i.

Setzen wir ausserdem, indem wir mit \BS \

den absoluten

Werth von s bezeichnen,

(16) fl,log |
a

|

=
?.,

so ergiebt sich aus (15):

(17) gJi + g,l2 H h^/v&amp;gt; 0.
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Dies beweist nun der Satz:

4. 1st
&amp;lt;/i, #2? 0* e i n beliebiges System reeller

Zahlen, die nicht alle einander gleich sind, so

lasst sich in jedem algebraischen Korper & eine

Einheit e so bestimmen, dass die Summe

01 ll + 02 ?2 H h &amp;lt;/

?v

von Null verschieden ist, wenn 7S das System der

conjugirten Logarithmen von s ist.

Dieser wichtige Satz, der das Fundament fur das Folgende ist,

riihrt, wenn auch in etwas veranderter Fassung, von Dirichlet
her. Diese Formulirung ist von Minkowski gegeben.

. 186.

Systeme unabhangiger Einheiten und Exponenten-
systenie der Einheiten.

Wenn wir in dem zuletzt bewiesenen Satze y^ = 1, 2
= 0, . .

.,

g v = setzen, was, wenn wir von jetzt an v &amp;gt; 1 voraussetzen,

gestattet ist, so folgt, dass es in & eine Einheit s giebt, lur die

einer der conjugirten Logarithmen, ^ ,
von Null verschieden ist.

Da jede Potenz von dieselbe Eigenschaft hat, so giebt es auch

unendlich viele solche Einheiteu.

Dieser Satz gestattet nun eine sehr wichtige Verallge-

meinerung:

5. Ist s 5 v li so lasst sich im Korper & ein

System von Einheiten init den zugehorigen con

jugirten Logarithmen

derart bestimmen, dass eine beliebige der s-rei-

higen Determinanten der Matrix der 7
/J)fc ,

etwa

Ls
= db n,i ^2,2

7
S)S

von Null verschieden ist.

Fur s = 1 ist der ausgesprochene Satz nach der am Ein-

gange gemachten Bemerkung richtig. Wir nehmen also an, er
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sei bewiesen fiir s 1 und leiten ihn durch vollstandige In

duction allgemein her. Dazu ordnen wir die Determinante Ls

nach den Elementen der letzten Zeile, und schreiben sie so:

(2) L. = 9l ZM + g, I,,, H h 9. ?.,.,

worin gs = Ls_i ist, und daher nach der gemachten Voraus-

setzung von Null verschieden angenommen werden kann. Sub-

stituiren wir diese WT
erthe von g in die Formel des Satzes 4.,

. 185, indem wir gs + l 0, . . ., gv = annehmen, wahrend gs

nicht = ist, so sind, so lange s &amp;lt;C
v ist, gewiss nicht alle

9ii fa, - -1 9v einander gleich, und es ergiebt sich, dass sich es

so annehmen lasst, dass Ls von Null verschieden ist, wie bewiesen

werden sollte.

Auf s = v ist diese Schlussweise nicht auszudehnen, und

die Determinante Lv muss auch in der That immer Null sein,
s

weil fiir jede Einheit v ls verschwindet.

Wir wollen jetzt fiir den Fall, dass s = v 1 ist, die

Determinante Ls so bezeichnen:

(3) Lv_i = L (!, 2 ,
. . ., v _i),

und ein System von Einheiten fl5 2 ,
. .

., f,_i, fur welches diese

Determinante von Null verschieden ist, ein System un ab
bangiger Einheiten nennen.

Der absolute Werth L der Determinante L (s^ 2 ,
. . ., , i)

heisst der Regulator des Systems fx , 2 ,
. . ., fv __ 1

1
).

Wenn wir in der Determinante

7
^1 2 }

(4)
nc

1,1 v 1,2? &quot;i
&amp;lt;&amp;gt;v i,v

^1 } ^2 ?
* *

? v

in der die x^ x%, . . ., xv willkiirliche Grossen sind, alle Colonnen

zu der letzten addiren, so erhalten wir mit Riicksicht auf die
i

Relationen 2 t,
= ihren Werth gleich

(#1 + #2 H \-
X v) L.

Wenn wir also alle x mit Ausnahme von einem beliebigen

l

) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 4. Auf-

lage, . 183.
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= 0, das eine = 1 annehmen, so ergiebt sich aus (3) irgend
eine der (v l)-reihigen Determinanten der Matrix

%ll l,2? ) l,V

v 1,1? v 1,2, &amp;gt;

v l,v

und alle diese Determinanten haben also (vom Vorzeichen ab-

gesehen) denselben Werth. Es ist daber gleichgiiltig, welcher

unter den v conjugirten Werthen bei der Bildung des Regu
lators L weggelassen wird.

Ist j, 2 , ? v i ein unabhangiges System von Einbeiten,

und sind Ax ,
A2 . . . ., Av die conjugirten Logarithrnen irgend einer

Einheit s in &, so kann man die Zahlen j, |2 ,
. . ., |v_j immer

uud nur auf eine Weise so bestimmen, dass

li ?i,i -(- 2^2,1 -f- -\- v i ?v 1,1
== A

x ,

/\ l ^1,2 + 2 ?2,2 -f- + v-l /
1,2

:=r
^21

wird. Denn von diesen Gleichungen sind die ersten v 1 ein

System linearer Gleichungen mit nicht verscbwindender Deter-

minante, und die vie
Gleicbung folgt aus den iibrigen, weil die

Summe der conjugirten Logaritbmen einer jeden Einbeit ver-

schwindet.

Das System der Zahlen |15 |2 ,
. . ., | v _i nennen wir das

Exponentensystem der Einbeit s in Bezug auf das System

], 2 ,
. . ., v _i, und es ist nun zu beweisen:

6. Dass die Exponenten jeder Einheit e rationale

Zahlen sind, deren Nenner eine gewisse endliche

Grenze nicht iibersteigt, und die daher alle mit

einem gemeinschaftlichen, nur von dem Systeme
i abhangigen Nenner behaftet angenommen
werden konnen.

Um dies einzusehen, hat man Folgendes zu erwagen :

1) Wenn wir die Grossen |15 |2 ^ ? i wie Variable be-

trachten, und jede von ihnen, von den anderen unabhangig, von

bis 1 gehen lassen, so bleiben die linken Seiten von (5) in

endlichen, nur von den Einheiten e l , 2 ,
. . ., v-i abhangigen

Grenzen eingeschlossen. In diesen Grenzen miissen also auch

die conjugirten Logarithmen A der Einheit bleiben, so lange
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die Exponenten |; auf nicht negative echte gebrochene Werthe

beschrankt bleiben, und daraus ergiebt sich nach der Definition

der conjugirten Logarithmen eine obere Grenze fiir s und seine

Conjugirten.

Nach dem Satze 2., . 185 giebt es aber in & nur eine

endliche Anzahl ganzer Zahlen, also um so mehr nur eine end-

liclie Anzahl von Einheiten, die dem absoluten Werthe nach mit

alien ihren Conjugirten unter einer endlichen Grenze liegen.

Wenn wir nun eine Einheit, deren Exponenten in den

Grenzen und 1 liegen, mit Einschluss der unteren und mit

Ausschluss der oberen Grenze eine in Bezug auf das System
x , 2 ,

. . ., f v_! reducirte Einheit nennen, so haben wir

den Satz:

Es giebt nur eine endliche Anzahl von Einheiten
in &, die in Bezug auf ein unabhangiges System
fj, 2 ,

. . ., r_! reducirt sind.

2) Die Einheiten reproduciren sich durch Multiplication und

Division. Sind # *
SI, 52, ) 5v l

bl ) b2 5 i fev 1

die Exponenten von zwei Einheiten a
, t&quot;,

so sind die Summen
und die Differenzen

K, & & , -, -1 -1

die Exponenten der Einheiten s e&quot; und t : s&quot;.

Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem Satze, dass der

Logarithmus eines Productes oder eines Quotienten gleich der

Summe oder der Differenz der Logarithmen der beiden Bestand-

theile ist.

3) Die Einheiten cl5 2 ,
... selbst haben die Exponenten

1,0, . ..
, 0; 0, 1, . .

., 0; . . ., und daraus folgt nach 2), dass jedes

System von ganzen Zahlen, fiir |1? 2 ,
. .

., | v _j gesetzt, das

Exponentensystem einer Einheit giebt, die sich durch Multi

plication von Potenzen der 15 2 ,
. . . bilden lasst.

4) Aus 2) und 3) ergiebt sich, dass ein Exponentensystem

In 21 - -i * i einer Einheit ein Exponentensystem bleibt, wenn

alle seine P]lemente mit einer und derselben ganzen Zahl multi-

plicirt werden, und dass es auch dann noch diesen Charakter

behalt, wenn seine Elemente ^ um beliebige ganze Zahlen

vermehrt oder vermindert werden. Gebrauchen wir also das

Zeichen (x) in dem Sinne, wie im . 182, dass es -den Ueber-
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schuss der Zabl x iiber die grosste in x enthaltene gauze Zahl

bedeutet, so ergiebt sich Folgendes:

1st J1? |2 ,
. . ., i das Exponentensystem einer Einheit, und

m eine ganze Zahl, so ist auch

(6) (WJO, (W&O, .-., (Wjr-i)
das Exponentensystem einer Einheit.

Nun sind die Grossen (M,-), wenn sie nicht Null sind,

positive echte Briiche, und nach 1) muss es sich also, wenn die

Reihe der ganzen Zahlen hinlanglich weit fortgesetzt wird, er-

eignen, dass fiir zwei verschiedene Werthe in
,

m&quot; von m die

Zahlenreihe (6) iibereinstimmt. Da hiernach m J,-, m&quot; & denselben

Ueberschuss iiber eine ganze Zahl haben, so ist (m m&quot;) &
selbst eine ganze Zahl, und es giebt also eine ganze rationale

Zahl m, die hochstens gleich der Anzahl der Exponentensysteme
reducirter Einheiten ist, von der Eigenschaft, dass

m|i, w| 2 ,
. . ., wv_i

ganze rationale Zahlen werden.

Diese Zahl m kann sich andern, wenn die Einheit s geandert

wird. Da aber alle moglichen Werthe dieser Zahl unter einer

endlichen Grenze liegen, so giebt es eine endliche Zahl, in der

alle diese Werthe von m enthalten sind und die selbst fiir m
genommen werden kann. Es giebt claher eine gewisse positive

ganze Zahl w, die als Nenner aller der rationalen Zahlen ge

nommen werden kann, die als Exponenten von Einheiten auf-

treten konnen. Damit ist der Satz 6. bewiesen.

187.

Fundamentalsysteme von Einheiten.

Wir wahlen jetzt an Stelle des Systemes unabhangiger Ein

heiten fi ein anderes. dessen conjugirte Logarithmen

(1) A,-,i, A/, a, . . ., A
f)V

i = 1,2, . . ., v1
sein mogen. Nach . 186, (5) ist

(2) A,-}fc
=

|l,7l,fc + S2,i?2,fc + + -!, t^-l,fc

t= 1,2, . . ., v 1; fc= 1,2, . . ., v,

wenn |M-, |2,n &amp;gt; i--i, die Exponenten einer der neuen Ein

heiten in Bezug auf das System ^ ,
f2 ,

. . ., v _i bedeuten, die

wir als rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner m an-

nehmen konnen.
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Es ist aber nach dem Multiplicationssatze der Determinanten

&quot;i,i j

J lv 11

l,r l, . . ., Av _i?r :

1,1? -5 l,v

*..!

n,v i, . ., lv i, v i

oder, wenn wir

^v _! = 2 AM A
2)2 . . . A v _!,_!

setzen, und beachten, dass die Determinante

eine rationale Zahl mit dem Nenner mv~ l ist:

(H

worin a eine ganze rationale Zahl ist.

Daraus ergiebt sich, dass die neu eingefiihrten Einheiten

immer und nur dann ein unabhangiges System bilden, wenn die

Determinante der gt

-

jfc ,
d. h. die Zahl a, von Null verschieden ist.

Nun giebt es unter einer endlichen oder unendlichen Anzahl
nicht verschwindender rationaler Briiche mit demselben Nenner
immer einen dem absoluten W^erthe nach kleinsten, und folglich

konnen wir nach (4) das neue System unabhangiger Einheiten

so wahlen, dass sein Regulator + ^iv i so klein als moglich
wird. Ein solches System nennen wir ein Fundamentalsystem
von Einheiten, und den Minimalwerth des Regulators selbst,

also den Regulator eines Fundamentalsystemes ,
nennen wir den

Regulator des Korpers. Wir nehmen jetzt an, dass unser

System s^ s2 ,
. .

., sv_ 1 selbst ein Fundamentalsystem sei.

Unter dieser Voraussetzung lasst sich beweisen, dass alle

Exponenten von Einheiten ganze Zalilen sein miissen.

Wenn wir namlich annehmen, es existire eine Einheit f,

deren nach den Formeln . 186, (5) bestimmte Exponenten nicht

alle ganze Zahlen sind, so giebt es nach . 186, 4) auch eine

Einheit
,
deren Exponenten echte Briiche sind, die nicht alle

verschwinden.

Verstehen wir unter A15 A
2 ,

. . .,
Ar_ x in den Formeln (5),

. 186 das System der conjugirten Logarithmen von
,

so er

giebt sich
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und wenn wir also annehmen, was offenbar keine Beschrankung
der Allgemeinheit ist, dass |x ein nicht verschwindender echter

Bruch sei, so widerspricht diese Formel der Annahme, dass

ein Fundamentalsystem sei, weil die Determinante Lv_i ver-

kleinert wiirde, wenn s l durch ersetzt wird.

Haben wir ein Fundamentalsystem, so konnen wir ein be-

liebiges System ganzer rationaler Zahlen 1, 2? ? ! i a^s

Exponentensystem annehmen und eine Einheit mit diesen Ex-

ponenten bilden:

e = 4 l 42
. . . ici

1
.

Es bleibt also noch die Frage zu beantworten, inwieweit

eine Einheit durch das Exponentensystem bestimmt ist.

Nehmen wir an, es seien
,

s&quot; zwei Einheiten mit demselben

Exponentensysteme, dann besteht das Exponentensystem der

Einheit e : s&quot; = Q aus lauter Nullen, und folglich sind die con-

jugirten Logarithmen von Q alle gleich Null; Q ist daher eine

ganze Zahl von der Eigenschaft, dass die absoluten Werthe aller

mit Q conjugirten Zahlen gleich 1 sind, und daher, wie im

. 175, 2. bewiesen ist, eine Einheitswurzel. Damit ist das

folgende Theorem bewiesen:

I. Es giebt im Korper & ein System von v 1 funda-

mentalen Einheiten

&quot;(5) j, 2 ,
. . ., fv-i,

welches die Eigenschaft hat, dass in der Form

(6) 8 = Q 4 42
- fc 1

alle Einheiten des Korpers, jede nur einmal,
enthalten sind, wenn |x , |2 ,

. . ., | i alle ganzen
rationalen Zahlen und Q alle in SI vorhandenen
Einheitswurzeln durchlauft.

Es ist nun leicht, aus einem Fundamentalsysteme alle anderen

abzuleiten, indem man in (6) fur die Exponenten v 1 ver-

schiedene Systeme ganzer Zahlen |;jfc setzt, deren Determinante

= + 1 ist. Denn setzt man

*.=*.*&**$,*.^ N

so folgt aus (3):

L (fi , 2, - -, fv-l) = L (f1? 2 ,
. . ., v-l).
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Beide Determinanten haben also den Minimalwerth, und

beide Systeme sind Fundamentalsysteme.
Der Fall v = 1, den wir oben ausgeschlosseii haben, tritt

ausser im Falle des rationalen Korpers, in clem nur die beiden

Einheiten + 1 existiren, im Falle des imaginaren quadra-
ti sch en Korpers ein. In diesem Falle haben wir im zwanzig-

sten Abschnitte die ganzen Zahlen des Korpers in der Form

x -\- y V m

, fatf

dargestellt, worin m eine Stammdiscriminante bedeutet, so

dass m oder = 3 (mod 4) ist, und x, y beide gerade oder

beide ungerade sind. Die Einheiten erhalten wir, wenn wir die

Gleichung
2 = 4

auf alle mogliche Arten in ganzen rationalen Zahlen losen. Diese

Gleichung hat aber, wenn m
;&amp;gt;

4 ist, nur die zwei Losungen
x = 4^ 2, y = 0, und es giebt also in diesen Fallen, wie im

Korper der rationalen Zahlen, nur die zwei Einheiten 4; 1. Ist

m = 4, so findet man die vier Einheiten i 1, i ,
und ist end-

lich m = 3, die sechs Einheiten

4-1 .

- 1 + * V 3 - 1 - %V 3
-

2 o 2

In dem nachst einfachen Falle, n = 2, v = 2, d. h. im

reellen quadratischen Korper, fallt die Theorie der Einheiten

zusammen mit der im . 127 des ersten Bandes behandelten

Theorie der Pell schen Gleichung.

. 188.

Reducirte Za hTe n .

Ist a irgend eine von Null verschiedene ganze oder ge-

brochene Zahl des Korpers 4i, so betrachten wir, wie bei den

Einheiten, das System der conjugirten Logarithmen von cc,

worunter wir, wie im . 185, die reellen Zahlen

(1) A
1
= d1 log| 1 |,

A2
= d2 log|a2 |, ..., A v= Mog|a r

|

verstehen, die wir auch mit A s,(w)^bezeichnen. Ziehen wir das

Fundamentalsystem x ,
f2 ,

. . ., v-i vori Einheiten zu Rathe, so
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konnen wir die linearen Gleichungen, analog wie im . 186, (5)

bilden : I

1^1,1 + 2*2,1 + + v-i/v-i,i + div = AH

/
2\

l
?L2 + 7

2,2 H h lv-l?v-l,2 + #2 = A2 ,

Si Zl,v + 2 ?2,v + + v-l 7--l,- + S&amp;gt; v A v ,

dessen Deternrinante [. 186, (4)] den von Null verschiedenen

Werth hat:

(3)

,li ?2,li o *
1,

n,i 2,vi ? v l,v?

2 ,

Demnach sind die Unbekannten g^ |-2 ,
. . ., |,.-i, v aus (2)

eindeutig bestimmt.

Durcli Addition cler Gleichungen (2) findet man zunachst

sehr einfach

(4) n v ==\ogNa (a),

und v bleibt also dasselbe fiir alle Zahlen a, die unter ein-

ander associirt sind.

Die Zahlen x , |a ,
. . ., ^ v _! heissen die Exponenten der

Zahl a [in Bezug auf das Fundamentalsystem ( 1} s2t . . ., i)].

Aus dieser Definition ergiebt sich ohne Weiteres, dass die

Exponenten eines Productes oder eines Quotienten gleich der

Summe oder der Differenz der entsprechenden Exponenten der

einzelnen Bestandtheile sind. Die Exponenten einer Einheit sind

gauze rationale Zahlen, und jedes System ganzer rationaler Zahlen

In 2? -i &amp;gt; i i t auch das Exponentensystem einer Einheit.

Die Exponenten associirter Zahlen unterscheiden sich also

urn ganze Zahlen von einander, und man kann zu jeder Zahl a

eine associirte Zahl finden, deren Exponenten zwischen

und 1 liegen. Solche Zahlen heissen reducirte Zahlen (in

Bezug auf das Fundamentalsystem s^ . . ., f,-i). Reducirte Ein-

heiten sind alle und nur die in & verhandenen Einheits-

wurzeln, deren Zahl wir mit w bezeichnen wo 11 en. Da

die beiden Einheitswurzeln + 1 in jedem Korper enthalten sind,

so ist iv mindestens = 2 und imnier eine gerade Zahl.

Wenn zwei associirte Zahlen dasselbe Exponentensystem

haben, so unterscheiden sie sich nur durch einen Factor, der
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eine Einheitswurzel ist. Das Exponentensystem der aus u ab-

geleiteten reducirten Zahl a ist durch a selbst vollig bestimmt.

Hierdurch ist der Satz bewiesen:

II. Zu jeder (von Null verschiedenen) Zahl a des

Korpers & giebt es -w und nicht mehr reducirte
Zahlen p .

Wenn statt des Fundamentalsystemes (fx , 2 ,
. . ., v_ a)

eiri

anderes angewendet wird, so erleiden die Exponenten i, J2 )
. .

., Jv-i
eine ganzzahlige lineare Substitution von der Determinante + 1.

Eine reducirte Zahl kann clann aufhoren, fur das neue Funda-

mentalsystem reducirt zu sein. Der Begriff der reducirten Zahl

ist also von der Wahl des Fundamentalsystemes abhangig. Die

Anzahl der aus einer gegebenen Zahl abgeleiteten reducirten

Zahlen ist aber immer dieselbe.

Durch diesen Satz haben wir den Zweck erreicht, aus

dem ganzen unendlichen Systeme der unter einander associirten

Zahlen eine bestimmte endliche Anzahl von Reprasentanten

herausgehoben zu haben.

. 189.

Grenzen der Anzahl der durch ein Ideal theilbaren

ganzen Zahlen des Korpers SI.

Unsere friiheren Betrachtungen haben ergeben, dass jede

ganze Zahl eines Korpers & nur eine endliche Anzahl von Idealen

zu Theilern hat. Da jedes ganze Ideal ein Theiler seiner Norm

ist, so giebt es also auch nur eine endliche Anzahl von ganzen
Zahlen in &, deren absolute Norm eine gegebene Grenze nicht

iibersteigt.

Aus diesen Zahlen greifen wir jetzt wieder einen Theil

heraus, und fragen nach der Anzahl T aller ganzen Zahlen
des Korpers &amp;lt;&,

deren absolute Norm eine positive Grosse t

nicht iiberschreitet
,
und die durch ein gegebenes Ideal a theil-

bar sind.

Nehmen wir als vorlaufiges Beispiel den rationalen Korper,
so ist dort T die Anzahl der natiirlichen Zahlen, die kleiner als

t und durch eine gegebene ganze Zahl m theilbar sind, also, in

der friiher (. 182) gebrauchten Bezeichnung T= E (
J
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Die Zahl T ist eine im Allgemeinen nicht genauer zu be-

stimmende Function von
,

die mit t zugleich ins Unendliche

wachst, die sich aber, da sie nur ganzzahlige Werthe hat, nur

stufenweise, also unstetig andert Worauf es hier ankommt, ist

der Grenzwerth, dem sich das Verhaltniss T : t mit
unendlich wachsendem t nahert (der in dem oben an-

gefiihrten Beispiele 1 : in ist).

Dieser Grenzwerth lasst sich durch Betrachtungen, wie wir

sie schon im . 155 benutzt haben, finden.

Wir bilden uns zunachst eine Basisform des gegebenen Ideals a :

(1)
=

! xl + a.2 x2 -|
--- -

-f an xn ,

d. h. eine lineare Function der n Variablen
a;,-, von der Eigen-

schaft, dass durch Substitution aller ganzen rationalen Zahlen fiir

Xi aus a alle durch a theilbare ganze Zahlen des Korpers & ent-

stehen (. 146). Mit t
-

?1 , ,-?2 , ., t, n bezeichnen wir die mit a

conjugirten Werthe und bilden die lineare Substitution fur #,:

1st J. die Determinante dieses Gleichungssystems

A = Z
!,!

a2,2 n,n,

so ist A2 die Discriminante des Functionensystems (!, cc.2 i
&amp;gt;

a
n)?

und daher nach . 147 gleich dem Producte aus dem Quadrate
der absoluten Norm von und der Korperdiscriminante z/.

Da die absolute Norm von zugleich die Norm des Ideals a

ist (. 151). so setzen wir

(3) J.2 = tf(a)2^.

Nun kbnnen wir, wie im . 155, die x^, x%, . . ., xn als

Coordinaten eines Punktes (x) in einem Raume von n Dimen-

siouen deuten, und wir lassen jedem Punkt (x) einen Punkt (x )

entsprechen, dessen Coordinaten durch

(4)

bestimmt sind, worin t eine beliebige positive Grosse bedeutet.

Jedem Gebiete S von Punkten (x) entspricht ein Gebiet S von

Punkten (x ).
Alle Figuren in S sind den entsprechenden Figuren

in S 1

ahnlich, und die Lineardimensionen in S verhalten sich
i

zu denen in S wie 1 : t
n

.
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Denken wir uns das Gebiet S gegeben, so wird das ent-

sprechende Gebiet S von t abhangig sein und sich mit t ver-

grossern. Die Punkte mit ganzzahligen Coordinaten Xi nennen

wir, wie friiher, die Gitterpunkte. Die Anzahl der in einem

endlichen Gebiete S liegenden Gitterpunkte ist immer endlich,

wachst aber mit t und soil mit Z
t bezeichnet werden. Dann ist

nach den Satzen . 155, (14) das Volumen des Gebietes S, d. h. das

iiber alle Punkte von S erstreckte n-fache Integral

F= // . . . / d XL d #2 . . . d xn

gleich dem Grenzwerthe des Verhaltnisses Zt : t fur unendlich

wachsendes t:

(5) F = Lim ^
Hierin liegt zugleich die genauere Priicisirung, die wir iiber

das Gebiet S machen miissen
,
wenn unsere Betrachtung an-

wendbar sein soil. Es muss S so beschaffen sein, dass das

n-fache Integral F erne bestimmte Bedeutung hat. Jeder Gitter-

punkt ist nun durch (1) das Bild einer ganzen durch a theil-

baren Zahl des Korpers &, und wir konnen also auch sagen,

dass Zt die Anzahl der durch a theilbaren ganzen Zahlen in SI

ist, deren Bilder in dem Gebiete S 1

liegen.

Um das Gebiet S in geeigneter Weise abzugrenzen, wahlen

wir ein System fundamentaler Einheiten des Korpers &

mit dem System der corijugirten Logarithmen

? I I-

und dem Regulator

(6) + L ( ,, . . ., *__!) = 2 7M 7
2|2

. . . ?v-i,v_i,

der mit L bezeichnet werden mag.
Wir definiren jetzt ein System von Functionen 1? |2 ,

. . ., % v

der Variablen #,- durch folgende Bedingungen:
Es sei, wenn die yi die Bedeutung (2) haben,

(7) Zi = dt log yi \ ,

so dass, wenn 1iir die x^ ein System ganzer rationaler Zahlen

gesetzt wird, #,- nach . 185 in das System der conjugirten

Logarithmen der Zahl a iibergeht.

Es ist dann, wenn y k zu einem reellen Korper gehort,

(8) 0* =-
| log yl,
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und wenn /fc , yk einem imaginaren Paare angehoren,

(9) #fc = log yk yk ,

wodurch die Definition vollig eindeutig ist.

Nun bestimmen wir die Variablen J1? |2 ,
. . ., v i, v aus

den linearen Gleichungen

(10)

deren Determinante nicht verschwindet.

Giebt man den Variablen Xi ganzzahlige Werthe, so gehen
nach . 188, (2), (3) die x , |2 , ..., |v_i in das Exponentensystem
der Zahl a. iiber, und es ergiebt sich durch Addition der Glei

chungen (10) [. 185, (3)]:

(11) 6.-
=

^logJ\
T
.().

Wir gehen jetzt von dem Punkte (x) zu dem Punkte (x
1

)

iiber, indem wir x\ = t
n
Xi setzen. Dadurch geht y t in

\_

y\ = *
n

I//

iiber, und ^ in

ei
= Si + d,- log f.

Wenn wir also ^J an Stelle von Zi setzen, und die dann aus

(10) sich ergebenden Werthe der | x , J2 . . .
, g r mit Ji, |2 , . . ., |,

bezeichnen, so ist

(12) = ^ & = |2 , .., i;_! = | V_ 15 1; = |, +-i log t.

11

Nunmehr wollen wir das Gebiet $ dadurch abgrenzen, dass

^ &amp;lt; 1, . . , ^ ,_! &amp;lt; 1,

sein soil. Dadurch erreichen wir, dass die in dem Gebiete $

liegenden Gitterpunkte (x ) nur reducirte ganze Zahlen a dar-

stellen, und alle und nur solche, deren absolute Norm kleiner

als t ist.

Unter den reducirten Zahlen sind aber immer je w mit

einander associirt, wenn w die Anzahl der in & enthaltenen

Weber, Algebra. H. 44
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Denken wir uns das Gebiet S gegeben, so wird das ent-

sprechende Gebiet S von t abhangig sein und sich mit t ver-

grossern. Die Punkte mit ganzzahligen.Coordinaten Xi nennen

wir, wie friiher, die Gitterpunkte. Die Anzahl der in einem

endlichen Gebiete S liegenden Gitterpunkte 1st immer endlich,

wachst aber mit t und soil mit Zt bezeichnet werden. Dann ist

nach den Satzen . 155, (14) das Volumen des Gebietes $, d. h. das

iiber alle Punkte von S erstreckte w-fache Integral

F= // . . . / d XL d #2 . . . d xn

gleich dem Grenzwerthe des Verhaltnisses Zt : t fur unendlich

wachsendes t:

(5) F = Lim ^t= 00 V

Hierin liegt zugleich die genauere Pracisirung, die wir iiber

das Gebiet S machen miissen, wenn unsere Betrachtung an-

wendbar sein soil. Es muss S so bescbaffen sein, dass das

w-fache Integral F eine bestimmte Bedeutung bat. Jeder Gitter-

punkt ist nun durch (1) das Bild einer ganzen durch a theil-

baren Zahl des Korpers ,&, und wir konnen also auch sagen,

dass Zt die Anzahl der durch a theilbaren ganzen Zahlen in &
ist, deren Bilder in dem Gebiete S liegen.

Um das Gebiet S in geeigneter Weise abzugrenzen, wahlen

wir ein System fundamentaler Einheiten des Korpers 5i

1 1 2i &amp;gt;

v - 1

mit dem System der corijugirten Logarithmen

i, It i,2i -
, % v

und dem Regulator

(6) L (,, 2 ,
. . ., fv-l) = Z

?1,1 ?2,2 ?v-l,r-l,

der mit L bezeichnet werden mag.
Wir definiren jetzt ein System von Functionen 1, 2 i

der Variablen x+ durch folgende Bedingungen:
Es sei, wenn die yi die Bedeutung (2) haben,

(7) * = fl,-log|2fc|,

so dass, wenn fiir die Xi ein System ganzer rationaler Zahlen

gesetzt wird, #,- nach . 185 in das System der conjugirten

Logarithmen der Zahl a iibergeht.

Es ist dann, wenn y k zu einem reellen Korper gehort,

(8) z* = \ log *,!,
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und wenn i/fc , yk einem imaginaren Paare angehoren,

(9) ZK = log yk 2/i,

wodurch die Definition vollig eindeutig 1st.

Nun bestimnien wir die Variablen |x , |2 ,
. . ., v _i, v aus

den linearen Gleichungen

li?i.iH
-----h fi -i t-i, i + i 6 = *

ll 7l,2 H-----h !- 1 .-1,2 + 52 v = 2

deren Determinante nicht verschwindet.

Giebt man den Variablen xt ganzzablige Werthe, so gehen
nach . 188, (2), (3) die x , |2 , ..., %v \ in das Exponentensystem
der Zahl a liber, und es ergiebt sich durch Addition der Glei

chungen (10) [. 185, (3)]:

(H) ^ = i log #*().

Wir gehen jetzt von dem Punkte (x) zu dem Punkte (x
f

)

liber, indem wir xi
= t

n
X{ setzen. Dadurch geht yt in

si = **
uber, und ^ in

4 = Zi + ^- log f.

Wenn wir also z\ an Stelle von ^/ setzen, und die dann aus

(10) sich ergebenden Werthe der 15 |2 . . .
, J v mit |i, |2 ,

. . ., |-

bezeichnen, so ist

(12) gi = | lf |2 = J2 , .., !;_! = !,,_!, j; = g&amp;gt;

. + 1
log i

Nunmehr wollen wir das Gebiet S dadurch abgrenzen, dass

^ |i &amp;lt; 1, . . ., ^ ft_! &amp;lt; 1,

sein soil. Dadurch erreichen wir, dass die in dem Gebiete S

liegenden Gitterpunkte (x }
nur reducirte ganze Zahlen a dar-

stellen, und alle und nur solche, deren absolute Norm kleiner

als t ist.

Unter den reducirten Zahlen sind aber immer je w mit

einander associirt, wenn w die Anzahl der in & enthaltenen

Weber, Algebra. H. 44
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Einheitswurzeln bedeutet, und wenn wir also diese w associirten

Zahlen zu einem Complex zusammenfassen ,
so ist die Anzahl

dieser Complexe gleich der Anzahl T aller nicht associirten,

durch a theilbaren ganzen Zahlen in &, deren absolute Norm

kleiner als t ist. Demnach ist die Anzahl der in S liegenden

Gritterpunkte

(14) Zt
= w T.

Fur die Begrenzung des Gebietes S erhalt man aus (12)

und (13):

(15) ^ & &amp;lt; 1, . .
., ^ r-i &amp;lt; 1, |v &amp;lt; 0,

und nach (5) erhalten wir

T7
i /&quot;* r* P i

(16) Lim = / I ... I dXi dx2 ... dxn = V,
t w J J J w

worin das w-fache Integral iiber das durch (15) bestimmte Gebiet

S auszudehnen ist.

. 190.

Bestimmung des Volumens.

Das Volumen V lasst sich bestimmen nach der schon im

. 155 angefuhrten Transformationsformel fur mehrfache Inte-

grale, nach der, wenn #15 #2 ,
. .

.,
xn Functionen der Variablen

MI? u2 ,
. . ., un sind,

r r r
(1) V = ... dxt dx2 . . . dxn

J tJ U
P P P / 7*11* T\T T^T \
/ / / / t-i i OJU\ (7Xo u,Ln \ .. 7

/ /.../( 2 ;
- ^-^ - - -

) duidu.2 ... dun
J J J \ OUi CU2 OUn/

ist, wobei die Functionaldeterminante in dem nach den Variab

len u genommenen Integrale mit ihrem absoluten Werthe zu

nehmen ist.

Diese Functionaldeterminante ist auch gleich dem reciproken

Werthe der Determinante

C^ /y&amp;gt; C^ /y \ /y*
%J JU\ \J i*/O \J wyi

Wir fiihren zunachst die Variablen u durch eine lineare Sub

stitution ein, und bernerken, dass unter den mit SI conjugirten

Korpern nach unserer Annahme n v conjugirt imaginiire Paare
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und 2v n reelle vorkommen. Demnach sind von den n Func-

tionen y [. 189, (2)]

(2) y* !,**! + a
2)fc

#.2 -f-
.

1-
a

nrJc
xn .

2v n reell, 2 n 2v paarweise conjugirt. Wir wollen unter

den n Yariablen u reelle lineare Verbindungen der x verstehen.

namlich die 2 v n reellen y und die 2 n 2 v Bestandtheile

der conjugirt imaginaren Paare der /, so dass, wenn t/, y ein

imaginares Paar ist,

2i = y + y ,
2 2

= y y
oder

(3) ?/
=

! + ? 2 . # = ! * 2

gesetzt wird. Wenn man in der Functionaldeterminante der y

auf jedes Paar conjugirt imaginarer Zeilen zweimal den elemen-

taren Determinantensatz von der Addition der Zeilen anwendet

(Bd. I, . 22), so ergiebt sich

id^i %
t

8wn __

y + i

-
(_ 2

i)~-&quot;

-
8^ 8^2 8a;n (

2 i)

worin J. die in . 189, (3) festgesetzte Bedeutung hat.

Die Korperdiscriminante ist positiv oder negativ, je nachdem

die Anzahl der conjugirt imaginaren Paare, also n v, gerade

oder ungerade ist, und demnach erhalt man, wenn mit z/ der

absolute Werth der Korperdiscriminante bezeichnet wird, nach

. 189, (4), (16):

T&quot; 2n v r r p
(4) Lim - =

/
... du, di . . . dun.

ivN(a)V4 J J J

Es ist also weiter noch das Integral

U = I &quot; du\ du,} . . . dun

zu behandeln.

Aus den Gleichungen . 189, (10) erhalt man zu jedem
den Bedingungen (15) geniigenden Werthsysteme der Variablen

1, 2, .*.,&amp;gt; ein bestimmtes endliches System der Werthe fiir

ZK #2 ,
. . ., z v ,

und daraus nach . 189, (7) fiir jedes y einen von

Null verschiedenen absoluten Werth. Setzt man im Falle eines

imaginaren Paares (3)

(5) HI = e
1 ** cos

-0-,
M2
= c

1
/8 * sin

-9-,

(6) y, yi = u? + U? = e*,

44*
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so ergiebt sich, werm -0- in den Grenzen

&amp;lt;;

#
&amp;lt;

2x

genommen wird, bei feststehendem z zu jedem Werthe von & ein

zugehoriges Werthepaar u^ u2 . Ein solcher Winkel -9- gehort zu

jedem imaginaren Paare.

Es gehort dann zu jedem Punkte des Gebietes S ein und

nur ein Werthsystem der Variablen 1} 2 , . . ., r ,
-9- . . . in der

Begrenzung

(7) ^ J x &amp;lt; 1, . . ., 5 fc_! &amp;lt;
1

v&amp;lt;0, 0^#&amp;lt;27T, ...

Wenn umgekehrt irgend ein Werthsystem der Variablen
,
#

in den Grenzen (7) gegeben ist, so erhalt man hieraus die ent-

sprechenden Bestandtheile %, u2 eines imaginaren y eindeutig, von

den reellen y aber nur die absoluten Werthe, und es kann also

jedem der reellen y noch jedes der beiden Vorzeichen gegeben
werden. Die Anzahl dieser moglichen Bestimmungen ist 2 2r~ w

. Ist

eine dieser Bestimmungen herausgegriffen ,
so sind die Variablen

x eindeutig bestimmt und sind fur jedes endliche Werthsystem
der |, # endlich. Fur ein gegen oo abnehmendes r werden

die Werthe der y zum Theil gegen Null convergiren.

Das Gebiet S zerfallt demnach in 2 2v- n
Theilgebiete S^ S2 ,

. .
.,

deren jedes durch eine bestimmte Vorzeichen - Combination der

reellen 2/1,3/3,... charakterisirt ist, und demnach zerfallt das

Integral U in ebenso viele Theilintegrale t/^, Z72 ,
. . .

U= TJ.+ Ut + ...

Bei der Ausfiihrung der Integration in einem dieser Be

standtheile, die sich alle als von gleichem Werthe ergeben,

fangen wir mit einem imaginaren Paare an, wenn ein solches

vorhanden ist.

Betrachten wir u^ u2 als rechtwinkelige Coordinaten in einer

Ebene, so konnen wir e
1

/**, -9- nach (5) als Polarcoordinaten auf-

fassen, und erhalten

/ / du^ du2
=

\ I I e z dz

worin die Integration in Bezug auf #, die sich von bis

erstreckt, ausgefiihrt werden kann. Man findet so

/ / du du^ = it I ez dz.
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Nun andert man die Reihenfolge der Integration, und stellt

ein etwa noch vorhandenes zweites imaginares Paar voran, das

man wieder in derselben Weise behandelt.

Die verschiedenen Bestandtheile E/i, t/2 i
unterscheiden

sich durch die Vorzeichen der den reellen y entsprechenden u.

Nehmen wir das Zeichen so, dass 4: u positiv wird, und setzen

(8) z = log (4; w), + d u = e z
dz,

so erhalten wir fiir die verschiedenen Di, Z72 , . . . denselben Aus-

druck durch ein v-faches Integral

(9) #! == nn~ v C
f.

.. C

wenn wir d^, dz&amp;lt;t,
. . ., dzv positiv annehmen.

Die Variablen z^ sind aber nach (6) und (8) hier keine

anderen, als in . 189, (8), (9), (10), und danach ist

*i + *s H-----h v n v.

Wenn wir nun die Transformationsformel (1) auf das v-fache

Integral (9) anwenden, um die Variablen |j, |2 ,
. . ., v einzu-

fiihren, so haben wir die Determinante

s 4- ^i ^^2 ^_v
-8i 81. 36,

zu bilden, die nach . 168, (3) dem absoluten Werthe nach mit

nL, d. h. mit dem wfachen Werthe des Korperregulators L
iibereinstimmt, und danach ist 10

. AV_I Ce^vd^ =
oo

und
U = 2 2v

- n
Ji
n- v L.

Daraus ergiebt sich also endlich nach (4) der Satz:

1. Bedeutet T die Anzahl der durch a theilbaren
nicht associirten ganzen Zahlen, deren absolute

Norm kleiner als t ist, so ist

(10) / ,,
t ic N (a) Vz/ N(a)

worin g eine durch die Natur des Korpers
vollig bestimmte positive Zahl ist, namlich:
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. 191.

Satze aus der Reihenlehre.

Bei den weiteren Anwendungen der bisherigen Resultate

sind einige Satze aus der Lehre von den unendlichen Reihen

erforderlich, die zunachst hier abgeleitet werden sollen.

1. 1st %, 2 , 3 ,
. . ., an . . . ein unbegrenztes System

reeller (positiver, negative r oder auch ver-

scliwindender) Grossen, von dem wir voraus-

setzen, dass die Summe

(1) . &amp;lt;Jn = x + a2 + + n

fiir jedes beliebige n dem absoluten Werthe
nach unter einer endlichen Grenze C bleibt,
so ist die Reihe

fiir jedes positive s nicht nur convergent, son

dern auch eine stetige Function von s.

Um diesen Satz zu beweisen, zerlegen wir S in der Weise

S = Sm + Em?
worin

or _ ^1 I ^2 _i_ |

flm 1

i 2*
^ m_i^

71 _ m
\

m + l I w 2 I

~ms

^(
*

&quot;

Nun ist nach (1):

und daher

V &quot;I

Da nun nach der Voraussetzung &amp;lt;5m _i, om ,
^m + i, . . . zwi

schen endlichen Grenzen + C eingeschlossen sind, so ist hier

nach Em -\ 5r-7 zwischen den beiden Grenzen

4r
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eingeschlossen, und es ist dem absoluten Werthe nach

oder, wenn s
&amp;gt;&amp;gt;

c ist,

Diese obere Grenze fiir Bm ,
die von s unabhangig ist,

kann aber, wenn c positiv ist, dadurch, dass man m hinlanglich

gross annimmt, unter jeden noch so kleinen Werth herabgedriickt

werclen.

Daraus folgt aber nicht nur die Convergenz, sondern auch

die Stetigkeit von S. Denn nimmt man m hinlanglich gross,

so wird nicht nur jR,n ,
sondern es werden auch die Schwankung

von Em bei veranderlichem s unendlich klein, und Sm ist fiir

ein feststehendes m eine stetige Function von s. Also ist auch

S stetig.

Es ist dabei noch zu bemerken, dass die Voraussetzung iiber

6m keineswegs die Convergenz der unendlichen Reihe 2 a k voraus-

setzt. Es ist nicht einmal erforderlich, dass die a k reell seien;

denn wenn sie imaginar sind, so braucht man nur den Satz

auf den reellen und den imaginaren Bestandtheil anzuwenden.

Endlich ist es auch nicht nothwenclig, die %, o.2 , %, . . . als Con-

stanten vorauszusetzen. Alles bleibt giiltig, wenn es stetige
Functionen von s sind.

2. Bedeutet ^, /u 2 ,
. . ., fin ,

. . . eine unendliche Menge
positiver Zahlen von der Beschaffenheit, dass
zwei endliche Zahlen w, /3

so angegeben werden

konnen, dass fiir jedes noch so grosse n

(3) &amp;lt; ^ &amp;lt; ft
f^n

so ist die unendliche Reihe

9
!

,

!
,

1
,= K-^-^-

convergent, so lange der Exponent s grosser
als 1 ist, und das Product (s 1) S bleibt bei

hinlanglicher Annaherung von s an den Werth 1

gleichfalls zwischen den Grenzen a und
/3 oder

nahert sich wenigstens einem dieser Werthe
unbegrenzt an.
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Der Beweis ist durcli Zuriickflihrung auf ein Integral sehr

einfach zu fiihren. Offenbar ist namlich
n + l

(+!) ^J x*
-
n*

n

weil sich der erste oder der zweite Werth, (n -\- l)~
s oder n~ s

,

ergiebt, wenn unter dem Integralzeichen fiir x~ s der zu kleine

oder der zu grosse Werth (n -j- l)~
s oder n~ s

gesetzt wird.

Demnach ergiebt sich aus (3) fiir jedes positive s

*&amp;lt;}.&amp;lt; p. r*z
J X ^

fl&amp;gt;

^ P J X s

n 1

Setzen wir

7?
l

_i_
l l

m =
Is
--

f~
!*
--

^
~--

!

rw + 1 rw + 2 ftw + 3

so ergiebt sich hieraus

oder

1 &quot;

(s 1) m5 - 1

Es bleibt also Rm ,
wie viele Glieder auch summirt werden

mogen, wenn s &amp;gt; 1 ist, endlich, und dies ist bei Reihen mit posi-

tiven Gliedern eine ausreichende Bedingung fiir die Convergenz.
Setzt man ferner (4) in die Form

so sieht man, dass die beiden Grenzen beliebig nahe an a, /3

gebracht werden konnen, wenn man s 1 klein genug an-

nimmt, und daraus ergiebt sich, dass (s 1) Em bei hinlanglich
kleinem s 1 nicht mehr ausserhalb der Grenzen a, /3 liegen

kann, wenn es sich nicht mit abnehmendem s 1 einem dieser

Werthe unbegrenzt annahert. Da sich nun Rm von S nur durch

einen Bestandtheil unterscheidet, der fiir jedes positive s endlich

ist, so ist der Satz hiermit bewiesen.

Es gilt der Satz aber auch dann noch, wenn die Ungleich-
heit (3) nicht fiir alle n gilt, sondern wenn sie nur besteht, so-

bald n eine beliebig gegebene Grenze m iiberschritten hat. Auf
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Grand dieser Bemerkung kann man, wenn sich n : ftn einem

endlichen Grenzwerthe y nahert, a und
/3 diesem Grenzwerthe

beliebig nahe annehmen, und erhalt so die etwas pracisere Fassung
des Theorems:

3. Sind die positiven Zahlen
/iij, p 2 , Fs? so ^ e-

schaffen, dass
T . n
Lim = y
n = oo fin

ein endlicher Grenzwerth ist, so ist die unend-
liche Reihe

s = l + ! + l + .. .

v? f*i K
fiir jedes s, was grosser als 1 ist, convergent,
und es ist

Lim (s 1) S = y.
s = l

Es sei jetzt irgend ein System M von unendlich vielen

positiven Zahlen ftn gegehen, die wir so ordnen

(5) P! ^ #*2 5 f*s ^ - W,
so dass in der Reihe (5) menials ein kleineres Glied auf ein

grosseres folgt, und es bedeute T die Anzahl von Gliedern in M.

die nicht grosser als eine beliebig gegebene positive Grosse t

sind. Es gilt dann folgender Satz:

4. Wenn einer der beiden Grenzwerthe

(6)
Lim

,
Lim

n = a&amp;gt;^n t = oo
*

endlich ist, so hat der andere denselben end-

lichen Werth.

Es sei zunachst

(7) Lim - - = y
n = w ^n

ein endlicher Grenzwerth. Dann werden die ftn mit unendlich

wachsendem n nothwendig ins Unendliche wachsen miissen, und

es giebt fur jedes positive t einen Werth m, so dass

(8) !, ^ t
&amp;lt; (lm + i\

m wachst zugleich mit t ins Unendliche und es ist T = m
[wegen (5)].

Daher nach (8)
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Wenn nun y = 1st. so folgt hieraus, indem man t und m
ins Unendliche wachsen lasst, dass auch T : t den Grenzwerth

hat. 1st aber y von verschieden, so ist nach (7)

Lim -^- ^ Lim == 1

und daher nahern sich die beiden Grenzwerthe in (9) dem

Werthe y. und es folgt also:

T
(10) Lim = y.

t = ao t

Setzen wir zweitens umgekehrt die Grenzgleichung (10)

voraus, so wird auch jetzt [in mit n ins Unendliche wachsen

miissen, denn sonst wiirde, da die Gesammtzahl aller ft
unendlich

ist, T schon fiir ein endliches t unendlich, und y konnte nicht

endlich sein.

Nehmen wir nun einen Werth ^ rt ,
der in der Reihe der

unter einander gleichen

vorkommt, so dass

m-f-1 &amp;lt;:
n

&amp;lt;5
m ~\~ ^

so wird T, wenn t durch den Werth [in geht, plotzlich um I Ein-

heiten wachsen, und das Verhaltniss T : t wachst um I : ftn . Da

aber T : t einen endlichen Grenzwerth haben soil, so muss

(11) Lim =
Pn

sein. Wenn nun t = {in ist, so ist T= m + ^ und folglich ist

(12) f = ^T Lim
f, n

Ferner m .n , + I

il~ n,

und folglich ist wegen (11) und (12)

T . n T . m
Lim = Lim = y.

Also ist aus der Gleichung (10) die Gleichung (7) gefolgert
1

).

Mit Benutzung des Satzes 4. konnen wir nun dem Satze 3.

auch die Form geben:

J
)
Dieser Satz ist im Wesentlichen auf dieselbe Weise bewiesen bei

Dirichlet-Dedekind, Supplement II. Vgl. auch Riemann s mathema-

tische Werke, 2. Auflage, Nr. XXX.
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5. 1st T die Anzahl der Grossen
jin ,

die nicht

grosser als t sind, so ist

n

(13) Lim
^&amp;gt;j s _ l

= Lim
,

1, X

wenn der Grenzwerth von T : t endlich ist.

Nehmen wir an, dass die Grossen f^, fta , ft3 ,
. . . nicht nur

den Bedingungen des Satzes 3., sondern noch den weiteren

geniigen, dass, wenn

(14) f*B
= ~t_?

gesetzt wird, die cn mit unendlich wachsendem n nicht unendlich

werden (d. h. fiir jedes noch so grosse n zwischen endlichen

Grenzen eingeschlossen sind), so konnen wir den Satz 3. durch

den noch scharferen ersetzen:

6. Haben die Zahlen pn die Eigenschaft, dass sich

ein endliches y so bestimmen lasst, dass

(15) yfin n = cn

mit unendlich wachsendem n nicht unendlich

wird, so hat die fiir jedes s
:&amp;gt;

1 definirte Func
tion von s

(16) S=1 + JL + ...

die Eigenschaft, dass die Different

/ 1 rf\ a /*i

(17) S
j

-
--

- Cs

sich mit unendlich abnehmendem s 1 einer

endlichen Grenze nahert.

Um dies zu beweisen, setzen wir nach (14) und (16):

/
-| Q\ ^1 / Qf __ O ^^

Wenn nun E ein positiver echter Bruch ist, so ist, wenn wir

setzen, an nl + fiir ein unendlich wachsendes n nicht unendlich,

und folglich ist nach einem bekannten elementaren Satze der

Reihenlehre a l -)- a2 -\- eine unbedingt convergente Reihe.
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Setzen wir nun
s Sl -f ,

so ergiebt sich aus (18):

y Zl __ s .9 v a
*&amp;gt;

n s &quot;i nsl
&amp;gt;

und dies ist nach 1. eine fiir positive s\ endliche und stetige

Function von sp Fiir sl = 1 E wird aber s = 1
,
und folg-

lich ist

/i Q\ \ Y
.Of 7)1 IP-

^s

fur s = 1 endlich, namlich gleich

A=s i^$^-
:tv

:;

Mit Anwendung einfacher Satze aus der Theorie der jT-Func-

tionen lasst sich aber die Summe S durch ein bestimmtes
n s

Integral ausdriicken. Es ist

00

_ _ / p nx n*s 1 fJ ff

n s --r(s)J
i x ax

^

und folglich
oo

2 =r
1 C xs

~ l e
~ x dx

n s
~~

r(s) J 1 e~x

o

Ferner ist [nach dem Satze (s 1) -T(s 1)
=

und daraus

Hierin ist die rechte Seite eine fiir alle positiven Werthe von

s stetige Function, die fiir s = 1 in die Euler sche Constante

00

Ce-* - ~^ ~dx = r (l) = 0,57721566 . . .

iibergeht. Nun ist nach (19):
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und daher

(20) Lim (8
- r^T)

= - y I&quot; (1) + A = d ,

wie zu beweisen war, endlich 1
).

. 192.

Anwendung auf die Bestimmung der Classenzahl.

Wir machen von diesen Satzen jetzt die Anwendung auf die

Theorie des Korpers &. Wir verstehen unter den Zahlen ftn des

Theorems 5. die Normen der sammtlichen Ideale des Korpers &,
also unter T die Anzahl der Ideale in &, deren Norm nicht

grosser als eine gegebene positive Grosse t ist, und erhalten

und darin erstreckt sich die Summe der linken Seite auf a lie

Ideale a des Korpers. Die Ideale zerfallen nun nach . 153 in

eine endliche Anzahl von Classen

&quot;-1 1 -&quot;-2 1 --Ji ,

und das grosse Ziel ist die Bestimmung dieser Zahl 7i, der

Classenzahl.

Die Ideale t^ einer dieser Classen A1 sind dadurch charak-

terisirt, dass ihre Producte rnit einem und demselben ganzen
Functionale g?n das der Classe A~ l

angehort, Hauptideale
sind, dass also

&amp;lt;?! Q!
= a

eine ganze Zahl des Korpers & ist.

Ist die Norm von Oj nicht grosser als
,
so ist

Ist Tj die Anzahl der Ideale der Classe A, deren Normen
nicht grosser als t sind, so ist Ta zugleich die Anzahl der nicht

l
) Die hier gebrauchten Satze iiber r-Functionen finden sich in

den ausfiihrlicheren Lehrbiichern der Integralrechnung ,
z. B. Serret-

Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, Bd. II,

S. 170 f. (Leipzig 1885).
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associirten durch cp l theilbaren ganzen Zahlen, deren Normen
nicht grosser als ^ sind, und nach dem Satze . 190, 1. 1st

(2) Lim^ = ^4^,
^ = 00*1 #(9&amp;gt;i)

wenn g die an der erwahnten Stelle angegebene Bedeutung hat,

also eine von Null verschiedene, durch die Natur des Kor-

pers SI bestimmte Zahl ist.

Wenn jetzt T2 , 2 ,
. . ., Th ,

th die entsprechende Bedeutung
fur die Classen A2 ,

. . ., Ah haben, wie I\, t t
fiir Al ^

so ist

T = T, + T2 + . .

;
+ Tfc ,

~ = ^ Na (9l ) + ^ Na
(g&amp;gt;

2 ) H-----h T N*&&
h t% fh

und aus (1) und (2) ergiebt sich die fundamentale Formel:

Die Zahl g konnen wir nach . 185, (11) als bekannt be-

trachten, wenn auch ihre wirkliche Berechnung noch auf der

Voraussetzung beruht, dass ein Fundamentalsystem von Einheiten

bekannt sei, und wenn auch die Ermittelung eines solchen Sy-

stemes in hoheren Korpern immer als eine der grossten Schwierig-

keiten betrachtet worden ist. Dann hangt die Berechnung der

Classenzahl noch von der Bestimmung des Grenzwerthes auf der

linken Seite von (3) ab, die natiirlich auch nur in besonderen

Fallen gelingt, doch aber oft wichtige Schliisse iiber die Natur

der Classenzahl gestattet. Wir wollen noch eine die Berechnung
vorbereitende Umformung der Summe

in ein unendliches Product entwickeln.

Es sei p irgend ein Primideal /ten Grades im Korper &amp;lt;5i,
also

Dann ist die unendliche geometrische Reihe

1

wenn man diese Reihen fiir alle verschiedenen Primideale p mit

einander multiplicirt, so erhalt man nach bekannten Satzen aus
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cler Lehre von den unendlichen Reihen eine Summe von Gliedern

der Form

i

Nft
1

i V
&quot;&amp;lt;

P&quot; &quot;&quot;...)/

die alle in der Form N(a)~
s enthalten sind, und jedes solche

Glied ergiebt sich ein- und nur eiumal. Dauach ist also

Sind daher p x , p2 ? Pe die von einander verschiedenen

Primfactoren von p, und./i,/2 ,
. . .,/e ihre Grade (. 143), so

ergiebt sich

P
= n _

worin das unendliche Product fl uber alle natiirlichen Prim

zahlen p auszudehnen ist, und nach (3), (4)

(7) g Ji = Lim (s 1) 3&amp;gt;

(s).

Hieraus lasst sich ein fiir mannigfache Anwendungen wich-

tiger Schluss ziehen:

Wenn wir aus der Entwickelung

das Product fiir alle Primzahlen p bilden, so ergiebt sich:

(8)

worin sich die Summe auf der rechten Seite auf alle natiirlichen

Zahlen n erstreckt, und es hat also dies Product fiir alle Werthe

von s. die grosser als 1 sind, einen endlichen Werth. Der reci-

proke Werth, namlich das Product

(9) P = U (1
- p~ s

),

dessen Factoren sammtlich kleiner als 1 sind, hat daher, so

lange s :&amp;gt;
1 ist, einen von Null verschiedenen Werth. Diese

Eigenschaft bleibt nun erhalten, wenn wir bei der Bildung des

Productes P nur einen Theil aller Primzahlen p beriicksichtigen,

weil das Product durch Weglassen beliebiger Factoren nur ver-

grossert wird, ohne die Einheit je zu iibersteigen.
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Daraus ergiebt sich, dass in dem Producte (6) die Theil-

producte

n ,

die sich uber alle Primzahlen p erstrecken, fur die / &amp;gt;&amp;gt;
1 ist, auch

fur s = 1 noch endlich bleiben. Da andererseits #, h bestimmte

von Null verschiedene Werthe haben, so ergiebt sich aus (7) der

wichtige Satz:

I. Durchlauft
J) die Gesammtheit der Primideale

ersten Grades irgend eines algebraischen Kor-

pers &, so hat das Product

(10) (8 -l n

fiir s = I einen endlichen von Null verschiedenen
Grrenzwerth.

Diese Eigenschaft bleibt auch dann noch erhalten, wenn bei

der Bildung des Productes eine beliebige endliche Anzahl von

Primidealen ersten Grades ausgelassen wird.

Die Normen N ($) sind in der Formel (10) gleich natur-

lichen Primzahlen p. Eine Primzahl p kommt aber darin so oft

vor, als sie Primfactoren ersten Grades in SI enthalt, also hoch-

stens nmal. Ist & ein Normalkorper, so kommt auch wirk-

lich jede Primzahl p, die in Primfactoren ersten Grades zerlegbar

ist, genau wmal darin vor, und wir kbnnen fiir das Product (10)

auch setzen:

worin sich das Product auf alle in Primfactoren ersten

Grades zerlegbaren Primzahlen p erstreckt (. 160).

Eine unmittelbare Folgerung des Satzes I. ist die:

In jedem algebraischen Korper giebt es un-

endlich viele Primideale ersten Grades.



Vierundzwanzigster Abschnitt.

Classenzahl der Kreistheilungskorper.

. 193.

Classenzahldarstellung im Kreistheilungskorper &m .

Die allgemeinen Resultate iiber die Classenzahl h sollen

nun angewandt werden auf den vollen Kreistheilungskorper &m

unter der bisherigen Voraussetzung, dass m eine Potenz einer

Primzahl q sei, und dass also

(1) m = q*, &amp;lt;p(m)
= q*-*(q \)

= p

gesetzt sei.

Im einundzwanzigsten Abschnitte (. 169, 171) haben wir

gesehen, dass in q nur ein Primideal l sten Grades aufgeht, und

dass eine zum Exponenten / gehorige, von q verschiedene

Primzahl p in e verschiedene Primideale /ten Grades zerfallt.

Darin bedeutet / den kleinsten positiven Exponenten, fiir den

(2) pf = 1 (mod m)

ist, und e ist durch die Gleichung

(3) p = ef
bestimmt.

Die am Ende des vorigen Paragraphen durch die Formel (6)

bestimmte Function &amp;lt;Z&amp;gt; (s) erhalt daher hier den Ausdruck :

und darin erstreckt sich das Productzeichen 77 auf alle Prim-

zahlen p, die von q verschieden sind. Darin ist s eine Variable,

die immer grosser als 1 ist, die sich schliesslich der Grenze 1

nahern soil.

Weber, Algebra. II. 45
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Um nun diesen Ausdruck fiir die Function (Z&amp;gt; weiter umzu-

formen und zur Berechnung vorzubereiten, hat man die Satze

liber die Abel schen Gruppen und Gruppencharaktere zu be-

nutzen, die wir in den Paragraphen 14 bis 16 dieses Bandes

kennen gelernt haben.

Die Gesammtheit der durch q nicht theilbaren Zahlen n

bildet, nach dem Modul m genommen, eine Abel sche Gruppe yt

vom Grade p, deren Charaktere %(ri) im . 16 bestimmt sind. Es

war dabei ein kleiner Unterschied, je nachdem q ungerade oder

q = 2 ist.

1) Ist q ungerade, so giebt es eine primitive Wurzel c von m,

und flir jede Zahl n giebt es einen Index y, so dass

(5) n = c? (mod m).

Ist dann eine
fi

te
Einheitswurzel, so ist

(6) i(n) = ^

und die sammtlichen ^ Charaktere erhalt man, wenn man fiir &
die verschiedenen ^

ten Einheitswurzeln setzt.

Gehort n zum Exponenten /, so ist e der grosste gemein-
schaftliche Theiler von y und ft, und % (n) ist /

te Einheits

wurzel.

2) Fiir q = 2, m &amp;gt;&amp;gt;

4 (den Fall m = 4 beriicksichtigen wir

hier nicht) hat jede ungerade Zahl n zwei Indices a, /?,
die nach

den Moduln 2, \ p bestimmt sind, fiir die

(7) n = ( l)
a

5.* (mod m)
ist. Als Charaktere erhalt man, wenn s = 1 und gleich

einer | ft
ten Einheitswurzel gesetzt wird :

(8) x (n) = E?;
f ist die kleinste positive Losung der beiden Congruenzen :

/= (mod 2), ftf
= (mod | ;A),

und % (w) ist auch hier /te Einheitswurzel.

Fiir beide Falle gilt aber die Bemerkung:

3) Gehort n zum Exponenten/, so erhalt man, wenn man %

die gesammte Gruppe der ^ Charaktere durchlaufen lasst, aus

l(n) jede /te Einheitswurzel emal.

Denn da die % eine Abel sche Gruppe bilden, so erhalt

man zunachst jede /te
Einheitswurzel, die iiberhaupt vorkommt,

gleich oft, namlich so oft als den Werth 1, weil, wenn ^ 1 (w)= %2 (w)

ist, fa X~2~
l
(n)
= Zo (

n
)
= 1 ist. Andererseits erhalt man aber
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jede /te Einheitswurzel
;
denn wenn man im Falle 1) fur eine

primitive |Lt

te
,
im Falle 2) eine primitive J fi

te
Einheitswurzel, und

im letzten Falle zugleich = 1 setzt, so ist i (n) eine pri

mitive /te Einheitswurzel, und aus deren Potenzen kann man
alle /ten Einheitswurzeln herleiten.

Bedeutet daher jetzt x eine Variable, so ist, wenn n zum

Exponenten / gehort, das iiber sammtliche Charaktere % er-

streckte Product

(9) fl \\-i(&amp;gt;i)x\
=

(\-xf)&amp;lt;,

und wenn man daher x = p~ s setzt. so ergiebt sich aus (4) :

wenn sich das erste Productzeichen auf alle Charaktere ^, das

zweite auf alle Primzahlen p erstreckt. Es ist also 3&amp;gt; (s) ein

Product aus einer endlichen Zahl, u, von Factoren, deren jeder

ein unendliches Product ist.

Jetzt wollen wir jeden Factor eines dieser unendlichen Pro-

ducte nach steigenden Potenzen von p s entwickeln. Dadurch

ergiebt sich

Das Product aus alien Factoren, die man hieraus erhalt,

wenn % festgehalten wird, wahrend p alle von q verschiedenen

Primzahlen durchlauft, ist ein Aggregat von Gliedern der Form

- *
p&quot;~

sk

und jedes Glied dieser Form kommt in dem Products ein- und

nur einmal vor [vgl. . 192, (8)]. Danach ergiebt sich die Umformung
von (s) in ein endliches Product von unendlichen Reihen:

(ID ^ )
= ^_ftv),

worin sich die Summe auf alle durch q nicht theilbaren Zahlen n

erstreckt und das Product auf alle p Charaktere %.

Dieser Ausdruck ist geeignet. um den Grenzwerth von

( s 1) O (s) fiir s = 1 zu bestimmen.

Betrachten wir zunachst die dem Hauptcharakter x = 1

entsprechende Summe

vl.
n s

45*
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Man erhalt die Zahlen w, wenn man von der Gesammtheit

aller natiirlichen Zahlen 7c die Vielfachen von #, d. h. die

Gesammtheit der Zahlen qk wegnimmt. Hiernach ist

S
1 -X l

Y
l -d &amp;lt;r-is

-*^ VP; ^FF 2 jl
fc*

Wenn man aber in dem Satze 3., . 191, fiir die ftn die

Reihe der natiirlichen Zahlen k setzt, so folgt:

Lim (s
-

1) 2 1 =
1,

und wir erhalten daher

(12)

Die anderen Factoren des Productes O(s) aber sind, wenn

die unendlichen Reihen nach steigenden Werthen von n geordnet

werden, nach dem Satze 1., . 191, stetige Functionen von s.

Demi die nach steigenden Werthen von n geordnete Summe

(13) X I (n)

ist zwar nicht convergent, kann aber doch dem absoluten Werthe

nach nicht iiber eine endliche Grenze hinausgehen. Denn so oft

n ein voiles Restsystem nach dem Modul m durchlauft, kommt
zu der Summe (13) ein Beitrag hinzu, der nach . 11, 6. den

Werth hat. Demnach ist, wenn % nicht der Hauptcharakter ist,

(14)
- V

:

und demnach erhalten wir fiir die Classenzahl h im Kreis-

theilungskorper &m jetzt den Ausdruck

in dem sich das Productzeichen 77 nur noch auf die vom

Hauptcharakter verschiedenen Charaktere % bezieht.

. 194.

Bestimmung der Sum men X.

Die unendlichen Reihen
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von denen hiernach die Bestimmung der Classenzahl noch ab-

hangt, lassen sich durch endliche Ausdriicke darstellen. Es ist

namlich

1= C

und demnach
i

X = /v %(n)x*-*dx.
o

Nun bleibt % (n) ungeandert, wenn M um ein Vielfaches von

m wachst. Versteht man aber unter t den kleinsten positiven

Rest von n und setzt

n t -\- ml,

so ist x(n)
= %(t)i und es folgt:

i

X == /*2 x(t) x*- 1 v ^zrfa;.
J 0,oo

Setzt man jetzt

(2) /(*) = 2 Z(9 * ,

so ist / (#) eine ganze Function von x vom Grade w 1
,
und

zugleich ist wegen der Relation % (t)
= :

(3) /(0) = 0, /(1) = 0,

also f(x) durch a; (1 x) theilbar. Fiir X ergiebt sich dann

nach der Summenformel ftir die geometrische Reihe 22 x ml
:

(4)

Um ein solches Integral zu finden, schreibt die Integral
-

rechnung vor, den rationalen Bruch unter dem Integralzeichen

in Partialbriiche zu zerlegen. Diese Partialbruch-Zerlegung er

giebt aber, wegen (3), wenn
2 n i

r e m

gesetzt wird :

x (1 x m
)

m x rs

1, m 1

[Bd. I, . 29, (11)]. und nun haben wir weiter nach bekannten
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elementaren Satzen der Integralrechnung ,
wenn irgend

einen Winkel zwischen und 2?r bedeutet,
i

P dx ,

Hieraus ergiebt sich nach (4):

(5 ) X = - 1 V /(r*) [l log 4
(sin

^Y- J
m ^-j

L \ m /
1, m 1

Hierin 1st nach (2)

(6)

und daraus ergiebt sich [wegen (3)] :

(7) 2 /() = /(f) = 0,

l,m 1 0, MI 1

da 8

2 r&quot; -
0, m 1

1st. Hiernach vereinfacbt sicH die Formel (5) nocb etwas und

ergiebt
s

,_. 1 ^-, /./ x fl 1 / S ^V I *^S&quot;|

(8) X == --
&amp;gt; , /(r

s

) U log sm I +- ,w -^jv v /
^a

3

^ m y m j
1, m 1

wofiir man auch, wenn man s durcb m s ersetzt und wieder

(7) benutzt,

m/ m J
1, m 1

setzen kann.

Aus (6) folgt aber

und die nach t genommene Summe andert sich nicht. wenn t

durch m t ersetzt wird. Daraus folgt:

Der Factor % ( 1) hat den Werth -f- 1 oder 1
,
da sein

Quadrat = -\- I ist. Wir unterscheiden daher jetzt zwei Arten

von Charakteren % l (ri), fa (M), so dass

(10) fc (- 1) =1, Xi (- 1)
= - 1
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ist, und danach sind auch die Functionen / in /t
und /2 zu

unterscheiden, so dass

(11) /, (&amp;gt;)
= /, (i-), /2 (I) = -

/, ()
wircl. Ebenso unterscheiden wir die Ausdriicke (8), (9) als Xl

und X2 ,
und es ergiebt sich, wemi man beide Ausdriicke addirt,

nach (11):

(12)

l,m -1

. 195.

Ueber die Classenzahl in dem in & in enthaltenen
reellen Korper.

Unsere allgemeinen Principien konnen auch angewandt

werden, um die Classenzahlen in den Theilern des Korpers lm
zu bestimmen.

Insbesondere sind die Formeln (6), (7), . 192 anwendbar, wenn

wir die Grade der Primideale in einem solchen Theiler kennen.

Die Frage nach dem Verhaltniss der Classenzahlen in den

Theilern eines Korpers lm zu der Classenzahl in &m selbst ist

von grossem Interesse und soil hier fur den Fall behandelt

werden, dass es sich um den in m enthaltenen reellen Korper
Hm handelt, den wir ja schon im . 176 f. untersucht haben l

).

Es hat sich dort ergeben, dass q im Korper Hm die \ ji
te Potenz

einer Primzahl ersten Grades ist, dass die anderen Primzahlen p
in et Primfactoren f^ Grades zerfallen, so dass

(i) /.i = ip,

und dass zwei Arten von Primzahlen p l ^ p.2 zu unterscheiden

sind, so dass bei den Primzahlen erster Art /j = /, el
= e, bei

denen der zweiten Art /i
=

/, el
=

\ e ist.

Fur den Korper Hm erhalten wir demnach aus . 192, (6), (7)

die Classenzahl / nach der Formel:

*) Vgl. Kummer, nBestimmung
1 der Anzahl u. s. f.&quot;. Crelle s Journ.,

Bd. 40 (1849).
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(2) gl h1
= Lim (s 1) #i(s),

worin sich die beiden Productzeichen auf alle Primzahlen p: und
&amp;gt;

2 beziehen. Mit Benutzung der oben erklarten Zeichen /1? ^
kann man dafiir auch setzen :

und das Productzeichen auf alle Primzahlen p erstrecken.

Die Bedeutung von gl ergiebt sich aus . 190, (11).

Nun wollen wir aus der Gruppe C der Charaktere % einen

Theiler C\ aussondern, der aus alien den Charakteren fa bestehen

soil, fiir die

(5) Zi (-!) = + !

ist. Zunachst ist klar, dass diese Charaktere fa eine Gruppe CL

bilden. Diese Gruppe ist aber nicht mit C identisch, weil es

gewiss einen Charakter ^ giebt, fiir den ^ ( 1)
= 1 ist.

Wir brauchen, uin einen solchen zu erhalten, nur in . 193, (6)

fiir eine primitive ft
te
Einheitswurzel, oder in . 193, (8) 1

zu setzen. Daim bildet die Gesammtheit der Charaktere
j % : ,

die alle nicht zu GI gehoren, eine Nebengruppe (72 ,
deren Ele-

mente mit #2 bezeichnet werden mogen. Jeder Charakter % ist

also claim entweder in d oder in C2 enthalten, denn wenn %

nicht in d vorkommt, so kommt %~
l
% darin vor, und folglich

% in C2 . Es ist daher 6\ ein Theiler von C vom Index 2.

Die Charaktere fa kann man auf folgende Art bilden :

1) Ist in ungerade, so setzen wir, wie in . 193,

n = c? (mod m),
und lassen in

(6) fa (n)
= y

die Gesammtheit der | fi
ten Einheitswurzeln durchlaufen.

2) Ist m gerade, so setzen wir

und erhalten

worin wieder die sammtlichen \ ^
ten Einheitswurzeln durch-

lauft.
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Beides ergiebt sich leicht dadurch, class fiir n = 1 im

ersten Falle y = |ft, im zweiten = 1, /3
= ist, also beide

Male fa ( 1)
= 1 isti un^ dass jede der Formeln (6), (7) genau

J ft
verschiedene Charaktere darstellt,

Worauf es nun wesentlich ankommt, ist Folgendes:

Ist p irgend eine von q verschiedene Primzahl,
so erhalt man in der Form fa (p), wenn fa die

Gruppe Ci durchlauft, jede /i
te Einheitswurzel,

und jede gleich oft, also e
l
mal.

Dass alle fa (p) Einheitswurzeln vom Grade f sind, ist klar,

denn es ist immer (vgl. . 177) ph = 1 (mod m), und daher

Wenn aber unter den fa (p) eine primitive f^ Einheitswurzel

vorkommt, so kommen alle anderen /j
ten Einheitswurzeln auch

darunter vor, und gleich oft, namlich so oft wie die Einheits

wurzel 1.

Dies folgt unmittelbar aus der Gruppennatur der fa. Es

ist also nun noch zu zeigen, dass unter den fa (p) eine pri
mitive /!

te Einheitswurzel vorkommt.

Diese Moglichkeit ergiebt sich aber aus der Bestimmung von

fa sehr einfach. Ist zunachst in (6) bei ungeradem m eine

primitive Einheitswurzel vom Grade \ ft,
und ist y der Index

von^&amp;gt;,
so ist eine Potenz von &amp;lt;9

,
&quot;/

;- dann und nur dann = 1, wenn

2 y A = (mod ta).

Nun ist fi
= ef und e der grosste gemeinschaftliche Theiler

von y und ft; und daher wird diese Bedingung 2 A = (mod /).

Es ist aber nach . 177, 3. J\ =/ oder = \ f, je nachdein /
ungerade oder gerade ist, und folglich muss A = (mod /j) sein.

Also ist primitive f^* Einheitswurzel.

Ist aber m gerade, so nehmen wir in (7) gleichfalls fiir &
eine primitive \ k

ti
te Einheitswurzel und setzen

p = ( 1)&quot;
5.* (mod m),

so dass / die kleinste positive Zahl ist, die den Congruenzen

/ ^ (mod 2), |3/
= (mod | ft)

geniigt. Es ist nun .

i;- nur dann = 1, wenn /3
A = (mod ^ft)

ist. Wenn nicht A = 1
,

also /3
= ist, so ist der kleinste

Werth. den A haben kann, gerade. und daher ist dieser kleinste

Werth von A =/.
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Wenn aber A == 1 ist, so muss /3
= sein, und es sind

noch zwei Falle moglich:

entweder / 1, ec = 0, # = 1 (mod m), A = /
oder / = 2, a = 1, &amp;gt;

= 1 (mod w), /I = |/.

Nur in diesem letzten Falle gehort _p zur ersten Art, und es

folgt also, dass auch hier allgemein ? eine primitive /x

te Ein-

heitswurzel ist. Hiermit ist dann der Satz bewiesen.

Dieser Satz gestattet uns die Anwendung der Formel

. 193, (9), die hier ergiebt:

(8) (1
- JJT^) - ll [1

-
%i (P) P~

s

] ,

worin sich das Product auf alle Charaktere %i der Gruppe C^

erstreckt, urid nun lasst sich die Function ^ (s) ebenso wie &amp;lt;2&amp;gt; (s)

im . 193 weiter entwickeln. Man erhalt auf demselben Wege,
wie dort, die Formel (11).

(^ A YY - l
\\ Y XlW

^1 (
s)

- -

j _ g
&quot; ~^~

und wenn man zur Grenze s = I iibergeht,

(10)
l

-

ft, = fli^, .|;3ll
worin aber jetzt das Product auf alle Charaktere der Gruppe 6\

mit Ausnahme des Hauptcharakters zu erstrecken ist.

Dieses Product ist also ein Theil des Productes, durch welches

im . 193 die Zahl gh ausgedriickt ist.

Die Zahlen #, g1 ergeben sich aus dem im . 190, (11) an-

gegebenen allgemeinen Ausdrucke:

Da, wie im . 178 nachgewiesen ist, die Einheiten in &m

und Hm ,
von den Einheitswurzeln abgesehen, dieselben sind, so

ist auch ein Fundamentalsystem von Einheiten in Hm zugleich

ein Fundamentalsystem in lm .

Bedeutet x ,
e2 ,

. ., v -i daher ein Fundamentalsystem reeller

Einheiten, und sind t
-

fl , ,-j2 ,
. . ., ,r

die conjugirten Einheiten

zft ;, so sind die conjugirten Logarithmen im Korper Hm :

log | ,-,!!, log |
t
-

&amp;gt;2 |,
. ., log |f,-jr |,

dagegen im Korper m ,
in dem nur conjugirt imaginare Paare

vorkommen (. 185),

2 log If,-! ,
2 log |

f
,
2 |,

. . ., 2 log |fi,,,|
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Bezeichnen wir daher mit

log | M |, log | 1)2 |,
. . ., log

log |v-i,l|, ^g |v-i, 2 !,
- ., ^

den Regulator des Korpers Hm (. 187), so ist bei der Anwendung
des Ausdruckes (11) im Korper &m

L = 2
- 1

,

und im Korper Hm
L = E

zu setzen. Es ist ferner

in Q,m : M = ft,
v = \ u,

in Hm : n = \ a, v \ fi.

Im Korper Hm sind nur die zwei Einheitswurzeln + 1 ent-

halten. In &m sind die mit positivem und negativem Zeichen

genommenen Potenzen von r, sonst aber keine Einheitswurzeln

enthalten (. 175), und bei der Zahlung ist noch zu beachten,

class bei geradem m unter den Potenzen von r auch 1 ent

halten ist, bei ungeradem m nicht. Daher haben wir

in Qm : w = 2m, m ungerade
= m, m gerade,

in Hm : w = 2.

Endlich haben wir noch, wenn z/, A^ die Grundzahlen der

Korper &m ,
Hm sind (. 176):

+ z/ = q dl m ungerade
= 4z/f m gerade,

und es folgt, wenn wir der Einfachheit wegen v fur \ ft
setzen :

22(v-l) :r
v

j ;

g = -- = m ungerade
m V q z/i

2(&quot;-iXjf&quot;jg
a = - m gerade,m^Jl

2
- 1 E

woraus

ungerade

gerade.
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Wenn wir die Formel (10) nrit der Formel . 193, (15) ver-

binden und die im . 194 eingefiihrte Bezeichnung

n -
n

gebrauchen, so ergiebt sich

9 ll 9i *i I! X2 .

Ersetzt man g durch seinen Werth (14), so folgt fiir die

Classenzahl

(15) h = -kh^

wenn

(16) Jc =
v_ 1 l n Xs bei ungeradem m

m
j

v-i v 11 A.
2 bei geradem m,

und worin [nach (10), (13)]:

die Classenzahl des Korpers Hm ist. Im letzteren Ausdrucke er-

streckt sich das Product auf alle Charaktere Xi der Gruppe Ci
mit Ausnahme des Hauptcharakters.

Dass k eine ganze Zahl ist, und daher h ein Vielfaches

von &!, wird sich bald zeigen. Die Zahlen ~k und 7^ heissen der

erste und zweite Factor der Classenzahl.
In dem Falle, dass

m = 2*

eine Potenz von 2 ist, haben wir nach . 176, (7):

J
l
= %(* 1)2* 2

1^

und wenn wir diesen Werth einsetzen, so konnen wir fiir die

vorstehenden Formeln in diesem Falle schreiben:

fc =
(18)

V 2 2s*-
3
(*-3)

77 11 -!
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. 196.

Classenzahl im Korper der achten Einheitswurzeln.

Wir wollen, einerseits zur Veranschaulichung der bisherigen

Resultate, andererseits um fur die spater anzuwendende voll-

standige Induction eine Basis zu gewinnen, den Fall m = 8,

fi
= 4, v = 2 zunachst behandeln.

Hier haben wir ausser dem Hauptcharakter nur drei

Charaktere, namlich, wenn

n = (1)&quot; 5.* (mod 8)

ist,

Fiir n = 1 ist a = 1, ft
= 0, und folglich gehort fa zur

ersten, fa, %3 zur zweiten Art [. 195, (5)], und es ergeben sich

fur die vier Zahlen n = 1, 3, 5, 7 folgende Werthe dieser

Charaktere :

Zl : +1, -
1,
-

1, +1
&: +1, -

1, + 1,
- 1

X,: +1, +1, -1, I-

Daraus erhalt man die drei Functionen /1? /2 , /3 [. 194, (2)]:

/! (x)
= X X* X* + X 7 = X (1 X*) (1 X*)

/,(#) = x x*-{-xi x&amp;lt; =x(l X?) (l+x*)

/3 (x)
= x+ x* x* X = x(l + # 2

) (1 ^).

Fiir r konnen wir setzen:

* - I A-2 - 7 y3 - _ ._ -&amp;gt;4
- __ 1

V2 V2
und danach ergiebt sich:

/t (r) = 2V2, /,(r) =0, /,(r) = 2 V2 i,

/, (-
2
)
= 0, /, (r) = 4 , , /, (r*)

= 0,

/, (r&amp;gt;)

= 2 V2, /, (r&amp;gt;)

= 0, /, 0-3)
= 2 V2 i.

Fiir x = r 4 verschwinden alle drei Functionen /(#), und

fiir a; = r 5
,
r 6

,
r 7 erhalt /i (#) dieselben

, /2 (^) und /3 (a?) die

entgegengesetzten Werthe, wie fiir x = r 3
,
r 2

,
r.
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Demnach ergiebt sich aus . 194, (12) mit Riicksicht auf die

trigonometrische Formel
3ft 71

ffln _ = CoS -

1 It 7t v 7t

X,= -
log tg -, X2

=
, X, ==-.

Nun ist

r 1 = tg| = V2-
r2

(r

eine Einheit des Korpers JETg, der hier nichts Anderes ist, als der

aus 1/2 entspringende quadratische Korper, und die Einheiten

darin erhalt man also aus den Losungen der Pell schen Glei-

chung
i(2 2 V* = 1

in der Form u -j- v V2.
Die kleinste positive Losung dieser Pell schen Gleichung

ist aber u = 1, v = 1, und folglich findet man _nach Bd. I,

. 128 alle Einheiten in H
3 in der Form (1 + 1/2)

a
,
worin a

ein positiver oder negativer ganzzahliger Exponent ist; r ergiebt

sich hieraus fiir a = 1, und daher sind alle Einheiten auch

in der Form
r-

enthalten. Es ist also T eine fundamentale Einheit, und die

in den Formeln des vorigen Paragraphen vorkommende Deter-

minante E [. 195, (12)] wird hier (da r ein echter Bruch ist):

E = log T.

Man erhalt also aus . 195, (15), (18):

hj_ 1, fc = 1, h = 1.

Der Korper &8 ist also ein einclassiger, d. h. ein solcher,

in dem die Zerlegung der ganzen Zahlen in Primfactoren nach

denselben Gesetzen, wie im Korper der rationalen Zahlen, mog-
lich ist.

Es hat sich dabei zugleich ergeben, dass alle Einheiten im

Korper Hs
in der Form ta darstellbar sind. Die conjugirten

Werthe der Einheit T sind aber

7t 37C
T! = tg

-
,
T3

== tg = r~\

und haben also verschiedene Zeichen. Wir schliessen daraus fiir

diesen Fall auf den Satz:



. 197. Classenzahl im Korper -ft
2 *- 719

Eine Einheit in Hs ,
die mit ihren Conjugirten von

einerleiZeichen ist, ist, vomZeichen abgesehen, das

Quadrat einer Einheit.

. 197.

Recurrente Berechnung der Classenzahl im Korper &m ,

wenn m eine Potenz von 2 ist.

Zur allgemeinen Bestimmung der Classenzahl im Korper &m

unter der Voraussetzung, dass m irgend eine Potenz von 2 und

grosser als 8 ist, wenden wir ein recurrirendes Verfahren an.

Es sei also

(1) m = 2*, a = 2*- 1
,

v = 2*- 2
,

v = 2 3
.

Neben dem Korper &m betrachten wir den Korper 5iu ,
der

ein Theiler von 52,H ist, und den wir hier auch mit &m bezeichnen

wollen. Es sei h die Classenzahl im Korper &amp;lt; m ,
d. h. die Zahl,

die sich aus h ergiebt, wenn x in x 1 verwandelt wird, und

wir setzen

(2) li = li H.

Setzen wir h als schon bekannt voraus, so kommt es nur

noch auf die Berechnung von H an, was, wie sich zeigen wird,

eine ganze Zahl ist. Indem wir h und h wie im . 195 zer-

legen, setzen wir

(3) * =
***? *=*#

(4) k = VA, 7 1
= 7*;J5,

worin Jc aus /; und li[ aus 7^ durch die Vertauschung von x mit

x 1 hervorgeht. Wir wollen iiberhaupt jetzt durch Accente an

den Buchstaben andeuten, dass x 1 statt x gesetzt sein soil.

Nach . 176, (7) ist claim

und folglich

(5) J, = 2^ x- 3^ .

Hat E die Bedeutung . 195, (12), und geht E aus E
hervor, wenn x durch x 1 ersetzt wird, so setzen wir noch

(6) E = E D.
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wodurch D als eine von Null verschiedene positive Zahl definirt

ist. Was die Summen

n

betrifft, so ist daran zu erinnern, dass %(n) [nach . 193, (8)]

definirt ist durch

(7) n = ( 1)&quot;
5? (mod w), % (n) = ( l)

a 0,

worin eine vte Einheitswurzel bedeutet.

Unter den v ten Einheitswurzeln sirid aber auch die i/ ten

Einheitswurzeln enthalten, und unter den Charakteren % auch

die Charaktere fur den Korper lm . Wir unterscheiden demnach

primitive und imprimitive Charaktere des Korpers Slm ,
in-

dem wir die dem Korper Slm eigenthiimlichen Charak
tere %, d. h. die, in denen & eine primitive vie Einheitswurzel

ist, als primitiv bezeichnen.

Unter den Summen X kommen auch alle zu dem Korper Sl^

gehorigen Summen vor:

Wenn man nun in (4) fiir fc, /b und ^, h{ die im g. 195,

(16), (17) gebildeten Ausdriicke einsetzt, und dann die Summen X
weghebt, so ergiebt sich:

n* A = 2.2 a
*~ 4

&amp;lt;*-
2

&amp;gt; n x2

A II -^1 1

worin sich jetzt aber die Producte fl nur noch auf

die mit den primitiven Charakteren #15 #2 gebildeten
Summen X-^ X2 erstrecken.

In den im . 194, (12) gegebenen Ausdriicken fiir die X:

(9)

1, m 1

treten nun, unter der Voraussetzung ,
dass m eine Potenz von 2

und dass &, %z primitive Charaktere sind, bedeutende Ver-

einfachungen ein.
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Die Zahl 1 -\- k
u hat die Indices = 0, /3

=
i/, und folglich

ist nach (7)

^(l+fO = = -
1,

wenn ^ ein primitiver Charakter ist.

Ferner ist fur ein ungerades n:

n (1 -|- 4u)
= ?z -)- t

u (mod m),
und folglich

I (n + &quot;)

= % 00-

Wenn wir nun die Function / (r
s
) betrachten :

(10) f(r
s)= $ t(n)r*,

worin n die ungeraden Zahlen eines vollen Restsystems fur den

Modul m durchlauft, so erhalten wir, da wir in (10) unter dem
Summenzeichen n durch n -\- u ersetzen diirfen :

f(r
s

)
= r as y %(ri) r5

&quot;,

und da r-
u = 1 ist:

Es ist also

(11) / (r
s
) ^0, wennsgeradeist,

und demnach konnen wir in den Formeln (9) den Summations-
buchstaben s auf die ungeraden Zahlen beschranken, die

kleiner als m sind.

Es ist aber nach (10):

und wenn man s n durch n ersetzt, was bei ungeradem s ge-

stattet ist:

(12) f(r
8
)
= %(s)-

l
f(r), wenn s ungerade ist.

Die Function f(r) hat, wenn a, /3
die Indices von n sind,

den Ausdruck

(13) /W=(1)0.V,
und ist also mit cler im . 17 dieses Bandes betrachteten Kreis-

theilungsresolvente

( 1, 6), r)

gleichbedeutend, fur die im . 17, (17) die Relation aufgestellt war:

(14) ( 1, 0, r) ( 1, 0- 1

, r)
= m.

Hier gelten durchweg die oberen Zeichen fur die Summen Xn
die unteren fiir die Summen X2 [. 195, (7)].

Wir theilen jetzt die Reihe der in (9) vorkommenden

Zahlen s in vier Theile. Es soil t ein Zeichen sein, welches die

Weber, Algebra. II. 46
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Reihe der positiven ungeraden Zahlen von 1 bis v I durch-

lauft; dann durchlauft das ungerade s die vier Zahlenreihen :

,
t -f- ft, m

,
m t ft,

und es 1st: ^

* (t + F)
= - % (t),

X l (m t)
= & (&amp;lt;), xi (m (t t)= xi (*),

.

X2 (m t)
= xn (t), x, (m ft t)

= xs (t).

Nach (12) ergiebt sich hieraus:

Theilt man demnach die Summen (9) in je vier Theile und

benutzt nocli die trigonometrische Gleichung

(t -\- it) it tit
- L- -zsin - -- = cosm m

so ergiebt sich

In dieser Summe ist

und folglich erhalten wir mit RUcksicht auf (12), (13), wenn wir

0- 1 fiir & setzen, wodurch %(t)~
l in %(t) ubergeht:

(15) X, = - - -1 (+ 1, &~\ r)
v

Zl (f) log
(tg ^) ,

(16) X2
= (- 1,

-
, r) | %, (t),

. 198.

Der- Classenzahlfactor A.

Um nun zunachst A zu berechnen, haben wir den Ausdruck

(16) fiir X2 in die erste Formel (8) des vorigen Paragraphen
einzusetzen. Diese Formel konnen wir auch so darstellen:

(1) xv A = 1m^ v 2-* n X2 .



. 198. Der Classenzahlfactor A. 723

Bezeichnen wir mit
, /3 die Indices von

,
so ist #2 (0

(2) *2 (0 = 2 (-i)&quot;
e? =

ist eine ganze Zahl des Korpers &,., und es wird:

Nun hat man fiir @ alle Wurzeln der Gleichung

(3) 0*&quot; +1=0
zu setzen, und erhalt fiir A, niit Riicksicht auf . 197, (14):

(4) A = V-+\\ &amp;lt;p().

Die Summe
,
durch die in (2) die Zahl (p (0) definirt ist,

enthalt v Glieder von der Form
( 1)&quot; 6M, worin a, /3 so zu

bestimmen sind, dass

(5) ( l}
a o? = t (mod m)

und t zwischen und v liegt. Nun ist zunachst ersichtlich, dass

unter den Exponenten /3 nicht zwei nach dem Modul v con-

gruente vorkommen konnen. Denn ist /3
=

/3 (mod i/), so ist

5 1* = 5 1* (mod ft),
und aus

( 1) 5.* = t, ( 1)&quot;
5.* = f (mod m)

folgt:

( 1) &amp;lt; ( 1)&quot;
t
= (mod p).

Da aber und f absolut kleiner als v = \ ^ sind
,

so ist

dies nur moglich, wenn t = t
,
= ist. Demnach durchlauft

/3
in (2) ein voiles Restsystem nach dem Modul v .

Da aber /3
nach dem Modul v zu nehmen ist, so werden die

nach (5) bestimmten /3
theils kleiner, theils grosser als v aus-

fallen, und wenn wir also & die Reihe der Zahlen 0,1, ..., v 1

durchlaufen lassen, so erhalten wir in (2) zweierlei Arten von

Gliedern:

1. (_ i)
? =

( i) 0*, = & &amp;lt; v ,

2. (_ i)v
? =

( l)
u

&amp;gt;\ ft
= ft + v ^ v .

Nun ist nach (5) der absolut kleinste Rest von ( l)
a

5.*

nach dem Modul m positiv, und wenn wir daher eine Zahl

d = i 1 so bestimmen, dass der absolut kleinste Rest von c?5?

positiv wird, so ist in dem Falle (6), 1.

46*
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Ferner ist 5
V = 1 (mod ^), und da 5 V nicht auch nach dem

Modul m mit 1 congruent ist, so folgt:

(7) 5 V = 1 + ft (mod m).

Demnach ist im Falle (6), 2.

(_ i) 5/ == (_ i) 5ft 5v = (_ i) 5ft _f_ p (mod w),

und folglich ist hier der absolut kleinste Rest von ( 1)&quot;
5.*i

nach dem Modul m negativ. Es ist also im Falle (6), 2.

* = -(-!)
zu setzen.

Daraus ergiebt sich nach (2) (wenn wir wieder /3
fiir ft

schreiben):

(8)

0, v 1

= C + &amp;lt;?!

& + C2
2 H-----h ^ -i

1 &quot;- 1
,

und hierin ist

(9) c?
= + 1 Oder =

1,

je nachdem der absolut kleinste Rest von 5? positiv oder

negativ ist. Hiernach ist also cp (0) eine ganze Zahl des

Korpers &,..

Es kommt noch darauf an, das Verhalten dieser Zahl zu

der Zahl 2, oder vielmehr zu dem in & v enthaltenen Primfactor

(1 ) von 2 zu ermitteln. Bilden wir zu diesem Zwecke

(10) (1 ) SP(@) = 2^(0),

so ergiebt sich

(11) t (9)
= cA+^ + CA & + ^L=^l @2 + . . / Ik

_

M

Die Coefficienten in diesem Ausdrucke sind alle = oder

= 1, und daher ist auch ^ (0) eine ganze Zahl des Korpers Q v .

Fiir diese Zahl ergiebt sich aber, wenn man 0=1 setzt:

(12) ^ (0)
=

c, -i = I [mod (1 0)],

und folglich ist
i/&amp;gt;(0)

relativ prim zu 2.

Das in (4) vorkommende Product ist nichts Anderes, als die

in Bezug auf den Korper & v genommene Norm der Zahl
&amp;lt;p (0),

und wenn wir diese Norm mit N bezeichnen, so ist nach . 169

N(l @) = 2,
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und folglich nach (10)

N&amp;lt;p()
=

2&amp;gt;

- 1 Ar

i/&amp;gt;(@).

Daraus ergiebt sich

(is) A = y*(),
und hieraus folgt mil Riicksicht auf (12), dass A eine ungerade
ganze Zahl ist.

Bezeichnen wir die zu m = 2 X
gehorige Zahl A mit A*, so

ergiebt sich aus . 197, (4) durch vollstandige Induction der

Ausdruck fiir den ersten Factor der Classenzahl:

(14) k = AA b ...Ax ,

und daraus der Satz:

1. Der erste Factor der Classenzahl ist eine un

gerade ganze Zahl.

Die Zahl Ax ist nach der Formel (10) fiir die ersten Werthe

von x nicht schwer zu berechnen.

Fiir m = 16 findet man i/ = 2, /3
= 0, 1, c = q = 1

folglich

Fiir m = 32, v
1 = 4, /3

=
0, 1, 2, 3.

C = 1, Ci 1, Cj = 1, C3
= 1,

= 02,
also auch A5

= 1.

Fiir m =64, i/ = 8, /3
= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 sind die

absolut kleinsten Reste von 5.*

1, 5, 25, 3, 15, 11, 9, 19;

also sind die
c^:

+ 1, +1, +1, 1, -1, 1. +1, 1

und

^ (0)= 03 _|_ @6_ @7
? ^ () ^ (_ )

= 06 (06
_ 2 0,

woraus sich leicht ergiebt :

A, = 17.

Eine etwas langere Rechnung ergiebt noch

A 7
= 21121.
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. 199.

Der Classenzahlfactor B.

Auf ganz andere Weise muss der Classenzahlfactor B be-

rechnet werden. Hier 1st, wenn wieder eine Primitivwurzel

der Gleichung . 198, (3) ist (@
v + 1 = 0), und

(1) t = (l) 5.&quot; (mod w),

(2) *i(0 = 0-*

zu setzen, und die Formel . 197, (15) ergiebt:

(3) X1= -l(l, e-i,r)20Mogtg.

Nun ist fur jedes ungerade ,
wenn [mit Riicksicht auf (1)]

2 TTi

r = e~, rv =
i, r1 &quot; ==

( l)
a

?

gesetzt wird,

und dies ist, wie wir schon im . 178 gesehen haben, eine Ein-

heit des reellen Korpers Hm . Man erhalt die conjugirten Werthe

dieser Einheit in Bezug auf diesen Korper, wenn man t = 5/^

(mod m) setzt, und
/3

ein voiles Restsystem nach dem Modul ^

durchlaufen lasst. Wir setzen demnach:

Nach . 198, (7) ist $? + v&amp;gt; = 5i
? + ^ (mod m), und daraus

ergiebt sich nach einer bekannten trigonometrischen Formel :

w ; ^ = ~-
&quot;_; :l^..w^

Setzen wir also nun

(7) ^ = |logr?,
so ist nach (6)

(8) ty + v , = li,

und demnach

(9) 8t++if+
= n

? \

unter den in der Summe (3) vorkommenden Werthen von /3

sind, wie wir schon im vorigen Paragraphen gesehen haben, nicht

zwei nach dem Modul v congruent, und wenn wir daher mittelst
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der Formel (9) alle Werthe von /? auf das Interval! von bis

v 1 reduciren, so bekommen wir alle Zahlen dieses Inter-

valles.

Demnach lasst sich die Forrael (3) so darstellen:

ft

(10) X
I =-l(l, e-Sr)^ *,*

0, V 1

Dies haben wir in dem im . 197, (8) angegebenen Aus-

DB == 22*-
4

(*-2&amp;gt; n ^i = w&quot;2-
&quot;

n ^i

einzusetzen, und dann ergiebt sich, wenn wir

(11) ^ = 0* A,

0, V 1

setzen, mit Riicksicht auf . 197, (14):

(12) DB = n 7
*.

Dies Product lasst sich nun auf folgende Weise durch eine

Determinante darstellen, die nur die conjugirten Logarithmen
der Einheiten x enthalt.

Lassen wir den Index bei U weg, so konnen wir das

Gleichungssystem ansetzen :

U A + ^ + A
2 02 _j

-----
1_

A v,_! 0&quot;-i

@ C7 = AV-I+ A + A! 02 j-----
[_

;kv,_ 2 0v-i

0&amp;gt;

-i
J7 = A x

- A 2 A 3 02 -I
-----

[-
A 0* -i,

woraus durch Elimination der Potenzen von folgt:

AO U. A!, A
2 ,

. . ., AV _I

AV/ J, A 6, A x ,
. . ., A V _ 2

*ii *Si A 3 ,
. . ., A U

Dies ist fiir U eine Gleichung v ten
Grades, deren Wurzeln

die Grossen Ue sind. Ordnet man nach Potenzen von U, so

erhalt. da v gerade ist, die hochste Potenz Uv von U den

Coefficienten 1, und man findet also das in (12) vorkommende

Product der Wurzeln, wenn man 7=0 setzt, aus der Deter

minante (13).

Die so gewonnene Determinante wollen wir etwas anders

anordnen, indem wir die erste Zeile an ihrer Stelle lassen, die
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iibrigen aber in umgekehrter Ordnung und mit verandertem Vor-

zeichen schreiben. Dabei sind J v Vorzeichenanderungen nothig,

und wir erhalten daher fiir das Product (12) die durch folgende

Gleichung definirte Determinante, deren absoluten Werth wir

mit T bezeichnen:

(U) (-

21 fc-i

*1&amp;gt;

4ii -A,

worin rechts von der von links unten nach rechts oben laufen-

den Diagonalreihe die negativen Zeichen stehen.

Die Determinante T ist hier so geordnet, dass jede Zeile

aus der vorangehenden durch die Substitution (r, r 5
*) entsteht.

Jede Colonne enthalt also ein System conjugirter Logarithmen.
Nach (12) ist jetzt

(15) B =
T)

Um liber die Natur dieses Resultates Klarheit zu bekommen,
ist es nothig, die Zahl D etwas genauer zu betrachten, die durch

. 195, (12), . 197, (6) definirt war; und dies erfordert ein Ein-

gehen auf die Theorie der Einheiten des Korpers Hm .

. 200.

Normaleinheiten in Hm .

Wir fiihren jetzt eine vereinfachende Bezeichnung ein, in-

dem wir

(1) r^ = r
?

setzen, und
/3 ein voiles Restsystem nach dem Modul v durch-

laufen lassen. Es folgt hieraus

(2) r
? + v . =

rp,

und in der Form (r, rp)
sind dann zwar nicht alle Substitutionen

der Gruppe des Korpers Slm enthalten, sondern es miissen noch

die Substitutionen (r, r~T
l

) hinzukommen; wohl aber liefert uns

(r, rp)
alle Substitutionen der Gruppe von Hm .

Wir bezeichnen jetzt mit & (r) eine Einheit des Korpers Hm .

Unter diesen sind auch die Einheiten des Korpers H^ (als
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imprimitive Zahlen) enthalten und durch die Gleichung &amp;lt;g (r)= & ( r) charakterisirt.

Wir wollen nun unter einer Normaleinheit des Korpers Hm

eine Einheit verstehen, die nicht = 4; 1 1st, aber der Gleichung

(3) & (r) &(r) = \

geniigt.

Es ist klar, dass eine Einheit des Korpers Hu dieser Be-

dingung jedenfalls nicht geniigen kann. Aber nicht jede Einheit

in Hm, die dem Korper H^ nicht angehort, wird Normaleinheit

sein
!).

Die Einheiten
T^ [. 199, (5)] gehoren aber zu den Normal

einheiten. Es ist namlich

... d? it 1 ri v

(4) t, == tg
_ =^ ft

und wenn darin die Substitution (r, r)
= (r$, r^ + v

&amp;gt;) gemacht

wird, so geht TI in

(5) Ti + r / =
iiber, was der Relation (3) entspricht.

Ein System von v Normaleinheiten

soil ein unabhangiges System heissen, wenn die Determinante

(6) Z log |So(r )| log l&CrOI - - - log |S, -i(r,,_0|
= ^ (801 Sn ? v i)

einen von Null verschiedenen Werth hat.

Den absoluten Werth dieser Determinante, L, nennen wir

auch hier den Regulator des Systems &,,&,..., Si- 1

Die Einheiten r
,
TI? . . ., T, _I bilden ein unabhangiges System

normaler Einheiten, denn ihr Regulator

L (r , !,..., r v,_!)

ist eben die im vorigen Paragraphen definirte Determinante T

[. 199, (14), (15)]. Und dass diese nicht Null sein kann, ergiebt

sich unmittelbar daraus, dass sie in dem Ausdrucke fiir die

*) Der Verfasser hat in der oben erwahnten Arbeit (Acta mathematica,
Bd. S) die Xormaleinheiten als .primitive Einheiten ^ bezeichnet. Dieser

Name ist hier verworfen, weil er zu dem Irrthum Yeranlassung geben
konnte, als ob jede Einheit des Korpers Hm, die nicht zugleich dem

Korper -Hu angehort, dazu zu rechnen sei.
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Classenzahl als Factor vorkommt. Die Classenzahl ist aber, da

gewiss immer wenigstens eine Classe, die Hauptclasse, existirt,

von Null verschieden, und also kann auch T nicht gleich Null

sein. Wir haben daher den Satz:

1. Die Zahlen r
,
t 1? . . ., r v _i sind ein unabhangiges

System von Normaleinheiten des Korpers Hm .

1st
&amp;lt;g(r)

eine Normaleinheit, so ist, wenn wir

setzen, wegen (3)

(8) Lip
=

Ist nun
&amp;lt;g

,
&amp;lt;gn . . ., &vi irgend ein System unabhangiger

Normaleinheiten, so setzen wir:

(9) Li, fc
= log |

& (rk) |
, Li, fc + =

Li,*,

so dass der Regulator des Systems der
&amp;lt;g z

- den Ausdruck erhalt:

(10) 2 Z
G!O Li,i . . . Zv-i, v-i = L ((g , Si, . . ., &amp;lt;gv-i),

und eine von Null verschiedene Zahl ist, die wir mit T be-

zeichnen.

Bedeutet & (r) irgend eine andere Normaleinheit, so konnen
wir die Unbekannten | , |17 .... |V i aus den v linearen Glei-

chungen bestimmen, die wir erhalten, wenn wir in

(11) L
?
= ^Lo^ + l

L 1,p-]
-----p ^_ x L,,_ 1} ,

den Index /? von bis v 1 gehen lassen, und wegen (8) und (9)

ist diese Gleichung auch fur die ubrigen Werthe von
ft richtig,

so dass man daraus die fur alle r giiltige Formel ableiten kann :

(12) &(r) = (g (r)5o & (r)*i . , . & v.^ (r)^ -i.

Bedeuten andererseits w
,
m x ,

. . ., m v i irgend welche ganze
rationale Zahlen, so sind alle in der Form

& (r)^ (giW-i . . . g,,_!(r)v-i

enthaltenen Zahlen Normaleinheiten des Korpers Hm . Demnach
lassen sich auf das Gleichungssystem (10) die Betrachtungen

anwenden, die wir im . 186 ausfiihrlich durchgefiihrt haben,
woraus sich ergiebt:

2. Die aus (10) oder (11) bestimmten Exponenten
&amp;lt;&amp;gt; In &quot;&amp;gt; If-i sind rationale Zahlen.
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Hieraus kann, wie ira . 187, gefolgert werden, dass es

Systeme von v unabhangigen Normaleinheiten giebt, deren Regu
lator T so klein als moglich wird, und solche Systeme
heissen Fundamentalsysteme von Normaleinheiten.

1st
, Sii -i v-i ein solches Fundamentalsystem ,

so er-

geben sich die Exponenten , li, . . ., |&amp;gt; -i in (10) und (11) als

ganze rationale Zahlen. Auch dies kann ebenso bewiesen

werden, wie im . 187.

Stellen wir unter dieser Voraussetzung iiber die & die

Gleichungen (11) fur irgend ein anderes System unabhangiger
Einheiten

&amp;lt;g

(1)

, &amp;lt;Si

(1)

,
. . ., S^-i auf, so erhalten wir Ausdrucke

von der Form:

1st also Ji der Regulator des Systems der ;

1}

,
so ergiebt

sich nach dem Multiplicationssatze der Determinanten, wenn mit

C der absolute Werth der Deterniinante der ganzzahligen Ex

ponenten |,-jk ,
also eine ganze rationale positive Zahl be-

zeichnet wird:

(13) T! = CT .

Es kann nicht bewiesen werden und trifft fur die hoheren

Werthe von m wahrscheinlich auch nicht zu, dass r
,
r1? . . ., x v &amp;gt;\

ein Fundamentalsystem bilden l
).

Fiir unseren Zweck ist es aber von Wichtigkeit, dass sich

diese Einheiten in Bezug auf den Nenner 2 in den Exponenten

J
) Es ist hier, vrie bei alien Fragen, die die Einheiten betreffen

,
sehr

schwierig. zu bestimmten numerischen Resultaten zu gelangen. Nach
den Resultaten, die in dem reichhaltigen Werke von Reuschle, nTafeln

complexer Primzahlen
,
welche aus Wurzeln der Einheiten gebildet sind&quot;

(Berlin 1875). enthalten sind, bilden fur m == 16 die r noch ein Funda

mentalsystem. Denn hier ist die Grundzahl des Korpers Hm gleich 2 11
,

der Grad des Korpers gleich 4, und daher giebt es nach der Aumerkung
zu . 156 in jeder Idealclasse ein Ideal, dessen Norm kleiner als 6 ist.

Nach den Tafeln von Reuschle kann aber jede naturliche Primzahl unter

100 im Korper Hm in wirklich existirende Primfactoren zerlegt werden.

Folglich gehen gewiss in alien Zahlen unter 6 nur Hauptideale auf. und

folglich giebt es hier nur die eine Classe, die Hauptclasse. Da, wie wir

gesehen haben. auch der erste Classenzahlfactor = 1 ist, so ist der

Kreistheilungskorper Q16 einclassig. Es gelten in ihm dieselben Gesetze der

Primzahlen. wie im Korper der rationalen Zahlen. Zweifelhaft ist dies fur

den Korper -ft32 und sicher nicht niehr zutreffend im Korper ^264 ,
in dem

die Classenzahl ein Vielfaches von 17 ist.
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und hieraus ergiebt sich, dass S
p
ebenso wie Sp mit alien seinen

conjugirten Werthen dasselbe Zeichen hat. S
p

entsteht aber

aus Sp dadurch, dass ^ an Stelle von m gesetzt wird, und nach
unserer Voraussetzung 1st daher

eQ
=

0, el
=

0, . . ., evn_ 1
= (mod 2),

und mit Hiilfe von (19)

evn
=

0, ev &amp;gt;, + i
=

0, . . ., er,-i =: (mod 2),

wodurch der Beweis des Satzes 2. gefiihrt 1st.

Wenn wir nun in der Formel (12) fiir
&amp;lt;g , &amp;lt;g A , . . ., & v &amp;gt;_i

das

System r
,
rn . . ., TV_! wahlen und die Exponenten | in die

Form setzen:

worin e, e
,
en . . ., e^_! ganze rationale Zahlen ohne gemein-

samen Theiler sind, so erhalten wir

&(r)
e =r?r? ...

&amp;lt;!- ,

und es folgt aus unserem Satze, dass e ungerade sein muss;
denn ware es gerade, so ware & (r)

e ein Quadrat einer reellen

Grosse, und folglich hatte
&amp;lt;g (r)

e mit seinen Conjugirten
dasselbe Vorzeichen. Dann aber miissten nach unserem Satze

alle e
,
e1? . . ., &amp;lt;v_i durch 2 theilbar sein, was wieder gegen die

Voraussetzung ist, dass die Exponenten e, e
,

. . ., ev,-i keinen

gemeinsamen Theiler haben sollen. Wir haben daher den Satz:

3. 1st & (r) irgend eine Normal einheit des Kor-

pers Hm ,
so lassen sich die ungerade Zahl e

und die ganzen Zahlen e
, e\, . . ., cv/_i so be-

stimmen, dass

(20) S(r
)
,r = tjf^+1 ...

r;-;-^
wird.

Dies Ergebniss fiihrt zu einigen wichtigen Consequenzen :

4. Ist T der Regulator des Systems der r$, und T
der Regulator eines Fundamentalsystems nor-
maler Einheiten in Hm ,

d. h. der Minimalwerth,
den der Regulator irgend eines Systems unab-

hangiger Normaleinheiten annehmen kann, so ist

(21) T=CTQ ,
(7=1 (mod 2),

worin C eine ungerade natiirliche Zahl be-

d e u t e t.
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Dass namlich T : TQ
= C eine ganze Zahl ist, folgt aus der

Formel (13).

Wenn wir aber den Satz 3. auf alle Elemente des Funda-

mentalsystems &t(r) anwenden. so ergiebt sich ein System ganzer
Zahlen e^ und eine ungerade Zalil e, so dass

- (rY --f- T e?
&amp;gt; T

*
l T

e
i
v/ - 1

^ 0f ITJ
= JL *o *i .

rv-i

Nehmen wir hiervon die Logarithmen, und bilden dann den

Regulator T
,
so ergiebt sich

e
1 TQ

= Z e
,

e
ltl

. . . 6*4,, v-_i T,

folglich
e

%r = C Z 6&amp;gt;

,o
e
1} i

. . . eV _i, , _i,

und da hierin die linke Seite ungerade ist, so kann C nicht

gerade sein, TV. z. b. w.

Wenn alle conjugirten Wertlie der Xormaleinheit & (r-i)

einerlei Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von & (??) ,
un(i

folglich miissen in diesem Falle in der Formel (20) die Ex-

ponenten e
, e^, . . ., ev &amp;gt;i

nach 2. gerade Zahlen sein. Schreibt

man dann die Formel (20) so:

so erhalt man daraus den Satz:

5. Eine Normaleinhoit des Korpers Hm ,
die mit

ihren Conjugirten gleiches Vorzeichen hat, ist,

vom Vorzeichen abgesehen, ein Quadrat einer

Normaleinheit.

. 201.

Fundamentalsystem von Einheiten des Korpers Hm .

Es bleibt noch iibrig, den Nenner D in der Formel fur B
[. 197, (6)] zu bestimmen, der durch die Gleichung

E = E D
definirt war, worin E und E die Regulatoren der Korper Hm , H^
bedeuteten.

Hier handelt es sich also nicht mehr um die Normal-

einheiten, sondern um die Einheiten des Korpers Hm iiberhaupt.



736 Vierundzwanzigster Abschnitt. . 201.

Wir nehmen ein Fundamentalsystem von Einheiten im

Korper Hm an:

und die conjugirten Logarithinen dieses Systems seien:

(2) ?i, fc ,
?2 , fc ,

. . ., ?v-i, fc
fc = 0, 1, 2, . . ., v 1.

Daneben betrachten wir ein Fundamentalsystem im Kor

per Hu

(3) Si, fs, ., fil -l

mit den conjugirten Logarithmen

(4) ?!%, ?2
,

fc ,
. . ., &-M A; = 0,1,2, . .

.,
i/-l.

Bei der Bildung der Regulatoren wird einer der conjugirten

Werthe, etwa & = 0, weggelassen (vgl. . 186), und wir er-

halten daher

(5)

E = 2 ?1,1?2,2... 7v-i,,-i

JEr = Hh JS 4; 7^1 ?2,2 ? -1, V 1.

Nun fiigen wir zu dem Systeme (3) ein Fundamentalsystem
von Normaleinheiten des Korpers Hm
(6) &&i &ii &amp;gt;

fev ii

und wir behaupten, dass das System

(7) fi, f) &quot;&amp;gt;

s v ii 801 ^n &amp;gt;

&&amp;gt; i

ein unabhangiges System von Einheiten des Korpers Hm ist (wenn
auch nicht ein Fundamentalsystem).

Bezeichnen wir mit

(8) L
,fc, A,*, . -, i. -i,fc * = 0,1, . . ., v l

die conjugirten Logarithmen des Systems (6), so ist nach dem

vorigen Paragraphen

(9) 2
0,0 1,1

. . v-i, *-i = TO

der Regulator dieses Systems, und wir haben mit Rucksicht auf

die Definition der Normaleinheiten [. 200, (9)]:

(10) ,-,* + .&quot;

= A- fe ,

und weil die fj als Zahlen des Korpers H^ durch die Substitu

tion (V, r) ungeandert bleiben:
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Hiernach ergiebt sich der Regulator E des Systems (7) aus

der Determinante :

Diese Determinante hat v 1 Zeilen; wir addiren die erste

zur (V-|-l)
ten

,
die zweite zur (v -(-2)

ten u. s. f., die (v
;

l)
te zur

letzten. Dadurch heben sich in den letzten (v 1) Zeilen die

i heraus und die / bekommen den Factor 2 [nach (10), (11)],

und hieraus ergiebt sich nach einem Determinantensatze (Bd. I,

. 23, V.):

(12)
= 2 &amp;gt; -i&quot; T .

Da hiernach R nicht verschwindet und daher in (7) ein

System von v 1 unabhangigen Einheiten des Korpers Hm vor-

liegt, so konnen wir [nach . 186, (5)] die rationalen (ganzen
oder gebrochenen) Zahlen w

i&amp;gt;fc
, M^ k aus den Gleichungen

(13)

bestimmen. Es lasst sich aber leicht durch die Relationen (10), (11)

nachweisen, dass die Zahlen m
z
-,

fc , M^ k hier ganze sein miissen.

Denn es ist

7t-,fc + 7f,fc + v = log |f(n-) ( rk)\
=

M^iL^-k -\- M^iLi^ -\-
- - -

-f- Jf, _i,j /&amp;gt;v i,*.

Die Einheiten t
-

(r) ,- ( r) gehoren aber dem Korper 1TU

an, und da die [ nach Voraussetzung ein Fundamentalsystem
dieses Korpers sind, so miissen die wz,-jfc

nach . 187 ganze ratio

nale Zahlen sein.

Die Einheiten f t-(r) ,-( r)
-1 sind Normaleinheiten des Kor

pers Hm ,
und well die & ein Fundamentalsystem von Normal

einheiten sein sollten, so sind nach . 200 die M^ ganze Zahlen.

Weber, Algebra. II. 47
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Zur besseren Uebersicht setzen wir die Gleichungen (13)

noch einrnal ohne den Index &, der die conjugirten Werthe von

einander unterscheidet, hierher:

(14) 2 li = m^i li + m^i Zi + + mv -i,ilv -i

+ MQji
LQ + JfM Za + M2ji

L2 H-----h ^V-M V-I.

Bilden wir nun nach (13) den Regulator E und bezeichnen

mit M den absoluten Werth der Determinante der v 1 Reihen

der Zahlen m
fcji , M^i\

M = 2 mi,! . . . wv_i, v -i 1/0,0-^1,1 . . . Jfv -i, v -i,

so folgt:

(15)

und daraus mit Riicksicht auf (12):

(16)

Es lasst sich nun weiter nachweisen, dass M eine Potenz

von 2 und durch 2* theilbar ist.

Da namlich das System (1) als Fundamentalsystem in Hm
vorausgesetzt war, so giebt es ganze rationale Zahlen
w

ftj -, ^Tfc,i,
die den Gleichungen geniigen:

li ni,ili+ ^2,^2 H-----h w r_M Zv -i, *=1,2, ...,^ 1

1

Li
= jy

i|^ 1+ â&amp;gt; ^aH-----h^-i,^v-i^= 0,l,2,..,v -l.

Bilden wir daraus die Determinante E und bezeichnen init N
den absoluten Werth der Determinante der n^i, %,t, so folgt:

und daraus nach (15):

daraus folgt, dass jede der beiden ganzen Zahlen Jf, N erne

Potenz von 2 sein muss.

Um zu entscheiden, durch welche Potenz von 2 die Deter

minante M theilbar ist, bestimmen wir zunachst ein System

ganzer rationaler Zahlen a ohne gemeinschaftlichen Theiler, das

den linearen Gleichungen
i

(18) 2 at mM = (fc
= 1, 2, . . ., v 1)

1, V 1

geniigt. Setzen wir dann

1, v i
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so erhalten wir aus den Gleichungen (13)

2 2 a,-/,-,*
=

o,fc + fiii.ft H-----h J. -ii -i,fc.

1, v 1

Daraus ergiebt sich nach (10)
t

2 Of7 I
-,

fc + / = I a,- 7,-,*,

und dies bedeutet, dass

eine Nornialeinheit des Korpers Hm ist. Daraus folgt dann weiter,

well
, &1? . . ., &amp;lt;g; _i ein Fundamentalsystem von Xormal-

einheiten ist, dass die Zahlen
&amp;gt; n &amp;gt;

v-i gerade sein

miissen. Daraus ergiebt sich:

1. Das System der Gleichungen (18) hat die Con-

gruenzen
i

(19) 2 a,- JlfM = (mod 2)

&quot;. r 1
fc = 0,1, . . ., v 1

zur Folge.

In den Gleichungen (18), cleren Anzahl nur i/ 1 betragt,
sind aber v 1 Unbekannte f enthalten. Daher giebt es

mehrere Systeme von einander unabhangiger Losungen, was wir

etwas genauer dahin pracisiren konnen:

2. Es giebt v ganzzahlige Losungen des Sy
stems (18):

#1,1, #2,li , Ch 1,1

#1,25 #2,2, -
., # 1,2

#l,r j #2, V, . ., tt-v l,

von der Art, dass aus der Matrix (20) eine
Determinante von v 1 Reihen gebildet werden
kann, die eine ungerade Zahl ist.

Denn es giebt zunachst eine Losung von (18):

#1,1, #2,1, #3,1, , #v 1,1,

in der eine ungerade Zahl vorkommt. Nehmen wir an, was

gestattet ist, da hier auf die Anordnung der Indices nichts an-

47*
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kommt, es sei aM diese ungerade Zahl, dann bestimmen wir

erne zweite Losung:

0, a
2&amp;gt;2 , 3,2, , flr-1,2,

in der wieder eine ungerade Zahl, etwa a
2)2 ,

vorkommt. Dann
bestimmen wir eine dritte Losung:

0, 0, a
3&amp;gt;3 ,

. ., flv-i.3,

und fahren mit Nullsetzen so lange fort, als die Anzahl der

iibrig bleibenden Unbekannten noch grosser ist, als die Anzahl

der Gleichungen.
Im letzten Systeme werden also i/ 1 Nullen vorkommen,

damit v Unbekannte iibrigbleiben.

Diese Zahlenreihen a
Vil{

konnen wir fiir das System (20)

setzen, denn darin reducirt sich die Determinante

(21) Z db fl
i,i #2,2 av,v

auf das Diagonalglied aM a
2j2

. . . CV,* ,
dessen Factoren alle un

gerade sind.

Ist nun die Forderung des Satzes 2. erfullt, so lasst sich

die Matrix (20) durch Hinzufugung von v 1 Zeilen zu einer

Determinante von v 1 Reihen erganzen, die gleichfalls einen

ungeraden ganzzahligen Werth hat:

(22) a = v -f aM a^ . . . av &amp;gt;

*&amp;gt;
av + 1,^ + 1 . . . av _i,*_i.

Man braucht nur, wenn die Determinante (21) als ungerade

vorausgesetzt wird, in den hinzugefiigten Zeilen fiir die Elemente

lauter Nullen zu setzen, ausgenommen die in der Diagonal-
reihe stehenden, av + 1, + 1 a i,r i, die gleich 1 genommen
werden konnen. Dann erhalt a denselben Werth wie die Deter

minante (21).

Wenn wir aber jetzt nach dem Multiplicationssatze der

Determinanten das Product aM bilden
,

so ergiebt sich eine

Determinante, in der die v 1 Summen

1,&quot;
1 l,r 1

ifc = 1,2, ... v 1, k = 0,1,2 ... v I

fiir jeden W^erth s = 1, 2, . . .,
v eine Reihe bilden, und in der

also v Reihen vorkommen, deren Elemente alle durch 2 theil-

bar sind.
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Demnach ist aM und folglich auch M durch 2 V

theilbar,

und wenn wir

(23) M=2 v +
,
N=2 l -- i

setzen, so ist 6 eine nicht negative ganze rationale Zahl.

Setzen wir dies in (16) ein, so folgt:

E= 1E T,.

Nun war in . 197, (6)E=E D
gesetzt, und es ergiebt sich also:

D = 2T .

Hieraus folgt fur den Classenzahlfactor B nach . 199, (15)

und . 200, (21):

(24) B = 2~ ^r
= 2- ff

C,
J-o

worin C eine ungerade ganze Zahl ist.

Demnach ergiebt sich nach . 197, (4) fur den zweiten Factor

der Classenzahl 7i1? der, wie wir gesehen haben, eine ganze
Zahl ist:

(25) 7*1
= 2-7h C.

Nehmen wir nun als bewiesen an, dass h{ ungerade ist, so

folgt, da auch C ungerade ist, dass 6 = und /^ ungerade ist,

und beides ist also damit durch vollstandige Induction bewiesen.

Damit werden die abgeleiteten Resultate folgendermaassen
vereinfacht :

3. Es ist T
(26) M=^

,
D=TQ , $ ,

^o

der Classenzahlfactor B ist gleich dem Ver-
haltniss des Regulators T der Einheiten x zum

Regulator T eines Fundamentalsystems von

Xormaleinheiten, und ist eine ungerade ganze
Zahl.

Bezeichnen wir die zu m = 1* gehorige Zahl B mit B x ,
so

ist die Classenzahl 7&1? wie durch vollstandige Induction folgt,

(27) h, =B,B- ...B X ,

und ist also auch eine ungerade Zahl. Damit ist dann, mit

Riicksicht auf . 198, 1., das Haupttheorem bewiesen:

A. Die Classenzahl im Korper &m ist, wenn m eine

Potenz von 2 ist, ungerade.
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. 202.

Positive Einheiten.

Die zuletzt gefundenen Resultate zeigen, dass das System

unabhangiger Einheiten . 201, (7)

1, 2 1 , 1, 0i &1&amp;gt; ? &v 1

im Korper ifm kein Fundamentalsystem bildet. Denn sonst

miissten in den Formeln . 201, (13) die Zahlen m^iM^i saramt-

lich durch 2 theilbar sein, und es ware die Determinante M,
deren Werth wir 2 r

gefunden haben, durch 2 r~ 1 theilbar.

Wir betrachten nun an Stelle des Systems der Gleichungen

(18), . 201 die folgenden Congruenzen:

= 1

(1)

i

1, v 1

und beweisen, dass es moglich ist, ihnen durch ganzzahlige

Werthe der bi zu geniigen.

Ware es nicht moglich, so miisste sich aus den v 2 Con-

gruenzen
I

2 bi mkji
= (mod 2) fc = 2, 3, . . ., v I

1, v-l

die letzte

^ JI-MM
= (mod 2)

als Folgerung ergeben, und dann wiirde, wie im vorigen Para-

graphen, weiter folgen:
i

2 biMk^
=

(mod 2) fc == 0, 1, . . .,
v 1.

i, i
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Man konnte dann an Stelle der Matrix . 201
, (20) eine

Matrix der b^i von v -j-l Reihen setzen, und es wiirde sich auf

deni im vorigen Paragraphen eingeschlagenen Wege schliessen

lassen, dass M durch 2 V + 1 theilbar sein miisste, was nicht der

Fall 1st.

Wenden wir aber das System der Multiplicatoren &;, das den

Bedingungen (1) geniigt, auf die Gleichungen (14) des vorigen

Paragraphen an, indem wir mit bi multipliciren und dann sum-

miren, so ergiebt sich, wenn wir Yielfache von 2 weglassen und

dies auch hier (wo irrationale Zahlen, namlich die Logarithmen,

auftreten) durch das Zeichen der Congruenz ausdriicken:

(2) K = L Z MM bi + L, Z M^ bi H----

-[- &amp;gt;,_!
E J/v_M bi (mod 2).

Wollen wir die Congruenz in eine Gleichung verwandeln, so

kommt eine Sunime von Grossen

?!, 72 ,
. . ., /r i, ti ^ )

lv i

mit geraden ganzen Zahlen als Coefficienten hinzu.

Dieselbe Betrachtung lasst sich aber auf ?2, U, ., ?* i

anwenden, und danach kann man, wenn man von den Loga
rithmen wieder zu den Zahlen iibergeht, die Formel (2) so in

Worte fassen:

1. Jede Einheit des Korpers HU ist als Product
einer Normaleinheit des Korpers Hm und eines

Quadrates einer Einheit in Hm darstellbar.

Wenn wir darauf den Satz 2., . 200 anwenden, so ergiebt

sich, dass jede Einheit &(r) des Korpers jffu ,
die mit alien ihren

Conjugirten dasselbe Zeichen hat, vom Vorzeichen abgesehen, das

Quadrat einer Einheit in Hm sein muss. Ist aber

g(r) = ^(r)

worin &(r) eine Einheit in HU und 4 (r) eine Einheit in Hm
ist, so muss auch z/(r) in HU enthalten sein.

Denn setzen wir

so kann das Quadrat davon nur dann in Hu enthalten sein, also

durch die Vorzeichenanderung von r ungeandert bleiben, wenn

entweder z/x ocler z/2= ist. Es kann aber nicht 4(r)= r42 (r-)

sein
,
denn sonst ware z/2 (r

2
) eine Einheit in &a und miisste
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nach . 178, 1. das Product einer reellen Einheit und einer

Einheitswurzel r* 1
sein, und da auch z/(r) reell 1st, so miisste

r *2. + i reell sein, was nicht moglich ist. Demnach ist 4(r) in

HU enthalten.

Da nun ^ ebenso wie m jede beliebige Potenz von 2 sein

kann, so ergiebt sich hieraus das zweite Haupttheorem :

B. Eine Einheit des Korpers Hm ,
die mit alien ihren

Conjugirten positiv ist, ist das Quadrat einer
Einheit desselben Korpers.

Von den beiden Theoremen A. und B. haben wir aber im

. 184 den Beweis des Hauptsatzes von den Abel schen Zahl-

korpern (. 179, I.) abhangig gemacht.
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Transcendente Zahlen.

. 203.

Abzahlbare Mengen.

In der Einleitung zu unserem Werke ist der allgemeine

Begriff der Zahlen definirt worden, und mit diesem allgemeinen

Zahlbegriffe haben wir zunachst, z. B. bei dem Beweise der

Wurzelexistenz
, operirt. Im weiteren Verlaufe unserer Betrach-

tungen haben wir uns dann nur mit algebraischen Zahlen

beschaftigt, ohne uns dariiber Rechenschaft zu geben, ob damit

der Umfang des Zahlenbereiches erschopft sei, oder ob es

auch nichtalgebraische Zahlen giebt. Die Existenz von nicht-

algebraischen Zahlen, die man auch transcendente Zahlen nennt,

ist zuerst von Liouville bewiesen. Andere Beweise fur diesen

Satz riihren von G. Cantor her 1

).

Wir kniipfen hier an den schon in der Einleitung aus

einander gesetzten Begriff einer Menge oder Mannigfaltigkeit
an, worunter ein System von Elementen irgend welcher Art zu

verstehen ist, was so genau abgegrenzt ist, dass von jedem

beliebigen Objecte vollig entschieden ist, ob es zu dem Systeme

gehort oder nicht.

Wir unterscheiden endliche und unendliche Mengen, und

iiihren als erstes und wichtigstes Beispiel einer unendlichen Menge
die Gesammtheit der natiirlichen Zahlen 1,2,3, ... an. Dann

gilt folgende Definition:

1. Definition. Eine Menge heisst abzahlbar, wenn
ihre Elemente mit der natiirlichen Zahlenreihe

l
) G. Cantor, Crelle s Journal, Bd. 77 (1873). Ueber eine Eigenschaft

des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen.



746 Fiinfundzwanzigster Abschnitt. . 203.

oder einem Theil derselben in eine gegenseitig

eindeutige Beziehung gesetzt werden kann 1
).

Jede endliche Menge ist hiernach abzahlbar, und bei der

Abzahlung wird die natiirliche Zahlenreihe nur bis zu einer

gewissen hochsten Zahl verwendet. Im Weiteren betrachten wir

vorzugsweise unendliche Mengen.
Wir konnen der Definition fur eine unendliche abzahlbare

Menge auch den Ausdruck geben, dass es eine solche Menge ist,

bei der jedem Elemente eine bestimmte Zahl der natiirlichen

Zahlenreihe als Name beigelegt werden kann, so dass auch jede
Zahl der Zahlenreihe dabei verwandt wird, also eine Menge, in

der es ein erstes, zweites, drittes . . . hundertstes . . . Element

giebt.

Endlich konnen wir auch sagen, dass eine unendliche ab

zahlbare Menge eine solche ist, die sich derart in eine Reihe

ordnen lasst, dass ein erstes Element vorhanden ist, und dass

auf jedes Element ein bestimmtes anderes der Menge
folgt, und jedem Elemente, mit Ausnahme des ersten, ein be

stimmtes anderes Element vorangeht. Eine solche Reihe

konnen wir eine zahlbare Anordnung nennen.

Es ist klar, dass eine abzahlbare Menge nicht nur auf eine,

sondern auf unendlich viele verschiedene Arten abzahlbar ist.

Ausser der natiirlichen Zahlenreihe selbst, die sicher ab

zahlbar ist, konnen wir als zweites Beispiel das System der

rationalen positiven echten Briiche anfiihren, die unter Anderem

in folgender Weise abgezahlt werden konnen:

..
2&quot; 3&quot; 3&quot; T T 5&quot; 5&quot; 5&quot; 5&quot; 6~ 6&quot;

d. h. so, dass jeder grossere Nenner dem kleineren Nenner folgt,

und dass die Briiche von gleichem Nenner nach der Grosse des

Zahlers geordnet sind. Wollte man aber die Briiche nach der

Grosse ihres numerischen Werthes ordnen, so wurcle man keine

zahlbare Anordnung bekommen.

2. Die Gesammtheit aller algebraischen Zahlen ist

eine abzahlbare Menge.

*) Cantor, 1. c. Der Begriff &quot;der abzahlbaren Mengen deckt sich mit

dem von Dedekind ohne die Voraussetzung des Zahlensystems
definirten Begriffe der einfach unendlichen Systeme. (Dedekind,
Was sind und was sollen die Zahlen? . 6. Braunschweig 1887. Zweite

unveranderte Auflage 189H.)
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Um diesen wichtigen Satz nachzuweisen , erinnern wir uns

daran, dass jede algebraische Zahl @ die Wurzel einer und nur

einer irreduciblen Gleichung

(1) /(@) = a @ + a, 0&quot;-
1
H h =

ist, in der a
,
a x ,

. . ., a ganze rationale Zahlen olme gemein-
samen Theiler sind, und a von Null verschieden und positiv ist.

Der Grad n der Gleichung (1) ist eine positive ganze Zahl, also

mindestens = 1. Die Zahlen a1? . . ., an-i konnen zum Theil

Null sein.

Wir wollen nun die Vorzeichen + so bestimmen, dass + a 1?

-i 2i i 3&amp;gt; &amp;gt;

i &n nicht negativ sind, und nennen die Summe

(2) N=(nl) + a a x a2 an

die Ho he der algebraisclien Zahl . Die H&he ist dann immer

eine positive ganze Zahl.

Nun ist leicht zu sehen, dass es fur einen gegebenen Werth

der Hohe N immer nur eine endliche Anzahl von algebraischen

Zahlen geben kaun. Denn zunachst kann n nach (2) niemals grosser

als N sein, und zu jedem gegebenen N und n konnen die Zahlen

, an . .
., an nur auf eine endliche Anzahl von Arten bestimmt

werden. Man hat dann unter den so bestimmten Functionen f(&)
nur die irreduciblen beizubehalten. Wenn man nun die alge

braischen Zahlen in der Weise ordnet, dass man die Zahlen von

geringerer Hohe denen von grosserer Hohe voranstellt, dass man
unter Zahlen gleicher Hohe die voranstellt, deren reeller Theil

kleiner ist, und unter Zahlen von gleicher Hohe und gleichein

reellen Theile die von kleinerem imaginaren Theile vorangehen

lasst, so haben wir eine zahlbare Anorclnung der algebraischen

Zahlen, und es ist erwiesen, dass die Gesammtheit aller alge

braischen Zahlen eine abzahlbare Menge ist.

Wir erhalten beispielsweise :

N = 1, n = 1, a = 1, i
=

N 2, n= 1, a = 1, x
= 1

N = 3, n = 1, aa
= 1, i

= 2

a = 2, ^ = 1

n = 2, a = 1, !
= 0, a2

= 1,

und der Anfang der geordneten Reihe der algebraischen Zahlen

wird also:

0, 1, +1, -2, -I, -V-l, V-l, |, 2, ...
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Jeder Theil der natiirlichen Zahlenreihe ist eine abzahlbare

Menge; denn man braucht ja die Zahlen eines solchen Theiles

nur nach ihrer Grosse zu ordnen, urn eine zahlbare Anordnung
zu erhalten.

Daraus aber ergiebt sich, dass jeder Theil einer abzahlbaren

Menge selbst eine abzahlbare Menge ist. Es folgt daraus unter

Anderem, dass auch die Menge der reellen algebraischen
Zahlen abzahlbar ist.

. 204.

Unzahlbare Mengen.

Wir kommen nun zweitens zu dem Beweise des Satzes, dass

es unter den Zahlenmengen auch nicht abzahlbare giebt, und

wir werden speciell nachweisen:

Dass die Gesammtheit aller reellen Zahlen,
selbst wenn wir uns auf ein endliches Intervall

beschranken, nicht abzahlbar ist.

Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend eine abzahlbare

Menge reeller von einander verschiedener Zahlen, die wir, in

eine zahlbare Anordnung & gesetzt, so bezeichnen wollen:

(wobei daran zu erinnern ist, dass dies nicht etwa eine Auf-

einanderfolge nach der Grosse bedeuten soil).

Der Kiirze wegen wollen wir von zwei Elementen der Reihe

SI das mit kleinerem Index das friihere, das mit grosserem

das spate re nennen.

Wir nehmen nun irgend zwei reelle Zahlen a, /3 an, so dass

a &amp;lt;C /3 ist, und zeigen, dass es in dem Intervalle d = (a, /3)

mindestens eine Zahl giebt, die nicht in der Reihe 5i vorkommt.

Haben wir eine solche Zahl fiir jedes Intervall nachgewiesen ,
so

giebt es auch deren unendlich viele, da man ja dieselbe Schluss-

weise auf jeden Theil des Intervalles
(oc, /3)

anwenden kann.

Zunachst ist klar, dass unsere Behauptung richtig ist, wenn

in irgend einem endlichen Theile des Intervalles d nur eine

endliche Anzahl von Zahlen der Reihe & enthalten ist, und wir

konnen also ohne Weiteres zu dem Falle ubergehen, dass in

jedem noch so kleinen Theile des Intervalles d eine unendliche

Menge von Zahlen der Reihe & liegt.
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Wir bezeichnen mit
t , ft die beiden friihesten Zahlen der

Reihe &, die in dem Intervalle d liegen, nehmen vn &amp;lt; ft an,

und setzen 6\ = ft Wj ,
so dass d l

=
( L , ft) ein Theil des

Intervalles d 1st.

Nun bezeichnen wir ebenso mit 2 , ft die beiden friihesten

Zahlen von
&amp;lt;&,

die im Inneren des Intervalles d\ (mit Aus-

schluss der Grenzen) liegen, setzen 2 &amp;lt;c ft voraus, und setzen

^2 = ft 2-

Auf diese Weise konnen wir fortfahren und erhalten eine

unbegrenzte Reihe von Intervallen:

d,
&amp;lt;$!, &&amp;gt;, 3 ,

. . .,

deren jedes alle folgenden einschliesst
,
und zwei Reihen von

Zahlen:

a, !, 2 ,
. . .

ft ft, ft, . .

die, mit etwaiger Ausnahme der ersten, a und ft alle der Reihe

SI angehoren. Die a, an c 2 ,
... bilden eine wachsende, die

/5j ft 11 ftzi eine fallende Zahlenreihe, und zugleich ist jedes a

kleiner als jedes ft

1. Daraus ergiebt sich, dass die Zahlen
&amp;gt;

eine

obere Grenze a, die Zahlen ft. eine untere Grenze
1) haben, und dass a jedenfalls nicht grosser
als I ist. (\

?

gl. Bd. I, . 38, 1.)

Es kann aber moglicherweise a = b sein.

Aus der Bildungsweise der Intervalle 6, dn d.2 ,
. . . geht noch

Folgendes hervor:

2. Wenn irgend eine Zahl to der Reihe & in dem
Intervalle #,, mit Ausschluss seiner Grenzen

,., /5 V , liegt, so ist to in der Reihe SI spater als das

derselben Reihe angehorige Zahlenpaar ,., /3 V .

Denn , , ft v waren ja die beiden friihesten im Intervalle

,_! gelegenen Zahlen von 52. Daraus folgt :

3. Die der Reihe & angehorigen Zahlenpaare , ft

sind um so spate re Glieder der Reihe &, je

grosser der Index v ist, und da wir angenommen
haben, die Reihe der Intervalle d v breche nicht

ab, so konnen wir av , ft fiir ein hinlanglich
grosses v beliebig weit in der Reihe & hinaus-
riicken lassen.
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Nun ergiebt sich sehr einfach, class keine Zahl #, die mil

einer der Zahlen a, b zusammenfallt, oder auch, wenn a und b

versciiieden sind, zwischen ihnen liegt, zu der Reihe SI gehoren
kann.

Denn die Zalil g liegt im Inneren eines jeden der Inter-

valle dv. Nehmen wir an, es komme g in ^ vor, und gehen
nach 3. mit v so weit, dass wv , /3V in & spater als g kommt, so

kann g nach 2. nicht im Intervall dv liegen, und damit ist die

Unmoglichkeit unserer Annahme erwiesen.

Daraus folgt also, dass die Gesammtheit der Zahlen
eines Intervalles w, /3 keine abzahlbare Menge bildet.

Diese Thatsache lasst sich noch auf einem anderen Wege
beweisen, der in gewisser Beziehung noch einfacher ist und den

wir mit wenig Worten darlegen wollen. Wir beschranken die

Allgemeinheit nicht, wenn wir das Intervall von bis 1 zu Grunde

legen. Alle Zahlen dieses Intervalles denken wir uns durch un-

endliche Decimalbruche dargestellt. Darunter sind auch die end-

lichen Decimalbriiche enthalten, wenn wir alle Ziffern, von einer

gewissen an, gleich Null setzen. Um die Darstellung durch

Decimalbruche zu einer eindeutigen zu machen, mag noch fest-

gesetzt sein, dass fur einen endlichen Decimalbruch immer
diese Darstellung gewahlt, also z.B. nicht 0,4999 ...fur 0,5000 ...

gesetzt werden soil.

Wir wollen nun annehmen, diese Decimalbruche bilden eine

abzahlbare Menge; sie lassen sich also in eine zahlbare Reihe

anordnen, die wir so darstellen:

^ = 0,
?&amp;gt; aj) af) . . .

2 -0,&amp;lt;)&amp;lt;)a(|)
...

w
3
= 0, af af af . . .

worin die ajt Ziffern des dekadischen Systems bedeuten.

Es ist nun aber sehr leicht, einen Decimalbruch (oder auch

beliebig viele) nachzuweisen, die in der Reihe SI nicht enthalten

sind. Wir brauchen nur

n = o, A ft ft ...

zu bilden, wobei die /3 V Ziffern des dekadischen Systems sind, die

der einen Bedingung geniigen, dass
ft v fiir jedes v von oc

(

v
r) ver-
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schieden ist. Diese Zahl r?, die doch auch dem Intervalle (0, 1)

angehort, kann mit keiner Zahl der Reihe Q ubereinstimmen.

Man kann die Bildung von
77

noch dadurch verallgemeinern,

class man die ersten /3 bis zu einem beliebig weit entfernten

willkiirlich annimmt, und erst von da an das Gesetz: /3, ver-

schieden von (

V
1}

, gelten lasst.

Da nun bewiesen ist, dass die reellen algebraischen Zahlen

eine abzahlbare Menge bilden, und dass es in jedem Intervalle

Zahlen giebt, die einer gegebenen abzahlbaren Menge nicht an-

gehoren, so folgt hieraus ganz unmittelbar :

Es giebt in jedem reellen Intervalle trans

cend en te Zahlen.

. 205.

Transcendenz der Zahl e.

Eine weit schwierigere Aufgabe ist es nun, von einer bestimmt

vorgelegten Zahl zu entscheiden, ob sie algebraisch oder trans

cendent ist. Hier hat sich das Interesse hauptsachlich auf die

beiden in der Analysis so haufig vorkommenden Zahlen e, d. h. die

Basis des natiirlichen Logarithmensystems, und die Ludolph sche

Zahl JT, das Verhaltniss des Kreisumfanges zum Durchmesser,

concentrirt.

Fiir die Zahl e ist die Frage von Hermite in einer be-

riihmten Abhandlung entschieden, die fiir die spateren Unter-

suchungen iiber die Zahl TC die Grundlage geworden ist l
).

Die

Entscheidung fiir die Zahl it, die wegen ihrer Beziehung zu dem

altberiihmten Problem der Quadratur des Kreises ganz besonders

interessant war, bot aber noch lange Zeit uniiberwindliche

Schwierigkeiten. Endlich ist von Lindemann der Nachweis

gefiihrt, dass auch it zu den transcendenten Zahlen gehort. Der

von Lindemann gegebene Beweis bot aber dem Verstandniss

zunachst noch grosse Schwierigkeiten, die durch spatere Unter-

suchungen von Weierstrass, Hilbert, Hurwitz und Gordan 2
)

1
) Hermite, Sur la fonction exponentielle. Comptes rendus,

T. LXXVII, 1873.

2
) Lindemann, Ueber die Zahl n. Mathem. Annalen, Bd. 20, 1882.

Weierstrass, Zu Lindemann s Abhandlung nUeber die Ludolph sche
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allmahlich so vollig beseitigt sind, dass sich der Beweis jetzt

mit ganz elementaren Mitteln und auf die einfachste Weise

fiihren lasst.

Wenn wir, wie schon friiher, mit TL(n) das Product

n(n) = 1.2.3 ... n

bezeichnen, so wird, wenn x eine beliebige Grosse ist,

/y-nm __~

n(n)

mit unendlich wachsendem n sich der Grenze Null nahern, und

zwar starker, als die Glieder einer fallenden geometrischen Reihe.

Denn ist fc eine ganze Zahl, die grosser ist als der absolute

Werth von #, so ist der absolute Werth von x : li immer dann

ein echter Bruch, wenn h gleich oder grosser als k ist. Folg-
lich ist

X k X X X

K-\- 2 n

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe

/y2 /y*3

n fc

ff^
fur alle Werthe von x convergirt, und durch sie definiren wir

die Exponentialfunction ex
,
deren einfachste Eigenschaften wir

hier aus der Analysis voraussetzen. Insbesondere gilt fiir zwei

beliebige Werthe x, y die Relation

aus der dann folgt, dass en fiir ein ganzes positives n die

nie Potenz der Zahl

- +- = 2,718281828459 -
ist.

Wenn nun r irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, so

konnen wir die Formel (2) so darstellen:

(4) II(r)e* =

Zahl&quot;. Sitzungsbericht der Berliner Akademie, 3. December 1885. Die

Arbeiten von Hilbert, Hurwitz und Gordan finden sich alle drei in

Band 43 der Mathematischen Annalen (1893), die beiden ersten auch in

den Gottinger Nachrichten von 1893.
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worm

und diese Formel gilt auch flir r = 0, wenn man 77(0) = 1

annimmt.

Bezeichnen wir den absoluten Werth von x mit J, so 1st nach

dem in der Einleitung bewiesenen Satze, dass der absolute Werth
einer Summe niemals grosser ist als die Summe der absoluten

Werthe ihrer Theile, der absolute Werth von Ur gewiss nicht

grosser als

I
2

|3

FTT
&quot;

(r+l) (r+ 2)

&quot;

(r+1) (r+ 2) (r+ 3)

&quot; &quot;

also kleiner als

Wenn wir daher
Ur = qr e$

setzen, so ist qr eine Function von #, von der wir nur so viel

feststellen, dass ihr absoluter Werth kleiner als 1 ist.

Hiernach stellen wir die Formel (4) fiir r = 0, 1, ..., n auf,

und schreiben die Glieder, in umgekehrter Reihenfolge geordnet,

iibersichtlich so:

J7(e* = qn x
n e* + xn + nxn~ l

-\- n (n1) xn~ 2
-)
----

(6) n(n\)& = qn_ 1 a^-^e^ + xn~ l + (n

+ (n 1) (n

Nun nehmen wir eine beliebige ganze Function w ten Grades

von x an:

CO /(*) = ^n^n + Cn-iX-l + Cn- 2 X&quot;-*
-|
-----

f- C
,

und ihre Deri\drten

/ (x)
= n cn x-^ + (n

-
1) cn_! ^~ 2 +

f&quot;(x) =n(n i) c x-*+ (n-\)(n 2) cn_ 1 aJ-+ ...

und setzen noch zur Abkiirzung

(9) F (x) =/(*)+ / (*) +/&quot;(*) H
Weber, Algebra, n.
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Es 1st dann F(x) eine ganze Function von x vom Grade n.

Setzen wir endlich noch

(10) Q (x) = cn qn oc
n + cn _! gn_! xn~ l

H-----(- c # ,

(11) P = en 77(w) + Cn-xJICn 1) H-----1-
c

,

so ist
&amp;lt;2(#)

von # abhangig, wenn auch nicht rational durch x

ausdriickbar; P aber ist von x unabhangig.
Wenn wir nun die Gleichungen (6) der Reihe nach mit

cw ,
cw i, ., c multipliciren und addiren, so folgt

(12) e*P = F(x) + e$Q(x).

Diese Formel ist nun der Ausgangspunkt der weiteren

Schliisse.

Nehmen wir an, es sei e eine algebraische Zahl, so muss

eine Gleichung, deren Grad m sei, bestehen:

(13) C + C.e + C^e* H-----|- Cm e = 0,

deren Coefficienten (7
, 6\, . . ., Cm ganze rationale Zahlen

sind, von denen CQ und Cm von Null verschieden sind. Es handelt

sich darum, die Unmoglichkeit dieser Annahme darzuthun.

Zu diesem Zwecke setzen wir in der Gleichung (12) fur x

der Reihe nach die ganzen Zahlen 0, 1, 2, . . ., m, so dass J mit

x identisch wird, multipliciren mit Co, Ci, . . ., Cm und addiren.

Dann ergiebt sich nach (13), da P von x unabhangig ist:

(14)
=

0&amp;gt;F(0) + C^F(l) -\
-----h Cm F(m)

und nun soil aus einer passenden Annahme iiber die noch

willkiirliche Function /(#) nachgewiesen werden, dass die Glei

chung (14) unmoglich ist.

Wir wahlen eine Primzahl p, die grosser ist als m 1
), und

setzen

l
]
Dass es immer eine Primzahl p giebt, die grosser ist, als eine

beliebige Zahl ^, ist schon bei Euklid bewiesen (Elemente, Buch IX,

Nr. XX, Bd. 2 der Heiberg schen Ausgabe). Der Beweis ist einfach der,

dass die ganze Zahl n (/u) -f- 1, die offenbar grosser als
/u, ist, durch keine

Primzahl theilbar ist, die nicht grosser als ^ ist, weil diese Zahl bei der

Theilung durch jede der Zahlen 2, 3, . . ., /u den Rest 1 ergiebt. Es ist

also unmoglich, dass keine Primzahl iiber ,a liegt.
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so dass der Grad n von f(x) gleich (tn-\-\) p 1 ist, und wir

beweisen nun zweierlei:

1) C F(0) + CiF(l) H-----h Cm F(m) ist eine von Null

verschiedene ganze Zahl, also, vom Zeichen abgesehen,
mindestens gleich 1,

2) &amp;lt;?o C(0) + Ci e (1) H-----h Cm em (w) ist kleiner als 1,

beides unter der Voraussetzung, dass iiber p passend verfiigt

wird. Ist dies beides bewiesen, so erkennt man die Unmoglich-
keit der Gleichung (14) und also die der Gleichung (13), aus

der (14) gefolgert war.

Ordnen wir den Zahler von f(x) nach Potenzen von x, so

ergiebt sich ein Ausdruck der Form:

(
.

f(
. __ 4.-1S*-

1 + A*x* + 4,+i** +1 + &quot;

n(p\)
worin Ap i, Ap ,

Ap + i, ... ganze Zahlen sind, und Ap^i
= [77 (m)]^, also gewiss nicht durch p theilbar. Es ist daher,

wenn man (16) mit der Taylor schen Entwickelung

/(*) =/(0) + */ (0) +
^)/&quot;()

+ -^ I
&quot;

vergleicht,

/(O) =/ (0) =/&quot;(0)
= . - .

=/&amp;lt;^-
2

(0) = 0,

/o&amp;gt;-(0)
= J.,_ 1

also

eine durch p nicht theilbare ganze Zahl. Ordnen wir

aber/(#) nach Potenzen von x 1, so folgt:

worin die Bp ,
Bp + 1 ,

... wieder ganze Zahlen sind. Daraus folgt,

wie oben, durch Vergleichung mit

p (p + 1)

folglich ist jP(l) eine durch p theilbare ganze Zahl, und

genau auf demselben Wege ergiebt sich, dass -F(2), -F(3), .. .,F(m)
durch p theilbare ganze Zahlen sind. Da man nun auch p so

gross wahlen kann, dass C nicht durch p theilbar ist, so folgt

48*
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dass C F(Q) + Ci JP(1) -\
-----

1-
Cm F(m) eine nicht durch p

theilbare, also auch nicht verschwindende ganze Zahl 1st, und

damit ist 1) bewiesen.

Wenn wir nun noch nachweisen konnen, dass Q(x) fiir jedes

positive x durch Vergrosserung von p beliebig klein gemacht
werden kann

,
so folgt ,

dass bei hinlanglich grossem p der Aus-

druck 2) gewiss kleiner als 1 ist, und unser Beweis ist vollendet.

Gehen wir aber zu dem Ausdrucke (10) fur Q(x) zuriick

und bezeichnen mit yn , 7,1-1, . . ., y die absoluten Werthe der

Coefficienten cn ,
cw _i, . . ., c von f(x), so sehen wir, da die

gn , gw_i, . . . dem absoluten Werthe nach kleiner als 1 sind, dass

fiir jedes positive x der absolute Werth von Q(x) kleiner ist als

(17) 1&amp;gt;(z)
= Yn x

n
-f yn-!^- 1

-|
-----

\- yQ .

Die Coefficienten cw ,
cw -i, . . ., C

Q
der Function f(x) in (15)

unterscheiden sich aber von den yw , yn_ 1} . . ., y nur durch

das Vorzeichen. Ersetzen wir daher x durch a;, bilden also

die Function

_ x*-

so hat diese Function dieselben Coefficienten, wie /(#), aber alle

mit positiven Vorzeichen. Sie ist also keine andere, als die

Function ty(x).

Setzen wir also noch

so wird
X&quot; XP

und dies nahert sich, wie am Anfange dieses Paragraphen nach-

gewiesen ist, mit unendlich wachsendem p der Grenze Null.

Es ist also e eine transcendente Zahl.

. 206.

Transcendenz der Zahl it.

Mit denselben Hiilfsmitteln lasst sich nun auch die Trans

cendenz der Zahl n beweisen. Als Definition dieser Zahl dient

uns dabei, dass es die kleinste positive Zahl ist, die der Gleichung

(1) e ia = 1

geniigt, wenn ex durch die Formel . 205, (2) definirt wird.
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Nehmen wir also an, es sei it und folglich auch in eine

algebraische Zahl, so 1st ? ;r eine der Wurzeln einer irreduciblen

rationalen Gleichung %(x) = 0, deren Coefticienten ganze ratio

nale Zahlen sind.

Bezeichnen wir die sammtlichen Wurzeln dieser algebraischen

Gleichung mit ft, ft, . . ., ft, und bezeichnen den Coefficienten

von x v in # mit a, so ist

(2) X (x)
= (*-ft) (z-ft) . . . Or-ft.),

und die Producte aft, aft, . .
., aft. sind ganze algebraische

Zahlen, ihre ganzen symmetrischen Functionen also ganze
rationale Zahlen (. 133).

Da nun die Zahl lit unter den /3 vorkommen soil, so ist

nach (1):

und wenn wir die Multiplication ausfiihren, so ergiebt sich eine

Gleichung :

1 _|_
v eh _|_

v e ?i + ,*/,
_]_

v e&- + & + A-
-|-

. . . = 0.

Unter den Exponenten in dieser Sumnie kann mehnnals die

Zahl Null vorkommen; wir wollen annehmen (C l)mal, so dass

C eine positive ganze Zahl, mindestens = 1, ist. Die iibrigen

Exponenten ft-, ft- + ft, ft- -f- ft -)- ft, . . ., die zum Theil auch

unter einander gleich sein konnen, wollen wir mit Oj, 2 . . . .,

bezeichnen, so dass die Gleichung besteht:

(3) C + ei + e^
_|
-----

f- gv = 0.

Hierin sind nun die c^, 2 ,
. . ., u algebraische Zahlen, die,

mit der ganzen rationalen Zahl a multiplicirt ,
in ganze alge

braische Zahlen iibergehen.

Die symmetrischen Functionen der sammtlichen Summen

ft, ft -f- ft, ft- -j- ftt + ft, . . . sind aber zugleich symmetrische
Functionen der ft, . . ., ft, und folglich rationale Zahlen. Diese

Summen sind folglich auch die Wurzeln einer rationalen Glei

chung, und da man die Wurzel 0, so oft sie vorhanden ist, ab-

sondern kann, so sind auch die a1? 2 ,
. .

., u die Wurzeln einer

rationalen Gleichung; die symmetrischen Grundfunctionen der

a l5 a 2 ,
. . ., aau sind ganze rationale Zahlen.

Die absoluten Werthe der Zahlen

n 2 ,
. . ., u

sollen jetzt mit
a1? a2 ,

. . ., au
bezeichnet werden.
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Wenn wir nun in der Gleichung (12) des vorigen Para-

graphen x = 0, a1? 2 ?
a

,

setzen und die Gleichung (3) an-

wenden, so ergiebt sich:

(4) = CF(0) + JF(i) + F(*J H-----h F(*J
+ &amp;lt;?#(o) + *ai #0i) + ^ cw H h ^ eM,

und wir haben die Unmoglichkeit einer solchen Gleichung bei

einer geeigneten Wahl von/(#) darzuthun.

Es sei wieder p eine zu unbegrenztem Wachsen bestimmte

Primzahl, und

_ q^ + P-iflgP-i (z ajp (x ctjp ... (x ajp
n(p-i)

so dass f(x) eine Function mit rationalen Coefficienten ist.

Wir bilden nun, wie im vorigen Paragraphen, durch Ordnen

nach Potenzen von x:

fM _ Ap^xP-i + AP XP + AP + I XP + *
...

H(p-l)
worin die -4p_i, Ap, . . . ganze rationale Zahlen sind, und

-( lY* n
i { L) a

1 *
I Z . . . u .

Wenn wir also p grosser als jede der ganzen Zahlen

a, a 1

&quot;

Wj cc2 . . .
Mfi

annehmen, so ist Ap i durch p nicht theilbar, und es wird

d. h. eine durch p nicht theilbare ganze Zahl. Ebenso ist, wenn

p gross genug genommen wird, C durch p nicht theilbar.

Andererseits ordnen wir den Zahler von f(x) nach Potenzen

von a (x ccj)
und erhalten

_ Sp gP(x-a1 )P

worin die Bp ,
Bp + i, . . . zwar nicht mehr rationale, wohl aber

ganze algebraische Zahlen sind, da der Zahler von f (x)

eine ganzzahlige Function von ax, aoq. . . ., aa^ ist.

Hieraus folgt nun, wie im vorigen Paragraphen:

*(,) =pSp aP + p (p + 1) Bp + 1 a + +
Bildet man auf die gleiche Weise JP(a2), . . ., F(afJi)^ und

beachtet, dass die Summe BP (UI) -f- Bp (a2) -)-+ JBp (a^
eine ganze rationale Zahl ist, so folgt, dass

-\
-----h F(K/t)
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eine durch p theilbare ganze rationale Zahl ist. Daraus ergiebt

sich endlich, dass

CF(0) + F(.) + -F( 2) H-----f- F( u)

eine nicht durch p theilbare, also auch nicht verschwindende,

ganze rationale Zahl ist, die daher, vom Vorzeichen abgesehen,
mindestens = 1 ist.

Konnen wir nun endlich noch beweisen, dass auch bei der

jetzigen Annahme liber / die Function Q(x) fur jedes endliche

x bei hinlanglicher Vergrosserung von p beliebig klein gemacht
werden kann, so ergiebt sich, genau wie oben, die Unmoglichkeit
der Gleichung (4).

Dies lasst sich aber folgendermaassen einsehen: Wir be-

trachten statt der Function

(6) f(x) = cn xn + cn-ixn~ l

-\
---- + c

die Function

a/ip+u-i x?- 1

(flg+ aQ* (x+ c^y ... (x-\-au)
p

die nun lauter positive (aber nicht nothwendig rationale) Coeffi-

cienten hat. Die Coefficienten cn ,
cn _i . . . sind durch Multi

plication und Addition aus den Zahlen a, j, a2 ,
. . ., u

gebildet, und die entsprechenden Coefficienten yn , 7n-i erhalt

man daraus, wenn man die al9 2 ,
. . ., w durch ihre

absoluten Werthe al9 a2 ,
. . ., a ersetzt, woraus nach dem schon

oben erwahnten Satze der Einleitung folgt, dass die Coefficienten

Vm Yn-i, - - - gewiss nicht kleiner sind, als die absoluten Werthe

der entsprechenden cn ,
cn_i . . .

Nun ist fur jedes endliche #, dessen absoluter Werth ist,

der absolute Werth von Q(x) nach . 205, (10) kleiner, oder

wenigstens nicht grosser als

yn + rn-il&quot;-
1
H-----h ro = l&amp;gt;(&

und dass ^ (J) unter jede Grenze heruntersinkt
,
wenn p gross

genug wird, schliesst man aus der Darstellung:

. x x*- 1

wenn
X = ^l + 1

a?

gesetzt ist.
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Damit ist bewiesen:

Die Zahl it ist eine transcendente Zahl. Die ,,Qua-
dratur des Kreises&quot; kann nicht durch geometrische
Construction, bei der nur algebraische Curven und
Flachen angewandt werden, gelost werden.

. 207.

Der allgemeine Satz von Lindemann iiber die

Exponential function.

Die Transcendenz der Zahlen e und it, die hierdurch bewiesen

ist, ist als specieller Fall in einem sehr allgemeinen Theoreme

iiber die Exponentialfunction enthalten, das Lindemann in der

oben erwahnten Abhandlung angekiindigt hat, von dem ein aus-

gefiihrter Beweis in der citirten Abhandlung von Weierstrass
enthalten ist. Wir wollen diesen Satz hier zum Schluss noch

beweisen mit Anwendung derselben Hiilfsmittel, die wir fur die

beiden speciellen Falle benutzt haben. Der Satz lautet so:

I. Es besteht keine Gleichung von der Form

(1) Cl e^+ Ct e- + .-.+ Cm e&amp;gt;
= 0,

in der die Coefficienten C^ (72 , ..., Cm algebraische
Zahlen und die Exponenten 8\, 8%, . . ., 8m von
einander verschiedene algebraische Zahlen sind,
es sei denn, dass alle Coefficienten C^ C2 ,

. . ., Cm
gleich Null sind.

Um ihn zu beweisen, leiten wir zunachst einen Hiilfssatz ab:

Es seien

beliebige reelle oder imaginare, jedoch von einander ver

schiedene Grossen, und

ebenfalls beliebige Grossen, die nicht alle verschwinden.

Dasselbe soil von den zwei Grossenreihen

gelten. Wir bezeichnen mit

Pii 72, -, Yt
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die von einander verschiedenen unter den rs Sumnien

+ ft, und setzen

fc)
. A = A 1 e

a ^ + A.2 ea^ \- Ar er

B = B^ + B2 e?&amp;gt; H h B8 e?s,

(3) A B = Ci e&amp;lt;i + C2 e* i -f + Ct e?r.

Der zu beweisende Hiilfssatz lautet dann:

1. Die Coefficienten Ci, C2 ,
. .

., Ct konnen nicht alle

verschwinden.

Beim Beweise dieses Satzes konnen wir offenbar annehmen,

dass von den Coefficienten A^ Az , ..., Ar ,
Bl ,

B2 , ..., Bs keiner

verschwindet (da wir die etwa verschwindenden einfach weg-

lassen konnen).
Des kiirzeren Ausdrucks wegen nennen wir fur den Augen-

blick, wenn a, & zwei verschiedene complexe Zahlen sind, a kleiner

als 5, (a &amp;lt; &), wenn der reelle Theil von a kleiner ist als der

reelle Theil von b, oder wenn die reellen Theile gleich und der

imaginare Theil von a kleiner ist, als der imaginare Theil von b.

Ist dann in diesem Sinne a &amp;lt; &, b &amp;lt; c, so ist auch a &amp;lt; c,

und ist a &amp;lt; &, c &amp;lt; d, so ist a -f- c &amp;lt; 6 + d.

Unter jeder endlichen Reihe von einander verschiedener

complexer Zahlen giebt es dann eine bestimmte kleinste, und

wenn also ax die kleinste unter den Zahlen a, /^ die kleinste

unter den Zahlen
/3 ist, so ist c^ -\- ft die kleinste unter den

Zahlen 7, und diese Summe ist keiner der anderen Summen

+ fa gleich. Es ist also C:
= Al Bl und Ci von Null ver-

schieden, w. z. b. w.

Dieser Satz lasst sich nun durch vollstandige Induction

sofort verallgemeinern.

2. Sind
A = A[ eu &amp;lt; + Ai ea*

-]

A&quot; = Al e&quot;i&quot; + Ai e&quot;*&quot; -\

A&quot; = Aiea i
&quot;

AZe*&quot;-

Summen von der Form (2) in beliebiger Anzahl,
und yx , y2 ,

. . . die von einander verschiedenen
unter den Summen ah -f- + !T + ?

so sind in

dem Producte

(4) A A&quot; A&quot;
- = d en + &amp;lt;V

} 2 H

nicht alle Coefficienten Cf

1 ,
C2 ,

. . . gleich Null.
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Dieser Hiilfssatz gestattet uns zunachst, beim Beweise des

Theorems (1) die vereinfachende Voraussetzung zu machen, die

Coefficienten Ci, (72 ,
. . ., Cm seien ganze rationale Zahlen.

Angenommen namlich, es bestehe eine Gleichung

(5) Xl en + X2 ex* + . . - =
mit algebraischen Coefficienten Xl3 X2 ,

... und von einander

verschiedenen Exponenten xl ^
#2 ,

. .
., so konnen wir immer an-

nehmen, die X1? X2 ,
. . . gehbren einem und demselben alge

braischen Korper & an.

Wir bezeichnen mit u^ u^ . . . Variable und bilden die Norm
der Linearform X1 u1 -\- X2 u2 -}--

(6) N (XlMl + X2% H----)
= * (,, ,, . .

.),

die eine ganze homogene Function der Variablen u mit ratio-

nalen Coefficienten ist, deren Grad gleich dem Grade des

Korpers & ist. Setzen wir in (6)

U-L
= ex\ u% = e*2

,
. . ..

so geht jedes Product von Variablen u in eine Grosse von der

Form ez iiber, worin eine Summe von Zahlen x ist, und

3&amp;gt;

(U-L,
^2 ,

. .
.)

wird ein Ausdruck von der Form Ci eZl -|- C2 ez
*-\

----
,

dessen Coefficienten rationale Zahlen sind, die, wenn die X1? X2 ,
...

nicht alle verschwinden, nach 2. auch dann nicht alle Null sein

konnen, wenn die unter einander gleichen unter den Gliedern

der Function (e
x
\e

x
*, ...) in ein einziges Glied Cez zusammen-

gefasst werden. Wenn nun aber die Gleichung (5) besteht, so

ist auch (& (e
x
i,

ex*, . . .)
= 0, und folglich

Sind unter den G\, (72 ,
... gebrochene Zahlen, so konnen

wir sie durch Multiplication der ganzen Gleichung mit dem

Hauptnenner in ganze Zahlen verwandeln.

3. Es braucht also jetzt nur noch bewiesen zu

werden, dass die Gleichung (1) fiir kein System

ganzer rationaler Zahlen (71? (72 ,
. . ., (7W ,

die nicht

alle verschwinden, bestehen kann.

Demnach nehmen wir jetzt an, es bestehe eine Gleichung

(7) A^ + ^^H---- = 0,

deren Coefficienten A^ -42 ,
. . . ganze rationale Zahlen sind,
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die nicht alle = sind, worin die Exponenten j^, x2 ,
. . . von

einander verschiedene algebraische Zahlen sind. Wir bezeichnen

mit 5i einen Normalkorper, dem alle diese Zahlen xlt #2 , . . .

angehbren, und mit eine primitive Zahl dieses Korpers,

ferner mit
a = (&,&),

&quot; =
(@,@&quot;),.v.

die Substitutionen des Korpers &. Wenn durch eine dieser Sub-

stitutionen, tf . die Zahlen x^ #2 ,
. . . in x[, x%, . . . iibergehen, so

miissen auch diese von einander verschieden sein.

Es sei jetzt u eine Variable und

(8) U= A1 e *i + A2 eu **
-|

;

i

Hierin machen wir die samrntlichen Substitutionen &amp;lt;?

, tf&quot;,
...

uucl bezeichnen die so entstehenden Functionen mit U
, U&quot;,

. . . Das

Product aller dieser Functionen konnen wir, obwohl es sich nicht

bloss um algebraische Zahlen handelt, die Norm von U nennen.

Dieses Product hat die Form

(9) N(V) = C, e* + C, e** H ,

worin die C1? (72 ,
. . . gleichfalls ganze rationale Zahlen sind. Die

#!, ^2 ,
... sind Zahlen des Korpers ^i, die wir, wenn wir die

Glieder mit gleichen Exponenten in ein einziges Glied zusammen-

fassen . als von einander verschieden voraussetzen diirfen.

Zugleich ist wegen (7)

(10) d e*i + Ca &amp;lt;?* H = 0.

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (9) hat aber noch,

wie seine Entstehung als Norm zeigt, die Eigenschaft, ungeandert
zu bleiben, wenn irgend eine der Substitutionen (?

, tf&quot;,
. . . gemacht

wird. Entwickelt man aber (9) nach Potenzen von w, so muss

diese Unveranderlichkeit von jedera Gliede dieser Reihen-

entwickelung gelten, also wenn h ein beliebiger ganzer positiver

Exponent ist, fiir

C,^+C2 4 + ...;

diese Summe ist aber eine Zahl des Korpers &, und daher eine

rationale Zahl. Dies konnen wir dahin zusammenfassen :

Bedeutet g(z) irgend eine ganze Function von z mit ratio-

nalen Coefficienten, so ist

Ci9(i)+ C*9(*J-\

eine rationale Zahl.
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4. Der Beweis des Theorems I. ist hierdurch auf
den Beweis des folgenden speciellen Falles

zuriickgefiihrt: Besteht eine Gleichung

(11) C, & _j_ C2 e** H [- Cm e = 0,

in der die #x, #2 ,
. . ., zm von einander verschiedene

algebraische Zahlen sind, in der C^, (72 ,
. . ., Cm

und die Verbindungen

(12) C, y(Sl) + C, g(g,) H 1- Cm g(em)
rationale Zahlen sind, wenn g(z) irgend eine

ganze Function mit rationalen Coefficienten ist,

so miisseii die CL ,
C2 ,

. . ., Cm alle verschwinden.

Um diesen Satz zu beweisen, bestimmen wir zunachst eine

positive ganze rationale Zahl c so, dass

(13) #!=&amp;lt;!, X2
= CZ2 ,

. . ., Xm = CZm

ganze algebraische Zahlen werden (. 133, 5.). Wir nehmen die

Coefficienten (71? (72 ,
. . ., Cm als ganze rationale Zahlen an, und

bilden eine ganze Function

(14) cp (x) = axr
-\- ai xr~ l + + ar

mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten
,

die folgende Eigen-
schaften hat:

1) Die Zahlen #1? #2 ,
.

., #w kommen unter den Wurzeln

von (p(x) = vor.

2) Die Summe

C, (p
f

(x ) + C2 y fe) H f- Cm &amp;lt;p (xm)
=

fc,

die nach den Voraussetzungen (12), (13) eine ganze ratio

nale Zahl ist, ist von Null verschieden.

Um einzusehen, dass eine solche Function cp (x) immer

existirt, nehme man zunachst eine Function %(x), die nur der

Bedingung 1) geniigt, und der zweiten, dass keine der Zahlen

#u #2? &quot;&amp;gt;

x
&amp;gt;

eine Doppelwurzel von %(x) ist, eine solche Func

tion existirt offenbar [man kann z. B., um eine Function % zu

bilden, die Norm des Productes (x a^) (x x2)
. . . (x xm)

von gemeinsamen Theilern mit ihren Derivirten befreien]. Setzt

man dann

cp(x) =
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so kann die Summe

0i V (*0+ + Om 9 (*,) = C, x (*,) x\ H-----h Cm % (O x
k
m

gewiss nicht fur jeden Exponenten h verschwinden
,

da sonst

gegen die Voraussetzung Ci % (x-^)
. . . Cm % (xm) alle gleich Null

sein miissten.

Nachdem so die Existenz einer Function (p(x), wie sie ver-

langt war, festgestellt ist, wenden wir die Formel . 205, (12) an:

e*P(x) = F(x) + e$Q(x).

Wir setzen darin x = ^, #2 ,
. . ., #m ,

und bezeichnen die

absoluten Werthe von g^ z^ . . ., zm mit 1? |2 ,
. . ., m .

Dann ergiebt sich nach (11):

(15) = C, F(0l ) + C, F(*9) + -+ Cm F(*m)
+ C, CSi

0(*i) + C2 6^ C fe) H-----h ^m^ Q^).
und es ist, wenn/(#) eine beliebige ganze Function n ten Grades ist

(16) F() =/(*)+/(H-----h fw (*&amp;gt;

Wir setzen, indem wir mit &amp;gt; eine natiirliche Primzahl be

zeichnen, die beliebig gross genommen werden kann, x = cz

[nach (13)] und

wenn 9 (x) die den Bedingungen 1), 2) geniigende Function ist.

Durch Ordnen nach Potenzen von (x xt ) mag sich ergeben:

&amp;lt;p (xy-^y (x)
=

&amp;lt;p (x,)P (x xjp-* + Ap (x,) (x x,y

und darin sind die Ap (x1 )^ Ap + l (xl )^ . . . ganze algebraische

Zahlen, und zwar rationale Functionen von x-^. Andererseits ist

nach dem Taylor schen Lehrsatze:

/w = /(*i) + (*
- *o / (*o + (^f r ( i&amp;gt; + &quot;

;

und c (z ^) = x xl . Die Vergleichung ergiebt alsdann

/to)= o, / (*o= o, . . ., /(p-) (^) =, o, /(*- (^) =d ^-i 9

/(P) (^)=i, c^ A p

und folglich

hierin kann Xi, z\ durch x^ z^ oder durch ^3 ,
^3 u. s. f. ersetzt

werden.



766 Fiinfundzwanzigster Abschnitt. . 207.

Danach ist die ganze rationale Zahl

nach dem Modul p mit

cp
~ l

[Ci tp

r

(X^P -\- C2 &amp;lt;p

f

(x2)p -\-
- -

-\- Cm
&amp;lt;p (xm)p]

congruent. Da nun Ci, &amp;lt;72 ,
. . ., Cp ganze rationale Zahlen sind,

so ist C? = C1? C\ = C2 ,
. . . (mod p), und es ergiebt sich durch

Anwendung des polynomischen Lehrsatzes:

H-----h &amp;lt;W (*)? = fc p (mod ^).

Danach erhalten wir also die Congruenz

(18) C, F(ei ) + C2 F(et) H-----(- Cm F(em)
= c- * (mod p).

Nun sind die Zahlen c, & von p unabhangig, und wir konnen

daher p so gross annehmen, dass es nicht in c und in A; aufgeht.

5. Dann ist die Summe d F (zj + C2 F (0^ +.!
-f- CmF (Sm) eine von Null verschiedene ganze
rationale Zahl, also dem absoluten Werthe nach
mindestens gleich 1.

Wir bezeichnen nun mit qpj (#) die ganze Function, die sich

aus cp (x) ergiebt, wenn die negativen unter den Coefficienten

a, alf a2 ,
. . . durch ihre positiven Werthe ersetzt werden. Die

Function

f ^--yiOp)
1
- 1

?;^)
IT (^ 1)

die sich nach (17) ergiebt, hat dann nur positive Coefficienten,

und diese Coefficienten sind dem absoluten Werthe nach gewiss
nicht kleiner, als die entsprechenden Coefficienten von

/(#), weil die Coefficienten von/^) aus denselben Zahlen durch

Addition entstehen, die bei der Bildung der Coefficienten von

/(#) theils addirt, theils subtrahirt werden.

Hieraus aber ergiebt sich nach der Formel . 205, (10),

wenn wir mit | den absoluten Werth von x bezeichnen, fur den

absoluten Werth von Q(z):

6. und es kann also Q(z) fiir jedes endliche z durch

hinlangliche Vergrosserung von p beliebig klein

gemacht werden.
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Durch 5. und 6. ist aber nachgewiesen, class, wenn p gross

genug 1st, die Gleichung (15) nicht bestehen kann. Dadurch 1st

4. und damit das ganze Theorem I. bewiesen.

Dieser Satz gestattet nun mannigfaltige Anwendungen. Er

giebt uns zunachst die Transcendenz von e, wenn wir Cl5 C2 , ...,

*!, #2 ,
. . . als ganze rationale Zahlen annehmen. Er giebt ferner

die Transcendenz von n. Denn aus der Gleichung 1 -f- ei7t =
folgt nach L, dass lit und folglich auch it nicht algebraisch

sein kann.

Es folgt ferner daraus:

Fur jede algebraische Zahl #, mit Ausnahme
von x =. 0, ist X = ex eine transcendente Zahl.

Fiir jedes algebraische X, mit Ausnahme von

X= l, ist jeder natiirliche Logarithmus #= logX
eine transcendente Zahl.

Fiir jeden Bogen, der zum Radius in einem

algebraisch ausdriickbaren Verhaltnisse x steht,

mit Ausnahme von # = 0, ist X= sin# eine trans

cendente Zahl.

Dies folgt nach L aus 2iX = e ix er~ ix.

Dasselbe gilt fur die anderen trigonometrischen Linien,

1 x
cos x, tg x und fiir die Sehne sin Urn noch eins anzu-

2i 2t

flihren : Die transcendente Gleichung tg x = a x hat fiir ein

algebraisches ausser nur transcendente Zahlen zu Wurzeln.



Nachtrage.

i.

Irreducibilitat der Kreistheilungsgleichung.

Der . 134 cles ersten Bandes bedarf in seinem letzten

Theile, der von der Irreducibilitat der Kreistheilungsgleichung in

dem allgemeinen Falle handelt, in dem der Grad der Einheits-

wurzel eine aus mehreren verschiedenen Primzahlen zusammen-

gesetzte Zahl ist, einer Berichtigung ,
die hier nachgetragen

werden soil, und wir bitten den Leser, die genannte Stelle nach

dem, was hier ausgefiihrt wird, zu erganzen.

Wenn n = ab gesetzt wird, a und b relativ prim sind, und

p, a, /? primitive n te
,
a te

,
6 te Einheitswurzeln sind, so ist Q = ec/3,

und es ist an der angefuhrten Stelle bewiesen, dass, wenn p
Wurzel einer rationalen Gleichung 3&amp;gt; (x) = ist

,
unter den

Wurzeln dieser Gleichung Q = cc/3 alle primitiven a ten Einheits

wurzeln a und alle primitiven 6 ten Einheitswurzeln
/3
vorkommen

miissen. Daraus folgt aber nicht, wie dort irrthiimlich ange-
nommen ist, dass darunter alle primitiven w ten Einheitswurzeln

vorkommen, weil nicht gezeigt ist, dass jedes a mit jedem /3

combinirt vorkommt.

Zur Ausfiillung dieser Lucke moge hier zunachst ein ganz
elementarer Beweis Platz finden l

).

Ist p eine Primzahl, so sind alle Binomialcoefficienten fiir

die pie Potenz

1.2 .. ...

mit Ausnahme von l?o
p) und B(

p
p
\ durch p theilbare ganze Zahlen,

l
) Arndt, Crelle s Journ., Bd. 56, S. 178 (1859). Lebesgue, Liou-

ville s Journ., 2. Ser., Bd. 4, S. 105 (1859).
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und folglich ist, wenn M, v unbestimmte Grossen sind und die

Congruenz nur auf die Coefficienten bezogen wird.

(u + V)P
= UP -j- VP (mod p).

Ersetzen wir darin v wieder durch eine Suinme v + iv -\-
-

-,

so erhalten wir durch vollstandige Induction (oder auch aus

dem polynomischen Lehrsatze):

(u -\- v -\- w -\- -)P
= UP -\- VP -\- w* -\- (mod p),

und wenn wir diese Formel wiederholt anwenden, und unter k

einen beliebigen positiven Exponenten verstehen,

(1) (M + y + tp+ - -

-}p

fc = n^+ v^
fc

r^ t^ fc + - - - (mod p).

Es sei jetzt x eine Variable, a15 a.2 ,
. . ., a v ganze rationale

Zahlen.

f(x) = x* + fll ^-1 + a a a^-i H-----1- v

eine ganze Function von ;/;, deren Wurzeln , 0, y, . . . sein

mogen, so da^s

ax
= 2T a. 02 = 2? a

/3, 03 = Eufty ...

die symmetrischen Grundfunctionen der a, ^, y, . . . sind.

Wir bilden die Function

F(s) = ^ -^ A^ - 1 ^o^- 2
-|
-----u A,

deren Wurzeln die
2&amp;gt;

fcten Potenzen der Wurzeln von/, also

**\ P\ y**9
. ^

sind. Die Coefficienten von F:

Al
= 2Ta^

k
,
^2
= ZUP* ftp*, A, = L ^

ftp
k

yP
k
.^

sind als ganzzahlige symmetrische Functionen der
, /3. y, . . .

rational und ganzzahlig durch die c^. 2 ,
... darstellbar. und sind

daher ganze Zahlen. Die Quotienten

P P P
sind aber nach der Formel (1) gleichfalls ganze Zahlen. und es

ist also nach dem Fermat schen Satze

(2) F(x) = f(x) (mod p).

Diese Satze sollen nun auf die Function fn (x) angewandt
werden, deren Wurzeln die sammtlichen primitiven r?

ten Ein-

heitswurzeln . ft y, . . . sind. und die, wie im . 133 des ersten

Bandes bewiesen ist, ganzzahlige Coefficienten a^ a.2 . . . . hat.

Weber, Algebra. LI.
_j
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1st p eine in n aufgehende Primzahl, so 1st

(3) ^=1= &amp;gt;- + &amp;gt;-&quot;+... + *? + !,

XPl
und diese Function verschwindet fiir x = a, /3, y, . . . und ist

daher durch /w (x) theilbar. Wir wollen sie = fn (x) g (x) setzen,

worin dann g(x) (nach Bd. I, . 2) eine ganze Function von x

mit ganzzahligen Coefficienten ist.

Ist nun
n = p k n

,

n nicht mehr durch p theilbar, und a eine primitive n ie Ein-

heitswurzel, so ist

und folglich, wenn man x = cc setzt [nach (3)]:

(4) fn(* )g(* )=p.
Wir leiten hieraus zunachst einen Beweis fiir die Irredu-

cibilitat von fn (x) unter der Voraussetzung ab, dass n eine

Primzahlpotenz ist, wenn auch fiir diesen Fall der in Bd. I,

. 134 gegebene Beweis einwandsfrei ist.

Angenommen, es zerfalle /w (#) in zwei rationale Factoren:

(5) fn (x)
=

&amp;lt;p(x) &amp;lt;*(x).

Dann sind alle Wurzeln
,
sowohl von (p (x) als von # (x),

nie
Einheitswurzeln, und ihre n ten Potenzen also gleich 1. Wenn

nun n = p* ist, so konnen wir aus
&amp;lt;p(x)

und ty(x) zwei ganze

Functionen &(x), W(x) ableiten, deren Wurzeln die nien Po

tenzen der WT

urzeln von
&amp;lt;p (x) und ^ (x) sind und die daher alle

gleich 1 sind, und aus (2) ergiebt sich:

&amp;lt;p(x)

=
&(x), $(x)=iP(x) (modp),

woraus fiir x = 1 folgt:

y(l) = 0, ^(1) = (modi?).

Hiernach ergiebt sich aus (5):

(6) /n(l) = (mod i)2).

Nun ist aber in diesem Falle/w (l) = p (Bd. I, . 133, V.),

was der Formel (6) widerspricht. Unsere Annahme war also

unzulassig und / (x) ist irreducibel.
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Um die Irreducibilitat fur ein beliebig zusammengesetztes -n

nachzuweisen
,
wenden wir die vollstandige Induction an. \Vir

setzen

n = p
k n

,

und verstehen unter p eine Primzahl, die in ?z, aber nicht in n

aufgeht, und setzen die Irreducibilitat von fn &amp;gt;(x)
schon als

bewiesen voraus. 1st dann /(#) in zwei rationale Factoren

(p(x), ty(x) zerlegbar, deren keiner constant ist:

(7) fn (x) = V (x)i&amp;gt;(x),

so leiten wir aus cp (x) die Function
&amp;lt;&(x) ab, deren \Vurzeln

die pkien Potenzen der Wurzeln von (p(x) sind, die der Beclingung

(p (x)
=

3&amp;gt; (x) (mod p)

geniigt, oder aucb, indem wir mit %(x) eine zweite ganzzablige

Function von x bezeichnen:

q&amp;gt;(x)
= 0(x) +Pl(x).

Die Wurzeln von &(x) sind aber primitive Einbeitswurzeln

vom Grade n
,
und daher muss unter diesen wenigstens eine

sein, a
,
fur die

&amp;gt;( ) verschwindet, also

9(0 =JPZ( )

ist. Wegen der vorausgesetzten Irreducibilitat von fn (x) muss

aber diese Gleicbung fur a lie Einbeitswurzeln bestehen, und

aus dem gleichen Grunde ist, wenn &(x) eine ganzzablige

Function ist, fur alle :

^(a)=^( &amp;gt;

Hiernacb folgt aus (7):

/( ) =]&amp;gt;&amp;gt;% ( ) (),
und nach (4):

i=i&amp;gt; *( )#&amp;gt; &amp;lt;?( )

Das Product % (x) # (x) g (x) ist aber eine ganze ganzzablige

Function von #, deren Rest bei der Division mit fn &amp;gt;(x) gleicb-

falls ganzzahlige Coefficienten hat und mit (x) bezeichnet sein

mag. Dieser Rest ist von niedrigerem Grade, als / (#), und die

Function

p(x) 1

verscbwindet fiir alle Wurzeln von fn &amp;gt;(x). Folglicb muss die

Gleicbung
p (x) = 1

identiscb sein, was aber offenbar unmoglicb ist. da (x) fiir ein

49*
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ganzzahliges x in eine ganze Zahl iibergeht, die, mit p multi-

plicirt, nicht = 1 sein kann.

Hiermit ist die Irreducibilitat von / (x) allgemein bewiesen.

Nachdem so die Irreducibilitat der Kreistheilungsgleichung

fn (x) = allgemein naehgewiesen ist, folgt, wie iin . 134 des

ersten Bandes, class sie auch irreducibel bleibt, wenn eine be-

liebige Einheitswurzel adjungirt wird, deren Grad zu n relativ

prim ist.

Kronecker geht gewissermaassen den umgekehrten Weg x
).

Er beweist zunachst unter der \7

oraussetzung ,
dass n eine

Potenz einer Primzahl p ist
,

die Irreducibilitat von fn (x) nacli

Adjunction einer Einheitswurzel, deren Grad nicht durch p
theilbar ist, und leitet daraus den allgemeinen Irreducibilitats-

beweis ab, wie wir jetzt noch kurz zeigen wollen.

Es sei ietzt

eine Potenz einer Primzahl p und

(8) fn (x) = xP
k~ I(-P-v 4. X&-IIP-V _| |_ ^pfc-i *, i

die Function, deren Wurzeln die primitiven n ien Einheitswurzeln

sind. Es sei ferner irgend eine Einheitswurzel, deren Grad m
durch p nicht theilbar ist, und v der Grad des Korpers B(a).
Es soil bewiesen werden, dass fn (x) im Korper jR(a) irredu

cibel ist.

Jede Zahl des Korpers E(a) lasst sich auf eine und nur

auf eine Weise in der Form darstellen:

(9) (p (a)
= m + mi a H + Wv_i a&quot;-

1
,

worin m
,
wn . . ., mv l rationale Zahlencoefficienten sind.

Ist %(x) = Q die rationale Gleichung niedrigsten Grades,

deren Wurzel a ist, und

(10) x (*0 = xv

l
) Mem. sur les facteurs irred. de 1 expression (x

n
1). Liouville s

Journal, Bd. 19 (1854). Einen auf der Theorie der hoheren Congruenzen
beruhenden einfachen Beweis der Irreducibilitat der allgemeinen Kreis

theilungsgleichung hat Dedekind gegeben [Crelle s Journal fur Mathe-

matik, Bd. 58 (1859)].
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so sind die c^, c2 ,
. . . ganze Zahlen, well i(x) ein Theiler von

xm 1 sein muss (nach dem Gauss schen Satze, Bd. I, . 2).

Daraus ergiebt sich
,
dass

,
wenn

&amp;lt;jp (x) eine ganze Function

von x mit ganzzahligen rationalen Coefficienten bedeutet, auch

wenn der Grad von (p (x) urspriinglich hoher als v ist, die

Coefficienten m
, MJ, ..., wr_i in (9) ganze Zahlen werden; denn

diese Coefficienten erhalt man, wenn man den Rest der Division

von
&amp;lt;p(x)

durck %(x) aufsucht.

Wir nehmen nun an, /(#) sei im Kbrper E(a) zerlegbar,

und es sei demnach:

worin (p (x, a) und ^ (.r, a) zwei ganze Functionen von x sind,

deren keine constant ist, deren Coefficienten in E (a) enthalten

sind. Aus (8) und (11) ergiebt sich, wenn wir x = 1 setzen,

(12) 1&amp;gt;

=
9&amp;gt;(1,)^(1,),

worin qp (1, a), $ (1, a) als Zahlen des Korpers E (a) in der

Form (9) darstellbar sind. Bezeichnen wir die kleinsten gemein-
schaftlichen Nenner dieser beiden Darstellungen mit a und &, so

erhalten wir:

, , aqp(l,oc) = ao+ Oia+ a.a^-^
-----J-Or-ia

- 1 = A (a)

6 #(!,) = 6 + &ia+&2H-----H 6 -!&quot;
&quot; 1 = B (a^

worin a, o
, %, . . ., av l ganze Zahlen ohne gemeinsamen

Theiler und A ein Functionszeichen ist. Gleiches gilt fur

Die Wurzeln der Gleichung qp (a:, a) = finden sich unter

den primitiven n ten Einheitswurzeln
,
und diese sind sammtlich

Potenzen von einer unter ihnen, r. Demnach giebt es gewisse

Potenzen *, y*
, r*&quot;,

. . ., so dass

&amp;lt;p(x,a)
= (x r*) (x rfe

J ( rfe

&quot;)

. . .

wird, und folglich nach (13):

A (a) = o(l r&quot;)
(1 rh&amp;gt;

) (lr*&quot;) . . .

Nehmen wir hiervon die n** Potenz, so ergiebt sich nach (1),

mit Riicksicht auf die Gleichung rn = 1 :

[A ()] =
j&amp;gt; X (r),

worin x (^) eine ganze Function der Variablen x init ganzzahligen

Coefficienten bedeutet.
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Nun setzen wir, indem wir unter t eine Variable verstehen:

worin die Coefficienten Al ^
A2 ,

. .
., An als ganze symmetrische

Functionen der n Grossen %(1), #(r), . . ., j^r&quot;

1
) ganze ratio

nale Zahlen sind. Wenn wir aber darin

setzen, so verschwindet die linke Seite, und es ergiebt sich durch

Multiplication mit pn
:

(14) [^ ()]- =pC(),
wenn (7 (a) eine Zahl von der Form (9) mit ganzzahligen
Coefficienten bedeutet.

Wenn man die Formel (14) wiederholt in die pie Potenz

erhebt und den Satz (1) anwendet, so ergiebt sich daraus fur

jede Potenz, die nicht kleiner als n 2 ist:

(15) A (UP*) =p(*\
worin die ganze Function | (a) gleichfalls ganzzahlige Coeffi

cienten hat.

Hierin konnen wir A durch (p(m) theilbar annehmen, und

dann ist, da m durch p nicht theilbar ist, nach dem verall-

gemeinerten Fermat schen Satze (Bd. II, . 14):

p*
= 1 (mod m), a?* = cc,

so dass aus (14) folgt:

(16) 4()=J&amp;gt;6().

Es sind daher in (13) die Coefficienten a
, %,..., a v i alle

durch p theilbar und a ist folglich nicht durch p theilbar.

Ebenso wird gezeigt, dass 6
,
&n . . ., &v-i durch p theilbar sind,

wahrend b durch p untheilbar ist.

Demnach ergiebt sich aus (12), wenn A (a) B(u) =^ 2 ()
gesetzt wird:

(17) a b = p(a),
worin @(ec) eine Function von a von der Form (9) mit ganz

zahligen Coefficienten bedeutet. Die Gleichung (17) miisste aber,

da sie hochstens vom (v l)
ten Grade ist, in Bezug auf a iden-

tisch sein, und es miisste ab durch p theilbar sein, was nicht

moglich ist.
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Hieraus folgt die Unzulassigkeit unserer Annahme, dass

fn (x) nach der Fonnel (11) im Korper R(a) in zwei Factoren

zerlegbar ist.

Damit lasst sich nun aufs Neue allgemein beweisen, dass

die Gleichung, deren Wurzeln die sammtlichen primitiven m ieu

Einheitswurzeln sind, deren Grad
&amp;lt;p(m) ist, auch wenn m eine

beliebige zusammengesetzte Zahl ist, irreducibel ist. Dies ist mit

folgendem Satze gleichbedeutend :

Wenn eine ganze Function (p(x) mit rationalen

Coefficienten verschwindet, wenn fiir x eine

primitive m** Einheitswurzel gesetzt wird, so

verschwindet tp (x) auch, wenn fiir x irgend eine

andere primitive m ie Einheitswurzel gesetzt
wird.

Wenn m eine Primzahlpotenz ist, so ist der Satz in dem

Vorhergehenden schon bewiesen. Wir wenden daher die voll-

standige Induction an, nehmen ihn fiir mie Einheitswurzeln als

erwiesen an und leiten ihn fiir mn te Einheitswurzeln her, wenn
n = pk und p eine in m nicht aufgehende Primzahl ist.

Jede wn te Einheitswurzel /3
kann in der Form

ft
= ar

dargestellt werden, worin a eine w te
,
r eine w te Einheitswurzel

ist. Was zu beweisen ist, lasst sich so aussprechen, dass, wenn

/3 die Wurzel einer rationalen Gleichung &amp;lt;&(#)=
1 ist, auch

alle anderen primitiven Einheitswurzeln vom Grade mn Wurzeln

dieser Gleichung sein miissen.

Ist, wie oben,/n (a;)
= die Gleichung, deren Wurzeln die

Grbssen r sind, so ist, wie wir bewiesen haben, /(#) nicht in

rationale Factoren zerlegbar, auch nicht in solche, die rational

von abhangen. Die Function fn (a,~
l

x), die fiir x = /3 ver

schwindet, kann also auch nicht in rationale Factoren zerlegt

werden, weil aus einer Zerlegung der Form

folgen wiirde:

/(#) = 9?(a,a) ^ (,),
was nicht bestehen kann. Da hiernach fn (a~ l

x) eine Wurzel
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mit
&amp;lt;P(x) gemein hat, so muss

&amp;lt;&(x)
durch fn (u~ 1

x) theilbar

sein, und wir konnen demnach flir ein unbestimmtes x

(18) &amp;lt;Z&amp;gt; (x) = fn O*- 1
x) W(x, a)

setzen, worin
*P&quot;(#,a)

eine ganze rationale Function von x ist.

Sind
,
a1? w2 ,

. . . die sammtlichen primitiven m ten Einheits-

wurzeln, die, wie wir angenommen haben, Wurzeln einer irredu-

ciblen rationalen Gleichung

Fm (x) =
sind, so kann w nach dieser Voraussetzung in der Identitat (18)

durch jedes andere a1? 2 ,
. . . ersetzt werden, und es folgt, dass

&(x) durch jeden der Factoren

fn (&amp;lt;X-

l
x), fn (T l

X), fn(&amp;lt;*^

l

X) . . .

theilbar ist. Zwei dieser Factoren konnen aber keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben, denn wenn etwa

/n (-!) = 0, fn (^x) = Q

eine gemeinsame Wurzel x hatten, so miissten zwei primitive

niG Einheitswurzeln r, rx existiren, so dass

x = a r = M! TI

ware; es miisste also an = a!, und folglich, da n relativ prim
zu m ist, a = at sein.

Demnach ist
3&amp;gt;(#)

theilbar durch das Product

Fmn (x) =/n(a- 1

a?)/n(ar
1
)/n(F la?

) &amp;gt;

dessen Wurzeln die sammtlichen /3 sind, und diese Function ist

daher auch unzerlegbar, wie bewiesen werden sollte.



II.

Die Irreducibilitat der Kreistheilung-sgleichung-

und der Satz liber die in einer Linearform enthaltenen

Primzahlen.

Wahrend im ersten Nachtrage, der als Erganzung zum
ersten Bande zu betrachten 1st, absichtlich kein Gebrauch von

der Theorie der ganzen algebraischen Zahlen gemacht ist, geben
wir zum Schluss noch einen auf anderen Grundlagen, namlich

auf den Satzen iiber die Classenzahl (. 192) beruhenden Beweis

fur die Irreducibilitat der Kreistheilungsgleichung, der wegen
der Verallgemeinerungen ,

die er zulasst, merkwiirdig ist.

Es sei m eine beliebige natiirliche Zahl, und n sei das System
der zu in tbeilerfremden positiven Zahlen; unter diesen giebt es

(1) 9? (m) = ft,

die kleiner als m sind, die wir mit a bezeichnen.

Wenn wir alle nach dem Modul m mit einem a congruenten
Zahlen n in eine Classe A vereinigen, so erhalten wir ^ Zahl-

classen :

(2) AI, A2 ,
. .

., -d.u ,

die bei der Composition durch Multiplication eine Abel sche

Gruppe ft
ten

Grades, 91, bilden. Diese Gruppe ist schon im .16

dieses Bandes betrachtet.

Die p Charaktere dieser Gruppe bezeichnen wir mit

(3) ft, fe, -ifto

und setzen, wenn % einer dieser Charaktere ist, und n eine Zahl

aus der Classe A bedeutet,

(4) X(A) = *(n).

Diese Charaktere, die im . 16 naher bestimmt sind, sind

sammtlich ft
te Einheitswurzeln.
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Wir haben aber hier nicht nothig, von den speciellen Aus-

driicken dieser Charaktere Gebrauch zu machen. Dahingegen
stiitzen wir uns auf folgenden Lehrsatz, der fiir alle Abel schen

Gruppen gilt:

1. 1st A ein Element /ten Grades einer Abel schen

Gruppe ft
ten

Grades, und 1st ft
= ef, so sind alle

fa(A) /te Einheitswurzeln, und darunter kommt
jede/te Einheitswurzel genau e mal vor.

Der Satz 1st implicite in dem Satze 7., .12 dieses Bandes

enthalten. Denn wenden wir diesen Satz auf die Gruppe

T = 1, A, A\ . . ., 4/-i

an, deren Index in Bezug auf 91 gleich e ist, so folgt, dass es

eine Gruppe & von e Charakteren | giebt, die den Bedingungen

6W = 1

genugen.

Zerlegt man also die Gruppe X der Charaktere % in die

Nebengruppen
V V V
WlJ W2 ? A/-,

so sind fa (A) und %2 (A) einander gleich oder von einander

verschieden, je nachdem fa und #2 in derselben oder in ver-

schiedenen dieser Nebengruppen vorkommen. Da ausserdem

wegen %(Ay=%(A-f)=l alle %(A) Einheitswurzeln vom Grade/
sind, und es nur / verschiedene solche giebt, so ist damit unser

Theorem bewiesen.

Ist n in der Classe A enthalten
,

so ist der Grad / von A
der Exponent, zu dem n nach dem Modul m gehort, d. h. der

kleinste positive Exponent, fiir den

(5) nf = 1 (mod m)

ist. Wenn also n zum Exponenten / gehort, so sind alle fa(ri)

/te
Einheitswurzeln, und jede /te Einheitswurzel kommt darunter

e mal vor.

Bedeutet a irgend einen der cp(m) Reste der Zahlen w, so

ist in der Form

(6) iix = mx -\- a m

jede Zahl aus der durch a reprasentirten Zahlclasse (2) ent

halten; verstehen wir unter a den kleinsten positiven Rest, so

erhalten wir die Gesammtheit der Zahlen dieser Classe, wenn

wir x alle positiven ganzzahligen Werthe durchlaufen lassen.
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Nun ist

px a m
x

,m m
und folglich konnen wir auf die Grossen px den Satz . 191, 6.

anwenden
,
in dem wir n = x, y = 1 : m, cn = (a m) : m zu

setzen haben. Es ist also

X X

(7) A(s) =^
(mx _^ ay

== 2j
(mx _+_ a m

)*&amp;gt;

0,oo l,oo

so lange s &amp;gt; 1 ist, eine stetige Function von s, und es ist

+ GO, :.

worin C(s) fiir s = 1 endlich bleibt 1).

Wir lassen nun J. die sammtlichen Classen (2) durchlaufen,

bezeichnen mit % irgend einen der Charaktere der Gruppe 91

und setzen

(9) Q(s) = ix(A)A(s),

oder, was dasselbe ist,

(10) 00 = 2 ^,
worin sich die Summe auf alle Zahlen w erstreckt. Die Anzabl

dieser Summen Q ist so gross, als die Anzahl der Charaktere,

d. h. = cp (m). Wir bezeichnen sie
,
wenn eine Unterscheidung

nothig ist, mit

ft, 2, - .
-, Qr

Eine von ihnen, ft, entspricht dem Hauptcharakter und

hat den Ausdruck

Nun ist [. 11, (21)]:

2 t(A) = ii
oder =0,

je nachdem % der Hauptcharakter ist oder nicht. Ferner ergiebt

sich aus (8)

*) Durch Benutzung bekannter Satze iiber r-Functionen findet man
nach . 191, (20):

1 r(-m
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und daraus der Satz:

2. Die Summen ()2 ,
&amp;gt;

* erhalten fiir s = 1 end-
liche Werthe, x wird unendlich, und zwar wircl

Lim(s-l) &() = ..

Um die Summen Q(s) umzuformen, bezeichnen wir mit p
jede in m nicht aufgehende Primzahl und multipliciren alle die

unendlichen Reihen von der Form

1 , ,

I

^ s ^ 2S ~l-
mit einander. Dadurch erhalten wir [vgl. . 192, (8)]:

Wenn nun p zum Exponenten / gehort, wenn also / die

kleinste positive, der Congruenz

(12) pf = I (mod m)

geniigende Zahl, und ^ = ef ist, so kommt unter den %(p) jede

/ te Einheitswurzel genau e mal vor, und es ist also (fiir
ein

variables x):

demnach ergiebt sich aus (11):

(13) V-U ^, ft 2 . . . ft.
= ft

Wir fiihren nun, ohne die Irreducibilitat der Kreistbeilungs-

gleichung vorauszusetzen. den Kreistheilungskorper lm ein, clessen

noch unbekannten Grad wir mit v bezeichnen wollen. Da aber

die primitive m te Einheitswurzel r einer rationalen Gleichung

f*
ten Grades geniigt, so ist

(14) v^fi.

Die Zahlen to des Korpers 5im sind alle in der Form

(15) a a = a + ai r + * + ^v-i^&quot;
1

mit ganzen rationalen Coefficienten a, a
,
a1? . . ., a v_i darstellbar,

und wenn w eine ganze Zahl ist, so konnen wir fiir a eine

feste ganze Zahl setzen, deren nahere Kenntniss nicht erforder-
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lich 1st. Ihr Werth ist gleich der Quadratwurzel aus dem

Quotienten der Discriminanten

zl (1, r, r 2
,

. . ., r
- 1

)
: 4 (e^, oa ,

. . ., v),

worin o^, o&amp;gt;2 ,
. . ., w v eine Minimalbasis ist (. 144, 145).

Wir schliessen alle in der Discriminante der Kreistheilungs-

gleichung imd alle in m und in a aufgehenden Primzahlen, deren

Anzahl jedenfalls endlich ist, von dem Systeme der p aus, und

bezeichnen mit p ein in p aufgehendes Primideal. Dann ist die

Congruenz
r-p = r (mod p)

iinmer dann, aber auch nur dann, erfiillt, wenn

(16) p = 1 (mod m)

ist, d. h. wenn p zum Exponenten 1 gehort, wenn also r* = r

ist, und unter derselben Bedingung ist daher auch nach (15)

fiir jede ganze Zahl co in w :

a? = o (mod p).

Dies ist aber nach . 162 die nothwendige und hinreichende

Bedingung dafiir, dass die in der Korperdiscriminante von Qm
nicht aufgehende Primzahl p in lauter Primideale ersten Grades

zerfallt.

Bezeichnen wir also mit

das iiber alle zum Exponenten / gehorigen Primzahlen p er-

streckte Product, so ergiebt sich aus . 192, dass, wenn / &amp;gt;
1

ist, P/(l) endlich und von Null verschieden ist, und dass

fiir s = 1 endlich und von Null verschieden ist.

Nun ist nach (13), wenn mit S das iiber die aus-

geschlossenen Primzahlen p erstreckte endliche Product

77 (1 p*f) e bezeichnet wird,
/ 1*

*&quot;

?
Qu=

*/&quot;

und da e =
t

u fiir / = 1, so ergiebt sich aus (17):
a

(18) (s~ 1)
T

ft ft .. . Qu

fiir s = 1 endlich und von Null verschieden.
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Andererseits ist aber nach 2.:

(19) (s
-

1) ft ft ft

fiir s = 1 endlich, und wenn wir also (19) durch (18) dividiren,

so folgt:

(s I)

1 &quot;&quot;

7 fur s = 1 endlich,
d. h.

(20) v 5 ^.

Dies mit (14) zusammen ergiebt aber v = ^, wodurch der

folgende Satz bewiesen ist:

3. Der Grad des Kreistheilungskorpers &w ist

gleich cp (w), also die Kreistheilungsgleichung
cp (m)

ten Grades, deren Wurzeln die primitiven
m ten Einheitswurzeln sind, irreducibel.

Diese Betrachtung leistet uns aber noch einen anderen

wichtigen Dienst, indem sie uns den Beweis des beriihmten Satzes

liefert, dass in jeder arithmetischen Progression, deren

Differenz und Anfangsglied natiirliche Zahlen ohne

gemeinsamen Theiler sind, unendlicli viele Primzahlen
enthalten sind 1

).

Es folgt namlich jetzt aus (18), dass das Product

(s
-

1) Qi & . . . Qa

fiir s = 1 einen endlichen und von Null verschiedenen Werth

hat, und da nach 2. keiner der Factoren unendlich ist, so folgt:

4. Die Summen

(s i) ft 00, ft 00, . .., Qu(s)

haben fiir s = I endliche und von Null ver-

schiedene Werth e.

Wenden wir auf alle Factoren von (11) die Formel an:

!) Der erste vollstandige und allgemeine Beweis dieses Satzes ist von

Dirichlet gegeben (Abhandlungen der Berl. Akademie vom Jahre 1837.

Gesammelte Werke Nr. XXI). Auf die wesentliche Vereinfachung dieses

Beweises durch Benutzung der Kummer schen Formeln fiir die Classen-

zahl in den Kreistheilungskorpern hat Dedekind aufmerksam gemacht

(Yorlesungen iiber Zahlentheorie, 3. Auflage, S. 596).



Primzahlen in Linearformen. 783

(worin der imaginare Theil des Logarithmus zwischen + ni zu

nehmen ist) ,
so folgt ,

wenn der imaginare Theil von log Q (s)

passend bestimmt wird,

Wenn nun A irgend eine der Classen (2) und a eine Zabl

aus A bedeutet, so ist nach . 11, (6) dieses Bandes

(22)
v

z (A) X () = 2 Z() = * oder =
,

je nachdem an = I oder nicht = 1 nacb dem Modul m ist,

d. h. je nacbclem n in der Classe A~ l entbalten ist oder nicht

enthalten ist. Wenn wir also die Formel (21) mit %(A) multi-

pliciren und in Bezug auf % summiren, so folgt

(23)
L

V _ , _1_ i Y - ,_I_IV- ,

&quot;-

p s 2 &quot;

P 2s 3 ~
P 3s

wo sich rechts die erste, zweite, dritte, . . . Summe auf alle Prim

zahlen p bezieht, deren erste, zweite, dritte, . . . Potenz in A l

enthalten ist.

Der zweite Theil dieser Summe

wird vergrossert, wenn man jede seiner Theilsummen auf alle

Primzahlen p erstreckt, und demnach ist

also um so mehr:

2,oo

oder, da 1 n~* &amp;gt; ist:

2, oo

und bieraus scbliesst man, dass E fur s = 1 endlich bleibt

( 191, 2.).

Wenn wir nun in der Formel (23),
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s in 1 iibergehen lassen
,

so wird log Ql (s) nach 4. unendlich r

wahrend die iibrigen Grlieder der linken Seite, log Q2 (s), . . .

log Qft (s) ,
endlich bleiben. Da R (s) gleichfalls endlich bleibt,

so muss die Summe ^p~ s unendlich werden, und dies 1st sicher

nur dann moglich, wenn die Summe aus unendlich vielen

Gliedern besteht. Hiermit ist bewiesen:

5. In jeder der Zahlclassen A (nach dem Modul m)
sind unendlich viele Primzahlen enthalten.

Man kann dies auch so ausdriicken, dass die Linearform

mx-\-a, in der m und a ganze Zahlen ohne gemeinsamen
Theiler sind, fur unendlich viele ganzzahlige Werthe von x erne

Primzahl darstellt.
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anderlichen I, 59.

Determinanten I, 68.

gerauderte I, 81.

aus Unterdeterminanten I, 97.

Determinate eines Systems linearer

Gleichungen I, 84.

einer quadratischen Form I, 180.

Dichte Mengen I, 4.

Diedergruppe II, 210.

im Congruenzkorper II, 276.

Differentialquotienten I, 54, 60.

Differenzen I, 46.

DifFerenzenproduct der mten Einheits-

wurzem I, 423.

Diri chief scher Satz iiber die Ein-

heiten II, 670.

Discrete Mengen I, 4.

Discriminante I, 150.

der cubischen Form I, 37, 153, 193.

der biquadratischen Form I, 155,

200.

der quadratischen Irrationalzahlen

I, 378; II, 602.

der Kreistheilungsgleichung fur

einen Primzahlgrad I, 421.

einer algebraischen Curve II, 325.

eines algebraischen Korpers II,

529.

des Kreistheilungskdrpers II, 619.

643.

Discriminanten in einem algebraischen

Korper II, 528.

Discriminantenflache I, 249.

Division von Zahlen I, 1.

ganzer Functionen I, 28.

Divisoren einer Abel schen Gruppe
II, 48.

einer Gruppe I, 476, 501; II, 7.

Drehungen II, 186.

Drehungsgruppe II, 189.

,
Dreieckscoordinaten II, 322.

I Doppelpunkte einer Curve II, 326.

Doppeltangenten II, 327.

einer Curve vierter Ordnimg II,

351.

Durchschnitt von Gruppen I. 510;
II. 9.

; JEigentliche und uneigentliche Aequi-
valenz I, 371.

Eigentliche und uneigentliche ortho-

gonale Substitutionen II, 195.

Einfache Gruppen I, 511; II, 136.

GOsten Grades II, 138.

- AbePsche Korper II, 649.

Einfachheit der alternirenden Gruppe
I, 600.

Congruenzgruppen II, 254.

Einheit einer Gruppe II. 5.

Einheiten I, 399.

im Korper E (i) I, 586.

in algebraischen Korpern II, 510.

im reellen Kreistheilungskorper

II, 645.

im Korper der achten Einheits-

wurzeln II, 718.

unabhangige II, 677.

Fundamentalsystem II, 682.

Einheitswurzeln I, 114, 408.

- dritte I, 118.

primitive I, 411.

in den Kreistheilungskorpern II,

638.

im Congruenzkorper II, 260.

Elimination aus linearen Gleichungen

I, 87.

aus hoheren Gleichungen I, 157,

159.

aus mehreren Gleichungen . I, 161.

Endgleichung I, 157.

Endliche Gruppen II, 4.

linearer Substitutionen II, 195.

Endlichkeit des Invariantensystems
einer linearen Gruppe II, 169.

Entgegengesetzte Elemente einer

Gruppe II, 5.

Euler s Theorem iiber homogene
Functionen I, 62.

Exponentensystem von Einheiten II,

679.

50*
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Exponentensystem von Zahlen II, 685.

Exponentialfunctionen II, 752.

Factoren ganzer Functionen I, 39, 103.

der natiirlichen Primzahlen in

algebraischen Korpern II, 576.

Fermat scher Lehrsatz I, 427; II, 55.

im Congruenzkorper II, 247.

in algebraischen Korpern II,

544.

Formen I, 58.

Formenproblem der linearen Substitu-

tionsgruppe II, 175.

Formensystem der cubischen Form
I, 196.

der biquadratischen Form I, 203,

206.

Functionen, ganze I, 23.

Zerlegung in lineare Factoren

I, 103.

Zerlegung in Primfunctionen

I, 164, 452; II, 495.

homogene I, 56.

in einem Korper I, 452; II, 520.

Functionencongruenzeri II, 243.

Fuuctionaldeterminanten I, 185.

Functionale II, 499.

Functionalclassen II, 552.

Frobenius sche Satze iiber Gruppen
II, 129, 134.

Fundamentalsatz der Algebra I, 121,

127, 296.

Fundamentalsysteme von Einheiten

II, 681.

von Normaleinheiteu II, 731.

Cralois sche Gruppe I, 477, 511; II,

588.

Resolventen I, 467.

- Korper I, 465; II, 588.

Ganze Functionen von einer Verander-

lichen I, 23.

von mehreren Veranderlichen

I, 24.

in einem Korper II, 520.

-
algebraische Zahlen, II, 491.

- Functionale II, 504.

Gauss sche Summen I, 575.

Gebrochene Functionen I. 32.

Geordnete Mengen I, 4.

Gewicht einer Invariante I, 187.

Gitter II, 561.

Gleichungen I, 101.

lineare homogene I, 81.

unhomogene I,89.
dritten Grades I, 116, 118, 522.

vierten Grades I, 119, 201, 528.

funften Grades I, 233, 621
; II, 404.

siebenten Grades II, 476, 481.

Grad einer Gruppe I, 472, 475; II, 4.

eines Elementes einer Gruppe
II, 10.

einer Permutation I, 500.

eines Primideals und Primfunc-

tionals II, 516.

Graffe sche Methode der genaherten

Auflosung einer Gleichung I, 344.

Grenzen I, 121.

Grosster gemeinschaftlicher Theiler

von Zahlen I, 2.

von ganzen Functionen I, 34.

von Gruppen I, 510.

von Functionalen II, 512,

519.

Grosster Normaltheiler einer Gruppe
II, 17.

Grundcurve der Gruppe G16Q II, 456.

Grundformen der Polyedergruppen

II, 205.

cyklischen Gruppen II, 210.

i Diedergruppen II, 210.

Tetraedergruppe II, 214.

Octaedergruppe II, 216, 218.

Ikosaedergruppe II, 221, 230.

Grundideal II, 579, 593.

Grundzahl eines Korpers II, 529.

I
Gruppe (allgemein) II, 3.

- der Doppeltangentengleichung II,

380.

der Tripelgleichungen II, 344.

des Tetraeders II, 212.

des Octaeders II, 216.

des Ikosaeders II, 220.

einer Gleichung I, 477.

eines Normalkorpers II, 588.

der Kreistheilungskorper II, 68.

eines Ideals im Normalkorper II.

589.

der Idealclassen II, 557.

_ I68sten Grades II, 282, 433.
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Gruppen, AbePsche I, 476, 536; II, 6.

endliche II, 4.

von Permutationen I, 475.

von Substitutionen I, 472.

vom Grade p II, 127.

vom Grade p 3 II, 141.

linearer Substitutionen II, 152.

orthogon. Substitutionen II, 184.

linearer gebrochener Substitu

tionen II, 189, 195.

Gruppencharaktere II, 44.

Gruppentafel II, 115.

Halbmetacyklische Gruppen I, 616.

Hauptaxen einer ternaren linearen

Substitution II, 441.

der Gruppe 6r168 II, 444.

Hauptgleichung funften Grades I, 175,

230.

Hauptreihe JI, 24.

Hauptunterdeterminanten I, 256.

Hermite s Losung des S t u rm schen

Problems I, 280.

Hesse sche Curve II, 330.

Determinate I, 186.

Hesse-Cayley sche Bezeichnung der

, Doppeltangenten II, 369.

Hilbert scher Satz II, 165.

Homogene Functionen I, 56.

Ideale II, 547.

Ideale Zahlen nach Kummer II, 551.

Identische Gruppe I, 496.

Substitution II, 152.

Ikosaedergleichung II, 232, 418.

Ikosaedergruppe II, 220, 279.

Ikosaederinvarianten II, 232.

Ikosaederresolventen II. 422, 426.

Imaginare Zahlen I, 17.

Imaginare Form der linearen Con-

gruenzgruppe II, 266.

Imaginarer Congruenzkorper zweiten

Grades II, 259.

Imaginare quadratische Irrational-

zahlen I, 379.

Imprimitive Gruppen I, 483, 516.

Korper I, 460. 483.

Index einer Invariante II, 163.

eines Theilers einer Gruppe I, 502;

II, 8.

[

Indexmoduln II, 61.

Indexreihe einer Gruppe II, 17.

Indices I, 431.

der Elemente einer Gruppe II, 44.

nach einer ungeraden Primzahl-

potenz II, 54.

nach einer Potenz von 2 II, 58.

nach einem zusammengesetzten
Modul II, 60.

Inflexionspunkte II, 326.

einer Curve dritter Ordnung II,

331.

Interpolation I, 44, 98, 331.

Intransitive Gruppen I, 482.

|

Normaltheiler I, 520.

i

Invarianten I, 186.

|

der binaren cubischen Form 1, 193.

biquadratischen Form I,

200, 206.

einer Abel schen Gruppe II, 42.

endlicher Gruppen linearer Sub

stitutionen II, 161.

absolute und relative II. 162, 177.

im weiteren Sinne II, 179.

der ternaren Formen II, 328.

der Curven dritter Ordnung II,

337.

der Gruppe G168 II, 453, 461.

Invariantencurven II, 454.

Inverse Substitution II, 155.

Irrationale Verhaltnisse I, 10.

Zahlen I, 12, 370.

Irreducibilitat I, 453.

reiner Gleichungen I, 607.

der Kreistheilungsgleichung 1, 417;

II, 768.

Isomorphe Gruppen I, 477; II. 6.

Isomorphismus (mehrstufiger) II, 15.

Jacobi s Abschatzung der Zahl der

Wurzeln zwischen zwei Grenzen

I, 311.

Jordan scher Satz iiber zusammen-

gesetzte Gruppen II, 18.

Kettenbriiche I, 358.

fur aquivalente Zahlen I, 374.

Ketten von Hauptunterdeterminanten

I, 257.

Sturm sche I, 272.
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Kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches

von Zahlen 1, 3.

von Functionalen II, 519.

, von Gruppen II, 29.

Korper I, 449; II, 493.

Kugelfunctionen I, 273.

K u mm e r sches Theorem iiber die

Resolventen II, 632.

Kreistheilungsgleichung I, 422, 554.

Kreistheilungskorper II, 67.

von gegrebener Gruppe II, 79.

vom Primzahlpotenzgrad II, 617.

Kreistheilungstheorie I, 408, 554.

Krystallographische Gruppen II, 241.

J^agrange scher Satz iiber Func-

tionen
,

die die Permutationen

einer Gruppe gestatten I, 508.

Laguerre sche Satze iiber Glei-

chungen mit nur reellen Wurzeln

I, 322.

Legendre sches Symbol I, 441.

Lineare Congruenzgruppen I, 611; II,

250, 302.

homogene II, 303.

reelle II, 261.

imaginare Form II, 266.

vom Grade 168 II, 282.

binare fur den Modul 3 II,

305.

ternare fur den Modul 2 II,

306.

gebrochene Substitutionen II, 189.

Functionen I, 30.

Gleichungen I, 81.

Transformation I, 178.

Substitutionen I, 178, 371; II, 151.

Luroth scher Satz II, 404.

Ulannigfaltigkeit I, 4.

Matrix I, 82.

Menge I, 4.

Messbare Menge I, 8.

Metacyklische Gleichungen I, 597; II,

292.

vom Primzahlgrad I, 609.

fiinften Grades I, 621, 648.

sechsten Grades II, 296.

- achten Grades II, 314.

neunten Grades II, 305.

Metacyklische Gruppen I, 598; II, 27.

Functionen I, 617, 635.

Minimalbasis eines Korpers II, 529.

des Kreistheilungskorpers II, 620.

eines quadratischen Korpers II,

603.

Minimum I, 122.

einer quadratischen Form II, 559.

der Grundzahl eines Korpers II,

569.

Modul I, 358.

Multiplicative Substitutionen II, 152.

Multiplication von Zahlen I, 14.

von Determinanten I, 92.

trigonometrischer Functionen I,

433.

Waherungsbruche eines Kettenbruches

I, 362.

Naherungsmethode zur ^Berechuuug
von Gleichungswurzeln durch die

regula falsi I, 331.

zur Berechnung von Gleichungs
wurzeln von Daniell Bernoulli

I, 341.

Graffe I, 344.

Newton I, 335.

durch Kettenbriiche I, 401.

Naherungsmethode zur Auflosung tri-

nomischer Gleichuugen I, 352.

Natiirliche Irrationalitaten I, 516.

Nebengruppen I, 502; II, 8.

Negative Zahlen I, 16.

Neunte Einheitswurzeln I, 582.

Newton sche Formeln fur die Potenz-

summen I, 142.

Newton sche Regel fur die Wurzel-

abschatzung I, 305.

Nichtmetacyklische Gleichungen I,

603.

Norm I, 461; II, 494, 498.

absolute II, 502, 538.

der Gauss schen coraplexen Zah

len I, 586.

eines Ideals II, 551.

eines Korpers I, 465.

einer quadratischen Irrationalzahl

I, 377.

Normaleinheiten im Kreistheilungs

korper II, 729.
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Normalformen der linearen Substitu-

tionsgruppen II, 181.

Xormalgleichung I, 465.

Normalkorper I, 464; II, 588.

Normaltheiler einer Gruppe I, 511;

II, 11.

Null I, 16.

Obere Grenze fur die Wurzeln I, 316.

Octaedergruppe II. 216.

im Congruenzkorper II, 277.

Orthogonale Substitution II. 184.

Partialdiscriminante II, 597.

Psrtialgrundideal II, 585, 597.

Partialnorm II, 584.

Partialspur II, 585.

Partialresolventen I, 512.

Pell sche Gleichung I, 395.

Periode einer Permutation I, 500.

Perioden der Kreistheilung I, 557,

579; II, 74.

der Wurzeln einer cyklischen Glei

chung I, 545.

der reducirten Zahlen I, 388.

Periodische Kettenbriiche I, 387.

Permutationen I, 64, 473, 500.

ihre analytisehe Darstellung I, 613;

II, 299.

erster und zweiter Art I, 65,

496.

Permutationsgruppen I, 475, 489; II,

117.

168sten Grades von sieben Ziffern

II, 473.

Polaren I, 188.

Pole linearer gebrochener Substitu-

tionen II, 196.

einer Gruppe II, 198.

im Congruenzkorper II, 274.

einer teruaren Gruppe II, 438.

Polyedergruppen II, 202.

der zweiten Art II, 234.

im Congruenzkorper II, 273.

Polynomialcoefficienten I, 51.

Polynomischer Lehrsatz I, 50.

Positive Einbeiten im Kreistheilungs-

korper II, 742.

Potenzreste I, 430.

Potenzsummen I, 140.

Primare Theiler eines Kreistheilungs-

korpers II, 71.

einer A bel schen Gruppe II, 72.

Primfactoren der Zahlen eines alge-

braischen Korpers II, 523.

der naturlichen Primzahlen II, 576.

der Kreistheilungsresolventen II,

635.

Primfunctionale II, 515, 576.

relative II, 514.

Primideale II, 550.

im quadratischen Korper II, 604.

im relativ normalen Korper II, 588.

in den Theilern eines Xormal-

korpers II, 599.

in den Kreistheilungskorpern II,

619, 622.

im reellen Kreistheilungskorper

II, 643.

Primitive Congruenzwurzeln I, 428;

II, 546.

Einheitswurzeln I, 410.

Functionen I, 25; II, 497.

Wurzeln von Primzahlen I, 429.

von Primzahlquadraten II, 57.

von Primfunctionalen II, 546.

von Primidealen II, 591.

eines Congruenzkorpers II,

248.

und imprimitive Charaktere in

Kreistheilungskorpern II, 720.

Gruppen I, 484.

Korper I, 463.

Formenprobleme II, ISO.

Primzahlen I, 1.

relative I, 359.

im Korper R (i) I, 587.

im Korper der dritten Einheits

wurzeln I, 593.

Quadrate im Congruenzkorper II, 248.

Quadratische Formen I, 179.

Gleichuugen I, 116.

Irrationalzahlen I, 377.

Reste I, 444.

Korper II, 601.

Quadratur des Kreises II, 760.

Rationale Wurzeln einer Gleichung

I, 403.
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Rationale Zahlen I, 12.

Rationales Verhaltniss I, 10.

Rationalitatsbereich I, 452.

Raum von n Dimensionen II, 560.

Realitat der Wurzeln I, 241.

bei quadratischen und cubi-

schen Gleicbungen I, 243.

bei biquadratischen Glei-

chungen I, 246.

bei cyklischen Gleichungen

I, 551.

bei metacykl. Gleichungen

I, 647.

der Doppeltangenten einer

Curve vierter Orduung II, 391.

Realitatsbedingungen der orthogonalen

Gruppe II, 193.

Realitatsverhaltnisse der Wendepunkte
einer Curve dritter Ordnung II,

340.

bei Tripelgleichungen II, 348.

Rechenoperationen I, 1.

Rechnen mit ganzen Functionen I,

24.

mit Zahlen I, 14.

Reciprocitatsgesetz der quadratischen
Reste I, 443.

Reducible und irreducible Functionen

I, 453.

nach einem Primzahlinodul

II, 243.

Gleichungen I, 404, 482.

Reducirte Zahlen I. 380, 384.

Einheiten II, 680.

Reelle Kreistheilungskdrper II, 641.

Radicale I, 606.

Regula falsi I, 334.

Regulare Korper II, 188.

Regulator eines Systemes von Ein
heiten II, 678, 729.

des Korpers II, 682.

Reine Gleichungen I, 109.

Reihen II, 694.

Relative Primzahlen I, 2.

Primfunctionale II, 514.

Relativnorm II, 584.

Relativspur II, 585.

Resolventen I, 511.

der biquadratischen Gleichung I,

120.

Resolventen der Compositionsreihe

II, 289.

der Gleichungen siebenten Grades

II, 476.

der Gleichungen achten Grades

II, 308.

der Gruppe G168 II, 466, 473.

der Ikosaedergleichung II, 419.

in der Kreistheilung I, 564; II, 63,

651.

von Lagrange I, 542.

bei metacyklisch. Gleichungen
I, 631.

mit einem Parameter II, 404.

Rest der Division von ganzen Func-
tionen I, 28.

Restsystem I, 359; II, 541.

Resultanten I, 156.

Resultante zweier quadratischer Func-
tiouen I, 36, 158.

Ro lie s Theorem iiber die Anzahl der

reellen Wurzeln I, 319.

Saculargleichung I, 276.

Schlusszahlen eines Kettenbruches I,

361.

Schnitt I, 5.

Siebener-Systeme von Doppeltangenten

II, 367.

Siebenzehneck I, 568.

Singulare Punkte einer Curve II, 325.

Spur I, 461; II, 494.

Steiner sche Complexe von Doppel
tangenten II, 357.

Stetigkeit I, 5.

ganzer Functionen I, 105.

der Wurzeln I, 132.

Sturm sche Functionen I, 279.

Ketten I, 271.

Sturm sches Problem I, 270.

Substitution, lineare 1,92,372; II, 151.

der Verhaltnisse II, 158.

Substitutionen eines Normalkorpers
I, 468; II, 588.

Substitutionsdeterminante 1, 92, 178.

Sylow sche Satze II, 121, 125.

Symmetrische Determinanten I, 69.

Functionen I, 138, 144, 147.

Grundfunctionen I, 139.

Gruppe I, 492.
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Symmetrische Gruppe, ihre Normal-

theiler I, 602.

Syzygetische und azygetische Systeme
von Doppeltangenten II, 362.

Complexe von Doppeltan

genten II, 366.

Xangenten einer Curve II, 326.

Taylor sche Entwickelung I, 59.

Ternare Formen II, 322.

lineare Gruppen vom Grade 168

II, 433.

Congruenzgruppe v. Grade 168

II, 475.

Tetraedergruppe II, 212.

im Congruenzkorper II, 276.

Theilbarkeit ganzer Functionen I,

32.

ganzer Functionale II, 509.

ganzer Zahlen II, 510.

Theiler von ganzen Zahlen I, 1.

von ganzen Zahlen, grosster ge-
meinschaftlicher I, 359.

ganzer Functionen I, 27; II, 497.

ganzer Functionen, grosster ge-
meinschaftlicher I, 34.

einer Gruppe I, 476, 501
; II, 7.

der Ikosaedergruppe II, 227.

eines Kdrpers I, 450.

der linearen Cougruenzgruppe II,

271.

Theilerfremde Zahlen I, 2, 359.

Functionen I, 35.

Functionale II, 514.

Theilnenner eines Kettenbruches I,

361.

Theilung des Winkels I, 435.

Totalresolventen I, 512.

Tragheitsgesetz quadratischer Formen

I, 183, 255.

Transcendente Functionen zur Losung
der Ikosaedergleichung II, 429.

Zahlen II, 745.

Transcendenz der Zahl e II, 751.

der Zahl n II, 756.

Transformation einer Gruppe I, 506.

der quadratischen Form in eine

Summe von Quadraten I, 181.

von Formen wten Grades I, 185.

der cubischen Gleichung I, 219.

Transformation der Gleichung fiinften

Grades I, 230.

Transformirte Substitutionen II, 156.

Transitive und intransitive Gruppen
1, 482, 506.

Permutatiousgruppe vom Index 6

von sechs Ziffern I, 628.

Transponirte Substitutionen II, 156.

Transpositionen I, 65, 492.

Trigonometrische Losung reiner Glei-

chungen I, 111.

cubischer Gleichungen I, 349.

Trinomische Gleichungen I, 352.

Tripelgleichungen II, 342.

Tripelsysteme II, 310.

Tschirnhausen- Transformation I,

170, 210.

der cubischen Gleichung I, 219.

Umkehrbare Perioden I, 391.

Unbekannte I, 20.

Unbestimmte Gleichungen I, 365.

Unendliche Wurzeln einer Gleichung

I, 136.

Unendlichkeit ganzer rationaler Func
tionen I, 104.

Unicursalcurven II, 416.

Unterdeterminanten I, 72.

hohere I, 77.

complementare I, 79.

Unzahlbare Mengen II, 748.

Urspriingliche Functionen I, 25.

Variable in der Korpertheorie II, 499.

Verhaltnisse I, 10.

Verwandte Zahlen und Functionale

II, 631.

Voiles Restsystem I, 359; II, 541.

Vollstandige Systeme von Doppel

tangenten II, 367.

Yolumen II, 561, 690.

Vorzeichenwechsel ganzer Functionen

I, 107.

Wendepunkte II, 326.

Wendetangenten II, 326.

einer Curve dritter Ordnung II,

331.

Wilson scher Lehrsatz I, 428.

Winkeltheilung I. 551, 609.
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Wiirfelverdoppelung I, 609.

Wurzeln von Gleichungen I, 101.

von Gleichungen ungeraden Grades

I, 109.

von reinen Gleichnngen I, 109.

von metacyklischen Gleichungen

I, 638,

rationale I, 403.

Zahl I, 1, 12.

. der Glieder einer homogenen Func
tion I, 58.

der Permutationen I, 64.

Zahlclassen nach einem zusammen-

gesetzten Modul II, CO.

Zahlenreihen I, 15.

Zahlkorper I, 449; II, 527.

Zeichenwechsel und Zeichenfolge I,

262.

Zerlegbare und unzerlegbare Func-
tionen mehrerer Variablen I, 164.

Zerlegung ganzer Functioaen in lineare

Factoren I, 102.

von Gruppsn in Nebengruppen
I, 502; II, 8.

nach zwei Theilern II, 120.

ZusammeDgesetzte Abel sche Korper
II, 649.

Zusammensetzung linearer Substitu-

tionen I, 372; II, 153.

von Substitutionen eines Normal-

korpers I, 470.

von Permutationen I, 473.

Zweiseitige.Zahlen I, 390.



Berichtigung-en zum ersten Bande.

Seite 93, Zeile 6 v. u. lies _Bl
J)

statt

117, Formel (10) lies - + ^R statt

158, Formeln (14) rechts m und n zu vertauschen.

172, Formel (14) lies n 1 statt n -+- 1.

185, Zeile 9 v. o. * statt &amp;lt;.

190, 11 v. u. a( (n
-

1) a{.

194, 7 v. u. 4-9 -9.
200, 7 v. u. . 61 . 67.

202, 3 v. u. u i\ (in beiden Formeln).

213, 6 v. u. *(M) statt
&amp;lt;/&amp;gt;(r,fc).

221, 12 v. u. ? statt
|-

222, 4, 5 v. u. 4- ry , 5o statt 2o , 4- 2o .

233, 4,7 v. o. V5 D statt 5 D.

236, 12 v. o. 5 C2 -5c2.

251, 10 v. o. V 3 Vs-

268, 5 v. u. V5 D D.

282, Formel (2) /, /..

318, Zeile 2 v. u. F(z) F (x).

332, Formel (5) f(ft)
- statt /(fl +.

334, Zeile 6 v. u. 0,00164 0,0164.

344, 6 v. u., Formel, lies n
&amp;lt;p (n) und (f ( n ) statt w

g&amp;gt; ( m)

in 9; (m).

357, 3 v. u. lies 6 statt 5.

378, 379, Formel (13), (14) ist al5 blt cx durch 1? 615 cx zu

ersetzen, und das Zeicheii so zu bestimmen, dass Cj

positiv wird.

402, Zeile 6, 7 v. u. ist a 4
= 1 und a 3

= 2 zu vertauscheu.

4 v. u. lies 9083 statt 9183.

419, Hierzu vergleiche man den I. Xachtrag zum zvveiten Bande.

423, Zeile 15 v. o. lies
(&quot;

~ 1
U&amp;gt;

2
)

gtatt

24 v. o. ist zu lesen - (

s (mod 2).



796 Berichtigungen.

(n 1) \n 3) n 1

Berichtigungen zum zweiten Bande.

Seite 15, Zeile 19 v. o. lies N statt P.

16, 12, 13 v. o. sind P und Q zu vertauschen.

21, 19 v. o. lies (17) statt (13).

26, 17 v. o. . 6, 4 statt . 6, 2.

569, 5 v. u. im Exponenten lies n v statt ,u r

592, 6, 3 v. u. lies
yP-^&quot;

1
statt, y-P^i.



Verlag von Friedrich Tieweg & Solm in Braunschweig.

Blliptische Functionen
und

algebraische Zahlen.
Akademische Vorlesungen

von

H. Weber,
Professor der Mathematik an der Universitat Strassburg.

gr. 8. geh. Preis 13 A

Elektrodynamik
mit Beriicksichtigung der Thermoelektricitat, der Elektrolyse und der

Thermochemie von

Dr. Heinrich Weber,
Professor an der Herzoglichen Technischen Hochschule zu Braunschweig.

Mit Holzstichen. gr. 8. gen. Preis 6 A

Fiinf populare wissenscliaftliche Vortrage
gehalten in der Aula der Herzoglichen Technischen Hochschule

zu Braunschweig von

Dr. Heinrich Weber,
Professor der Physik an der Herzogl. Technischen Hochschule.

Mit 84 Illustrationen. 8. geh. Preis 2 A 50
&amp;lt;$

Inhalt: Uebersicht iiber die Entstehung und die Wirkungen des galvanischen Stro-

mes. Telegraphie und Telephonic. Elektromagnetische, magnetelek-
trische und Dynamo -Maschinen. Galvanoplastik und elektrisches Licht.

Ueber das Perpetuura mobile.

Stetigkeit und irrationale Zahlen,
Von Richard Dedekind,

Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule zu Braunschweig.

Zweite unveranderte Auflage.
gr. 8. geh. Preis 1 A

Lehrbuch
der

Differ en tial-Gleichung-en
von Dr. Andrew Russell Forsyth,

Professor am Trinity College zu Cambridge.

Mit einem Anhange : Die Resultate der im Lehrbuche angefiihrten

Uebungsaufgaben enthaltend,

herausgegeben von H. Jlaser.
Autorisirte Uebersetzung. gr. 8. geh. Preis 14 A



Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Was sind und was sollen die Zahlen?
Von Richard Dedekind,

Professor der Mathematik an der technischen Hochschule zu Braunschweig.

Zweite unveranderte Auflage. 8. geh. Preis 1 A 60 -$

Vorlesungen iiber Zahlentheorie
von P. G. Lejeune-Dirichlet.

Herausgegeben und mit Zusatzen versehen von

R. Dedekind,
Professor an der technischen Hochschule Carolo - Wilhelmina zu Braunschweig.

Vierte umgearbeitete und vermehrte Auflage.

gr. 8. geh. Preis 14 A

Lehrbuch der politischen Arithmetik
fur hohere Handelsschulen (Handelsakademien) und zum

Selbstunterricht bearbeitet von

F. S. Holzinger,
Professor an der Qffentlichen Handelsakademie in Linz.

gr. 8. geh. Preis 3 A 50 ^

Anleitung zur Durchmusterung des Himmels.
Astronomische Objecte fiir gewohnliche Teleskope. Ein Hand-

und Hiilfsbuch fiir alle Freunde der Himmelskunde
,
besonders fiir die

Besitzer von Fernrohren.

Von Dr. Hermann J. Klein.
Zweite verbesserte Auflage. Mit 75 Holzstichen, 5 Tafeln, zum Theil in

Farbendruck, 4 Sternkarten und 1 Titelbilde. 8. geh. Preis 24 M.

Sammlung von Formeln
der reinen und angewandten

Mathematik
von Dr. W. Ldska.

Mit drei Tafeln. gr. 8. Preis geh. 26 A, in Halbfranz geb. 28 A

Die Beobaclitung der Sterne sonst und jetzt.

Von J. Norman Lockyer,
Mitglied der Royal Society, corr. Mitglied des Instituts von Frankreich.

Autorisirte deutsche Ausgabe. Uebersetzt von

G. Siebert.
Mit 217 Holzstichen. 8. geh. Preis 18 M.



Verla von Friedrich Vieweg & Solm in Braunschweig.

Praktische Anleitung
zur

Anstellung astronomisclier Beobaclitimgen
mit besonderer Riicksicht auf die Astrophysik.

Nebst einer modernen Instrumentenkunde von

Nicolaus von Konkoly,
Dr. phil. Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Budapest, der Royal Astronomical

Society in London etc.

Mit 345 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 24 A

Vortrage und Reden
von Hermann von Helmholtz.

Yierte Auflage.
Mit dem Bildniss des Verfassers und zahlreichen eingedruckteu Holzstichen.

Zwei Bande. gr. 8. Preis pro Band geh. 8 A, geb. 9 M. 50 4

Der M o n d
und die JBeschaffenbeit und Gestaltung seiner Oberflache.

Von Edmund Nelson,
Mitglied der Koniglichen astronomischen Gesellschaft zu London etc.

Autorisirte deutsche Original - Ausgabe.
Zweite Auflage ?

vermehrt mit einem Anhange, enthaltend die Untersuchun-

gen des Verfassers iiber die Neubildung Hyginus N auf dem Monde.

Nebst einem Atlas in 4. von 26 Karten und 5 Tafeln in Farbendruck.

gr. 8. geh. Preis mit Atlas zusammen 18 M&amp;gt;.

Photogramme trie
und Internationale Wolkenmessung.

Yon Dr. Carl Koppe,
Professor an der Herzogl. technischen Hochschule zu Braunschweig.

Mit Abbildungen und flinf Tafeln. gr. 8. geh. Preis 7 Ms.

Funfstellige

logarithmisclie und trigonometrische Tafeln.

Herausgegeben von

Dr. O. Schlomilch,
K. 8. Geheimerath a. D.,

Mitglied der Konigl. Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, der Konigl.
Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie etc.

Galvanoplastische Stereotypie. Wohlfeile Schulausgabe.

Zwolfte Auflage. 8. geh. Preis 1 A



Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig.

Partielle Differentialgleichungen
und deren Anwendung auf physikalische Fragen. Vorlesungen von

Bernhard Riemann.
Fur den Druck bearbeitet und herausgegeben von

Karl Hattendorff.
Dritte Auflage. Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 8 M.

Die polydimensionalen Grossen
und die vollkommenen Primzahlen.

Yon Dr. Hermann Scheffler,
Mitglied der Kaiserlichen Societat der Naturforscher zu Moskau, Korrespondirendem

Mitglied der Koniglichen Akademie der Wissenschaften zu Padua.

Mit 42 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 5 M. 60 -$

Compendium der hoheren Analysis
Von Dr. Oskar Schlomilch,

K. S. Geheimrath a. D., Mitglied der Konigl. Sachsischen Gesellschaft der Wissen-
echaften zu Leipzig, der Koniglich Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserlich

Leopoldinischen Akademie etc.

In zwei Banden. Mit Holzstichen. gr. 8. geh.

Erster Band. Fun ft e verbesserte Auflage. Preis 9 A
Zweiter Band. Vierte Auflage. Preis 9 M.

Das Buch der Natur,
die Lehren der Physik, Astronomie, Chemie, Mineralogie, Geologie,

Botanik, Zoologie und Physiologic unifassend.

Allen Freunden der Naturwissenschaft
,
insbesoudere den Gymnasien,

Kealschulen und hoheren Biirgerschulen gewidmet von

Dr. Friedricli Schoedler,
Director der Grossherzogl. Hessischen Kealschule I. 0. in Mainz.

Erster Theil: Physik, Astronomie und Chemie. Zweiundzwanzigste
verbesserte Auflage mit dem Portrait des Verfassers. Mit 404 Holz
stichen

,
einer Spectraltafel in Farbendruck

,
Sternkarten und einer

Mondkarte. gr. 8. geh. Preis 4 M. 80 $
Zweiter Theil: Mineralogie, Geologie, Botanik, Zoologie und Phy-

siologie. Zweiundzwanzigste verbesserte Auflage. Mit 683 Holz
stichen und einer geognostischen Tafel in Farbendruck. gr. 8. geh.
Preis 4 A 80 ^

Die

Eundamentaltheorieen der neueren Greometrie

und die Elemente der Lehre von den Kegelschnitten fur den

Schulunterricht bearbeitet von

H. Seeger.
Mit 60 Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 2 M. 80 ^
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