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PREFACE,

Cette seconde Partie de mon Ouvrage se compose seulement
de deux Livres.

Le Livre IV, qui traite des congruences et des équations li-
néaires aux dérivées partielles, est presque entiérement con-
sacré & des développements d’analyse quitrouveront plus tard une
application presque immédiate dans I'étude de deux questions
importantes : la déformation infiniment petite d'une surface quel-
conque et la détermination des surfaces admettant unc représen-
tation sphérique donnée. .

Le Livre V, qui traite des lignes tracées sur les surfaces,
contient, en particulier, la démonstration des belles formules que
nous devons & M. Codazzi. L’étude des lignes géodésiques s’y
trouve commencée, mais non terminée. J'al surtout insisté sur les
rapprochements qui se présentent ici entre les méthodes employées
par Gauss dans I'étude des géodésiques et celles que Jacobi a
appliquées plus tard aux problémes de la Mécanique analytique.
J'ai pu ainsi mettre en évidence tout I'intérét que présentent les
belles découvertes de Jacobi lorsqu’on les envisage & un point de
vue plus particuli¢rement géométrique.

Je m’empresse de remercier, en terminant, M. Paul Morin, pro-
fesseur a la Faculté des Sciences de Rennes, et M. Edouard
Goursat, Maitre de Conférences 2 I’'Ecole Normale, qui ont bien
voulu me préter leur concours le plus dévoué dans la correction
des épreuves.

28 octobre 1888.




ERRATA.

Premiére Partie.

Page 31, ligne 6 en remontant, aw liew de [p. 12], lises [p. 22].

Page 32, formule (4), changer le signe da second membre. — Formules (5) ct

MM’ MM’
ct cos? T

suivantes, échanger sin?

Page fo, derniére ligne, au liew de [p. 13], lises [p. 22].
Page 63, ligne 7 en remonlant, au lieu de ¥ (u, v, u, ¢,1), lises F(u, v, w, o', t).
Page 69, derniére formule, au lieu de B(du &v + C dy Su), lises

B (dwéy + dvcu).

0 2 o @lp
Page 56, ligne 5 cn remontant, aw liew de — —

ryr+ f

3 T TR T
) lises = VLTV

5 s (m, i, —+n > = fmyu, + n
Page 336, seconde formule (26), au liew de J,(—“’———"— ) lises F, (—“; .
N—nu -+ m m — nu,
Page 364, lignc 6 de la note, ajouter des cordes aprés le mot milicux.

Page 367, ligne 22, au licu de lordre est, lises la classe est un nombre.

Seconde Partie.

Page 115, derniére formule (45) et dernicére formule (46), au licu de )\, lises

2n—1"

A
Page 127, lignes 14 et 17, changez les signes des seconds membres des équations.
Page 282, ligne 10, au liew de MB', lises M'D’.

0?0

Page 298, formale (34), changer le¢ signe du terme en T
% U2
;

Page 309, changer le signe du second membre dans Péquation (€2) ct dans la
précédente.

Page 312, changer le signe des termes qui contiennent les dérivées premiéres
de 0 dans le systéme (75).

A -
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OY THE

LIVRE 1V.
LES CONGRUENCES ET LES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DERIVEES PARTIELLES.

CHAPITRE I

NOTIONS GENERALES SUR LES CONGRUENCES.

Définition de la congruence. — Nombre limité de courbes passant par un point.
— Cas d'exception. — Surfaces de la congruence. — Définition des points fo-
caux. — Détermination du nombre et du degré de multiplicité des points fo-
caux ; application aux congruences engendrées par des courbes planes algé-
briques. — Surface focale, ses relations de contact avec les courbes et avec les
surfaces de la congruence. — Détermination des surfaces de la congruence dont
les génératrices admettent une cnveloppe. — Cas particulier des congruences
rectilignes. — Les deux séries de développables que I'on peut former avec les
droites de la congruence. — Cas particulier ou unc des nappes de la surface
focale se réduit & une courbe. — Proposition fondamentale relative a deux sys-
témes conjugués tracés sur les deux nappes de la surface focale. — Relation
de cette proposition avec la méthode de transformation des équations linéaires
aux dérivées partielles qui est due a Laplace.

311. Considérons un systéme de courbes, défini par les équa-
tions
Vfi(m008, @, b) = o,
{ 2(x,y,5,a,b)=o0,
D. — IIL. 1

(1)



2 LIVRE 1V. — CHAP. I.

ou @ et b désignent deux constantes arbitraires. Nous désignerons
sous le nom de congruence, emprunté a Pliicker, I'ensemble des
courbes correspondantes & tous les systémes de valeurs de a et de
b. 1l est clair qu'il passe un nombre limité de courbes de la con-
gruence par un point quelconque de 'espace; car, si 'on rem-
place, dans les équations précédentes, , ¥, z par les coordonnées
Zo, Vo, So de ce point, on aura deux relations qui détermineront,
en général, un nombre limité de systemes de valeurs de « et de b.
Cependant, 1l peut arriver (ue, pour cerlains points exception-
nels, ces équations admettent un nombre illimité de solutions. 1
pourra donc y avoir certains points par lesquels passeront une
in{mité de courbes de la congruence.

Imaginons, par exemple, que Pon considére la congruence
formée par les droites qui rencontrent une courbe (K) et sont
ltangentes & une surface (S). Les droites de la congruence qui
passent par un point M de I'espace sont, en général, en nombre
limité; elles sont les arétes d’intersection de deux cdnes de
sommet M, Pun circonscrit a la surface (S), Pautre contenant la
courbe (K). Mais, si le point M appartient & la counrbe (K), il y
passera une infinité de droites de la congruence qui formeront le
cOne circonscrit a la surface (S) ayant son sommet en ce point.

Si I'on considére de méme la congruence formée par les cercles
de I’espace qui passent par denx points fixes A et B, on reconnait
immédiatement qu’il passe, en général, par un point M un seul
cercle de la congruence. Cette conclusion cesse d’éire exacte si le
point M vient se réunir a I'un des points A, B; on obtient alors
tous les cercles de la congruence.

Les deux exemples différents que nous venons de signaler cor-
respondent aux deux cas qui peuvent se présenter lorsqu’il y a
indétermination. Dans le premier, les denx équations auxquelles
doivent satisfaire @ et b se réduisent & une seule; dans le second,
elles sont, 'une et 'autre, identiquement vérifiées.

312. Revenons aux congruences les plus générales. Si I'on
établit une relation quelconque entre @ et b

(2) b=F(a),

les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a
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et de & pour lesquelles cette relation est vérifiée engendreront
une surface que 'on obtiendra en éliminant @ et b entre les équa-
tions (1) et (2). Le plan tangent en un point (x, y, 5) de cette sur-
face sera défini par I'équation

/] ) af ) J
'—le.r—;— "—fdr——-d: i-f_,_,f_‘p'm)
‘3 or oy Js <L da ab
(20 4)-—,d ():,(1 s 7 o 0z F [
A —tdy -t —ds = =R
& 9dy el o da o %)

dont la forme va nous conduire a une proposition trés intéres-
sante.

Donnons, pour abréger, le nom de surfaces de la congruence
aux surfaces que nous venons de définir et qui sont engendrées
par des courbes de la congruence, choisies d’ailleurs de la maniére
la plus arbitraire. Considérons quatre de ces surfaces, passant par
une méme courbe (C) de la eongruence, et prenons leurs plans
tangents en un point déterminé M de cette courbe; x, ¥, 3, a, b
auront, en ce point, la méme valeur pour toutes les surfaces,
F'(a) variera seule quand on passera d’une surface a une autre.

De cette remarque et de la forme de I’équation (3), nous
pouvons donc conclure que le rapport anharmonique des plans
tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent
tous la tangente en M a la courbe (C), est égal a celui des valeurs
de F'(a) relatives aux quatre surfaces et est, par conséquent, le
méme pour tous les points de la courbe (C). Ainsi :

Sé Uon considére quatre surfaces quelconques de la con-
gruence contenant une méme courbe de la congruence, le
rapport anharmonique des plans tangents & ces surfaces en
un point quelconque de la courbe commune demeure constant
quand le point se déplace sur cette courbe.

L’équation du plan tangent nous conduit encore & une autre
conséquence essentielle. Déterminons sur la courbe commune (C)
les points pour lesquels on a

of of

/ da b
(1) Ty

Jda b

s
S
4/’/, > u—A_

[// >0t TH")QQx .
0iUI'!'I'V'ERSI'.T".?

\LirropstY
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Pour ces points, le plan tangent sera indépendant de F/(«) et,
par conséquent, sera le méme pour toutes les surfaces de la con-
gruence contenant la courbe (C). Ainsi :

Si¢ Uon considére toutes les surfaces de la congruence qui
contiennent une méme courbe (C) de la congruence, il existera
sur (C) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces
surfaces admettront le méme plan tangent, quelle que soit la
lot suivant laquelle on ait assemblé les courbes qui les engen-
drent.

Nous désignerons ces points sous le nom de points focauz.

313. Le nombre des points focanx situés sur chaque courbe
dépend de la forme des équations (1) par rapport & z, y, = plutdt
que de la maniére dont y figurent @ et b. En d’autres termes, il
dépend surtout de la forme et de la définition des courbes de la
congruence, plutdt que de la maniére dont elles sont assemblées.
Supposons, par exemple, que les équations (1) soient du premier
degré par rapport & x, y, 5 et représentent une droite : 'équation
(4) sera du second degré, en général, et définira deux points
focaux sur chaque droite de la congruence. Si f est du degré m
ct o du premier degré, la congruence sera formée par des courbes
planes d’ordre m. L’équation (4) étant alors du degré m +1, il y
aura, en général, m(m + 1) points focaux sur chaque courbe de
la congruence.

Lorsque les courbes de la congruence rencontrent une courbe
fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont
évidemment des points focaux. Il en est de méme si ces courbes
passent par des points fixes; mais nous allons montrer que, dans
ce dernier cas, chacun de ces points fixes équivaut au moins a
deux points focaux.

Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes
de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonnées,
les équations (1) ne contiendront pas de terme constant et les
termes de degré moindre seront au moins du premier degré.
Par suite, les termes de degré moindre dans I’équation (4) seront
au moins du second degré; et deux, au moins, des points d’inter-
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section de la surface représentée par cette équation avec la courbe
(C) de la congruence se confondront a 'origine des coordonnées,
¢’est-a-dire au point M.

Indiquons quelques applications.

Pour une congruence de coniques, il y a six points focaux sur
chaque conique.

Si les coniques deviennent des cercles, c¢’est-i-dire rencontrent
deux fois le cercle de 'infini, deux des points focaux sont rejetés
a P'intersection de chaque cercle et du cercle de 'infini; il en reste
quatre seulement a distance finie.

Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en
dehors de A, que deux points focaux & distance finie sur chaque
cercle. C’est ce que 'on reconnait d'ailleurs immédiatement cn
effectuant une inversion dont le péle est en A.

314. Aprés ces indications sommaires sur le nombre des points
focaux, étudions leur distribution dans I'espace. Sil’on élimine a
et b entre les équations (1) et (4), on obtient en général une seule
équation, qui représente le lieu des points focaux de toutes les
courbes de la congrucnce. Nous donnerous a ce lieu le nom de
surface focale de la congruence. Il se compose d’autant de
nappes qu'il y a de points focaux sur chaque courbe de la con-
gruence. La surface focale peut se décomposer, se réduire, en to-
talité ou en partie, a des courbes ou a des points : nous laisserons
de coté 'examen de tous ces cas, qui nous entrainerait trop loin,
et nous établirons les propriétés générales suivantes.

Ecrivons les équations (1) et (4) sous la forme
o 0 of o

Pl S il R Rl

(5) f:07 4 o,

ou / désigne une inconnue auxiliaire. Sil’onregarde a et & comme
donnés, ces équations déterminent les points.focaux d'une cer-
taine courbe (C) de la congruence. Le plan tangent en un de ces
points a 'une quelconque des surfaces de la congruence qui con-
tiennent la courbe (C) est défini par I'équation (3), qui prend ici
la forme

of =y R s . (U el o
(6) <%—Aﬂ)dr— ((—)J-—A(—)T)d) +((—}_:.—‘T:,)(L'-O'
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Nous allons montrer que ce plan est aussi tangent & la sarface
focale an point considéré.

On obtient, en effet, I'équation de la surface focale en éliminant
a, b, k entre les quatre équations (3); mais, au lieu d’effectuer
cetle ¢limination, on peut conserver toutes ces ¢quations en con-
venant d'y regarder «, b, k comme des fonctions & déterminer.
Par suite, pour avoir le plan tangent a la surface focale au point
considéré, il faudra différenticr les équations (5) eny regardant a,
b, k comme des variables. Or, si I'on différentie seulement les
deux premiéres et que I'on forme la combinaison

(e e ==y

les coeflicients de da, db disparaissent en vertu des deux der-
nidres équations, et 'on retrouve I'équation (6). Cette équation
représente done, comme nous I'avons annoncé, le plan tangent a
la surface focale, ¢t nous pouvons énoncer la proposition sui-
Wanlie 3

Les courbes de la congruence sont tangentes en tous leurs
points focaux a la surface focale. Les différentes surfaces de
la congruence qui contiennent une courbe déterminée de cette
congruence sont toules tangentes & la surface focale en tous
les points focaux situés sur cetle courbe; et, par conséquent,
elles devaient étre, comme il a été déja établi, tangentes les
unes aux aulres en ces points.

315. On retrouve encore la surface focale en étudiant le pro-
bléme suivant :

Assembler des courbes de la congruence de telle maniére
qi’elles aient une enveloppe, c’est-a-dire qi’elles soient toutes
tangentes a une certaine courbe.

Prenons pour & une fonction de a : nous obliendrons une
famille de courbes représentées par les équations

(%) 9= oy © = 0,

qui ne contiennent plus qu’un paramétre a. Pour que ces courbes
aicnt une enveloppe, il faut que, pour toute valeur de a, on puisse
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déterminer des valeurs de z, y, 5 satisfaisant aux deux équa-
tions (7) en méme temps qu'a leurs dérivées prises par rapport
aa,

of _of db _ Js _ do db

(8) ga (b ag. T 1 da = 9b da

1b v, .
gld » on retrouve I'équation (4)

qui caractérise les points focaux. Donc :

Sil’on élimine entre ces équations

St Uon veut assembler des courbes de la congruence de telle
maniére qu'elles aient une enveloppe, cette enveloppe sera
nécessairement formée par des points focaux de ces courbes
et sera, par conséquent, située sur une des nappes de la surface
JSocale.

D’autre part, si 'on élimine z, , 5 entre les équations (7) et
(8), on sera conduit & une relation de la forme

(9) <I>(a, b, gg\):o;

ce qui montre que la solution compléte du probléme exige, en
général, l'intégration d’une équation différentielle du premier
ordre.

Les propositions établies précédemment conduisent encore a ce
dernier résultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la
congruence admettent une enveloppe (E), cette enveloppe (E)
doit se trouver sur une des nappes de la surface focale. Mais 1l est
clair qu’elle doit encore satisfaire 4 une autre condition : il faut
quen chacun de ses points elle soit tangente a la courbe de la
congruence qui vient toucher en ce point la surface focale. Cette
derniére condition, qui est évidemment nécessaire et suffisante,
équivaut a une équation différentielle dont I'intégration permettra
seule de résoudre complétement le probleme. Cette équation dif-
férentielle sera du premier ordre et du premier degré pour chacune
des nappes de la surface focale; mais, si ces nappes ne peuvent
étre séparées analytiquement, on aura a considérer une seule
équation du premier ordre, dont le degré scra égal au nombre des
nappes de la surface.
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Dans le cas ol I'une des nappes de la surface focale se réduira
a une courbe (K), il suffira, pour avoir une solution partielle du
probléme, d'assembler toutes les courbes de la congruence qui
passent par un méme point de (K). Si l'on considére, par
exemple, la congruence formée par les cercles qui rencontrent
quatre courbes données, on aura toutes les solutions en assemblant

les cercles, en nombreinfini, qui passent par un point quelconque
de I'une de ces courbes.

316. Lorsque les courbes de la congruence sont simplement
tangentes & unc des nappes de la surface focale, les points de
contact de ces courbes doivent étre considérés comme des points
focaux simples; mais, si les courbes ont un contact d’ordre p avec
la nappe considérée, chaque point de contact sera un point focal
multiple tenant lieu de p points focaux ordinaires. Voici comment
on peut établir cette proposition.

Soit

z=f(z,7)

I'équation de la nappe considérée. Sil'on remplace partout 5 par
5 -+ f(x, y), cette substitution ne change pas 1’ordre de contact
des courbes et des surfaces; mais la nappe précédente est rem-
placéc par le plan des zy. Nous pouvons donc, sans restreindre la
généralité des raisonnements, supposer que toutes les courbes de
la congruence soient tangentes au plan des zy; et nous allons les
étudier dans le voisinage de ce plan.

Substituons aux paramétres « et b qui entrent dans les équations
de chaque courbe de la congruence les coordonnées z,, y, du
point de contact de la courbe avec le plan des zy. Les équations
qui définissent cette courbe donueront alors pour y et s des
valeurs qui pourront étre développées en série ct seront de la
forme

Yy=yo+A(r—xy) -B(x —2)2+...,
£ = Ai(xfxo)P+1» By(x — @xp)P+2--

o

A, Ay, B, By, ... étant des fonctions quelconques de zy, ¥, et p
désignant 'ordre du contact de la courbe avec le plan des zy.
Ecrivons I'équation

o A s, T

oxy dyo  9yo 0xy
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qui détermine ici les points focaux. Elle sera de la forme
—(p-—-NA(x—x)P +-...~ 0,

les termes non écrits contenant tous en facteur une puissance de
x — x d’exposant supérieura p. On voit que la valeur x, de x sera
d’un ordre de multiplicité précisément égal i I'ordre de contact
de chaque courbe de la congruence transformée avec le plan des
xy, c’est-a-dire de chaque courbe de la congruence primitive avec
la nappe considérée de la surface focale. C'est la proposition que
nous voulions établir.

317. On peut raisonner d’une maniére analogue lorsque les
courbes de la congruence rencontrent toutes une courbe fixe (K).
= i

& =f (), 1o (=)

sont les équations de cette courbe, on commencera par remplacer
s par 5+ f(x) et y par ¥+ 3(x) et la courbe se transformera
dans I’axe des x sans que les ordres de contact aient été changés.
Substituons a I'un des paramétres @ et b qui entrent dans I'équa-
tion de chaque courbe de la congruence P'abscisse z, du point de
rencontre de cette courbe avec I'axe des . les équations de la
courbe prendront la forme

r= A(z—m) = B{x—m3)* .. ..

s=A(r—2)— B (x —7)?

A, B, A,, B, ... désignant des fonctions de x, et de l'autre pa-
ramétre « dont dépendent les courbes de la congruence. L’équation
qui déterminera les points focaux sera ici

(.2'»—.2'0)(\(1h — \,0\ “...=o0,

les termes non écrits contenant (x — z,)* en facteur. On voit que
le point de rencontre sera un point focal simple, a moins que I'on

n'ait

ou, en intégrant,
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Cette condition s'interpréte aisément; elle exprime que les
tangentes a toutes les courbes de la congruence transformée qui
coupent au méme point 'axe des z sont dans un méme plan
passant par Ox. En étendant cetie conclusion a la congruence
primitive, nous obtenons le résultat snivant :

Quand les courbes de la congruence rencontrent une courbe
Jize (K), les points d’intersection sont des points focaux
simples, a moins que les tangentes & toutes les courbes de la
congruence qui passent en un point quelconque de (K) ne
solent toutes situées dans un plan passant par la tangente en
ce point & la courbe (K).

Si l'on étend ce mode de recherches au cas ou toutes Ies courbes
de la congruence passent par un point fixe, on démontrera de
méme que ce point fixe, qui tient lieu, comme nous 'avons vu, de
deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de multi-
plicité supérieur que si les tangentes menées en ce point & toutes
les courbes de la congruence forment un coéne, d’ailleurs quel-
conque, au lieu de remplir I'espace. Nous laisserons également an
lecteur le soin d’établir, par une simple application des méthodes
vrécédentes, une élégante proposition qui nous a été communiquée
par M. G. Keenigs :

Si une congruence est telle que chacune des courbes qui la
composent soit rencontrée par toutes les courbes infiniment
voisines de la congruence, les différentes courbes de la con-
gruence sont tangentes « une ou a plusieurs courbes fizes ou
bien elles passent par un ou plusicurs points fizes (V). '

318. Appliquons les propositions précédentes aux congruences
de droites ou systémes de rayons rectilignes. Le nombre des
droites de la congruence qui passent par un point quelconque de
'espace a regn dans ce cas le nom d’ordre de la congruence; on
appelle elasse de la congruence le nombre des droites qui sont

(') On laisse de coté le cas exceptionnel ol toutes les courbes de la eongruence
seraient tracées sur une méme surface ct oli, par suite, tous leurs points satis-
feraient a la définition des points focaux.
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dans un plan quelconque. Le systéme des normales a l'ellipsoide
forme une congruence d’ordre 6 et de classe 2.

Sur chaque droite il y a, en général, deux points foeaux réels
ou imaginaires. Quand la droite se déplace, ces deux points fo-
caux décrivent les deux nappes de la surface focale. Les droites de
la congruence sont des tangentes doubles de cette surface focale,
mais la réciproque n’est pas vraie, en général : toute tangente
double de la surface focale n’est pas une droite de la congruence.
Par exemple, la surface des centres de courbure de Pellipsoide
admet bien comme tangentes doubles les normales de I'ellipsoide;
mais elle admet aussi d’autres tangentes doubles qui ne font pas
partie de la congruence des normales.

Soit (d) une droite quelconque de la congruence, touchant en
M la premiére nappe et en M’ la seconde nappe de la surface fo-
cale (F). Soient (P), (P') les plans tangents en M et M’ a (I). Si
I'on veut assembler les droites de la congruence de telle maniére
qu’elles aient une enveloppe, c’est-a-dire qu’elles engendrent une
surface développable, les arétes de rebroussement de toutes les
développables ainsi obtenues devront, d'aprés les propositions gé-
nérales établies précédemment, se trouver sur I'une ou l'autre des
nappes de (F). Il suit de Ia que la droite () fera partie de deux
développables seulement, I'une ayant son aréte de rebroussement
sur la premiére nappe et tangente en M a la droite (). 'autre
ayant son aréte de rebroussement surla seconde nappe et tangente
a(d)en M'. La détermination de ces deux séries de développables
exigera d'ailleurs I'intégration de deux équations différentielles
du premier ordre et du premier degré ou, ce qui revient an méme,
eelle d’'une équation du premier ordre et du second degré.

Toutes les surfaces réglées engendrées par des drou(:a de la con-
gruence el contenant la droite (d) seront tangentes les unes anx
autres aux deux points focaux M et M'. Il faut cependant faire une
remarque particuliére relativement aux deux développables qui
admettent (d) pour génératrice. Celle, par exemple, qui a son aréte
de rebroussement passant en M et située sur la premiére nappe de
la surface focale, admet en M, et par conséquent en tous les
autres points de (d), le plan tangent en M’ & seconde nappe de la
surfaee focale. Ce plan n’est pas, il est vrai, tangenten M & la pre-
miére nappe; mais cette exception au théoréme général, qui se
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présenterait aussi pour les congruences les plus générales, dispa-
rait s1 I'on remarque que l'aréte de rebroussement d’une surface
développable est une ligne multiple en tous les points de laquelle
le plan tangent doit étre regardé comme indéterminé.

319. Désignons par les lettres (C), (C) les arétes de rebrous-
sement, situées respectivement sur la premiére et la seconde
nappe, des deux séries de -développables que nous venons de dé-
finir. Les premiéres développables, ayant pour arétes de rebrous-
sement les courbes (C), touchent la seconde nappe suivant des
courbes (D). Les secondes, ayant pour arétes de rebroussement
les courbes (C'), touchent de méme la premiére nappe suivant des
courbes (D). Il y a une relation géométrique A peu prés évidente,
mais trés essentielle, entre les deux familles de courbes tracées
sur la méme nappe (G) et (D) ou (C') et (1'). Les tangentes aux
différentes courbes (C) aux points ot ces courbes rencontrent une
méme courbe (D) engendrent, par hypothése, une surface déve-
loppable ayant son aréte de rebroussement sur la seconde nappe.
Donc les courbes (C) et (D) forment un systéme conjugué sur la
premiére nappe; et, de méme, les courbes (C') et (D) forment
un systéme conjugué sur la scconde nappe. Ainsi :

‘Sur chaque nappe de la surface focale, les courbes corres-
pondantes aux deux séries de développables forment un sys-
teme conjugué. Les unes sont les arétes de rebroussement de
Uune des deux familles de développables; les autres sont les
courbes de contact des développables de Uautre série.

320. L’étude détaillée des relations précédentes est trés féconde
1

en conséquences et elle permet de résoudre différentes questions.

Proposons-nous, par exemple, le probléme suivant :

On considére sur une surface (S) une famille de courbes (C).
Les tangentes a ces courbes forment une congruence dans
laquelle on connait déja une des deux familles de dévelop-
pables, celles qui sont engendrées par les tangentes aux
diverses courbes (C). On propose de définir les déceloppables
de Uautre famille.
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11 est clair, d’aprés ce qui précéde, quil faudra associer aux
courbes (C) leurs conjuguées (D) sur (X). Les tangentes aux
courbes (C) en tous les points d'une courbe (D) engendreront les
développables de la seconde famille. La détermination de ces dé-
veloppables exigera 'intégration d’une équation du premier ordre
et du premier degré, celle des courbes (D).

La construction précédente montre immédiatement que, si les
courbes (C) sont des lignes asymptotiques, et seulement dans ce
cas, elles coincident avec les courbes (D). Ainsi les congruences
dans lesquelles les deux points focaux sont constamment con-
fondus, les deux nappes de la surface focale se réduisant & une
seule (¥), sont formées de I'un des deux systémes de tangentes
asymptotiques de (X). Ce résultal est en parfait accord avec celut
qui a été démontré au n® 316.

321. Les propositions précédentes subissent des modifications
qu'il est aisé de prévoir dans le cas ou 'une ou I'autre des deux
nappes de la surface focale se réduit a une courbe. Alors les dé-
veloppables qui avaient leur aréte de rebroussement sur cette
nappe se réduisent aux cones engendrés par les droites de la con-
gruence qui coupent en un méme point la courbe i laquelle se
réduit la nappe considérée.

Proposons-nous de déterminer, dans ce cas spécial, la seconde
famille de développables de la congruence. Donnons-nous les
équations de la courbe focale sous la forme

les équations qui déterminent une droite de la congruence seront
de la forme

\ ,‘rf)_lizv__:,_ \'__]':y.(Z——S),

X, Y, Z étant les coordonnées variables et i une fonction de % et
de s déterminée par la définition de la congruence. Pour obtenir
les développables, nous exprimerons que la droite représentée par
les équations précédentes est rencontrée par une droite infiniment
voisine de la congruence; c’est-a-dire que nous associerons aux
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deux équations précédentes les suivantes

dr + dh(Z —35) —Ads — o,
dy — dyp(L — 3) — nds = o,

que Yon obtient en faisant varier infiniment peu % et 5. Si nous
éliminons Z — 3, nous obtiendrons I'équation différentielle
(dx — 1 ds)dp — (dy — nds)d) = o,
dont lintégration fera connaitre les développables de la con-
gruence. On apercoit immédiatement une premiére solution
dirse=tdlya=e s =0
elle correspond au edne formé par toutes les droites de la con-

gruence qui passent au méme point de la courbe focale. Si nous
¢cartons cette solution évidente, et déja signalée, et si nous rem-

o au L 3
S ds+ T:I—d)\, nous serons conduils &
gt oA

équation différentielle du premier degré

placons du. par sa valeur

dh

05

RO
‘ Q=25
(10) [N

. ;. o’
oy e Yy

dont I'intégration parait impossible dans le cas général.

Si I'on suppose que toutes les droites de la congruence qui
passent au méme point de la ecourbe focale y forment un plan, la
seconde nappe de la surface focale sera évidemment la dévelop-
pable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, la relation entre p,

A, 5 prendra la forme
w=Ak-+ B,

A et B élant des fonctions de 3, ct 'équation (10) se réduira a la

suivante
dh (=) AX =B
BN TR LT

qut est une équation de Riccati. Ainsi :

La détermination de toutes les courbes, tracées sur une dé-
veloppable (A), dont les tangentes vont rencontrer une courbe
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donnée quelconque (K), dépend de I’intégration d’une équation
de Riccatt.

Par conséquent, elle pourra étre effectuée (n** 16 et 17) par
3 — n quadratures, dés que I'on connaitra n courbes particuliéres
donnant une solution du probléme. Le lecteur fera de lui-méme
l'application au cas ot la développable (1) est I'enveloppe des
plans normaux ala courbe (R). Les courbes cherchées deviennent
alors les développées de (R); on peut d’ailleurs obtenir deux de
ces courbes sans aucune intégration : ce sont les aréles de re-
broussement des deux nappes de la développable circonscrite a la
courbe (R) et au cercle de I'infini. Par suite, les développées les
plus générales peuvent se déterminer par une simple quadraiure,
ce qui est conforme aux résultats du n° 12 [I, p. 18].

Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une
courbe plane dont les tangentes rencontrent (R); on connaitra
donc une solution du probléme et, par suite, on obtiendra I'in-
tégrale générale au moyen de deux quadratures.

Si, la courbe (R) étant quelconque, la développable (A) est un
cone de sommet A, on connaitra aussi unc solution particuliére
fournie par le cone de sommet A, contenant la courbe (R). Ainsi
on peut déterminer anu moyen de deux quadratures seulement les
courbes, tracées sur un cone quelconque, dont les tangentes vont
rencontrer une courbe tout a fait arbitraire.

L’équation (10) permet de reconnaitre les cas dans lesquels les
deux points focaux de chaque droite de la congruence sont con-
fondus; pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que Péquation
se réduise a .

ds = o,
c’est-a-dire que 'on ait

En intégrant, on a
p—r = h(h—3z'),

e étant une fonction de 5. L'interprétation géométrique de ce ré-
sullat conduit au théoréme suivant, compris d’ailleurs comme cas
particulier dans celui qui a été établi au n® 317.

Les droites qui rencontrent une courbe (C) et font partie
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d’une congruence r’ont leurs deux points focaux confondus
que dans le cas o toutes celles qui passent en un point de (C)
y engendrent un plan tangent ¢ (C).

322. Telles sont les propriétés les plus simples des systémes
de rayons rectilignes. On voit que, si un tel systéme est défini, il
sera toujours possible d’obtenir par des calculs algébriques I'équa-
tion de la surface focale; mais la détermination des deux famlles
de développables dans lesquelles on peut distribuer toutes les
droites exigera, en général, I'intégration de deux équations diffé-
rentielles. L'intégration de ces équations différenticlles entrainera
la connaissance d’un systtme conjugué sur chacune des nappes
de la surface focale.

Réciproquement, toutes les fois que 'on connaitra sur une sur-
face (¥) un systéme formé de deux familles de courbes conjuguées
(C)et (D), on en déduira deux systémes différents de rayons rec-
tilignes pour lesquels on connaitra les deux séries de dévelop-
pables. Considérons en effet les tangentes & toutes les courbes de
I'une des familles, aux courbes (C) par exemple. Elles formeront
une congruence pour laquelle les deux séries de développables
seront connues : les unes seront formées par les tangentes en tous
les points d’une méme courbe (C), les autres par les tangentes
aux différentes courbes (C) aux points ot elies sont coupées par
une méme courbe (D) de la seconde famille. De la résulte cette
nouvelle propriété :

_ Toutes les fois que l’on connaitra un systéme conjugué sur
une surface (X), on pourra obtenir une suite, en général illi-
mitée, de surfaces sur lesquelles on connatira également un
systéme conjugué.

Conservons en effct les notations précédentes et soient (C) el
(D) les deux séries de courbes conjuguées tracées sur (). Les
tangentes aux courbes (C) forment une congruence dont la sur-
face focale se compose de (Z) et d’une autre surface (¥,) qui, en
général, ne se réduit ni & une courbe ni a une surface dévelop-
pable. Aux courbes (C) et (D) de (X) correspondent des courbes
(Dy) et (Gy) de (2y) formant sur cette surface un réseau conjugué;
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et les droites de la congruence considérée sont tangentes aux
courbes (C,). Construisons maintenant les tangentes aux courbes
(Dy) de (£,); elles touchent en méme temps que (X,) une autre
surface (Z;) dont la relation & (¥,) sera la méme que celle de (¥,)
a (X). On pourra continuer indéfiniment ces opérations tant que
'on ne parviendra pas a une surface qui dégénére en une courbe
ou en une développable, et I'on obtiendra ainsi une snite de

surfaces
(S)ﬂ El)’ (22)’ (S‘i)‘ “.

que I’on pourra, en général, prolonger indéfiniment.

Revenons maintenant & la surface (T). Si, au lieu des tangentes
aux courbes (C), on méne les tangentes aux courbes (D), en
opérant comme nous venons de I'indiquer, on obtiendra une série

de surfaces
OB £ 5D, (Bi)ie- - -

qui ne se terminera pas, en général. Si 'on réunit les deux séries
pour en former une suite unique

: (BLa)y (BL,), (B) (3); (B ---,

chacune des surfaces obtenues se déduira de la suivante ou de la
précédente par une construction uniforme, et I’on connaitra sur
chacune d'entre elles un systéme conjugué correspondant au
systéme primitif de (X): ‘

Ainsi, toutes les fois que I'on aura intégré les équations diffé-
ventielles qui déterminent les développables formées avec les
droites d’une congruence donnée, laméthode précédente fournira
une série de congruences nouvelles dont les développables se dé-
termineront sans nouvelle intégration. Ajoutons ménie que, pour
définir toutes ces congruences, il ne sera nullement nécessaire
d’avoir trouvé les développables de la premiére. Car, si M désigne
un point quelconque de la surface (X) et Mt la droite de la con-
gruence tangente en M a (X), on peut toujours construire la tan-
gente conjuguée de cette droite et définir, par conséquent, la con-
gruence nouvelle qui doit succéder a la précédente.

323. Nous allons chercher la traduction analstique des opéra-
tions géométriques qui précédent. Pour cela nous emploierons
D.— II. 2
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les coordonnées homogénes; nous désignerons par z, ¥, 3, ¢ les
coordonnées d’un point quelconque de () et nous prendrons
pour variables indépendantes les paramétres p, p, des deux
familles de courbes conjuguées (C) et (D). Nous savons (n° 98),
[1, p. 122] que x, y, 5, ¢t sont quatre solutions particuliéres
d’une équation linéaire de la forme

026 09 7]
(11) (—)5—09—1+ad—§+b(¥1+00=0.

Considérons la congruence formée par les tangentes aux courbes
(C); ces tangentes 4 (T) vont toucher une autre surface (Z,) qu’il
s'agit de définir analytiquement. Pour cela nous prendrons un
point quelconque M(x, y, 5, t) sar (X). Il passe en ce point une
courbe (C); on définira un point quelconque P de la droite M¢
tangente en M a cette courbe par les formules

(12) X:)\x—i—g%, Y:ly—%—%, Zr:)\z—:—(—;){i; T=)nt+d()—;l,
ou L désigne une arbitraire dont la variation donnerait tous les
points de cette tangente. Pour déterminer 7, il faat exprimer que
le point P déerit une courbe tangente a la droite M ¢ sur laquelle il
se trouve, quand le point M se déplace sur la courbe (D), c’est-
a-dire lorsque le paramétre g varie seul. Cette condition se traduit
par des ¢quations telles que les suivantes

oX or Y oy
(13) E“PT—F(]F’ g-p}—»—qa, cees

IJl

ot p et ¢ sont des indéterminées pouvant recevoir des valeurs
quelconques. Considérons seulement I’équation relative 3 X et

oX < . Sy .
remplacons-y -~ par sa valeur tirée de la premiére équation (12) :
v

nous aurons

LTy AR e
dp ds 0;091——17 ¥ QCE’

: N0, o 1 . .
ou, en substituant a Tl valeur tirée de I’équation (1),
2 1

b

Cette équation doit subsister quand on y remplace 2 par y, 3,
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¢; elle doit donc étre vérifiée identiquement (n° 99), ce qui donne

Il
|
|
o

A=, g=—29, p

Les formules (12) et (13) se transforment donc dans les sui-
vantes

(14) X= i)—'2--&—-(1"1‘, 0N
d;x
= oX oa or
(l)) bT;—(a;—C)a‘—bay srphe by

ol tout est connu et qui définissent complétement la nouvelle
surface (X,). Pour obtenir (X_;), il suffirait d’échanger les deux
variables 5 et 3,.

32%. Supposons, par exemple, que les coordonnées z, y, =, ¢
soient données par les formules

{ =AM —ay"(z—a),
Wr=BIpse bym (e — 0)n.

5= C(p— e)(zi— o),
( t=D(z—d)y(p1— d).

(16)

ol a, b, ¢, d désignent maintenant des constantes quelconques,
ct qui ont été déja employées aun® 12 [1, p. 142]; z, », 5, ¢ sont
des solutions particuliéres de ’équation aux dérivées partielles

RISy Logs o B, L
K 21 0‘50.21 w2 (); ()I;l = 0.

Pour définir la surface dérivée, on emploiera les formules (14)
qui nous donnent ici

. n(s —a) ) niec — b

Pt AR iy e

(z1—a)(p—p1) (fr—) (2 —p1)°

On peut multiplier les quatre coordonnées homogeénes par le

REE
n

facteur

; ce qui conduit aux formules définitives

‘X = ‘\(‘3 __a')m+1 (Pl e (l‘)n—l_
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Ce sont les équations primitives dans lesquelles m, n sont rem-
placés respectivement par m --1, n — 1. En poursuivant 'appli-
cation de la méthode, on obtiendra pour la surface (Z;) le systéme

=P o = o
\ Y; = B(p — b)n+i(py — D),
Z; = C(p—c)m+i(pr— e)ri,

( T: = D(p — dy*+i(ps — d)*=,

(18)

qui convient, on s’en assure.aisément, a toules les valeurs entiéres,
tant positives que négatives, de . La suite obtenue sera illimitée
dans les deux sens toutes les fois que les nombres m et n ne
seront pas entiers. Mais si n, par exemple, était entier et positif,
la surface (£,) se réduirait & une courbe, etl'application de la mé-
thode serait arrétée a partir de (Z,).

325. Revenons aux formules générales (14) et (15); les coor-
données x, y, 5, ¢ d’un point de la surface primitive (Z) sont des
solutions particulieres de I’équation (11): cherchons 'équation de
méme forme a laquelle satisfont les coordonnées X, Y, Z, T d'un
point de la surface (3,). La formule (14) nous montre qu’il faudra
faire la substitution

d0

(19) G:a0+0_pl'

L’¢quation (11) peut étre mise sous la forme

0 d0 20 Jda

AR R G
on a done

Js Ja d0
Ce3 N 0
et cette formule est d’ailleurs identique a I'équation (15) que nous
aurions pu poser @ priori. Pour obtenir I'équation a laquelle
satisfait &, il faudra éliminer § entre les équations (19) et (20).
Supposons d’abord que la quantité

(21) h_—:o—‘—z—a—ab-—c

do

soit nulle : alors il sera impossible de résoudre les équations (19 )
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. . 09 > e . . 2
et (20) par rapport a feta Eaoron les ajoate, aprés avoir

multiplié la premiére par &, on aura

<«

+—bs=o.

Qfl (%
O

La solution générale de cette équation du premier ordre est de
la forme

e—f”’l? ?(;1)’

 désignant une fonction arbitraire de g,. Comme X, Y, Z, T sont
des valeurs particuliéres de =, on voit que les rapports mutuels de
ces quantités seront des fonctions de g,; et, par suite, lasurface (X,)
se réduira a une courbe.

Supposons maintenant que la fonction % ne soit pas nulle. Des

équations (19) et (20) on pourra déduire les valeurs de 8, —,

qui seront

(22) /10:1)3-;—3—?1
29 oa 03
N -
: o0 . )
en égalant la valeur de —— fournie par la seconde formule a
21

celle que 'on obtient par la différentiation de la premiére, on
trouvera pour s I'équation

‘ﬂ_l_( _dlogh)c}z
(26) ) 9203 dzy ] 97
' +bd—7-x—(c—d—a+%—-bdlngll)s:n.
024 dp e 931

Telle est ’équation a laquelle satisferont les coordonnées X, Y,
Z, T d’un point quelconque de (Z,).

Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement géomé-
trique, 2 une méthode de transformation des équations linéaires
aux dérivées partielles. Cette méthode, trés importante, est due a
Laplace qui I'a développée dans les Mémoires de I’ Académie des
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Sciences pour 1773 (*). Comme elle joue un réle fondamental
dans I’étude d’un grand nombre de questions géométriques, nous
allons I'exposer, dans le Chapitre suivant, avec tous les dévelop-
pements qu’elle comporte.

(') Recherches sur le Calcul intégral auvzx differences partielles, par M. DE
LA PLACE. Meémoires de Mathématique et de Physique de l’Acadeémie des
Sciences pour 1773, p. 341-403. Imprimé en 1777.
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CHAPITRE 1L

LA METHODE DE LAPLACE.

Les deux cas d’'intégrabilité immédiate. — Définition des invariants & et k; leurs
propriétés. — Formes réduites. — Equations a invariants égaux. — Méthode
de Laplace; premiére substitution, les invariants de l’équation transformée;
deuxiéme substitution. — Définition de la suite de Laplace, expression de = en
fonction de 5,. — Suites périodiques. — Forme générale de la valeur de s
lorsqu'une des équations de la suite a un de ses invariants nul et peut étre
intégrée. — Proposition réciproque. — Détermination de toutes les équations
pour lesquelles la suite de Laplace est limitée d’un seul coté. — Recherche
des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. — Pre-
miére solution; théoréme fondamental. — Deuxiéme solution; vérification di-
recte du résultat. — Etude des expressions auxquelles on est conduit. — Rappel
des recherches de M. Moutard.

326. Considérons I’équation linéaire aux dérivées partielles

03 Js Js
(1) —gd_;——r(lzﬁ+bo§+c"—o’

v

ol a, b, ¢ désignent des fonctions quelconques de x et de y; elle
peut étre mise sous 'une ou I'autre des deux formes suivantes:

ds Js da

(Q_' +as>4—b;—:—(e—a):=u,
(d_s_._b:,)._ad_:' _:_<c_()b>;:o_

)y \dr o s 2

Introduisons les deux fonctions % et & définies par les relations

(2)

—

0
or
)
oy

e \/I:&—ab—(‘.
- o
{ /.:(—b—_—i—ab—-r.

Si & est nulle, la premiére des équations (2) peut se mettre
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sous la forme
0 [03 \ 0z
— ==~ O| —+as) =
0.27(0.}/_7—“2)—*— )(dy (l) 0

et, par suite, la délermination compléte de toutes les intégrales
ive des deux

de I'équation (1) se raméne a I'intégration successive

équations du premier ordre

05
/ ‘ 01‘1 + bz = o,
(4) e
oy L3 = 3y,

intégration qui n’exige que des quadratures.
De méme, si k est nulle, la seconde des équations (2) prend la

forme
0 /03 03
a‘—y<—;+[)~> <0 +b>—0,

et 'on pourra remplgcel‘ I'équation proposée par le systéme

suivant

(5) ‘
| =

tout & fait semblable au systéme (4).

327. Supposons maintenant que /. et & ne soient pas nulles
nous allons montrer que ces fonctions jouissent de propriétés d'in-
variance, qui ont une grande importance dans I’étude de I'équation
proposee nous cnwsagerons successivement les substitutions

qui ne changent évidemment pas la forme de I’équation proposée.

Faisons d’abord
(6)

A ¢élant une fonction quelconque de x et de y. L'équation en =

S = )\z',
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sera
25 dlog)\ o35’ dlogl\ o5
«’ﬁ-_}f+(a+.d_;' )(E—!—(l)—e— o ) oy
) ] ) / dlog) dlogd | 1 02X\
t A gy e o *iaroy)”:"

On calcule sans difficulté les nouvelles valeurs des fonctions /4
et k : on trouve ainsi que ces fonctions n’ont pas changé.
Effectuons maintenant la substitution

z=9("), y=4¥)
L’équation (1) deviendra

e R s Y T e
m)—,'fa-!(.) )dx,*b:'(l‘)d),,+C—:(1').4(.}’)~'—°-

Les nouvelles valeurs 2/, &’ de & et de & seront

{ ' = hel(x)¥ (),

®) | ¥ =ko'(2)¥ (')

Enfin la substitution

’

.'Zr:_y', =

échangera les valeurs de /4 et de 4.
Toutes ces propriétés justifient le nom d'invariants que nous
donnerons a % et 4.

328. Lorsqu’on remplace s par %3, on a, nous I'avons vu, une
équation de méme forme

25 05 03
e S e s (S e T

omdy. - 5 dm 9y

ou a', U/, ¢ ont les valeurs suivantes :

S dlogh
g E | ()‘y ,
. dlog)
(9) e 1
Ny dlogh bdlogl gt 02
STy g | T ay  koxoy’

et qui admet encore les invariants /2 et &. On pourra toujours
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déterminer la fonction ), de telle maniére que l'on ait
(10) a'b'—c =o.

En effet, en remplacant ¢/, ¢/, ¢’ par leurs valeurs, nous obtien-
drons I’équation

(11) J/—:—.al)—-c,
qui fera connaitre logA par une double quadrature. Nous appelle-
rons équations réduites toutes celles dans lesquelles la rela-
tion (10) sera satisfaite. Il y a une infinité de formes réduites
correspondantes 4 une équation donnée. Pour supprimer cet
inconvénient, nous conviendrons de faire la quadrature double
indiquée par la formule (11) de telle maniére que a' s'annule
pour x =1z, quel que soil y, que &' s’annule pour y = y,,
quel que soit z. Ces conditions détermineront parfaitement les
deux fonctions arbitraires introduites par l'intégration de I'équa-
tion (11).

La forme réduite ainsi définie peut se calculer exelusivement
au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de &
et de £,

@b =c,
% =T/ %‘ =R/
ox ady
et, par conséquent,
x Y
(12) a’:/ hds, b= f kdy, ~e=da¥.
~xo )

Il suit de la que dewx équations linéaires ayant les mémes
(nvariants peuvent toujours se ramener l'une a Uautre par la
substitution

5= 213"

. | 5 5 dlogh
Les formules d’identification (9) donneront d’ailleurs bt it

dr
dlogh , 5 Qliaia
e et, par conséquent, A sera déterminé & un facteur constant

prés.

329. On peut encore adopter d’autres formes réduites pour
I'équation proposée. Les formules (g) montrent immédiatement
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que I'on pourra, par exemple, disposer de ) de telle maniére que
@ s’annule identiquement et que ' s’annule pour y = . Alors

on aura
h:‘—’i—i—a'b'—c’z—c', 3
dr
R e ISt
lx—-;}*f—r‘ab—('—b}—_—c

et, par suite,

.v
c'=-—h, (= [ (k—h)dy, =0
, Yo
La forme réduite serait donc

(13) 2% & fy(ﬁ—l et Gl S U
13 3oy & 1) dy @-—LU—O.

Il est clair que I'on pourrait, par I'échange de x et de y, obtenir
la forme analogne

P , T Igap
(Li.) d.l‘d_}’TI:,,[; (/z-——:()dr];;——/..._o,
; Js' 2 =~ TR
ou le terme en = disparu. On reconnait ainsi que, dans le cas

ou les invariants sont égaux et dans ce cas seulement, on peut
ramener I'équation proposée a la forme
d%s d
az,‘—d_}: = AS.
330. Aprés ces remarques et ces définitions préliminaires, nous
allons exposer la méthode de Laplace.
Supposons que les invariants . et & ne soient pas nuls. Nous
pourrons substituer i 'équation proposée (1) deux équations de
méme forme dont I'intégration entrainera celle de I'éqnation (1).

Faisons d’abord la substitution définie par la formule
Js

(13) 5= ~— +—as.

9y
L’équation proposée pourra s’écrire

93
(16) Fj—‘—b:l:lz:.
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L’élimination de 5 entre ces deux équations conduit, nous
I’'avons vu, a 'équation nouvelle

0251 051 051 LY
(17) '5;55,"'“15;—*‘51?—%61&—0,
ou l'on a
~ dlogh da  db dlogh
(18) a) = a— —(’5’-—7 /)1——-[), Cl_(,—ﬁ_{_(_)}_’_ 0)’ %

Les nouvelles valeurs des invariants seront

2?2 logh
dz dy

s h=9h —k—
(19)

( ky = /.

Elles s’expriment, comme il fallait s’y attendre, uniquement en
fonction des invariants de Péquation donnée.
Effectuons de méme la substitution

i 03
(20) ;_lzﬁ—f—bz;
nous aurons
05_
(21) /c;=~:)5;1 -+ @3-y,

et nous serons conduits pour z_, & Péquation

) 0254 034 034 SE_) o
() W = @ W Cis b_1 '—0‘}/— +¢c-1 85— =0,

avec les valeurs suivantes des coefficients

dloghk b da ologhk

(235 AR =S (= ()2 vepd (7_,:(,-——0.—},-;-07—(;T

Les valeurs correspondantes des invariants seront

( /L-1 = /{,
(24) 02 loghk

E/f_i—':'zlf—-k—‘w‘

Ainsi, par les deux substitutions indiquées, on déduit de I'équa-
tion proposée, que nous désignerons par la lettre (E), deux équa-
tions nouvelles (E;) et (E_,). On peut évidemment appliquer la
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méme méthode a ces deux équations; mais il importe de remar-
quer qu'elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour cha-
cune d’elles. La formule (21), mise sous la forme
0354
Eni— —5‘}’— @151,
nous montre que la premiére des deux substitutions appliquée a
Iéquation (E_,) nous raménerait a I'équation proposée dans
q 1 p

laquelle s serait remplacée par %, et la formule (16) montre de

méme que la deuxiéme substitution, appliquée a (E,), nous ra-
ménerait 4 1'équation proposée dans laquelle s serait remplacée
par 7

Si donc on regarde comme équivalentes deux équations qui
se raménent I'une a l'autre par le changement de 5 en A5 et qui
ont, par conséquent, la méme réduite et les mémes invariants, on

voit que les substitutions de Laplace appliquées successivement
nous donneront seulement une suite linéaire d’équations

ey GBS0 T (Y, (B )y (B, ..

aindices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (E;) se
déduira de I'équation (E;_,) par la premiére substitution et de
I'équation (E;,) par la deuxi¢me. Si 'on remplace partout, pour
éviter toute confusion, les variables x ety par 5 et p,, et si l'on se
reporte a l'interprétation géométrique de la méthode de Laplace
donnée au Chapitre précédent, on reconnaitra que, (E) étant
I'équation relative au systéme conjugué tracé sur la surface (),
(E;) sera I'équation relative au systéme conjugué tracé sur la sur-
face (%;).

331. Les invariants des équations (E;) se déduisent les uns des
autres par I'emploi répété des formules (19) et (24). On trouve
ainsi
92 log h;

ox dy

2

" 5 ]L,'+1 =‘2/I[—/C[—-
(25) '

U kivy = Ry

Ces formules peuvent étre résolues par rapport a hi et ki et
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elles donnent
hi = kisq,
(26) 02 log kg

ki =2kivy — hivy — 9z oy

On pourra d’aillenrs attribuer a I'indice 7 toutes les valeurs
entiéres, positives ou négatives; on retrouve, par exemple, les
formules (19) et (24) en faisant {=o0 et { = —1. On pourrait
aussi, au lieu de considérer deux séries de quantités /i; ct Ay,
introduire seulement les quantités £;. On aurait alors une suite de
quantités 3

SR o (o Y A Ly,

se déduisant les unes des autres par la formule de récurrence

(27) hivy + Py = 205 — O—Z;lg‘}?f;
et les invariants de I'équation (E;) seraient %; et 2;_,. L'équation
(E) fournira donc les deux termes consécutifs 2 et 2_,; et la
relation précédente permettra de calculer les autres de proche en
proche.

Il est difficile d’obtenir directement l'expression de /A; en
lonction de % et de /i_y. On peut signaler cependant la relation

02 ]ogihl IL,-‘

(28) hivy=hi~h —k— Foye

?

(i s’obtient par la combinaison linéaire des équations (27).

Les formules relatives a la substitution par laquelle on passe de
Uéquation (L;) a Péquation (E) peuvent élre écrites sous une
forme ou ne figurent plus que les invariants des équations inter-
médiaires. Si 'on se reporte, en effet, aux équations (18), on
reconnait que le coefficient b de I'équation linéaire demeure tou-
jours le méme si 'on applique indéfiniment la premiére substitu-
tion. La formule (16) donnera done, en général,

03
e +be;= h;-18:4
otlL
= efbr[x = & d = ef[)rl.r
Si—-1 = [ .

% e
fioy ot
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L’application répétée de cette formule conduit i la suivante

ST TR e e el e L N (P

(29) e h or h, ox y YA dr(‘"ef )’

qui détermine 3 en fonction de 3; et de ses dérivées par rapport i
x prises jusqu’a I'ordre i. En opérant de méme avec la formule (@5),
on obtiendra I’équation

3 — LRy e [0 L SR N Sl T
(30) si—=e hhy... h;_s S Rt 7 o)_(..e ),
qui fait connaitre s; en fonetion de s.

Il existe, évidemment, des formules analogues relatives a Ia
deuxiéme substitution; 1l suffira d’ailleurs, pour les obtenir,
d’échanger, dans les formules précédentes, tout ce qui se rapporte
aux variables z et y.

332. On peut se proposer un grand nombre de questions dif-
férentes au sujet de la suite d’équations linéaires fournie par la
méthode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus
simples dans lesquels la suite sera périodique. Si 'on veut que
toutes les équations de la suite soient identiques, il suffira que
I'équation (E,) soit identique a (E), c’est-a-dire que 'on ait

hy=nh, A=A
Les formules (19) nous donneront alors

B et XXy
9§ oy
En adoptant pour nouvelles variables x, ) des fonctions con-
venablement choisies de x et de »-, on pourra réduire la valeur de
k a l'unité (n° 327). L’équation (E) aura donc pour forme réduite
(n° 329)
s

or oy

On reconnait, en effet, immédiatement que la méthode de La-
place transforme cette équation en elle-méme.
Si 'on veut que les équations (E;) se reproduisent de deux en

I3

deux, il suffira que I’équation (E,) soit identique a 'équation (E).
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c¢’est-a-dire que I'on ait

hy = 1, ky = k.

On est ainsi conduit au systéme

02 logk
2k —ah — SR 4 3 0,
S o2l oey/
2h — ZIA — W = 0,
qui doit déterminer % et £. En ajoutant les deux équations, on
trouve d
2 o hk
EilembApvetl, 3 25T
9 9y

lei encore, en remplagant les variables x, y par des fonctions
nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation précédente
a la forme
hic =13

’,

tout se réduira done a P'intégration de 'équation

d*logh I
().I)C); —2(]1— 7;))

que nous rencontrerons plus tard dans la théorie des surfaces a
courbure constante et dans I'étude d’autres questions de Géo-
métrie. Sil'on pose
h = e("),
elle prend la forme
020

—0(e® 2 -0,
-y 2(e e-9)

31

333. Nous laisserons de ¢oté, pour le moment, I'étude de cette
équation et 'examen des questions analogues que 'on peut se pro-
poser relativement & la suite de Laplace, pour nous attacher sur-
tout au probléme le plus important, et rechercher dans quel cas la
méthode de Laplace peat donner Vintégrale générale de I'équation
linéaire proposée. Cette méthode rameéne I'intégration de I'équa-
tion proposée a celle de 'une queleonque des équations (E;); il
suffira done que I'on sache intégrer 'une de ces équations. Cest

ce qui aura lieu, en particulier, si 'un des dcux invariants %; ou
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ki est nul : il importe seulement de bien définir les conditions
dans lesquelles la méthode réussira.

Supposons d'abord qu’aprés avoir appliqué une ou plusieurs
fois la premiére substitution, on rencontre une équation (E;)
d’indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne
pourra étre que linvariant %;, puisque linvariant %; de cette
équation est égal, d’aprés les formules (25), a invariant /4;_, de
I'équation précédente (E;_,), qui, par hypothése, n’est pas nul.
Ecrivons donc

h; = o.

L’application de la méthode de Laplace sera alors arrétée, et il
sera impossible de former I'équation (Eipr): mais Péquation (Es)
ourra, nous I’avons vu au n° 326, se mettre sous la forme
Y ) )

et L )
(’,; dy_l_ &>E ) = Of ()}’ ol A7 ==

et elle admettra I'intégrale premiére

93; r —fbiu
BN S8R e ke

9y

Y désignant une fonction quelconque de . Une nouvelle inté-
gration donnera la valeur générale de z; qui sera

( 32) e e—fu,»dy (x —j—fY@Iaid)_fb“dI (1_}’) ]

Cette solution est de la forme
(33) ;,-=1(_\'-rj Yedy),

z et 3 étant des fonctions déterminées de z et de y; X et Y dé-
signent les fonctions arbitraires, qui dépendent respectivement de
la seule variable z et de la seule variable ¥
De la valeur de s5; on passera a celle de =. Nous avons vu plus
haut (n° 331) que s sera une fonction linéaire et homogéne de s;
et de ses dérivées par rapport a x jusqu’a l'ordre ¢. La forme
D. — 1L 5
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générale de la valeur de 5 sera donc la suivante

Sz: (X-E—f\'ﬁd)f)

(34) 23 . 08
( —1—A,<X’+fo—xdy>+...+Ai(,\"" +dexi dy),

A, A,, ..., A; désignant des fonctions déterminées de z et de y.
On voit que la fonction arbitraire Y sera engagée en général sous
plusieurs signes d’intégration. Si I'on annule cette fonction, on
obtiendra la solution

(35) ¥t R X A XD,

qui est moins générale, mais ou la fonction arbitraire X est dé-
gagée de tout signe d'intégration.

334. Réciproquement, toutes les fois que 1'équation linéaire
proposée admettra une solution particuliére de la forme précé-
dente, P'application répétée de la méthode de Laplace conduira
certainement, aprés des opérations en nombre au plus égala Z, a
une équation linéaire dont I'invariant / sera nul. Pour démontrer
ce point essentiel, remarquons que, si 'on substitue une expres-
sion de 5 de la forme (35) dans I'équation proposée, elle prend la

forme
R S SO A L, R

Si Péquation doit étre vérifiée, comme nous le supposons,
quelle que soit la fonction arbitraire X, il faudra que H, H,, .. .,
H;,, solent nuls. En effet, si ces expressions n’étaient pas toutes
nulles, il suffirait d’attribuer a  une valeur arbitraire dans I’équa-
tion précédente, pour obtenir une relation linéaire entre la fone-
tion X et ses dérivées : cette fonction ne pourrait donc étre choisie
arbitrairement, ce qui est contraire a I’hypothése.

On calcule aisément les valeurs de H;,, etde H;. On a

0A;
Hi+1 ES 'bj +aAi7
oA ;4 : 02A; 0A; [ 0A; ' ]
IIL = c)_y -4 aAz—l -4~ W a 5; -+ 7 T CAL.
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On voit donc que la fonction A; devra satisfaire a I'équation

0A;

(36) o

“+~aA; =o.

En outre, si I'on égale i zéro la valeur de H; en y remplacant
dA; o . . PE:
—, par sa valeur tirée de I'équation précédente, on trouve
dy 2

0A;_
(37) # +aAi—y = hA;.
Ces points étant établis, appliquons la premiére substitution,
définie par la formule (15). On aura

Il

Sl

—as

A
-

et, en vertu de la relation (36), la valeur de s, ne contiendra plus
les dérivées de X que jusqu’a l'ordre {— 1 au plus. D’ailleurs,
d’aprés la formule (37), le coefficient de X (1) sera — A Il ne
sera donc nul que dans le cas ou I'invariant £ le sera.

Par conséquent, Papplication répétée de la substitution nous
conduira & une équation (E;), d’indice J inférieur a i, pour la-
quelle I'invariant % sera nul; ou bien nous finirons par obtenir
I'équation (E:) admettant une solution de la forme

S5 = AX.

La substitution directe montre alors que, pour cette équation
aussi, Pinvariant % est nul. Donc, dans tous les cas, au bout de i
opérations au plus, la méthode de Laplace conduira ¢ une
équation intégrable.

333. En rapprochant les résultats précédents, on peut parvenir
a une proposition précise; mais il faut que nous présentions au-
paravant quelques remarques sur les expressions de la forme

U=AX + A, X +.. .+ A;X@

qui contiennent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’a un
ordre déterminé.
Il est évident qu’il est toujours possible de remplacer de telles
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expressions par d’autres qui contiennent les dérivées jusqu’a un
ordre plus ¢levé.

Substituons, en effet, a X une expression telle que la suivante

aXy + BX) .. .= AXM,

ot o, 3, ..., A désignent des fonetions données de z ct X, une
fonction arbitraire nouvelle. La fonetion U sous sa nouvelle forme
contiendra les dérivées de X, jusqu’a I'ordre - . Réciproque-
ment, il pourra se faire que le nombre des dérivées puisse étre
diminué dans U par un ehoix eonvenable de la fonction arbitraive.
Par exemple, la fonction

AX+ X))+ B(X'+X")

, \

peut étre ramenée i une forme plus simple, si 'on pose

X+ X'=X,.

Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang i
par rapport a z, lorsque Pordre de la plus haute dérivée de X
qu’elle contient est ¢ et lorsqu’il sera impossible de I'amener &
une forme dans laquelle figureraient un nombre moindre de dé-
rivées de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas a 1ndi-
quer ici comment on reconnait, d’'une manié¢re générale, si une
fonction U est écrite sous sa forme la plus simple. Cette question,
qu'il est aisé de résoudre, ne se présentera pas dans la théorie
(ui nous occupe.

Nous avons vu que, si I'équation (E;) est la premiére pour la-
quelle l'invariant % devienne nul, il existera une solution de
I'équation proposée contenant une fonetion arbitraire de X et ses
dérivées jusqu’a l'ordre i. Je dis que cetie solution est irréduc-
tible quant au nombre des dérivées et que son rang est bien
{ -+ 1. En d’autres termes, il sera impossible de 'exprimer, ou
méme de trouver toute autre solution de I'équation, sous une
autre forme contenant une fonction arbitraire de x et ses dérivées
jusqu’d I'ordre { — . En effet, si cela était possible, il y aurait,
en vertu de la réciproque déja établie, une équation (E;) d’ordre
au plus égal & — . et, par conséquent, certainement inféricur &
¢ pour laquelle I'invariant / serait nul; ce qui est contraire a I’hy-
pothese.
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Il résulte de la évidemment que, lorsque la premiére équation
pour laquelle I'invariant % s’annule est (E;), toute équation
(Ei_x) d’tndice positif ow négatif admettra une solution de
rang k -1 par rapport ¢ x.

Les résultats précédents s'appliquent sans modification lors-
qu'on emploie la deuxiéme substitution; le mode de formation
des équations d'indice négatif (E_,), (E_,), ... se raméne en
effet & celui des équations a indice positif par I'échange de x et
de . On voit donc que la suite des équations d'indice négatif
cessera d’étre illimitée et se terminera & une équation (E_;) pour
laquelle I'invariant £ sera nul toutes les fois que Péquation linéaire
proposée admettra une intégrale particuliére

5=BY+ B Y+...+B;Y",

de rang j 4 1 par rapport a y, et vice versa.

336. Les développements précédents permettent de former trés
aisément les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut
fournir l'intégrale générale. Supposons, par exemple, que l'on
veuille obtenir toutes les équations admettant une solution de
rang ¢ -1 par rapport a z, c’est-a-dire pour lesquelles la suite
des équations d'indice positif se termine a (E;). On choisira arbi-
trairement a; et b;; I'équation

/I,-: —+a,~b,~—c,~=o

déterminera ensuite ¢;. La valeur de l'intégrale générale sera
donnée par la formule (32); les relations (26) feront ensuite
connaitre de proche en proche les invariants % et & des équations
(Eisi), -.., (E). D’aprés 'application répétée de deux des for-
mules (18), on aura

‘ W= bl‘»

38 ‘ 9 v
e ? a=a;+ —log(hhy... hiy).

ay

La valeur connue de I'un des invariants % ou A permettra ensuite
de calculer ¢. On aura, par exemple,

(39) k:g—-l;,i—k—ab,-——c.
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On pourra méme obtenir, sous forme développée, la valeur gé-
nérale de 5. Il suffira d’employer la formule (29), ce qui donnera

7 _f[, dx ! () 1 () b
(40) T h dx hy ox /L, 1 oz e d‘y

Si on laisse de c6té Vintégrale e=fbidr qui représente le facteur
arbitraire par lequel on peut multiplier sz, cette formule ne con-
tient que les invariants et la fonction 4 dont la valeur est

(7 bidx—fa;d
(41) 0 = eftutafaty

et qui peut, elle-méme, étre regardée comme un invariant; car
on a
?logh  db;  da;
dxrdy — dy  ox

=ki— hi= hjy.

L’application de la seconde formule (38) nous fournit encore
la valeur suivante de 9

(42) D 7 EL 5 SR SN

et cette relation permettra de calculer § quand 1’(’*qnati0n sera
donnée. Pour obtenir la partie de l'intégrale générale qui dépend
de X, il suffira de remplacer Y par zéro. '

337. Il n’y a donc, on le voit, aucune difficulté & former l'en-
semble des équations linéaires dont la méthode de Laplace fournit
I'intégrale générale, aprés des opérations dont on peut fixer le
nombre & I'avance. Proposons-nous maintenant de déterminer,
parmi toutes ces équations, celles pour lesquelles la suite de
Laplace se termine dans les deux sens et qui admettent, par con-
séquent, une solution générale de la forme

s=AX + A X+ + AXY - BY ...+ B; YV,

entiérement débarrassée de tout signe d’intégration.

L’expression précédente est de rang ¢+ 1 par rapport a z et
de rang j -1 par rapport 4 y. La somme ¢+ ; sera appelée le
nombre caractéristique de U'équation. Il est aisé de voir qu'il ne
change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si
I'on passe de I'équation (E) a (Ez), par exemple, le nombre ¢ aura
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diminué de % unités, mais le nombre j aura augmenté de la méme
quantité (n° 333); la somme de ces deux nombres n’aura donc pas
changé. D’aprés cela, si I'on considére I'équation (E;) de rang ¢,
pour laquelle I'invariant / est nul et qui est de la forme

d [ds; 9s; A
= (6’1 +a[51> —v—b,(aj +ai:-,') — o)

tout se réduira a exprimer qu’elle admet une solution de rang 1
par rapport a x et de rang { -+ j +1 par rapport a y. Posons,
pour abréger, n = i+ et faisons la substitution

S = ee‘f"""",

Péquation se raménera & la forme

p . CATA, B
(43) 5;(;5,)_0,

a désignant une fonction de x et de y. En intégrant, on aura

. d9 . . :
) =Vs 0=[aNidr+X,
Y, désignant une fonction arbitraire de ) et X une fonction arbi-
traire de . La question a résoudre sera ramenée a la suivante :

Exprimer que Uéquation (44) admet une solution de la
Jorme

(45) 0=X+BY+B,Y +...+ B, Y,
o B, By, ..., B, sont des fonctions déterminées de x et de y

et X, Y des fonctions arbitraires de x et de y respectivement.

En substituant 'expression précédente dans I’équation (44) et
en donnant 4 x une valeur numérique quelconque, on reconnait
immédiatement que les deux fonctions arbitraires Y et Y, doivent
étre liées I'une a I'autre par une relation de la forme

(46) Vi =y A T W (LN

Ay iy -« -y My désignant des fonctions de y parfaitement déter-
minées. Si I'on remplace § et Y, par leurs valeurs dans l'équation
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(44), on devra donc avoir
(47) %/(BY By Y e B Y)Y = (MY e Ay Vs s oo Ry YD),

et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que les coefficients de Y et
des dérivées Y soient égaux dans les deux membres. En égalant
ces coefficients, on obtient ainsi le systéme

oB it )
07 = al,
0B, )
) Dy’ N = %Ag,
LUl L L R L ST :
0B
OLIE By =,
4
o — Oﬁ)\n-H

L’¢limination des quantités B montre que o devra satisfaire a
I'équation

on+

9 2 1
(49) 2k — @(axl) S )‘72 (ahg) —. . o (— ()41 i (ahust) = 0,

(¢

qui est linéaire et d’ordre 27 -1 par rapport a z, tous les coeffi-
cients étant des fonctions de ¥. On aura ensuite les valeurs

{ M7= S

)
Bu = 0()\,1 =y 5(;’(1)\114.1)7

on A
—/(1)\2) ... (—])nW(a)‘n-ﬂ )y

qui permettront d’écrire I'expression de f.

D’aprés la méthode précédente, on voit que, pour résoudre
complétement le probléme proposé, il suffira de choisir arbitraire-
ment 7 - 2 fonctions de ¥ X, Ay, ..., huyy, d'intégrer ensuite
I'équation linéaire du n + 1i*me gpdre 4 une seule variable indé-
pendante (49), ce qui donnera o et permettra de former P'équation
(E;). Les formules (48) et (45) donneront ensuite 'intégrale gé-
nérale de cette équation, et Papplication répétée des substitutions
de Laplace permettra de former par voie de récurrence I'équation
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(E), ainsi que son intégrale générale. Mais cette solution, qui se
yrésente ainsi de prime abord, peut étre notablement simplifiée et
I P » P I
perfectionnée.

338. 1l faut d’abord lever une objection qui se présente immé-
diatement. L’expression obtenue pour lintégrale générale sera-
t-elle irréductible quant au nombre des dérivées de la fonction
arbitraire Y, et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de
la fonction Y, réduire ces dérivées 2 un moindre nombre? Il est
aisé de reconnaitre que cela aura lieu dans certains cas et de
donner un caractére précis permettant de distinguer les valeurs
de o pour lesquelles Vintégrale géﬁéra]e sera bien réellement de
rang n -+ 1 par rapport a y.

Nous rappellerons d’abord une identité empruntée aux deux
théories voisines de I'équation adjointe et des conditions d’inté-
grabilité des expressions différentielles. Si I'on définit les fonc-

tions nouvelles de ¥, », i, ..., wayy par l'identité
5 wow - wy o — e’ L g, e
(51) e o3> £ ogn+t
( = wh — W((ol‘;)-—i— - (whs) —. ..+ (—1)r+l P (0hntr),

ol o désigne une fonction de forme quelconque, on aura aussi

‘ o+ 2o 4 k" .. Ay 01
(20 = ] o2
l SIS ()_Y(m:‘ll)—:_ PTE] (@ 3) =coa== ==y oy (0rn+y)t

et, par conséquent, les fonctions % pourront s’exprimer au moyen
des fonetions w. On aura, par exemple,

r n+1

j A=p— pal —l.—...—:—(—l\"“o 2
(33) L s i et

( dpr={(—1)" ppiy.

Ainsi, les fonctions u pourront étre choisies arbitrairement ; on
en déduira ensuite les fonetions X par I'emploi de I'identité (52).

Ces points étant rappelés, si I'on se reporte a 'équation (49), on
voit qu’elle prend la forme

(54) po 4+ o ..+ gt = o,
T
. ~
g - L w?\:\\
> SN
T oSTm )
”.—ld"-‘n‘ﬂ-ai;/
/
or }“ﬁ"
»
IFOREE
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et, par suite, 'équation a laquelle doit satisfaire o, considérée
comme fonction de y, est une équation linéaire quelconque
d’ordre 7 -+ 1. Cet ordre ne s’abaissera dans aueun cas; car, en

v , . ol e ]
vertu des formules (48) et (33), tpy est égal au signe prés a —a’-‘

et ne peut s’annuler qu’avec B,. Sil'on prend pour « une solution
quelconque de I'équation (54), on déterminera les fonctions X par
Pidentité (52), puis les B par les formules (48); et 'on aura, en
substituant dans la formule (45), 'intégrale générale, qui con-
tiendra la fonction Y et ses dérivées jusqu’a 'ordre 7.

Le résultat des raisonnements précédents se traduit par les deux
propositions suivantes.

Si I'intégrale générale est de rang n -1 ou de rang inférieur
par rapport a y, «, considérée comme fonetion de y, satisfera &
une équation linéaire d’ordre n -1 dont tous les coefficients
seront des fonctions de y. '

Tnversement, si «, considérée comme fonction de y, satisfait &
une équation linéaire d’ordre n -1 et dont les coefficients sont
des fonctions de y, 'intégrale générale sera au plus de rang 7 41
par rapport a y.

En rapprochant ces deux propositions, on obtient évidemment
le théoréme suivang :

Pour que U’équation linéaire

0 (199

Al Ly A REE

ur \ a dy)
admette une solution de rang n—-1 par rapport a y, c’est-
a-dire pour que sa solution générale soit de la forme

0= X - BY- B, Y. o= B,¥i#

et ne puisse pas étre mise sous une forme analogue o il y
aurait moins de dérivées de la fonction arbitraire de y, il faut
et il suffit que a, considérée comme fonction de y, satisfasse a
une équation linéaire d’ordre n -+t dont les coefficients sotent
des fonctions de y et ne satisfasse pas & une équation linéaire
semblable, mais d’ordre moindre.

D’aprés cela, si Pon désigne par Y,, Ys, ..., Yoy 241 solu-
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tions particuli¢res quelconques de1’équation a laquelle satisfait «,
on devra prendre

a4 = Yl_\‘l—f— Yo X, .= Y,._._l.\'n.;.l,

X, Xa, ..., X, désignant des fonctions de x qui seront assu-
jetties i la seule condition d’étre linéairement indépendantes, afin
que 2, considérée comme fonction de y, ne satisfasse pas & une
équation d’ordre inférieur a n —+1.

Si I'on se donne a priori les solutions Yy, Ya, ..., Yuyy, On
pourra déterminer les fonctions & par les équations

2Yy =Y, —...=o,

pYet+ Yo +...=0,

et la solution compléte du probléme n’exigera plus aucune inté-
gration. Mais nous allons voir que I'on peut présenter cette solu-
tion sous une forme beaucoup plus élégante et plus commode
pour les applications.

339. Reprenons I'identité (47) et désignons par 37y, )2, - ...
a1 1 41 solutions particuliéres distinctes de 1'équation linéaire

(55) )\Y—!—)nl l—’+-.-+)\n4—l‘.:n+l =03

¥ty -« ¥y seront des fonctions de y dont le déterminant

P70, wosseisoe ahor
| . ’

(56) = S pigrs LR

LS LR ¢
ne sera pas nul.
L’équation (4-) devant avoir lieu pour toutes les formes pos-
7 p
sibles de la fonction arbitraire Y, remplacons-y Y par I'une quel-
conque )7 des solutions particuliéres précédentes. Nous aurons

J : )
JKBJ’i—"‘ Byyi+...=B,yi")=o,

et, par suite, en intégrant

(57) Byi+ By oot Bayi + 2= o,
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x; désignant une fonction de la seule variable z. En attribuant & ¢
toutes les valeurs 1, 2, ..., n 41, on obtient ainsi 7~ 1 équations
différentes d’ott 'on pourra tirer les valeurs de B, By, ..., B,.
Porter ces valeurs dans la formule (43) qui donne 0, ¢’est éliminer
B, By, ..., B, entre les équations précédentes et la suivante

0 =BY B, Y ...+ Bp¥i® 4+ X.
On est ainsi conduit a la valeur sutvante de §

WP S SR QST 1 A

(58) e el R S Y | e
A = o L ed o A
D7) 2 R e R SRt I

A ¢tant le déterminant déja défini par 'équation (56). Dela valeur
de 0 on déduit celle de 3;

(58 bis) 2= MH,

M désignant une fonction déterminée de z et de y dont la valeur
ne joue aucun role dans la théorie.

Il est aisé de vérifier que la valeur précédente de§ satisfait bien
a Iéquation (44)

A 0 7 ry 7in+1)

(59) ()—Vzcz[)\\ R ) R ks
ot I'on a remplacé Y, par sa valeur (46), et de déterminer I'ex-
pression de « au moyen des fonctions z;, y; La valeur de 9,
ordonnde suivant les fonctions X et z;, est évidemment de la forme

0 =X+ w2 +...+ U1 Zn+1,

les coefficients u; contenant la fonction Y ct ses dérivées. D’aprés
Pexpression (58) de cette fonction sous forme de déterminant, on
reconnait immédiatement que 'on a

0=X— x; pour Y =Yi.
o

9y
remplacera Y par y;, et, comme elle est linéaire par rapport a Y

Il snit de la que la dérivée - sera nulle toutes les fois que l'on
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et d ses n —+ 1 premidres dérivées, on aura

| Y Y’ 11 Yla+1) !
(ﬂ :3‘ > )"l iy ),'|'1+~H
Ot Slo o ¥ e
TR R S O s M

 désignant une fonction qui ne contiendra plus Y. Le détermi-
nant qui figure dans I'équation précédente est évidemment propor-
tionnel au premier membre de I'équation (53); et, par suite,
I’équation précédente est bien équivalente a I'équation (39) qu’il
) = 2 y . 3 A » .

s’agissait d’établir, Quant a la valeur de 2, on l'obtiendra, par
exemple, en égalant les coefficients de la dérivée Y(**1) dans les

deux membres de 'équation (5q), ce qui donnera
q 9 q

R o S 07y HiT {
(60) 12(—‘”"—1 s e ) g
e, IR e
B e R SIS R e

S’il y avait une relation linéaire quelconque entre les fonc-
tions x;, o considérée comme fonction de ) satisferait a une
équation linéaire d’ordre inférieur a n -+ 1. Ainsi les forctions x,
dowent étre indépendantes au méme titre que les fonctions y;.

340. La solution que nous venons de donner offre ce grand
avantage qu’elle permet de former non seulement I'équation (E;),
mais encore toutes celles d'indice moindre et, en particulier,
Péquation primitive (E). Il résulte en effet de la formule (29) que
la valeur de s, satisfaisant a I'équation (E), sera de la forme

d3; d23; diz;

; 5=Ds;+ D, 22 4+ p, 23k ~D;
i) ElF e o - dx?
et, d'autre part, nous savons que cette solution s sera de rang
{ -+ 1 par rapport & x et de rang j -1 par rapporta y, ¢’est-
a-dire qu’elle sera aussi de la forme

(62) F=08X 8 X+ = G XY ey Y -y YV

L’expression de 5 résulte aisément, on va le voir, du rapproche-
ment de ces deux formules.
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Si l'on se reporte en effet aux équations (38) et (58 bis), on
reconnait immédiatement que s; s’annale toutes les fois que 'on y
attribue & X et a Y les valeurs suivantes

X =z, Y =y,

p désignant un des nombres 1, 2, ..., n-+1. 1l en sera de méme,
¢videmment, pour toutes les dérivées de s; et, par suite, pour s
qui est une fonction linéaire de ces dérivées. On aura donc, quel
que soit 'indice p,

Bap+ Brah+...++ B2l + Y yp+ Y1 ¥p. o1y = 0.
Les équations ainsi obtenucs déterminent les rapports mutuels de

e y D i s e o =
B, B1y ooy Vs Yiy -+ -5 Vi €t conduisent & 'expression suivante de s

BXe NS SR i 2t A N R e ¢ )
Resy= e 2o i WE SR R s A T

’ (1) ! (J)
Tn+1 Zpry -oo Tty Yo+t Yaer oo Vil |

2

N étant une fonction que I'on peat choisir arbitrairement et dont
la valeur n’a ancune influence sur les invariants de (E) ().

Il est intéressant de vérifier directement que la valeur précé-
dente de 5 satisfait, quelles que soient les fonctions X, Y, & une
¢équation linéaire du seeond ordre. On y parvient aisément de la

maniére suivante.

(*) Nous avons admis dans le texte que les équations
Bz, + Bz, +...+ ﬁix;,‘)-!—*{y,,—a—. L) =o

déterminent les rapports mutuels des coefficients §,, v,. On pourrait objecter que,
pour certaines formes des fonctions z;, y;, ces équations deviendront indéter-
minées. Si on les résout suivant la méthode ordinaire, on trouvera, en désignant
par A le déterminant qui figure dans l’expression de 5,

e s SR TP R CESRIG A)
AN 55 03 e L TR iy RSy LN
ox oX' oX® oY oY w

T o 9 . .
Nous verrons ])lllS lOlIl, aun 34~, uc les deux déterminants —— —-= ne sont
q X oN () ? oY)

Jamais nuls tant que les fonctions z, et les fonctions y, sont linéairement indépen-
dantes. Cette hypothése étant ici réalisée, les ¢quations considérées ne seront jamais

N ’ q J
indéterminées.
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~3

Si I'on différentie I'équation (62), on aura successivement

95 df oy 9,

ol M T el UV e T i ywp
0% dw ik ().z') i or Y/,
2 o . i :

s d—"\ Tl st d‘—g‘X"’ - (HY-;—.. N 7h CAL

dy. Oy 9y 9y ¢
92z a2g. B o8 st: 92Y el
—— = ——X ...+ - X\V+D _ Y PR 1) it N
drdy  drdy > R oy T oz ay A ox &

Il suit de la que ’expression

ne contiendra les dérivées de X et de Y que jusqu’aux ordres
¢ et j respectivement. D’ailleurs elle s’annule, comme =, pour

2=y, V=

Elle est donc proportionnelle a z, et l'on a

023 dlogB; d”: ()loi:‘;j f?;
dx dy i ) o Jr oy

(65) =¢s,
¢ étant une fonction déterminée de z et de ¥- On peut 'obtenir
comme 1l suit.

Si, dans I’expression de 5, on attribue & X la valeur et 4 Y la
valeur o, on trouve 5 == 2. Si I'on fait de méme X =0, Y =1, on
trouve 5 =Y. Les deux fonctions 2 et v sont donc des solutions
particuliéres de I'équation précédente. En les substituant dans
I’équation & la place de 5, on aura deux relations dont chacune
suffira 3 déterminer d.

En résumé, voici le résultat auquel on parvient : si I'on veut
obtenir toutes les équations linéaires pour lesquelles la suite de
Laplace est limitée dans les deux sens et se compose de m équa-
lions, on choisira m couples de fonctions x, Y py les fonctions z,
ne dépendant que de x et les fonctions y, ne contenant que y,
de telle maniére qu’il n’y ait aucune relation linéaire a coefficients
constanls, soit entre les fonctions z, soit entre les fonctions y,.
Les différentes équations qui composent alors la suite de Laplace
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sont celles qui admettent les intégrales générales suivantes

R R A R RS ASY
R AR 1T L AT D M A
(65) 2 =M an s ) S S S 4 S e L

oy (1) ’ b AJ
Zm ‘I"IIL IP°g° ‘zm )’Ill .)’m . . ‘;‘I/l) |

la somme ¢~ j étant égale & m — 1 et M désignant unc fonction
déterminée, dont la valear n’a aucune importance, au point de vue
auquel nous nous plagons, puisqu’elle n’influe pas sur les inva-
riants de chaque équation. Comme on peut donner & ¢ les valeurs
0,1, ..., m—1, la suite de Laplace se composera de m équa-
tions.

Le cas le plus simple est celui ou 'on a m =1. Alors on peut
éerire

ou plus simplement
SRy T

La suite de Laplace se compose d’une seule équation pour laquelle
les invariants sont nuls.

Puis vient le cas ott 'on a deux équations admettant respective-
ment les intégrales générales

NGy NEHOVES Yy
£, —sWclivas, S S s=Nlz iy
| T2 T Y2 Ty Y2 ¥a
.

et ainsi de suite.

341. Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions sem-
blables a celle qui est donnée par la formule (65), mais les fonc-
tions z;, ainsi que les fonctions y;, pourront ne plus étre linéai-
rement indépendantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant
quelques propriétés trés simples des expressions ainsi définies.

D’abord, il est clair que le factear M seul est changé si I'on
combine linéairement les couples (z;, ¥;), c’est-a-dire si Ton
effectue une méme substitution linéaire sur les z; et sur les y;.

Il en est de méme si Pon multiplie toutes les fonctions z; par
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une méme fonction de z, et toutes les fonctions j-; par une méme
fonction de y; car on reconnailra par un calcul facile que, si 'on
remplace x; par gxi, X par pX, 3 par sy et Y parsY, o dési-
gnant une fonction de x et 5 une fonction de ), le déterminant se
reproduit multiplié par st z/+1,

Il en est encore de méme si I'on effectue un changement des va-
riables indépendantes en remplacant x par une fonction de x et »
par une fonction de »-.

En combinant les deux derniéres propriétés, on reconnait que,
par un simple changement de notations, on pourra toujours ré-
duire I'un des couples (x;, »;) au couple simple (1, 1). De plus.
si on prend comme nouvelles variables x et )~ les rapports %,

AN que 'on réduise le couple (r,, »,) & l'unité, le second

J
couple sera réduit a (z, »).

Supposons maintenant qu'il y ait des relations linéaires, soit
entre les fonctions z;, soit entre les fonctions y;. Par des combi-
naisons linéaires des couples, on pourra réduire a zéro autant de
fonctions x; qu’il y a de relations linéaires distinctes entre ces
fonctions. On aura ainsi des couples

ot BlonPet)s -+ ; (0, ¥m ),

pour lesquels les fonctions 35, 35y ..., )'m seront linéaire-
ment indépendantes; car, s’il en était autrement, I'un des couples
précédents serait une combinaison linéaire de tous les autres et
I'expression considérée serait nulle.

Considérons maintenant les relations linéaires entre les fonc-
tions y;; d’aprés laremarque que nous venons de faire, elles con-
tiennent toutes au moins ['une des fonctions jy, 32, ..., )2y €l
l'on peut, par conséquent, en combinant linéairement les x — 1
premiers couples entre eux et avec les suivants, ramener ces rela-
tions & la forme simple

Yg=o, gy = O o7 == 0

Aprés cette double transformation, il nous reste donc 3 — 1
couples
(1‘], 9% )., (1‘5, >a2) ... ‘»IS_I,J.S—I)
D. —II §
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pour lesquels les fonctions x; et les fonetions 37 sont linéairement
indépendantes; puis les couples

(arﬁ, 0), ('T{3+l' o), bt (M o )
et
(07 }’0‘)7 (07 .)/a‘*-l )a SRR (07 )'m):

pour lesquels une des fonctions est nulle, les autres étant linéai-
rement indépendantes et, de plus, n’étant Liées par aucune relation
inéaire aveec les fonections corr ndantes des % —1 premiers
1 e avec les fonctions correspondantes des 3 1
couples. Nous allons voir.qu'on peut faire disparaitre les couples
des deux derniers groupes par les transformations que nous avons
déja signalées.

Considérons, par exemple, le couple (o0, 1, ). Si 'on multiplie

3 1 . . \
toutes les fonctions yi pal‘J—_—, ce couple se rédutra a (o, 1) et
m

I'expression considérée prendra la forme

} S S U Y S " vy
TR | e By S ey L R B )
M g
! O S Y R ROP e e £ |

dans laquelle la derniére ligne a un seul élément différent de zéro ;
elle se réduit donc i une expression analogue dans laquelle Y est
remplacée par Y’ et y; par 3. Les nouvelles fonctions z; sont
égales aux anciennes; (uant aux nouvelles fonctions y;, elles
sonl respectivement égales aux dérivées des anciennes divisées
par ¥m. En d’autres termes, chaque couple ancien (z, y%) est
Y&
Im

Yk

’
relation linéaire entre les fonctions <y_>’ sans cela, il y aurait
- m

I
remplacé par [xk, < ) ] 1l ne peut évidemment exister aucune

une relation analogue entre les % et y,. L’application de la
méthode ne sera done pas arrétée, et I'on pourra faire disparaitre
successivement Lous les couples pour lesquels une des fonections
est nulle. Si 'on remarque que la suppression de chaque couple
(o, y4) diminue d’une unité 'ordre des dérivées de la fonction
arbitraire de )y, on peut énoncer la proposition suivante :

Une expression de la forme (65), en apparence de rang ¢ +- 1
par rapport a x et j -1 par rapport a y, dans laquelle les couples
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sont linéairement indépendants, sans qu’il en soit de méme des
fonctions z; et y; considérées séparément, peut toujours étre ré-
duite a une expression de méme forme dans laquelle toutes les
fonctions z; et y; sontlinéairement indépendantes, et dans laquelle
le nombre des couples est diminué du nombre total des relations
linéaires distinctes qui existent entre les fonctions z; et les fonc-
tions ), considérées séparément; d’aprés les résultats de ce Cha-
pitre, I'expression ainsi obtenue est irréductible, de sorte qu’elle
sera, par rapport & z, d'un rang égal au nombre ¢+ 1 diminué du
nombre total des relations linéaires entre les fonctions y, et, par
rapport & y, d’un rang égal & .7 + 1 diminué du nombre des rela-
tions linéaires entre les fonetions x .

On voit qu’en dehors du cas, que nous avons signalé en premier
lieu, o I'un des couples serait une combinaison linéaire des
autres couples, I'expression sera encore identiquement nulle s'il
y a entre les fonctions d’une variable, par exemple entre les
fonctions zp, des relations linéaires en nombre supérieur au rang
apparent j + 1 de 'expression par rapport & la variable dont ne
dépendent pas les fonctions considérées.

342. Nous examinerons enfin une derniére question relative aux
expressions définies par la formule (65). Supposons une telle
expression réduite a sa forme la plussimple, c’est-a-dire a la forme
dans laquelle les fonctions x,, et les fonctions 3, ne sont liées par
aucune relation linéaire, et cherchons quelle valeur il faut attri-
buer aux fonctions arbitraires X, Y pour que I'expression s’annule.
Nous allons montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple
(X, Y) est une combinaison linéaire des couples (x,, »,). Cette
proposition est évidente pour les fonctions & un seul couple

28 I
| 20 0

Il suffira donc de montrer que, si elle est établie pour les
expressions a m — 1 couples, elle est vraie aussi pourles fonctions
a m couples.

Les coefficients de X(@ et de Y) dans I'expression (65) ne sont
pas nuls; car, si I'on y regarde le couple (z,, »,) comme tenant
lieu du couple (X, Y) des fonctions arbitraires, ils peuvent étre
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considérés comme des expressions formées avec m — 1 couples
(2, ¥2)y vy (Zmy ¥m) pour lesquels les fonctions de chaque
groupe sont linéairement indépendantes; et, d’ailleurs, le couple
(x4, y1) n’est dans aucun cas une combinaison linéaire des pré-
cédents. Par suite, si I'expression (65) est nulle pour un systéme
de valeurs attribuées &4 X et a Y, on pourra déterminer des coeffi-
clents finis hy, ..., hm, lels que 'on ait

X= M& +...4 kmou,
X = M2 +...o ApZhy,
ol e N . ).
X¥ = M@l 4. o A2l

Y= Xy +oit A Yo

g - !

o (= )\1_7'1 =5 -..—i—)\,,,ym,
e 13 TR i
Y = Ayt - A )

Différentions toutes ces équations, sauf la 7 - 11éme, par rapport
A Z; nous aurons

0hy X, NN NS
Ty 5o A Tmgs =0, . ey it “3.@-_‘_’ .+1*‘,§{”W:o;

oAy o Oy )

— o Ym—— =0 ) S ey AT ERIE S o 13
il e Ym e y ) i | o -V VI )
3 IS A y - X H 3 o)y oM
c’est-a-dire ¢ -+ J+1oum equahons a /m mconnues . b S

Le déterminant de ces équations, qui est le coefficient de X% dans
I'expression (63), n’est pas nul d’aprés une remarque déja faite.

On a donc
oAy I\

:’;——0, . ooy —J;

- "

et, par suite, les coefficients ) ne dépendent pas de z. On éta-
blirait de méme qu’ils sont indépendants de y; ils se réduisent
donc a des constantes, et la proposition que nous avions en vue
est ainsi établie.

343. Les résultats donnés dans ce Chapitre ont été exposés a
plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier, dans
le cours de 1883. Nous avons été conduit & traiter de la méthode
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de Laplace par I'étude approfondie du théoréeme de Géométrie
donné au n° 322 [p. 16]. Mais nous devons signaler ici un
travail trés important, présenté en 1870 a I'Académie des
Sciences par M. Moutard (*). Dans la seconde Partie de son Mé-
moire, cet habile géométre avait traité et résolu précisément la
question que nous avons étudiée dans ce Chapitre; et il avait
formé toutes les équations linéaires dont I'intégrale s’obtient sans
signe de quadrature. Malheureusement, 'extrait qui a paru aux
Comptes rendus ne donne aucune indication ni sur la méthode
suivie par M. Moutard, ni sur la forme définitive donnée i la
solution. Le Mémoire original a disparu en 1871, dans les incen-
dies de la Commune; et, dans la rédaction nouvelle qu’il a publiée
d’une partie de ses recherches au XLV Cahier du Journal de
I'Ecole Polytechnigue, M. Moutard a traité seulement les équa-
tions de la forme
ds

dr dy

= 35,

sur lesquelles nous reviendrons plus loin.

(*) Ce Mémoire, portant pour titre Recherches sur les equations auzr derivees
partielles du second ordre a deux variables indépendantes, a été présenté le
18 avril 1870. Un extrait en figure au Compte rendu de la séance de ce jour,
t. LXX, p. 834. Un Rapport fait sur le Mémoire par M. Bertrand se trouve a la
page 1065 du méme tome.
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CHAPITRE TIL

L’EQUATION D'EULER ET DE POISSON.

Indications historiques. — Forme réduite de I'équation a étudier. — Cas particu-
lier ol les deux constantes 3, 3’ qui y figurent deviennent égales; formes di-
verses de I’équation. — Solutions particuliéres homogénes ou entiéres. — So-
lutions particuli¢res qui sont le produit d’une fonction de z par une fonction
de y. — Iunvariants de I’équation. — Propriété fondamentale relative aux
substitutions linéaires; cas 'particulier ol B, B’ sont égaux. — Application de
la méthode de Laplace. — Recherche directe de I'intégrale dans le cas ou la
méthode de Laplace peut fournir cette intégrale. — Etude du cas ou la suite
de Laplace relative a I’équation est illimitée dans les deux sens; on peut ra-
ramener §$ et 3' & étre compris entre zéro et 1. — Intégrale de Poisson et de
M. Appell. — Cas limite ou I'on a § + 2’ = 1. — Indication d’un probléme de
Géométrie, déja étudié¢ au tome I, qui se raméne & l'intégration de I’équation

1 I
il
) 2
,

344. Avant de continuer l'exposition des théories générales,
nous allons faire 'application des propositions déja obtenues &
une équation remarquable, que nous rencontrerons d’ailleurs dans
I'étude de plusieurs questions de Géométrie.

Cette équation est la suivante
(1) 03 n s om 03 P

Ixdy  w—ydr w—ydy (w—yr

oltm, n, p désignent trois constantes auxquelles on peut attribuer
des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus générale, elle a été
traitée par Laplace dans le Mémoire que nous avons cité au n° 323
[p- 22]. Le cas particulier ot m est égal & n s’était déja présenté
dans les recherches d’Euler relatives 4 la propagation du Son. Le
grand géométre a étudié ce cas particulier sous toutes ses formes
dans le t. IIT de son Calcul intégral (Chap. I, IV et V de la
seconde Section); il a montré que la solution la plus générale de
I’équation peut étre obtenue, sans qu'il y ait une intégrale pre-
miére, toutes les fois que, p étant ramené & zéro par une transfor-
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mation que nous allons indiquer, la valeur commune de m et de n
est un nombre entier; et il a donné cette solution générale sous
une forme développée qui était alors tout a fait nouvelle dans la
Science et qui contenait les dérivées des fonctions arbitraires
jusqu’a un ordre quelconque. D’autres travaux trés importants,
que nous aurons P'occasion de citer, ont pour objet, soit 'équation
générale, soit le cas particulier ot m est égal a n. De toutes les
équations que nous aurions pu choisir, il n’en est aucune dont
l’étude présente plus d’'intérél et puisse fournir autant d’indica-
tions précieuses sur I'intégration des équations linéaires les plus
générales.

345. Silon effectue la substitution
(2) 5= (xz— y)*o,

on obtiendra pour § I'équation suivante

020 n 090 m' 09 P

(%) ()J;u_y——x—-‘yd—.z'_*_x——yJ_}_'_(x—y)i():()’
ou l'on a
(i) m=m-+a2a, n=n-+2  p=p+22+alim+n—1).

L’équation (3) est de méme forme que la proposée, mais on peut
disposer de 2, ce qui permet de la simplifier. Par exemple, il existe
en général deux valeurs de « pour lesquelles le terme en § dispa-
raitra. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, nous borner a
considérer I'équation

023 g os 8 os

) r).z'd‘y_.r—yﬁ—}‘z—y()?:o’

débarrassée du terme en s. Nous I'appellerons I'équation E(3, )
o . : ar

et nous désignerons par la notation Z(3, 2') une quelconque de

ses solutions.

Il résulte des formules (4) que, si 'on pose

s=0(z— y)-3-%,
I’équation en § sera

oA s i

€3 T e
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Cette équation est de méme forme que 1’équation (E), mais § et ¥/
v sont remplacés respeetivement par 1-— ' et 1 — 2. En faisant
usage de la notation indiquée plus haut, on peut dire que 'on a

(6) (r—ap—8-F20—p, 1—8)=17Z(3, 8).

Cette propriété si simple joue un role umportant dans U'étude de
I’équation.

346. Si l'on applique a I'équation (E) la substitution générale
définie par la formule (2), elle prend la forme (3), »/, »/, p’ ayant
les valeurs partieuliéres suivantes :

(7) m=a-+ B, n=a+f, p=a(a+f+p—1)
On peut donc disposer de 2 de manicre a faire disparaitre soit

le terme en —, soit le terme en — - On ne peut les faire disparaitre
dx ady

simultanément que si 'on a
B
Supposons cette condition vérifiée. En effectuant la substitution
s=(z— y)Bo,
on obtiendra pour § I'équation

920 8(1—8)

(e) drdy ~ (x—y)2

en sorle que, si I'on désigne par Zg une solution quelconque de
cette équation, on aura

(8) Zy=(2— ) L(B, B),

c’est-a-dire que I'on obtiendra toutes les solutions de I'équation (e)
en multipliant par (2 — » )8 toutes les solutions de 'équation

E(3, 8).

Par des changements de variables que 'on apercevra facilement,
I'équation () peut se mettre sous I'une des formes suivantes

(9) c)isﬁd?;_*_‘)mc);_‘_n_

9 dy? T da? O T 2
02 35 )2 5

(10) N e

dy2 = o
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qui ont été données par Euler et qui la rapprochent de I'équation
de Riecati.

347. Revenons a I’équation générale E(3, 2'); on peut obtenir,
et de différentes maniéres, un grand nombre d’intégrales particu-
liéres de eette équation. Cherchons, par exemple, les intégrales
homogénes en 1 el x. SiVon pose

'3 d AL
(11) " s =xtz(l),
o~ ;

on sera conduit, par la substitution de la valeur de s dans I’équa-
tion (E), a la relation

(12) ta—0z"()+[1—r—8--(1—h+83)1]2(t)+ 213 =(t)=o.
C'est, avec des notations différentes, I'équation différentielle a
laquelle satisfait la série hypergéométrique. On peut prendre
pour ¢ deux quelconques des intégrales particuli¢res de cette
équation, par exemple les deux suivantes

- ~ Q ~ ¥,
E (—-/., Foi—h—38, =)
T

x

AR e
(Z) 1-‘(3, N D R S W

qui conduisent aux valeurs sulvantes de = :

(13) «;

- 5 S T
:=.T~33'3+AF(_3, F+pg=l =8 =)
£

Quelques-unes de ces solutions jouent, comme nous le verrons
plus loin, un role important dans la recherche de I'intégrale gé-
nérale de I'équation.

Si I'on donne & X une valeur entiére et positive, la premiére
solution

Sier S AT E)
:r-'-l‘(—/-, I~...1—‘3——)..;‘)
devient un polynéme homogéne et entier de degré 7. On voit
donc que I'équation proposée admet une infinité de solutions
entiéres.
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348. Ou peut aussi, en suivant une méthode trés usitée en
Physique mathématique, chercher si I'équation proposée admet
des solutions qui soient le produit d’une fonction X de z par une
fonction Y de . Sil'on substitue 4 la place de s le produit XY, on
obtient la relation

(— P)X'Y — 'X'Y 4 8XY = o,
a laquelle on peut donner la forme suivante :

BX S!Y

@ -+ K,— :y—i— Y

La valeur commune des deux membres ne peut étre qu'une
constante; on aura done

ce qui donne, en intégrant et négligeant les constantes qui entrent

en facteur,
X =(z—a)y8, Y=(y—a)yB.

Ainsi, quelle que soit la constante «,
(1%) s=(x—a)B(y—a)?

sera une solution particuliére de I'équation proposée. Si ’on ap-
plique la proposition énoncée a la fin du n° 343, on verra qu'il en
est de méme de

(15) (y — W B8z — a)l—1(y —a)d-L

349. Le calcul des invariants £ et £ de I'équation n’offre aucune
diffieulté. On a

. D) . B9
(1()) /l—m; k= (J)——y)z

Ces valeurs si simples mettent sur la voie de la plus importante
des propriétés de 'équation E(3, 8').
Nous avons vu en effet au n°® 327 que, si I'on effectue sur les

variables indépendantes la substitution

z = g(a'), y =4y
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les nouvelles valeurs 4/, &' des invariants sont
K=he'(=")V (), K=ke'(2)V(y)

Il suit de la, et de la valeur particuliére que prennent ici £ et &k,
que ces invariants conserveront la méme valeur lorsqu’on effec-
tnera sur x et sur ) une méme substitution linéaire, d’ailleurs
quelconque. Par conséquent, st (x, ») désigne une solution
quelconque de I'équation E(3, 2'), la fonction

LB kD4
“\aw+ b’ a)‘—,—b,)’

ou les constantes a, b, ¢, d ont des valeurs quelconques, sera une
solution d’une équation linéaire ayant les mémes invariants. On
retrouvera donc une solution de I'équation proposée (n°® 328) en
multipliant I'expression précédente par une fonction déterminée,
la méme pour toutes les solutions. Voici commeat on peut obtenir
ce multiplicateur.

Considérons la solution particuliére déja donnée au numéro

précédent
(x—2)B(y—ay?.

Si I'on effectue sur x et sur ) une méme substitution linéaire dé-
finie par les constautes a, b, ¢, d, elle prend la forme

Alaz+ b)y3(ay —- b)) (x — 2 )3 (y— 2 )%,
A étant une constante et «’ étant définie par la relation

ca'+d

A TR
az' b

Il suit de 1a qu'on retrouve une solution de I'équation proposée
multipliée par le facteur (ax + b)t8 (ay —+ b)*¥; et 'on estainsi
conduit a la proposition suivante, quil est aisé d’ailleurs de con-
firmer par un calcul direct et rigoureux.

St Uon a obtenu une solution quelconque
H(x )

de Uéquation E(2, 8'), on pourra en déduire la solution plus
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575
générale

cx+d cy-+d

= - PR A 1 e
(17) ° (@z-+b) 3(a3+b)r59(ax+b b

e
a, b, ¢, ddésignant des constantes quelconques.

Ce résultatest di a M. Appell, qui I'a établi dans une Note élé-
gante consacrée a I’étude de I'équation E(§3, 8') (*). Nous l'avions
obtenu d’abord pour le cas particulier de I’équation E( 8, 8) (2)
ot il revét une forme particuli¢rement simple, et voici comment
nous y avons été conduit.

Reprenons la forme (¢) de cette équation que nous écrirons
ainsi :

0

3 5 dr dy
;}_xTydx dy = m(1 — m)mm

Le premier membre demeure invariable lorsqu’on remplace z et y
respectivement par des fonctions quelconques de ces variables.
Quant au second membre, il conlient le facteur

dx dy
(x—y)’

qui est le carré de I'élément linéaire d'une sphére [I, p. 30]; et il
demeure invariable (n®24) lorsqu’on effectue sur z et sur y une
méme substitution linéaire. Done, de toute solution de I’équa-
tion (e), on peut déduire une infinité de solutions nouvelles,
en effectuant sur les variables x et y une méme substitution
linéaire quelconque.

350. Voici une premiére conséquence de ces propositions. Si
I'on différentie la solution générale (17) par rapport & I'une quel-
conque des constantes a, b, ¢, d et si, aprés les différentiations,

Y

on attribue & ces constantes les valeurs o, 1, 1, 0, on obtient des

(') APPELL, Sur une equation linéaire aux derivees partielles (Bulletin des
Sciences mathématiques, 2° série, t. VI, p. 314; 1882).

(*) DarBoux, Sur wune équation linéaire aux dérivées partielles (Comples
rendus, t. XCV, p. 69; juillet 1882).
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combinaisons linéaires des trois expressions suivantes :

de Iy J3 93

Fod T3 7 A o
(18) 5 Jr 9y ir dy
-o? . »0? (G o1
I—E—.—}'-W—-(rr—s—ry);.

Ainsi, lorsqu’on aura une solution quelconque de Uéquation
E(8, 2, on en déduira des solutions nouvelles en operant sur
cette solution au moyen des symboles

el g ) ® L_)__'_ J
axr 9y’ Tix ‘y()_y,
r? g 2_0 + B8+ 6y

TR oy ° Fa e

Pour le cas de Uéquation (e), le dernier symbole se rédutt a
la forme simple '
r2— =y —.
Jxr 7 Jy
Si I'on emploie la notion si importante des transformations
infinitésimales due & M. Lie, on pourra dire que l'équation
E(3, ') admet trois transformations infinitésimales. Cette pro-
priété a d’ailleurs été signalée par M. Lie.

351. Proposons-nous maintenant d'appliquer a I'équation con-
sidérée la méthode de Laplace. Les valeurs des invariants . et 4
ont été déja données au n° 349; et 'on reconnait aisément, en
commencant les calculs, que les invariants /; et k; de 'équation
(E;) sont de la forme

A; B;

hi= ———— pe—
¢ (xr 2 ¢

P25 (x—r)?’

A; et B; désignant des constantes. Les formules (25) du n° 331
nous donnent ict
{ Airy=2A;— B; + 2,

(19) Y%,

Ces relations de récurrence conduisent, par un calcul facile,
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aux valeurs générales de A; et de B;; on trouve ainsi

= 2= (A — B l)i+A,
Blmat bt R o ) B,

ou, en remplacant A et B par leurs valeurs,

A= (i B 1= B),

(a0 ) B; = (i+ 8 —1)(i—B).

Si aucun des nombres 3, ' n’est un entier réel, la suite de
Laplace sera illimitée dans les deux sens. Pour qu’elle soit limitée
dans un sens, il suffira que l'un des nombres soit entier. Par
exemple, pour que la suite soit limitée du c¢oté des indices po-
sitifs, il faudra (n° 333) que I'un des nombres

__3:.’ ﬁ_l

soit un entier positif ou nul; pour qu’elle le soit du coté des in-
dices négatifs, il faudra que 'un des nombres

=3 3
soit un enticr nul ou négatif. La suite ne peut donc étre limitée
dans les deux sens que si les deux nombres 3, 3’ sont des entiers
de méme signe, la valeur zéro n’étant exclue pour aucun d’eux.
Dans ce cas, l'intégrale générale s’obtiendra sans aucun signe
de quadrature; c’est ce que I'on.vérifie aisément de la maniére
suivante.

352. Reprenons I'équation E(§, '), écrite sous la forme

a3
d };

023 ,:):, . 45
(T*}’)oﬂy—ﬁd—x‘”‘“? =0,

et différentions-la par rapport a z, par exemple. Elle devient

023 N2 L R
(@ —*}/)5,—6‘}, =4 D e ")zﬁz)} =
< 9 . 9 3Pl Ak . . "
Cette relation exprime que de satisfait a 'équation E(3 +1, ).

Si nons employons la notation proposée au n® 343, nous aurons
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donc

(21) — T =Z(8 1, 8,

et 'on trouverait de méme

I7(3.8)

9y =Z(3 2+

(22)

L’emploi répété de ces deux formules conduit & la suivante

om-n Z(.g. 3’)

( 23 ) dxrm gyn

=Z(8+-m. 3 — n),
qui les contient toutes les deux. Nous allons déduire les consé-
quences de ces diverses relations; mais, auparavant, il est indis-
pensable de présenter les remarques suivantes.

Considérons, pour fixer les idées, la formule (21); elle nous

d . 5 4 S 03
- 'y n o ar Slo
apprend que, si s est une solution de I'équation E( 3, &), o5 Sera

une solution de I'équation E(2 -1, 3’). Mais on n’a pas le droit
de conclure qu’en prenant les dérivées par rapport a z de
toutes les solutions de I'équation E( 3, 3'), onaura toutes les solu-
tions de I'équation E(3 +1, 3'). Pour décider ce point essentiel,
il suffira évidemment de chercher si, étant donnée une solution z,
de I'équation E(3 + 1, £'), on peut toujours en déduire une solu-
tion s de E(3, %) par la formule

s

dxr

Il
K

)3 N, B '
Portons cette valeur de :E dans I'équation E(3, 3'), elle prendra

la forme

et, par suite
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Le second membre est une diflérentielle exacte, en vertu de
Iéquation E(3 +1, &') a laquelle satisfait z,. En 'intégrant, on en
déduira la valeur de s.

Ainsi, tant que B sera différent de séro, la formule (21), ap-
pliquée aux différentes solutions de E(B, £'), donnera toutes
les solutions de E(P —+1, B'); et, par conséquent, I'intégrale
générale de cette derniére équation pourra se déduire de celle
de E(B, P').

11 est aisé de reconnailre que, si 3 est nul, la proposition cesse

d’étre exacte; car la valeur générale de s est alors
Z(o, ﬁ')::fX()/—x)—B’ dr+ Y,

et la dérivation par rapport a x ¢limine la fonction arbitraire Y.

La proposition que nous avons établie s’étend naturellement a
la formule (22), par Péchange de « et de y; et, par suite, elle
nous conduit, relativement a I'équation générale (23), a la con-
clusion suivante :

La formule (23) permet de déduire Uintégrale générale de
Uéquation E(B -+ m, '+ n) de celle de Uéquation E(B, &)
toutes les fors qu’aucun des nombres

8, B+1, ..., P+m—ig,
gy, B==1, oy B+n—1
n’est égal a zéro.
/

5 =1, ' =1 et remplacons m, n

353. Faisons, en particulier, |

par m —1, n—1. La formule (23) nous donnera

om+n—2 Z(l \ ‘)

L(Ifl, Il) = TL‘-’W’

et il suffira de remplacer Z(1,1) par sa valeur la plus générale
pour obtenir I'intégrale générale de E(m, n). Or I'équation E(1,1)

02z 9z 03

l).l'l).}’—()-‘i'-i—(g/:o

(z—y)

s'intégre immédiatement et nous donne

sz—y)=X-—-Y,



L’EQUATION D'EULER ET DE POISSON. 65

X désignant une fonction de z et Y une fonction de 3. On aura
donc, pour l'intégrale générale de E(m, n), la formule élégante

Qm--n—2 /X — YO
(

(2-3) Z(Dl, n)= dxrmr—1 dy - 1 T__.;

Le développement du second membre donnera une expression
de rang m par rapport a x et de rang n par rapport a y, ce qui est
conforme a la théorie développée dans le Chapitre précédent.

Supposons maintenant que 3 et 3’ soient des entiers négatifs :
si nous faisons usage de la formule (6) démontrée au n° 343, nous
pourrons donner a 'équation (23) la forme nouvelle

gm+n Z(xr—3.a1—p)
()J-m ()),n (l'—]')?ﬂ'ﬁ = |®

(x —p-m—n-3-3 2(1—0'—n,1 —3 —m) =

ou, enremplacant 2, ', m, nrespectivement par 1—2', 1—58, n, m,

: v k gm-+n 7(8. &)
5 g2 =y —a m+n+1—-8-8" SRS = vitenDLliond T sl
(23) Z({ m, | n)=(xr—ym 88 Py [ : F‘*r‘"]

Si l'on fait dans cette équation 3 = 2’ = 0, on est conduit a la

formule

(26’ Ll—nz,——n)—(.r—))”“‘”" (_

om+n A Y
,()1-11 (), m 1._1,)

qui donne lintégrale générale de I'équation E(— m, —n).

On peut enfin obtenir I'intégrale générale lorsque la suite de
Laplace est limitée d’un seul coté, c’est-a-dire toutes les fois que
I'un des nombres 3, 3 est entier. Supposons, par exemple, 2 égal
a un entier positif m. On aura

om—1
ey L. 74
Z(lnl,:a = ().l"” l7!I, 9 ).

L’équation E(r, ') avant son invariant /2 égal i zéro, on déter-
minera sans difficulté son intégrale générale Z (1, 3'). Enla substi-
tuant dans la formule précédente, on trouvera

om-— i 1 . )
(37)  Um )= o | @ =) FX = Y —pp-rar)f.

D'aprés la remarque développée plus haut (n° 332), il serait
impmsnble de faire dériver cette intégrale générale de celle de
I'équation E(o, 3').

D. — IL.

(1)
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35%. Lorsque aucun des nombres 3, &’ n’est un entier réel, la
méthode de Laplace associe a I’équation proposée une suite d’é-
quations qui est illimitée dans les deux sens. Il faut alors, pour
obtenir I'intégrale générale, employer des méthodes spéciales que
nous allons maintenant développer.

Remarquons d’abord que les formules générales (21) et (22),
qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes a la difficulté signalée
au n° 352, permettent de ramener l'intégration de 1'équation
E(3, B') a celle de I'une quelconque des équations

E(B=*+=m, §' &= n),

ou m ct n sont deux entiers quelconques. En disposant convena-
blement de ces entiers, on raménera 3 et 3/, ou leurs parties
réelles si ces quantités sont imaginaires, a étre comprises entre o
et 1. Nous pourrons donc nous contenter, dans la suite, de traiter
les équations pour lesquelles les parties réelles de 3 et 2’ sont
positives et inférieures a I'unité.

Poisson a donné ('), pour le cas ou et 3’ sont égaux, une
forme générale de I'intégrale, qui contient deux fonctions arbi-
traires sous des signes d'intégration définie; et M. Appell, dans
la Note déja citée, a étendu cette formule de Poisson au cas ot {3
ct 3" sont quelconques. Voici comment on est conduit & ces ré-
sultals :

Nous avons déja remarqué an n° 348 que I'expression
H(z —a)B(y —a)-¥

est, pour toutes les valeurs des constantes H, «, une solution par-
ticulicre de I'équation E({3, #'). Il suit de la que l'intégrale

définie
"

[ o(u)(r — u)=B(y — u)=8'du,
<A

prise entre deux limites constantes A, B, sera encore une solution;
car l'équation E(3, £') est linéaire, et I'intégrale définie précé-

() PoissoN, Mémoire sur Uintégration des eéquations linéaires aux derivees
partielles (Journal de UEcole Polytechnique, t. XII, NIX¢ Cahier, p. 215;
1823 )
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dente peut étre considérée comme une somme de solutions par-
ticuliéres.

Nous obtenons ainsi une solution qui est assez générale puis-
qu’il y figure une fonction arbitraire sous le signe de quadrature.
Le raisonnement par lequel nous établissons qu’elle satisfait a 1’é-
quation cesserait d’étre applicable si I'une des limites constantes
A, B entre lesquelles elle est prise était remplacée par une fonc-
tion de x et de y. Le résultat subsiste cependant, et I'intégrale
définie ne cesse pas de satisfaire 4 'équation, si I'on substitue a
une de ces limites A, B, soit x, soit ». Voici comment on peut le
reconnaitre a priori.

Supposons, pour fixer les idées, que 3 et 3’ soient des nombres
réels et impairs, c’est-a-dire que, réduits a leur plus simple ex-
pression, ils soient de la forme ——-21:'"- Admettons que les limites

constantes A, B comprennent r dans leur intervalle et que y soit
supérieur 4 la plus grande. Décomposons I'intégrale prise de A a
B en deux parties, 'une prise de A & z, 'autre de z & B. L’une de”
ces parties sera réclle, I'autre imaginaire; elles devront donc,
prises séparément, vérifier I'une et l'autre I’équation proposée.
C’est ce que nous confirmerons tout a ’heure par un calcul direct
ou nous prendrons les précautions nécessaires pour calculer les
dérivées de l'intégrale définie.

Nous adopterons dans la suite les limites 3- et x, ce qui
donnera

A Y

/ ) s(u)(u—r)3(y—u)¥du

A ce premier terme on peut ajouter le sulvant.
Nous avons vu au n° 345 que

(y —aen3=32L(1—53,1—73)

est toujours une solution de U'équation E(2, 3'). Si l'on prend
pourZ(1— %', 1 — 3) la valeur

Y
[ Y(w)(u—r)¥ 1y — u)d-! du.

< g
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on trouvera la nouvelle solution
y
(y — x)'—ﬁ—ﬁ’f Y(w)(u—az)=1(y —u)d-1du
A

de I'équation proposée. Iin réunissant les deux termes ainsi ob-

tenus, on aura pour Z (3, ') la formule générale

v
Z(8,3" :f o(u)(u—x)B(y—u)yd du
(28) &

; y
(¥ —x')"‘ﬁ‘?'[ Y(u)(u—2)3 1 (y — u)d-1 du,

qui contient deux fonctions arbitraires distinetes.
Pour vérifier que cette intégrale satisfait effectivement a I'équa-
tion proposée, il suffira de la transformer comme il suit.

Posons
v=2x(1—1t)+ yt,

I'intégrale prendra la forme

7 1
| 28, 8) = (r — 2088 [ ola+(y —2)e]e-B(— 1)B dt
(29) | 1 e

’ = [ Yo+ (y — )31 (1 — ¢)8-1 dt,

\ o
ol les limites variables des quadratures sont remplacées par les
constantes o et 1. On peut maintenant calculer sans diffieulté les
dérivées successives de s et les substituer dans I'équation pro-
posée; on reconnaitra que cette équation est vérifiée. Il est permis,
d’aprés les remarques précédentes, de se contenter de vérifier un
seul des deux termes. Si nous nous bornons au second, nous
trouverons, pour le résultat de la substitution,

1
f%E‘P'Ixﬂy—rw]tﬁ'(u—t)ﬁ;dz;
0

.

& et @ étant positifs, ce résultat est évidemment nul.

355. Dans le cas exceptionnel ol I'on a

’:l,

w

P
KJ"I“

les deux termes de 'intégrale se raménent 'un a 'autre, et la va-
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leur de Z( 2, Z') se réduit a la suivante

1
[ (=) 301 — )31 dt,

<o
qui ne contient en réalité qu'une seule fonction arbitraire z -— L.
Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on opérera de la

maniére suivante.

Posons
) or

—1=x, V=1—03+:=

o

o

o

: - s 4 o 4 ot T
et remplagons v et 4 respectivement par T aa Sy pais déve-

loppons Z(3, 2') en conservant seulement les termes qui ne s’an-

nulent pas pour ¢ = 0. On obtient ainsi la formule

\'z(g,l_g): f slz +(y—x)t]t-3(1— )31 dt
- ! <o
(30) !/ 1
’ —1—/‘ Y[z (¥ —r)t]t-3(1— 0)d-log[t(1— &)(y — x)] dt,
<o

qui a été déjd donnée par Poisson. dans le Mémoire cité plus

, N L) 1
haut, pour le cas spécial ot 'on a % = -

356. La méthode par laquelle Poisson a obtenu I'intégrale gé-
nérale de I'équation E(B, 3), ainsi que celle que nous avons
suivie, laissent prise a des objections évidentes. Bien que‘la for-
mule générale (28) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne
permet d’'affirmer qu’elle donnera toutes les intégrales de 1'équa-
tion proposée. Si P'on remplace, par exemple, les limites ' et »
des deux intégrales de la formule par des constantes a et b,
n’aura-t-on pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui
sont données par la formule primitive? Nous allons montrer dans
le Chapitre suivant que l'on peut faire disparaitre toutes ces dif-
ficultés, et confirmer la généralité de I'intégrale, par I’étude appro-
fondie d’une idée de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre.
nous rappellerons que déja, dans un probléeme de Géométrie, nous
avons rencontré un cas particulier de [P'équation E(3, 2). Au
n° 162 [I, p. 242] nous avons ramen¢ la détermination des sur-
faces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes
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de courbure un systéme de coniques homofocales & 'intégration
de I'équation aux dérivées partielles

920 0 of

o 0 T o
Cette équation n’est autre que E(— ;: — 1) Son intégrale

203 e,

. * 7 . ~ /1 1 .
générale se déduit de celle de I'équation h(E’ ;); qui, comme

nous venons de le rappeler, a été donnée par Poisson. Cette inlé-
grale est assez eompliquée; mais il résulte des propriétés que
nous avons données aux n® 347 et 348 que l'on pourra obtenir
un nombre illimité de solutions algébriques.

Sil'on choisit, par exemple, la solution particuliére

0=A\/(|:—/z)(p1~/z),

on retrouve les surfaces du second degré; sil’on prend la solution

encore plus simple
8 =A +B(¢g+p1),

on obtient la surface remarquable de quatriéme classe que nous
avons étudiée au n° 159 [, p. 235].
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CHAPITRE 1IV.

LA METHODE DE RIEMANN.

Définition de I'équation linéaire adjointe a une équation linéaire donnée. — Cas
particulier du second ordre; relation entre une intégrale double et une inté-
grale curviligne. — Méthode de Riemann; détermination d’une solution de
I'équation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie. —
Double forme de I'intégrale générale. — La fonction u(z, y; z,, y,) peut étre
définie, soit comme solution de I'équation adjointe, soit comme solution de 1’é-
quation proposée. — Détermination effective de la fonction u relative a ’équa-
tion E(2, §'). — La formule de Poisson, généralisée par M. Appell, donne
effectivement I'intégrale générale de la méme équation. — Démonstration géné-
rale de ’existence de la fonction u sur laquelle repose la méthode de Riemann.
— Relation entre les invariants d'une équation linéaire et ceux de son adjointe.
— Les suites de Laplace relatives aux deux équations. — Quand l'une des
équations s’intégre par l'application de la méthode de Laplace, il en est de
méme de lautre.

357. Etant donnée une expression différentielle
(1) CA{E35 5o e e
contenant une variable x, une fonetion )- de x et ses dérivées
jusqu’a 'ordre n, on sait que I'équation

Jz d (9% d: [0z
(2) Cn e g e
e azx \ o), axr= \ o) )
exprime la condition nécessaire et suflisante pour que la fonction
o soit la dérivée d’une autre fonction ¥ contenant, en méme temps
que la variable indépendante z, la fonction y et ses n —1 pre—
miéres dérivées. De méme, si I'on considére une expression

3)

RN e 035 Jds 0925  9%: O%s )
Nt 5 o’ oz’ oz oy’ oy’ i

contenant deux variables indépendantes, une fonction z de ces
variables et ses dérivées partielles jusqu’a un ordre quelconque n,
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I’équation
Jo 9 o 0 ORI 2 99
Y s Tl Bt A Bt = e
g ox od_z dy dd— dx 0_0_z:
\ o N9 0x?
(1) {
( - dx oy 9 023 oy 002;>_” n
\ dxdy @f—z

exprime la condition nécessaire et sulfisante pour que o puisse
prendre la forme

oM oN

2

M et N ¢étant des fonctions de xz, de ), de 5 et de ses dérivées
partielles jusqu’a un ordre que 'on peut toujours réduire a n ou
an—i.

D’aprés cela, considérons une équation linéaire quelconque

d’ordre n
5, —~ itk 5
Fxy= P b gty =

Sil'on multiplie le premier membre par une indéterminée u et
si I'on écrit ensuite que la condition (4) est vérifiée, on aura
I'équation linéaire

5 iyt Qi+~
G(u) T22(—’)1’% W(Amu) = @,

qui définira . Nous dirons que cette équation est 'adjointe de
la proposée, pour rappeler I'analogie qu’elle présente avee I'équa-
lion toute semblable considérée par Lagrange dans le cas d’une
seule variable indépendante.

Quelles que soient les fonctions 5 et «, une suite d'intégrations
par parties conduit facilement a 'identité

15 = - oM ON
(6) ud(3)—-s((u)= 5;+¢U’
ot M et N ont les valeurs suivanles
' 03 _0(Ageu) 1 03 1 _0(Aqu)
- \I"'A10~l“"‘*\20uax"'~ o +5A“u0y-—2&'_—dy_k ; ’
7 [

e ] 03 _0(Nepu) |1 93 1 ’d(A“u) y
(N_AOINM'—‘-‘\OZ”;);_N—_()}’_ ; “ub;—zuT—r—

ey
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ct dépendent de =, de u et de leurs dérivées jusqu’a V'ordre n — 1.
1l importe toutcfois de remarquer que les expressions de M ct de
N ne sont pas complétement déterminées. Le second membre de
I'identité (6) ne change pas, en effet, si I'on remplace M et N
respectivement par

et 'on pourra prendre pour § une fonction linéaire de =, de u et
de leurs dérivées jusqu’a I'ordre n — 2, sans changer la forme
générale des valeurs de M et de N.

On déduira facilement de I'identité (6) que la relation entre les
deux équations en = et en u est réciproque, c’est-a-dire que cha-
cune de ces équations est Uadjointe de !’autre. Mais nous
omettrons ici le raisonnement trés simple par lequel on est con-
duit a ce résultat essentiel, parce que nous aurons & le présenter
sans modification, au Chapitre suivant, dans I’étude de I'équation
adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la con-
séquence suivante, qui joue un role essentiel dans la théorie ().

(*) Ponr établir I'identité (6) dans toute sa généralilé, on peut employer le
caleul élémentaire suivant :
On sait que l'expression

est la dérivée exacle d'une fonction de u, de ¢ et de leurs dérivées jusqn’a
Pordre i —1, dont nous omettrons, pour abréger, I'expression développée. Si

X &
I'on remplace ¢ par o5 On aura done

ko y oo du P

i

u—— — (—1)— =
dz gyt e dy o+~ ox’

P contenant les dérivées de « et de ¢ jusqu'a l'ordre { -~ &£ —1. Changeons dans
cetle équation & en ¢, z en ), ¢ en k: nous aurons

B kel b diudte  dQ
vxtoyt

_— = y
s oyt dy
et la combinaison de ces denx équations nous donnera l'identité plus générale

i+k ik .0
dte — (=) O b f’f__(__,).-x_q,
dx dy*t . vy

e T oridyt T o

(vrir T R 21T
‘;" VEERGLT

\ ("t‘ o or *
\ %moa‘&f’f/
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Considérons l'intégrale double

3 oM oN
F(3)— s (w)ldrdy = — — 3
./'f[u ¥(5) 4 (uw)) drd) /:/(l).]} oI dy)dxdy

étendue a une aire plane (A) que nous supposerons simplement
connexe et limitée par un contour (S); cette intégrale double aura
la méme valeur que I'intégrale simple

f(n dy — N dr),

étendue & tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On
aura donc I'équation

(A)
(S
(8) ff[uef(,.. — z{(w)] drdy —j (Mdy —Ndx),

qui est tout a fait équivalente a 'identité (6). On reconnait ici
que 'indétermination signalée plus haut pour les valeurs de M et
de N n’a plus aucun effet sur I'équation précédente; car, 'si I'on
5 ()(l
remplace M et N par leurs valeurs les plus générales 1\I+

]l A .
N — ——, le second membre s’accroit de I'intégrale

ox
(S)
f db

qui est évidemment nulle toutes les fois que § est une fonction
uniforme et finie 4 'intérieur de 'aire (A).

P et Q contenant les dérivées de w et de ¢ jusqu'a ordre i -+~ A — 1. Or on a
Jusq

¢ 22 o O (A u)]
(5) — 3z (@ = RPN e R e
RN AR = [u 3 ()x' d_y‘ Sevitiy. o' dy* J

ct il suffit de faire usage de l'identité (@), ou 'on remplacera w par A, w et ¢ par
3, pour reconnaitre que le terme général du second membre, ct par suite le se-
cond membre tout entier, peut se mettre sous la forme

oM ik oN
dx ady

’

o M et N contiennent les dérivées de 5 ¢t de « jusqu’a Pordre n — 1.



LA METUODE DE RIEMANN. 75
358. L’équation adjointe & une équation linéaire donnée s’est
présentée pour la premiére fois dans un Mémoire de Riemann
relatif a la propagation du Son (*). M. P. du Bois-Reymond, qui
déja dans un Ouvrage (?) sur les équations aux dérivées partielles,
avait, a juste titre, appelé l'attention des géométres sur le Mé-
moire de Riemann, est depuis revenu sur ce sujet dans un court
article publié & Tubingue (2). Dans ce qui va suivre, nous traite-
rons seulement de I’équation
d%s 93 a3

azo)-'“5+bé}

—C3 =0,

(9)

déja étudiée dans les Chapitres précédents; nous donnerons les
résultats de Riemann et nous indiquerons les conséquences que
I'on peut en déduire. On a alors

023 Js 53

F(s3) = B;d)' A b(;r —cs3,
. *u du dJu da 0b°
(, 3 = — — — — — —— — — -
@ a(u) dr 9y ad.z' > 9y (C Jdr d_)')u
o
- 1 (15 dJu’
M=aus+-(u——5,-)>
2\ " %oy,

Js _du
or "TI:‘) 3

Voici I'usage que Riemann fait de I'équation (3).

Supposons que l'on ait pris pour s et pour u respeclivement
des intégrales quelconques de 1'équation proposée et de son ad-
jointe. On aura :

J(s)=o, G(u)=o,

et le premier membre de 1'équation (8) sera toujours nul. Cette

(') RIEMANN, Ueber die Fortpflansung ebener Luftwellen von endlicher
Schwingungsweite (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften su
Gdéttingen, t. VIII, 1860, et Gesammelte Werke, p. 145).

(®) P. pu Bors-ReyMoND, Beitrige sur Interpretation der partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit drei Variabeln, p. 250. Leipzig, 1865.

(*) P. pu Bois- ReYMoND, Ueber ein in der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen auftretendes wolstindiges Differential. (Mathema-
tisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben von D O. Boklen.
Tubingue, t. I, p. 34; 1883.)
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équation nous donnera done

(S)
(11) f (Mdy — Ndz)=o.

Soit A un point quelconque du plan (fig. 25) et B'C! une -
courbe tracée arbitrairement dans ce plan. Menons par A des
droites AB et AC paralléles aux axes jusqu’a la rencontre de la
courbe, et supposons que les intégrales s, w, aussi bien que les

Hig? rab%

g

coefhicients de I’équation proposée et leurs dérivées, soient finies
ct continues a l'intérieur de 'aire ABC. On pourra appliquer
I’équation (11) au contour ACBA, ce qui donnera

G B A
(1) f)ldy-%—/(Mdy»—Ndx)—f Nsofor 2ok
A v G B

Si 'on se reporte aux valeurs de M et de N, on peut écrire

C C
¢ o 1 o(us) , __»()ﬁ_
Somar= [[595R  —o( —au)ar]

4 A

B B 2
f Ndx—.f [l de~;<d£-bu>dx].
Jy 4 2 07 dx

A

Si donc on désigne, d’une maniére générale, par o, la valeur
Q’une fonction © au point P, on aura
dg au)dy
5 y,

G ot o C
/Mdy:(_“_f_)ﬂ__M_[;
A 2 .

B Schalisiali B
/Nclx:w—/z<%~bzc)dm.
oI 2 i dr

A
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Si I'on porte ces valeurs des deux intégrales dans 1'équation
précédente (12), on aura

(us)y +—(us)e

C
- f (M dy — N dz)

B
( —[ ;(tzﬁ — bu dx—f (i" —au)(ly.
JA

Etudions les différents termes du second membre.

(us)r =
(13)

Imaginons que I'on se propose, avee Riemann, de déterminer
la solution s de I’équation aux dérivées partielles proposée, qui
prend des valeurs données, ainsi que I'une de ses deux dérivées,
pour tous les points de la courbe B'C/. L’équation

ds = = dr + ﬂ—:(lr,
oxr iy
appliquée a un déplacement suivant cette courbe, détermine évi-
demment celle des deux dérivées premiéres qui n’est pas donnée
a priori; nous pouvons donc eonsidérer les deux dérivées de =
comme connues en chaque point de la courbe B'C’. 1l suit de la
que, si 'on a choisi la solution « de I’équation adjointe, les trois
termes
G
(us)p, (ws). [ (Mdy —Ndr),

<R

-

qui entrent dans le second membre de ’équation (13), sont parfai-
tement connus et dépendent seulement des conditions aux limites
données pour 5. Si donc on pouvait calculer les <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>