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PREFACE.

Cette seconde Partie de mon Ouvrage se compose settlement

de deux Livres.

Le Livre IV, qui traite des congruences et des equations li-

neaires aux derivees partielles, est presque entierement con-

sacre a des developpements d analvse quitrouveront plus tard une

application presque immediate dans 1 etude de deux questions

importantes : la deformation infiniment petite d une surface quel-

conque et la determination xles surfaces admettant une represen

tation spherique donnee.

Le Livre Y
, qui traite des lignes tracc es sur les surfaces,

contient, en particulier, la demonstration des belles formules que
nous devons a M. Codazzi. L etude des lignes geodesiques s y
trouve commencee, mais non terminee. J ai surtout insiste sur les

rapprochements qui se presentent ici entre les methodes employees

par Gauss dans 1 etude des geodesiques et celles que Jacobi a

appliquees plus tard aux problemes de la Mecanique analjtique.

J ai pu ainsi mettre en evidence tout 1 interet que presentent les

belles decouverles de Jacobi lorsqu on les envisage a un point de

vue plus particulierenient geometrique.

Je m empresse de remercier, en terminant, M. Paul Morin, pro-

fesseur a la Faculte des Sciences de Rennes, et M. Edouard

Goursat, Maitre de Conferences a 1 Ecole Normale, qui ont bien

voulu me preter leur concours le plus devoue dans la correction

des epreuves.

28 octobre 1888.



ERRATA.

Premiere Partie.

Page 3i, ligne 6 en remontant, au lieu de [p. 12], lisez [p. 22].

Page 02, formule (4), changer le signe du second mcmbre. Formules (5) ct

MM MM
suivantes, cchanger sin 2 et cos 2

Page /|0, dcrniere ligne, au lieu de [p. i3], lisez [p. 22].

Page 65, ligne 7 en remontant, au lieu de F( ,
v

o&amp;gt;

u
i
v

&amp;gt; 0&amp;gt;
lisez F(MO ,

t&amp;gt;

,
u

,
v

, t).

Page 69, derniere formule, au lieu de E(du vv -+- C dv 6), lisez

B
(
du oV + &amp;lt;J?P SM

)
.

Page -G, ligne 5 en remontant, au lieu de , lisez \/i-+-f
-i

.

/V/I+/&quot;

Page 33G, seconde formule (26), au lieu de&Jl &quot;-}&amp;gt; lisez rT, [

Page 364, ligne 6 de la note, a/outer dcs cordes apres le mot milieux.

Page 367, ligne 22, au lieu de 1 ordre est, lisez la classe est un nombrc.

Seconde Partie.

Page no, dernicrc formule (45) et derniere formule (/|6), au lieu de );, /we-

**,-,-

Page 127, lignes i^ ct 17, changez les signes dcs seconds mcmbrcs des equations.

Page 282, ligne 10, au lieu de MB
,
lisez M B .

f)
2

Page 298, formule (34), changer le signe du terme en -

Page 809, changer le signe du second mcmbre dans 1 equation (L
;

2) et dans la

precedenle.

Page 3 1 2, changer le signe des termes qui conticnnent les derivees premieres
de 6 dans le systeme (-5).



THEORIE GEXERALE

DES SURFACES.

DEIXIDIE PARTIE.

LITRE IV.
LES CONGRUENCES ET LES EOLATIONS LINEAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES.

CHAPITRE I.

NOTIONS GENERALES SLR LES CONGRUENCES.

Definition de la congruence. Numbre limite de courbes passant par un point.
Cas d exception. Surfaces de la congruence. Definition des points f&amp;lt;&amp;gt;-

caux. Determination du nombre et du dgre de multiplicity- des points fo-

caux
; application aux congruences engendrees par des courbes planes alge-

briques. Surface focale, ses relations de contact avec les courbes et avec les

surfaces de la congruence. Determination des surfaces de la congruence dont

les generatrices admettent une enveloppe. Cas particulier des congruences

rectilignes. Les deux series de developpables que Ton peut former avec les

droites de la congruence. Cas particulier oil une des nappes de la surface

focale se reduit a une courbe. Proposition fondamentale relative a deux sys-

temes conjugues traces sur les deux nappes de la surface focale. Relation

de cette proposition avec la methode de transformation des equations lineaires

aux derivees parlielles qui est due a Laplace.

311. Considerons un svsteme de courbes, deilni par les equa
tions

* f( x, )-. ^. a. b i = o.

(I
&amp;gt; A

r -*&quot;--
&quot;- - a - b]

&amp;gt;

D. - II. i



2 LIVKE IV. CHAP. I.

ou a et b designent deux constantes arbitraires. Nous designerons

sous le nom de congruence, emprunte a Plucker, 1 ensemble des

courbes correspondantes a tous les systemes de valeurs de a el de

b. II esl clair qu il passe un nombre limite de courbes de la con

gruence par un point quelconque de 1 cspace ; car, si 1 on rein-

place, dans les equations precedentes, x, y, z par les coordonnees

#0, y , So de ce point, on aura deux relations qui delermineront,

en general, un nombre limite de systemes de valeurs de a et de b.

Cependant, il peut arriver que, pour certains points exception-

nels, ces equations admettcnt un nombre illimile de solutions. II

pourra done y avoir certains points par lesquels passeront une

infinite de courbes de la congruence.

Imaginons, par exemple, que 1 on considere la congruence
formee par les droites qui rencontrent une courbe (K) et sont

tangentes a une surface (S). Les droites de la congruence qui

passent par un point JM de 1 espace sont, en general, en nombre

limite; elles sont les aretes d intersection de deux cones de

sommet M, 1 un circonscrit a la surface (S), 1 autre con tenant la

courbe (K). Mais, si le point M appartient a la courbe (K), il y

passera une infinite de droites de la congruence qui formeront le

cone circonscrit a la surface (S) ayant son sommet en ce point.

Si Ton considere de memo la congruence formee par les cercles

de 1 espace qui passent par deux points fixes A et B, on reconnait

immediatement qu il passe, en general, par un point M un seul

cercle de la congruence. Gette conclusion cesse d etre exacte si le

point M vient se reunir a 1 un des points A, B; on obtient alors

tous les cercles de la congruence.
Les deux exemples differents que nous venous de signaler cor

respondent aux deux cas qui peuvent se presenter lorsqu il y a

indetermination. Dans le premier, les deux equations auxquelles
doivent satisfaire a et b se reduisent a une seule; dans le second,

elles sont, 1 une et 1 autre, identiquement verifiees.

312. Revenons aux congruences les plus generates. Si Ton

etablit une relation quelconque entre a et b

(2) 6 = F(a),

les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a
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et de b pour lesquelles cettc relation est verifiee engenclreront

une surface que 1 on obtiendra en eliminant a et Centre les equa-

tions (i) et (2). Le plan tangent en un point (x,} , ~) de cette sur

face sera defini par 1 equation

df ,
&amp;lt;&amp;gt;f df .if d/_dx dv dz -- +- - F (a)

&amp;lt;).r dv : &quot; do

f~, ^~3 **j
= ^

***&amp;gt;!dx --- ay - dz -^-
~ F ( a )dx dy

&quot; dz da ob

dont la forme va nous conduire a une proposilion tres interes-

sante.

Donnons, pour abreger, le nom de surfaces de la congruence
aux. surfaces que nous venons de definir et qui sont engendrees

par des courbes de la congruence, choisies d ailleurs de la maniere

la plus arbitraire. Considerons quatre de ces surfaces, passant par

une meine courbe (C) de la congruence, et prenons leurs plans

tangents en un point determine M de cette courbe; jc, y, z. a, b

auronl. en ce point, la meme valeur pour toules les surfaces,

F (a) variera seule quand on passera d une surface a une autre.

De celte remarque et de la forme de 1 equalion (3), nous

pouvons done conclure que le rapport anharmonique des plans

tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent

tous la tangenle en M a la courbe (C), est egal a celui des valeurs

de F (a) relatives aux quatre surfaces et est. par consequent, le

meme pour tous les points de la courbe (C). Ainsi :

Si I on considere quatre surfaces quelconques de la con

gruence contenant une meme courbe de La congruence, le

rapport anharmonique des plans tangents a ces surfaces en

un point quelconque de la courbe commune demeure constant

quand le point se deplace sur cette courbe.

L equation du plan tangent nous conduit encore a une autre

consequence essentielle. Determinons sur la courbe commune (C)
les points pour lesquels on a

t \
da

() -

0? THE ^
UHI7ESSIT7



4 L1VRE IV. CHAP. I.

Pour ccs points, le plan tangent sera indepcndant de F (a) el,

par consequent, sera le meme pour toutes les surfaces de la con

gruence conlenant la courbe (C). Ainsi :

Si Von considere toutes les surfaces de la congruence qui
contiennent line meme courbe (C) de la congruence, ilexistera

.sur (C) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces

surfaces admettront le meme plan tangent, quelle que soit la

loi suivant laquelle on ait assemble les courbes qui les engen-
drent.

INous designerons ces points sous le noni de points focaux.

313. Le nombre des points focaux situes sur chaque courbe

depend de la forme des equations (i) par rapport a x,y, z plutot

que de la maniere dont y figurent a et b. En d autres termes, il

depend surtout de la forme et de la definition des courbes de la

congruence, plutot que de la maniere dont elles sont assemblies.

Supposons, par exemple, que les equations (i) soient du premier

degre par rapport a #, y, z et representent une droite : 1 equation

(4) sera du second degre, en general, et defmira deux points
focaux sur chaque droite de la congruence. Si f est du degre m
et

&amp;lt;p

du premier degre, la congruence sera formee par des courbes

planes d ordre m. L equation (4) etant alors du degre m -f- i
,

il y

aura, en general, m(m + i) points focaux sur chaque courbe de

la congruence.

Lorsque les courbes de la congruence rencontrent une courbe

fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont

evidemment des points focaux. II en est de meme si ces courbes

passent par des points fixes; mais nous aliens montrer que, dans

ce dernier cas, chacun de ces points fixes equivaut au moins a

deux points focaux.

Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes

de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonriees,

les equations (i) ne contiendront pas de terme constant et les

termes de degre moindre seront au moins du premier degre.
Par suite, les termes de degre moindre dans 1 equation (4) seront

au moins du second degre; et deux, au moins, des points d inter-
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section de la surface represented par cette equation avec la courbe

(C) de la congruence se confondront a Torigine des coordonnees.

c est-a-dire an point M.

Indiquons quelques applications.

Pour une congruence de coniques, il y a six points focaux sur

chaque conique.
Si Jes coniques deviennent des cercles, c

?

est-a-dire rencontrent

deux fois le cercle de 1 infini, deux des points fbcaux sont rej-

a 1 intersection de chaque cercle et du cercle de 1 infini
;
il en reste

quatre seulement a distance finie.

Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en

dehors de A, que deux points focaux a distance finie sur chaque
cercle. C est ce que Ton reconnail d ailleurs immedialernent en

efiectuant une inversion dont le pole est en A.

314. Apres ces indications sonimaires sur le nombre des points

focaux, eludions leur distribution dans 1 espace. Si Ton elimine a

et b entre les equations (i) et (4), onobtient en general une seule

equation, qui represente le lieu des points focaux de toutes les

courbes de la congruence. Nous donnerons a ce lieu le nom de

surface focale de la congruence. II se compose d autant de

nappes qu il v a de points focaux sur chaque courbe de la con

gruence. La surface focale peut se decomposer, se reduire, en to-

talite ou en partie, a des courbes ou a des points : nous laisserons

de cote Texamen de tous ces cas, qui nous entrainerait trop loin.

et nous etablirons les proprieles generates suivantes.

Ecrivons les equations (i) et (4) sous la forme

f *f
,

- df ,
fc

(3) /=o, = 0, A_^=o, --j k-j=o.da oa do db

ouA- designe une inconnue auxiliaire. Sil onregarde aet b comme

donnes, ces equations determinent les points focaux d une cer-

taine courbe (C) de la congruence. Le plan tangent en un de ces

points a Tune quelconque des surfaces de la congruence qui con-

tiennentla courbe(C) est defini par Pequation (3), qui prend ici

la forme

df ,te\, &amp;gt; ,*p
ir k-r-)dx -

i & -r-d& dxj &quot;v d
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Nous allon.s monlrer quc cc plan est aussi tangent a la surface

focale au point considere.

On obtient, en cffet, 1 equalion de la surface focale en eliminant

a, bj k cntre les quatre equations (5); mais, au lieu d eflectuer

cetlc elimination, on pent conserver toules ccs equations en con-

venant d y regarder a, b, k comme des fonctions a determiner.

Par suite, pour avoir le plan tangent a la surface focale au point

considere, il faudra dilTerentier les equations (5) eny regardanta,

b, /, comme des variables. Or, si 1 on diflerentie settlement les

deux premieres et que Ton forme la combinaison

dfkdv =Q,

les coefficients de da, db disparaissent en vcrtu des deux der-

niercs equations, et Ton retrouve 1 equation (6). Cette equation

represente done, comme nous 1 avons annoiice, le plan tangent a

la surface focale, ct nous pouvons enonccr la proposition sui-

vante :

Les courbes de la congruence sont tangentes en tons leurs

points focaux a la surface focale. Les differentes surfaces de

la congruence qui contiennenl line courbe determinee de cette

congruence sont toutes langente.s a la surface focale en tons

les points focaux sillies sur cette courbe ; et, par consequent,

elles devaient etre, comme il a etc deja etabli, tangentes les

lines aux aulres en ces points.

315. On retrouve encore la surface focale en etudiant le pro-
bleme suivant :

Assembler des courbes de la congruence de telle maniere

qu elles aient une ctu-cloppe, c est-d-dire qu elles soient toutes

tangentes a une ccrtaine courbe.

Prenons pour b une fonction de a : nons obtiendrons une

famille de courbes representees par les equations

( 7 ) / ^ o, cp
- o.

qui ne contiennent plus qu un parametre a. Pour que ces courbes

aient une enveloppe, il faut que, pour toute valeur de a, on puisse
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determiner des valeurs de x, y, z satisfaisant aux deux equa
tions (-) en meme temps qu a leurs derivees prises par rapport

a
,

df Of db _ 0-^ _dv db _
da db da Ua db da

Si 1 on elimine entre ces equations
--

, on retrouve Fequation (.{)

qui caracterise les points focaux. Done :

Si Von vent assembler des courbes de la congruence de telle

maniere qu elles aient line enveloppe, cette enveloppe sera

necessairement formee par des points focaux de ces courbes

et sera, par consequent, situee sur line des nappes de la surface

focale.

D autre part, si Ton elimine x, y, z entre les equations (- ) et

on sera conduit a une relation de la forme

ce qui montre que la solution complete du probleme exige, en

general, 1 integration d une equation differentielle du premier
ordre.

Les propositions etablies precedemment conduisent encore a ce

dernier resultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la

congruence admettent une enveloppe (E), cette enveloppe (E)

doit se trouver sur une des nappes de la surface focale. Mais il est

clair qu elle doit encore satisfaire a une autre condition : il faut

qu en chacun de ses points elle soil tangente a la courbe de la

congruence qui vient toucher en ce point la surface focale. Cette

derniere condition, qui est evidemment necessaire et suffisanle,

equivaut a une equation differentielle dont 1 integration permettra

seule de resoudre completement le probleme. Cette equation dif

ferentielle sera du premier ordre et du premier degre pour chacune

des nappes de la surface focale; mais, si ces nappes ne peuvent

etre separees analvliquement, on aura a considerer une seule

equation du premier ordre, dont le degre sera egal au nombre des

nappes de la surface.
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Dans le cas ou 1 une des nappes de la surface focale se reduira

a urie courbe (K), il suffira, pour avoir une solution partielle du

probleme, d assembler toutes les courbes de la congruence qui

passent par un meme point de (K). Si 1 on considere, par

exemple, la congruence formee par les cercles qui rencontrent

quatre courbes donnees, on aura toutes les solutions en assemblant

les cercles, en nombreinfini, qui passent par un point quelconque
de 1 une de ces courbes,

316. Lorsque les courbes de la congruence sont simplement

tangentes a une des nappes de la surface focale, les points de

contact de ces courbes doivent etre considered comme des points

focaux simples; mais, si les courbes ont un contact d ordre p avec

la nappe consideree, chaque point de contact sera un point focal

multiple lenantlieu de
/&amp;gt; points focaux ordinaires. Voici comment

on pent etablir cette proposition.

Soit

*=f(*,y)

I equation de la nappe consideree. Si Ton remplace partout z par
5 +./(#, JK), cette substitution ne change pas 1 ordre de contact

des courbes et des surfaces; mais la nappe precedente est rem-

placee par le plan des xy. Nous pouvons done, sans restreindre la

generalite des raisonnements, supposer que toutes les courbes de

la congruence soient tangentes an plan des xy\ et nous aliens les

etudier dans le voisinage de ce plan.

Substituons aux parametres aelb qui entrent dans les equations
de chaque courbe de la congruence les coordonnees x ^y du

point de contact de la courbe avec le plan des xy. Les equations

qui definissent cette courbe donneront alors pour y et z des

valeurs qui pourront etre developpees en serie et seront de la

forme

r--7o A(.r a? ) hB(a?- x y- -4-. . ..

A, A,, B, B,, ... etant des fonctions quelconques de x
, y el p

designant 1 ordre du contact de la courbe avec le plan des xy.
Ecrivons I equation
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&amp;lt;&amp;gt;

qui determine ici les points focaux. Elle sera de la forme

(/&amp;gt;
i) A,(:r JTQ )P ... - o.

les termes non ecrits con tenant tous en facteur une puissance de

x .r d exposantsuperieura/?. On voitque la valeur jc de jc sera

d un ordre de multiplicite precisement egal a 1 ordre de contact

de chaque courbe de la congruence transformed avec le plan des

xy, c est-a-dire de chaque courbe de la congruence primitive BMT

la nappe considered de la surface focale. C est la proposition que

nous voulions etablir.

317. On peut raisonner d une maniere analogue lorsque les

courbes de la congruence rencontrent toutes une courbe fixe (K).

Si
j. /&amp;lt; .r i. y = 0(3-)

sont les equations de cette courbe, on commencera par remplacer

r par z f(.r) el r par r f(^) el la courbe se transformera

dans 1 axe des x sans que les ordres de contact aient ete changes.

Substituons a Tun des parametres a et b qui entrent dans liqua

tion de chaque courbe de la congruence 1 abscisse x du point de

rencontre de cette courbe avec 1 axe des .r. les equations de la

courbe prendront la forme

r - \(.r.r \ &amp;gt; / /
2 - ....

*= A, (./ ./ i

BI(J&quot;
-

J&quot; i
2 --

A, B, A, , B,. ... designant des fonclions de x el de 1 autre pa-

rametre a dont dependent les courbes de la congruence. L equation

qui determinera les points focaux sera ici

les lermes non ecrits contenant (x x )-
en facteur. On voit que

le point de rencontre sera un point focal simple, a moins que 1 on

n ait

d\
\

01 01

ou, en integrant.

A, = A ^



LIVRE IV.

Cette condition s interprete aisement; elle exprime quo les

langenles a toutes les courbes de la congruence transformee qui

coupon t au meme point 1 axe des x sont dans un meme plan

passant par Ox. En etendant cette conclusion a la congruence

primitive, nous obtenons le resultat suivant :

Quand les courbes de la congruence rencofitrent line courbe

fixe (K.), les points d intersection sont des points focaux
simples, d moins que les tangentcs d toutes les courbes de la

congruence qui passent en un point quelconque de (K) ne

soient toutes situees dans un plan passant par la tangenle en

ce point d la courbe (K).

Si Ton etcnd ce mode de recherches au cas ou toutes les courbes

de la congruence passent par un point fixe, on demontrera de

meme que ce point fixe, qui tient lieu, coinme nous 1 avons vu, de

deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de multi-

plicite superieur que si les tangentes menees en ce point a toutes

les courbes de la congruence forment un cone, d ailleurs quel

conque, au lieu de remplir 1 espace. Nous laisserons egalement au

lecteur le soin d etablir, par une simple application des methodes

precedentes, une elegante proposition qui nous a etc communiquee
par M. G. Kcenigs :

Si une congruence est telle que chacune des courbes qui la

composent soil rencojitree par toutes les courbes infiniment
voisines de La congruence, les differentes courbes de la con

gruence sont tangentes d une ou d plusieurs courbes fixes ou

bien elles passent par un on plusieurs points fixes ( ).

318. Appliquons les propositions precedentes aux congruences
de droites ou systemes de rayons rectilignes. Le nombre des

droiles de la congruence qui passent par un point quelconque de

1 espace a recu dans ce cas le nom &ordre de la congruence; on

appclle classe de la congruence le nombre des droites qui sont

( ) On laisse dc cote le cas exceptionncl oil toutes les courbes dc la congruence
seraient tracees sur une meme surface et oil, par suite, tous leurs points satis-

fcraicnt a la definition des points focaux.
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dans un plan quelconque. Le svsteme des normales a 1 ellipsoide

forme nne congruence d ordre 6 et de classe 2.

Sur chaque droite il Y a, en general, deux points focaux reels

ou imaginaires. Quand la droite se deplace, ces deux points fo

caux decrivent les deux nappes de la surface focale. Les droilesde

la congruence sont des tangentes doubles de cette surface focale,

mais la reciproque n est pas vraie, en general : toute tangente

double de la surface focale n est pas une droite de la congruence.

Par exemple, la surface des centres de courbure de 1 ellipsoYde

admet bien comme tangentes doubles les normales de rellipso ide;

mais elle admet aussi d aulres tangenles doubles qui ne font pas

parlie de la congruence des normales.

Soil (d) une droite quelconque de la congruence, touchant en

M la premiere nappe et en M la seconde nappe de la surface fo

cale (F). Soient (P), (P )
les plans tangents en M el M a (F). Si

Ton veut assembler les droites de la congruence de telle maniere

qu elles aient une enveloppe, c est-a-dire qirelles engendrent une

surface developpable, les aretes de rebroussement de toutes les

developpables ainsi obtenues devront, d apres les propositions ge-

nerales etablies precedemment, se trouvcrsur Tune ou 1 autre des

nappes de (F). II suit de la que la droile (d] fera parlie de deux

developpables seulement, Tune avant son arete de rebroussement

sur la premiere nappe et tangente en M a la droile (d).
Tautre

ayant son arete de rebroussement sur la seconde nappe et tangente

a (d) en M . La determination de ces deux series de developpables

exigera d ailleurs 1 integralion de deux equations differenlielles

du premier ordre et du premier degre ou, ce qui revient an meme,
celle d une equation du premier ordre et du second degre.

Toules les surfaces reglees engendrees par des droites de la con

gruence et contenant la droite (d) seront tangentes les lines aux

autres aux deux points focaux M et M . II faut cependant faire une

remarque particuliere relativement aux deux developpables qui

admeltent (rf ) pour generatrice. Celle, par exemple, qui a son arete

de rebroussemenl passanl en M el situec sur la premiere nappe de

la surface focale, admel en M
,

et par consequent en tous les

autres points de (d), le plan tangent en M a seconde nappe de la

surface focale. Ce plan n est pas, il est vrai, tangenl en M a la pre

miere nappe; mais celte exception au theoreme general, qui se



LIV11E IV.

presenterait aussi pour les congruences les plus generales, dispa-
rait si 1 on remarque que 1 arete de rebroussement d une surface

developpable est une ligne multiple en tous les points de laquelle

le plan tangent doit etre regarde comme indetermine.

319. Designons par Jes lettres (G), (G
7

)
les aretes de rebrous

sement, situees respectivement sur la premiere et la seconde

nappe, des deux series de developpables que nous venons de de-

finir. Les premieres developpables, avant pour aretes de rebi ous-

sement les courbes (C), touchent la seconde nappe suivant des

courbes (D
7

).
Les secondes, ayant pour aretes de rebroussement

les courbes (C ), touchent de memo la premiere nappe suivant des

courbes (D). II y a une relation geometrique a pen pres evidente,

mais tres essentielle, entre les deux families de courbes tracees

sur la meme nappe (C) et (D) on (G )
et (D ).

Les tangentes aux

differentes courbes (C)aux points ou ces courbes rencontrent une

meme courbe (D) engendrent, par hypothese, une surface deve

loppable ayant son arete de rebroussement sur la seconde nappe.
Done les courbes (C) et (D) forment un svsteme conjugue sur la

premiere nappe ; et, de meme, les courbes (G )
et (D )

forment

un sysleme conjugue sur la seconde nappe. Ainsi :

Sur cJiaque nappe de la surface focale, les courbes corres-

pondantes aux deux series de developpables forment un sys-

teme conjugue. Les lines sont les aretes de rebroussement de

I une des deux families de developpables; les autres sont les

courbes de contact des developpables de Vautre serie.

3!20. L etude detaillee des relations precedentes est tres feconde

en consequences et elle permet de resoudre differentes questions.

Proposons-nous, par exemple, le probleme suivant :

On considere sur une surface (S) une famille de courbes (G).
Les tangentes a ces courbes forment une congruence dans

laquelle on connait deja une des deux families de develop

pables, celles qui sont engendrees par les tangentes aux
diverges courbes (G). Oft propose de definir les developpables
de I autre famille.
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11 est clair, d apres ce qui precede, qu
:

il faudra associer aux

courbes (C) leurs conjuguees (D) sur (S). Les tangentes aux

courbes (C) en tous les points d une courbe (D) engendreront les

developpables de la seconde famille. La determination de ces de-

veloppables exigera 1 integration d une equation du premier ordre

tl du premier degre, celle des courbes (D).
La construction precedente montre immediatement que, si les

courbes (C) sonl des lignes asvmptoliques, et seulement dans ce

cas, elles coincident avec les courbes (D). Ainsi les congruences
dans lesquelles les deux points focaux sont constamment con-

fondus, les deux nappes de la surface focale se reduisant a une

seule (2), sont formees de 1 un des deux syslemes de tangentes

asvmploliques de (2). Ce resultat est en parfait accord avec celui

qui a ele demonlre au n 316.

321. Les propositions precedentes subissent des modifications

qu il est aise de prevoir dans le cas ou 1 une ou Fautre des deux

nappes de la surface focale se reduit a une courbe. Alors les de

veloppables qui avaient leur arete de rebroussenient sur celt-

nappe se reduisent aux cones engendres par les droites de la con

gruence qui coupent en un rneme point la courbe a laquelle st-

reduit la nappe consideree.

Proposons-nous de determiner, dans ce cas special, la second*

famille de developpables de la congruence. Donnons-nous les

equations de la course focale sous la forme

. *=/(*), y - ;

les equations qui determinent une droite de la congruence seront

de la forme

\ x &amp;gt;.,X
- ; . V y = u.Z 5),

\ . Y, Z etant les coordonnees variables et a une fonction de A t-l

de : determinee par la definition de la congruence. Pour obtenir

les developpables, nous exprimerons que la droite representee par

les equations precedentes est rencontree par une droite infiniment

voisine de la congruence; c est-a-dire que nous associerons aux
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deux equations precedentes les suivantes

dx - d\
(
Z - z )

- X dz o,

r// -t- d\i.(JL z) JJL
dz = o,

&amp;lt;jue

Toil oblienl en faisant varier infiniinent peu \ et 5. Si nous

eliminons Z z, nous obliendrons 1 equalion difTe rcntielle

donl I mtegration iera connailre les developpabies de la con

gruence. On apercoit immediatement une premiere solution

dx dy
- dz = o

;

elle correspond au cone forme par toutes les droites de la con

gruence qui passent an meme point de la courbe focale. Si nous

ecartons cetle solution evidente, et deja signalee, et si nous rem-

placons du. par sa valcur -.- dz -4- -+ d\, nous serons conduits a41 dz dt,

I equation difFerentielle du premier degre

(10)

dont 1 integration parait impossible dans le cas general.

Si Ton suppose que toutes les droites de la congruence qui

passent au meme point de la courbe focale y forment un plan, la

seconde nappe de la surface focale sera evidemment la devclop-

pable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, la relation entre
JJL,

\, z prcndra la forme

[jL= AX -4- B,

A et B etant des fonctions de
:., et I equation (10) se reduira a la

suivante
d\

__
(A .v )(\ l--W)

dz \x -+- B y

qui est une equation de Riccati. Ainsi :

La determination de toutes les courbes, tracees sur une de

veloppable (A), dont les tangentes vont rencontrcr une courbe
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donnee quelconque (K), depend de I integration d une equation
de Riccati.

Par consequent, elle pourra etre efTectuee (n
os 16 et 17) par

3 n quadratures, des que Ton connaitra n courbes particulieres
donnant une solution du probleme. Le lecteur fera de lui-nieme

[ application au cas ou la developpable (A) est 1 enveloppe des

plans normaux a la courbe (R). Les courbes cherchees deviennent

alors les developpees de (R); on peut d ailleurs oblenir deux de

ces courbes sans aucune integration : ce sont les aretes de re-

broussement des deux nappes de la developpable circonscrite a la

courbe (R) et au cercle de l&quot;infini. Par suite, les developpees les

plus generates peuvent se determiner par une simple quadrature,
ce qui est conforme aux resultats du n 12

[I, p. 18].
Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une

courbe plane dont les taugentes renconlrent (R); on connailra

done une solution du probleme et, par suite, on obtiendra Tin-

legrale generate au moyen de deux quadratures.

Si, la courbe (R) etant quelconque, la developpable (A) est un

cone de sommet A, on connaitra aussi une solution particuliere
fournie par le cone de sommet A, contenanl la courbe (R). Ainsi

on peut determiner au moven de deux quadratures seulement les

courbes. tracees sur un cone quelconque, dont les tangentes vont

rencontrer une courbe tout a fait arbitraire.

L equation (10) permet de reconnailre les cas dans lesquels les

deux points focaux de chaque droite de la congruence sont con-

fondus; pour quMl en soil ainsi, il faut evidemnient que 1 equation
se reduise a

&amp;lt;/- : O.

c est-a-dire que 1 on ait

En integrant, on a

J. r = /J( A a: ),

h etant une fonction de z. L interpretalion geometrique de ce re-

sultat conduit au llieorenie suivant, compris d ailleurs comme cas

particulier dans celui qui a etc etabli au n 317.

Les droites qui rencontrent une courbe (C) et font partie
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d ufie congruence n ont leurs deux points focaux confondus

que dans le cas ou Louies celles qui passent en un point, de (C)

y engendrent un plan tangent a, (G).

322. Telles soiit les proprietes les plus simples des systemes
de rayons rectilignes. On voit que, si un tel systeme est defini, il

sera toujours possible d obtenirpar des calculs algebriques 1 equa-
tion de la surface focale

;
mais la determination des deux families

de developpables dans lesquelles on peut distribuer loutes les

droites exigera, en general, I m tegra lion de deux equations diffe-

rentielles. L mtegration de ces equations difFerenlielles entrainera

la connaissance d un systeme conjugue sur chacune des nappes
de la surface focale.

Reciproquement, toutes les fois que 1 on connaitra surune sur

face (S) un systeme forme de deux families de courbes conjuguees

(C) et (D), on en deduira deux systemes differerits de rayons rec-

tilignes pour lesquels on connaitra les deux series de develop

pables. Gonsiderons en effet les tangentes a toutes les courbes de

1 une des families, aux courbes (C) par cxemple. Elles formeront

une congruence pour laquelle les deux series de developpables
seront connues : les unes seront formees par les tangentes en tons

les points d une meme courbe (C), les autres par les tangentes

aux differentes courbes (C) aux points ou elies sont coupees par
une meme courbe (D) de la seconde famille. De la resulte cette

nouvelle propriele :

Toutes les fois que I on connaitra^un systeme conjugue sur

une surface (S), on pourra obtenir une suite, en general illi-

mitee, de surfaces sur lesquelles on connaitra egalement un

systeme conjugue.

Conservons en effet les notations precedentes et soient (C) et

(D) les deux series de courbes conjuguees tracees sur (S). Les

tangentes aux courbes (G) forment une congruence dont la sur

face focale se compose de (S) et d une autre surface (S,) qui, en

general, ne se reduit ni a une courbe ni a une surface develop-

pable. Aux courbes (G) et (D) de (S) correspondent des courbes

(D t )
el (G, )

de (Sj )
formant sur cette surface un reseau conjugue ;
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et les droites de la congruence considered sont tangentes aux

courbes (C t ). Construisons maintenant les tangentes aux courbes

(D,)de(S,); elles touchent en meme temps que (I,) une autre

surface (S a )
dont la relation a (S, ) sera la meme que celle de (S, )

a (S). On pourra continuer indefiniment ces operations tant que
Ton ne parviendra pas a une surface qui degenere en une courbe
ou en une developpable, et Ton obtiendra ainsi une suite de

surfaces

(S), (S,), (S,), (S,), ...

que Ton pourra, en general, prolonger indefiniment.

Revenons maintenant a la surface (2). Si, au lieu des tangentes
aux courbes (C), on mene les tangentes aux courbes (D), en

operant comme nous venons de 1 indiquer, on obtiendra une serie

de surfaces

qui ne se terminera pas, en general. Si Ton reunit les deux series

pour en former une suite unique

chacune des surfaces obtenues se deduira de la suivante ou de la

precedente par une construction uniforme, et Ton connaitra sur

chacune d enlre elles un systerne conjugue correspondant au

systeme primitif de (S):

Ainsi, toutes les fois que 1 on aura integre les equations diffe-

rentielles qui determinent les developpables formees avec les

droites d une congruence donnee, lamethode precedente fournira

une serie de congruences nouvelles dont les developpables se de-

termineront sans nouvelle integration. Ajoutons meme que, pour
definir toutes ces congruences, il ne sera nullement necessaire

d avoir trouve les developpables de la premiere. Car, si M designe
un point quelconque de la surface (I) et M^ la droite de la con

gruence tangente en M a (2), on peut toujours construire la tan-

gente conjuguee de celte droite et definir, par consequent, la con

gruence nouvelle qui doit succeder a la precedente.

323. Nous aliens chercher la traduction analvtique des opera
tions geometriques qui precedent. Pour cela nous emploierons

D. II.

UFI7EESITY
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les coordonnees homogenes; nous designerons par x, y, z, ties

coordonnees d un point quelconque de (S) et nous prendrons

pour variables independantes les parametres p, p,
des deux

families de courbes conjuguees (C) et (D). Nous savons (n 98),

[I, p. 122] que x, y, z, t sont quatre solutions particulieres

d une equation lineaire de la forme

( 1 1 )
-

r -f- ct -t- b - -4- c H = o .

dp dpi dp dpi

Considerons la congruence formee par les tangentes aux courbes

(G); ces tangentes a () vont toucher une autre surface (S,) qu il

s agit de definir analytiquement. Pour cela nous prendrons un

point quelconque M(.r, y, z, )
sur (S). II passe en ce point une

courbe (C); on definira un point quelconque P de la droite M
tangente en M a cette courbe par les formulas

(12) X =
Xa?-+-|Sj

Y = Xp-+-~, Z =
A*4-j^,

T =
X*-r-j^-,

ou \ designe une arbitraire dont la variation donnerait tous les

points de cette tangente. Pour determiner X, il faut exprimer que
le point P decrit une courbe tangente a la droite M.t sur laquelle il

se trouve, quand le point M se deplace sur la courbe (D), c est-

a-dire lorsque le parametre p
varie seul. Gette condition se traduit

par des equations telles que les suivantes

d\ dr d\ dy
(13) -T- = px-r- q , py -T- q -f &amp;gt;

&amp;gt;

dp
J

dpi dp
*
dpi

ou p el q sont des indeterminees pouvant recevoir des valeurs

quelconques. Gonsiderons settlement 1 equation relative a X et

remplacons-y y- par sa valeur tiree de la premiere equation (12) :

nous aurons

x- h X ~ -f-
-3

r = p x -f- q - -
,

dp dp dp dpi dpi

ou, en subslituant a
^_ ^ sa valeur tiree de 1 equation (i i),

dx , , &amp;lt;)x . ,

Cette equation doit subsister quand on y remplace x par
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t
;
elle doit done etre verifiee identiquement (n 99), cequi donne

i i.
da

A = a, q b, p = c.
O&quot;s

Les formules (12) et (i3) se transformenl done dans les sui-

vantes

04) X = ^-- ax
&amp;gt;

/ ex d^ d(l

05)

ou tout est connu et qui definissent completement la iiouvelle

surface (-1). Pour obtenir (S_,), il suffirait d echanger les deux

variables p et p,.

324. Supposons, par exemple, que les coordonnees x, y, ;, /

soient donnees par les formules

&amp;lt;i6)

I

*=
Uq&amp;gt;

C) (Zi C),

{ t = D(p d) (pi d)&quot;.

ou a, 6, c, d designent maintenant des constantes quelconques,
et qui ont ete deja employees an n 112

[I, p. 1^1] ; x, y, z, t sont

des solutions particulieres de 1 equation au\ derivees partielles

Pour definir la surface derivee, on emploiera les formules (14)

qui nous donnent ici

rt(,3 rt I IK Z b)

(.?i )? ?i ( (?i K? ?ir

On peut multiplier les quatre coordonnees homogenes par le

facteur ; ce qui conduit aux formules definitives

X = A.p )
-

( ?1 a)&quot;-
.

(17) Y = B( 6 ^, &-.
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Ce sont les equations primitives dans lesquelles w, n sont rem-

places respectivement par m --
i

,
n i. En poursuivant 1 appli-

cation de la methode, on obtiendra pour la surface (S;) le systeme

[
X/ = A(p a) +

(?i )&quot;~S

Y,- = B(p &) +
(p! &)- ,

Z; = G(p C)
&quot;+ (PI- c)

-

qui convient, on s en assure aisement, a toules les valeurs entieres,

taut positives que negatives, de i. La suite obtenue sera illimitee

dans les deux sens toutes les fois que les nombres m et n nc

seront pas entiers. Mais si n, par exemple, etait entier et positif,

la surface (S,j) se reduirait a une courbe, et 1 application de la me-

thode serait arretee a partir de (S rt ).

325. Revenons aux formules generales (i4) et (i5); les coor-

donnees x, y, z, t d un point de la surface primitive (S) sont des

solutions parliculieres de 1 equation (i i)
: cherchons 1 equation de

meme forme a laquelle satisfont les coordonnees X, Y, Z, T d un

point de la surface (S, ).
La formule (i4) nous montre qu il faudra

faire la substitution

ctt

(iq) cr = t) -+- ---
^?i

L equation (i i) peut etre mise sous la forme

d / . dO \
7

c)6 / da\
(aO-J- -,

- -f- b ---1- (c T- = o;
dp \ d?i ) d?i \ dp )

da
ft--- C I

et cette formule est d ailleurs identique a 1 equation (i5) que nous

aurions pu poser a priori. Pour obtenir 1 equation a laquelle

satisfait u, il faudra eliminer 9 entre les equations (19) et (20).

Supposons d abord que la quantite

da
(21) fca^-H-ad-C

soil nulle : alors il sera impossible de resoudre les equations (19)
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\A

et (20) par rapport a 8 et a ^-; mais, si on les ajoute, apres avoir

multiplie la premiere par &, on aura

da
- - b? = o.
oz

La solution generale de cette equation du premier ordre est de

la forme

cp designant une fonction arbilraire de o,. Comme X, Y, Z, T sont

des valeurs parliculieres de o-, on voit que les rapports rnuluels de

cesquantitesserontdes fonctions de p t ; et, par suite, la surface (S,)

se reduira a une courbe.

Supposons maintenant que la fonction h ne soil pas nulle. Des

equations (19) et (20) on pourra deduire les valeurs de 9, ^-^

qui seront

(22) //ft = b?-T-
-^,

da

en etralant la valeur de -r fournie par la seconde formule a
Oj\

celle que Ton obtient par la differentiation de la premiere, on

trouvera pour 3- 1 equation

d*s ( dlosA\dT
a

j ,
d7 [ da db ,d\o.h\b- r-(c -4-- b -

)
7 = o.

dpi \ dp d:.
i dpi }

Telle est 1 equation a laquelle satisferont les coordonnees X, Y,

Z, T d un point quelconque de (5,).

Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement geome-

trique, a une methode de transformation des equations lineaires

aux derivees partielles. Cette methode, tres importante, est due a

Laplace qui 1 a developpee dans les Memoires de I Academic des
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Sciences pour 1773 (
{

).
Comme elJe jouc un role fondamental

dans 1 etude d un grand nombre de questions geometriques, nous

allons 1 exposer, dans le Chapilre suivant, avec tous les develop-

pements qu elle comporte.

( ) Recherches sur le Calcul integral aux differences partielles, par M. DE

LA PLACE. Memoires de Mathematique et de Physique de I Academic des

Sciences pour 1778, p. 34i-/jo3. Imprime en 1777.



LIVRE IV. CHAP. II. LA METHODE 1JE LAPLACE. 5.3

CHAPITRE II.

LA MKTHODE DE LAl LACE.

Lcs deux cas d integrabilite immediate. Definition des invariants h et k; leurs

proprietes. Formes reduites. Equations a invariants egaux. Methode

de Laplace; premiere substitution, les invariants de 1 equation transformed :

deuxieme substitution. Definition de la suite de Laplace, expression de - en

fonction de zr Suites periodiques. Forme generate de la valeur de z

lorsqu une des equations de la suite a un de ses invariants nul et peut etre

integree. Proposition reciproque. Determination de toutes les equations

pour lesquelles la suite de Laplace est limitee d un seul cote. Recherche

des equations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. Pre

miere solution: theoreme fondamental. Deuxieme solution; verification di-

recte du resultat. Etude des expressions auxquelles on est conduit. Rappel
des recherches de M. Moutard.

326. Considerons 1 equation lineaire aux derivees parlielles

d-z dz dz
(i)

- -f- o ;- c z = o,
dx dy dx dy

ou a, b, c designent des fonctions quelconques de x et de y: elle

peut etre mise sous 1 une ou Tautre des deux formes suivantes :

/ d foz \ ,dz I da\
I 3- (

az\ b -
(
c - I* = o,

\ dx \tn / oy \ dx /

i d (dz ,\ dz I db\
I ( bz) a (c }^ = o.
I dy \dx J dx \ dy )

Introduisons les deux fonctions h et A- defmies par les relations

da
h - ab c.

dx

db
K = 1- ab c.

Si h est nulle, la premiere des equations (2) peut se mettre

(2)
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sous la forme

d_ fds_
dx \dy

az\ -^ b( -^-
I \ ty

et, par suite, la determination complete de toutes les integrates

de 1 equation (i) se ramene a [ integration successive des deux

equations du premier ordre

---
ox

02
- -4- az = zi,

dy

integration qui n exige que des quadratures.

De meme, si k est nulle, la seconde des equations (2) prend la

forme
d fdz , \ fdz , \

(

---h fc* J -&amp;lt;-

( T- -4- * I = O,
dy \ dx ] \dx /

et Ton pourra rem placer 1 equation proposee par le systeme

suivant

0,
1 0V

(5)

(

&quot;-I -f bz = *-
\ dx

tout a fait semblable au systeme (4)-

327. Supposons maintenant que h et A&quot; ne soient pas nulles :

nous aliens montrer que ces fonctions jouissent de proprietes d in-

variance, qui ontune grande importance dansl etude de 1 equation

proposee; nous envisagerons successivement les substitutions

z = \z
\

qui ne changent evidemment pas la forme de 1 equation proposee.
Faisons d abord

elant une fonclion quelconque de x et de y. L equation en :
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sera

d*z I &amp;lt;HogX\cte / (Hog/Ads
\ dxdy~ \

a
.dy )te~

r

~\ dx )ty
] / dlosl , &amp;lt;Ho&amp;lt;rX i d*X \

,

-4-
(
c a ----

I) -2- -
3 T- I - = o.

\ dx dy A dxoy /

On calcule sans difficulte les nouvelles valeurs des fonctions h

et k : on trouve ainsi que ces fonctions riant pas change.
Effectuons maintenant la substitution

L equation (i) deviendra

d^y ^ a W&amp;gt; + b *Wl& + c ^ (x } * (y}z = -

Les nouvelles valeurs /*
,

A- de h et de A- seront

(
h =hv (x )V(} &amp;gt;

),

I
A- -X-oX^ )^/)-

Enfin la substitution

x = y . y = x

echangera les valeurs de h et de k.

Toutes ces proprietes justifient le nom &invariants que nous

donnerons a h et A^.

328. Lorsqu on remplace : par A^, on a, nous 1 avons vu, une

equation de raeme forme

dl z

dx dy dx ty

ou a
,
b

,
c onl les valeurs suivantes :

(9)

a a -T-

b =b

dlozl ,
c c -!-a H i- b

dx dy X dx dy

et qui adraet encore les invariants h et A . On pourra toujours
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determiner Ja fonction
),, de telle maniere que Ton ait

(10) a b c o.

En eflet, en remplacant ,
U

,
c par leurs valeurs, nous obtien-

drons 1 equation

J 2 loA
(11) - = ab c,dx Oy

qui fera connaitre iogX par une double quadrature. Nous appelle-
rons equations reduites toutes celles dans lesquelles la rela

tion (10) sera satisfaite. 11 y a une infinite de formes reduites

correspondantes a une equation donnee. Pour supprimer cet

inconvenient, nous conviendrons de faire la quadrature double

indiquec par la formule (11) dc telle maniere que a s annule

pour x =. x quel que soil y, que V s annule pour y = y ,

quel que soil x. Ces conditions determineront parfaitement les

deux fonctions arbitraires introduces par 1 integration de 1 equa-
tion (i i).

La forme reduite ainsi definie peut se calculer exclusivement

au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de h

et de k,
a b = c

,

da _ db _ .

^~ y
et, par consequent,

/ py
(12) a = I hdx, b = I kdy, c a b .

^&amp;gt;-
l

r&amp;lt;&amp;gt;

II suit de la que deux equations lineaires ayant les memes
invariants peuvent toujours se ramener I une a I autre par la

substitution
z = X* ;

Les formules d identification (q) donneront d ailleurs
.

p
&amp;gt;^J dx

d logX , , f~-
et, par consequent, A sera determine a un tacteur constant

pres.

329. On peut encore adopter d autres formes reduites pour
1 equation proposee. Les formules (9) montrent immediatement
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que Ton pourra, par exemple, disposer de )&amp;gt; de telle maniere que

a s annule identiquement et que b s annule pour y = y . Alors

on aura
, da ,

h r- a b c = c .

dx

db db
1

K = (I O C = C

dy or

et, par suite,

ry
c = h, b = I (k h ) dy, a = o.

*-
&amp;gt;

La forme reduite serait done

OxOy \Jrt
J
\dy

II est clairque Ton pourrait, par 1 echange de x et dej ,
obtenir

la forme analogue

ou le terme en ~ a disparu. On reconnait ainsi que, dans le cas

ou les invariants sont egaux. et dans ce cas seulement, on peut

rarnener 1 equation proposee a la forme

ox d

330. Apres ces remarques et ces definitions preliminaires, nous

aliens exposer la methode de Laplace.

Supposons que les invariants h et k ne soient pas mils. Nous

pourrons substituer a 1 equation proposee (i) deux equations de

meme forme dont Tintegration entrainera celle de 1 equation (i).

Faisons d abord la substitution definie par la formule

L equation proposee pourra s ecrire

G) --= =&amp;gt;
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L elimination de z entre ces deux equations conduit, nous

1 avons vu, a 1 equation nouvelle

d*Zi dz, dz
{

(17) i -j

--H a\ - -+- b {
---r-CiZi=o,

dec dy dx dy

oil 1 on a

dlogh da dh
,
d \nh

(18) a, = a -- , /,,
= h, G! = C- - 4- --- b -= .

dy dx dy dy

Les nouvelles valeurs des invariants seront

(19) &amp;lt; J^? d

Elles s expriment, comme il fallait s y attendre, uniquement en

fonction des invariants de 1 equation donnee.

Effectuons de meme la substitution

dz
,_, = -.

nous aurons

(21) -

dy

et nous serons conduits pour z_, a 1 equation

z-t
_

t
- - -+- c_!5_! = o,

- ._

00? 6J^ 037

avec les valeurs suivantes des coefficients

, , r)lo&amp;lt;jA- dA da d logk_, _ _ _ __ --
dx dy dx dx

Les valeurs correspondantes des invariants seront

/
A-! = 2/1 II

( dx dy

Ainsi, par les deux substitutions indiquees, on deduit de 1 equa
tion proposee, que nous designerons par la lettre (E), deux equa
tions nouvelles (E, )

et (E_, ).
On peut evidemment appliquer la
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meme methode a ces deux equations ;
mais il importe de remar-

quer qu elle ne donnera pas deux equations nouvelles pour cha-

cune d elles. La formule (21
i

, mise sous la forme

, dz-t

~~~d^
~&quot;

nous montre que la premiere des deux substitutions appliquee a

1 equation (E_,) nous ramenerait a 1 equation proposee dans

laquelle z serait remplacee par ^,
et la formule (16) montre de

meme que la deuxieme substitution, appliquee a (E,), nous ra

menerait a Tequalion proposee dans laquelle z serait remplacee

Par |-

Si done on regarde comme equivalentes deux equations qui

se ramenent Tune a 1 autre par le changement de z en \z et qui

ont, par consequent, la meme reduite et les memes invariants, on

voit que les substitutions de Laplace appliquees successivement

nous donneront seulement une suite lineaire d equations

..., (E_,), (E-,), (E), (E,), (E2) , ...

a indices positifs et negatifs, dans laquelle chaque equation (E/) se

deduira de 1 equation (/_, ) par la premiere substitution et de

1 equation (E/+) ) par la deuxieme. Si Ton remplace partout, pour
eviter toute confusion, les variables x ely par p

et p,, et si 1 on se

reporte a 1 interpretation geometrique de la methode de Laplace

donnee au Chapitre precedent, on reconnaitra que, (E) etant

1 equation relative au svsteme conjugue trace sur la surface (S),

(E t-)
sera 1 equation relative au systeme conjugue trace sur la sur

face (S/).

331. Les invariants des equations (E t )
se deduisent les uns des

autres par 1 emploi repete des formules (19) et (24). On trouve

ainsi

I i 11 (j
-

(*)
/i-- 2/z- A--

. ki+i = hi-

Ges formules peuvent etre resolues par rapport a /*/ et /,/; el
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clles donnent

On pourra d ailleurs attribuer a 1 indice i toutes les valcurs

entieres, positives ou negatives; on retrouve, par exemple, les

formules (19) et (24) en faisant t=o et i i. On pourrait

aussi, au lieu de considerer deux series de quantites hi et AY,

introduire seulement les quantites hi. On aurait alors une suite de

quantites
..., A-2, h-i, h, AI ; /*&amp;gt;

se dcduisant les tines des autres par la formule de recurrence

d 2
log ht

(27) ^+1. i+A^ ==aA^.__6_,

et les invariants de 1 equalion (E/) seraient hi et hi_ t
. L equation

(E) iournira done les deux termes consecutifs h el A_ ( ;
et la

relation precedente permettra de calculer les autres de proche en

proche.

II est difficile d obtenir directement 1 expression de hi en

fonction de h et de h_\. On pent signaler cependant la relation

, 7,7 d* log Mil... hi
( 28 ) hf+i hi -HA *-

qui s obtient par la combinaison lineaire des equations (2^).

Les formules relatives a la substitution par Jaquelle on passe de

I equation (E;) a 1 equation (E) peuvent etre ecritcs sous une

forme ou ne figurent plus que les invariants des equations inter-

mediaires. Si 1 on se reporte, en effet, aux equations (18), on

reconnait que le coefficient b de I equation lineaire demeure tou-

jours le meme si 1 on applique indefiniment la premiere substitu

tion. La formule (16) donnera done, en general,

ou
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L application repetee de cette formule conduit a la suivante

- _ e -ft&amp;gt;&amp;lt;*r l JL *. . _!_
(-.&amp;lt;J

bd1
}

hdxh.dx hf-tdx^
*

qui determine z en fonction de Zi et de ses derivees par rapport a

x prises jusqu a 1 ordre i. En operant de merne avec la formule ( 1 5),

on obtiendra 1 equation

(3o) / = e-/- AA1 ...A/_.U --.. -

(***&quot; *)y h dy
x

qui fait connaitre Zi en fonction de r.

II existe, evidemmenl, des formules analogues relatives a la

deuxieme substitution; il suffira d ailleurs, pour les obtenir.

d echanger, dans les formules precedentes, tout ce qui se rapporte
aux variables x ety.

33l2. On peut se proposer un grand nombre de questions dif-

ferentes au sujet de la suite d equations lineaires fournie par la

methode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus

simples dans lesquels la suite sera periodique. Si Ton veut que
toutes les equations de la suite soient identiques, il suffira que

Tequation (E, )
soil identique a (E), c est-a-dire que Ton ait

Les formules (19) nous donneront alors

. d- \osh-
o, h = \\ .

En adoptant pour nouvelles variables x, y des fonctions con-

venablement choisies de x et de y, on pourra reduire la valeur de

h a 1 unite (n 327). L equation ( E) aura done pour forme reduite

(n 329)
d-z

dx dy

On reconnait, en effet, immediatement que la methode de La

place transforme cette equation en elle-meme.

Si Ton veut que les equations (E/) se reproduisent de deux en

deux, il suffira que Tequation (E2 ) soil idenlique a 1 equation (E),
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c est-a-dire que 1 on ait

h-2 = h, fc2
= k.

On est ainsi conduit au systeme

. d*\ozk
2 k 2 h o,

2 h 2 k r ^ = o,
dx dy

qui doit determiner h et k. En ajoulant les deux equations, on

trouve

dMo^M = Q hk = XY
dx dy

lei encore, en remplacant les variables x, y par des fonctions

nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation precedente
a la forme

lout se reduira done a 1 integration de 1 equation

dx dy

que nous rencontrerons plus tard dans la theorie des surfaces a

courbure constante et dans 1 etude d autres questions de Geo

metric. Si 1 on pose
/t _ e

elle prend la forme

,12 /a *.

(3.)

333. Nous laisserons de cote, pour le moment, 1 etude de cette

equation etl examen des questions analogues que 1 on peut se pro

poser relativement a la suite de Laplace, pour nous attacher sur-

tout au probleme le plus important, et rechercher dans quel cas la

methode de Laplace peut donner 1 integrale generale de 1 equalion
lineaire proposee. Gette methode ramene 1 integration de 1 equa-
tion proposee a celle de 1 une quelconque des equations (E/); il

suffira done que 1 on sache integrer 1 une de ces equations. G est

ce qui aura lieu, en particulier, si 1 un des deux invariants hi on
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/,V est nul : il importe seulement de bien definir les conditions
dans lesquelles la rnethode reussira.

Supposons d abord qu apres avoir applique une ou plusieurs
fois la premiere substitution, on rencontre une equation (Et )

d indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne

pourra etre que 1 invariant hi, puisque 1 invariant ki de cette

equation est egal, d apres les formules (20), a 1 invariant /*/_, de
1 equation precedente (E/_, ), qui, par hypothese, n est pas nul.

Ecrivons done

L application de la methode de Laplace sera alors arretee, et il

sera impossible de former 1 equation (E/+l ): mais 1 equation (E,-)

pourra, nous I avons vu au n 326, se mettre sous la forme

et elle admettra 1 integrale premiere

*L + a,,( = Te-&amp;gt;

,

Y designant une fonction quelconque de y. Une nouvelle inte

gration donnera la valeur generale de z-i qui sera

( 32)
-

&amp;gt; (\ + /V efBit

Gette solution est de la forme

(33) ~/ =

a et ^ etant des fonctions determinees de ^c et de y; X et Y de-

signent les fonctions arbitrages, qui dependent respectivement de
la seule variable j? et de la seule variable y.
De la valeur de zi on passera a celle de z. Nous avons vu plus

haul (n 331) que z sera une fonction lineaire et honiogene de z-i

et de ses derivees par rapport a x jusqu a 1 ordre i. La forme
D. - II.
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generale de la valeur de z sera done la suivante

A, A! ,
. . .

, A,- designant des fonctions determinees de x et de y.

On voit que la fonction arbitraire Y sera engagee en general sous

plusieurs signes d integration. Si 1 on annule cette fonction, on

obtiendra la solution

qui est moins generale, mais ou la fonction arbitraire X est de-

gagee de tout signe d integration.

334. Reciproquement, toutes les fois que 1 equation lineaire

proposee admettra une solution particuliere de la forme prece-

dente, 1 application repetee de la methode de Laplace conduira

certainement, apres des operations en nombre au plus egal a
,
a

une equation lineaire dont 1 invariant h sera nul. Pour demontrer

ce point essentiel, remarquons que, si 1 on substitute une expres

sion de z de la forme (35) dans 1 equation proposee, elle prend la

forme
II X -+- HjX -h. . .-t- H;-MX (/+1) = o.

Si 1 equation doit etre verifiee, comme nous le supposons,

quelle que soil la fonction arbitraire X, il faudra que H, H 4 ,
. . .

,

H/+1 soient nuls. En effet, si ces expressions n etaient pas toutes

nulles, il suffirait d attribuer ay une valeur arbitraire dans 1 equa

tion precedente, pour obtenir une relation lineaire entre la fonc

tion X et ses derivees : cette fonction ne pourrait done etre choisie

arbitrairement, ce qui est contraire a 1 hypothese.

On calcule aisement les valeurs de H/+1 et de H/. On a

_ __
/_!

-- -T-

dy dxdy



LA METHODS DE LAPLACE. 35

On voit done c(ue la fonction A/ devra satisfaire a [ equation

(36)

En outre, si 1 on egale a zero la valeur de H/ en y remplacant
-~

par sa valeur tiree de 1 equation precedente, on trouve

Ces points etant etablis, appliquons la premiere substitution,
definie par la formule (i5). On aura

el, en vertu de la relation (36), la valeur de z, ne contiendra plus
les derivees de X que jusqu a 1 ordre i i au plus. D ailleurs,
d apres la formule (3 7 ), le coefficient de X&quot;- sera h A/. II ne
sera done nul que dans Je cas ou 1 invariant h le sera.

Par consequent, 1 application repetee de la substitution nous
conduira a une equation (Ey), d indice j inferieur a i, pour la-

quelle 1 invariant h sera nul; ou bien nous finirons par obtenir

Tequation (E/) admettant une solution de la forme

AX.

La substitution directe montre alors que, pour cette equation
aussi, 1 invariant h est nul. Done, dans tous les cas, au bout de i

operations au plus, la methode de Laplace conduira a une
equation integrable.

335. En rapprochant les resultats precedents, on peut parvenir
a une proposition precise; niais il faut que nous presentions au-

paravant quelques remarques sur les expressions de la forme

qui contiennent une fonction arbitraire et ses derivees jusqu a un
ordre determine.

II est evident qu il est toujours possible de remplacer de telles
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expressions par d autres qui contiennent les derivees jusqu a un

ordre plus eleve.

Substituons, en effet, a X une expression telle que la suivarite

ou a, [3,
. . .

,
\ designent des fonctions donnees de x et X

( une

fonction arbitraire nouvelle. La fonction U sous sa nouvelle forme

contiendra les derivees de X, jusqu a 1 ordre i -\-
JJL. Reciproque-

ment, il pourra se faire que le nombre des derivees puisse etre

diininue dans U par un choix convenable de la fonction arbitraire.

Par exemple, la fonction

A(X-*-X )-t-B(X -f-X&quot;)

peut etre ramenee a une forme plus simple, si 1 on pose

X-i-X = Xf

Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang i-\- i

par rapport a x, lorsque 1 ordre de la plus haute derivee de X
qu elle contient esL i et lorsqu ii sera impossible de 1 amener a

une forme dans laquellc figureraient un nombre moindre de de

rivees de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas a indi-

quer ici comment on reconnait, d une maniere generale, si une

fonction U est ecrite sous sa forme la plus simple. Cette question,

qu il est aise de resoudre, ne se presentera pas dans la theorie

qui nous occupe.
Nous avons vu que, si Tequation (E/) est la premiere pour la-

quelle 1 invariant h devienne nul, il existera une solution de

Inequation proposee contenant une fonction arbitraire de X et ses

derivees jusqu a 1 ordre i. Je dis que cette solution est irreduc-

tible quant au nombre des derivees et que son rang est bien

i-\-\. En d autres termes, il sera impossible de 1 exprimer, ou

meme de trouver toute autre solution de 1 equation, sous une

autre forme contenant une fonction arbitraire de x et ses derivees

jusqu a 1 ordre i w.. En effet, si cela etait possible, il y aurait,

en vertu de la i^eciproque deja etablie, une equation (Ey-)
d ordre

au plus egal a i
pi et, par consequent, certainement mferieur a

i pour laquelle 1 invariant h serait nul; ce qui est contraire a 1 hy-

pothese.
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II resulte de la evidemment que, lorsque la premiere equation

pour laquelle 1 invariant h s annule est (E/), toute equation

(/_*) d indice positif ou negatif admettra une solution de

rang k i par rapport a x.

Les resullals precedents s appliquent sans modification lors-

qu on emploie la deuxienie substitution
;

le mode de formation

des equations d indice negatif (E_,), (E_ 2 \ . . . se ramene en

effet a celui des equations a indice posilif par 1 echange de x et

de y. On yoit done que la suite des equations d indice negatif
cessera d etre illimitee et se terminera a une equation (E_y-) pour
laquelle 1 invariant A- sera nul toutes les fois que 1 equation lineaire

proposee admeltra une integrate particuliere

- = BY B!Y ... ByY^,

de rangy -}- i par rapport a y. et vice versa.

336. Les developpements precedents permettent de former tres

aisement les equations lineaires dont la methode de Laplace peut
fournir 1 integrale gen^rale. Supposons, par exemple, que Ton
veuille obtenir toutes les equations admettant une solution de

rang i -i- i par rapport a x, c est-a-dire pour lesquelles la suite

des equations oVindice positif se termine a (E/). On choisira arbi-

trairement ai et &,; 1 equation

/
da i i*/= aibt a = o

determinera ensuite a. La valeur de 1 integrale generale sera

donnee par la formule (82); les relations (26) feront ensuite

connaitre de proche en proche les invariants h et A des equations

(E/_|), ..., (E). D apres 1 application repetee de deux des for-

mules (18), on aura

I b = b f .

(38) d

|

a = a,--t- log(hhi . . . hi-i).

La valeur connue de Tun des invariants h ou A permetlra ensuite

de calculer c. On aura, par exemple,

(3g) k = abi c.
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On pourra meme obtenir, sous forme developpee, la valeur ge
nerale de z. II suffira d employer la formule (29), ce qui donnera

(4o) ,=,-/&quot;&quot; . r,/x+
(&quot;*h Ox hi Ox hi- 1 Ox I \ J

Si on laisse de cote 1 integrale e~$b
i
dx

qui represente le facteur

arbitraire par lequel on peut multiplier z, cette formule ne con-

tient que les invariants et la fonction 9 dont la valeur est

(40 6 = e!
b

i
d*-Si

iy^

et qui peut, elle-meme, etre regardee comme un invariant; car

on a

_d6, da t

~\
- == / Hi == III 1 .N \
-

Ox dy dy Ox

L application de la seconde formule (38) nous fournit encore

la valeur suivante de 9

et cette relation permettra de calculer 9 quand 1 equation sera

donnee. Pour obtenir la partie de 1 integrale generale qui depend
de X, il suffira de remplacer Y par zero.

337. II n y a done, on le voit, aucune difficulte a former 1 en-

semble des equations lineaires dont la methode de Laplace fournit

1 integrale generale, apres des operations dont on peut fixer le

nombre a I avance. Proposons-nous maintenant de determiner,

parmi toutes ces equations, celles pour lesquelles la suite de

Laplace se termine dans les deux sens et qui admettent, par con

sequent, une solution generale de la forme

z = AX + A,X +. . .-4- AfX 11
-+- BY -+-. . . + ByY^,

entierement debarrassee de tout signe d :

integration.

L expression precedente est de rang i -\- i par rapport a x et

de rang j + i par rapport a y. La somme i -f- / sera appelee le

nombre caracteristique de 1 equation. II est aise de voir qu il ne

change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si

Ton passe de 1 equation (E) a (E^), par exemple, le nombre i aura
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diminue de h unites, mais le nombrey&quot; aura augmente de la meme

quantite (n 33o); la somrae de ces deux nombres n aura done pas

change. D apres cela, si Ton considere Fequation (E,) de rang i,

pour laquelle 1 invariant h est nul et qui est de la forme

d Idzi \ fdzi

-te\~ty&quot;
***

)
H &quot; *l

{fy &quot;***)

~

tout se reduira a exprimer qu elle admet une solution de rang i

par rapport a x et de rang i j-+-i par rapport a y. Posons,

pour abreger, n = i -r-j et faisons la substitution

1 equation se ramenera a la forme

a designant une fonction de x et de^. En integrant, on aura

(44) =aY
&quot;

8

Y, designant une fonction arbitraire de y et X une fonction arbi-

traire de x. La question a resoudre sera ramenee a la suivante :

Exprimer que 1 equation (44) admet une solution de la

forme

( 45 ) 8 = X -f- B Y - B, V - . . .
- B

Y&quot;&quot;,

oil B, B{ , ..., B* sont des fonctions determinees de x et de y
et X, Y des fonctions arbitraires de x et de y respectivement.

En substituant 1 expression precedente dans 1 equation (44) et

en donnant a x une valeur numerique quelconque, on reconnait

immediatement que les deux fonctions arbitraires \ et Y 4 doivent

etre liees 1 une a 1 autre par une relation de la forme

/ /c\ V i V 1 V 1 V *!*
\AP) 1

i
= A 1 A! 1 ... A^-i-! I

,

X, X
t , .... Aw+i designant des fonctions de y parfaiternent deter

minees. Si Ton remplace et Y, par leurs valeurs dans 1 equation
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(44)5 n devra done avoir

(47) B,Y

et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour

qu il en soil ainsi, il faut evidemment que les coefficients de Y et

des derivees Yw soient egaux dans les deux membres. En egalant
ces coefficients, on obtient ainsi le systeme

dy
= aX,

dy

L elimination des quantites B monlre que a devra satisfaire a

1 equalion

qui est lineaire et d ordre /i + i par rapport a a, tous les coeffi

cients etant des fonctions dejK. On aura ensuite les valeurs

(5o)

qui permettront d ecrire 1 expression de 9.

D apres la methode precedente, on voit que, pour resoudre

completement le probleme propose, il suffira de choisir arbitraire-

ment./i + 2 fonctions de y ),, )M , .., X/+i, d integrer ensuite

1 equation lineaire du /z + i
iLme ordre a une seule variable inde-

pendante (49); ce qu i donnera a etpermettra de former 1 equation

(E/). Les formules (48) et (45) donneront ensuite 1 integrale ge-

nerale de cette equation, et 1 application repetee des substitutions

de Laplace permettra de former par voie de recurrence 1 equation
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(E), ainsi que son integrate generale. Mais celle solution, qui se

presente ainsi de prime abord, peut etre notablement simplifiee et

perfectionnee.

338. II faut d abord lever nne objection qui se presente imme-

diatement. L expression obtenue pour 1 integrale generale sera-

t-elle irreductible quant au nombre des derivees de la fonction

arbitraire Y, et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de

la fonction Y. reduire ces derivees a un moindre nombre? II est

aise de reconnaitre que cela aura lieu dans certains cas et de

donner un caractere precis permettant de distinguer les valeurs

de a pour lesquelles 1 integrale generale sera bien reellement de

rang n + i par rapport a y.
Nous rappellerons d abord une identite empruntee aux deux

theories voisines de 1 equation adjointe et des conditions d inte-

grabilite des expressions differentielles. Si Ton definit les fonc-

tions nouvelles dey, u, u.
t

. . . . , u-n+t par Tidentite

LW
JJLj

(!&amp;gt; IJlj 10*
- ... - 1^72-1 W &quot;+!

ou 10 designe une fonction de forme quelconque. on aura aussi

.CO A, Co -r- A* w&quot; -f- . . .

d i-

et, par consequent, les fonctions A pourront s exprimer au moyen
des fonctions a. On aura, par exemple,

(53 .

Ainsi, les fonctions u. pourront etre choisies arbitrairement ;
on

en deduira ensuite les fonctions A par 1 einploi de Tidentite (02).

Ces points etant rappeles, si 1 onse reporte a Fequation (49)7 on

voit qu elle prend la forme

( 54 ) n -T- yn a - ... ;*_-! a - = o,
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et, par suite, Fequation a laquelle doit satisfaire a, consideree

comme fonction de y, est une equation lineaire quelconque
d ordre n + i . Get ordre ne s abaissera dans aucun cas; car, en

vertu des formules (48) et (53), piw+ ,
est egal au signe pres a -

et ne pent s annuler qu avec B /z . Si 1 on prend pour a une solution

quelconque de Fequation ( 54), on determinera les fonctions \ par
Fidenlite (02), puis les B par les formules (48); et 1 on aura, en

substituant dans la formule (45), 1 integrale generale, qui con-

tiendra la fonction Y et ses derivees jusqu a 1 ordre /?.

Le resultat des raisonnements precedents se traduit par les deux

propositions suivantes.

Si 1 integrale generale est de rang n + i ou de rang inferieur

par rapport a y, a, consideree comme fonction de y, satisfera a

une equation lineaire d ordre n -f- i dont tons les coefficients

seront des fonctions de y.

Jnversement, si a, consideree comme fonction de y, satisfait a

une equation lineaire d ordre n + i et dont les coefficients sont

des fonctions dey, 1 integrale generale sera au plus de rang n -+- 1

par rapport a y.
En rapprochant ces deux propositions, on obtient evidemment

le theoreme suivant :

Pour que I equation lineaire

admette une solution de rang n + i par rapport a y, c est-

a-dire pour que sa solution generale soit de la forme

et ne puisse pas etre mise sous une forme analogue oil il y
aurait moins de derivees de la fonction arbitraire de y, il faut
et il suffit que a, consideree comme fonction de y, satisfasse a

une equation lineaire d ordre n-\-i dont les coefficients soient

des fonctions dey et ne satisfasse pas a une equation lineaire

semblable, mais d ordre moindre.

D apres cela. si 1 on designe par Y Y 2 ,
. . .

,
Y

/2+ , n-\- i solu-
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tions particulieres quelconques del equation a laquelle satisfait a,

on devra prendre

a = Y,\, Y 2 X . . . \,,-i\n+l ,

X
(

. X 2 . . . .
,
Xn+4 designant des fonctions de x qui seront assu-

jetties a la seule condition d etre lineairement independantes, afin

que a, considered comme fonction de y, ne satisfasse pas a une

equation d ordre inferieur a n -+- i .

Si Ton se donne a priori les solutions \ t , \* ^+ on

pourra determiner les fonctions u. par les equations

jjiYj ;JLI
Y

, . . . = o.

fzYj ;JL,Y; .. .= o.

et la solution complete du probleme n exigera plus aucune inte

gration. Mais nous allons voir que Ton peut presenter cette solu

tion sous une forme beaucoup plus elegante et plus commode

pour les applications.

339. Reprenons Tidentite
(4&quot;)

et designons par r t ,
r

. ,,_i n -f- 1 solutions particulieres distinctes de Fequation lineaire

(55) /. Y - )., V -4- . . .
- /--, Y

&quot;- = o :

i -, , . . .
, yn+t seront des fonctions de y dont le determinant

(56) A =

ne sera pas nul.

L equation (47) devant avoir lieu pour toutes les formes pos

sibles de la fonction arbitraire Y, remplacons-y 1 par Tune quel-

conque r/ des solutions particulieres precedentes. Nous aurons

( Bj f B, r i ... B,,}
&quot;

)
= o,

et, par suite, en integrant
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xi designant une fonction de la seule variable x. En attribuant a i

toutes les valeurs i, 2, ..., n-+- i
,
on oblieiit ainsi n-f- i equations

differentes d ou 1 on pourra tirer les valeurs de B, B
4 , . . ., B,,.

Porter ces valeurs dans la formule (4^) qui donne 0, c est eliminer

B, B,, . . .
, Bw entre les equations precedentes et la suivante

On est ainsi conduit a la valeur suivante de B

(58)

(n)

.,.(&quot;)

J 11+

A elant le determinant deja defmi par 1 equation (;)6).
De la valeur

de 9 on deduit celle de z-
L

(58 bis)

dont la valeurM designant une fonction determinee de x et

ne joue aucun role dans la theorie.

II est aise de verifier que la valeur precrdenle de B satisfait bien

a 1 equation (44)

(59 )

ou 1 on a remplace Y 1 par sa valeur (46), et de determiner 1 ex-

pression de a au moyen des fonctions a?/, yi. La valeur de B,

ordonnee suivant les fonctions X et.r/, est evidemment de la forme

= X -

les coefficients u; contenarit la fonction Y et ses derivees. D apres

I expression (58) de cette fonction sous forme de determinant, on

reconnait immediatement que 1 on a

= X pour Y =

II suil de la que la derivee - - sera nulle toutes les fois que 1 on

remplacera Y par yi, et, comme elle est lineaire par rapport a Y
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et a ses n -+- i premieres derivees, on aura

y\

Jn

3 designant une fonction qui ne contiendra plus Y. Le determi

nant qui figure dans Inequation precedente est evidemment propor-
tionnel au premier mernbre de 1 equation (55); et, par suite.

1 equation precedente est bien equivalente a 1 equation (5g) qu il

s agissait d etablir, Quant a la valeur de a, on 1 obtiendra, par

exemple, en egalant les coefficients de la derivee Y^&quot;*&quot;
5 dans les

deux membres de Tequation (5g), ce qui donnera

;,,

S il y avait une relation lineaire quelconque entre les fonc-

tions j:/, a consideree comme fonction de y satisferait a une

equation lineaire d ordre inferieur a n -j- i . Ainsi les fonctiotis xt

doivent etre independantes au meme litre que les fonctions yi.

3iO. La solution que nous venons de donner offre ce grand

avantage qu elle permet de former non seulement 1 equation ( / .

mais encore toutes celles d indice moindre et, en particulier.

1 equation primitive (E). II resulte en eflet de la formule (29) que
la valeur de z, satisfaisant a 1 equation (E), sera de la forme

(61) Ox

et, d autre part, nous savons que cette solution z sera de rang
i -f- i par rapport a x et de rang j -f- i par rapport a y, c esl-

a-dire qu elle sera aussi de la forme

- 3x BX -H... jj-X-

&quot;

-;- Y . .
- Y^.

L expression de z resulte aisement, on va le voir, du rapproche
ment de ces deux forniules.
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Si Ton se reporte en effet aux equations (58) et (58 bis], on

reconnait immediatement que z-t s annule toutes les fois que 1 on y
attribue a X et a Y les valeurs suivantes

p designant un des nombres i, 2, . .
., n -+- 1 . II en sera de meme,

evidemment, pour toutes les derivees de zi et, par suite, pour z

qui est une fonction lineaire de ces derivees. On aura done, quel

que soit 1 indice p,

Les equations ainsi obtenues determinent les rapports mutuels de

P, [3,,
. . ., v, y ,,..., yy et conduisent a 1 expression suivante de z

(63) 5 = N

N etant une fonction que 1 on peut choisir arbitrairement et dont

la valeur n a aucune influence sur les invariants de (E) ( ).

II est interessant de verifier directement que la valeur prece-
dente de z satisfait, quelles que soient les fonctions X, Y, a une

equation lineaire du second ordre. On y parvient aisement de la

maniere suivanle.

( ) Nous avons admis dans le texte que les equations

determinent les rapports mutuels des coefficients
J3 ;i , yt

. On pourrait objecter que,

pour certaines formes des fonctions xh , yh ,
ces equations devicndront indeler-

minccs. Si on les resout suivant la methode ordinaire, on trouvera, en designant

par A le determinant qui figure dans 1 expression de z,

dY dW)

Nous verrons plus loin, au n 342, que les deux determinants
&amp;gt;

-

)vr)
ne sont

jamais nuls tant que les fonctions x ct les fonclions r sont lineairement indepen-
dantes. Cette hypothese etant ici realisee, les equations considerees ne seront jamais
indeterminees.



LA METHODS DE LAPLACE.

Si Ton difference 1 equation (62), on aura successivement

...
or dy d

..
dx dx

X&amp;lt;- -^Y- -~ Y -&quot;
&amp;gt;J

-
, .

~~r~

dxdy dxdy dy dx dy Ox

II suit de la que 1 expression

dxdy dy dx dx dy

ne contiendra les derivees de X et de Y que jusqu aux ordres

/ et j respectivement. D ailleurs elle s annule, comme z, pour

X = Xp ,
Y = yp .

Elle est done proportionnelle a z, et 1 on a

(64)

I etant une fonction determinee de x et de j . On peul 1 obtenir

comme il suit.

Si, dans 1 expression de
;;, on attribue a X la valeur i et a Y la

valeur o, on trouve z
,3.

Si Ton fait de meme X = o, Y = i
,
on

trouve 2 = v. Les deux fonctions 3 et y sont done des solutions

particulieres de 1 equation precedente. En les substituant dans
1 equation a la place de -, on aura deux relations dont chacune
suffira a determiner o.

En resume, voici le resultat auquel on parvient : si Ton vent

obtenir toutes les equations lineaires pour lesquelles la suite de

Laplace est limitee dans les deux sens el se compose de m equa
tions, on choisira m couples de fonctions xp: yp ,

les fonctions xp
ne dependant que de x et les fonctions yp ne contenant que y,
de telle maniere qu il n y ait aucune relation lineaire a coefficients

constants, soil entre les fonclions xp ,
soil enlre les fonctionsyp .

Les differentes equations qui composent alors la suite de Laplace
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sont celles qui admctlent les integrates generales suivanles

(65)

la somme i -\~ j etant egale a m i ct M designant une fonction

delerminee, dont la valeur n a aucune importance, au point de vue

auquel nous nous placons, puisqu elle n influe pas sur les inva

riants de chaque equation. Gomme on peut donner a i les valeurs

o, i, ..., in i, la suite de Laplace se composera de m equa
tions.

Le cas le plus simple cst celui ou I on a in i . Alors on peut
ecrire

ou plus simplement

La suite de Laplace se compose d une seule equation pour laquelle

les invariants sont mils.

Puis vient le cas ou I on a deux equations admettant respective-

mentles iiitegrales generales

X X Y X Y Y

i 7i Ji

* y% y *

et ainsi de suite.

3-41. Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions sem-

blables a celle qui est donnee par la formule (65), mais les fonc

tions %i, ainsi que les fonctions yi, pourront ne plus etre lineai-

rement independantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant

quelques proprietes tres simples des expressions ainsi definies.

D abord, il est clair que le facteur M seul est change si I on

combine lineairement les couples (#/, y^, c est-a-dire si I on

ellectue une meme substitution lineaire sur les XL et sur les yi.

II en est de meme si I on multiplie toutes les fonctions Xi par
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nne meme fonclion de x, el louies les fonctions r/ par une meme
lonction de^ j

car on reconnaitra par un calcul facile que, si 1 on

remplace Xi par zxf, X par cX. i
, par

-
yt et Y par 7\ , :; desi-

gnant une fonction de x et 7 une fonclion de v, le determinant se

reproduit multiphe par p
l+l 7J^ {

.

II en est encore de meme si Ton effectue un changement des va

riables independantes en remplacant x par une fonction de x et v

par une fonction de y.
En combinant les deux dernieres proprieles, on reconnait que,

par un simple changement de notations, on pourra toujours re-

duire i un des couples (j:/. r,) au couple simple (i, i). De plus.

si 1 on prend comme nouvelles variables x et y les rapports ,

^ el que Ton reduise le couple (j&quot;j, y t } a Tunite, le second

couple sera reduit a (j~, jr).

Supposons maintenant qu il y ait des relations lineaires, soil

entre les fonclions x^ soil entre les fonctions yi. Par des combi-

naisons lincaires des couples, on pourra reduire a zero autant de

fonctions a*/ qu il y a de relations lineaires distinctes entre ces

fonclions. On aura ainsi des couples

pour lesquels les fonctions j a . r*+t . .... ym seront lineaire-

ment independantes; car. s il en etait autrement, Tun des couples

precedents serait une combinaison lineaire de tous les autres et

I expression consideree serait nulle.

Considerons maintenant les relations lineaires entre les lone-

lions yi ;
d apres laremarque que nous venons de faire, elles con-

tiennent toules au moins 1 une des fonctions j t , y., ..., ra_, et

Ton peut, par consequent, en combinant lineairement les a i

premiers couples entre eux et avec les suivants, ramener ces rela

tions a la forme simple

Apres cette double transformation, il nous resle done 3 i

couples
(^hji), (J&quot;z, J j&amp;gt;-

-- ^_,O ^-,)
D. II.
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pourlesquels les fonctions xi et les fonctions jr/sont lineairement

independantes; puis les couples

(a-p, o), (^p+1 , o), ..., (&amp;gt;a_,, o).

et

(o&amp;gt;Ja)&amp;gt; (Ojja-t-i)? &amp;gt; (o, V,,,),

pourlesquels une des fonctions est nulle, les autres elant lineai

rement independantes et, de plus, n etant liees par aucune relation

lineaire avec les fonctions correspondantes des ^ i premiers

couples. Nous allons voir qu on peut faire disparaitre les couples
des deux derniers groupes par les transformations que nous avons

deja signalees.

Considerons, par exemple, le couple (o, j /). Si 1 ori multiplie

toutes les fonctions y^p^r, ce couple se reduira a (o, i) et

1 expression consideree prendra la forme

XX .. X (/J Y Y ... Y (
-

a-
1 x\ . . . a? /

1

y\ y \
x(

i

dans laquelle la derniere ligne a un seul element different de zero
;

elle se reduit done a une expression analogue dans laquelle Y esl

remplacee par Y et y/g par y k . Les nouvelles fonctions xk sont

egales aux anciennes
; quant aux nouvelles fonctions y^ elles

sont respectivement egales aux derivees des anciennes divisees

par y,n . En d autres termes, chaque couple ancien (x^, y^) est

remplace par Xk, (
-^-

}
II ne peut evidemment exister aucune

L \ yi i J

relation lineaire entre les fonctions (
-=-^-

} : sans cela, il y aurait
V ym J

une relation analogue entre les y/c et ym . L application de la

methode ne sera done pas arretee, et 1 on pourra faire disparaitre

successivement lous les couples pour lesquels une des fonclions

est nulle. Si Ton remarque que la suppression de chaque couple

(O,J^A) diminue d une unite 1 ordre des derivees de la fonclion

arbitraire de y, on peut enoncer la proposition suivante :

Une expression de la forme (65), en apparence de rang / -f- i

par rapport axelj + i par rapport ay, dans laquelle les couples
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sonl lineairement independanls, sans qu il en soil de meme des

fonctions xt et y
r

i considerees separement, peul toujours etre re-

duite a une expression de meme forme dans laquelle toutes les

fonctions a^etjr, sont lineairement independantes, et dans laquelle

le nombre des couples est diminue du nombre total des relations

lineaires distinctes qui existent entre les fonctions xi et les fonc

tions j i, considerees separement; d apres les resullals de ce Cha-

pitre, 1 expression ainsi obtenue est irreductible, de sorte qu elle

sera, par rapport a x, d un rang egal au nombre i -f- i diminue du

uombre total des relations lineaires entre les fonctions yp et, par

rapport a y, d un rang egal a j -f- i diminue du nombre des rela

tions lineaires entre les fonctions xp .

On voit qu en dehors du cas, que nous avons signale en premier

lieu, ou Tun des couples serait une combinaison lineaire des

autres couples, 1 expression sera encore identiquement nulle s il

y a entre les fonctions d une variable, par exemple entre les

fonctions xp ,
des relations lineaires en nombre superieur au rang

apparent j -f- i de 1 expression par rapport a la variable dont ne

dependent pas les fonctions considerees.

342. Xous examinerons enfin une derniere question relative aux

expressions definies par la formule (65). Supposons une telle

expression reduite a sa forme la plus simple, c est-a-dire a la forme

dans laquelle les fonctions xp et les fonctions yp ne sonl liees par
aucune relation lineaire, et cherchons quelle valeur il faut attri-

buer aux fonctions arbitraires X, \ pour que 1 expression s annule.

Nous aliens montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple

(X, Y) est une combinaison lineaire des couples (xp , } P }- Celte

proposition est evidente pour les fonctions a un seul couple

X Y

x\ y\

11 suffira done de montrer que, si elle est etablie pour les

expressions a m i couples, elle est vraie aussi pour les fonclions

a m couples.

Les coefficients de X ( etde Y (^ dans 1 expression (65) ne sonl

pas nuls; car, si I oii y regarde le couple (x t ,
y t )

comme tenant

lieu du couple (X, Y) des fonclions arbitraires, ils peuvent etre



52 LIVRE IV. CHAP. II.

consideres comme des expressions formees avec m i couples

(x Z i JKa); , (
xmi JK/M) pour lesquels les fonctions de chaque

groupe sont lineairement independantes ; et, d ailleurs, le couple

(X), y t )
n est dans aucun cas une combinaison lineaire des pre

cedents. Par suite, si 1 expression (65) est nulle pour un systeme
de valeurs attributes a X et a Y, on pourra determiner des coeffi

cients finis \\, . . .
, \n ,

lels que Ton ait

X \\Xi -t- . . . -r- X,H a?/w ,

X = AJ^ -i- . . . -+ \ ln Xmt

Diflerenlions loutes ces equations, sauf la i -+- i
ieme

, par rapport

a ^c
;
nous aurons

c)Xi dX| f/i^Xj ,.., OA|B-^--* &quot;
&amp;gt;H +^

(, OT

c est-a-dire i +y + i ou m equations a mmconnues
-^&amp;gt;

. .., ~^--

Le determinant de ces equations, qui est le coefficient de X U) dans

1 expression (65), n est pas nul d apres une remarque deja faite.

On a done
f)Xj dl,,,

-
O, . . .

,
-r ;

CJ7 (^a?

et, par suite, les coefficients ),A ne dependent pas de x. On eta-

blirait de meme qu ils sont independants de y\ ils se reduisent

done a des constantes, et la proposition que nous avions en vue

est ainsi etablie.

343. Les resultats donnes dans ce Chapilre ont ete exposes a

plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier,
dans

le cours de i883. Nous avons ete conduit a trailer de la methode
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de Laplace par 1 etude approfondie du theoreme de Geometric

donne au n 322 [p. 16]. Mais nous devons signaler ici un
travail Ires important, presente en 18-0 a 1 A.cademie des

Sciences par M. Moutard
( ).

Dans la seconde Partie de son Me-

moire, cet habile geometre avail traite et resolu precisement la

question que nous avons etudiee dans ce Chapitre; et il avail

forme toutes les equations lineaires dont 1 inlegrale s obtient sans

signe de quadrature. Malheureusement, 1 extrait qui a paru aux

Comptes rendus ne donne aucune indication ni sur la methode
suivie par M. Moulard, ni sur la forme definitive donnee a la

solution. Le Memoire original a disparu en 1871, dans les incen-

dies de la Commune
;
et, dans la redaction nouvelle qu il a publiee

d une partie de ses recherches au XLVe Cahier du Journal de

I Ecole Polytechnique, M. Moutard a traite seulement les equa
tions de la forme

dx dr

surlesquelles nous reviendrons plus loin.

( ) Ce Memoire, portant pour litre Recherches sur les equations aiuc derivees

partielles du second ordre a deux variables independantes, a etc presente le

18 avril 1870. Un extrait en figure au Compte rendu de la seance de ce jour,
t. LXX. p. 834- Un Rapport fait sur le Memoire par M. Bertrand se trouve a IH

page 1068 du meme tome.
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CHAPITRE III.

L EQCJATION D EULER ET DE POISSON.

Indications historiques. Forme reduite de 1 equation a etudier. Gas particu-
lier oil les deux constantes

[3, J3 qui y figurent deviennent egales; formes di-

verses de 1 equation. Solutions particulieres homogenes ou entieres. So
lutions particulieres qui sont le produit d une fonction de x par une fonction

de y. Invariants de 1 equation. Propriete fondamentale relative aux
substitutions lineaires; cas particulier oil p, (3

sont egaux. Application de

la methode de Laplace. Recherche clirecte de 1 integrale dans le cas oil la

methode de Laplace peut fournir cette integrale. Etude du cas oil la suite

de Laplace relative a 1 equation est illimitee dans les deux sens; on peut ra-

ramener
J3

et
J3

a elre compris entre zero et t. Integrale de Poisson et de

M. Appell. Cas limite oil Ton a
(3

-+-
J3
= i. Indication d un probleme de

Geometric, deja etudie au tome I, qui se ramene a 1 integralion de 1 equation

344. Avant de continuer 1 exposition des theories generales,
nous allons faire 1 application des propositions deja obtenues a

une equation remarquable, que nous rencontrerons d ailleurs dans

1 etude de plusieurs questions de Geometric.

Cette equation est la suivante

, d-z n dz in dz p
O.f dy x y Ox x y Oy (x y) 1

ou m, n, p designent trois constantes auxquelles 011 peut attribuer

des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus generale, elle a ete

traitee par Laplace dans le Memoire que nous avons cite au n 32o

[p. 22]. Le cas parliculier ou m est
e&quot;gal

a n s etait deja presente
dans les recherches d Euler relatives a la propagation du Son. Le

grand geometre a etudie ce cas particulier sous toutes ses formes

dans le t. Ill de son Calcul integral (Chap. Ill, IV et V de la

seconde Section) ;
il a montre que la solution la plus generale de

I equalion peut etre obtenue, sans qu il y ait une integrale pre

miere, toutes les fois que, p etant ramene a zero par une transfer-
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malion que nous aliens indiquer, la valeur commune de m et de n

est un nombre entier; et il a donne cette solution generale sous

une forme developpee qui etait alors tout a fait nouvelle dans la

Science et qui contenait les derivees des fonctions arbitraires

jusqu a un ordre quelconque. D autres travaux Ires importants,

que nous aurons 1 occasion de citer, ontpour objet, soit 1 equation

generale, soit le cas particulier ou in est egal a n. De toutes les

equations que nous aurions pu choisir, il n en est aucune dont

1 etude presente plus d interet et puisse fournir autant d indica-

tions precieuses sur 1 integration des equations lineaires les plus

generales.

34o. Si Ton effectue la substitution

on obtiendra pour 1 equalion suivante

(3)
*** _^_^. H _^^._ P

Q = o,
dx oy x y Ox x y Oy (x y)*

ou Ton a

(4) m M-I-X, /i = a, p = p -~ a 2
a(/n -f- n i).

L equation (3) est de meme forme que la proposee, mais on pent

disposer de a, ce qui permet de la simplifier. Par exemple, il existe

en general deux valeurs de a pour lesquelles le terme en dispa-

raitra. Nous pourrons done, dans ce qui va suivre, nous borner a

considerer 1 equation

(E)
dxdy x y dx x y Oy

debarrassee du terme en z. Nous Tappellerons 1 equation E(^, (

3
)

et nous designerons par la notation Z(|3, ^ )
une quelconque de

ses solutions.

II resulte des formules (4) que, si Ton pose

^ (*- r ) -?-? ,

1 equation en 9 sera

-
(5) -

vxOy x y Ox x y oy
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Cetle equation est de meme forme que 1 equalion (E), mais
ft

el
[it

y sonl remplaces respectivement par i
[it

el i
[it.

En faisant

-jsage de la notation indiquee plus haul, on pent dire que 1 on u

(G) 0--^)i-?-? Z(,-^, r-p) = Z(, p ).

Oetle propriete si simple joue un role important dans I etude de

1 equalion.

346. Si Ton applique a Tequalion (E) la substitution generale
definie par la formule (2), elle prend la forme (3), m ,

n
, p ajant

les valeurs particulieres suivantes :

(7) /H =a-i-p, ft =a+p . p = a(a-f- $+ p i).

On peut done disposer de a de maniere a faire disparaitre soit

^^. ()-
le terme en -^

, soit le terme en ^ On ne peut les faire disparaitre

simultanement que si 1 on a

P = ?

Supposons cette condition verifiee. En effecluant la substitution

*=(ar-^)-Pe i

on obtiendra pour 1 equation

en sorle que, si 1 on designe par Zp une solution quelconque de

cetle equation, on aura

(8) Zp=(*-^)PZ(p, p),

c est-a-dire que 1 on obtiendra toutes les solutions de 1 equation (c)
en multipliant par (x y}$ toutes les solutions de 1 equation

Par des changements de variables que Ton apercevra facilement,

Fequation (e] peut se metlre sous 1 une des formes suivanles

, d-z _ d 2 z -i.nl dz n

&amp;lt;Jy

2 dx1 x dx x*~&quot;

d*s d*s
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qui ont ele donnees par Euler et qui la rapprochent de 1 equalion
de Riccali.

347. Revenonsa 1 equation generate E((3, ^ ); on pent oblenir.

et de differenles manieres, un grand nombre d inlegrales parlicu-

lieres de cette equalion. Cherchons, par exemple. les integrales

homogenes en v el .r. Si Ton pose

on sera conduit, par Ja substitution de la valeur de z dans 1 equa
tion (E), a la relation

(121 /(I = ( ) [
&amp;gt;

-
? &amp;gt;

-
P )/]p (&amp;lt;)--^?&amp;gt;(0

=0.

C est, avec des notations difierenles, Tequalion differentielle ii

laquelle satisfait la serie hvpergeometrique. On pent prendre

pour o deux quelconques des integrates parliculieres de cette

equation, par exemple les deux suivanles

/-A. 1. !-&amp;gt;.- i. - |

\ *1

qui conduisent aux valeurs suivanles de c

! z = ;r-? v?-*- . F ( 3, 3 - 3 - X, i 3 + *, V

Quelques-unes de ces solulions jouenl, comme nous le verrons

plus loin, un role important dans la recherche de 1 integrale ge-
nerale de 1 equalion.

Si Ton donne a A une valeur enliere el posilive, la premiere
solution

s&v(\, 3 . i- 3-X. ^}
\ x 1

devient un polvnome homogene et entier de degre A. On voil

done que 1 equalion proposee admel une infinite de solulions

entieres.
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348. On peu-t aussi, en suivant une melhode tres usitee en

Physique malhematique, chercher si 1 equation proposee admet
des solutions qui soient le produit d une fonction X de x par unc
fonction Y dey. Si Ton substitue a la place de z le produit XY, on
obtient la relation

(x jK)X Y
i

8 X Y-i-pXY =o &amp;gt;

a laquelle on pent donner la forme suivante :

3X 3 Y
77 -i- 1- v _L_ _ .

X
~ y V

La valeur commune des deux membres ne pent etre qu une

constante; on aura done

ce qni donne, en integrant et negligeant les constantes qui entrent

en facteur,
X = (ar a)~P, Y = (^~ a)-? .

Ainsi, quelle quo soil la constante
,

sera une solution particuliere de 1 equation proposee. Si 1 on ap

plique la proposition enoncee a la fin du n 345, on verra qu il en

esl de meme de

(i5) (jf j?)i-p-P (a? )P
- I

(j a)?- 1
.

319. Le calcul des invariants h et k de 1 equation n offre aucune

difficult^. On a

yy

Ces valeurs si simples mettent sur la voie de la plus importante
des proprietes de 1 equation E((3, [5 ).

Nous avons vu en effet au 11 327 que, si Ton eflfeclue sur les

variables independantes la substitution

y =
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les nouvelles valeurs /*
,

des invariants sont

II suit de la, et de la valeur particuliere que prennent ici h et A .

que ces invariants conserveront la meme valeur lorsqu on eflfec-

tuera sur JT et sur r une meme substitution lineaire, d ailleurs

quelconque. Par consequent, si 3 (jc, r] designe une solution

quelconque de 1 equation E(^, ,3 ),
la fonction

/ ex -f- d cy d\
ax -H- b ay b J

ou les conslantes a, 6, c, c? ont des valeurs quelconques, sera une

solution d une equation lineaire ayant les memes invariants. On
retrouvera done une solution de 1 equation proposee (n 328) en

multipliant Texpression precedente par une fonction determinee,

la meme pour toutes les solutions. Voici comment on peut obtenir

ce multiplicateur.

Considerons la solution particuliere deja donnee au numero

precedent
x z

Si Ton effeclue sur x et
sur^&amp;gt;-

une meme substitution lineaire de-

finie par les constantes a, 6, c, d, elle prend la forme

a )~y a ~

A etant une constante et a etant definie par la relation

c i d
i _ m

/a x b

11 suit de la qu on retrouve une solution de 1 equation proposee

multipliee parle facteur (ax b^?(ay -f-
6)&quot;*&quot;^

;
et Ton est ainsi

conduit a la proposition suivante, qu il est aise d ailleurs de con-

firnier par un calcul direct et rigoureux.

Si I on a obtenu une solution quelconque

*(*,?)

fie I equation E(j3, ^ ),
on pourra en deduire la solution plus
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general?

a, b, c, ddesignant des constantes quelconques.

Cc resultatest dii a M. Appell, qui 1 a etabli dans une Note ele

gante consacree a 1 etude de 1 equation E([3, ft) ( ).
Nous 1 avions

obtenu d abord pour le cas particulier de 1 equation E( (3, |3) (-)

ou il revet une forme parliculierement simple, et voici comment
nous y avons ete conduit.

Reprenons la forme (e] de cette equation que nous ecrirons

ainsi :

t)
2 z dx dv

ax dy m(\ m) -.
&amp;lt;)x dy (x y) 1

Le premier membre demeure invariable lorsqu on remplace x ety
respectivement par des fonctions quelconques de ces variables.

Quant au second membre, il contienl le facteur

dx dy
(*??

qui est le carre de 1 elemenl lineaire d une sphere [I, p. 3o] ;
et il

demeure invariable (n 24) lorsqu on effectue sur x et sur y une

meme substitution lineaire. Done, de toute solution de I equa-
tion (e), on pent deduire une infinite de solutions nouvelles,

en effectuant sur les variables x et y une meme substitution

lineaire quelconque.

350. Voici une premiere consequence de ces propositions. Si

Ton differentie la solution generale (17) par rapport a Tune quel

conque des constantes
, &, c, d et si, apres les differentiations,

on allribue a ces constantes les valeurs o, t, r, o, on obtient des

( ) APPKLL, Sur une equation lineaire aux derivees partielles (Bulletin dcs

Sciences mathematiques, 2* serie, t. VI, p. 3i4; 1882).

(
-

) DARBOUX, Sur une equation lineaire aux derivees partielles ( Comptcs
rendus, t. XCV, p. 69; juillet 1882).
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combinaisons lineaires des trois expressions suivantes ;

I ^T ?
&amp;gt;

x -^- ~ Y ^
&amp;gt;

(18)

I ox &quot;

dy

Ainsi, lorsqu on aura line solution quelconque de I equation

E(^, J3 ),
OH e/j deduira des solutions nouvelles en operant sur

cette solution an moyen des symbols*

d d d d
-. :

&amp;gt;

X -r- V &amp;gt;

dx dy dx *
dy

x- v- 3.r 3 Y-
dx dy

Pour le cas de Inequation I e), le dernier svmbole se reduit a

la forme simple
.,JL .,!_.

dx -

dy

Si Ton emploie la notion si imporlante des transformations

infinitesimales due a M. Lie, on pourra dire que 1 equation

E( (3, )
adniet trois transformations infinitesimales. Cette pro-

priete a d ailleurs ele signalee par M. Lie.

351. Proposons-nous niaiutenant d appliquer a 1 equation con-

sideree la methode de Laplace. Les valeurs des invariants h et /

ont ete deja donnees au n 349; et Ton reconnait aisement, en

commencant les calculs, que les invariants /*/ et k
t
de Tequalion

(E,-) sont de la forme

A| et B, designant des constantes. Les forniules (a5) du n 331

nous donnent ici

I A/.i-i 2 A,- B/ -T- 2,

Ces relations de recurrence conduisent, par un calcul facile,
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aux valeurs generales de A/ et de B/; on trouve ainsi

\i = t
2 -~(A B +- 1)1

-- A,

B, = i
2 -r-(A B i)t -+-B,

ou, en remplacant A et B par leurs valeurs,

1 A, = (t-+-p )(*H-i&amp;gt;-p)J

) B/ = (i + p -i)(i-).

Si aucun des nombres
[3, [3

n esL un entier reel, la suite de

Laplace sera illimitee dans les deux sens. Pour qu elle soit limitee

dans un sens, il suffira que 1 un des nombres soit entier. Par

exemple, pour que la suite soit limitee du cote des indices po-

sitifs, il faudra (n 333) que 1 un des nombres

soit un entier positif ou nul; pour qu elle le soit du cote des in

dices negatifs, il faudra que 1 un des nombres

soit un entier nul ou negatif. La suite ne pent done etre Jimitee

dans les deux sens que si les deux nombres
[3, [3

sont des entiers

de meme signe, la valeur zero n etant exclue pour aucun d eux.

Dans ce cas, 1 integrale generale s obtiendra sans aucun signe

de quadrature; c est ce que 1 on verifie aisement de la maniere

suivante.

352. Reprenons 1 equation E([i, [3 ),
ecrite sous la forme

d*z a ,dz O ds
(x y) .

----- 3 -- -f- 3 =o,
dxdy

r dx dy

et differenlions-la par rapport a x, par exemple. Elle devient

Cetle relation exprime que satisfait a 1 equation E( t

3 -f- 1, ft&quot;).

Si nous employens la notation proposee au n 3i5, nous aurons



L EQUATION D EULER ET DE POISSON. 63

done

el Ton Irouverail de meme

L emploi repete de ces deux 1ormules conduil a la suivante

3 |

(23) LL2 = Z(B-i-m,3 -i-rt),AT &quot;

0&amp;gt;K

qui les contient toutes les deux. Nous allons deduire les conse

quences de ces diverses relations; mais, auparavanl, il est indis

pensable de presenter les remarques suivantes.

Considerons, pour fixer les idees, la formule (21); elle nous

apprend que, si z est une solution de Inequation E(|3, (

3
),

-- sera

une solution de Tequation E(|3 1, ,3 ).
Mais on n a pas le droit

de conclure qu en prenant les derivees par rapport a x de

toutes les solutions de 1 equation E(,3, (

3
),

on aura toutes les solu

tions de 1 equation E^3 +- 1, ,3 ).
Pour decider ce point essentiel.

il suffira evidemment de chercher si, elant donnee une solution r,

de 1 equation E(3 -j- i, ^ ),
on peut toujours en deduire une solu

tion z de E(J3, ,3 ) par la formule

dx

Portons celle valeur de dans 1 equation E(,3, ,3 ),
eile prendra

la forme

et elle fournira tant que ,3
ne sera pas nul. On aura

d; _ 3 _ r y dsi

*y~ i*\ F *
et, par suite

3 T-Y ^,
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Le second membre csl une dillerentielle exacte, en vertu de

[ equation E(|3 -hi, [3 )
a laquelle satisfait ^,. En 1 integranl, on en

deduira la valeur de z.

Ainsi, taut que (3
sera different de zero, la formule (21), ap-

pliquee aux differentes solutions de E(j3, f3 ),
donnera toutes

les solutions de E([3-+-i, 3 ); &amp;lt;?, par consequent, Vintegrale

generate de cette derniere equation pourra se deduire de celle

11 est aise de reconnaitre que, si
,3

est nul, la proposition cesse

d etre exacte; car la valeur generale de z est alors

Z(o, [J )=/X(JK x )-$ dx -T- \
,

et la derivation par rapport a x elimine la foiiction arbitraire Y.

La proposition que nous avons etablie s etend naturellement a

la formule (22), par 1 ecliange de x et de y\ et, par suite, elle

nous conduit, rclativement a Inequation generale (28), a la con

clusion suivante :

La formule (23) permet de deduire V integrale generale de

Vequation E( t3-}-m, -J H-/?.) de celle de Vequation E(^, ^ )

loutes les fois qu aucun des nombres

;
J

j
sJ

~
\~&quot; I

j
* .

j
vJ i Wl&amp;gt; I

j

Qf Qf

n est egal a zero.

3o3. Faisons, en particulier, ft
= i

, ^ = i et remplacons m, n

par m i
,
n i . La formule (a3) nous donnera

l,

et il suffira de remplacer Z(i,i) par sa valeur la plus generale

pour obtenir 1 integrale generale de E(/, n). Or 1 equation E(i , i)

s integre immedialement et nous donne
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X designant une fonction de x et \ une fonction de y. On aura

done, pour 1 integrale generale de E(//z, n), la formule elegante

f)m+n-Z /Y _ V\
7. m. n = ; --- -

(
:---

)dr &quot;- 1
oh-&quot;-

1 \aeyj

Le developpement du second meuibre donnera une expression
de rang m par rapport a x et de rang n par rapport a y, ce qui est

conforme a la theorie developpee dans le Chapilre precedent.

Supposons maintenant que ^ et
|3

soient des entiers negalifs :

si nous faisons usage de la formule (6) demontree au n 34o, nous

pourrons donner a 1 equation (28) la forme nouvelle

,
()x n

dy

ou, enremplacanl ,3, , m, n respeclivement par i 3 . i 3. /?, /??.

(75) Z(3 m, 3 /i)=(j- v)-m-fi-?-? -^ [
Zl 3 - ^ ) .1.

dLp*cyr (.(* jrp-f-p J

Si Ton fait dans cetle equation 3 =
(

3 = o, on est conduit a la

formule

(-261
f)m~a / \ _ V\

m, /i) = (.r !-. - - ----

(
:--

)
Ox&quot; dr&quot; \xy)

qui donne Tintegrale generale de Tequalion E( m, /?).

On peut enfm obtenir 1 integrale generale lorsque la suite de

Laplace est limitee d nn seul cote, c est-a-dire toutes les fois que
Tun des nombres ^, ,3

est entier. Supposons. par exemple, J3 egal

a un entier positif m. On aura

L equation E(i, ^ ) ayant sou invariant li egal a zero, on deter-

minera sans difficulte son integrale generale Z(i, ,3 ).
En la substi-

tuant dans la formule precedenle, on trouvera

( 27 ) z(m, ? )
-

D apres la remarque developpee plus haul (n 3o!2). il serai t

impossible de faire deriver cette integrale generale de celle de

Tequation E(o, ^ ).

D. II. 5
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351. Lorsque aucun des nombres
[ii, ft

n est un enlier reel, la

melhode de Laplace associe a 1 equalion proposee une suite d e-

quations qui est illimilee dans les deux sens. II faut alors, pour
obtenir Finlegrale generale, employer des methodes speciales que
nous aliens maintenant developper.

Remarquons d abord que les iormules generales (21) et (22),

qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes a la difficulte signalee

au n 352, permettent de ramener 1 inlegralion de 1 equation

E([3, [3 )
a celle de 1 une quelconque des equations

ou m et n sont deux entiers quelconques. En disposant convena-

blement de ces entiers, on ramenera
(3

et
[3 ,

ou leurs parties

reelles si ces quanliles sont imaginaires, a elre comprises entre o

et i. Nous pourrons done nous conlenter, dans la suite, de trailer

les equations pour lesquelles les parties reelles de
[3

el
,3

sont

positives et inlerieures a 1 unile.

Poisson a donne
(

1

), pour le cas ou ^ el
f&amp;gt;

sonl egaux, une

forme generale de 1 inlegrale, qui conlicnl deux fonclions arbi-

Iraires sous des signes d inlegration definie; et M. Appell, dans

la Nole deja cilee, a elendu celle formule de Poisson au cas ou
(3

cl
|3

sonl quelconques. Voici comment on est conduit a ces re-

s ul la Is :

Nous avons deja remarque au n 3i8 que Texpression

esl, pour loutes les valeurs des conslantes H, ,
une solution par-

liculiere de 1 equalion E([3, ^ ).
II suil de la que 1 inlegrale

definie

prise enlre deuxlimiles conslanles A, B, sera encore une solulion;

car 1 equation E(^, ^ )
est liueaire, et 1 inlegrale definie prece-

( ) POISSON, Memoire sur I integration des equations lineaires aux derivees

partielles (Journal de I Ecole Polytechnic/lie, t. XI I, XL\ e
Cahier, p. 210;

i8a3).
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dente peut etre considered comme une somme de solutions par-

ticulieres.

Nous obtenons ainsi une solution qui est assez generale puis-

qu il y figure une fonclion arbitraire sous le signe de quadrature.
Le raisonnement par lequel nous etablissons qu elle satisfait a 1 e-

quation cesserait d etre applicable si Tune des limites constantes

A, B enlre lesquelles elle est prise etait remplacee par une fonc

lion de x et de y. Le resultat subsisle cependant, et 1 integrale

definie ne cesse pas de salisfaire a 1 equation, si Ton substilue a

une de ces limites A, B, soil ar, soil v. Voici comment on peut le

reconnaitre a priori.

Supposons, pour fixer les idees, que 3 et
4

3 soient des nombres

reels et impairs, c est-a-dire que, reduits a leur plus simple ex

pression, ils soient de la forme -^ Admettons que les limites

constantes A. B comprennent x dans leur intervalle et que v soit

superieur a la plus grande. Decomposons 1 integrale prise de A ii

B en deux parties, Tune prise de A a ^, 1 autre de x a B. L ?

une de

ces parties sera reelle, Tautre imaginaire; elles devront done,

prises separement, verifier Tune et Tautre 1 equation proposee.
C est ce que nous confirmerons tout a Theure par un calcul direct

ou nous prendrons les precautions necessaires pour calculer les

lerivees de 1 intrgrale definie.

Nous adopterons dans la suite les limites r et .r, ce qui
donnera

f* -? du.

A ce premier lerme on peut ajouler le suivant.

Nous avons vu an n 34o que

-j-^-P-p Zn 3
, i-3)

est toujours une solution de 1 equation E( (3, (
3

).
Si Ton prend

pour Z( i 3 , i
- 3 ) la valeur

]/()( u .r )?
-
(y {/,-
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on Irouvera la nouvelle solution

de 1 equation proposee. En reunissant les deux termes ainsi ob

tenus, on aura pour Z([3, [3 )
la formule generale

(28)

/ r y

Z(p, p )= / ?()(
/r

/.r

.r)
1 -?-? /

&amp;lt;^(Z&amp;lt;)(M ar^
- O

-^.-

qui contlent deux fonclions arbitraires distinctes.

Pour verifier que cette integrale salisfait effeclivemenl a I equa
tion proposee, il suffira de la transformer comme il suit.

Posons
u x(\ t

) -T- yt,

1 integrale prendra la forme

OLI les limites variables des quadratures sont remplacees par les

constantes o et i . On pent maintenant calculer sans difficulte les

derivees successives de z et les subsliluer dans 1 equation pro

posee; on reconnailra que cette equation est verifiee. II est permis,

d apres les remarques precedentes, de se contenter de verifier un

seul des deux termes. Si nous nous bornons au second, nous

trouverons, pour le resultat de la substitution,

,3
et P etant positifs,

ce resultat est evidemment nul.

355. Dans le cas exceplionnel ou Ton a

?-*-{&
= i,

les deux lermes de 1 integrale se ramenent 1 un a raulre, et la va-
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leur de Z( (3, ,3 )
se reduit a la suivante

r l

I
( ? .i

qui ne contient en realite qu une seule fonclion arbilraire s !/.

Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on operera de la

maniere suivante.

Posons
Q__Q _ ,

_ - , _ -i _ -
j j i - - _. j i j . _,

et remplacons a et ! respeclivement par
^ ^ .

&quot;

^ ; puis deve-

loppons Z( 43, t

3
)
en conservant seulement les termes qui ne s an-

nulent pas pour s = o. On obtient ainsi la formule

r l

( Z(3. i 3)=
I

*[x-^(r

,

I

-
/ l[T^&amp;lt;y

qui a ete deja donnee par Poisson, dans le Memoire cite plus

haut, pour le cas special ou Ton a 3 = -

3o6. La methode par laquelle Poisson a obtenu 1 integrale ge-

nerale de I equation E(^, ^), ainsi que celle que nous avons

suivie, laissent prise a des objections evidentes. Bien que la lor-

mule generale (28) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne

permet d affirmer qu elle donnera loutes les integrales de I equa
tion proposee. Si Ton reniplace, par exemple, les limites x et r

des deux integrales de la formule par des constantes a et 6,

n aura-t-on pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui

sont donnees par la formule primitive? Nous aliens montrer dans

le Chapitre suivant que Ton peut faire disparaitre toutes ces dif-

iicultes, et confirmerla generalite de 1 integrale, par 1 etude appro-
fondie d une idee de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre.

nous rappellerons que deja, dans un probleme de Geometric, nous

avons rencontre un cas particulier de Tequalion E(3, ^). Au
n 162 [I, p. 242] nous avons ramene la determination des sur

faces qui admettent pour representation spherique de leurs lignes
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de courbure un systeme de coniques homofocales a 1 inlegralion

de 1 equation aux derivees partielles

Cetle equation n est aulre que E( -
&amp;gt;

-
-] Son integrale

generale se deduit de celle de 1 equation E( -
?
- \, qui, comme

nous venons de le rappeler, a ete donnee par Poisson. Getle inte

grale est assez compliquee ;
mais il resulte des proprietes que

nous avons donnees aux n os 347 et 348 que 1 on ponrra obtenir

un nombre illimite de solutions algebriques.

Si Fon choisit, par exemplc, la solution parliculiere

on retrouve les surfaces du second degre; sil on prend la solution

encore plus simple
e = A-HB( P 4- Pl ),

on obtienl la surface remarquable de quatrieme classe que nous

avons etudiee au n 159 [I, p. a35].
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CHAPITRE IV.

LA METHODE DE RIEMA&amp;gt;&amp;gt;.

Definition de 1 equation lineaire adjoiate a uae equation lineaire donnee. Ca-

particulier du second ordre: relation entre une integrate double et une inte-

grale curviligne. Methode de Riemann: determination d une solution de

1 equation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujeltie.

Double forme de 1 integrale generale. La fonction u(x, y; xt , yt ) peut elre

definie, soil comme solution de 1 equation adjoinle, soit comme solution de 1 e

quation proposee. Determination effective de la fonction u relative a 1 equa
tion E(ji. i ). La formule de Poisson, generalised par M. Appell, donne

effectivement 1 integrale generale de la meme equation. Demonstration gene-
rale de 1 existence de la fonction u sur laquelle repose la methode de Riemann.

Relation entre les invariants d une equation lineaire et ceux de son adjointe.

Les suites de Laplace relatives aux deux equations. Quand 1 une des

equations s integre par 1 application de la methode de Laplace, il en est de

meme de 1 autre.

3o7. Etant donnee une expression diflerentielle

in
&amp;lt;sO.

r. v . .... r&quot;
|,

contenant une variable x. une tonclion r de x et ses derivees

jusqu a 1 ordre /z, on sail que 1 equation

exprime la condition necessaire et suffisante pour que la fonction

5 soit la derivee d une autre fonction -I contenant. en meme temps

que la variable independante .r, la fonction ) et ses n i pre
mieres derivees. De meme, si 1 on considere une expression

contenant deux variables independantes, une fonclion c de ces

variables et ses derivees partielles jusqu a un ordre quelconque /,
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1 equalion

^P \ (J

\ ;

d /

&quot;

\ d }

xi
\ d

^dx J \ dy J \ dx 1

dv

dxdr I , d 2 z dy 1
I d l z

/ \ d
dx dy J \ dy*

exprnne la condition necessaire et suflisante pour que -p puisse

prendre la forme

( 5 *)
-J-

dx dy

M et N etant des fonctions de x, de j ,
de z et de ses derivees

partielles jusqu a un ordre que 1 on pent toujours reduire a n on

a n i .

D apres cela, considerons une equation lineaire quelconquc
d ordre n

Si 1 on multiplie Ic premier membre par une indeterminee a et

si 1 on ecrit ensuite que la condition (4) est verifiee, on aura

1 equation lineaire

&amp;lt;jui

definira u. Nous dirons que cette equation est Vadjointe de

la proposee, pour rappeler Tanalogie qu elle presente avec 1 equa-
tion loute semblable consideree par Lagrange dans le cas d une

seule variable independante.

Quelles que soient les fonctions z et
,
une suite d integrations

par parties conduit facilement a 1 identite

j, dM dN
(6) u9(z)(u)=---&amp;gt;r~,dx dy

ou M et IN ont les valeurs suivantcs

ds d(xV 20 a) I dz I d(Anu)
I M A 10 z u -h A 20 u ---- z - -{ A

i !
u ------ z- - - --&amp;gt;

|
dx dx 2 dy 2 dy

(7)
AT

dz d(\ ot u) i, to I

N = Ai Z It -1- AOJ a -5 -^-r--- -4- - AH M -r
--- ^

dy dy 2 dx 2
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el dependent de s, de u el de leurs derivees jusqu a Tordre n i .

II imporle toutefois de remarquer que les expressions de M el de

N ne sont pas completement determinees. Le second membre &quot;de

1 idenlite (6) ne change pas, en eflet, si Ton remplace M et N

respectivement par

-N ---
&amp;gt;

ox

el 1 on pourra prendre pour fj une fonction lineaire de :-, de u el

de leurs derivees jusqu a 1 ordre n 2. sans changer la torme

generale des valeurs de M et de X.

On deduira facilement de Tidentite (6) que la relation entre les

deux equations en z- et en u est reciproque, c est-a-dire que cha-

cune de ces equations est Vadjointe de I autre. Mais nous

omettrons ici le raisonnement tres simple par lequel on est con

duit a ce resultat essentiel, parce que nous aurons a le presenter

sans modification, au Chapitre suivant, dans 1 etude de Tequation

adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la con

sequence suivante, qui joue un role essentiel dans la theorie ( ).

( ) Pour etablir 1 iiJeolite (6) dans toute sa generalite, on peut employer le

oalcul elementaire suivant :

On sail que I expression
d! v . d u

n -- ( i rv-:

)JC OJC

est la derivec exacte d une fonction de u. de v et de leurs derivees jusqu a

Pordref i, dont nous omettrons, pour abreger, I expression developpee. Si

I on remplace v par z on aura done
a*

d u.

u- .- ( i )
- - =

&amp;gt;

iJx- dy
k

/ Ox1 Ox

P contenant les derivees de M et de v jusqu a 1 ordre i /. i. Cliangeons dans

ette equation u en v, x en y, i en k : nous aurons

__ __
ox Oy* ox* dy* Oy

et la combinaison de ces deux equations nous donnera l idenlite plus generale
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Considerons 1 integrale double

3(z) z^(u)}dxdy --

elendue a une aire plane (A) que nous supposerons simplement
connexe et limilee par un contour (S); celle inlegrale double aura

la meme valeur que 1 integral* simple

etendue a tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On
aura done 1 equation

Si

( 8 )
C f[u $(s) -

(-j(ii)]
dx dy = ( (

M dy N dx) ,

qui est tout a fait equivalenle a 1 identite (6). On reconnait ici

que 1 indetermination signalee plus haut pour les valeurs de M el

de N n a plus aucun effet sur 1 equation precedente; car,
-

si 1 on

remplace M et N par leurs valeurs les plus generales M +
N -

7 le second membre s accroil de I int^errale
Ox

~!S)

/ rff)

qui est evidemment nulle toutes les fois que est une tbnction

uniforme et finie a 1 interieur de 1 aire (A).

P et Q contenant les clerivees de u et de v jusqu u I ordre i +- A T. Or on a

r- --! I Ai-lk r r) +*r
C A // VI-= u \

ik^^ -
(-!)*-*.=

d
.

(A
;\
M)

.

\

k dx l

dy
k dx 1

dy
k

]

et il suffit de faire usage de 1 idcntite (a), oil 1 on remplacera u par \
ik
u et v par

z, pour reconnaitre que le tcrme general clu second membre, et par suite le se

cond membre tout entier, peut se mettre sous la forme

rW d\
1
--

1- T*-Ox dy

oii M et N contienuent les derivees de s cl de u jusqu a I ordre n i.
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358. L equalion adjoinle a une equalion lineaire donnee s est

presenlee pour la premiere fois dans un Mernoire de Riemann

relatif a la propagation du Son ( ).
M. P. du Bois-Reymond, qui

deja dans un Ouvrage (
2
)
sur les equations aux derivees partielles,

avail, a juste litre, appele 1 attention des geometres sur le Me

moire de Riemann, est depuis revenu sur ce sujet dans un court

article public a Tubingue (
3
).
Dans ce qui va suivre, nous traite-

rons settlement de Tequation

d*z
dz_ _ &amp;lt;*

dx OY dx dy

deja eludiee dans les Chapitres precedents; nous donnerons les

resultats de Riemann et nous indiquerons les consequences que
Ton peut en deduire. On a alors

d*z dz
,
dz

(z) = - a- o- cz.
me ay dx dy

d*u du du I da db\

dx dy dx dy \ Ox Oy /
(10)

i / dz dii\M = an z -
I u -; I &amp;gt;

2 V oy dy]
i / dz du

,

&amp;gt; buz (u s -T-
2 \ dx dx/

^ oici J usage que Riemanu iait de Inequation (8).

Supposons que 1 on ait pris pour ^ et pour u respectivemenl

des integrates quelconques de Tequation proposee et de son ad-

jointe. On aura

5(z) = o. Q(u; i = o.

et le premier membre de 1 equation (8) sera loujours nul. Celle

( ) RIEMANN. Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicker

Schwingungsweite (Abhandlungen der K. Gcsellsckaft der Wissenschaften zu

Gottingen, t. VIII, 1860, et Gesammelte Werke, p. i45)-

(
J
) P. DU BOIS-REYMOND, Beitrdge zur Interpretation der partiellen Diffe-

rentialgleichungen mit drei Variabeln, p. a5o. Leipzig, 1864.

( ) P. DU BOIS-REYMOND. Ueber ein in der Theorie der linearen partiellen

Differentialgleichungen auftretendes wolstdndiges Differential. (Mathema-

tisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben von Dr O. Boklen.

Tubingue. t. I. p. 34; i883.)
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equation nous donnera done

(IT) f (Mdy-

Soil A un point quelconque du plan (Jig. 20) el B C unc

courbe Iracee arbitrairement dans ce plan. Menons par A des

droites AB et AC paralleles aux axes jusqu a la rencontre de la

courbe, et supposons que les integrates r, M, aussi bien que les

coefficients de 1 equalion proposee et leurs derivees, soient finies

et continues a 1 interieur de 1 aire ABC. On pourra appliquer
1 equation (11) an contour AGBA, ce qui donnera

N dx = o.(12) f Kdy-r- f (Mdy Ndjc) f
/\ /c A

Si 1 on se reporte aux valeurs de M et de N, on pent ecrire

r \
JA
r
B

A
z ( bu | dx

.dx I

Si done on designe, d une maniere generale, par csp la valeur

d une fonction an point P, on aura
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Si 1 on porte ces valeurs des deux integrates dans 1 equalion

precedente (12), on aura

(uz)A =
( &quot; Z}K

&quot;-&quot;_ C (ndy-*
c/n

/
r\( d

&quot;_ bu \

Jx v^ /

/ /-
/ Ml r- buldx I *( an) dr.

Etudions les diflerents termes du second membre.

Imaginons que 1 on se propose, avec Riemann, de determiner

la solution z de 1 equation aux derivees partielles proposee, qui

prend des valeurs donnees, ainsi que 1 une de ses deux derivees,

pour tous les points de la courbe B C . L equation

(/: = -^ dx -T- -r^- dr.
dx dy

&quot;

appliquee a un deplacement suivant cette courbe, determine evi-

demment celle des deux derivees premieres qui n est pas donnee

a priori; nous pouvons done considerer les deux derivees de z

comme connues en chaque point de la courbe B C . II suit de la

que, si Ton a choisi la solution u de Tequation adjointe, les trois

termes

(az)it, (w5)t- / (HLdy Hdx),
J*

+

qui entrent dans le second membre de 1 equation (i3), sontparfai-
tement connus et dependent seulement des conditions aux limites

donnees pour z. Si done on pouvait calculer les deux dernieres

integrales qui figurent dans ce second membre, on connaitrait

z^ c est-a-dire la valeur de z en un point quelconque du plan.

Or ces deux integrates dependent en general des valeurs, tout

a fait inconnues, que prend la solution cherchee z sur les

segments rectilignes AB et AC. Pour que ces valeurs n inter-

viennent pas, il est necessaire que la solution u ait ete choisie de

lelle maniere que 1 on ait

--- bu o, en tous les points de AB,
ox

du . ,-,--- au = o, en tous les points de AL..

y
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Si ces deux conditions peuvent elre remplies, 1 equalion londa-

mentale (i3) se reduira a la suivante

qui delerminera la valeur de z pour un point quelconque A du

plan, en fonction seulement des condilions aux limiles.

Ainsi, pour obtenir I integrate generate de 1 equation sous

sa forme la plus appropriee aux problemes de la Physique

mathematique f il sujffit de determiner une solution u de I equa
tion adjointe satisfaisant aux deux conditions que nous venons

d enoncer.

Ces condilions peuvent elre transformers de la maniere sui-

vanle.

On doit avoir

bu = o,Ox

en tons les poinls de AB; x varianl seule sur cc segment, on pent

inlegrer 1 equalion precedenle, ce qui donne

.f
&quot;-

y A
&quot;

)

pour tons les poinls Ai compris enlre A el B. De meme, la seconde

condilion peul etre remplacee par la suivante

pour tons les points M situes sur le segment AC.

On peut toujours reduire la constanle A a 1 unite, de sorte

que, si Ton designe par ,

, y les coordonnees de A, par x, y
celles d un point quelconque, la question est ramenee a deter

miner une solution

u(x,y; .r
, J )

de 1 equation adjointe, dependante de deux parametres x6l y ti ,

se reduisant a 1 unite pour X-=X Q , yy^, prenant la valeur

pour y =yoi el la valeur e&quot;-
Y

pour x = x .
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Tel est le resultal fondamental elabli par Riemann. Lc grand

geomelre a pu determiner la fonction u pour I equation qu il avail

a trailer el qui n esl autre que 1 equation E(j3, ).
Nous allons

voir que la determination de cette fonclion peul aussi elre faite

pour 1 equation plus generale E(^, ); mais, auparavant, nous

allons, en restant dans la theorie generale, ajouter une remarque

essenlielle aux resultats que nous venons d exposer.

359. Supposons que la ligne primitive BG se reduise aux deux

Fig. -26.

paralleles
aux axes B D et DC el soient x t , y t

les coordonnees du

poinl D. On aura ici

B
/*
D r

K

(i 5) / (N dx - M dy) - /
N dx -

/
M dy.

Jc Jc -- o

D ailleurs on pent ecrire

r\ rt i i &amp;lt;}~ i)u \ / 1 ^
/

N dx = / (u z--) + bux\dxJc Ji: L* \ &amp;lt;)*

r[ i d(uz)
{&amp;lt;); , \\ ,

/
- \-bx\\dxJc I * &amp;gt;* \*x l\

el, par consequent,

On aura de meme

Si Ton substitue ces valeurs des deux inlegrales dans les equa-
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lions (i5) ct (i/i), on aura

/-i)
/ 1) &quot; r*

/ u(-\-rbz\dx \

-

Cettc formule s applique a toute solution 5 cle 1 equation proposee.
Elle offre la plus grande analogic avec Inequation generale (i4)
mais elle s en distingue par une propriete essentielle. On recon-

nait en effet immediatement qu il n est plus necessaire maintenanl

dc donner Fune des derivees de z stir le contour G DB . La con-

naissance seule des valeurs de la solution clicrchee sur les droites

G D et DB permet de calculer les deux, integrates que contient la

Ibrmule precedente et d obtenir la valeur de cette solution. Jl faul

cliereher 1 origine de ce resultat si interessant dans cette circon-

stance que le contour nouveau est forme avec les caracteristiques
de 1 equation lineaire proposee.

Supposons maintenant que Ton prenne pour z cette solution

particuliere

de Tequation proposee qui se determine par des conditions toutes

pareilles a celles que nous avons indiquees pour u(x, j&quot;,
.r ,^ )

consideree comme solution de 1 equation adjointe. Comme il faut

changer le signe des coefficients a et b quand on passe de 1 une

des equations a 1 autre, on voit que cette solution devra se re

el u ire

pour

pour x =

et, par suite, a i

On aura done

e -&amp;gt; i

pour 8? = y\-

b z = o en tous les points de CD.

-i- az o en tous les points de BD,

z i pour le point D.
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Par consequent, la formule (16) se reduira ici a la relation

~A = &quot;o

c est-a-dire

i .. yo ,*i,y\ &quot;)

= u(*i,y\ , r&amp;lt;&amp;gt;,yo )

Cette egalite contient la proposition suivante.

La solution ii(X, y; x , y )
de 1 equation adjointe que nous

avons definie precedemment peut elre considered comme fonction

des parametres x
, y \ elle est alors une solution de 1 equation

primitive (ou Ton aurait remplace x, y par x
, y ) el possede,

par rapport a cette equation et aux variables X
, y ,

les proprietes

par lesquelles elle a ete definie eomme fonclion des variables .r, y
et solution de 1 equation adjointe. En d autres termes, la definition

de u ne change pas si 1 on echange 1 equation lineaire et son

adjointe a la condition d echanger les deux systemes de variables

x, y et #, fo
il suit de la que la determination de cette fonction

permettra d integrer aussi 1 equation adjointe par une formule

analogue a celle qui a ete donnee plus haul : Vintegration des

deux equations lineaires, la proposee et son adjointe, se ra-

mene done d un seul et meme probleme, la determination de

la fonction u(x, y; x
, y ). Cette fonction peut etre pleine-

ment definie, soit comme solution de 1 equation proposee, soit

comme solution de 1 equation adjointe, par les conditions aux
limites auxquelles elle est assujettie.

360. Appliquons cette proposition generale a 1 equation

E(3. )
et proposons-nous de definir la fonction u(x, y] X0t y )

relative a cette equation, en la considerant comme une solution de

1 equation adjointe assujettie aux conditions que nous avons in-

diquees. L equation adjointe est alors

d* it 3 du 3 du 3 3
. ; . . !

,

* *

/ _ f\

dxdy x y Ox x y dy (x y )
J

Pour faire disparaitre le dernier terme, il suffit de poser

D. - II.
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et 1 on oblient 1 equation

d*v 3 dv B dv
/ . \

~
| Q

dxdy x y dx x y dy

dont une solution quelconque se representera, suivant la notation

du n 345, par Z(p , (3).
On aura done

M = (ar ^)?+P Z(p , B).

Parmi les solutions parliculieres Z, il en est d assez generales que

1 on peut faire deriver de celles qui sont homogenes.
Nous avons vu au n 347 que

est une solution de 1 equation E(fi, ft ).
Si Ton echange [3

et
J3 ,

1 expression

sera une solution particuliere de 1 equation (19); elle ne contient

qu une constante X; mais la proposition du n 349 permet d en

introduire deux nouvelles. Nous avons vu, en effet, que 1 on peut

effectuer sur les variables x et y la substitution lineaire

x y
y

y .

a la condition de multiplier par un facteur, qui sera ici

En effectuant celte double operation, on obtientla solution plus

generale

ou 1 on a pose, pour abreger,

Q x^(y JQ)
(20) cr =

II suffit de multiplier par (y #)P+P pour obtenir enfin la
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valeur suivante de u

|
u = ( y x

)&amp;gt; (x x )-? -&amp;gt;

qui va nous conduire au resultat cherche.

Nous nous proposons, en effet, de determiner une solution

particuliere u de 1 equation adjointe, se reduisant pour x =. x a

/yady f , \ Or

i miegraie e J* qui a ici pour valeur
(

-
1 ~ ^

) , et se redui-
J U-o-a-o/

/
I/

1 _ \ p
sant de meme a

(

- -
) pour y = r - Or si, dans Texpression

\ yo &o i

precedente de u, on fait x = .r
,

3- s annule: la serie F se reduit a

Punite, mais il reste le facteur (x j; )- -? qui annule la fonc-

tion u ou la rend infinie, a moins que 1 on n ait

A = - y.

Adoptons celte valeur de X, u prendra la valeur

(22) u = (y9 xry(y ar)?+? (^ aro)~?F(?, 3
, i, a);

si 1 on fait x = X
,
on aura

si 1 on fait de meme y = y ,
on aura

par consequent, la valeur (22) de u sera la solution cherchee.

Ainsi, appliquee a Tequation E($, ^ ),
la methode de Riemann

reussit pleinement et permet de determiner les integrales de
1 equation paries conditions aux limites les plus generales. II suf-

fira de porter la valeur precedente de u dans 1 une ou 1 autre des

equations (i4) ou (16) pour obtenirl integrale generale de 1 equa
tion. Si Ton emploie, par exemple, la formule (16), la valeur de z-

se presentera sous la forme suivante

ri feVTi
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f et o designent les deux fonctions arbitraires qui dependent des

valeurs aux hmites pour z et la notation ^a,^ indique, d une ma-

niere generale,le resultat de la substitution de a, [3
a la place de

x et de y dans la fonction
&amp;lt;J&amp;gt;(.r, y).

361. 11 nous resle maintenant a elablir un point que nous

avons regarde comme essentiel et a montrer que la formule (28)

[p. 68] de Poisson et de M. Appell donne effectivement toutes les

integrales de 1 equation proposee. Nous presenlerons d abord les

remarques suivantes stir cette integrale.

L equalionE(P, )

&s B dz 8 ds
- - - - = o

Ox dy x y dx x y dy

a ses coefficients finis et continus tant que x est different de y. Si

Ton trace (Jig- 27) la bissectrice de Tangle yox, on peut dire que

cette droite est vine ligne de disconlinuite pour 1 equation prece-

dente, de sorte que les coefficients de 1 equation demeurent tou-

jours finis et continus tant qu on reste d un meme cole par rapport

a cette droite. Examinons ce que devient Tintegrale de Poisson

lorsque^ se rapproche de x.

Si Ton se reporte a la forme (29) [p. 68] de cette integrale, le

premier terme du second membre a pour partie principale

Cette valeur approchee peut etre regardee comme le premier

terme du developpement suivant les puissances de (y #), les

termes non ecrits ayant des degres superieurs d ww nombre entier

a celui du terme conserve.

De meme 1 expression approchee de la seconde integrale de la

formule (29) [p. 68] sera

II resulte de la que, pour toute solution donnee par la formule

de Poisson, le developpement suivant les puissances de y x se
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compose de deux series de termes, les uns de degres entiers, les

autres d un degre egal a i ? / augmente d un nombre entier;

et, en limitant le developpement au premier terme de chacune

des deux series, on aura pour 1 integrale 1 expression approchee

I . rr3)rm,=-^
*&amp;lt;*&amp;gt;&amp;lt;

- x} -

37 *

Gette formule nous indique la voie qu ilfaudra suivre pour ve

rifier que toute solution de 1 equation est donnee par la formule

de Poisson. On cherchera a etablir d abord que, dans le voisinage

de la ligne de discontinuite, la solution consideree est reduclible a

la forme

La comparaison de cette forme a la precedente fera connaitre

les fonctions $ et ^ qui doivent figurer dans la formule de Poisson
;

et il ne restera qu a verifier une equation ou ne subsistera plus rien

d inconnu.

Appliquons cette methode a 1 integrale generale, telle qu elle est

donnee par la formule (a3). Le troisieme terme se deduisant du

second par 1 echange de x et dej^ ,
on peut se contenter de verifier

que les deux premiers termes du second membre sont donnes,

1 un et 1 autre, par la formule de Poisson.

Pour plus de nettete, nous supposerons que Ton se place au-

dessus de la ligne de discontinuite, comme il est indique dans la

fig. 2-
;
x t , y\ etant les coordonnees de D, x

, y celles de A, on

aura

xoi yo sont ici les variables independantes.
Le premier terme de 1 integrale (a3) est u(x^ y\ ; XQ, y )

mul-

tiplie par la constante -j-
t&amp;gt;r,.

Nous avons done a verifier d abord

que 1 expression
u(x.y: ar ,j ),

consideree comme fonction des variables X ,y ,
verifiel equation

proposee et, de plus, esl donnee par la formule de Poisson. Con-

formement a la methode generale que nous venons d indiquer, il

faudra done obtenir d abord son expression approchee lorsque

KO -TO devient infiniment petit. Si Ton se reporte a 1 expression
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(22) de u et a la definition de cr, on voit que 1 on aura

i o- est done du meme ordre que y x
,
et Ton est conduit a

developper F(^, ft , i, cr)
suivant les puissances de i cr. Pour

Fig. 27.

cela, nous emprunterons la formule suivante a la theorie de la

serie hypergeometrique (
1

)
:

(25)

Si 1 on porte cette valeurde F((3, ^ , i, o-)
dans la formule (22),

on en deduira immediatement 1 expression approchee de u,

lorsque y se rapproche de X Q . II suffit de reduire les series F a

1 unite et 1 on trouve ainsi, pour les deux premiers termes de w,

La comparaison de celte formule avec 1 equalion (24), ou 1 on

aurait remplace x et y par ^c etjKo? nous donne immediatement

( ) Foi/- Ie Memoire de M. Goursat, deja cite [I, p. 188] (Annales de I Ecole

Normale, 2&quot; serie, t. X; 1881).
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les deux fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson.

On trouve ainsi

)- -A(a -

A desinant la constante

-
n i 3 3 )r(p-r-p ) sinS-

Si Ton porte ces valeurs de (3t), }(*) dans la formule de

Poisson, on trouve le resultat suivant

x

-
\(jr

-
X) (

-
j)?-t (J- )?

-
(70-

et il n v a plus qu a verifier la concordance de cette expression

avec celle qui est donnee par la formule (22). La verification est

aisee, si Ton opere de la maniere suivante.

Egalons les deux expressions de u : Tequation a verifier prendra

la forme

F(3, 3 , ., *) = *(y9-x9y-W(y -x)?(y

et Ton reconnait presque immediatement que les deux termes du

second membre ne changent pas de forme si Ton effectue sur a, x^

y-&amp;gt;
KO-&amp;gt; &amp;gt; o une meme substitution lineaire. Choisissons les coeffi

cients de cette substitution de telle maniere que x, X , y se re-

duisent respectivement a oc, o, i . Alors y se reduira a - 7 etant

le rapport anharmonique deja defini par la formule (20). Le
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second membre de 1 egalite a verifier deviendra

f [

/
i a(i-&amp;lt;r)]-f(i-a)?

--l

D apres une formule bien connue d Euler, les deux integrates

precedentes s expriment an moyen de series hypergeomelriques
et 1 on retrouve les deux termes du second membre de 1 identite

(20). L egalite que nous avions en vue est done verifiee.

362. Passons maintenant au second terme

-X,

/
ux,yif(x)dx

ft

de 1 integrale de Riemann. Nous avons donne 1 expression ap-

prochee de ux
&amp;gt;yi lorsque x y se rapproche de zero. Si on la

porte dans 1 integrale precedente, on aura de meme 1 expression

approchee de cette integrate

-

La comparaison avec la formule (a4) donne encore les deux

fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. On
trouve ainsi

/*!
(a x)$- l

(yi X)(YI a)?
- 1 f(x}dx,

.

/ r
&amp;lt;

tli(a)
= A I (a 3?)~r (^i #)P

+ P (jKi y.]~?f(x ) dx,
JQL

A etant la constante deja definie. II suffit maintenant de verifier

que, en introduisant ces valeurs de
cp

et de ^ dans 1 integrale de

Poisson, on retrouvera le terme

Jx.
* r
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La substitution des valeurs de f ( *), &(*} donne deux termes

qui sont, 1 un et 1 autre, de la forme

_.,

f/x I P dx.

., A
On a ici

o

Quant a la variable d integration #, qui est comprise entre a et

x^ elle peut etre, soil plus petite, soil plus grande que x . On

pent done decomposer ainsi 1 integrate precedente

/r /* (-* /*
/ dx I V d.r

I
dx

I
I&amp;gt; &amp;lt;/./-.

*^ JTm *
&quot;J-

* A .*&quot;

Pour le premier terme, 1 ordre de grandeur des variables sera

defini par les inegalites

On pourra done interverlir 1 ordre des integrations, ce qui
donnera

/?
dx I \ dx.

Pour la deuxieme, on aura

et, par suite, on pourra la remplacer par la suivante :

dx I Pd*.

Appliquons ces transformations aux deux termes qui composent
1 integrale de Poisson; nous aurons le resultat suivant :

rr

/&amp;gt;-.

f(x)(yix)d* I
&quot;

.r, ^.r
Jr^-M^ i a)?

- 1

-A / f(x)(y*x#-V-\&amp;gt; (yi-x$+Vdx f cr,-a)P-i( ar.)P
-i

-
.r,

-
.

x(a x r? (.n a )~^ &amp;lt;/a -
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Le premier et le troisieme terme representent precisement
I expression

qu il s agissait de retrouver. II suffit, pour le reconnaitre, de se

reporter a I expression (27) de u; quant an deuxieme et au qua-
trieme terme, leur somme est nulle, en vertn de 1 equation

X__

y*

quo Ton verifiera comme il suit. On effecluera siir la variable de

la premiere integrate la substitution Jineaire par laquelle JK O &amp;gt; -^o,

7,, x se changent respectivement en x, y^ ,r
, y et Ton retrou-

vera la seconde integrale.

363. L integrale de Poisson une fois etablie d une manicre ri-

goureuse, on pent, en I etudiant, obtenir differents resultats qui
ontun reel interet pour la theorie des equations aux derivees par-
tielles. Nous signalerons seulement le suivant, que 1 on deduit

aussi de la formule (a3).

La formule de Poisson conlient deux fonctions arbitraires o(a)
et ^(a). Supposons que 1 on connaisse ces fonclions seulement

pour les valeurs de a comprises entre les deux constantes a et a,;

1 integrale generate ne pourraetre determinee que pour les valeurs

de x et de y comprises entre a et a,. Admettons, pour fixer les

idees, que 1 on ait prisj^ superieur a x. Si 1 on construit (fig. 27)
la bissectrice OC B de Tangle des axes et les points G ,

B
,
d ab-

scisses a et a,, la valeur de 1 integrale sera connue pour tous les

points du plan compris a 1 interieur et sur les cotes DB
,
DC du

triangle DB C
;
mais il sera impossible de la determiner en dehors

de ce triangle.

Nous avons suppose les fonctions o et &amp;lt;l determinees seulement

pour 1 intervalle (a , a,). II est clair qu on peut les prolonger au

dehors de cet intervalle d une infinite de manieres, en s assujet-

tissant meme a conserver la continuite des derivees jusqu a un
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ordre quelconque, soil pour a = a , soil pour y.= a,. En adop
tant ces differents prolongements, on aura diflerentes integrates

de 1 equation proposee qui auront, toutes, les memes valeurs. a

1 interieur du triangle DB C
,
dont les derivees seront les niemes

jusqu a un ordre quelconque pour les points de chacun des cotes

DB . DC , mais qui diflereront al exterieur du triangle. Ainsi, une

integrate de 1 equation proposee qui est assujettie a prendre des

valeurs donnees sur les cotes DB , DC du triangle DB C est bien

determinee pour les points places a Tinterieur de ce triangle; cela

resulte de la formule (a3) ;
mais elle ne Test en aucune ma-

niere a 1 exterieur du triangle. Elle pourra prendre a 1 exterieur

une infinite de svstemes de valeurs que Ton pourra definir d une

maniere tres generate, en s assujettissant meme a respecter la con-

tinuite de ^ et de ses derivees jusqu a un ordre quelconque pour
tous les points de DB et de DC . Ce resultat si interessant tient

a ce que les droites DB el DC sont des caracteristiques. La for

mule generale de Riemann nous montre en eflet que, si, sur toute

aulre courbe qu une droite parallele a 1 un des axes, la fonction

est donnee ainsi que ses derivees premieres, elle est determinee

par cela meme des deux cotes de la courbe.

36i. L etude approfondie que nous avons faite de la methode

de Riemann, dans le cas particulier de 1 equation E(3, ,3 ),
va

nous permettre de revenir sur la theorie generale developpee dans

les nos 3o8 el 3o9, et de faire disparaitre une objection que Ton

pent adresser a cette theorie. La valeur de z donnee par la for

mule (i4) verifie, on pent s en assurer, 1 equation aux derivees

partielles (9); elle satisfait egalement aux conditions aux limites

qui ont etc posees a priori; mais on peut objecterque Texistence

de la fonction u, sur laquelle reposent tons les raisonnements, et

que nous avons determinee dans le cas particulier de 1 equation

E([3, |3 ),
n est nullement etablie pour les equations les plus gene-

rales. On peut lever cette objection, au moins pour le cas tres

etendu ou les coefficients rt, 6, c de 1 equation lineaire sont des

fonclions finies et continues, par consequent developpables en

series.

La fonction M, consideree comme solution de 1 equation adjointe.

doit se reduire, pour y=y ,
a une fonction determinee de j .
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I
/&quot;V.r C adY

e &quot;

et, pour x = x
,
a une fonction determinee dejr, e .r

Ces deux fonclions sont evidemment developpables en serie sui-

vant les puissances de x x
ti , y y toutes les fois qu il en est

de meme des fonclions a et b. II suffira done, pour mettre hors

de doute 1 existence de la fonction
,
d etablir la proposition ge-

nerale suivante :

Etant dojinee Vequation lineaire

&amp;lt;r-z dz dz
( &amp;gt;&amp;gt; )

- -a - - -+- b - -cz o,
O.r Oy ox oy

dont les coefficients a, 6, c sont developpables en series or-

donnees suivant les puissances entieres et positives de x .r
,

y -.T oi H existe une solution de I equation aux derwees par-
tielles, se reduisant, pour y =. yn ,

a une fonction detenninee

cp(^p)
de x, developpable suivant les puissances de x x

, et,

pour x = .r
,
a une fonction fy(y) de y, developpable suivant

les puissances de y K O .

Pour demontrer cette proposition, nous efTectuerons d abord la

substitution

p
et a- etant deux constantes que 1 on choisira de telle maniere

que les developpements des fonctions
, 6, c, 0(57), ^(y}i qui

sont ordonnes, apres la substitution, suivant les puissances de x
et de y, soient convergents pour toutes les valeurs de ces variables

de module inferieur ou egal a V unite. Cela pose, proposons-nous
de determiner toutes les derivees de la fonction cherchee z pour

Puisque z doit se reduire a o(a?) poury=o, celte condition

determinera toutes les derivees de z par rapport a la seule variable

x
,
de meme, puisque z doit se reduire a fy(y} pour x = o, on

connaitra toutes les derivees par rapport a la seule variable y ;

enfin, 1 equation aux derivees partielles fera connaitre, en fonction

des precedentes, toules les derivees prises a la fois par rapport a

x et ay. On peut, avec toutes ces derivees, former le developpe-
ment en serie de la solution cherchee suivant les puissances de x
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et de r, el tout se reduil a elablir que ce developpement est con

vergent; car, s il en est ainsi, il satisfera evidemment, et aux con

ditions aux limites, et a 1 equation proposee.

Or, les series qui developpent les fonctions a, 6, c,
-f. y elant

convergentes dans un cercle de rayon i
,

il est toujours possible

de trouver des constanles M, X. P, H positives et telles que les

derivees d ordre quelconque de a, 6, c, cp,
I aient des modules

respectivement infeneurs aux derivees correspondantes des fonc

tions

M N H H H
i x y i x y (i x r )- i x i

-
-_r

Si done on se propose le probleme suivant : Determiner une

fonction satisfaisant a 1 equation

ci*-z M oz \ dz P
( -..9 )

dx rty i x v Ox i ./ -y ay &amp;gt;i ./

H H
se reduisant, pour ^&quot;

= o, a -
et, pour x = o, a -

,
on ob-

tiendra, pour definir cette fonction, une serie dont lous les coeffi

cients seront certainement superieurs a ceux de la serie relative a

1 equation donnee. Tl suffira done de demontrerque cette nouvelle

serie est convergente pour les valeurs de x et de y suffisammenl

voisines de zero.

Le nouveau probleme auquel nous sommes ainsi conduits est

virtuellement resolu dans ce Chapitre; car, si Ton remplace, dans

1 equation, x par i x, elle prend la forme merne de 1 equa-
tion (i) consideree au commencement du Chapitre precedent

[p. 54] et peut, par suite, se ramener a 1 equation E(3, 3
), pour

laquelle nous avons resolu le probleme propose. Le resultat, que
nous nous contenterons d indiquer, conduit a une fonction qui
est reellement developpable en serie

( ).
II est done possible de

( ) Si Ton augmente les constanles M et \ en les amenant a verifier la rela

tion
M = X

&amp;gt; i.

H H H
si Ton remplace ensuite les deux functions -

&amp;gt;

- -
par

i x i Y ( i x
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determiner une solution de 1 equation aux derivees partielles pro-

posee par les conditions aux limites que nous avons indiquees, et

d etablir le theoreme general sur lequel repose 1 existence de la

fonction u.

365. Les relations que nous venons d etablir entre une equation
lineaire et son adjoin te ont un caractere tres general; il en est

d autres que nous allons signaler et qui se rapportent au cas ou

1 une des deux equations pent etre intcgree par la methode de

Laplace. Considerons, en meme temps que 1 equation aux derivees

partielles

ox dy
son adjointe

db \
--

I
Z&amp;gt;

^^ O ^

_- _._ -- --

ox uy ox ay \ ux oy J

et proposons-nous d abord de calculer les valeurs des invariants h

et k de cette equation. Si 1 on designe ces valeurs par h et A&quot;

,
on

trouve

(3o) h
1 = /c, /, = h.

Ainsi les invariants de 1 equation adjointe sont egaux a

ceux de Vequationproposee, mais pris dans un ordre different.

II suit de la que, si 1 on a h = k, on pourra passer de 1 equation
a son adjointe par la substitution de \z a z, \ etant une fonction

determinee. C est ce que 1 on verifie aisement; car, si 1 on ramenc

1 equation lineaire a sa forme reduite, qui est, dans ce cas,

(n 329)

dx dy

on reconnait immediatement que 1 equation est alors identique a

son adjointe.

-&amp;gt; on peut obtenir, pour la fonction auxiliaire, la forme tres simple

oil a et p designent deux constantes reelles, fonctions de M et de P.
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366. On peut deduire une autre consequence des relations entre

les invariants de 1 equation et ceux de son equation adjointe.

Designons par (E) 1 equation, par (E )
son adjointe et appliquons a

1 une et a 1 autre la methode de Laplace. Nous obtiendrons deux

suites d equations

.... (E_2). (E_,), (E). (E,), (Es).....

.... (El,), (EL,), (E ), (Ei), (E 2 ), ....

Or nous avons vu au n 331 que, si 1 on designe par /&amp;lt;_,
et h

les invariants k et h de 1 equation (E), ceux de 1 equation (E/)

seront hi_ {
et hi, les quantiles hi se determinant au moyen des

deux premieres, h elh_ t , par la relation de recurrence

d* top hi

La svmetrie de cetle formule nous permet de reconnaitre imme-

diatement que, si Ton passe de (E) a 1 equation adjointe (E ),

c est-a-dire si 1 on echange les deux premiers invariants h_ t
et

7i, au lieu d obtenir la suite

.... h- 3 , /j_2, h-i. h, hi, h it ...,

on aura

.... h 3 , h*. hi, h. h~i. /z_2.....

II resulte de la que 1 equation (E/) aura ses invariants egaux, a

1 ordre pres, a ceux de 1 equalion (E^-V Par consequent, 1 adjointe

de (E,-) sera 1 equation (E^) dans laquelle on aura change z en

&quot;/.:. A designant une fonction convenablement choisie de xelder ,

et, si 1 on neglige, cornme nous 1 avons fait jusqu ici, les change-
ments qui resultent de cette substitution, on pourra dire que

(Elz-)
est 1 adjointe de

(E/&amp;gt;.
Cette remarque a peu pres evidente

conduit aux consequences suivantes.

Supposons que la premiere suite se termine dans un sens, dans

celui des indices positifs par exemple; soil (E,-) la premiere

equation dont 1 invariant h est nul; il est clair que, parmi les

equations d indice negatif de la seconde suite, (El,-) sera la pre

miere dont [ invariant k sera nul
;
la seconde suite se terminera

done a (El,-). On peut done enoncer la proposition suivante :
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Quand I une des deux suites de Laplace relatives a une

equation et a son adjointe se termine dans un sens, Vautre se

termine en sens contraire, et apres un meme nombre d ope-

rations; si done la premiere suite se termine dans les deux sens,

il en sera de meme de la seconde
&amp;gt;

et ily aura aulant d equa
tions d indice positif dans Uune des suites que d equations
d indice negatif dans Vautre

( ).

Nous aliens nous attacher a cette derniere hypolhese et montrer

comment, dans ce cas, on obtient effectivement 1 integrale de

I equation adjointe. Mais, pour resoudre cette question et celle

qui la suivra, il est necessaire que nous donnions des developpe-
ments etendus sur Fequation adjointe de Lagrange relative a une

equation lineaire d ordre quelconque, mais contenant une seule

variable independante. Ce sera 1 objet du Chapitre suivarit. Nous

terminerons celui-ci en resumant les relations que nous avons

mises en evidence entre une equation et son adjointe.

367. Nous presenterons d abord quelques remarques sur la no

tion meme d integrale generate. Etant donnee une equation aux

derivees partielles, il pent arriver, dans quelques cas speciaux,

que Ton ait des methodes permettant d obtenir une formule gene-
rale qui donne toutes les solutions de I equation. C est ainsi que,
si 1 on a a integrer I equation elementaire

dx dy

on est assure que toutes les solutions seront fournies par la for-

mule
z = w(a?) -+- ^(JK)-

Plus generalement, si la methode de Laplace, appliquee a ces

equations lineaires que nous avons etudiees dans les Chapitres

( ) Un jcune geoinctre, M. R. Liouville, qui a etc conduit par ses recherche*

personnelles a la consideration de I equation adjointe, a etabli ce theoreme,
comme nous le faisons ici, par 1 emploi de nos invariants h et k. (Voir le Me-

inoire Sur les formes integrables des equations lineaires du second ordre in-

sere au LVP Cahicr du Journal de I Ecole Polytechnique, p. 6; 1887.)
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precedents, permet d integrer 1 une des equations de la suite, la

formule a laquelle on est conduit, et dont nous avons indique la

forme, represente effectivement la solution generale de 1 equation

consideree. Mais il existe d autres movens, plus ou moins indirects.

de parvenirades formules generates qui representent des solutions

d une equation aux derivees partielles; tel est celui que nous

avons employe, par exemple, pour obtenir la formule de Poisson

generalisee par M. Appell. A quel caractere pourra-t-on recon-

naitre que de telles formules fournissent 1 integrale generale dc

1 equation consideree? Ampere, dans le celebre Memoire insere aux

XVlIe
et XVIII6 Cahiers du Journal de VEcole Polytechnique ().

a adople la regie suivante :

Pour qu une integrate soit generale, il faut qu il n en resulte,

entre les variables que Ton considere et leurs derivees a 1 infini,

que Jes relations exprimees par 1 equation donnee et par le&amp;gt;

equations qu on en deduit en la differentiant (
2
).

Celte interessante definition porte la marque de 1 esprit philo-

sophique de son iliustre auteur; on pourrait la justifier en s ap-

puyant sur les travaux ulterieurs de Cauchj; mais il vaut mieux.

nous semble-t-il, deduire de ces travaux une definition nouvelle

de Tintegrale generale. Si nous supposons, par exemple, que 1 e

quation aux derivees partielles soit du second ordre et a deux va

riables independantes, Cauchy a montre que, sous certaines con

ditions de continuite qu il est inutile de rappeler ici, il existe une

integralede 1 equation, delerminee par la condition de prendre des

valeurs donnees a 1 avance, ainsi que 1 une de ses derivees pre

mieres, pour toutes les-valeurs de x et de^ liees par une relation

donnee ou, si Ton veut, representees geometriquement par tons

les points d une courbe analytique plane. Cette imporlante pro

position, que nous avons deja rappelee [I, p. 388], conduit par

( ) AMPERE, Considerations generates sur les integrates des equations aux

differ entielles partielles, lu a 1 Institut le n Janvier 1814 (Journal de I Ecolc

Polytechnique, XVII* Cuhier, p. 0)9.)

AMPKRE, Memoire contenant rapplication de la theorie exposee dans le

XVII Cahier du Journal de 1 Ecole Polj-lechnique a. I integration des equations

aux differentielles partielles du premier et du second ordre (Journal dc

1 Ecole Polytechnique, XVIII* Cahier, p. i; 1820).

( ) Journal de VEcole Polytechnique, XVII Cahier, p. 55o.

D. II.
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une voie naturelle a une definition nouvelle et rationnelle de 1 in

tegrale generale : pour qu une formule obtenue par une voie quel-

conque represente 1 integrale generale, il suffira evidemment que
1 on puisse disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou

constantes en nombre illimite, de maniere aretrouver les solutions

dont les theoremes de Cauchj nous demontrent 1 existence, c est-

a-dire de maniere a attribuer a la fonction inconnue et a 1 une de

ses derivees premieres des valeurs se succedant suivant une loi

quelconque, donnee a Pavance, pour tous les points d une courbe.

II pourra arriver, sans doute, que la formule obtenue laisse

echapper certaines solutions exceptionnelles : cette circonstance

se presente deja pour les equations differentielles a une seule

variable independante qui peuvent avoir des solutions singulieres

dans certains cas exceptionnels. II pourra arriver aussi que la

solution obtenue ne convienne que pour les valeurs de x et de

y representees geometriquement dans une region determmee du

plan; plusieurs formules pourront etre necessaires pour repre-

senter Fensemble des integrates. Le criterium qui se deduit imme-

diatement des resultats de Cauchy est precisement le moyen le

plus sur que nous ayons de reconnaitre, dans les cas difficiles, le

degre de generalite que presente une integrale donnee a priori.

Appliquons ces remarques aux relations que nous avons etablies

entre une equation lineaire et son adjointe. Toutes les fois que
I une des deux equations s integrera directement, c est-a-dire par

1 application de la metliode de Laplace, il en sera de nieme df

1 autre. D ailleurs, lorsqu on aura obtenu par un precede quel

conque 1 integrale generale de I une des equations, on pourra de

terminer la fonction u de Riemann et, par suite, integrer aussi

1 autre equation. Nous pouvons done, en tenant compte des re-

marques precedentes, enoncer d une maniere generale la propo
sition suivante :

Etant donnees une equation lineaire et son adjointe, I inte

gration par un procede quelconque de I une des deux equations

entraine comme consequence celle de 1 autre equation.
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CHAPITRE V.

L EQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE ET LES EQUATIONS LINEAIRES

D ORDRE IMPAIR EQUIVALENTES A LEUR ADJOINTE.

Definition de 1 equation adjointe a une equation lineaire donnee, a une seule va

riable independante. Relation de reciprocite entre les deux equations; cha-

cune d elles est 1 adjointe de I autre. Relations entre deux systemes fondamen-

taux d integrales se rapportant respectivement aux deux equations. Integration

d une equation lineaire avec second membre par 1 application des propositions

etablies. Forme remarquable que Ton peut donner aux premiers membres
de deux equations lineaires adjointes 1 une a I autre. Equations lineaires

d ordre impair equivalentes a leur adjointe.
--

Propriete caracteristique; le

premier membre devient une derivee exacte apres sa multiplication par la

fonction inconnue. Etude de I inlegrale du second degre. Relations qua-

dratiques entre les integrates particulieres et leurs derivees de meme ordre.

Expression sans aucun signe de quadrature du systeme le plus geneial de solu

tions particulieres d une equation lineaire d ordre impair equivalente a son

adjointe. Formation de toutes les equations d ordre impair equivalentes a

leur adjointe.

368. Etant donnee 1 equation lineaire du /i
ieme ordre

(l) f( U \
= /. U A

! U Aj U* -~
. . . Xn tt &quot;

1 = O,

ou A, AJ, AO A/J designent des fonctions quelconques d une

variable independante x, proposons-nous de determiner toutes les

fonctions v de .r, telles que le produit

vf\ U

devienne la derivee exacte d une fonction lineaire de u et de ses

derivees jusqu a 1 ordre n i . Une suite d integrations par parties

conduit a la formule

f(u)djc

dx dx 2 dx11

f/. /..-.ft d&quot;-
l

( /. n

j- I)*- 1 j-2-^U All

L * u~c
_|
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Si done on defmit les fonclions nouvelles
;ji, [J.,,

. . .,
\j.

lt el le

polynome g(v} par la relation

__ _
dx dx*

~

dx*

il faudra que Ton ait

(4) *(*-) = o.

Gar il n existe, evidemmenf, aucune fonction de u et de ses de-

rivees dont la deriveg puisse se reduire a u g(v}, lorsque g(v] est

different de zero. L equation (4) a etc consideree pour la premiere
fois par Lagrange M : on 1 appelle aujourd hui Vadjointe de la

proposee-, nous dirons aussi que g(v} est le polynome adjoint a

f(it)- On voit que loule solution particuliere de 1 equation

adjointe fournit une integrale premiere de 1 equalion proposee
sous la forme

(5)
x
f(W) v) ~= const.,

ou Ton a pose, pour abreger,

(6)

Si Ton adopte les notations precedentes, 1 equation (i) s ecrit

comme il suit

et, par suite, le binome vf(u} iig(v} est une derivee exacte

pour toutes les formes possibles donnees aux fonclions u et v
(
2
).

( ) LAGRANGE, Solution de dijferents problemes de Calcul integral (Miscel

lanea Taurinensia, t. Ill; 1762-1765. OEuvres completes, t. I; p. 4&quot;0-

(
J
) La forme bilineaire W(u, v) se prcsente au debut des belles recherches de

M. Halphen sur les equations lineaires. Voir en particulier le Memoire sur un

probleme concernant les equations differentielles lineaires (Journal de

M. Jordan, t. I, p. u; i885). Olto Hesse 1 a aussi consideree dans un Memoire

que nous citcrons plus loin.
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369. Reciproquement, etant donnee la fonction lineaire f(u}
de u et de ses derivees jusqu a 1 ordre n, si Ton se propose de

determiner une fonction semblable C(M) par la condition que

soil une derivee exact.e pour toutes les formes possibles de u et

de i
,
on devra avoir necessairement

Ecrivons, en effet, Inequation

Ap/(H)_ u
&amp;lt;p(i-)l

&amp;lt;*r - *T(i, r),

qui exprime la propriete par laquelle on veut determiner f();
si on la retranche de Tequalion i

^), on aura

&amp;lt;t(9)

-
ff(v)] d.r = T(, r)

- T (, O,

et, comme il n existe aucune fonction de u et de ses derivees dont

la derivee contienne u seulement, il faudra necessairement que
Ton ait

Si Ton applique la proposition precedente a 1 equation (-), en

remarquant que/() elg(u}y entrent de la meme maniere, on

conclura que la relation entre ces deux polvnomes est reciproque,
c est-a-dire que chacun d eux est Vadjoint de I autre.

Par consequent, on pourra ecrire la relation

.8;

/( a) / u A, u -T- . . . /. a f/t)

-=
p.
a - - - -~ ... . i

)
n

T -

or&quot;

tout a fait analogue a 1 equation (3). GKacune des identites (3) et

(8) peut etre consideree comme une consequence de I autre; nous

avons deja fait usage de celte remarque an Gliapitre II [p. 4 1
]-

370. Lagrange a deja montre comment la resolution complete ou

partiellede 1 equation adjointe permet de simplifier la resolution de

1 equation proposee. TNous ne reviendrons pas sur ce sujet; mais,
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en vue des applications qui vont suivre, nous etudierons d une

maniere approfondie les relations entre toutes les solutions de

1 equation proposee (i) et celles de 1 equation adjoin te (4)-

Considerons un systeme fondamental d integrales particulieres

MI, 2
&amp;gt; ..., un

de 1 equation proposee, c est-a-dire un systeme pour lequel le de

terminant

MI MI M&quot;,

(9)

ne soit pas nul. On formers sans difficulte une fonction lineaire

Oi() de u et de ses derivees jusqu a 1 ordre n i, s annulant

lorsqu on y remplace u par une solution particuliere autre que
m et devenant egale a i lorsqu on y remplace u par m : cette

fonction a pour expression

i TdA dA d\ .1
e/(a)=- _M_f. __ _{_... _|

--___. tt(ji-i)l;A \_diii du
i duf~

1

\

A etant le determinant deja defini. L equation

OJ(M) = const.

est une des integrates premieres de 1 equation proposee; le pre
mier membre se reduit, en effet, a la constante C { quand on y

remplace u par

L equation

dx

est done equivalente a la proposee, et la comparaison des coeffi

cients de la plus haute derivee u (n) dans les deux equations nous

conduit a 1 identite

ay ant pour valeur
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Le produit vtf(u) etant line derivee exacte, t-*,-
est une solution

particuliere de 1 equation adjointe. En donnant a Tindice i toutes

les valeurs, on formera ainsi un systeme

de n solutions de Fequation adjointe, que 1 on reconnaitra aise-

ment etre lineairement independantes; ce point resultera d ailleurs

de la suite des raisonnements. jNous dirons que les solutions Vi

sont les adjointes des solutions u^ et nous allons etudier les re

lations entre ces deux groupes de solutions.

Si 1 on se reporte d abord a 1 equation (i i), en la comparant a

la formule (7), on reconnait que Ton a

et il suit de la definition des fonctions Q/(w) que 1 on a

Ces relations tres iraportantes contiennent les coefficients de

I equation proposee; les suivantes ont lieu seulement entre les

integrates w,-, v^

L expression (12) des fonctions Vi et les proprietes elementaires

des determinants montrent que Ton aura

P, ,

04)

De ces relations on deduira les suivantes, par des differentia

tions repetees,

/
v&amp;lt;f&amp;gt; u\*&amp;gt;

-4- v$ up -+-... -4- P {* = o. i -f- A-
&amp;lt;

n i ;

Ces formules permettent evidemment de determiner les solu-
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lions Hi en fonclion des solu lions vi\ et, si 1 on pose

on obtiendra les expressions suivanles

(17)

toules pareilles a celles qui determinent les vi au moyen des
,-.

On a d ailleurs

Nous signalerons encore ies relations suivanles.

Considerons les deux systemes de n- elemenls

ol i-i) v(,nii o ni), j, j.v
I }

*
2 j )

* n i
&quot;

1 5 2
&amp;gt;

Les mineurs formes avec les p premieres lignes et p colonnes

quelconques du premier determinant sont proportionnels aux

coefficients des mineurs correspondants dans le second delermi-

nant. Pour etablir celle proposilion, considerons, par exemple, le

mineur principal du premier determinant, que nous ecrirons

comme il suit :

Si on le mulliplie ligne a ligne par le determinant A, on trouve,
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apres quelques reductions faciles, la relation

&amp;lt;&amp;gt;

VP (-:
X A

p-Il .
: ..Ci-p-1) ..la-p-l} ,,_p_D

lp I
M
/n-l / -2 un

qui comprend commc cas particuHer les formules (12) et (17).

On aura de meme

I

Mo ; _ - n-p . ,

vp+l VP+1 Vn

n

in-p-l} ..ln-p-1) -n-p-tj

371 . L emploi des propositions precedenles conduit rapidement
a 1 integrale generale de 1 equalion avec second membre

ou R designe une fonction quelconque de la variable indepen-

dante.

Si Ton multiplie, en eflet, les deux merabres de 1 equation pre-

cedente par r,-, on aura, en integrant,

f9tf(u)dx= fcvidc,
c est-a-dire

(21)

11 suffit d attribuer a i toutes les valeurs i
, 2, . . . . n et de re-

soudre les equations obtenues, qui sont du premier degre par

rapport a la fonction inconnue u et a ses derivees u ,
u&quot; -. ,

Mfn-i,\ La resolution se fait tres simpletnent de la maniere sui-

vante.

Posons

(22)
* = hi M,* -h A 2 /

- ... - A^uJ* ,

h { ,
/i2 ,

. . . , /i designant des inconnues nouvelles que Ton sub-

stituera a u et a ses derivees. La substitution des valeurs de u,

u . .... donnees par la formule precedenle dans 1 equation (21),
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nous donnera

hi W(lli, Vi) +- h* W(tt 2 , Vi) -+-.. . .-r- hn W(ll n , Vi] = /*Rp, rf#.

Si Ton tient compte des relations (i3), il restc

i = /

Par suite, la solution cherchee et ses n i premieres derivees

sont determinees par les formules

u = V Ui C\\ v t dx, uW = V u\
k TR P/ dr.

Le resultat se presente sous la forme meme que Ton doit ob-

tenir lorsqu on applique la methode de la variation des constantes

arbitraires due a Lagrange.

372. Pour completer cette etude des relations entre une equa
tion lineaire et son adjointe, nous indiquerons une forme remar-

quable que 1 on peut donner aux deux fonctions f(u] et g(v}-
II suit de la theorie meme de 1 equation adjointe que 1 on peut

mettre _/(?), et d une infinite de manieres, sous la forme

En appliquant la meme transformation a f{ (M) et a toutes les

fonctions que 1 on introduira successivement, on obtiendra pour

f une expression telle que la suivante

,. . i did T d u
/ 2 ) T\lt\

chaque differentiation portant sur tout ce qui suit. Multiplions

par v et posons

(25)

f( - f d \ d i d u
~

-+ 1 dx y.n-i ~dx a 2 dx aj
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soil de meme

(26)
_ ( i)&quot;-* did i d i-

xi+l dx o~~^ Tlx Tn dx ia+ i

( i}&quot; d i d id v
fr , ( , . .

-

o \ y /
-

j^. j^. j^.dx a* dx y.n dx *n i

D apres ces definitions des fonctions fi(u), gk( v
),

on aura

- rf/i( tt
&amp;gt; f{\- l

-
^n -as- ft(l -^

Une suite d integrations par parties nous donnera les formules

Si 1 on ajoute toutes ces equations, on obtiendra Tidentite

7)

d ou il resulte que g(v) est le polynome adjoint a f(u) et que
Ton a

(28) V(u,v )
=

ffn(v)fi(u)^-ffa- l (
V)ft (u -...

Cela pose, les difierentes solutions particulieres de 1 equation
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proposee peuvenl etre representees par les formules

w,= a,.

2 aj la? f/.r,

s a, / a, dx I
&amp;lt;y..i rf.r,

&quot;

~
*i I a.y dx I . . . I y.n dx,

chaque signe integral portant sur tout ce qui suit. De meme les

solutions de Fequation acljointe, que nous designerons par tv,,

&amp;lt;v 2 ,
. . .

,
wn) seront

(3o)

2
= OC/H-1 / /i &amp;lt;*,

r r
&quot;**v

**
-J
-*

r c c
? .1 ot.i I y s~/ i? i lot-.-J *^J ---J

2

Pour plus de nettete, nous supposerons que toules les integrales

soient prises entre ^r et #, ^r etanl une conslante. Si 1 on se re-

porte a la definition des fonctions
f\^fz-&amp;gt;

. fin n reconnait

que 1 integrale particuliere m annule identiquement les n i

premieres et reduit a 1 unite la (n zH-i)
^me

. Quant aux sui-

vantesyw _j+2 ,
-

; fm elles auront toutes la forme d une integrale

prise entre les limites x et x. On trouvera, par exemple,

r r

/ *i
*-

r-
r r

= / a/.j dx I

*^3f -.*(,

et ainsi de suite. Toutes ces fonctions, qui ne sont pas nulles en

general, le deviendront cependant pour x = # -

De meme, la solution w^, substitute dans les fonctions ^/(c), les

annulera toules, pour x = x
,
sauf la fonction gn_ji+{ qui se

reduira a
(

\
)

k~ l
.

D apres cela, subslituons, dans la formule (2-), ii[ a la place de

, (r/f a la place de c&amp;gt;. La derivee v f(u j -ug(v] du premier
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niembre etant nulle, le second membre doit se reduire a une con-

stante. On peut done, pour calculer cette constanle, donner a x

la valeur particuliere JC . La seule fonction f^ qui ne soil pas

nulle est alors fn-:+\ qui se reduit a 1 unite. On a done

Mais la fonclion gi(wk) est nulle tant que Ton n a pas

i = n k i
,

et elle est egale a i)
rt ~* si cette relation a lieu entre les indice

On aura done

\ pour i k n i
;

pour i k ;-= n i.

Si 1 on pose

ce qui donnera le systenie suivant

(32)

il viendra

(33)

= 1 )

&quot;- 1
*,.&amp;lt;_!

I xn djr
I

. . I

*J IS *J

)&quot;-
2 zn -i

I
*n dx I

. . .

I
* 3 dx,

^ ( i)- a^i /&?/.../

r ( /, /)= i, &quot;( ,-, p/.) = o,

c est-a-dire que les f 4

- seront les solutions correspondantes ou

adjointes aux M/, dans le sens que nous avons donne a ce mot au

n 370.

373. Nous allons maintenant appliquer les propositions prece-

dentes au cas ou Tequalion adjointe admet les memes integrales

que Fequation proposee. On a alors
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p
e tan t une indeterminee que 1 on obtienl par la comparaison des

coefficients de u^ dans les deux membres. On trouve ainsi, en se

reportant a la valeur (3) de g (v\

p =(!)*;

de sorte que 1 on a necessairement

(34) *() = /()

si 1 equation est d ordre pair, et

(35) ff(u-) =-/()

si 1 equation est d ordre impair.
II y a done une difference essentielle entre les equations d ordre

pair et celles d ordre impair. Les premieres se rencontrent dans

la theorie de la variation seconde des integrates simples; Jacobi

en a donne les principales proprietes ( ).
Les secondes, que nous

rencontrerons dans la suite, ne paraissent pas avoir etc etudiees.

Supposons que 1 equation lineaire soil d ordre impair 2 n i

et reprenons 1 equation fondamentale (7) ou nous remplacerons

g(v) par y(^). Nous aurons alors

(36) f - W(u, v).

Cette relation ayant lieu pour toutes les formes possibles des

fonctions u et p, remplacons-y v par u\ elle deviendra

(3;) fu

Ainsi toute equation lineaire d ordre impair equivalente a

son adjointe adinet une integrate du second degre, et son

( ) JACOBI, Zur Theorie der Variations-Rechnung und der Differential-

Gleichungen (Journal de Crelle, t. XVII, p. 68; 1886.) Une traduction de ce

Memoire a paru dans le Journal de Liouville, i
re

serie, t. Ill, p. 44- On pourra
consulter aussi :

BERTRAND ( J.), Demonstration d un theoreme de M. Jacobi (Journal de

I Ecole Polytechnique, XXVIII&quot; Cahier, p. 276; i84i).

HESSE ( 0. ), Ueber die Criterion des Maximums und Minimums der einfachen

Integrale (Journal de Crelle, t. LIV, p. 827; 1857).



L EQUATION ADJOINTE DE LAGRVNGE. in

premier membre devient une derivee exacte quand on le mul

tiplie par la fonction inconnue (
f

).

Cette elegante propriete caracterise, il est aise de le prouver.

les equations de degre impair equivalentes a leur adjointe. Si le

premier membre d une equation lineaire devient une derivee

exacte quand on le multiplie par la fonction inconnue, requa
tion est necessairement d ordre impair et elle est equivalente a

son adjointe.

Soil, en effet,
r
uf(u)dx =

Tequation qui exprirne la propriete precedente. Remplacons u par

u r At&amp;gt;,
A designant une constante, et egalons les coefficients de A

dans les deux membres. ISous aurons une esralite de la forme

D ?

apres la proposition generale du n 369, cette relation

exprime que Tadjointe de la fonction lineaire f(u) est /()
L equation lineaire consideree sera done equivalente a son ad

jointe et, en vertu de la remarque faite plus haul, elle sera neces

sairement d ordre impair.

371. Si Ton substitue une solution de 1 equation proposee
dans Tintegrale du second degre I!(M), celle-ci se reduit a une

constante. Cette constante pourra-t-elle devenir nulle lorsque la

solution substitute sera quelconque, mais reelle? Afin de decider

ce point, qui est essentiel pour la suite, nous allons indiquer une

forme remarquable du polynome quadratique n(u).
Si 1 on separe dans H(M) les ternies qui contiennent la plus

haute derivee de u, on pourra lui donner la forme

IL u . = n,i u . u J &quot;- J
* diii-&quot;-* ajw*&quot;-

3 1 ...-~aia-iu\

( ) Toutes les equations lineaires admettent des integrates du second degre, en

nombre illimite; mais, dans le cas general, le premier membre de 1 equation ne

devient une derivee exacte que si on le multiplie par une fonction lineaire de u

et de ses derivees jusqu a Fordre n i qui contient necessairement (&quot;- ).
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H
t (u) contenant les derivees de u jusqu a 1 ordre an 3 settle

ment. En prenant la derivee de IT, on aura 1 expression suivante

des termes qui contiennent la plus haule derivee de u. Comme

-j- est egale a uf(u] et doit contenir u en facteur, on aura ne-
CLOG

cessairement

a, = a 2
= . . . = a 2 /i-2 = o,

et D(w) sera, par suite, de la forme

II, etant le polynome deja defini. Cela pose, meltons a la place

de u une solution de 1 equation proposee s annulant, ainsi que
ses y.n 3 premieres derivees, pour une valeur particulicre quel-

conque x donnee a x. La fonclion II (M) sera nulle, pour x = x :

cela resulte de la formule precedente; et, comme elle doit se

reduire a une constante, elle sera nulle pour toutes les valeurs

de x.

II est done etabli que, si 1 equation proposee a ses coefficients

reels, il y a une infinite de solutions reelles annulant 1 integrale

homogene du second degre II (w). Soit v une telle solution, pour

laquelle on a

(38) n(= l

-W(v, v) = o.

I

Si on la porte dans la formule (36), on obtiendra, pour toute

fonction it,

ou, en remplacant u par vu,

(39 )

D apres 1 cquation (38), le coefficient de u dans le second

membre est nul. On aura done

(4o) J vf(
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y, (to) designant une fonction lineaire dc to el de ses derivees

jusqu a 1 ordre a/* 3. Nous aliens montrer que cette fonction
nouvelle est, elle aussi, egale et de signe contraire a son ad

join te.

Considerons, en effet, 1 integrale

/ u&amp;gt; /, i to i dx.

Si 1 on y remplace, pour un instant, to par la derivee u d une

autre fonction, elle devient, en vertu des equations ( 3g ) et (4o)

/ u fi ( u t dx =
j
u W( uv, v)dx = I du I vf( uv i dx.

En integrant par parties, oil a

/du I vf(uv) dx u I vf( uv) dx / uvf( uv) dx
v , J

ou, en tenant cornpte des formules ( 3g) et ( 3^ ),

/ tt V! --

Tous les termes qui contiennent u disparaissent dans le second

membre; on le reconnait inimedialement si Ton remarque que
les termes en u dans W(tiv, uv i ont pour expression

Si done on substitue to a u dans le second membre, la relation

precedente prend la forme

/ 10/i (to i dx = III w, to ..... cu J*-*)

),

qui, nous 1 avons vu, caraclerise les fonctions/, i to egales et de

signe contraire a leur adjoinle. La proposition que nous avions

enoncee est done demonlree. On en deduit aisement la conse

quence suivante, qui n est autre qu une transformation de 1 equa-
tion

Toute fonction d ordre impair ^n i egale et de sinne
D. II. 8



1 i
\

L1VIIE IV. --
C1I.VI&amp;gt;. V.

contraire a son adjointe pent se mettre sous la forme

,. . i d , u

/,((.)) designajit une fonctioji d ordre zn 3 qui est aussi

egale et de signe contraire a son adjointei^qHant a la fonc-

tion v, on pent toujours lid attribuer d une infinite de ma-

nieres une forme reelle quand le polyname lineaire f(tt) a ses

coefficients reels.

L application repetee de cette proposition permettra evi-

demment de former toutes les fonctions egales et de signe con

traire a letir adjointe. On sera conduit a une expression

qui s ecrira comme il suit :

i d i d \d\d\d T d
( a 2 ) / \ ^ /

&quot;

~~j ~~j

~~~
i~ ~i ~~3

* * *

~~7
OC

| CLOG OC 2 CtOC ^n 1
CIJL ^,(1 CtOC GC fi dOC J-ii \

CtJC

C est la forme generale donnee au n 372, mais avec cette res

triction que, dans la suite

les fonctions a egale distance des extremes sont egales. Pour la

demontrer dans toute sa generalite, il suffira de prouver, ce qui

n offre aucune difficulte lorsqu on emploie la formule (4 )
c

l

ue

si elle est vraie pour les equations d ordre a/? 3, elle s etend

d elle-meme a celles d ordre a/z i .

375. La forme precedente de f(i )
une fois etablie, reprenons

les deux systemes de solutions d une equation lineaire et de son

adjointe definis au n 371

III, U*i i
U

2/1-1&amp;gt;

Vi, V-t, ..., VZH -l

11 faudra remplacer, dans les formules (39) ct (Sa), n par

211 i et supposer aussi

rj-in-i = %i+l-

On trouvera ainsi que Ton a, pour toutes les valeurs de i,

(43) !/=(-- I)
-1

-/.
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Si Ton porte ces expressions des vt dans les formules (i3), on
trouvera

*&quot;( &quot;/I *) =0, ( i k yd 2 rt ),

et, si Ton effectue ensuite la meme substitution dans les formule

(4 ) et (i5), onobtiendra, en particulier, les relations suivantes :

(45)

2 i &quot;2/1-1 a*M2/,-2 . ..-*-( 1 1 -1/4 =o,
&quot; /

)
&quot;

(

/A-l
- 2^&- S -.-- (- l)-(a{)S= O

II existe done, dans tous les cas, au moins une relation homo-

gene du second degre entre les integrales d un sjsteme fonda-
inental quelconque; et cette relation ne cesse pas d etre verifiee

lorsqiron remplace les integrales par leurs derivees du premier,
du second ordre, et ainsi de suite jusqu a 1 ordre n 2. On s assu-

rera aisement que les formules (45) conduisent par des differen

tiations repetees a toutes celles que Ton pourrait deduire des

systemes (14) et (10) et contiennent, par consequent, toutes les

relations reellement distinctes entre les integrales du svsteme fon-

damental considere et leurs derivees.

De ce systeme particulier on peut evidemment passer au svs-

tenie le plus general par une substitution lineaire quelconque
effectuee sur les integrales ,-. Alors les relations precedentes re-

vetent une forme elegante et se resument dans 1 enonce suivant :

Etant donjiees les integrales

MI,

formant un systeme fondamental absolument quelconque,
elles verifient necessairement n equations de la forme

&amp;lt;?(&quot;!,
&quot;5,

(a ,, a ,,

?-&quot;, r i;
, ..-, &quot;kv-iv^

1-

UFI7BESITY
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oil
cp designe line forme quadratique a coefficients constants

que Von pent toujours reduire a une sornme de n carres po-

sitifs et de n i carres negatifs.

De plus, les integrates

du systeme adjoint au precedent sont dejinies par les formules

Cette derniere relation a lieu, en effet, quand la fonction a se

reduit a la forme simple

et, par sa nature meme, elle doit subsister lorsqu on efiectue sur

les fonctions ii; une substitution lineaire; car les fonctions vi sont

alors transformees, en vertu des relations
(i f\ par la substitution

inverse.

376. Si, dans les formules (29), on remplace n par 2/1 i en

faisant a/ = ao_ ?

-

+1 ,
on aura une expression tres simple des inte-

grales particulieres avec lesquelles on peut composer la solution

complete de 1 equation lineaire la plus generale d ordre 2n i

equivalente a son adjointe. Pour les applications que nous aurons

a trailer, on peut desirer des expressions equivalentes, mais

debarrassees de tout signe de quadrature. Voici comment on les

obtiendra.

Le probleme se resout immediatement pour 1 equation du

troisieme ordre equivalente a son adjointe. Cette equation est en

effet de la forme

\d\d\du
at dx a 2 dx a 2 dx a

t

et elle se ramene, par un choix convenable de la variable indepen-

dante, a la forme reduite
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dont les integrates sont

(49)

Nous pouvons done supposer que le probleme propose est re-

solu jusqu a un ordre donne 2 n i . Soil

/( = o

1 equation la plus generale de cet ordre et soient

ses 2/z i solutions particulieres, debarrassees de tout signe
de quadrature. D apres la proposition du n 374, Inequation

i d \ ./i /tt\ \)
f(i(-} f

=&amp;lt;&amp;gt;

o
y
VQ \T/ n

ou Y et o designent deux fonctions arbitraires, sera la plus gene-
rale de 1 ordre 2^ 1 equivalente a son adjointe.
Pour obtenir les differentes solutions particulieres de cette

equation, nous la remplacerons par la suivante

ou C designe une constante arbitraire. Si 1 on fait d abord C = o,

on obtiendra les 2/z solutions

&dx, ..., Y / Ug*-i $ &amp;lt;r.

Si Ton attribue ensuite a G la valeur i, il faudra determiner

une solution de 1 equation

(?)&amp;gt;

On y parvient en inettant la fonction o sous la forme suivante :

=/(?),

^ designanl une nouvelle fonction arbitraire. On pourra prendre
alors
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OtJ

Ea resume, nous obtenons les 2n-f- i solutions

qui forment, on s en assure aisement, un systeme fondamental

toutes les fois que/(^) n est pas nul. II est vrai que ces solutions

nouvelles contiennent des signes de quadrature; mais on les fera

disparaitre en s appuyant sur les identites fondainentales (36) el

(87), qui donnent ici

Juif(
8 ) &amp;lt;& = W( uh B ), .

yp/(
3 ) dx = ~ W( 3,3).

On pent done representer le systeme des solutions cherchees

par les formules suivantes :

,5i)
(l I, 2, .- ., 211 1).

(52) U,+.i = -*rW(3, 3),
2

qui ne contiennent plus aucun signe de quadrature. Le premier
membre de 1 equation correspondante est alors

et la nouvelle valeur de xP
r

(, y) relative a cette equation sera

(54) .(&quot;,&amp;gt;

On verifiera sans difficulle que, si les solutions w/ sont celles

que nous avons definies an n 375 et qui sont caracterisees par
les relations

XF( Ui, Uk) = o. (i-i- /r ^ 2
i,

^( M/ , M8B-f) = ( I)
1

les nouvelles solutions U/ definies par les formules (5i) verifieront
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Ics relations analogues

ToCUj, U*) = o, (t-f- A -- 2/z 2);

et la relation quadratique entre les integrates U aura, ici encore,

la forme simple

U +| 2U /l U /,_ !
, . . . 21 l)&quot;U,L% n -Hi

= O.

Appliquons la methode precedente a la formation des solutions

particulieres de 1 equation du cinquieme ordre
;
en prenant comme

point de depart les valeurs

donnees plus haul pour les solutions particulieres de 1 equation
du troisieme ordre, on obtiendra le resultat suivant :

On verifiera aisement la relation

L I
&amp;gt; U 2 L\ -f- 2 U ! U 3

= o,

qui a lieu identiquement entre les integrates et subsiste quand on

les remplace par leurs derivees premieres.

377. Dans les Memoires que nous avons cites, M. Bertrand et

Otto Hesse ont montre, d apres Jacobi, que toute equation li-

neaire d ordre pair equivalente a son adjointe peut etre ecrite de

la maniere suivante :

A &quot; - A-i &quot;&quot;

- 1 ----- A = o.

La forme analogue relative aux equations d ordre impair est la
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suivante :

* s A &quot;

Nous nous contenterons dc la signaler, en laissant an lecteur le

soin de la demontrer. D autres propositions permetlent encore

de former des polynomes egaux, au signe pros, a leur adjoint. Par

exemple, il resulte du mode de formation meme des polynomes

adjoints que, si deux polynomes /&quot;(M), f\(u} ont respectivement

pour adjoinls les polynomes g(u)-, g\ (w) ^ a combinaison lineaire

frf-r-bf\, ou a et b designent des constantes, aura pour ad-

jointe ag-\-bg\. II suit de la, en particulier, que le polynome

af(u] -+- b g(u )
a pour adjoint a g(u} 4- b f( M) et que les deux

fonctions

sont Tune egale, 1 autrc cgalc ct de signe contraire a son adjointe.

On pent mdiquer encore les propositions suivantes :

Reprenons Tequation du n 368

(56) C[vf(u)-uf(9)]dx = V(v,v),

et soient
/*, (), g\(u] deux nouveaux polynomes lineaires, ad-

jomts 1 un a 1 autre. Si, dans 1 identite precedente, on remplace
u par g { (u), elle prend la forme

f\ )) ffi ( ) g(v) dx = W( ffl ( u\ P).

Echangeons dans cette idcntite felf{ , g ct g t ,
it ct c; ce qui

est evidemment permis. Nous aurons

f\

En retranchant membre a membre les deux egalites que nous

venons d etablir, nous trouvons

f\
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D apres la proposition du n 369, nous pouvons conclure im-

mediatement que/, (g(u)) est Tadjoint def(gt (u)).

En remplagant dans 1 idenlite (56) u par ^r~ on verrait de

meme que les deux polynomes

dg(u)\

sont adjoints Tun a 1 autre. Supposons maintenant que /, soil

identique a/ et, par suite, g t
a g ,

nous obtiendrons la proposi

tion siiivante :

Etant donnes deux polynomes lineaires f(u), g(u) adjoints

run a Vautre, la fonction

sera identique a son adjointe, et la fonction

x

sera egale et de signe contraire a son adjointe.

L application de la formule (4^) nous permet d ailleurs de

montrer que toute fonction egale et de signe contraire a son ad

jointe peut se mettre, et d une infinite de manieres, sous la forme

que nous venons d indiquer; car, si Ton pose

d i d
ctx a, dx

i d f u \
- -- ,

zn-i dx \a/

le polynome *(u) adjoint a O(M) sera egal (n 372) a

i d i d I a \
(tt) = ( iV -j-

- -T- I &amp;gt;

in dx !_, dx V^i/

et la formule (42) pourra s ecrire
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CHAPITRE VI.

COMPLEMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES DBS PROBLEMES

KESOLUS AU CHAPITRE II.

Etude nouvcllc du cas oil la suite de Laplace se termine dans un sens. Calcul

direct des invariants pour Ics diflerentes equations de la suite. Expression

precise de la solution generale pour chacune de ces .equations. Relations

entre les integrates generates de deux et de trois equations conseculives de la

suite. Integrate generale de 1 equation adjointe. Application au cas ou la

suite de Laplace doit se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du

probleme resolu au Chapitre II. Relations entre 1 equation proposee et son

adjointe. Indication de trois formes differentes sous lesquelles on peut mettre

1 integrale generale de 1 equation aux derivees partielles.

378. Dans le Chapitre precedent, nous avons etudie d une ma-

niere delaillee les relations qui existent entre une equation
lineaire et son adjointe, pour le cas d une seule variable indepen-
dante. Nous avons vu qu a tout systeme fondamental de solutions

parliculieres de 1 equation proposee on peut faire correspondre
un systeme analogue de solutions particulieres de 1 equation

adjointe, que nous avons nomme le systeme adjoint au premier.
La notion des systemes adjoints et les proprietes que nous y avons

rattachees vont nous permettre de completer les solutions que
nous avons donnees au Chapitre II et les propositions que nous

avons developpees a la fin du Chapitre IV.

Nous traiterons d abord le cas ou la suite de Laplace relative a

une equation (E) se termine dans un sens, par exemple a 1 equa
tion d indice positif (E,). Nous avons vu (n 337) que cette equa
tion peut se ramener a la forme

_ _

~dxdy
~

~~dx~ dy
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et son integrate generale sera

X et Y designant les deux, fonctions arbitraires. Si Ton conserve,

pour les invariants, les notations du n 331, on aura ici

(3) A,=o, hi-i =

La formule de recurrence

i 4 i
hp-&amp;gt;ri

ihp hp i
=

~dx~dy

dxdy

permetlra ensuite de calculer successivement les invariants des

equations ( /_,), (E/_2 ),
.... On aura, par exemple,

(5)
d*

log(dx dy \ dxdy dx dy )

Mais nous aliens voir que Ton peut obtenir directement Tex-

pression de Tun quelconque de ces invariants.

Introduisons, en effet, les quantites HA definies par les formules

suivantes :

H = a,

d*

Tx

dy dx &amp;lt;jr

(6)

dx

dy dx dy

dPt

dyp

d-z

dr*-

dfx.

dxP

dxP dy

dxP Uri&amp;gt;

Si 1 on convient de designer par la notation

D/(ZI. a 2 n }

le determinant forme avec k fonctions a, ,
. . . . zt, de t et leurs de-
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rivees par rapport a / jusqu a 1 ordre k i, on voit que 1 on

pourra ecrire

,

7
j / f)a r)2a r)/ a\

D v a, ,
--

, i -I.
\

J
\ ()x dx* dx/&amp;gt; /

Gela pose, nous allons etablir que 1 on a, pour toutes les va-

leurs de/?,

Cette relation se verifie pour les deux premiers invariants A,_,

et /i/_o, dont nous avons deja donne 1 expression. Pour etablir

qu elle est generale, il suffira done de montrer que les valeurs

ainsi definies des invariants satisfont a la relation de recurrence

(4)i c est-a-dire que 1 on a

dHp dll,,\

Or, si 1 on considere le determinant Hj,+ )
et si 1 on designe,

pour un instant, par dp,p, ap, p \ : a-p+\^ p ,
ap+ \^ p+ \

les elements

qui appartiennent aux deux dernieres lignes et aux deux dernieres

colonnes, une formule tres importante, mais bien connue, de la

theorie des determinants nous donne la relation

11

La derivee seconde qui entre dans le premier membre est evi-

demment H
/,_ )

. Quant aux quatre derivees premieres quifigurent
dans le second membre, on reconnait aisement qu elles ont res-

pectivement pour valeurs

dx dy Oy dx

On est done conduit a 1 identite

(10)
-

dx dy dx dy

d ou decoule la relation (g) que nous voulions verifier.
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379. Une fois connue 1 expression des invariants, on pourra
ohtenir 1 integrale generate; il suffira d appliquer la forniule (4o)

donnee au n 336 [p. 38]. Mais on parvient a un resultat plus ele

gant par la methode svnthetique suivante, a laquelle nous avons

ete conduit par induction.

etant la fonclion determinee par la formule ( 2 ),
introduisons

la quantite suivante :

Dx etant le svmbole deja defini par la formule
( 7 )

; p est un deter

minant d ordre p -~-
1 . Xous aliens voir que les valeurs de p corres-

pondantes aux valeurs o, i, 2, ... de p sont les solutions generates

des differentes equations de la suite de Laplace; hp sera la solution

generale de 1 equation (E/_y,). Pour etablir ce resultal. il suffira,

evidemment. de montrer que p satisfait, quelles que soient les

fonctions arbitraires X et &quot;V qui figurent dans 1 expression de 0, it

une equation qui admet les invariants de (E/.^ ). Or, si Ton met

p sous forme de determinant et si Ton designe par am _ n 1 element

de ce determinant qui appartient a la ligne m et a la colonne rc,

une formule deja rappelee nous donnera les identites

= 8,
da. da a o dap,p vup-rl.p~-l

da.
= 6,

da, p.p+i da,

Pour eviler toute confusion, ecrivons le determinant comme il

suit

dx

te

d-i

., r
djf

dx dy

dy
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Si Ton remarque que les derivees par rapport a y des elements

de la premiere ligne sont proportionnelles aux elements cor-

respondants de la seconde ligne, on calculera sans aucune diffi-

culte les valeurs suivantes des mineurs qui figurent dans les

identites precedentes

Oy

Oa,^ t, Oa^ft-t-i oy

La substitution de ces difierentes valeurs nous donnera les trois

relations suivantes :

c^_ 0^0^Ox Oy Ox Oy

Oy Ox Oy Oy

Si Ton elimine 6^ entre les deuxdernieres, on sera conduit a 1 equa-
tion aux derivees particlles

Ox Oy Oy
_

Ox

Oy

dlosH^-3

Oy

dont
/,_ ) , qui contient les deux fonctions arbitraires X etY, sera

evidemment 1 integrale generale. Les invariants h et k de celte

equation ont pour valeurs

Oy

ce sont precisement les invariants de 1 equation (Ei_
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380. Le problems que nous nous etions propose est ainsi cora-

pletement resolu. Nous savons, en effet, former toutes les equa
tions qui composent la suite de Laplace : [ equation (E/.^ i est

donnee par la formule

d-z (HogHp-.! d _ &amp;lt;HogHp
d

__ (HogH p dlogHp-i~p -

dxdy
~

fy (tx

~
dx dy Ox dy

et elle se presente preciseinent sous la forme reduite que nous

avons signalee au n 328 [p. 26]. Nous connaissons de plus son

integrate generale, qui est

(.4) , = o^

Enfin les identites (12) etabbssent des relations precises entre

les integrates generates de deuxoude trois equations consecutives.
\^ ft

On peut, en les combinant et en eliminant Op-i- ^-
j en deduire

Ox dy
la relation nouvelle

- _

Si Ton joint cette equation a la seconde des identiles 1121, on

obtient les relations

qui representent ici les deux formules du n 330 par lesquelles on

passe d une equation de la suite aux deux equations voisines et

qui, a elles seules, suffiraient a etablir que 0^ est bien Tintegrale

generale de 1 equation (E,^). Remarquons encore que la pre
miere des identites 112) etablit une curieuse relation entre les

integrales generales de trois equations consecutives de la suite.

On peut la generaliser et Tetendre au cas ou la suite de Laplace
est illimitee dans les deux sens, niais nous laisserons ce point a

I examen du lecteur.

381. L etude de la suite de Laplace relative a 1 equation (E ),

adjointe de (E ), ne presente plus aucune difficulte. Nous savons
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(n 365) que cette suite se termine a 1 equation d indice iiegatif

(El,).

L invariant k de cette equation est egal a 1 invariant h de (E,),

c est-a-dire a

dx dy

II suffira maintenant de repeter, en partant de (E^-), les opera
tions que nous avons f aites en prenant comme point de depart
1 equation ( E;), c est-a-dire, en definitive, d echanger partoutx
et y en cqnservant la valeur de a; si done on pose

( 1 6 ) a Y-f- / aX

y sera 1 integrale generale de (E_;) et la fonction

satisfera a 1 equation

s d lorH..,

&quot;&quot; +/ dx ()y Oy dx dx Oy l)x dy

qui a les memes invariants, a 1 ordre pres, que (E/_^,) et qui esl,

par suite, equivalente a 1 adjointe de cette equation. Pour avoir

exactement 1 adjointe de (E,^), il suffira de faire la substi

tution

en sorte que cette adjointe aura pour integrate generale

us) ir~ifrr

382. Examinons mainlenant le cas ou la suite de Laplace se

termine dans les deux sens, par exemple aux equations (E,),

(E_y). On peul, en s appuyant sur les resultats precedents, re-

trouver la solution deja donnee au Ghapitre II. Posons, en effet,

i^-j m i;

les invariants de 1 equation (E_y) sont, d apres la formule (8),

dx dy dx dy
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Pour que la suite se termine a cette equation, il faudra done

que Ton ait

dx or

Si Ton lient compte de 1 identile deja demontree (10)

H,,, H,,, ., = H-
d- loyH,,,-!

dx dy

on voit que Ton devra avoir

Hm = Dj (*, ,
. - .

,
- I = o

\ dy or&quot;
1

sans qu aucune des quantites anterieures Hw_,, Hw _,, ... soil

nulle.

L equation precedente s integre inimediatemenl : elle exprime

qu il y a entre les fonction a, ^\, une relation lineaire

( 9) V 2 V, V//1

* = o.

dont les coefficients sont independants de x et sonl, par suite, de

simples fonctions dejK- Cetle relation peut etre consideree comme
une equation lineaire a laquelle doit satisfaire a et dont 1 inte-

grale generale est, evidemment.

= -TI r. , J&quot;2 rti ...-- xm -tllu .

/,,. r 2 ,
. . .

,
-rtm designant in solutions particulieres, lineairement

independantes et fonctions de r seulement; et x
t ,

. . .
, xm des

lonctions quelconques de x. Ges fonctions devront etre aussi

lineairement independantes; sans cela un des determinants Hm_p
anterieurs a H 7/l serait nul.

Reprenons maintenant la valeur deja donnee de

= X

nous allons montrer qu on peut la debarrasser de tout signe de

quadrature. Soil, en effet.

( -20 ) 0(61 = {im V&amp;gt;
-

-z..,,., Q:--I +. . .^_ (tJ =
D. - II.
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[ equation lineaire donL les coefficients sontfonctioDS dejK et qui
est adjointe a 1 equation (19). Si, dans 1 expression de 9, on rem-

place Y par cp (Y), on a

Or, les 7) etant les solutions de 1 adjointe a 1 equation (20),

toutes les quadratures qui figurent dans cette formule peuvent
etre effectuees; et, si 1 on pose

y etant la fonction bilineaire definie an n 368, on aura

Introduisons maintenant le systeme

JKl, } t, &amp;gt; y&amp;gt;n

de solutions de 1 equation (20) qui admet pour adjoint le systeme

~
r(\i Ti2) &amp;gt;

rlm-

On aura, nous 1 avons vu au n 370,

7.(7/^ r\h) = i, 7.(7/o 1A )
= o.

Si Ton fait Y =j% 1 expression de Q deviendra done

et B s annulera pour X = ^, Y=JKA| c est le resultat qui nous

a servi de point de depart et qui permettra de retrouver la solu

tion donnee au n 310.

Supposons maintenant qu au lieu de considerer la suite de

Laplace comme commencant a (E t-),
on adopte comme point dc

depart 1 equation (E_y) : on obliendra evidemment des resultats

analogues, que 1 on deduira des precedents par 1 echange de x et

dej ,
de i et dey. A. 1 equation (20) correspondra la suivante :

(22) /(w) = A,,t
w K) -+- \m-iu m-U -h...-4-Xw = 0,
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a laquelle salisferont les fonctions Xi. Soient
&amp;gt;

&amp;gt; *
-i

&amp;gt; ?ij .... :m

les solutions adjoin les a x
l ,
x. . .. . xm . A acorrespondra la fonclion

&amp;lt;

23
&amp;gt; ?=. i;i-.

-

S ;*-...-.?..;-.,

et Pinvariant /i_y de (E_y) aura la valeur suivante

toute semblable a 1 expression (3) deja donnee pour /*,_,. Ala
tonction 0. il faudra substiluer la suivante

- V v /4 fa
el, si 1 on pose

on reconnaitra que 7 s annule, comme ^, pour X = .

383. Ces remarques etant admises, formons la suite de Laplace
relative a 1 equation adjointe ( ). ]\ous savons (n 36o) qu elle

se terminera aux equations (Ey), (El,-); et 1 imariant A- de (Ey)
sera egal a 1 invariant A de (E_y), c est-a-dire a

Si done on compare a la premiere suite, on voit que 1 on ob-
liendra tout ce qui se rapporte a 1 equation adjointe en echangeanl
i ety, y. et 3, c est-a-dire en remplacant les fonclions JCP , yp par
leurs adjointes %p, r, p . Ainsi :

Pour passer de Vequation proposes (E) a son adjointe (E ),
ilfaudra echanger i etj et remplacer les couples (jcp,yp } par
les couples adjoints (^P1 -r

tp }.

L integrale de 1 equation (E ) sera done de la forme

X X ... \J&quot; y y Y (/)

- i ?i -- W r
tl r.\ r /l

N elant un facteur que Ton saura determiner.
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384. Mais on pent obtenir une solution plus precise en faisani

usage des resultats que nous avons donnes plus haul pour le cas

ou la suite de Laplace se termine dans un sens. Si nous conside-

rons cette suite comme se lerminant a 1 equalion (E/), il faudra

prendre pour a la valeur deja donnee

el les invariants de (E) seronl

d* log H,-!

dx dy dx dy

Si, an contraire, nous considcrons la suite comme se terminanl

a 1 equalion (E_y), on aura

et, si 1 on pose

les invariants de (E) seront de memc

(29)
c*j7 dy

Nous aliens verifier d abord que ces expressions difTerentes (27)
et (29) donnent les memes valeurs pour les deux invariants.

D apres le theoreme de Gauchy et de Binetrelatif a la multipli

cation des systemes lineaires, la fonction H^- sera le produil des

deux systemes rectangulaires

xi y-2

^ in

c est-a-dire qu elle sera la somme des produits de tous les determi

nants formes avec /+ i colonnes dn premier systeme et avec les

colonnes de meme rang du second. De meme, la fonction K.y_,

sera le produit des deux systemes rectangulaires

t J -1}
-=1

y\

y\ y i

i/\jy\V-l) y
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Or, d apres les formules (19) et (20) du Chapitre precedent, a

chacun des produits de la premiere somme correspond un pro-

duit de la seconde qui est au premier dans le rapport de a^
1 A a

( i)
+l^A^A, A et A elant les determinants formes respective-

ment avec les derivees des fonctions jCi et des fonctions
j&amp;gt;

, jusqu a

1 ordre in i . On aura done

&amp;lt;3o)

et, par suite,

&amp;gt; A

dx dy Ox dy

On trouvera de meme, en changeant i en i i
, j en j i ,

dx Oy ox dy

et ainsi se trouve etablie la concordance des deux expressions

differentes que nous avons obtenues pour chacun des invariants

de(E).

38o. On peut, en faisant usage de 1 idenlile que nous venons

d etablir, mettre sous une forme plus simple Texpression deja

donnee

X X X{0 Y Y YW
.( ) V.

J 1

xm ym

pour 1 integrale generale de (E). Multiplions le determinant pre-

rpf\prt\ nar le snivantcedent par le suivant

en ajant soin de faire la multiplication colonne par colonne. Si

Ton tient compte des relations (i4) et (i5) etablies au n 370
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[p. io3] entre les fonclions de deux systemes adjoints et si Ton

pose, pour abreger,

Ce determinant se developpe sans difflculte et nous donne

Si 1 on attribue a M la valeur
&quot;

p et si 1 on remplace

ensuite le rapport ^ par sa valeur liree de la formule (3o), on
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aura enfin 1 expression suivante de 1 integrale generale

X X

AOO Ajo

A ,l-l A/., -,

qui est parfaitement symetrique par rapport aux indices i el j el

ne contient plus que des determinants d ordre e-i- i et j -h i .

tandis que 1 expression primitive exigeait le calcul d un determi

nant d ordre i j. L expression precedente peut encore s ecrire

dz

Comparons cette formule a celle que nous aurions obtenue en

appliquant la formule generale (11). L expression de 8 a deja ete

donnee par Tequation (21), et Ton peut ecrire

(3a bis) = X /iY, a).

En la substituant dans la formule (4) u 1 on fera ensuite

p=i, on aura la valeur de 9/. Cette valeur est necessairement

proportionnelle a Z, et la comparaison des parties des deux ex

pressions qui dependent de la seule fonction arbilraire X nous

permet de conclure

(33)
e T n /A da= -r = - D^ I 0. a. -

A&amp;gt;

y \/ J \ dv***m -*
/ \ J

A cette nouvelle expression de Tintegrale, on ajoutera la sui

vante qui se demon tre de la menie maniere

a- etant la fonction analogue a 0, definie paries formules (24)
et (a5).

386. Ges differentes expressions permettent de former sans

nouveau calcul Tequation aux derivees partielles dont Z est 1 inle-
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grale generate. Comme on a

il suffira de substituer cctle valeur dans Inequation a laquelle

satisfait Q/. Si Ton fait p = i dans 1 equation (E/_/,)[p. 127], on

Irouve

d^j d \ogI1i-i Oh dlogH/ dO/
, dlogHf

6*7 tyj7 Ox Oy Ox Oy

En efiectuant la substitution indiquee, on obtiendra pour Z

1 equation suivante

(35) ^ 0(7 6&amp;gt;/

dj; o1^ c/^ 0*7 dx

qui est egalement sous forme reduite et parfaitement symclrique

par rapport a i et a j .

On passera de la proposee a son adjointe en echangeant i et y ,

a et
(3.

Si 1 on pose

h Q Z^Z ; \J V
(
-\ . U . J

* * &quot;

?

\ l A \
l Oy dvJ~ l

(36)
C iVy+1 / dy.+ J A ,

Pr (Y, a, g, -,

1 adjointe a 1 equation (35) aura pour integrale generale

(3-)
Z

IT- K^

Ce resultat s etablit par la methode que nous avons employee au

n 381. On pent, d ailleurs, ajouter a la formule (36) deux autres

expressions equivalentes, toutes semblables a celles que nous

avons donnees pour Z.
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CHAPITRE VII.

LES EQUATIONS A INVARIANTS EGAVX.

Kappel des propositions deja signalees relativement aux equations dont les inva

riants sont egaux. Emploi des solutions donnees au Chapitre precedent.

Condition necessaire et suffisante pour que 1 equation proposee ait des invariants

egaux et soil integrable par la methode de Laplace. Determination de toutcs

les equations a invariants egaux dont Fintegrale peut etre obtenue sous forme

explicite. Deuxieme solution de ce probleme. Theoreme de M. Moutard.

Expression precise de la solution generale. L emploi du theoreme de

M. .Moutard permet d oblenir toutes les equations dont la methode de Laplace

peut donner 1 inlegrale generate.

387. Nous avons deja signale plusieurs proprietes tres simples

des equations lineaires du second ordre dont les invariants sont

egaux. Nous savons (n 329) qu on peut les ramener a la forme

simple
*

&amp;lt;&amp;gt;

Nous avons aussi remarque (n 365) que, si on les ecrit sous la

forme precedente, elles sont identiques a leur adjointe, et que,

dans tous les cas, on peut passer d une equation dont les inva

riants sont egaux a son adjointe en remplacant ^ par A;, ). etant

une fonction convenablement choisie de x et de y. On peut en

core signaler la propriete suivante, qui est une consequence imme

diate des propositions deja obtenues.

Soil (E) une equation a invariants egaux; comme elle est equi-

valente a son adjointe, la suite de Laplace relative a cette equa
tion se confond, evidemment, avec la suite analogue relative a son

adjointe. Si done la suite se termine dans un sens, a 1 equation

(_,) par exemple, il faudra necessairement (n 365) qu elle se

termine en sens contraire a 1 equation (E_n+1 ). Ainsi, les equa
tions a invariants egaux ne pendent jamais admettre ces
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integrates generates dans lesquelles une des deux fonctwns
arbitraires est Jiecessairement engagee sous un signe d inte-

gration. Si la methode de Laplace pent donner leur integrale

generale, les deux fonctions arbitraires y entreront degagees
de tout signe de quadrature; et cette integrale sera du meme
rang a la fois par rapport a x et par rapport a y. Cette re-

marque est essentielle, et elle va nous permettre de determiner

toutes les equations a invariants egaux que Ton pourra integrer

par 1 application reguliere de la methode de Laplace.

Ecrivons, en eflfet, la suite de Laplace

(E_B+1 ), (E_ +2 ), -, (E_,), (E), (E,), ..., (_,), (E^),

relative a 1 equation (E), et supposons que cette suite se termine

aux deux equations (E,,_,), (E_w+i ).
On aura ici, en conservant

toutes les notations du Chapitre precedent,

i = j n i
,

m 2 n i

el

-?272 -i-- ---?2rt-lJK2-l-

L invariant k de (Ew_, )
et 1 invariant A de (E_H+I )

auront res-

pectivement pour valeurs

dx dy dx dy

La suite de Laplace relative a (E) se confond, nous 1 avons deja

remarque, avec la suite analogue relative a son adjointe. II resulte

de la. (n 365) que 1 equation (E^) de la suite precedente aura

pour adjointe 1 equation (E_^) de la meme suite; ou, plus exacte-

ment, ces deux equations auront leurs invariants egaux, a 1 ordre

pres. Si 1 on applique cette remarque aux deux equations qui ter-

minent la suite, onreconnait immediatement que 1 on devra avoir

t)Mogq d lo

dx dy dx dy
ou, en integrant,

(3) a=pO(a? )cr( &amp;lt;r ),

8 et &amp;lt;r designant deux fonclions inconnues de x et de y. On pent
les faire disparaitre comme il suit.
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Si 1 on divise par Q(-c) le premier membre de 1 equation

lineaire d ordre 2/? i dont JT,, j~ 2 ,
.... ^2-i sont les solutions

particulieres, les nouvelles fonctions adjointes ;
, ; ? 2

. sont

egales aux anciennes multipliers par *}(x) ,
1 equation precedente

se reduira done a la forme

Une operation analogue, appliquee a 1 equation dont les solu

tions particulieres sont j ,, j 2 ? &amp;gt; y*n-\ ? permettra de meme
de faire disparaitre la fonction ?(y)- Ainsi, par un simple chan-

gement d ecriture et sans diminuer en rien la generalite, on pent

ramener 1 equation (3) a la suivante

(4) = &

d ou les fonctions et a- ont disparu.

Reciproquement, si la condition precedente est verifiee, 1 equa
tion (E) aura ses invariants egaux. D apres les resultats du n 386,

cette equation peut, en eflet, etre ramenee a la forme simple

d-z d\ot:H n-, dz cMogK,,-, dz
&amp;lt;)logH n_; &amp;lt;)loirK^-.2 . _ Q .

dxdy dy dx dx dy dy dx

et elle admet pour invariants

&amp;lt;jx &amp;lt;

Or on a ici

(6)

y. etant egal a ^, on a necessairem&nt

et, par suite, 1 equation proposee a bien ses deux invariants egaux.

Si, dans 1 equation (5), on effectue la substitution

elle prend la forme simple

i_
,,-, _

dx dy Ox Oy
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et, d apres les resultats du Ghapitre precedent, son integrate peut
se mettre sous 1 une des trois formes suivantes :

Toute la difficult^ se ramene, on le voit, a la determination des

fonctions a?Ai JKA pour Icsquelles on aura identiquement

=
?,

c est-a-dire

(fi) a?i7} 1 H-art ij,-4-...-f-arjs_ 1 T],a_, = ^^ -f-5tJr
f+-....^-?i-*&amp;gt;

r
-i.

Voici comment on peut resoudre cette equation.

388. Prenons les derivees des deux mernbres, par rapport a y
par exemple, jusqu a 1 ordre zn 2 inclusivement, et donnons
ensuite a y une valeur particuliere quelconque. On obtient ainsi

zn i relations lineaires a coefficients constants entre les fonc-

tions Xh, \k - Ces equations peuvent etre resolues par rapport aux

inconnues; car leur determinant

ne peut etre nul pour toute valeur particuliere de y, les fonctions

yi etant, par hypothese, lineairement independantes.
Les valeurs ainsi oblenues des fonctions ^ sont evidemment

des combinaisons lineaires des fonctions Xh ,
on peut done enoncer

le resultat suivant :

L equation lineaire d ordre impair consideree au n 382, etdont

x\ ,
x.2 ,

. . .
,
x 2/l_ { sont les solutions particulieres, doit etre equi-

valente a son adjointe; et il en est evidemment de meme de

J equation lineaire d ordre impair a laquelle satisfont les fonc

tions y^-
II faut, nous aliens le voir, ajouter quelque chose encore a cette
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double condition. Soil

la forme quadratique a coefficients constants defiuie au n 375 el

qui permet d exprimer les solutions adjoinles paries formules

Soil, de meme,

la forme analogue relative aux solutions ^ h- On aura

et 1 egalite a verifier prendra la forme

d^_
d-l

d^_ _

On peut encore 1 ecrire comme il suit

d l d-l dz,

et, sous cette forme, on reconnait immediatement que les deux

fonctions z et -!/ doivent etre les memes. S il enetait autrement, il

suffirait d attribuer a la variable y une valeur particuliere quel-

conque el Ton obtiendrait, contrairement a I livpolhese faile au

debut, une relation lineaire entre les fonctions x
t ,

jc 2 . ..., x* n-t-

On est done conduit a la proposition suivante qui, rapprochee des

resultats obtenus dans les deux derniers Chapitres, donne la so

lution complete et precise du probleme propose :

On determine toutes les equations d invariants egaux qui
s integrent par la methode de Laplace en prenant, pour les

fonctions Xh et yh-, les solutions particulieres de deux equa
tions lineaires d ordre impair equivalentes d leur adjoinle et

en choisissant ces solutions particulieres de telle maniere qu il

existe entre les solutions yh et leurs derivees jusqu d I ordrc

n 2 la meme relation, quadratique qu entre les solutions Xh

et leurs deriveesjusqu au meme ordre.
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389. Appliquons la proposition precedence aux cas les plus

simples. Si 1 on a

n = i,

il y a un seal couple (^,,j,) que Ton peut reduire a (i, i). On a

* r= X - Y,

et 1 equalion correspondante est

Si/iestegala 2, il y atrois couples (&amp;gt;,, y,), (tfo^ a)* (#3, .73).

Les fonctions #,, .TO, ^ 3 devront etre reliees par une equation du

second degre que nous supposerons ramenee a la forme

x\ -ix\ x-A = o.

Les fonctions y { , y.2 , j/ 3 devront alors etre liees par 1 equation

y\ 9-ji73 = o.

Si 1 on prend comme nouvelles variables #, y les rapports ,x
i

& et si 1 on reduit (n 341) le couple (x^y { )
al unite, on obtient,

en tenant compte des relations quadratiques, les trois nouveaux

couples

n a ici

?2 =

Les premiers membres des equations auxquelles salisfont les

solutions Xi et les solutions^/ sont

L application de la formule (8) nous donne done

dy.

dx

Y Y
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ou

,.= &amp;lt;*-&quot;- V-V.

L equation dont ;, est Tintegrale generale est

Ox dy Ox Oy

Si Ton n avait pas fait un choix particulier des variables inde-

pendantes, on aurait obtenu 1 equation

et 1 inlegrale generale serait

X
_Y_

V V
a
X,-Yt S;

~
\[

Passons maintenant au cas ou il y a cinq couples. Les expres
sions des fonctions x^, \h resultent des formules donnees au

n 376. On aura, si Ton choisit convenablement les variables in-

dependantes x et y,

= x rf 3
, y3 = y~f

T-! Y-= - 3-^3 -
?, ^ = i- -

3 designant une fonction de j; et v une fonction de jr. De plus, la

Ibrmule (43) du n u 37o nous donnera

\h = ( l)*-
1 ^-*, Vi = ( l)*-O -A-

On aura done
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L appliealion de la formule (8) nous donne, lout calcul fail,

L ecriture de celle forraulc se simplific si 1 on inlroduil la

fonclion suivante

On a alors

7

fi

&quot; dx

el 5
1
salisfait a 1 equation

(.8)

Le calcul delaille, que nous omettons, revele un fait interessant

el qu il serait possible d elablir d une maniere generale. Le deter

minant H,,_2 est loujours un carre parfail; ou, plulol, il esl de

la forme

F(*)G(K,

et le facteur K figure a la premiere puissance seulemenl dans les

denominaleurs des differenls termes de ^
f

.

Si Ton employait les expressions generates sous forme d inte-

grales, indiquees au n 376, des fonctions Xh, y/i, on pourrait
ecrire la valeur generale de ^ sous une forme ou tout serait

connu; nous nous contenterons ici des exemples que nous venons

de trailer.

390. Dans la Iroisieme Parlie du Memoire que nous avons

cile au n 343, M. Moutard s elait occupe specialement des equa
tions de la forme

(ly)
tefy
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et il a publie une nouvelle redaction de celte Partie de ses re-
cherches dans le XLVe Cahier du Journal de l^Ecole Poly-
technique ( ).

La methode de M. Moutard repose sur un beau
theoreme que nous n avons pas eu a employer dans la solution

precedente; nous allons la faire connaitre ici d une maniere
detaillee.

Designons, pour plus denettete, par g( ;
)

1 expression

et supposons que Ton connaisse une solution quelconque co de
Tequation

Cette equation elant identique a son adjoinle, le produit

--)

pourra se mettre sous la forme

el, en eflet, on a

-- z-
dxdy ) dxdy dx dy

= L -1 / w
f) _ . f) _ _

idj:\ dy dy i d&quot; dx

Ecrivons done Tequation

dz da&amp;gt;

( ) MOUTARD, Sur la construction des equations de la forme

i d*z

* dT()y=*
(x &amp;gt;^&amp;gt;

quiadmettent une integrate generate explicits (Journal de I Ecole Poly
technique, XLV Cabier, p. i; 1878).

D II.
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qui est identiqtie a la proposee (--ii).
Elle exprime evidemment

que
/ dz dw\ , f dz t)co\
co z

}
dx

(
w s-\dy

\ dx dx) \ dy dy J

est une differentielle exacte. On pent done, a chaque solution z,

associer une fonction 0, telle que 1 on ait

t)0
_

dz dM

dx
~~

dx d&*

II est aise d eliminer z et de trouver une equation lineaire du

second ordre definissant la fonction 8. Les formules precedentes,

ecrites comme il suit

i e)0 \(i)/
i db co/

to 2 dx
~

dx to 2 dy dy

montrent, en effet, que 1 on aura

ou, en developpant ;

W
dx dy dy dx dx dy

Or, si Ton pose = co. a,

1 equation en o- prend la forme

a dxdy

Pour determiner
[x,

il sufilt de remarquer que 1 equation en

admet la solution particuliere 0= i; 1 equation en cr doit done

admettre la solution - et Ton a

(24) $(*)
=

a- peut s exprimer en fonction de z par la formule

*(*} *(!}
i i \ ^ / ,

(25 )
*==- = - / 1^-^-^
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el, inversement, r peut s exprimeren fonclion de a- par la relation

analogue

(26)
r\ i d(vs) i d(&amp;lt;*7 } 1

c = I I - - -J-dx--;
-- dy \.J Ltu

2 dx io ! dy
J
\

On peut done enoncer la proposition suivante:

Si I on connait une solution particuliere to de Vequation

g(*) = *

et que I on forme I equation nouvelle .

toute solution de I&quot;

1

une des deux equations permettra de deter

miner, par une simple quadrature, une solution de Vautre,
Si done on connait I integrale generate de I une des deux

equations, on pourra determiner I integrale generate de
Vautre equation.

La relation entre les deux equations est evidemment reciproque ;

si, pour abreger, nous disons que Ton passe de la premiere a la

seconde par la solution to, on passera de la seconde a la premiere

par la solution - -

to

391. On peut rattacher la proposition precedente a la conside

ration de certains systemes du premier ordre qui se presentent
dans differentes questions de Geometric. Ces systemes contenant
deux fonctions inconnues p et q sont de la forme suivante

(2-) P-)^, dP - )*
d?

dx~ *
dx *P~ *T*

oil A est une fonction donnee. Comme les equations precedentes

ne changent pas lorsqu on echange p et q en remplacant A par ^ ,

il est clair que, si on sait les integrerpour une valeur de A, on
saura aussi lefaire pour la valeur inverse de\. Nous allons voir

que cette simple remarque donne la proposition de \[. Moutard.
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Eliminons en cffet p. Nous aurons 1 equation

A A* *2.\ _H ,

d
- A*^ = o

dp \ da?/ tte \ c^/

qui a ses invariants egaux et se rameiie a la forme

si 1 on change dans cette equation q en
/?,

), en .-&amp;gt; on aura

La comparaison de ces resultats etablit immediatement le theo-

reme enonce plus haul : De chaque solution de Vequation

on pent, par line simple quadrature, deduire line solution de

Vequation

392. Les propositions que nous venons d etablir permettent

evidemment de deduire de toute equation

(3o) g(-)-^,

que Ton sail integrer, une suite illimitee d equations nouvelles et

de meme forme dont Fintegrale se determinera par de simples

quadratures. Donnons en effet aux arbitraires, fonctions ou con-

stantes, qui enlrent dans 1 integrale generale de 1 equation prece-

dente, des valeurs particulieres, mais quelconques; et soit w le

resultat obtenu. Nous pourrons, par une simple quadrature,

obtenir 1 integrale generale de 1 equation nouvelle

(30

Donnons de memo aux arbitraires qui enlrent dans cette seconde

integrate generale des valeurs particulieres, et soit to, la valeur
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qu elle prend alors. Nous pourrons de meme determiner par de

nouvelles quadratures 1 inlegrale generale de Inequation

et ainsi de suite. En continuant indeliniment, on obtiendra tou-

jours des equations de la forme (3o), dans lesquelles A contiendra

un nombre de plus en plus grand de constantes ou de fonctions

arbilraires.

On peut signaler quelques relations interessanles entre toute*

ces equations. Ecrivons-les sous la forme

et soil (ji/t la solution par laquelle on passe de 1 equation de rang
/ -h i a 1 equation de rang /,- -f- &amp;gt;.. On aura

On en deduit

d1
log cox i

i--l )
= 2

dx dy

et, si 1 on ajoute toutes les equations obtenues, on trouvera

(34) A,= A -2

-^log(wu&amp;gt;i
...co,--,).

Si Ton a obtenu, par exemple, avec deux fonctions arbitraires,

Texpression generale de to, u&amp;gt;

t contiendra deux fonctions arbitraires

nouvelles, et ainsi de suite : Texpression de A,- contiendra done,

en tout, 2/ fonctions arbitraires. Si Ton a choisi des solutions

particulieres, on sera conduit a des equations nouvelles qui
ne contiendront pas necessairement plus d arbitraires que la pre

miere, mais qui seront, en general, d une forme differente.
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Nous choisirons comme exemple 1 equation

d*z _ f m(m \) n(n 1)1 _

dxOy I (x-yf (^ + 7) 2
J

qui comprend comme cas particulier 1 equation d Euler (n 3i6).
Elle admet la solution pariicuiiere

Si Ton emploie cette solution, on sera conduit a 1 equation
nouvelle

m(m-&amp;gt;r-i) n(n-}-i)

qui ne differe de la precedente que par le changement de m et n

en m -+- 1
,
n +- i . Si 1 on design e par A(/n, /i)

1 equation (35), on

voit que 1 integration de A(m + i, /i + i)
et celle de A(m,/i)

sont deux problemes equivalents. On developpera aisement les

consequences de cette remarque; il en resulte que 1 on peut

integrer 1 equation A(m, n) toutes les fois que rn et n sont des

nombres entiers
(

l

).

393. Revenons au theoreme general. II serait aise de montrer

que, si 1 on connait la solution de Riemann, definie au Chapitre IV,

pour 1 equation primitive, on saura determiner cette solution pour
chacune des equations suivantes. Mais nous laisserons de cote

cette question pour nous attacher au probleme particulier qui a

( ) Si 1 on pose

(x y)
2 =u, ( x +y) 3 = v, z - (x y)

&quot;

on obtient pour 6 1 equation

t i \ &amp;lt;W

(
m -I-

-

\ &quot;2/011

dont 1 integrale est

V J \J V I 1 \ V/v /
A \ *J J

w v 1- m -I In H }
-r- = o,

aa j dv* \ &quot;2/ou \ i J uv

lorsquc m et n sont entiers positifs. Comme 1 equation A(m, n) ne change pas

quand on j remplace m par i m, ou n par i
,
on peut toujours supposcr

m et n positifs.
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fait 1 objet des recherches de M. Moutard, et montrer comment

1 application de la proposition generale fournit un procede regu-

lier qui permet de former toutes les equations de la forme con-

sideree pour lesquelles 1 integrale sera donnee par la methode de

Laplace.
Nous etablirons d abord la proposition preliminaire suivante,

qui nous sera d ailleurs utile dans d autres recherches.

Etant donnees les expressions

To = AX - A, X - ... - A*X *&amp;gt;,

T, - BX B,X -. . . -+- BA X&quot;,

oil A, B, A, , B, ,
... designenl des fonctions determinees de x et

de y et X une fonction arbitraire de x, si Vexpression

TO dx T, dy

est une differentielle exacte pour toutes les formes possibles

de la fonction arbitraire X, on pourra toujours, par des ope

rations puremcnt algebriques, mettre Cintegrale

sous rune ou Vautre des formes suivantes :

CiX, CjX ,
...

X, designant une nouvelle jonction arbitraire qui, dans la

seconde forme, pent etre prise egale d X.

En eflet, on peut toujours, en effectuant des integrations par

parlies, ramenerT a la forme

Q ayant la valeur suivante

_ v
&amp;lt;*, .~ &quot; A ~&quot;

Si done on considere la difference

;
_ DX - D, X - . . .

- DX-IX- =
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on aura

c^ = i2Xrfa?-hU&quot;8 rf; ,

ir, etant ordonne, comme *F,, par rapport aux derivees de la

(onction arbitraire. Le second membre etant encore une diffe-

renticlle exacle, on devra avoir

2 = X
dx dy

Gette equation ne peut etre verifiecque si &quot;7 2 est identiquement
nul : si To contenait, en effet, un scul terme en X ou en X , ..., la

differentiation par rapport a x inlroduirait dans - au moins une

derivee de X; et le premier membre de Tegalite precedente ne

pourrait etre egal au second pour toutes les formes possibles de la

fonction arbitraire. On a done necessairement

da

Q depend done seulement dc la variables; si est nulle, on a

C = DX + D! X -f- ...-+- DA._, X*-i H- const.
;

c est la seconde des formes signalees dans 1 enonce. Si n esl

pas nulle, elle dependra seulement de x\ on aura

= /*QXrfa?,

? = DX -H DiX -i-. . .-f- DA.-.,X(*-i -4- ToX &amp;lt;te.

Si 1 on pose
ax = X

1 ,

X, designant une nouvelle fonction arbitraire, ^ prendra la forme

qui est la premiere indiquee dans 1 enonce.

La proposition enoncee se trouve ainsi entierement etablie
5
elle

s elend evidemment au cas ou W el W
t seraient des fonctions

lineaires d une fonction arbitraire Y de y et des derivees de cette

fonction, ou meme contiendraient simultanement deux fonctions
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arbitrages X. Y de x et de y et leurs derivees jusqu a un ordre

determine.

394. Soil maintenant

(37) 5(-)
= &amp;gt;-

une equation dont on puisse obtenir 1 integrale generale sans

aucun signe de quadrature. Ecrivons cette integrate

; =MX-J- M,X -. . .- M.&amp;lt;-,X
-*- - NY - \, Y -

. .- \ A-i YW- .

Pour abreger. nous designerons par/, (),/2() les polynonies

lineaires suivants :

/,() = MII - M, - -Mx-tr
da dk~ l u

/,() = N - N, - -. - --
N,-,^^

on aura ainsi

(38)

Introduisons les polvnomes gi(u}j g-i(u}- adjoints respective-

ment a/, ( u}, f*( u)- Us donneront naissance a des identites de la

forme

i f/!() K^ 1 rr)= B,(, p),

(39 &amp;gt;

ou B, et B 2 sont les fonclions bilineaires de u, r et de leurs de

rivees qui ont etc definies au Chapitre precedent. Ces notations

etant admises, donnons, dans la solution generale z-, des formes

particulieres X,. Y, a X et a Y; nous aurons une solution parli-

culiere

(4o) w =/i(Xii /j(Yi&amp;gt;;

et nous savons que la fonclion 7 definie par Tegalite

C\ I dz d&amp;lt;a\ . f dz dw \ , 1

(I,, mt= -t-^-^.
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sera 1 integrale generale dc 1 equation

Pour calculer T nous remplacerons successivement z par ses

deux parties

(43) ~i = /i(X), *=/(Y).

Solent o-,, 7.* les deux parties correspondantes de o-; on aura

(44) (T = C7
1 -!-(T2

et

(45) 101! = O)^

Dans la premiere des identites (3o), substituons X a u et - a
t/t2?

v. elle prendra la forme

et donnera une expression de ^, y- que 1 on pent substituer dans

1 expression de a-,. On a ainsi

ou, en integrant parliellement,

La quadrature qui figure dans cette formule est de celles aux-

quelles s applique la proposition precedente. Le coefficient de dx

et celui de dy j sont ordonnes suivant les derivees de la fonction

arbitraire X; comme celui de dx ne contient que X, il faut,

d apres la remarque mcme qui constitue le point fondamental de

la demonstration du numero precedent, que 1 on ait

dz
l

d
(

du\
w --- B! ( A, -

I = o,
dy dy

l

\ dx)
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et queg, ( ) depende de la seule variable x. On verifie aisement

1 egalite precedente. Comme le premier membre y est ordonne

suivant lesderiveesde la fonction arbitraire X, il suffit de montrer

que sa derivee par rapport a x est nulle. Cette derivee a pour

expression

d*z, dta dz t
d* / dta\^ j. ; jj j j . I

dx Oy Jx Oy dy ax \ Ox J

,| **Iji_
~

5*\*-i-dx dy dr dy

On a done, en definitive,

et Ton trouverait de meme, en echangeant x et y,

(48) (ayi =tafi (\) zB i [Y, J
2 / Y ^j

(

-^
J
dy.

L expression definitive de y sera donnee par la formule

et il suffira de remplacer X et Y respectivement par

X Y

pour obtenir une expression de 3- debarrassee de tout signe de

/-v i /d&amp;lt;a\ /^w\
quadrature. On pourrait objecter que o&quot;i ( ^: )

ou
ff*\3Z)

seront

toujours nuls; mais on reconnaitra aisement, en prenant le coef

ficient de la plus haute derivee de X, dans g\ (^ J
&amp;gt; que cette ex-

fdta\
i

On a evidemment

pression, ainsi que^, (^~ )
ne Peut etre nulle dans le cas general.
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Le second terme est ordonne suivant les derivecs de la fonction

arbitraire Y, j
le premier membre dependrait certainement de y

si toutes ces derivees ne disparaissaient pas. II faut done que ] on

ait identiquement

et de meme

II serait aise de verifier toutes ces identites en s appuyant sur

notre premiere solution et sur les formules que nous avons

donnees au n 387. ELles permettent evidemmenl de simplifier les

calculs et nous donnent

(60)

Si 1 on pose, pour abreger,

(5i-)

il faudra, dans 1 expression de OJT, remplacer X et Y respective-

ment par
Y

el I on obtiendra 1 expression definitive

X \ / Y
-&quot;/ {^TYA

) /
x ^.\ - l Y dto

qui est de rang A* + i au plus par rapport a x el a y. Remarquons

que cette derniere transformation de 1 expression T suppose essen-

tiellement les fonctions cp,(X ( )
et

cp 2 (Y 1 )
differentes de zero.

Ces fonctions pourront devenir nulles pour certaines valeurs par-

ticulieres de X, et de Y, ;
nous aurons a examiner plus loin cette
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hypothese ;
mais nous aliens auparavant indiquer les applications

des resultats precedents.

39o. Prenons comme point de depart 1 equation

dxdy
~

On aura ici

s = X Y, w = X, V,,

/,() = u, /() =
&quot;,

Bl(u,V) O, B 2 M,r&amp;gt;
O.

gi(u) = u, fft(u) = u.

L application de la formule (49) donnera done

( 53) 7 = X _ Y - 1 f XX
,
dx - -1_- fYY

, dy.*l*lj A
l M J

Remplacons X par ^n \ par ~r, nous aurons

V Y X Y
04) 7 =

y ,

,
2 ^

------ -
,

A
j

1
i

A
!

1
i

el 7 salisfera a Tequalion

w =

Pour continuer les calculs, supposons que Ton ait choisi comme
nouvelles variables x et y les fonclions X, et ^ ,. L espression

de : deviendra

\ __ V
(56)

- = \ _Y -o_--.
r ~ y

Prenons pour valeur de la solution o&amp;gt;

j designant une fonction de jc et y une fonction de y.

On aura ici

fi(u) = u f2 (u) u
x y y-

9. II

jl(M)= _ a

,(ll, V) = UV,
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L application de la formula (49) donnera done

aX 9.Y 2X dta
a = A Y

ac y x y co dx

2

CO.

- fx 8 &quot;^--
1 J w

si 1 on introduit la fonction

= tofK

cl si 1 on remplace X par 7lll
, Y par ,, on retrouvera 1 expression

de I integrale generale

deja donnee au n 389. L applicalion de la formule (34) montre

que a salisfera a 1 equation

(59) $( )=-

tous ces resultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons

deja obtenus.

396. L application de la methode peut encore se poursuivre.
Les deux exemples que nous venons de trailer nous permettent de

reconnaitre qu elle conduit aux equations les plus generates pour

lesquelles 1 iiilegrale generate est de rang 2 ou 3. Mais donnera-

t-elle toutes les equations dontla methode de Laplace peut fournir

I integrale generale? Ge point n est nullement evident, et M. Mou-
tard n j a peut-etre pas assez insiste. On peut faire disparaitre

toute difficulte a 1 aide des remarques suivantes, qui nous donne-

ront d ailleurs des indications utiles sur le passage de chaque

equation a la suivante.

Nous prenons comme point de depart la valeur generale de z

donnee par la formule (38), etnous supposerons que cette expres
sion soil effectivementyde rang k :

soit par rapport a x, soit par rap

port ajK- II resulte, en eflet, des developpements donnes au n 387

que I integrale generale d une equation a invariants egaux est neces-

sairement du meme rang par rapport aux deux variables indepen-
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dantes. L expression de z sera formee avec 2/c i couples

(Xi,y*}, (^2, r2 ), .-., (x2A_,,
&amp;lt;72A_i);c est-a-direqu elles annu-

lera quand on y remplacera X par Xh el Y par y^, h prenant les

valeurs 1,2 ..... 2 A i. Par suite, si Ton remplace dans 1 ex-

pression de to les fonctions X, et \\ par Xh et j A w s annulera

identiquement, ainsi que toutes sesderivees. On aura done neces-

sairement

On voit que 1 equation lineaire

dont les coefficients sont fonctions de x (n 394), admet les solu

tions parliculieres jc lt x2 , . . ., x*k_\ ( ).

On peut enoncer evidemment la rneme propriete pour le poly-

nome C3 2 (), qui s annule quand on y remplace u parj ,, ) 2 ,
....

^ 2A_.-

Admettons d abord que les deux fonctions X, et \ t , qui entrent

dans 1 expression de w, ne verifient aucune des equations

-: l
=

Alors la formule (62) presentera y sous la forme d une expres

sion de rang au plus egal a A -r i
,
soil par rapport a X, soil par

rapport a y. Nous aliens montrer que a- est effectivement de rang

egal a A -f- 1 .

La valeur de z s annule, par hypothese, lorsqu on y remplace X

par XH-, Y parjKA- Si Ton tient compte du changement de notation

par lequel on passe de la formule (4g) a la formule (02), on

pourra conclure que la valeur de too- donnee par cette derniere

( ) D apres une des propositions enoncees a la fin du Chapitre V, on reconnait

immediateinenl que le polj-ndme ?,(), defini par cette egalite

est egal et de signe contraire a son adjoint. Ce resultat, que nous retrouverons

plus loin sous une autre forme, confirme ceux que nous a fournis notre premiere

solution.
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formule s annule quand on y remplace X et Y respeclivement par

/a?A&amp;lt;pi(Xt )&amp;lt;fcF,

f
y/t cp 2 (Yi

pourvu que I on determine convenablenient Vnne des deux

cojistantes que Von pent toujours ajouler a ces integrates.

Les derivees de WT s annulent encore lorsqu on remplace dans

la formule (49) X par X, et Y par Y,, ce qui donne z = w, ou

lorsqu on remplace dans la formule (5a) X et Y par

a- s annulera done encore si I on choisit des determinations conve-

nables de ces deux integrates.

On reconnait enfin, a la simple inspection de la formule (02),

que a- s annule aussi lorsqu on y remplace X et Y par i .

Nous obtenons ainsi 2^ + 1 couples pour lesquels s annule la

valeur de 0-5 et, dans ces couples, les fonctions de chaque groupe
sont lineairement independantes; car, s il y avait une relation

lineaire entre les fonctions

i, l
X.i&amp;lt;ti(X.i )dtc, I xl tfi(Xl )da?, . ..,

j
x^ k-\ &amp;lt;?i(Xi) dx,

par exemple, il y en aurait une aussi entre leurs derivees; ce qui

est impossible tant que X) ne satisfait pas a 1 equation

et n est pas, par consequent, une combinaison lineaire des fonc

tions X\, X-2l , &2k-\

L expression de wcr, admettant 2 A&quot; + i couples pour lesquels les

fonctions de chaque groupe sont lineairement independantes, est

done necessairement (n
os 340 a 313) d un rang egal a k -+- 1 .

II est ainsi etabli que 1 application de la methode conduit genc-

ralcment d une solution z a une solution a- de rangimmedialement

superieur. Mais la n est pas le point essentiel de la demonstration :

il faut etablir, au contraire, que I on peut aussi, en choisissant

convenablement la solution to, passer de la solution z a une solu

tion de rang inferieur. Nous allons montrer qu il suffira, pour ob-
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tenir ce resultat, de prendre, pour les fonctions X, et Y, qui
entrent dans 1 expression de to, des solutions convenablement

choisies des equations

Supposons d abord que Ton ait seulement

?i(Y,) = o,

c est-a-dire

A!, ---- A^A-I designant des constantes. On pourra, en remarquant

que co ne change pas si Ton y remplace X,. Y, respectivement

par
X, - A,.*-, . . . X 2j._, #,_!,

YI ^l?l - - ^JA-I^ XI,

reduire \ , a zero. Supposons done

Y, = o,

X, demeurant encore tout a fait arbitraire. Si Ton fait, dans la

formule
(49)&amp;gt;

X = X,, Y = o,

c est-a-dire : = to, la fonction OJT devra se reduire a une con-

stante. On aura done

-/,(X,) - -26, x,, &amp;gt;X, *
l (\ l )dx = const.

ou encore

t/.^,)!
2 - 26, X,,

dl)
]
- sX, ?1 (X.) rfr = const.

Cette equation, ou X, designe une fonction arbitraire de x,
suflirait seule a etablir que la fonction f t (X, )

est egale et de

signe contraire a son adjointe : elle exprime en eflet que cette

fonction devient une derivee exacte quand on la multiplie par X, .

L expression

est 1 integrale du second degre considered au n 373.

Choisissons maintenant pour X, une solution particuliere de

D. -II. ,,
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1 equation
5pt(Xt ) = o,

qui annule en meme temps I integrale du second degre. Nous

avons vu an n 374 que les solutions de ce genre peuvent etre

reelles. Alors la partie cr, de a qui depend exclusivement de X se

reduira, d apres la formule (47), a
( )

et, comme elle s annule pour X = X&amp;lt; ,
on pourra y remplacer X

arpar

sans introduire aucun signe de quadrature. Apres cette substitu

tion, elle ne contiendra plus les derivees de X que jusqu a 1 ordre

k 2. L inlegrale &amp;lt;r sera done de rang k i au plus par rapport
a x, ou par rapport a JK, puisque son rang est necessairement le

meme par rapport aux deux variables. Elle ne saurait etre de rang

inferieur, puisque, dans 1 operation inverse par laquelle on passe

de y a z, le rang ne pent s elever, nous 1 avons vu, de plus d une

unite.

En resume, [ application de la methode conduit generalement
d une solution d un certain rang a une solution de rang immedia-

( )
En toute rigueur, il faudrait ajouter a cette expression , C designant la

w

constante arbitraire introduite par 1 integration. Mais, si une equation lineaire,

integrable par la methode de Laplace, admet la solution generate

z = AX -4- A,X -H. . .4- A 1B X( ) +. . .-4- B
rt
YW + 9,

6 etant une fonction determinee quelconque, on peut toujours supprimer 9 sans

diminuer la generalite de la solution. En efTet, si 1 on fait X = o, Y = o, on a z = 9,

et, par suite, 9 est une solution particuliere. Soient alors X, et Y
t
les valeurs de

X et de Y qui donnent pour z la solution particuliere 2 9. En remplacant X par

X X
t ,
\ par Y Y,, on fera disparaitre le terme en 9

;
et il restera simplement

z - AX -+-. . .-H Am X( &quot;) + BY + B,Y -J-...-+- B n Y(&quot;).

Cette expression a le meme degre de generalite que la precedente.



LES EQUATIONS A INVARIANTS EGAUX. l63

tement superieur; mais elle peut conduire aussi a une solution de

rang inferieur ( ).

Puisqu il est toujours possible d abaisser le rang d une unite, on

pourra, apres k i operations, passer de toute equation admettant

une solution generale de rang k a 1 equalion

qui est la seule dont la solution generale soil de rang i . Les ope
rations inverses permettront de passer de cette equation a toutes

celles dont 1 integration peut etre obtenue par la methode de

Laplace.

( ) On reconnait aisement que Ton peut aussi choisir la solution w de telle

maniere que le rang demeure le meme dans le passage de Fequation a celle qui
lui succede.
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CHAPITRE YIII.

LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES LES UNES PAR LES AUTRES.

Definition des expressions (m, n). Transformation que subit une telle expres
sion quand on applique la methode de Laplace. Une expression (m, n) est

definie, en general, a un facteur pros, par la condition de s annuler quand on y

remplace z par m -+- n solutions particulieres de 1 equation proposee. Dis

cussion des cas exceptionnels dans Icsquels cctte proposition se trouve en de-

faut. Determination de toutes les expressions (m, n) qui satisfont a une

equation lineaire du second ordre. La methode de Laplace est comprise
comme cas limite dans celles qui resultent de 1 emploi des expressions (m, n)
les plus generates. Recherche de la fonction la plus generale salisfaisanl a

une equation du second ordre et definie par la quadrature J ( P dx + Q dy )

oil P et Q sont des fonctions lineaires de z et de ses derivees. Application

au cas oil P et Q contiennent les derivees jusqu au premier ordre seulement.

Extension au cas de deux variables des proprietes des systemes adjoints.

L integration de 1 une [quelconque des deux equations, ponctuelle ou tangen-

tielle, relatives a un systeme conjugue trace sur une surface quelconque se ra-

mene a celle de 1 autre.

397. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d indiquer

quelques propositions generates qui permettent de rattacher a

toute equation lineaire du second ordre une serie d equations de

meme forme et de meme ordre, que 1 on saura integrer en meme

temps que celle dont elles derivent.

Etant donnee une integrale quelconque z de 1 equation aux de

rivees partielles
d z z dz

,
dz

(,\ !- a - ho-- 1- cz = o,
dx dy dx dy

cette equation permeltra, nous 1 avons deja remarque, de calculer

toutes les derivees de z prises a la fois par rapport a x et a y en

fonction des derivees prises par rapport a x ou par rapport a y
seulement.

On est ainsi conduit a des relations de la forme suivante :

m+n z dz d*Z d&amp;gt;Z dx d S
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Un calcul facile donne les valeurs de Pm et de Q H . Si Ton sup

pose m et n differents de zero, on trouve

PTO et Q,i ne sont pas nuls, en general, mais ils peuvent le devenir,

ainsi que quelques-uns des autres coefficients, dans certains cas

particuliers. C est ainsi que, lorsque a est egal a zero, les derivees

de : par rapport a jc disparaitront de la formule, si Ton a n^m,
et n y figureront que jusqu a 1 ordre m n, si m est superieur

a n.

Si Ton combine lineairement, en les multipliant par des fonc-

tions quelconques de x et de r, 1 integrale z et ses derivees suc-

cessives jusqu a un ordre determine, on pourra toujours, par

Implication de la formule precedente, ramener la fonction lineaire

de ; et de ses derivees ainsi obtenue a la forme

dans laquelle ne figurent que des derivees prises par rapport a

une seule des variables independantes. Nous designerons, pour

abreger, par la notation (/??,/*) une expression de ce genre ou,

plus exactement, pour comprendrele cas ou les coefficients PTO , Q
deviendraient nuls, une expression qui contiendra les derivees

de z par rapport a x au plus jusqu a 1 ordre m, et les derivees

de z par rapport a y au plus jusqu a 1 ordre n. Par exemple, la

derivee
-^ ^-

- est une expression (m, n). La derivee par rapport

a x d une expression (m, n) est une expression (m -hi, n) et la

derivee par rapport a y une expression (/?i,
n -+- 1).

On apercoit aisement les transformations que subit une expres

sion (m, /i) quand on applique la methode de Laplace. Imaginons,

par exemple, que Ton emploie la substitution par laquelle on

passe de (E) a (E,), celle qui est definie par les formules

dz dz\ . ,

(ai z&amp;gt;=--^a;, _+*,, = **,
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donnees an n 330. L cmploi de la premiere de ces formules

permet d eliminer les derivees de z par rapport a y et de les rem-

placer par les derivees de z
t
se rapporlant a la meme variable,

mais prises jusqu a 1 ordre n i seulement. La seconde formule

permet ensuite de remplacer z et ses derivees par rapport a x par

les derivees analogues de ,, mais prises jusqu a 1 ordre m + i .

Ainsi une expression (w, /i) relative a 1 equation (E) se transforme

en une expression (?n -f- 1
,
n

i)
formee avec la solution corres-

pondante de 1 equation (E, ) ; et, inversement, on demontrerait de

meme que toute expression (m + i, n i) relative a (E ( )
se

transforme en une expression (m, ;*),
relative a (E). On pent

done conclure que 1 expression (m, n) la plus generale formee

avec une solution de (E) admet pour transformee 1 expression

(m + i,/z i)
la plus generale relative a (E ( ) et, par suite,

1 expression (m+ i, n z)
la plus generale formee avec la solution

correspondante de [ equation d indice posilif (E,-),
au moins tant

que i sera infer! eur ou egal a n. Si 1 on suppose i n, on

obtiendra une expression de la forme

qui ne contiendra que les derivees prises par rapport a la seule

variable x. Si Ton continuait a appliquer la methode de Laplace,

on serait conduit a des expressions (m -h n -+-
A&quot;, o); elles seraient

de meme forme, mais ne seraient pas les plus generales de leur

definition. Nous supposerons done que Ton s arrete a(E rt ).

Si Ton emploie de meme la deuxieme substitution de Laplace,

on reconnaitra que 1 expression (m, n) la plus generale admet pour

transformee 1 expression (m y, /z+ y) relative a 1 equation (E_/),

qui sera aussi la plus generale tant que j sera inferieur a m-+- i.

En resume, i etant posilif ou negatif, 1 expression (m, n) la plus

generale formee avec une solution quelconque de (E) a pour

transformee 1 expression (m + /, n i)
la plus generale formee

avec la solution correspondante de (E/), tant que Ton attribue a

1 entier i les valeurs

m, m + i, ..., o, i, .... n.

398. Une expression (m, n) contient m + n + i coefficients,
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M, PI, QA, qui sont des fonclions arbitraires de x et de r. Elle

sera done delerminee aunfacteur pres, au moins en general, si on

1 assujettit a s annulcr lorsqu on y remplace z par//* -r- n solutions

particulieres
-1- -** ~m+n

de 1 equalion proposee. Si, pour abreger, on pose

(3) rn n = p,

son expression sous forme de determinant esl alors

(4)(m,n) =

II pent cependant arriver qu une expression (m, n) ne soil pas
determinee par les conditions que nous venons d enoncer : c est

ce qui aura lieu si les mineurs qui sont, dans 1 expression prece-
dente, les coefficients de z et de ses derivees sont tous egaux a

zero. On peut definir d une maniere precise ces cas exceplionnels
dans lesquels 1 expression precedente devient illusoire.

Designons par la notation (/w, n)/ le resultat de la substitution

de z-i a z dans une expression (m, n). Si Texpression doit s an-

.nuler, comme nous le supposons, pour les valeurs deja indiquees
de z-, on aura les equations de condition

(m, n)i=o, (m, n) = o. .... t m, n)p = o.

auxquelles devront satisfaire les coefficients inconnus de la fonc-

tion (m, /z).
La premiere ne sera pas verifiee d ?

eile-meme tant que
z t sera diflferent de zero; la seconde ne sera pas, en general, une

consequence de la premiere: mais, en poursuivant, on arrivera

necessairement, si le systeme precedent est indetermine, a une

equation qui sera la consequence de celles qui la precedent. Celte

equation, dont nous designerons le rang par h, s obtiendra neces-
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sairement parune combinaison lineaire des equations precedentes.
On aura done 1 identite

(5) ^i(m, w)i~f- X 2 (m, 7i) 2 -+-. . .-f- X/t (/n, n)h = o,

applicable a loute fonction (m, n). D apres la maniere meme dont

on 1 oblient, il est evident qu7/ riy aura aucune autre relation

lineaire de meme forme entre les quantites (m, /i) ( , ...,

(m, n} h -

Cela pose, appliquons la transformation de Laplace, en passant
de (E) a 1 equation (E rt ).

L identite (5) se transformera dans la

suivante

(6) X
t (m -+ n, O)!-H X 2 (m -+- n, o).2 -i-. . . + A/t(m -4- n, o)/t

= o,

qui se rapporte a la nouvelle equation, mais qui ne contient plus

que les de&quot;rivees de 1 integrale par rapport a la seule variable x.

Si 1 on substitue successivement a (mH-w, o) les fonctions z,
dz d&quot;

l+ lz

fa. dx&quot;^
en nom *;)re necessairement superieur a h, on oblient

un systeme qui se presente dans la theorie des equations lineaires

a une seule variable independante; et Ton reconnait immediate-

men t que les rapports mutuels des quantites )H ,
\2 , ..., XA doivent

etre constants lorsque x varie, c cst-a-dire ne peuvent dependre

que de la variable y. En passant de meme de (E) a (E_WJ )
et en

repetant le raisonnement precedent, on reconnaitra de meme que
les rapports mutuels de )M ,

X 2 , ..., X^ne peuvent dependre dej . Ces

rapports sont done constants; et, par suite, les solutions z^
z Z i , Zh ne sont pas lineairement independantes. Ainsi :

Dans le cas oil La suite de Laplace relative a 1 equation

proposee (E) s etend au moins depuis 1 equation (E_w ) jusqu d

1 equation (E/z ), une expression (m, /i)
est toujours definie d

un facteur pres par la condition de s annuler lorsqiCon y
remplace z par m -f- n solutions particulieres de Vequation,
pourvu que ces solutions soient lineairement independantes (* ).

( ) On peut aussi discuter tres simplement le cas oil la suite de Laplace se

termine enlre (E_m ) et (En ). Supposons d abord qu elle se termine d un seul

c6te, a 1 equation (E ; ) par exemple, i etant positif et inferieur a n. On recon

naitra, comme on 1 a fait dans le texte, que les rapports mutuels de \, \, . . ., ^,,
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399. Apres cette discussion, revenons au cas general et sup-

posons que les solutions

aient ete choisies de telle maniere qu une expression (m, n) soil

definie, a un facteur pres, par la condition de s annuler quand on

ne peuvent dependre de y et sont, par consequent, des fonctions de la seule va

riable x. Si Ton applique maintenant la relation (5) a 1 equation (E 4 ),
elle prend

la forme

(a)

L integrale generate de (EJ a ete donnee au n 333; elle esl de la forme

a et etant des fonctions determiners de x et de y. Comme n i est au moins

egal a i, on peut prendre d abord, pour 1 expression (m-r-i, n i) qui figure

dans 1 identite precedente, la fonction

-(--
&amp;lt;&amp;gt;y\

r

t
On aura alors

y,&amp;gt; ?, )&amp;gt; * designant les valeurs que prend la fonction arbitraire Y pour les

solutions particulieres ~,, z
t
, ..., zh . On peut supposer que les coefficients \,

\, ..., \ soient lineairement independants. S il en etait autrement, on les ex-

primerait tous en fonction d un certain nombre d entre eux; et 1 identite (5) se

transformerait en une identite analogue oil h serait remplace par un nombre plus

petit h et .les solutions z,, z,, . .., zh par des combinaisons lineaires de ces so

lutions.

Supposons done
&amp;gt;.,,

A
Jf ..., \ lineairement independants: 1 identite (b) nous

donne alors

car, s il en etait autrement, il suffirait d attribuer a y une valeur particuliere

quelconque pour obtenir une relation lineaire entre X
t , ..., ^&amp;gt;

fc
.

Soient maintenant x
t , a:,, ..., xh les valeurs que prend la fonction arbi

traire X pour les diverses solutions particulieres. En substituant dans 1 ega-

lite (a) les diverses fonctions

(A- = o, i, 2. . .., m-4-i&quot;),

ctx*
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y remplace z par 1 une quelconque de ces solutions. Soil

r,
dz dm z _ dz . d&quot;z

(7) e = A* + B
1 -+...+ B

/B5
-
M +C 1 ^+...-C

B ,F
le resullat obtenu. Nous allons, en repetant le raisonnement clu

n 340, montrer que 8 satisfait a une equation lineaire du second

ordre. Si 1 on differentie, en effet, la formule precedente succes-

sivement par rapport a x et par rapport a y, on obtient des ex

pressions des derivees premieres qui sont de la forme

(8)
&quot;-

= C n -T- - -f- (m. n).
dy oy

n+i

on obtient des relations de la forme

(d) \ a?&amp;lt;

* 4- \a?l* -K . .+ \x (^ = o.

Si les fonctions
a;,, a;,, ..., #,, ne sont pas lineairement independantes, il en

est de meme, evidemment, des solutions z
lt
z

2 ,
. . . , zh de 1 equation primitive (E ).

Si les fonctions x
t
, ..., xh sont lineairement independantes, les equations prece-

dentes, qui determinenl, par hypothese, les rapports mutuels de\,\, . ..,\
donnent, comme on sail, des valeurs constantes pour ces rapports tant que Ton
n a pas

h
^&amp;gt;

in -i- i + i .

Ainsi, dans le cas oil la suite de Laplace se termine enlre (E_m ) et (E n ),

et d un seul cote, par exemple d Vequation (
E

(.),
I expression (m, n) ne cessera

d etre determinee par les conditions enoncees que si les solutions z
t , z^ . . .

,
zh ,

ne sont pas lineairement independantes, ou s il y a plus de m +i + i solu

tions zh se deduisant de cette par-lie de la solution generale qui est de la

forme
AX-+-A,X -f-...-t- A..XCO,

par I attribution de valeurs particulieres quelconques d la fonction arbi-

traire X.

Dans le cas ou la suite de Laplace sc termine dans les deux sens entre (E_m )

et (E n ), il est inutile de recommencer la discussion. Car alors soient
(E_.)&amp;gt; (E f )

les equations auxquelles se termine la suite. Si Ton designe par X et Y les fonc

tions arbitraires qui entrent dans 1 integrale generale, par (x^ ya ) les couples

pour lesquels s annule cette integrale et par (xk , yk ) le systeme des valeurs

particulieres qu il faut attribuer a X et a Y pour obtenir la solution z
k ,

une ex

pression (m, n) contiendra les derivees de X jusqu a 1 ordre i+ m, celles de Y
jusqu a 1 ordre 7 + 71. Les conditions pour lesquelles nous 1 avons definie 1 assu-

jettissent simplement a s annuler quand on y remplace le couple (X, Y) par les

couples (xa ,ya } et (xk , yk ), au nombre total de

m -+- n -i- i + j -+- 1 .

L etude detaillee de I expression obtenue ct des cas dans lesquels elle s annule

a ete donnee au n 08 341 et 342.
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Un calcul facile donne ensuite ( )

En combinant ces trois formulas, on sera conduit a une expres

sion de la forme

&amp;lt;HogB,,,

Or, si Ton remplace z par Tune quelconque des solutions r/. la

fonction 6 s annule ainsi que toutes ses derivees. Le second

membre de 1 equation precedenle s annulera done quand on y

remplacera z par z f : et, comme une expression (wi, n) est definie

a un facteur pres, d apres 1 hypothese, par ces conditions, ce

second membre sera necessairement proportionnel
a 0. Si 1 on

designe par le facteur de proportionnalite,
on voit que Ton

aura

satisfera done bien, comme nousl avons annonce, a une equation

lineaire du second ordre, dont elle sera evidemment 1 integrale

generale.

Imaginons, par exemple, que Ton parte de Tequalion

dx dj

On aura alors

etle determinant (4) se reduira au suivant

X-Y X ... X&quot;&quot; Y ... Y

K

- () v y1

\
xp~*~yr xp P Ji &quot; J p

( ) Ces formulas doivent subir des modifications que le lecteur trouvera aise-

ment lorsqu un des nombres m ou n est egal a zero.
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Par ( addition d une colonne, on pent le transformer ainsi

I X Y X X ( w) Y Y (

K y\ vy\

on retrouve, avec une tres legere difference de notation, les ex

pressions que nous avons etudiees au Chapitre II et qui sont les

integrates generates des equations pour lesquelles la suite de La

place se compose d un nombre limite d equations; elles derivent

toutes, comme on voit, de 1 equation elementaire

d*z

par une simple application de la proposition generale que nous

venons d etablir relativement a une equation lineaire quelconque.

iOO. Cette proposition generale definit certains cas dans les-

quels une expression (m, n] satisfait a une equation aux derivees

partielles du second ordre; nous allons nous proposer maintenant

de determiner toutes les fonctions (m, n) jouissant de la meme

propriete.

Soil

(12) 1 dx

dm z
dxm C,

dz

dy

dz
&quot; n

une expression (m, 71} que nous supposerons d abord tout a fait

quelconque. Si Ton calcule les derivees de jusqu a uii ordre

quelconque /?, on obtiendra en tout ^^ 0(p-i- 2 )

4quat ions . On

pent eliminer, au moyen de 1 equation aux derivees partielles,
toutes les derivees prises a la fois par rapport a x et a y, il res-

tera done seulement, dans les expressions des derivees de 0,

m 4- n -f-
2/&amp;gt;

derivees de ^, soit, en comprenant ^,

m -4- n -+- ip -+- 1

quantites. Ce nombre fmit toujours par etre inferieur a celui des
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derivees de 9; Telirainalion de z et de ses derivees conduira done

a une ou plusieurs relations entre 9 et ses derivees, c est-a-dire a

une ou plusieurs equations aux derivees partielles pour 9, qui

seront, en general, d ordre superieur au second.

Si TOD connait une fonction f) satisfaisant a toutes ces equations,
on pourra determiner : et ses derivees en fonction de

fit,
sans

aucune integration.

Ces conclusions ne s appliquent evidemment qu a I hypothese la

plus generate ; elles sont completement modifiees, nous allons le

voir, si 9 satisfait a une equation aux derivees partielles du second

ordre. II faut alors retrancher des -^ -
equations qui

pourraient, lorsque 9 est connu, determiner z- et ses m -\- n -+-
a/&amp;gt;

derivees, toutes celles que Ton obtient en prenant 1 equalion du

second ordre a laquelle satisfait fi et lui adjoignant toutes ses de-

rivees jusqu a
i&quot;ordre/&amp;gt; 2, ce qui donne en tout

P T

equations. II restera done seulement

/&amp;gt; 1)(/&amp;gt; a)
2/J
-

I

relations qui ne peuvent determiner r et ses m n -f-
2/&amp;gt;

de

rivees. II y aura toujours m n de ces fonctions qui demeureront

arbitraires. Des que Ton aura ecrit les trois equations qui ex-

prituent ,,&amp;gt; i\ sera inutile de continuer les derivations; elles

introduiraient autant de derivees nouvelles de z a determiner que
de nouvelles relations.

Les equations qui donnent 9, &amp;gt;

-- constituent done ce que

M. Mayer a appele un systeme complet, c est-a-dire un sysleme

dans lequel toutes les conditions d integrabilite sont satisfaites.

Si Ton prend comme inconnues auxiliaires les fonctions suivantes

i
- J Urn

dx Ox - Ox &quot;

1 1
^ .4 ..*

*
* ^ ~.H ^
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que 1 on ajoutera a z, ce qui donnera m + /i+i fonclions in-

connues, 1 equation qui donne 9 fournira une relation entre ces

inconnues; on aura

dz du\ du/,,1

dz
- = Pi,

- = V-2 ,
.... --

:

-: = V,,.

dy dy Oy

Les autres derivees des fonclions M, ..., um-\\ v,
&amp;gt;

v,i_\

seront definies par 1 equation aux derivees partielles a laquelle

satisfait z. L equation qui donne - et qui contient en general

d&amp;gt;

+1 Z j. dum 11 ^ J
&amp;gt;&amp;gt;deterniinera , celle qui exprime determmera de raeme

dxM+ l dx dy

-r-^-: enfin les deux autres derivees de um et de va s obtieiidront
dy
au moyen de 1 equalion aux derivees partielles.

Nous avons bien, on le voit, un sjsteme complet, de la nature

de ceux que M. Mayer a etudies
( ).

Les fonctions inconnues sont

au nombre de tn-t-n-^-i; mais, comme elles sont liees par

1 equation qui donne 9, 1 integrale generale contiendra seulement

in-i-ji constantes arbitraires. Par suite de la forme lineaire des

equations, la valeur generale de z sera de la forme

z = Z

,, . .
.-,

am+,i designant des constantes arbilraires que Von devra

pouvoir determiner de telle tnaniere que z et ses m + n pre
mieres derivees prennent lesvaleurs les plus generates satisfai-

sant a 1 equation qui donne 9. Si 1 on porte la valeur precedente

de z dans 1 expression (12) de 9, le coefficient de ai devra etre

mil; et, par suite, 9 s annulera lorsqu on y remplacera z par z;.

Comme on a m -+- n quantites 5/, 9 sera determinee a un facteur

pres par cette condition
;

9 rentre done dans la categoric des

fonctions que nous venons d etudier.

On pourrait objecter que les solutions zi peuvent rendre illu-

soire la forme (4) de 9; mais on verra aisement que ce fait excep-

( ) MAYER (A.), Ueber unbeschrankl integrable Systeme von linearen to-

talen Differentialgleichungen und die simultane Integration linearer partieller

Differentialgleichungen (Mathematische Annalen, t. V, p. 448; 1872).
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tionnel ne se presente pas ici; car les determinants qui sonl, dans

cette formule (4), les coefficients de
&amp;gt; -r-^ ne sont jamais

mils. Ce sont ceux que I on obtient lorsqu on veut determiner les

constantes ,, de telle maniere que z el ses derivees, moins la der-

niere prise par rapport a x ou par rapport a y, prennent des

valeurs donnees a 1 avance; et nous avons indique que, d apres les

proprietes de la solution generale, ces determinants ne peuvent
etre mils. Mais on peut adresser an raisonnement precedent une

autre objection plus serieuse que nous allons examiner.

Nous avons admis que les deux equations par lesquelles on
dO &amp;lt;?0

exprime --&amp;gt; -peuvent etre resolues respeclivement par rapport

, dm+*z d&quot;+
l z ^ ,

.
,. er L ^a - -i -

r - Cela a touiours lieu, en etlet, si les nombres m et
dxmJrl

cly&quot;^

1

n sont superieurs a zero; mais, dans le cas exceptionnel ou 1 un

de ces entiers se reduit a zero, la proposition peut etre en defaut.

Supposons, par exemple, que 9 ne contienne pas les derivees

de z par rapport a x; et donnons-lui, pour la commodite du rai

sonnement, la forme suivante

^ -^az
}dy

,

d (dz
-T-Bj (

- az )... B -
dy \dy

-i
fds~
\dy

qui est tout aussi generale que si on 1 avait ordonnee simplenient

par rapport aux derivees de z. Si Ton forme la derivee de Q par

rapport a jc, on aura, en general,

da\
Tx)

Z ~

et, par suite, 1 expression de sera de la forme

A avant la meme valeur que precedemment. Si A n est pas nul,

cette equation donnera
-^&amp;gt;

et I on pourra appliquer sans modifi

cation le raisonnement general. II reste done seulement a examiner
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le cas ou 1 on a

A = o;

mais alors substituons a 1 equation proposee (E) sa transformed

(E,) par la methode de Laplace; c est-a-dire posons

dz
-i- az = z .

Oy

L expression de 9 prendra la forme nouvelle

6 = B i z -\- B i -+- . . . -+-B n * ^-

dy dy
1- 1

qui contient une derivee de moins. En recommencant sur cette

nouvelle expression de les raisonnements precedents, on recon-

naitra que cette fonction doit s annuler lorsqu on y remplacera z

par n i integrates particulieres de (E,); ou bien on sera encore

conduit a appliquer la transformation de Laplace et a passer a

1 equation (E 2 ). On peut done enoncer la proposition suivante :

Si la fonction

dz d n z

satisfait a une equation du second ordre, elle s annulera lors

qu on y remplacera z par n integrales particulieres de Vequa
tion lineaire proposee, et elle sera definie a un facteur pres

par ces conditions ; ou bien elle pourra etre ramenee, par rap-

plication successive des substitutions de Laplace, a une ex

pression de la forme

definie par les memes proprietes relativement a 1 equation (E,-).

Si 1 on suppose i= n, on retrouve la substitution de Laplace.

En resume, le theoreme du n 399, combine, dans certains cas

exceptionnels ou 1 un des nombres m et n doit etre nul, avec

1 application de la methode de Laplace, donne toules les fonctions

(m, n) satisfaisant a une equation lineaire du second ordre.
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Supposons, par exemple, que Ton prenne

l-A-g+B*.
Oy

ou, plus simplemenl,

(6) 0=^-).c:
dy

en vertu de la proposition precedente, 9 ne pourra satisfaire a
une equation du second ordre que si Ton a

&quot;7) /. = a,

ce qui donne la premiere substitution de Laplace, ou si Ton a

(18)

;, designant une integrate particuliere de 1 equation proposee. Ce
resultat avail ete deja obtenu et etudie par M. Lucien Levy ( ) dans
un mleressant Memoire sur lequel nous aurons 1 occasion de re-
venir.

401. Au milieu de toutes les transformations precedentes, celle
de Laplace apparail done, on serait tente de le penser, comme
une sorte de transformation singuliere echappanl a la loi generale
qui donne toutes les autres. Nous aliens montrer qu une telle vue
serait inexacte : la transformation de Laplace est comprise,
comme cas limite, dans celles que nous venons de definir.
Pour donner plus de precision au raisonnement, bornons-nous

aux expressions de la forme (16). II faudra, semble-t-il, pour que
la substitution de Laplace soil comprise dans les transformations

generates, que Ton puisse obtenir une solution particuliere de
1 equation aux derivees partielles satisfaisant a la relation

Or il suffit de substituer dans 1 equation aux derivees partielles

( ) LEVY (LuciEX). Sur quelques equations lineaires am; derivees partielles
(Journal del Ecole Polytechnique, LVI- Cahier, p. 63; 1886).

D. II.
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la valeur precedente de -r : on trouvera
dy

z h = o.

Comme z ne pent elre mil, il faudra que 1 invariant 1i le soit;

c est la un cas exceptionnel que nous pouvons ecarter.

11 n v a done pas, en general, de solution particuliere de 1 equa
tion proposee pour laquelle on ait

i
dJ_

z dy

mais nous allons montrer qu i/ exisle line infinite de solutions

pour lesquellcs le premier meinbre est aussi voisin qu on le

vent de a.

Posons, en effet,

i dz
(20)

- -
\

- = M--
* dy

L inconnue
[Ji, que nous substituons ainsi a 3, satisfait a une

equation non lineaire du second ordre. Si 1 on porte, en effet,

dans 1 equation a laquelle satisfait 3, la valeur de -- deduite de

1 equation precedente, on a

d
,

dz
(&amp;lt;z-{- u.)z -f- a- h (c ab b\i.)z = o,

dx dx

on, en developpant,

dlogz dlog[i. h

dx dx
|J.

On aura done

(21)

et il suffira d ecrire la condition d integrabilite pour obtenir 1 equa

tion a laquelle doit salisfaire ix. On trouve ainsi

d&quot;- a diJi. d\i , ,
,

. dh dp. dpC -L -+- ( k h ) JL
2 -H -r w h -1--

[A
2

-f- o
;{

.
- ---- - --

1 dx dy dx dy dy
{

dy dx

a chaque solution, differetile de zero, de celte equation corres-
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pondra une valeur de z definie, a un facteur constant pres, par la

formule (21).

L equation(22) admet evidemment la solution u= o, a laquellc
ne correspond aucune valeur de z\ mais cette solution n est pas
isolee ;\\y a des valeurs infiniuient petites de a qui sont exprimees
d une mauiere approchee par la formule

a -AX,

X designant une fonction arbitraire, mais infiniment petite, de x.

II y aura done des integrates de 1 equation aux derivees partielles

proposee pour lesquelles
- -- sera infiniment voisin de a.

On pourrait encore le reconnaitre en etudiant les differentes

equations particulieres dont nous avons donne Fintegrale generale.
Nous avons vu, par exemple, au n 352, que Tequation E(o, ^ )

admet pour integrate generale

Z(o,? )
= Y C\(x })-? dx.

Faisons 1 = i et remplacons X par X&quot;, nous aurons

Z(o, i) = Y 4- \ (x y)-\.

La valeur de u. sera

Y X
x v Y -r- X (a? y) X

II n y a aucune solution pour laquelle u. soil nul
; mais, si Ton

annule la fonction Y, il reste

X
1 y ^

il suffira de choisir la fonction arbilraire X de telle maniere que ^
soil tres grand, et Ton aura des valeurs de u. tres voisines de zero.

402. La proposition generale que nous avons etudiee depuis le

commencement de ce Chapitre nous a permis de rattaeher a toute

equation lineaire une serie d equations semblables dont Tinte-

grale se forme avec 1 integrale generaie de la proposee et avec ses
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derivees prises jusqu a un ordre determine. Nous aliens indiquer
maintenant une autre proposition qui conduit au meme resultat,

mais par des moyens tout a fait differents, puisqu elle repose
essentiellement sur 1 emploi de certaines quadratures. Designons

par P et Q deux fonctions lineaires de z et de ses derivees prises

jusqu a un ordre quelconque, et proposons-nous de determiner P
et Q de telle maniere que

soil une differentielle exacte c?9, et que son integrate 9 satisfasse

a une equation lineaire du second ordre.

Ecrivons d abord la condition d integrabilite. Si, pour abreger,

on designe par $(z) le premier membre de 1 equation a laquelle

satisfait 5, il faudra evidemmcnt que 1 on ait une identite de la

forme

^Q dP
i J w ^ n^ rv^

2 ^- --T-= A ^-t
- B 3- + C T- + D 3-^+---dx dy ox oy dx z

A, B, C, D, ... etant des fonctions quelconques de x et de y. On

peut, au moyen des integrations par parties, donner au second

membre la forme suivante :

Par suite, si 1 on ecrit

P-C,?-...,

au lieu de P et de Q, ce qui change seulement la forme de P et

de Q sans changer leur valeur, on aura 1 identite plus simple

dQ dP
(23)

- --p =
JA#.dx ( }y

Si
[Ji

etait nul, il faudrait evidemment que 1 on eut
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v etant une fonction lineaire de z et de ses derivees. On anrait

et Ton retrouverait les expressions que nous avons etudiees au

commencement de ce Chapitre. Si
JJL
n est pas nul, il resulte des

propositions rappelees au n 357 que JJL
sera necessairement une

solution particuliere de 1 equalion adjointe. On aura alors

et 1 identite a verifier se ramenera a la suivante :

d f dz d { d-j. , \
T- I Q .

u
:;
-- aa -

)
=

I PX^---OUX ).dx \
^

dy ] dy \ Ox }

Si done v designe une fonction lineaire de z et de ses derivees

jusqu a un ordre quelconque, on aura necessairement

^ n l d* \ dv
f Q = .

u
( T~ -*- az

)
-+- 3~

\*y I dy
et, si 1 on pose

on pourra ecrire

(26) 0= C(Vdx-T-Qdy) = y-*-v.

11 faut maintenant determiner
[A

et v de telle maniere que soit

Tintegrale d une equation du second ordre.

Nous allons montrer d abord que y satisfait, pour chaque valeur

de
JJL,

a une telle equation. On a, en efTet

, ^ dy /^,u i \ dy fdz

En tirant de la premiere equation la valeur de z et la portant
dans la seconde, on trouve

(28)
v-

vj
dx
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et cette relation conslitue bien une equation lineaire du second

ordre a laquelle satisfait la valeur generale de a-.

Revenons maintenant a 1 expression de 8. Comme les equations

(27) permettent d exprimer z et ses derivees en fonction lineaire

des derivees de u, on voit que 9 pourra etre exprimee en fonction

lineaire des derivees de cr. II suffira done d appliquer les proposi
tions des n os 399 et 400 pour obtenir toutes les fonctions 8 satis-

faisant a une equation lineaire du second ordre.

Les deux propositions que nous venons d etudier permettent,
on le voit, de rattacher a toute equation lineaire (E) deux series

differentes d equations qui s integreront en meme temps qu elle.

Si 1 equation primitive (E) s integre par la metliode de Laplace,
c est-a-dire si elle admet des solutions de la forme

la meme propriete subsistera pour toutes les equations qui en

derivent. Ce resultat est evident pour celles que nous avons

obtenues au n 399
; et, pour celles que nous venons de definir, il

est une simple consequence de la proposition demontree au n 393.

Ainsi, lorsque 1 equation primitive (E) est integrable par la

metliode de La-place, il en est de meme de toutes les equations

qui en derivent par Uapplication des deux propositions pre-
cedentes.

Comme application, proposons-nous de determiner toutes les

fonctions 8 pour lesquelles P et Q contiennent les derivees de z

jusqu au premier ordre seulement. II faudra evidemment que v

soit egal a
p,s, p

etant une fonction quelconque de x et dey; et,

par consequent, on aura

i&quot; \ o o da
( 29 ) 8==^^ =

&amp;lt;r + f __.

Pour que cette fonction soit 1 integrale d une equation du second

ordre, il faudra, ou bien que la valeur de 8 soit celle que 1 on

deduit de o- par 1 application de la deuxieme substitution de La

place a 1 equation (28) et, dansce cas, il faudra prendre p
=

JJL ;

ou bien que le second membre s annule pour une solution parti-

culiere o- de 1 equation en a.
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Dans le premier cas, on a

(3o) 6 =

et la valeur de 6 est, au signe pres, celle que Ton deduirait de

par 1 echange des variables x et r.

Dans le second cas, on devra avoir

(3&amp;gt;) ?
=

(
-T- b

\*
)-^-&amp;gt;\ /

da:

ou, si Ton designe par z la valeur de : correspondante a 7
,

(32) . =-? v== ~^
On a ainsi

en reduisant, on trouve

La valeur de &amp;lt;i est d ailleurs

;

(35) 6 = ,-

Nous indiquerons plus loin, au Chapitre X, Interpretation

geometrique de ces resultats.

403. Nous pouvons maintenant trailer d ?une maniere simple

une question que nous avons laissee de cote dans les developpe-

ments qui precedent. Etant donnee Texpression

=
( m. n

qui satisfait a une equation lineaire du second ordre, proposons-

nous de determiner les valeurs de z qui correspondent a une so

lution donnee 0. Nous aliens voir que Ton peut resoudre cette

question par de simples quadratures lorsqu on connait les valeurs
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particulieres de z qui annulent 1 expression de 9. Mais, au lieu de

trailer la question directemenl, nous allons employer la methode

suivante, qui mettra mieux en evidence ce qu il y a de reellement

interessanl dans la solution.

Designons par

des solutions particulieres de 1 equation

(36)
d*z dz , dz

\- a- 1- b hcz = o;
ox ay ox oy

soil encore

(3y) m -+- n p,

et determinons des quantites )M , A 2 , . . .

,
~kp par les equations

OX {jOO

(38)

Si 1 on conserve les notations du n 397, les equations pre-
cedentes peuvent etre ecrites d une maniere abregee comme
il suit :

(39 ) (m t
,
n jn p = o,

cette unique equation devant etre verifiee pour toute expression

(m i, n
i) et (m i, n

i)/ designant encore le resultat

de la substitution de z-i a z dans cette expression. Les equations

(38) ou 1 equation (3g) determinent, en general, les rapports
mutuels de 1

( ,
X 2 , ..., \p . Nous laisserons de cote le cas



LA RESOLUTION DBS EQUATIONS LINE A I RES, ETC. l85

exceplionnel ou ces equations formeraient un systeme inde-

termLne
( ).

Xous aliens monlrer que toutes les quantites /./ ainsi determi-

nees satisfont, elles aussi, a une equation aux derivees partielles

du second ordre. Pour plus de nettete, nous supposerons m et n

au moins egaux a i; s il en etait autrement, il suffirait de passer a

1 une des equations voisines, dans la suite de Laplace relative a

1 equation proposee.
Uue expression (m 2, n i) etant un cas particulier d une

expression (m i . n i),
on deduit de la formule (3g) que 1 on

aura

(m 2, n i)j AI -;-. . . (m 2, n i
)/_,/-/,

= o.

pour loute expression (m 2, n M. Diflerentions cette equa
tion par rapport a x, nous aurons

V1 - d , V^ d\f
7 A,- t m 2. n -it,- &amp;gt; (ni 2, n i )/

= o.^^ - ./ ^^A OOC

Commela derivee par rapport a x d une expression (m 2, n n
est une expression (m i, n i), le premier terme de la sorume

precedente sera nul, et il restera

&amp;lt;=p

(4&amp;lt;&amp;gt;) ^(m i.n i} i

(~=o.

On aurait de meme

V / X ^1
(40 X (m i, n 2),-

- =o.

En traitant de la meme maniere 1 equation

2, n a/~ =o,

qui est un cas particulier de la formule (4o), et en la differentiant

(*) Ce cas ne peut se presenter, si les solutions z
i
sont lineairement indepen-

dantes, tant que la suite de Laplace s etendra entre les equations (E_m+1 ), (_,).
On s en assure aisement en repetant les raisonnements du n 397.
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par rapport ajK, on trouvera de meme

(43)

iO~-.*-)j^-
II resulte des formules (4o) a (43) que, si 1 on pose

on aura

(45)

pour toute expression (m 2, n 2). Cette equation tiendra done

lieu de m -}- n -3 equations distinctes que 1 on obtiendrait en y

remplacant successivement (m a, n 2) par

II y a p ou in -f- /z quantites (^f)j niais on peut disposer des

fonetions a, (3, y de maniere a annuler trois quelconques d entre

elles. Les autres, au nombre de p 3, seront bees par un nombre

egal de relations homogenes; elles seront done aussi egales a

zero
( ). Ainsi, les fonetions X dont les rapports sont definis par

les equations (38) sadsfont toutes a une equation aux derivees

partielles, entierement semblable a celle dont les fonetions zi sont

des solutions particulieres.

Nous avons deja etudie [I, p. 119] un cas particulier de cette

proposition generale. Nous avons vn que, si les coordonnees homo-

genes x, y, z, t d un point variable d une surface donnee satisfont

a une equation de la forme

d&amp;gt;-0 dO dO
(46) , , +a +- b- Hc6=o,

dp dpj dp dpj

il en est de meme des coordonnees tangentielles , v, w, p. Or

( *) Pour que cette conclusion cessat d etre etablie, il faudrait que les determi

nants des differents systemes que Ton obtient en annulant trois quelconques des

quantites (/(\) choisies arbitrairement fussent tous nuls. S il en etait ainsi, les

equations (38) ne determineraient plus, contrairement a 1 hypothese, les rapports

mutuels des quantites \.
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ces coordonnees sont liees aux premieres par les relations

ux -^ vy w z pt = o,

\ dx dv dz dt

(47)

dt

0? *
/ dar dv
i M r -^- -i- iv

C est, aux notations pres, pour le cas particulier ou m et n sont

egaux a 2, le svsteme (38) que nous venons d etudier.

Signalons egalement 1 analogie de ce svsteme (38) avec celui

que nous avons considere au n 370 et qui ctablit, dans le cas

d une variable independante, les relations entre deux groupes de

fonctions adjointes. Cette analogic peut encore se poursuivre; et

Ton etablira aisement des equations analogues au svsteme (i j) de

la page io3. On peut les ecrire ainsi, sous forme abregee,

(48)

(m i h, n i A
)
se rapportant a Fequation qui admet les

solutions particulieres z,- et le svmbole (/i, Ar) a I equation a laquelle

satisfont les A/. Mais nous laisserons de cote toutes ces relations

pour nous attacher surtout au point essentiel et montrer que I in

tegration de chacune des equations en z ou en \

$(Z) = 0, (j(A) = O

peut seramener a. celle de Vautre, ou, plus exactement, a celle

de Cadjointe a Vautre equation.

40-i. Ecrivons en effet Tadjointe de Q{

d*L d J. d JL

et soil
|A

son integrate generale. D apres la proposition du n -402,

[ expression

(-)*-&amp;gt;($-)*
sera une differentielle exacte. Introduisons la fonction suivante :
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la valeur de Z satisfera, nous aliens le montrer, a Fequation

(5i) 3(z) = o,

dont elle seral integrale generate.

Posons, pour abreger,

Comme on a

( 53) a&amp;gt;V$4

les relations auxquelles satisfont les lh nous donneront immedia
tement les suivantes :

(54)
dvii

^ / N
^ 2

&amp;lt;*A

&amp;gt; (/n a, n i)A -
^- = o.

^&quot; oa? ov

On aura, en particulier,

(55)

D apres cela, si Ton differentie la valeur de Z,

on aura, en tenant compte des relations precedentes,

(57)

dzh dZ
fi \ ?

vx dv

dx dy **a dx dy

et, par suite,



LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 189

La proposition que nous avions en vue est ainsi etablie. Propo-
sons-nous maintenant de reconnaitre comment on determinera la

valeur de
;a. correspondante a chaque valeur de Z.

Si, tenant conipte des formules (38), on differentie successive-

ment Inequation qui donne Z, on obtiendra une serie de formules

comprises dans le type suivant

h= P

(58) (m i. n i)z
= Mm i, n

ou Ton peut employer la fonction (m i
,
n i

)
la plus generate,

et qui tient lieu par consequent de m -f- n i equations dis-

tinctes. Considerons deux de ces equations et d abord la suivante :

Si on la differentie par rapport a x, on trouvera

ox&quot;
1

~
l

ox&quot;
1 * dx n~ l

Prenons ensuite Tequation

et differentions-la par rapport ay, nous trouverons

,

dy&quot;
*

dy&quot;-
** Oy dy&quot;~^

Si Ton joint les deux equations (5g) et (60) aux m -+- n i

equations (58), on forme un systeme qui peut etre resolu par

rapport aux p 4- i inconnues ?k el p ,
et qui donne, en particulier,

pour a une fonction lineaire de Z et de ses derivees, prises jus-

qu aux ordres m et n respectivement par rapport a x et par rap

port ay, c est-a-dire une expression de la forme

(61) ;JL
= (m, n}z.

D ailleurs, le systeme des equations considerees ne change pas

lorsqu on remplace Z par Z Cz/i a la condition de remplacer ^
par y/t 4- C; cela resulte de ce que les ?h sont des integrales aux-



I (JO LIVRE IV. CHAP. VIII.

quelles on peut toujours ajouter une constante. La valeur de
y.
ne

changera done pas si Ton y remplace Z par Z -f- Cz^; par suite,

elle devra s annuler quand on y remplacera Z par z/i.

Ainsi la valeur de
|j.

est cette expression (m, /z) qui est definie

par Ja condition de s annuler quand on y remplace Z par 1 une

quelconque des solutions particulieres

La proposition que nous xenons d etudier peut done etre con-

sideree comme le complement et 1 inversion de celle que nous

avons donnee au n 400.

405. INous indiquerons 1 application suivante. Soil (E) 1 equa-
tion a laquelle satisfont les coordonnees x, y, z, t d un point
d une surface, considerees comme fonctions de o et

p (
. Soit (E )

son adjointe, et designons de meme par (G), (G )
les equations

analogues relatives aux coordonnees langentielles. Si U designe la

solution la plus generale de (G), 1 integrale generate de (E ) sera

1 expression (2, 2) definie par la condition de s annuler pour
U =

, v, w, /?, c est-a-dire

et, reciproquement, 1 integrale U s exprimera au moyen de 1 inte-

grale generale de (E ) par une equation de la forme

U = u
&amp;lt;T!

-+- v &amp;lt;r2 -+-

ou 0-4, TO, 0-3, T 4 designent quatre integrales semblables a celle qui

est definie par la formule (02). II y aura des relations analogues

entre(G )
et (E).

Si done, conformement aux remarques presentees a la fin du
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Chapitre IV, on regarde 1 integration d une equation et celle de

son adjointe comme deux problemes equivalents, on voit que les

deux equations auxquelles satisfont, soit les coordonnees tan-

gentielles, soit les coordonnees ponctuelles, s integreront en

meme temps, et que, si I une des equations s integre par la me-

thode de Laplace, il en sera de meme de Cautrc.



LIVRE IV. CHAP. IX.

CHAPITRE IX.

LES EQUATIONS HARMONIQUES. APPLICATIONS ANALYTIQUES DES

PROPOSITIONS DEVELOPPEES DAWS LES DEUX CHAPITHES PRECE

DENTS. .

Definition dcs equations et des solutions harmoniques. Groupes de quatre so

lutions liees par une equation quadratique. Application du theoreme de

M. Moutard au cas oil Ton emploie une solution particuliere harmonique.
Theoreme relatif aux equations lineaires de la forme

D une telle equation, lorsqu on sail 1 integrer pour toutes les valeurs de h,

on peut deduire une infinite d autres equations de meme forme que Ton saura

integrer pour toutes les valeurs de h. Caractere distinctif de toutes les equa
tions lineaires qui derivent ainsi d une meme equation. Etude d une trans

formation particuliere qui permet de passer d une equation harmonique a

d autres equations harmoniques. Forrnule generale permettant de rattacher a

toute solution non harmonique d une equation harmonique une infinite de so

lutions particulieres nouvelles. Reconnaitre si une equation a invariants

egaux est une equation harmonique. Ce probleme est equivalent au suivant :

Reconnaitre si 1 element lineaire d une surface est reductible a la forme

ds 3

[ 9 ( u ) ty(v)]( du 2
-+- dv 2

)
.

Application a 1 equation d Euler. Etude d une equation aux derivees par-
tielles plus generale. Indication de quelques sujets de recherche auxquels
condiment les propositions developpees dans ce Chapitre.

406. Nous avons developpe, dans les deux derniers Chapitres,
differentes propositions generales relatives aux equations lineaires

du second ordre. II ne sera pas inutile d indiquer, des a present,

quelques-unes de leurs applications. Nous commencerons par
celles qui se rapportent al analyse, et nous envisagerons plus spe-

cialement les equations de la forme suivante

(0 5^fe
a
=[?(*-+-&amp;gt;) *&amp;lt;* ]*i

ou les symboles cp
et d/ representent deux fonctions quelconques.
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Ces equations, que nous designerons, pour abreger, sous le noni

d equations harmoniques, jouent un role capital en Physique

mathematique ( ). Elles ont la propriete d admettre une infinite

de solutions particulieres de la forme

Si Ton exprime, eneffet, qu une telle fonction satisfait a 1 equa-
tion proposee (i), on est conduit a la relation

II suffira done deprendre pourf etf{
des solutions quelconques

des equations lineaires

}/(*) =/(*){?(*) -*=*],

( ) Etant donnee une equation de la forme

oil P, Q, R desigaent desfoaetions quelconques de x et P,, Q,, R, des fonction&amp;gt;

quelconques de y, on peut toujours, par de simples quadratures, la ramener a la

forme (i). Si Ton pose, en effet,

-. C^^. Cdy_
-J v p J ^

I equatioa (a) se transforme en une equation

dz , dz- a --r- b 3--- c 2 = o,

qui a ses invariants egaux et peut etre ramenee a la forme

d ; _ _

dxOy
~

Le calcul, qui n offre aucune difficulte, conduit a une equation harmonique.
On peut aussi ramener 1 equation (a) a la forme reduile

mais cette forme n est nullement typique et peut elre oblenue d une infinite de

manieres.

D. II. i3
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011 li designe une constanle quelconque. A chaque valeur dc li

correspondent deux fonctions/^-j-jK), deux fonclions/, (x j )

et, par suite, quatre solutions particulieres de 1 equation proposee.

Si 1 on designe par A et B les deux valeurs de f, par A, et B,

celles de/i, les qualre solutions seront

et seront liees par la relation quadratique

Ainsi les equations harmoniques admettenl un nombre illi-

mite de groupes de quatre solutions satisfaisant a une equation

homogene du second degre a coefficients constants.

Nous designerons egalement sous le nom de solutions harmo

niques une quelconque des solutions que nous venons de definir

et qui sont le produit d une fonction de x -\- y par une fonction

de x y.

407. Soit

une telle solution. On pent evidemment I employer pour appliquer

la methode de M. Moutard et passer de I equalion (i) a une equa

tion nouvelle qui sera

Z dx dy dx dy

Le calcul du second membre se fait tres simplement de la ma-

niere suivante. Nous avons deja remarque que Ton a

dx dy f /!

Si 1 on change /en -? et /, en r, il viendra, sans nouveau
J / 1

calcul,

Ainsi 1 equalion nouvelle que Ton obtient par 1 emploi de la
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solution to

conserve la forme de 1 equation dont elle derive; elle est encore

une equation harmonique.
Nous avons vu que Ton passe d une solution -. de 1 equation

(i) a la solution correspondante de 1 equation (4) a 1 aide de la

formule

9 f( ** du \ J ( dz dta \ JttZ=f( 3
-- - -}dx (w--- -\cly-

J \ dx dxj \ dy dyj
/\
(5)

proposons-nous de rechercher ce que deviennent les solutions

harmoniques de la premiere equation.
Soit

une telle solution de 1 equation proposee. Les equations qui defi-

nissent 0, 0, pourront etre mises sous la forme suivante

?=?-. \^
h designant une constante quelconque. Si Ton porte la valeur de

; dans la formule (5), il viendra

La quadrature qui figure dans le second membre peut etre

effectuee dans tous les cas. On deduit, en effet, des formules (())

/e= J(/e-_e/-) f f^ = -
h (f^\-^f^

et, si Ton porte les valeurs de /8, /, O t dans 1 equation qui donne

Z, on aura

ou, en pegligeant la constante /,
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On obtient done pour Z une solution qui est le produit d une

fonction de x -+- y par une fonction de x /, c est-a-dire qui esl

aussi harmonique.

408. II est aise de verifier le resultat precedent. Si Ton in-

troduit en effet la fonclion

(8) M = e e,

on reconnatt par un calcul facile que 1 on a

f

On est ainsi conduit au curieux theoreme d Analyse suivant :

Etantdonnee Vequation differentielle da second ordre

(10)

supposons quW sache Vintegrer pour toutes les valeurs de h.

Soit f(t) une solution decetle equation, correspondante a une

valeur particuliere de /*, par exemple h = h
t

. On saura aussi

integrer, pour toutes les valeurs de h
:
Vequation

Si y designe la solution generale de Inequation (10) corres

pondante a une valeur determinee de h, differente de h
t ,

(.2) y -yjr

sera la solution generale de Vequation (n) pour la metne

valeur de h.

Cette proposition, qu il est aise de verifier directement(
1

),permet,

evidemment, de rattacher a toute equation de la forme (10), que

( ) On trouvera la demonstration directe dans une Note de 1 auteur Sur une

proposition relative aux equations lineaires, inseree aux Comptes rendus

(I. XCIV, p. i456; 1882).
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Ton sail integrer pour toutes les valeurs de TV, une suite illimitee

d equations diflerentielles de meme forme que Ton saura aussi

inlegrer pour toutes les valeurs du parametre //. Chaque passage

d une equation a la suivanle introduira deux constantes arbitraires

nouvelles; en general, les equations successives s eloigneront de

plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus en plus

compliquees. II y a cependant des cas exceptionnels dans lesquels

la forme de Inequation se conserve lorsqu on choisit convenable-

ment les solutions particulieres au moyen desquelles s effectue le

passage de chaque equation a la suivante.

Prenons, par exemple, comme equation initiale

si Ton fait h = o, on a la solution

on est done conduit a 1 equalion

Celle-ci admet a son tour, pour h = o, la solution

y=t*-;

on saura done integrer 1 equation

En continuant de celte maniere. on parviendra evidemment a

Tequation
f m (m i ) 1

y =y[
- h

\&amp;gt;

qui est trop connue pour que nous y insistions.

Reprenons Fequalion initiale (i3). Pour h = i, elle admet la

solution sinf; on saura done integrer 1 equation.

Pour des valeurs particulieres de h, cette equation admet les
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solutions sin 2
^, sin 2

1 cos t. En les employant et en pourstiivant

[ application de la methode, on parviendra successivement a des

Equations de la forme

i ) n ( n

ou ?n et n designent deux enliers. On peut etablir ce resultat en

toute rigueur de la maniere suivante.

Si 1 on prend
/i = (m-{- n)

2
,

Inequation precedente admet la solution particuliere

f(t) = sir\ l t cos&quot;/.

En employant cette solution particuliere, on obliendra 1 equa-
lion nouvelle

y =

Oil

1

\

C est 1 equation precedente dans laquelle m et /i sont changes en

m -\- i et n -+- 1 . On peut done integrer cette equation par voie de

recurrence toutes les fois que m et n sont en tiers
; et, si 1 on de-

signe par ym ,n
la solution generale de 1 equation (i4)? il faudra

employer la formule

ym+i,n+i = ym,n (mcolt n lang t) y,,,, n .

On a evidemment

700 = ^10 = ^01=^11=

L emploi de ces formules permet d obtenir 1 integrale pour
toutes les valeurs entieres de m et de n sous la forme

/n,n
et

Q,;,,//
etant des polynomes entiers par rapport a tangf,

et y/A.

Ici encore nous rencontrons des equations bien connues, quoi-



LES EQUATIONS HARMOMQUE5. 199

qu on les etudie rarement sous la forme precedente. Si Ton deter

mine, en eflet, les constantes a, 13, y par les formules

I

Y = m,
2

la solution generale de 1 equation (r4) sera

r = sin&quot;
I fcos ll /F(x, p, Y, sin 1

*),

F designant la serie hypergeometrique de Gauss, ou toute autre

solution de 1 equation du second ordre par laquelle elle est deter-

minee
( ).

409. Gonsiderons maintenant, d une maniere generale, loute

equation de la forme

que Ton saura integrer pour toutes les valeurs de h
;

et proposons-
nous de rechercher un caractere precis permettant de reconnaitre

toutes les equations qui en derivent par la melhode que nous

venons d exposer. II est evident que toutes ces equations admel-

tront une integrate generale de la forme

(16) z = \y-By,

ouy designe Tintegrale generale de 1 equation precedente, A et B
des fonctions de t qui sont entieres par rapport a h. Nous

aliens e tablir la proposition reciproque et montrer que, si 1 equa
tion

(17)

( ) II est \~rai que, si Ton presente sous cette forme la solution generale de

1 equation (4). on n apercoit pas immediatement pourquoi elle s inlegre lorsquc

m et n sont entiers. Pour etablir ce resultat, il faut employer plusieurs des for

mules que Rummer a donnees et qui permettent de transformer la serie hyper

geometrique.
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admet une integrate de la forme (16), A ct B elanl d ailleurs des

fonclions enlieres de /?, elle derivera necessairement de 1 equa-
lion (10) par la melhode que nous avons exposee.

Substituons, en effet, dans 1 equalion (17) la valeur (16) de z.

En egalant a zero les coefficients de y, -j-,
on trouvera les deux

equations

A* -+-
A(&amp;lt;p &amp;lt;|;)

+ 2B
(&amp;lt; +)-+-

B&amp;lt;j&amp;gt;
=o,

d ou 1 on deduira aisement que B ne saurait etre, par rapport a /i,

d un degre superieur a celui de A.

Solent maintenant y { , y2 deux integrales quelconques de

1 equalion (i5) etz
( ,

^ 2 les integrales correspondantes de 1 equa-
tion (17) determinees par la formule (16). Un calcul facile donnera

Le premier membre devant etre constant, ainsi que

dyt dyi* t&quot;-*W
on ^7oit que la fonction

A^ + AB BA B2 ? B A

se reduira a une constanle. Cette constante est d ailleurs unc

fonction de A; car le terme qui contient la plus haute puissance

de h ne se reduit avec aucun autre et se trouve, soil dans A 2
,
soil

dans B 2
A, suivant que A est de degre superieur ou egal a celui

de B. On peut done ecrire

(19) A-f- AB BA 1

B*(&amp;lt;p
-+- A) = F(A),

F(/i) designant un polynome entier et a coefficients constants.

Soit h = h^ une racine de ce polynome. On peut admettre que
1 hypothese h = h\ n annule pas a la fois A et B. Sans cela il n y
aurait qu a diviser Ky -+- By par h h

{
et a reprendre le raison-

nement precedent. Substituons partout h\ a h, et soient A, et B (

les valeurs que prennent A et B. Si 1 on designe par y t
une solu

tion particuliere de 1 equalion (i5) ou 1 on a remplace h par h t ,
la
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fonclion correspondante

qui ne sera pas nulle si Ton a choisi convenablement y t ,
sera une

solution de 1 equation

?
=

[*&amp;lt;&amp;gt;
+ *.!*;

et, par suite, si 1 on applique le theoreme general du n 408, la

fonction

sera 1 integrale de 1 equation

= %+ *-*tz.

qui est de merne forme que 1 equation (17). Nous allons ramener

la valeur de Z a la forme (16) et examiner quel est le degre de ses

deux termes par rapport a h.

La valeur de Z peut s ecrire

En developpant et tenant compte de 1 equation (10), on la ra

mene a la forme

011 on a

( \ijri+ B
1 y,)A = [A A, -T- BA,( ?

-^- h) AA
,
- AB,( ? n- h l )]y l

+ (B, A -4- BB,( ? -*-*)- AA, - AB ,)/,,

A, K, -+ B, y\ )B =
[ A! A -f- A, B - BA

, BB, (= + A, )] yi

-+- (ABj-i-BtB BA, BB,)/,.

Remarquons d abord que ces valeurs de A
,
B s annulent pour

h =/,; on le reconnait immediatement en remplacant A, B, h

par A,, B,, h
{ et tenant compte de la formule (19) ou Ton aura

fait h = h
t

. On pourra done diviser les valeurs de A
,
B par

h //, et, par consequent, reduire d une unite leur degre par rap

port a h.

Cela pose, supposons d abord que A et B soient d un meme
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degre n par rapport a h. Le coefficient A sera an plus de degre
n -f- 1; mais ce degre se reduira a n apres la division. Le degre de

B sera n et, apres la division, il se reduira au plus an i .

Supposons maintenant que A soil du degre n et 13 de degre in-

ferieur. Le coefficient A sera du degre n au plus, ainsi que B
;

ct par suite, apres la division, ils se reduiront 1 un et 1 autre au

degre n i .

Par consequent, si les degres de A et de B sont d abord n et /z,

on les reduira par la premiere operation a n et a n i, puis a

n i et a n i, et ainsi de suite. On voit done que 1 on finira

par parvenir a une equation pour laquelle le degre de A et de B

par rapport a h sera zero.

Les formules (18) nous donnent alors

B = o,

2A 4-B(C5 40 = 0,

A&quot;-t- A(cp ty) -+- Bcp
= o.

II est tres aise de resoudre ces equations et de montrer qu elles

conduisent, soit a 1 equalion (i5) pour B= o, soil, pour B = i
,

a

celle que 1 on obtient par la premiere application de la methode.

La proposition que nous avions annoncee est ainsi etablie.

Proposons-nous, par exemple, de caracteriser les equations

que 1 on peut faire deriver en nombre illimite de 1 equation (i3).

D apres la proposition precedente, leur integrale generate sera de

la forme

/( ,

felft designant deux polynomes entiers en h. Si 1 on remplace^v

par sa valeur, on trouvera

F et F
( designant des polynomes entiers par rapport a

y//i.
Ainsi

ces equations sont les seules qui admettent des integrales de la

forme

F(t,

F etant entier par rapport a y/A (
(

).

( ) On pourra consultcr une Note sur les equations differentielles lineaires

du second ordre publiee en 1870 par M. Moutard et inseree aux Comptes rendus,
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410. Revenons aux propositions generales que nous avons

etablies; elles peuvent etre resumees comme il suit : a toute

equation harmonique on peut raltacherune suite illimitee d equa-

tions harmoniques qui s integreront toutes en meme temps que
I equation initiale. De plus, si Ton sail determiner les solutions

harmoniques de la premiere equation, on pourra connaitre aussi,

sans aucune integration, les solutions harmoniques de toutes les

autres. Ces resultats, que nous avons deduits du theoreme de

M. Moutard, peuvent etre completes par 1 emploi de Tune des

transformations generales defmies au n 399.

Etant donnee I equation

(20) dx dy

nous avons vu (n 399) qu il existe une infinite de fonctions de

la forme

satisfaisant egalement a une equation du second ordre : cherchons

s il est possible de determiner les fonctions H, P, Q de telle ma-

niere que Tequation nouvelle soil de la forme

)-!
(

&amp;gt;

dFTT-
= -

La substitution de la valeur de r, dans cetle equation nous

donne un resultat de la forme

, ,

^

,

dx dy &amp;lt;Jx dy J
&quot;

\ dy dx dy / dx

\dz dPd*z dQd-z_ , p ^f__^ o ^

^^)dy^ ~dy ~dx~^~dxdy*-
^* dx l

^dy

Gette relation doit etre verifiee identiquement : il faut done que
1 on ait d abord

dP _ dQ _

dy
~

Tx
~

(t. LXX\, p. 729). Le savant geometre yetablit, par une methode toute diflerente.

un resultat equivalent a celui que nous venons d enoncer en dernier lieu, relati-

vement aux equations diflferentielles qui derivent de I equation initiale y* = o.
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c est-a-dire

Ne nous arretons pas au cas, dont 1 analyse est facile, ou 1 une

des fonctions
&amp;lt;p(#), &amp;lt;}(.y)

serait nulle; on peut alors, en prenant
comme nouvelles variables x ety les fonctions

reduire P et Q a 1 unite. Supposons done

nous aurons encore a resoudre le systeme

da;

_ _
dx dy

On voit que H doit etre une fonction de la seule variable x-\- y\

pour la commodite des calculs, nous poserons

Les formules precedentes donnent alors

6&quot;
2 dll

()X d\ _ ^H _ &amp;lt;?* H

Cette derniere equation admet la solution particuliere

X = -r

4 2, U3C

On a done pour la valeur generale de \

**
4 2 dx

ou encore

(\ ( sr&amp;gt;
* * //*
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On trouve de meme pour )H la valeur suivante :

Nous somrnes ainsi conduits au theoreme suivant :

Etant donnee I equation aux derivees partielies

on determinera line fonetion 9 de x -\-y par Cequation

6

(M) J
= *(x+y)-rh.

Za fonction

dz dz 6

&quot;*-s*5?-*r*

formee avec Vintegrale generate c c?e Vequation aux derivees

partielles, satis/era a Vequalion nouvelle

evidemment Vintegrale generate.

4H . Cette proposition entraine un grand norabre de con

sequences. Nous allons montrer tout d abord qu elle conduit aux

resullats que Ton a deduits plus haul du theoreme de M. Moutard.

Si Ton change en effet y en y, 1 equation ne change pas de

forme et, par consequent, on peut obtenir une transformation

nouvelle.

Determinons une fonction 7 de x y par 1 equation

la fonction

ou : designe Tintegrale generale de 1 equation (28), sera Tin-
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tegrale generale de 1 equalion

Ainsi chaque equation harmonique donne naissance a deux

series de transformations differentes, les unes formees avec des

fonclions de (x -\-y), les autres avec des fonctions de (x y&quot;).
II

suffira, evidemment, de les appliquer successivement pour oblenir

la transformation qne nous avons definie au n 407. On est ainsi

conduit au resultat suivant :

Determinons deux fonctions ft(x-i-y ), y(x y) par les

equations differentielles

(3o)
- = 0(0?+^) -*-/*,

- =

la fone lion

C\ \ Z = A --/ \~ 4
sO

&quot;

\dx dy) a \dx

oil z designe Vintegrate generale de Vequation (28), sera Vin-

tegrale generale de Vequation

C est la proposition du n 407, mais avec une remarque com-

plementaire qui ne manque pas d inleret : on pent passer de

I une des equations a Vautre par la formule (3i), qui ne con-

tient aucun signe de quadrature.

412. Revenons a la proposition qui nous a servi de point de

depart. Les deux equations (28) et (26) qu elle transforme 1 une

dans 1 autre peuvent etre ecrites comme il suit :

On passe de 1 une a 1 autre en changeant en ^; la relation
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entre ces deux equations est done reciproque. La proposition

nous apprend d ailleurs que, z elant une solution de la premiere.

la fonction

(33) -,- -i* -- c&amp;gt;i-*i
ox &amp;lt;JY

sera une solution de la seconde. Si Ton echange les deux equa

tions, on voit done que la fonction

sera encore une solution de la premiere. En remplacant z
t par sa

valeur deduite de la formule (33), on trouve

Nous pouvons done enoncer le theoreme suivant :

Etant donnee Vequation liarmonique

04) sy--lf(*jr)-*(-rrXk.

une solution quelconque z de cette equation dontie naissance a

une solution nouvelle z par Vemploide la formule

(35) , = ^^|f_ 2(? _^-.

Nous avons deja donne au n 350 [p. 61] des propositions ana

logues relatives a 1 equation E(3, 3 ); mais on remarquera que
la formule precedente contient les derivees secondes de :.

413. Les equations harnioniques possedent, on le voit, un

grand nombre de proprietes interessantes et forment un groupe
nettement defini par ces proprietes, qui les dislinguent de toutes

les autres equations du second ordre dont les invariants sont

egaux. Etant donnee une telle equation

&amp;lt;

36
&amp;gt;

il est done interessant de rechercher si elle appartient au groupe
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des equations harmoniques. Le probleme peut etrc formule comme
il suit :

Si 1 equation precedente estharmonique, elle peut etre ramenee

a la forme

(3;) =
[&amp;lt;?(*

+Sl-W-SW.

11 faudra done que 1 on puisse determiner pour x une fonction

de x et pour y une fonction de y, telles que 1 on ait

(38) [?( -!-/) &amp;lt;&amp;gt;O y )]dx dy = \(x,y}dxdy.

Gette equation admet 1 interpretalion geometrique suivante :

Considerons la surface dont 1 element lineaire est donne par la

formule
ds- = X

( x, y )
dx dy

et introduisons les nouvelles variables u et v definies par les for-

mules
x u -+- vi, y = u vi;

le probleme propose pourra s enoncer ainsi :

Reconnaitre si Velement lineaire de la surface peut etre

raniene a la forme

(89) [*(M) W(i&amp;gt;)](rfa*-f-rfcS).

M. Liouville, en suivant les methodes de Jacobi, a montre que
1 on peut determiner par de simples quadratures les lignes geode-

siques de toutes les surfaces dont 1 element lineaire est reductible

a la forme (3g). La question d analjse que nous avons a etudier

donne done la solution de deux problemes differents.

Revenons a 1 identite 38); on peut la transformer comme il

suit. Posons

Cdx
, rdy

(4o&amp;gt;
X

X et Y etant de nouvelles fonctions de x et de y respectivement

que 1 on substituera a x 1

et a y pour la commodite des calculs.

L identite prendra la forme
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II suffira eviderument d exprimer que le second membre satis-

fait a 1 equalion
d*6 _ d -b

dr
7
*
~

OJT
7*

c esl-a-dire que Ton a

En remplacant dx , dy par leurs valeurs -^, 4= on est con-
yX y Y

dtiit a 1 equation

qui, developpee, prend la forme suivante :

Ainsi la question proposee se ramene a la suivante :

Rechercher s il existe une fonction X de jc et une fonction
\ dey, telles que requation precedente ait lieu identiquement.

La forme lineaire de cetle equation nous conduit a la conse

quence suivante :

Si I equation est verifiee pour deux svstemes differents (X,, Y,)
et (X 2 ,

1 o ) de valeurs de X et de Y, elle Test atissi par le systeme

(t*X*t ^&amp;gt;X 2 . a\
, -i-b\.2 }. Done, lorsqu une equation est re-

ductible de deux manieres distinctes a la forme harmonique,
elle Vest d une infinite de manieres differentes.

Lorsque I element lineaire d une surface est reductible de
deux manieres differentes a la forme de Licuville, il Vest
aussi d une infinite de manieres.

La veritable origine de cette proposition apparaitra dans la

theorie des lignes geodesiques.
Une autre remarque evidente est la suivanle : Si I equation esl

verifiee par une valeur de A, elle Test aussi par a\, a elant une
constante. Si elle est verifiee, pour un meme svsteme de valeurs

de X el de Y, par A, )M ,
elle Test aussi par a\ -r- b\ {

.

414. Comme premiere application, choisissons I equation
D. - II.

I4
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d Euler

\

dxdy
~

(x yY

L equation a verifier prendra la forme

(13)

Si Ton differentie deux fois par rapport a x et deux ibis par

rapport a y, on trouve

il faut done que X(IT) et Y (IT) soient constants et, par suite, que

X et Y soient des polynomes du quatrieme degre. D apres 1 equa

tion (43), ces polynomes devront etre egauxquand on fera x=y.
On pourra done ecrire

X = ax *
-+- bx 3 -+- ex* -T- dx -+- e,

Y = ay * -f- by 3 -+- cy* +- dy -+- e,

et Ton reconnaitra que les constantes a, b, c, d, e ne sonl assu-

jetties a aucune condition. Comme on a

r dx rdy_ I tr i J

et comme 1 equation ne change pas lorsqu on effectue sur x et sur

y une meme substitution lineaire, on voit que 1 on pourra tou-

iours attribuer a trois racines distinctes du polynome X telles

valeurs que Ton voudra. Cette remarque permet de simplifier la

discussion.

i Si le polynome X a toutes ses racines egales, on pent sup-

poser infmie la valeur commune de ces racines. On a

(44)
= = l,

La forme correspondanle de 1 equation est

d 2 z m(i m )

( 45 )a dx ,

dy
=

(^ _y)2
-

2 Si le polynome X a une racine triple, rendons-la infmie et
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reduisons a zero la racine simple. On aura

y = jy, x = x *, y=y *-.

La forme correspondante de 1 equation sera

(45^ \
m( m ^ mini i )~

I (x-y f-

~
(j- -y

3 Si le polynome X a deux racines doubles, on pourra les re-
duire a i et a i: on aura

.r = tang.r , y = tangj .

La forme correspondante de 1 equation sera

i ;

-
&amp;gt;

=-
ox dyr sin-(x y )

4 S il y a une seule racine double, rendons-la infinie et pre-
nons o et i pour la valeur des racines simples. On aura

j-, .r = snj- ? y = s

et 1 equation aura pour forme correspondante

(45)rf

di - _ f IW(IM n m(m i)

da: ty Ls oH-^ -i-y) sin*(;r y
5 Enfin, dans le cas general, la substitution dependra des

fonctions ellipliques. On pourra prendre

44)8 X

et 1 equation se reduira a la forme

= m( m ~

Telles sont les cinq formes differentes que Ton peutobtenir. La
derniere est la plus generale et pourrait donner toutes les autres

par le passage a la limite. La determination des solutions harmo-
niques correspondantes a la derniere forme se ramene a 1 integra-
tion de 1 equation

d-u
- = [m(m i)X:

J sn 5
f h],
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qui est une equation de Lame. Le rapprochement ainsi etabli

entre cette equation differentielle que les Iravaux de M. Hermite

ont rendue celebre et Inequation aux derivees partielles d Euler

meriterait, croyons-nous, d etre etudie avec soin.

Si 1 on se reporte a la double interpretation que nous avons

deja donnee au n&quot; 413, on reconnait que les calculs precedents

donnent la solution de la question suivante :

Ramener Velement cVune sphere a la forme (3g).

La solution la plus generate correspond a 1 emploi des coor-

donnees elliptiques.

415. Nous allons maintenant envisager une equation aux deri

vees partielles nouvelle qui se rattache directement a 1 equation

d Euler. Si, dans cette equation, on change successivement x en

x, en - on en &amp;gt;
on pent lui donner differentes formes dans

-v T*X
d*z

lesquelles le quotient
- -r

~
prend 1 une des quatre valeurs sui-

vantes

Gonsiderons 1 equation suivante

i_

d*z p(p _ ;^(^ ,
v(v __

v
f

(
v&amp;gt;

f

z dxdy
~

(x+y)-* (x yY
^

(i xy? (i + ^) 2&amp;gt;

ou u., [JL
, v, v sont des nombres quelconques. Nous allons montrer

que cette equation peut toujours etre ramenee a la forme harmo-

nique.

Si le second terme existait seul, il faudrait prendre, nous ve-

nons de le voir,

dx , Cdy

X designant un polynome quelconque du quatrieme degre. Si 1 on

choisit ce polynome de telle maniere que la quadrature / --= ne

change pas de valeur quand on change x en x ou en -&amp;gt; la trans-
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formation correspondante ramenera evidemment 1 equalion (47)
a la forme harmonique.

Les conditions precedentes exigent que X soil de la forme

X = ax&quot;* -i- bx* -f- a.

On aura alors

U9) ^ =
y___^___, s=fja(y^\ }_^

Voici le moven d introduire les fonclions elliptiques qui nous a

paru le plus commode pour la suite.

On pent resoudre les equations (49) Par 1 emploi de la fonction

doublement periodique suivante :

/ K\ / K\
(u

---
)
sn

(
u --

)
.

\ 2 / \ 2 /

k i (i A- )sn*M .

( 5o) p( )
-r,

---
j-^

= k sn
i A T ( i -+- A-

)
sn- K

Celte fonction, qui sereduit aim sinus amplitude par une trans

formation du second degre, satisfait aux equations suivanles :

P(u)

M^-K j K )=1
-.?()

Cela pose, prenons

On trouvera facilement

(53)
- :

;
=

/:&quot;

2
[sn

s (^ y ) sn*(x -*-y )]
dx dy .

Changeons x en x + i&amp;gt;J
;
si Ton tient compte des formules (5 1),

on aura

cr \
dx dy _\ i i

1 // //

(i xy )-

~
L sn 2 (x y )

&quot;^

sn 2
(ar -i- y ) J

Remplacons enfin, dans les deux equations (53), (54)&amp;gt;
x Par

j; +K, nous trouverons

dxdy - _ ^, , ,

- 5
*

(56)
cn*(x y )

sn* (x
1

-t-y
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En tenant compte de ces relations, on peut ramener 1 equa-
tion (47) a la forme

la fonclion () etant definie par la formule

A- 2 en 2 /^-,
v (v i ) dn 2

/
- -f-v (v i)2 y

de sorte que la determination des solutions harmoniques dependra
de 1 integration de I equalion

,
_i_

d*u _
u dt 2

analogue a 1 equation de Lame. Nous avons deja remarque

[I, p. 44 2
] que cette equation s integre, par 1 application du beau

theoreme de M. Picard, loutes les fois que JJL, JJL , v, v sont des

uombres entiers.

4-16. Ici encore se mainlient la correspondance que nous avons

deja signalee a propos de 1 equation d Euler. L equation (47) es l

explicitement integrable, comme 1 equation lineaire (5g), toutes

les fois que les nombres
p., p. , v, v sont entiers. Nous etablirons

cc resultat en faisant connaitre une transformation singuliere de

cette equation.

Introduisons les fonctions

( u = x -+- v, w = xv i ,

(60)
}

_
(

_

de x et dejK- Si I on considere x,y comme les coordonnees syme-

triques d un point de la sphere de rayon i, w, v, iv, pi seront

les coordonnees homogenes du meme point [I, p. 87]. On a

U -+- tV = 237, W -+- ip = 2,

u iv = iy, w ip =. ixy,

(62; M 2
-4- f 2

-t- w* -+- /?
2 = o.

Aii moyen de ces formules, on peut toujours exprimer une
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function donnee quelconque de x et de r, F(jr, } },
sous une infi

nite de formes difierentes, parmi lesquelles nous distingucrons les

suivantes

&amp;gt; / V w -*- ip &quot; /

dont la derniere esl une fonclion homogene de degre quelconque

//, ne contenant (r et p que dans la combinaison -h ip.

D apres cela, supposons qu une fonclion Z de x el de y ail ele

exprimee en fonction de u, r, , p. On aura

I _ . = i - - -r- 1
)

i 63 ) -y 7 ,4V /
j dZ dZ .OL .

L . I-

\
. = i __ .r (

_ t
)

I dy du t&amp;gt;i-

\&amp;lt;w /&amp;gt;/

La multiplication nous don n era

i = /
j

_:-/
) &quot;^&quot;(r&quot;) ^~(^~)

Si done la fonclion Z a ete ramenee a etre homogeoe el de

degre zero, ou bien si elle ne conlient w el p que dans la combi

naison w -r ip, on aura 1 equalion suivante :

(64)
- = (

)

-

\^ -j

Calculons de merne -r sr- L applicalion des formules (63) nous
dx dy

donnera

d*-Z _ d-Z d-Z d*Z d- Z

6x dy
~~

du- dv- dw- dp-
(65) {

d-s d? dy d-s

j u r p -r- &amp;gt;

du or dw dp

7 designant, pour abreger,

_ dZ _ .dZ

dw dp

Done, si Ton adople les memes hypotheses que precedemment
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sur Texpression de Z, on aura

(66) Ox dy
_ _+ ~ + ~ = AZ

et 1 equation proposee sera ramenee a la forme

&amp;lt;C7 ) AZ = Z

qui est parfaitement symetrique par rapport a u, c.
&amp;lt;p, p. II suffira

de rechercher les solutions de cette equation qui sont homogenes
ct de degre zero.

Si Ton effectue le changement de variables suivant

/ I\Q\ t J U. U. ,,/ A
(vo) L = wV wvpv

0,

on sera conduit a 1 equalion nouvelle

(69)
-

AO + -

u an
|J.

dO 2V dO 2v c)0-- H 1
= O,

v ov w Ow p Op

dont il faudra rechercher les solutions homogenes de degre .?,

s designant la somme

(7) * = {x-4- jx -t-v-i-v .

Urie derniere transformation, definie par les formules

(71) a = yaF, c = \Jv . w = ^/w , p=\/p ,

ramenera 1 equation a la forme

1 1 _ / ,

T \ ^^

27 c*a a ^p

qui donne naissance a des formules analogues a cellcs que nous

avons developpees au n 353 relalivement a 1 equation E(|3, j3 ).

Si Ton designe par 0(p., JJL , v, v
)
une quelconque de ses solutions,

on aura
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et des formules analogues relatives aux derivees par rapport a v ,

iv
7

, p . En revenant aux variables ?/, v t w, p, on voit que 1 on

j)ourra ecrire la formule generale

74)

d \

= 6(,u-i- m, a -f- m ,
v -t-

,
v -f- ),

dans laquelle les svmboles tels que [- -J designent 1 operation

repetee m fois, et qui esl analogue a la formule (28) de la

page 64.

On aura, en particulier,

(75)

6(//i, /n
, n, n )

d
8(1,1,1,

La valeur de Q(i, i, i, i)se trouve aisement. En remontant aux

equations (66) et (6-), on voit que Ton peut prendre

(76) 6(1, ,, i, i)=

F et F, designant deux fonctions arbitraires. Si Ton ecrit celte

fonclion sous forme homogene, on aura

e(l , ,, If I} = F _ _ Fi 1
uvwp L V w -T-ip J \ w i

il suffira de prendre

178) h = m m -^ n n 4,

pour obtenir une expression de f)(m, m , /z, /i
) qui soil homogene

et de 1 ordre que nous avons suppose. La substitution de celte

expression dans la formule (70) donnera 1 integrale cherchee.

417. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques

sujets de recherches, qui se rattachent directement aux propositions

precedentes :

1 Nous avons indique les mojens de former un nombre illi-

mite d equations harmoniques qui s integrent par 1 application de
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la methode de Laplace. II y aurait inleret a determiner 1 ensemble

des equations liarmoniques possedant cette propriete.

2 Les equations harmoniques, admettant une infinite de solu

tions parliculieres avec lesquelles on pent former des solutions

plus etendues, se pretent a Fapplicalion des methodes de Fourier.

II sernble done que Ton pourrait determiner, au moins dans des

cas tres etendus, la fonclion u(x, y\ ;r ,jK ) (
n 358) relative a

ees equations. Telle est, d ailleurs, la voie suivie par Riemann
dans le cas particulier de 1 equation E([3, (3).

3 II resulte enfin des calculs du n ilo que 1 element lineaire

defini par la formule

f A Ji C D 1 .

(79) ds*- = -
-+- - - -f- --- -Jf Adx dv

L(x ~+-y)- (x y)~ (i vy)* (n-^jn 2
J

est reducliblc d une infinite dc manieres a la forme

On ne connait pas encore toutes les formes de 1 element li

neaire qui possedent cette propriete. La recherche de ces formes

entraine des calculs assez longs que fait prevoir, d ailleurs, 1 e-

tendue de la solution donnee par la formule precedente. Nous re-

viendrons sur ce sujet lorsque nous traiterons des lignes geode-

siques, etnous nous contenterons de renvoyerle lecleur a un beau

Memoire de M. Lie, UntersucJiungen fiber geodatisclie Curven,
insere en 1882 aux MatkematiscJie Annalen (t. XX, p. 35y),

ou se trouve indiquee une forme de 1 element lineaire qui est

comprise commc cas particulier dans celle que nous venous de

signaler.
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CHAPITRE X.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Determination de toutes les surfaces sur lesquelles les developpables d une con

gruence donnee interceptent un reseau conjugue. L integration d une seule

equation lineaire aux derivees partielles permel de resoudre ce probleme pour
uiie suite illimitee de congruences rectilignes. Probleme inverse : Etant

donne un systeme conjugue trace sur une surface, trouver toutes les congruences

dont les developpables interceptent sur la surface ce reseau conjugue. Double

solution de ce probleme par 1 emploi des deux equations, ponctuelle et langen-

tielle, relatives au systeme conjngue. Troisieme probleme : Etant donnee une

surface (S) et un reseau conjugue sur cette surface, determiner toutes les sur

faces (S,) telles que les developpables d une meme congruence inconnue inter

ceptent sur (S,) un reseau conjugue et sur (S) le reseau donne. Relations

geometriques entre les deux surfaces (S) et (S,). Application au cas particu-

lier oil Ton etablit une correspondance entre deux surfaces quelcunques par la

condition que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant

unedroite situee dans un plan fixe. Cas ou le plan fixe est rejete a 1 infini.

Correspondance de Steiner. Application a FOplique geometrique.

418. Les principales applications geoinetriques des propositions

que nous avons demontrees dans les Chapitres precedents se deve-

lopperont dans la suite de cet Ouvrage. Ces propositions jouenl un

role fondamental dans Tetude de la deformation infiniment petite

d une surface quelconque et dans la recherche de loutes les surfaces

qui admettent une representation spherique donnee pour leurs

lignes de courbure. ]Nous aliens, des a present, faire counaitre

quelques resullals Ires simples, qui doivent elre regardes comme

donnant Tinterpretation geometrique des theoremes d
&quot;Analyse

que nous avons demontres au Chapitre ^ III.

Reprenons les notations du Chapitre I; soil

,

(i)
--- a -

i- b ---- co = o
ddz di d



LIVIIE IV. CHAP. X.

1 equation ponctuclle relative a un systcme conjugue trace stir une

surface donnee (5); les coordonnees home-genes x, y, z-,
t d un

point M de la surface seront des solutions particulieres de 1 equa-
tion precedenle.

Les coordonnees X, Y, Z, T d un point quelconque P pris

surla tangente en M a la courbe de parametre p
seront (n323)

&amp;lt;*) x=^ + X;r, Y-&-+XJT, z=-4-x,, T = - + X/,
dpi dpi dpi dpi

\ etant une arbitraire dont la variation donnera tons les points de

la tangente.

Celapose, envisageons la congruence (G) formee par I ensemble

des tangentes aux courbes de paramelre p.
La surface focale de

celte congruence se compose de deux nappes, la surface (S) et une

surface (S,), que 1 on obtiendrait (n 323) en allribuant a A la

valeur a dans les formules (2). Nous allons chercher quelle valeur

il faut attnbucr a cette arbitraire pour que les developpables de la

congruence (G) decoupent sur la surface (S) decrite par le point

(X, Y, Z, T) un sysleme conjugue. Les lignes suivant lesquelles

la surface (S) est coupee par Jes developpables de la congruence

sont, evidemment, les courbes de parametre p
et

p, : il sera done

necessaire et suffisant que X, Y, Z, T soient quatrc solutions

particulieres d une meme equation lineaire du second ordre

(3)
dp dpi

de meme forme que J equalion (i).

Si 1 on substilue dans le premier membre de 1 equalion prece

dente la valeur de X, par exemple, et que 1 on elimine au moyen
de 1 equation (i) toutes les derivees de x prises a la fois par rap

port a p et a p,, on obtiendra un resultat de la forme

ct cette expression devras annuler, ainsi que celles que 1 on obtient

en y remplacant x par y, 5, t.
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Si M, N, P, Q n etaient pas nuls, on aurait necessairement

Mais alors, d apres un resultat donne au n 109 [I, p. i3g].

Tequation des lignes asymptotiques de la surface (-) deviendrail

La surface serait developpable et les courbes de parametre c

seraient des generatrices rectilignes. Nous pouvons ecarler cetle

hypothese, dans laquelle le probleme propose n aurait aucun sens.

II faudra done que M, N,P, Q soient tous nuls, c est-a-dire que.

pour toute solution h de I equation (i), la fonction

veri/ie une equation de la forme (3).

La question d Analyse a laquelle nous sommes conduits est une

de celles que nous avons examinees au Chapitre \ III. D apres le

theoreme du n 400, le probleme ainsi pose n admet que deux

solutions. On doit prendre \ = rt, ce qui donnera la seconde

nappe (-,) de la surface focale de la congruence (G), ou

(4)

& designant une solution quelconque de 1 equalion (i). Cette der-

niere valeur de A donne la veritable solution du probleme pro

pose. Si on la porte dans les formules (2), on obtientle theoreme

suivant, qui a etc donne par M. Lucien Levy, dans le Memo-ire

que nous avons deja cite [p. 177]-
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Les fonnules

(5)
- *Z = 0--- 5 ,

op! wp!

T--,
ow Q designe une solution quelconque de ^equation (i),

nissent la surface la plus generate sur laquelle les develop-

pables de la congruence (G) decoupent un reseau ou systeme

conjugue.

La Geometric explique ainsi Ires bien pourquoi la inelhode de

Laplace peut etre consideree comme un cas limile des transforma

tions plus generales que nous avons definies : parmi les surfaces

sur lesquelles les developpables d une congruence decoupent un

reseau conjugue, se trouvent evidemment comprises, comme sur

faces limites, les deux nappes de la surface focale de cette con

gruence.
Si Ton combine le resultat precedent avec 1 application de la

methode de Laplace, on est conduit a la proposition suivante :

Etant donnee une surface (S) sur laquelle on connatt un

reseau conjugue, designons par

la congruence (G) formee par les tangentes aux courbes de

parametre p, et toules celles que Von en fait deriver geometri-

quement par la methode du n 322. Uintegration de Vequa
tion lineaire a laquelle satisfont les quatre coordonnees homo-

genes d^un point de la surface perniet :

i De determiner toutes les surfaces (S;) decoupees suivant

un reseau conjugue par les developpables de Vune quelconque
des congruences (G;);

2 De resoudre le meme probleme lorsqu oji substitue a (S)
Vune quelconque des surfaces (S,-), le systeme conjugue trace
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sur (Sf) etant celui qui est determine par les developpables
de

Chaque solution de I equation tinea ire permet de deter

miner line surface (S/) pour chacune des congruences (G/).

419. La derniere partie de cette proposition pent recevoir Tap-

plication suivante.

Associons au point P, defini par les formules (5) et qui decril

la surface (S), le point P, defini par les formules analogues

V * dX 0&amp;lt;J V A&amp;lt;&quot;

d
(6) Xt=0__,-, Tt iZ-r - f ...,

ou Ton change p,
en

p
en conservant la meme solution 0. Le point

P, decrira une surface (S_,) et se trouvera sur la tangente en AJ a

la courbe de parametre p,
tracee sur (S). La droite PP, est done

situee dans le plan tangent en M a la surface (2).

Lorsque p
et p, varient d une maniere quelconque. cette droite

engendre une congruence rectiligne : nous aliens montrer que P

et P
t sont les points focaux de la droite PP,. En d autres

termes, (S) et (S_,) constituent les deux nappes de la surface

focale de la congruence formee par toutes les droites PP
t

.

En effet, on peut toujours, en mullipliant les solutions de

Tequation (i) par une fonction de x et de y, reduire a 1 unile;

cette equation, devant alors admellre la solution i, se reduira a la

forme simple

el les coordonnees des points P et PI deviendronl

X = , \ = ^L, Z = , T =

^ _ dx _ dy __
dz _ dt

l
~

op
*
~

dp
i
~

dp
l
~

dp

&quot;

En vertu de 1 equation (-), on aura, par exemple,

et les equations analogues en ^ . Z. T. Ces equations expriment
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evidemment que, lorsque p varie seul, le point P decrit une

courbe tangente a la droite PP, . Ce point est done un des points
focaux de la droite PP, ;

et une demonstration analogue prouverait
de meme que P, est le second point focal.

420. Proposons-nous maintenant le probleme inverse du pre
cedent. Supposons que i on demande de trouver les congruences

rectilignes dont les developpables decoupent sur la surface (S) le

reseau conjugue considere (p, p t ).
II resulte des equations (5) et

des developpements precedents que le probleme peut etre formule

ainsi.

Etant donnee 1 equation

d*0 dO , ()0

(8) -. : \- a h b f-c6 = o,
dp Op i dp dp,.

a laquelle satisfont x, y, z, ,
trouver une fonction o- definie en

fonction de 9 par une equation de la forme

. da ds
u. = a a -T ,

d?i dpi

et satisfaisant a une equation lineaire

c)
2 a da t)a

dont o- sera une solution parliculiere.

Nous remarquons d abord qu on peut remplacer a- par
-

, ce qui

revient a supposer 3- =i. On aura done, pour determiner
&amp;lt;7,

les

deux equations plus simples

(9) 1^=-

vp &quot;Pi ffft uy i

d ou I on deduit par un calcul facile

II faudra que le second membre soil une differentielle exacte et

que o- salisfasse, quel que soil 9, a 1 equation (10).
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Cetle question est un cas parliculier de celle que nous avons

traitee au n 402. Les resullals que nous avons obtenus monlrent

que Ton aura

u elant une solution quelconque de Tequation adjointe a la pro-

posee (8).

Aiusi, si 1 on se propose de determiner toules les congruences
dont les developpables decoupent sur une surface (2) un reseau

conjugue donne, la solution de ce probleme dependra de 1 inte-

gration de 1 equation lineaire adjointe a celle que verifienl les

quatre coordonnees homogenes d un point quelconque de (-). Si

j. designe une solution quelconque de cette equation, Tune des

nappes (S) de la surface focale de la congruence chercliee sera

defiuie par les equations

el il resulte des remarques presentees au n 402 que 1 autre nappe
est definie par des equations toutes semblables, ou Ton conserve

la meme solution de 1 equalion adjointe, mais ou Ton echange a

el b, p
et c,.

D apres les remarques qui terminent le Chapilre IV, Tintegra-
tion d une equation lineaire et celle de son adjointe sont deux

problemes qui se ramenent Tun a 1 autre, a quelque point de vue

que Ton se place. On peut done dire que la resolution des deux

problemes de Geometric que nous venons d eludier depend de

1 integration d une meme equation liiieaire, Tequation ponctuelle
relative au systeme conjugue trace sur (Z ).

i:M. On peut encore resoudre les deux problemes precedents

enemployant 1 equation tangeniielle relative au syslenie conjugue
D. - II. ,5
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et obtenir ainsi, par une voie puremenl geometrique, la confirma

tion du resultat etabli au n 405 [p. 190], relativement aux deux

equations, ponctuelle et tangentielle, qui se rapportent aim meme

systeme conjugue.

Considerons, par exemple, le second probleme, celui dans

lequel on se propose de determiner les congruences dont les de-

veloppables interceptent sur (S) un reseau conjugue donne. Soit

(12) -r
-- ---

dp dpi dp Opt.

1 equation tangentielle relative a ce systeme conjugue. Les coor-

donnees M, v, w, p du plan tangent en M a (S) sont des solutions

particulieres de cette equation. La langente a la courbe de para-

metre
p,, par exemple, sera definie par les deux equations

/ wX-+- ^Y -i-(vZ -T- pT = o,

(i3) du dv dw dp- A + -T X -t- -T L. -t-
- 1 O.

\ Op l dpi dpi dpi

L une des developpables de la congruence doit contenir cette

courbe; son plan tangent en M sera done defini par 1 equation

(i3 bis) U

ou Ton a

)&quot; I tr dv
U=T-4-Xw, V = 1

dpi dpi

Le plan defini par Inequation (i3 bis) doit envelopper une des

deux nappes de la surface focale de la congruence cherchee; et

nous savons que, sur ces nappes, les courbes de parametres p
et

p,
doivent tracer un reseau conjugue. II faudra done que U, V,

W, P considerees comme fonctions de
p, p,

salisfassent a une

equation lineaire de la forme (12); et, par suite, on aura
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to designant une solution particuliere quelconquc de 1 equa-
lion (12).

&2. Nous allons niaintenant resoudre un troisieme probleine de
Geometric qui se raltache directement a ceux que nous venons
d etudier.

Etant donnes une surface (S) et un reseau conjugue trace sur

celte surface, proposons-nous de determiner loutes les surfaces

(S f ),
lelles que les developpables d une meme congruence, d ail-

leurs inconnue, interceptent sur (S,) un reseau conjugue et sur

(S) le reseau donne a priori.

La solution de ce nouveau probleme s oblient evidemment par
la combinaison de celles que nous avons fait connaitre dans les

numeros precedents. On determinera d abord toutes les con

gruences dont les developpables interceptent sur (S) le reseau

donne; et il n y aura plus ensuite qu a chercher les surfaces (Si)
sur lesquelles les developpables de chaque congruence obtenue

interceptent un reseau conjugue.

Designons para:, y, z, ties coordonnees d un point quelcouque
Mde(S); ces coordonnees seront des solutions partieulieres de
I equation ponctuelle

a b- c6 =o,
?i &amp;lt;v 0pi

relative au systeme conjugue trace sur (S). La surface focale (I)
d une congruence dont les developpables inlerceptent sur (S) le

reseau conjugue donne sera determinee par les formules (i i), ou u.

designe une solution determinee, mais quelconque, de 1 equation

adjointe-, et nous savons (n 402) que 1 equation lineaire dont X.

Y, Z, T sont des solutions partieulieres admetlra pour solution

generale

etant la solution generale de Tequation (i5).
D apres le theoreme du n 418, la surface (Sj) la plus generale

sur laquelle les developpables de la meme congruence decoupent



228 LIVRE IV. CHAP. X.

un reseau conjugue sera definie ])ar les formules

cr dX e)Y

- *~- 1= -

Si Ton remarque que Ton a, d apres les formules (i i)
el (iG),

da
= 8{^

! &quot;til- =xl
d?i \d

on pourra ecrire

( 9) ^= x

el Ton deduira de la

On volt done que, si 1 on multiplie x, y, 5, t par 9, les relations

enlre les deux surfaces (S) el (S,) apparliennent an type suivant :

dXi _ , ox oxi __
(

ox

&quot;57

~ v

dp dpi dp t

&amp;lt;

22 )
As, . d,~^ oz uzt u*= A 3

= -I ^ 5

op dp dpi opt

dt\ , d^ d^i dt= A-, T = M.-T
do dp dp, dp,

Reciproquemenl,
toules les fois qu il y aura, enlre les poinls

correspondanls
M el M, de deux surfaces quelconques (S) et

(S,), des relations de la forme precedente, quelles que soient

d ailleurs les valeurs de let de
jx,

ces surfaces auronl entre elles la

relation que nous nous proposons d etudier.

Si Ton elimine,en effet, x\ enlre les deux premieres equations,

on oblienl 1 equalion

^X^Y-.IYl^ j-o,
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qui esl encore verifiee quand on remplace x par y, z- el t. Par

suite les courbes de parametres p et
p, determinent sur (S) un

systeme conjugue.

La relation analogue

i dr,\ d /i d-r,

monlre qu il en est de meme pour la surface (S,).

D ailleurs le point P (fig. 28) de coordonnees -T-&amp;gt; ^, -^ , sew l

dp dp dp dp

Irouve sur la langente a la courbe de paramelre p, tracee sur (S):

et, comme il est identique, d apres les formules (22), au point de

coordonnees -r-^-, ? &amp;gt;

* qui se trouve sur la tangente a la
dp dp dp dp

n

courbe correspondanle tracee sur (S,), on reconnait immediale-

ment que ces deux tangentes se rencontrent toujours. De memo
les deux tangentes aux courbes de parametre p

se coupent en un

r. , , dx dy dz dt

point P,, de coordonnees &amp;gt;

-p-, ^r&amp;gt; jr~

D apres cela, deplacons-nous sur une courbe de paramelre p

par exemple.
La surface rt?glee engendree par la droite MM,, admetlant en

M le plan tangent P, MM, et en M, le meme plan tangent P, M, M.

sera necessairement developpable. Comme on peut faire le meme
raisonnement pour les courbes de parametre p,,

on reconnait

ainsi que les developpables de la congruence engendree par la

droite MM, interceptenl effectivement sur les deux surfaces les

deux reseaux conjugues consideres.

23. Nous aliens maiutenant etablir la propriele la plus essen-
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lielle de cette theorie et montrer que les developpables de la

congruence engendree par la droite PP, correspondent a celles

de la congruence engendree par MM,; el, de plus, que P et P,

sont les points focaux de la droite PP,.

Nous avons, en efFet, determine dans le raisonnemenl precedent
les coordonnees des points P et P,. Elles sont

dx dy dz dt
&amp;gt; -r-

&amp;gt; 7
&amp;gt; pour],

dx dy dz dt
-; ? T -; &amp;gt; -^ 5 pour PI.
&quot;Pt &amp;lt;*PI ypi ^pi

Ecrivons 1 equalion (28) sous la forme suivantc :

, ., _ i dx dp c)x
(
. J

&quot;

dp/ IJL X dp jjt.
X dpi

Celte relation, ou J onpourrait remplacer x par j , 3, t
: exprime

que le point P decrit, lorsque p,
varie seul, une courbe dont la

tangente est la droite PP,. En effet, si 1 on remplace dans le

second membre x par x, y, z, t
:
on a les coordonnees d un point

de la droite PP, . On verra de meme que le point P, decrit, lorsque

p varie seul, une courbe dont la tangerite est PP,. La proposition

que nous avions enoncee est ainsi completement demontree.

Si on la transforme par la methode des polaires reciproques,
on obtient le theoreme suivant :

Etant donnees deux surfaces (S), (S,) qui se correspondent

point par point, soient M et M, deux points correspondants sur

les deux surfaces et soit PP, la droite d intersection des plans

tangents en ces points. Elle engendre une congruence recti-

ligne et nous designerons par P, P, ses deux points focaux. Si

les droites MP, MP, sont des tangentes conjuguees de (S). et

de meme les droites M, P, M, P, des tangentes conjuguees de

(S,), les developpables de la congruence engendree par la

droite MM, correspondent a celles de la congruence formee

par les droites PP, ;
et elles decoupent sur les deux surfaces

les reseaux conjugues formes des courbes admettant en M les

tangentes MP, MP, et en M, les tangentes M, P, M, P, .

II resulle immedialement de ce theoreme que la relation entre
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les deux surfaces (S) et (S,) est duaHstique. On pourra done

joindre aux formules (22) les equations analogues, relatives aux

coordonnees tangentielles des plans tangenls en M el en M,.

diii -\,du dui _ ,
du

n j. 7

I do dp dp, d^i

(26)

dp i
* ,dp dp i , dp

dp dp dzi 0^ i

-424. Les propositions que nous venons de developper pour-

raient etre demonlrees par la Geometric; pour ne pas etendre

notre exposition, nous nous contenterons d appliquer la methode

geometrique a la demonstration du theoreme suivant :

Etant donnee line correspondance entre deux surfaces (S) et

(S,), soient (Jig- 28 i M. M, les points correspondants et PP,

Vintersection des plans tangents en M et~M {
. Si les develop-

pables de la congruence (G)formee par la droite MM, corres

pondent aux developpables de la congruence (K) engendree

par la droite PP, ;
et si, de plus, les points focaux P et P, de la

droite PP, sont dans les plans focaux de la droite MM, (c est-

d-dire dans les plans tangents aux deux developpables qui

contiennent MM,), chaque point focal se trouvant dans le plan

focal qui ne lid correspond pas, les deux surfaces (S) et (S,)

sont dans la relation que nous venons de dejinir, c est-d-dire

que les developpables de la congruence (G) interceptent sur

(S) et (S,) des families de courbes conjuguees.

Considerons, en effet, les deux plans focaux de la droite MM,.
Us rencontrent les deux plans tangents suivant des droites MP et

M, P, MP, et M, P, qui se coupent deux a deux aux points P et

P, ;
et ces points sont, d apres rhypothese, les points focaux de la

droite PP,.

Lorsque la droite MM, se deplacera infiniment peu en de-

crivant un element de developpable dans le plan MPM, par
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exemple, Ja droile PP, decrira aussi un element de developpable
et lournera, d apres 1 hypotliese, aulour du point P, .

Soit M M
,
la position nouvelle de MM,. 11 est aise d etablir que

les quatre plans tangents aux deux surfaces en M, M,, M ,
M

,

viennent se couper au point P,. En effet, les deux premiers plans
se coupent suivant la droite PP,, les deux autres suivant la posi
tion infiniment voisine de cette droite, qui, par hypothese, ren

contre PP, en P,. Prenons maintenant les quatre plans dans un

autre ordre. L inlersection des plans tangents en M et M est la

tangente conjuguee de MP; cette tangente viendra necessairement

passer par le point P,. Les droites MP, MP, sont done des tan-

gentes conjuguees, et il en est de meme de M,P, M,P,. C est la

proposition que nous avons enoncee.

42o. Les differents resultats que nous venons d etablir sont

d une grande generalite et interviennent comme elements essen-

liels dans differentes recherches geometriques. Nous aliens, des

a present, en indiquer une application Ires simple.
Elant donnees deux surfaces (S), (S,) et un plan (P), par

toutes les droites (rf) du plan (P) on mene des plans tangents a

(S) et a (S,), et 1 on etablit ainsi une correspondance entre les

points des deux surfaces. Nous aliens montrer que les develop-

pables de la congruence formee par 1 ensemble des droites qui

joignent les points correspondants interceptent sur (S) et sur (S, )

deux rescaux conjugues.

Soient, en effet, M, M, les points correspondants de (S) et dc

(S,). Les plans tangents en M et en M, se coupent suivant une

droite (d] du plan (P); construisons sur cette droite les deux

points Q, Q, qui divisent harmoniquement I angle des deux tan-

gentes asymptotiques en M a (S) et Tangle des deux tangentes

asymptotiques en M, a (S,). Les points Q, Q, peuvent etre con-

sideres, au meme litre que tons les autres points de la droite
(rf),

comme les points focaux de la congruence engendree par cette

droite. Par suite, comme les droites MQ, MQ, sont des tangentes

conjuguees de (S) et les droites M, Q, M,Q! des tangentes con

juguees de (S,), il resulte des theoremes du numero precedent

que Ja droite MM, appartient a une congruence dont les deve-

loppables decoupent des reseaux conjugues sur (S) et sur (S,).
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Et de plus les plans QMM,. &amp;lt;&amp;gt;,MM, seront les plans focaux de

MM,, c est-a-dire les plans tangents aux deux developpables qui

contiennent MM,.
II est clair que ces developpables ne pourront pas etre determi

nees en general; pour les obtenir, il faudra cbercher dans le plan

(P) les courbes qui sont tangenles aux differentes droites (d) en

un des points Q, Q,, c est-a-dire les courbes dont les tangentes

admettent leur point de contact comme point focal.

Imaginons, par exemple, que les deux surfaces (S) et (S,)

soient du second degre. Si 1 on mene une droite (d) dans le

plan (P), les points focaux de cette droite seront les extremiles

du segment qui est divise harmoniquement par les deux surfaces.

On les obtient, comme on sail, en menant par les quatre points

communs a (S) et a (S,) situes dans le plan (P) les deux coniques

tangentes a la droile (d}. Si Ton considere une quelconque de ces

coniques, chacune de ses tangentes admettra son point de contacl

comme point focal; et, par suite, les developpables de la con

gruence seront formees des droites MM, qui correspondent aux

diverses tangentes d une meme conique. On pent done enoncer

la proposition suivante.

Si, par toutes les droiles d un plan (P), on mene des plans

tangents a. deux surfaces (S), (S t ), la droite qui joint les

points de contact engendre une congruence dont les develop

pables decoupent sur (S) et stir (S,) des reseaux conjugues.

Si (S) et (S,) sont du second degre, ces developpables peuvent
etre determinees algebriquement. Les droites qui, dans le

plan (P), correspondent a leurs generatrices rectilignes, sont

tangentes a. une meme conique passant par les quatre points

communs a (S) et a. (S,) situes dans le plan (P).

Les plans tangents aux deux developpables qui contiennenl

une meme droite MM, coupent les plans tangents aux deux sur

faces suivant des droites conjuguees. Us sont done conjugues a la

fois par rapport aux deux surfaces (S) et (S,), c est-a-dire que

chacun d eux contienl le pole de 1 autre.

Si les deux surfaces sont homofocales, les plans conjugues par

rapport aux deux surfaces sont necessairement rectangulaire&amp;gt;
:

par suite, les deux families de developpables se couperont a angle

I^^H 5

-&amp;gt;?

ERSITY
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droit. Nous vcrrons que cette propriete caracterise les con

gruences formees des normales a une surface. Nous sommes
ainsi conduits a 1 elegant theoreme suivant, que Laguerre, notre

ami regrette, a obtenu comme consequence de ses etudes sur les

divers modes de generation des cyclides (&amp;lt;).

Etant donnecs deux surfaces Jiomofocales du second degre
et un plan (P), si Von mene, par les droites du plan (P), des

plans tangents aux deux surfaces, les droites quijoignent les

points de contact correspondants seront normales a une famille
de surfaces paralleles.

426. Nous allons maintenant envisager d autres applications en

supposant que les surfaces (S) et (S,) demeurent quelconques,
mais que le plan (P) s eloigne a l infini. On a alors le theoreme

suivant :

Si I on mene a deux surfaces (S) et (S, )
des plans tangents

paralleles, la droite qui joint les points de contact correspon
dants M, M, engendre une congruence dont les developpablcs

interceptent sur (S) et sur (S ( )
un reseau conjugue.

Si 1 on choisit pour variables
p et

p 1
les parametres des courbes

conjuguees qui se correspondent sur (S) et sur (S,), les equa
tions (22) prennent ici la forme

dy&amp;lt;
. dv dv\ dv

( O ) J
^ I &quot; . J

1 1
^

\ / /
= M.

dz\ . dz dz, dz= A = TJL ,

o:, y, : et^,,jK,, z^ designant les coordonnees cartesiennes des

points M et M
4

. Ces equations sont evidentes : elles expriment

( ) LAGUERRE, Sur quelques proprietes des surfaces anallagmatiques (Bul
letin de la Societe philomatliique, p. 17; 1868). Parmi les surfaces auxquelles
sont normales toutes les droites de la congruence, se trouve toujours une cyclide

[I, p. 207] si le plan (P) ne passe pas par le centre comnmn des deux surfaces

homofocales. Cette cyclide se construit par points de la maniere suivante : soil

(6) la droite, perpcndiculaire au plan (P), qui contient les poles de ce plan par
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simplement que les tangentes aux courbes correspondantes des

deux reseaux conjugues sont paralleles.

Le mode de correspondance precedent a etc considere par
Steiner

( ).
II comprend comme cas particulier la representation

spherique de Gauss; il suffit de supposer que la surface (S ( )
se

reduit a une sphere. Dans ce cas particulier, les deux develop-

pables qui contiennent la droite MM, coupent le plan tangent en

M, a la sphere suivant des droites conjuguees, c esl-a-dire rec-

tangulaires. Les tangentes conjuguees de la surface (S) en M,
etant paralleles aux precedentes, sont necessairement reclangu-

laires; le systeme conjugue se reduit done a celui qui est forme

par les lignes de courbure. Les formules (2-) deviennent iden-

tiques a celles d Olinde Rodrigues [I, p. 199] qui jouenl un role

si important dans la theorie des lignes de courbure.

Revenons au cas general ou la surface (S f )
est quelconque, et

imaginons que cette surface grandisse indefmiment en demeurant

homothetique a sa position initiale par rapport a un point fixe O.

Le systeme conjugue trace sur (S) demeurera invariable; on le

reconnait immediatement, car les systemes conjugues traces sur

(S) et sur (S ( ) peuvent aussi etre definis par la condition, inde-

pendante de toute congruence, que les tangentes aux courbes cor

respondantes des deux systemes traces sur les deux surfaces soient

toujours paralleles; et cette propriete subsiste evidemment lorsque

(S t )
est remplacee par une surface homothetique. A la limite,

lorsque (S|) aura grand! indefiniment, la droite MM, se confondra

avec la parallele menee par le point M au rayon primitif OM,.
Ainsi :

Etant donnees deux surfaces (S), (S ( ),
on leur mene des

plans tangents paralleles (P), (P, ). Si, par le point de contact

rapport aux deux surfaces homofocales; et soil (d
1

) la droite du plan qui corres

pond a une droite quelconque (d) de la congruence. Le plan mene par (6) per-

pendiculairement a (d ) coupe la droite (d) au point ou elle est normale a la

cyclide cherchee. Si le plan (P) passe par le centre commun des deux surfaces,

les droites deviennent normales a des surfaces de quatrieme classe, correlatives

des cyclides, que nous rencontrerons plus loin (Chap. XIV et XV).

( ) STEIXER, Ueber Lehrsdtze von welchen die bekannten Satze iiber paral
lele Curven besondere Falle sind (Journal de Crelle, t. XXII, p. y5, 1846, et

/. Steiner s gesammelte IVerke, t. II, p. 36i).
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de (P) et de (S), on mene line parallele an rayon vecfeur qni

joint uii point fixe de Vespace au point de contact de (P,) et

ofe(St), cette parallele appartient a line congruence dont lex

developpables decoupent sur (S) un reseau conjiigue. Ce reseau

correspond a un reseau conjiigue de (S, ).

C est une generalisation de la propriete bien connue des nor-

males a une surface.

427. Nous avons, au n 81 [I, p. 99], indique quelques pro-

prietes des surfaces qui sont engendrees par la translation d une

courbe de forme invariable. L etude du mouvement d une surface

qui se deplace en conservant son orientation conduit a des propo
sitions analogues. Etant donnee une surface quelconque (S,)et
un point O dans 1 espace, supposons que ce point O soit inva-

riablement lie a (Sj) et deplacons cette surface parallelement a

elle-meme, en assujettissant le point O a decrire une surface fixe

(S). Les positions successives de (S,) dependent des deux para-
metres qui fixent la position du point O; celte surface aura done

une enveloppe qu elle touchera en un nombre limite de points.
Soient (S ( )

une position de (S, )
et O la position correspondante

de O sur la surface (S). 11 est evident geometriquement que les

points ou la surface (S ( )
touche 1 enveloppe sont ceux ou le plan

tangent a (S ,)
est parallele au plan tangent a (S) en O . On aura

done la construction suivante de 1 enveloppe :

Menons aux deux surfaces (S) et (S ( )
deux plans tangents pa-

ralleles quelconques et soient M, M, leurs points de contact. Le

rayon vecteur de 1 enveloppe sera la resultante ou la somme geo-

metrique des deux rayons vecteurs OM, OM, ;
et le plan tangent

a I extremite de ce rayon vecteur sera parallele aux plans tangents
en M et en M, .

Cette construction montre immediatement que Ton pent

echanger (S) et (S|). L enveloppe demeurera la meme si, an

lieu de deplacer (S|), on deplace (S) de telle maniere que le

point O decrive la surface (S{)t On a ainsi une generalisation de

la propriete du n&quot; 81.

Reprenons la construction precedente, mais en subslituanl

successivement a la surface (S ( )
toules les surfaces homotbetiques
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de (S,) par rapport au centre O. On obliendra une serie d enve-

loppes (S), (S ), (S
7

),
. . . qui conslitueront une famille dont la

surface (S) fera parlie. Solent M, ;JL, jx ,
... les points qui se cor

respondent SLIP S . 1 . X Tons ces points seront en

ligne droite; les plans tangents en ces points seront tons paral-

leles; et enfin les developpables de la congruence engendree par
la droite MU.JA . . . decouperont sur toutes les surfaces un re-

seau conjugue correspondant a un reseau conjugue trace sur

(S,). II suffit de supposer que cette surface (S,) se reduit a une

sphere pour retrouver les proprietes essentielles et bien connues

des surfaces paralleles.

428. L etude de la famille de surfaces que nous venous de de-

flnir trouve une application immediate et Ires interessante dans

1 optique geometrique des milieux homogenes ( ). Admettons, en

eflet, que (S t ) soit la surface d onde caracterislique d un tel

milieu, c est-a-dire qu elle soit le lieu des points atleints apres

1 unite de temps par un ebranlement parti de O. D apres la defi

nition meme des milieux homogenes, le lieu des points atteints

apres un temps quelconque par le mouvement vibratoire sera la

surface hornothetique de (S ( ) par rapport a O, le rapport de simi

litude etant egal au temps ecoule. Cela pose, imaginons que la

seconde surface (S) soit une surface d onde, c est-a-dire qu elle

soit le lieu des points atteints au meme instant par un mou-

vemenl vibratoire lumineux qui a son origine dans une source

unique, mais qui peut avoir subi un nombre quelconque de re

flexions ou de refractions. Proposons-nous de determiner les posi

tions successives que prendra 1 onde (S) qui se propage dans le

milieu. D apres le principe de Huvgens, il faudra construire les

surfaces d onde, toutes egales, qui ont pour centres les differents

points de (S) et qui correspondent a la meme duree : leur en-

veloppe sera la position nouvelle de (S). II resulle de celte con

struction que les positions successives de 1 onde (S) sont precise-

ment les surfaces (-), (S ), que nous venons de definir. Les

( ) Pour tout ce qui concerne ce sujet, consulter la solide etude de M. Levistal

Recherches d Optique geometrique, inseree en 1867 au tome IV
(i&quot; serie) des

Annales scienti/iques de I Ecole \ormale superieure, p. iy;&amp;gt;.
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droites MJXJJI/... sont les radons lumineux. La lumiere se pro-

page avec une vitesse uniforme sur chaque rayon; mais, comme
elle met le meme temps a passer de 1 une a 1 autre des positions
de 1 onde, la vitesse est differente sur les differents rayons. Elle

ne depend d aiJleurs que de la direction de ces rayons et demeure

la meme pour tous les rayons paralleles, dans le meme milieu. Si

le milieu est isotrope, la surface (S,) est une sphere; les rayons
lumineux sont normaux a 1 onde (S) et a ses positions successives.

Gonvenablement transformed, cette propriete subsiste pour tous

les milieux homogenes : dans chacun de ces milieux, il y a, entre

la direction du rayon lumineux et celle du plan tangent en un de

ses points a 1 onde qui se propage, une relation constante qui

depend uniquement de la constitution du milieu et demeure la

meme quelle que soit la forme de 1 onde (S). Cela est evident, car

le rayon lumineux est parallele a un certain rayon OM ( de la sur

face d onde caracteristique du milieu decrite de O comme centre,

et le plan tangent de 1 onde est toujours parallele au plan tangent

en MJ a cette surface (Si).

Dans le cas des milieux isotropes, les developpables formees

par les rayons lumineux interceptent sur les differentes positions

de 1 onde un reseau conjugue; cetle propriete s etend aussi aux

milieux homogenes quelconques. Les developpables formees par
les rayons lumineux decoupent sur les positions successives de

1 onde un reseau conjugue, qui correspond d un reseau con

jugue trace sur la surface d onde caracteristique du milieu.

Pour les milieux isotropes, la surface caracteristique etant une

sphere, le reseau conjugue se reduit necessairement a celui qui

est forme par Jes lignes de courbure.
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CHAPITRE XL

LES SURFACES A LIO ES DE COURBURE ISOTHERMES.

Probleme de M. Christoffel. Recherche de tous les cas dans lesquels la corres-

pondance par plans tangents paralleles etablie entre deux surfaces determine

un trace geographique de 1 une sur l
?

autre. Differentes solutions deja connues

de ce probleme; les surfaces homolhetiques, deux surfaces minima quelconques.

Solution nouvelle. Elle est fournie par des surfaces a lignes de courbure

isolhermes. Theoreme de Bour et de M. Christoffel. Application aux sur

faces minima. Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont leurs

lignes de courbure isothermes, c est-a-dire elles sont isothermiques. On

peut faire deriver de taute surface isothermique une infinite de surfaces iso

thermiques nouvelles. Formation de ( equation aux derivees partielles du

quatrieme ordre qui caracterise les surfaces isothermiques. Seconde pro-

priete caracteristique : L equation ponctuelle relative au systeme conjugue
forme par les lignes de courbure doit avoir ses deux invariants egaux. Ap
plications.

. On peut rattacher aux propositions que nous avons

donnees dans le Chapitre precedent Tetude d une interessante

question qui a ete posee et resolue par M. Christoffel
( ). Propo-

sons-nous de rechercher tous les cas dans lesquels la correspon-

dance par plans tangents paralleles etablie entre deux surfaces (S).

(S t ) peut donner une representation conforme ou un trace geo

graphique de Tune des surfaces sur Tautre.

Soient x, y, z; X\,Y\, z-\ les coordonnees carlesiennes rectan-

gulaires des points correspondants sur les deux surfaces (S) et

(S,). Prenons comme variables independantes p
et

p,
les para-

metres des deux families conjuguees qui se correspondent sur les

deux surfaces
(
2
).

Les formules (2-) du Chapitre precedent nous

( ) E.-B. CHRISTOFFEL, Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Mini-

mumsfldchen (Journal de Crelle, t. LVII, p. 218-228; 1867).

( ) Nous ecartons, on le voit, le cas exceptionnel ou ces deux families vien-

draient se confondre et se reduiraient a une famille de lignes asymptotiqucs. Le
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donneront d abord

TI dx ()y { ()y

et il faudra que 1 on ait

A&quot; designant une fonclion quclconquc de
p et de

p (
. Les equations

(i) et (2) expriment toutes les relations qui doivent exister entre

les deux surfaces (S) et (Si).

Introduisons, pour abreger, les quantites E, F, G definies j)ar

la formtile

(
3

)
dx* ^-dy*-~ dz 9- = E dp

*- a F d? dp ,
-~ G dp \ .

L equation (2), dans laquelle on remplacera les derivees de x
t ,

jKi, ^i par leurs valeurs deduites des formules (i), se decomposera
dans les trois relations suivantes

(.\) (
A* /,

2
)
E = o

, ( X ;JL A-*; F = o, ( jj.

2
A-*) G = o,

qui devront etre verifiees toutes les trois.

Les differentes solutions de ce sysleme de trois equations simul-

lanees appartiennent a 1 un des types suivants :

1 li = o, G = o, X;JL
A 2 =o;

2 E = o, ;jL

2 A 2 = o, F = o :

3 E = o, [j.

9-
A-

2 =o, . ).(ji
/.

2 =o;

4 X 2 A-2 = o, [a
2

A-
2 = o, XJJL

A-
2 = o

;

5 X 2 A 2 = o,
(

u 2
/i

2 =o, F = o.

Dans la premiere solution, E et G etant nuls, les deux families

conjuguees seront formees de lignes de longueur nulle; (S)el(S,)
seront done (n 186) des surfaces minima. Deux surfaces minima

quelconqucs nous donnent, en effel, une solution du probleme

propose; cela a ete demontre au 11 21-4
[I, p.

lectcur traitera facilement cetlc hypothese; elle conduit seulement a deux sur

faces homolhctiques ou aux surfaces imaginaires, considerees dans la Note du

n 116 [I, p. 1^8], et dont I element lineaire est un carre parfait.
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La deuxienie solution conduit a ces surfaces imaginaires pour

lesquelles 1 element lineaire est un carre parfait. Nous pouvons la

negliger.

La troisieme el la quatrieme entrainent la relation

Alors les formules (i) nous donnenl

A ne peul elre qu une constanle : les deux surfaces (S) el (S ( )

sont homotheliques. Celle solution etail evidenle a priori.

430. II nous reste done seulement a examiner la derniere solu

tion, qui nous donne, en ecartant I hypolhese deja examinee ).=
;j..

(5) &amp;gt;.
=

A-, jz= /-, F = o.

La derniere equation exprime que les deux families de courbes

conjuguees (p) el (o,) se coupenl a angle droit sur les deux sur

faces. Ainsi le systeme conjugal (p), (p,) estforme des lignes de

courbure des surfaces (S) et (S,). Nous allons etudier celte solu

tion, qui est la seule ventablement nouvelle.

Toutes les relations entre les deux surfaces sont exprimees par
les formules suivanies

dx dx dv dy
( 6 ) ^T jr -j:

- -

(7}

dri . dr dyi _ . dy dz
{ ^

dz

d-Tj ^ dj&quot; dy\ . dy dz
l , d:-

dont nous allons examiner les nombreuses consequences.
On pourrait d abord eliminer #,, r,, ;,. On a, en eflel.

(8)

D. - II. 16
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et il suffira d exprimer que les seconds membres sont des diffe-

rentielles exactes. On trouvera ainsi que x, y, z doivent etre des

solutions particulieres de 1 equation

+- - = o
dp dpi dpi dp dp

Cette equation n est autre que 1 equation ponctuelle relative au

systeme conjugue forme des lignes de courbure de (S). Elle a

d ailleurs la forme la plus generale des equations dont les inva

riants sont egaux. Nous pouvons done enoncer la proposition sui-

vante, sur laquelle nous reviendrons plus loin :

Pour qu une surface (S) soil line solution du probleme pro

pose, il faut et il suffil que requation lineaire aux derivees

partielles relative au systeme conjugue forme par ses lignes
de courbure ait ses invariants egaux.

431. Cette propriety purement analytique peut recevoir une

interpretation geometrique tres simple.

Remarquons, d une maniere generale, que 1 equation ponctuelle

^20 dO (30

(10)
---!- -I- 6-T = o,

dp dp { dp dpi

relative a tout systeme conjugue trace sur une surface, peut

toujours etre determinee quand on connait 1 element lineaire de

cette surface. Soil, en effet,

(11) ds z =Edp z -i-iF dpdpiGdpl

1 expression de cet element lineaire. Si 1 on multiplie le premier

membre de 1 equation (10) par
-~ et si Ton ajoute ensuite les trois

resultats que Ton oblient en remplagant 9 successivemenl par x,

&amp;gt; , z, on obtiendra la premiere des deux equations

I

dp

qui se deduisent 1 une de I autre par I echange de p et de
p,

et

qui feront connaitre a et b.



SURFACES A LIGXES DE COURBURE ISOTHERMES.
&amp;gt;tf

132. Appliquons cette proposition a 1 equalion (9) en re-

marquant que Ton a ici F = o. Les equations (12) prendront la

forme

^L_5j^L- dG G d\ _
&amp;lt;J?l

^
X dji

~
~dj

+
X dp

=:

d ou Ton deduit, en integrant,

/ designant une fonclion de o et /, une fonction de o,. L element
lineaire de (S) sera done exprime par la formule

qui caracterise les systemes isothermes. La surface (S) aura done
ses lignes de courbure isothermes; et il en sera de meme, evidem-

ment, de la surface (S,) donl 1 element lineaire, en verlu de la

formule (2), aura pour expression

04) ds\=\(rd?rid?\).

En reunissant tous les resultats precedents, on obtient le

theoreme suivant :

A toute surface (S) dont les lignes de courbure sont iso

thermes et dont Velement lineaire est determine par la for
mule

on pent faire corresponds une seconde surface (S,) dont
1 element lineaire a pour expression

et dont les lignes de courbure sont aussi isothermes.
De plus, on pent toujours placer les deux surfaces de telle

maniere que les plans tangents et les tangentes principals
aux points correspondants soient paralleles.

433. Bour avail deja etabli la premiere parlie de ce theoreme
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dans son Memoire sur la deformation des surfaces (
(

).
Les

considerations par lesquelles il 1 a etablie offrent la plus grande

analogic avec celles que M. Moutard a employees pour demontrer

son theoreme fondamental. Le fait s explique aisement : a chacune

des surfaces (S) et (S,) correspond une equation lineaire a inva

riants egaux; on passe de 1 une a 1 autre precisement par 1 emploi

de la methode de M. Moutard. D ailleurs le systeme

di c)0 dO[ dO

qui est verifie par les coordonnees correspondantes x et x\, ouj-

et jK), on z et ^
( ,

des points des deux surfaces, est identique acelui

que nous avons etudie au n 391.

En appliquant le theoreme precedent a la sphere, qui peut etre

regardee d une infinite de manieres comme une surface a lignes

de courbure isothermes, Bour a montre que Ton retrouve les sur

faces minima les plus generales; et nous avons deja indique cette

application au n 205 [I, p. 3i3]. On peut retrouver immediate-

ment le theoreme de Bour par Interpretation geometrique du

systeme (7).

Soient c, c
,

c&quot; les cosinus directeurs de la normale en un quel-

conque des points correspondants des deux surfaces (S) et (S,).

Soient R et R les rayons de courbure principaux de (S), R, et

R
t
ceux de (S,) au point correspondant. Les formules d Olinde

Rodrigues nous donnent

En substituant les derivees de x et de x^ dans les formules

on trouve

R! = X R, R; = X R

et, par suite,

5l _j

R + R(18) iT^^ =-

( ) Journal de VEcole Polytechnique, XXXIX 6
Cahier, p. 118; 1862.
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Si la surface (S) est une sphere, on aura R = R et, par suite,

R, -j-R
,

= o; (S t )
sera une surface minima. Si, au contraire, (S)

est une surface minima, on aura R = R et, par suite, R, = R
,;

(S|) sera une sphere. On peut done faire deriver de la sphere

toutes les surfaces minima
}

et les remarques precedentes con

stituent une veritable integration de 1 equation aux derivees par-

tielles de ces surfaces.

Proposons-nous maintenant de rechercher tous les cas dans les-

quels la surface (S,) est parallele a (S). II suffira evidemment

d exprimer que les equations (7) sont verifiees quand on y rem-

place x t ,y { ,
z-

{ respectivement par

x -4- ac, y -~- ac
,

z -f- ac*,

a designant une constante. On obtiendra ainsi des relations telles

que les suivantes :

dor do ^ dx dx de , dx
---- a = A

&amp;gt;

---r- a - = /. --
dp o:. dp dpi op l Opi

En eliminant , au moven des equations d Olinde Rodrigues,
dp dpi

on trouve

II suffira done que Ton ait

2 _ I I

a
~~
R ~*~ R

Ainsi la surface (S) devra avoir sa courbure moyenne con

stante; et reciproquement a toute surface (S) a courbure

moyenne constante correspondra une surface (S ( ) qui sera

parallele a (S). La relation entre les deux surfaces etant reci-

proque, (S,) sera, elle aussi, a courbure moyenne constante.

Si Ton rapproche celte proposition des resultats precedents, on

peut conclure que toute surface a courbure moyenne constante

a necessairement ses lignes de courbure isothermes. Xous re-

viendrons sur ce resultat, qui est dii a M. Bonnet ( ).

() O. BOXXET, Memoire sur la theorie des surfaces applicables sur une sur

face donnee (Journal de I Ecole Polytechnique, XLII* Cahier, p. 77; 1867).
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434. Apres avoir signale les proprieles geomelriques qui so

rattachent a 1 etude du probleme de M. ChristofFel, nous allons

indiquer le parti qu on peut en tirer dans la recherche des surfaces

a lignes de courbure isothermes. Cette recherche constitue certai-

nement un des problemes les plus difficiles de la Geometric; elle

depend, nous le verrons, de 1 integration d une equation non li-

neaire du quatrieme ordre. Les surfaces du second degre, les cy-

clides, les surfaces de revolution, les cones et les cylindres, cer-

taines surfaces a lignes de courbure planes dans un sysleme qui

dependent d une fonction arbitraire
( ),

les surfaces minima et,

plus generalement, les surfaces a courbure moyenne constante ont

tears lignes de courbure isothermes. Toutes ces surfaces, aux-

quelles on peut ajouter celles qu on en deduit par 1 inversion la

plus generate, ne constituent, cependant, que des solutions extre-

mement particulieres du probleme propose, qui doit conduire a

des surfaces contenant quatre fonclions arbitraires dans leur

equation. Bour, qui a considere le premier les surfaces a lignes de

courbure isothermes, annonce, dans la partie de son Memoire que
nous avons citee plus haul, que, de toute surface a lignes de cour

bure isothermes, on peut deduire une infinite de surfaces ana

logues, contenant dans leur equation deux fonclions arbitraires
;

mais on reconnaitra aisement que le raisonnement de 1 eminenl

geometre manque de generalite et s applique a la sphere seule-

ment.

II exisle toutefois un moyen de deduire de toute surface a

lignes de courbure isolhermes une infinite de surfaces nouvelles

contenant dans leur equation autant de conslantes arbitraires qu on

le veut. II suffit, pour cela, de combiner les propositions prece-
dentes avec 1 application de 1 inversion.

Designons, pour abreger, sous le nom de surface isotliermique
toute surface a lignes de courbure isothermes. A toute surface

isotliermique (I), dont 1 element lineaire est donne par la formule

(19) ds^=(rdP^-^r l
d? l),

( ) G. DARBOUX, Determination d une classe particuliere de surfaces a lignes
de courbure planes dans un systeme et isotliermes (Bulletin des Sciences

mathematiques, 3&quot; scrie, t. VII, p. 207; i883).
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Tinversion fera correspondre une nouvelle surface isothermique (I )

dont 1 element lineaire aura pour expression

--

x, y, z designant les coordonnees rectangulaires du point de la

surface (I) et a, b, c celles du pole de 1 inversion.

Or. d apres la proposition de Bour et de M. Christoffel, on peul.

par de simples quadratures, deduire de la surface (I )
une surface

isothermique nouvelle (F) dont 1 element lineaire aura pour

expression

Si Ton recommence, avec celte surface (I ),
les operations que

nous avons appliquees a la surface primitive ( I),
on introduira trois

conslantes nouvelles. On pourra done, en repetant indefiniment

ces operations, faire apparaitre autant de constantes arbitraires

qu on le voudra.

L expression de 1 element lineaire de
(I&quot;)

est entiere par rap

port aux constantes a, b, c. La mdme propriete apparlient aussi

aux coordonnees x&quot;
, y r

, z&quot; du point de (I &quot;). Si Ton pose, en efiet.

(22; 6 = (x a) 2 (r b)- (; c)
2

.

on verra facilemenl que Ton a

et des expressions analogues pour r&quot;. :&quot;. Ces formules mettent en

evidence la propriete annoncee. Si on les applique, par eiemple,
aux surfaces de revolution, on sera conduit a une classe de sur

faces dont les lignes de courbure sont planes dans un systeme. Les

plans de ces lignes enveloppent un cylindre, et ces lignes elles-

memes^ qui sont rectifiables, sont identiques de forme a celles que
nous avons considerees a la fin du n 206 [I, p. 3i6].
L application des methodes precedentes semble etre subor-

donnee a la determination prealable des lignes de courbure de la

surface; mais nous demontrerons plus loin qu une surface isother

mique etant donnee d une maniere quelconque. on pent toujours,



248 LIVRE IV. CHAP. XI.

par de simples quadratures, integrer Vequation differentielle

des lignes de courbure.

435. Dans un elegant article public en 1880, M. J. Wein-

garten ( )
a montre que les surfaces isothermiques peuvent etre

definies par une equation clu quatrieme ordre a laquelle doit

satisfaire une des trois coordonnees rectangulaires, consideree

comme fonction des deux autres; et il a indique un moyen de

former cette equation. L emploi du systeme de coordonnees tan-

gentielles etudie au Livre II
[I, p. ^45] permet d obtenir un

resultat equivalent et d ecrire sous une forme assez simple 1 equa-
tion du quatrieme ordre a laquelle doivent satisfaire les surfaces

isothermiques.

Emplojons, par exemple, le systeme defini au n 165 [I, p. a45]
et dans lequel 1 equation du plan tangent est

( 24) ( + P)X + i(
- a)Y - (a3 - i)Z

-
\
= o,

? etant une fonclion de a et de
j3.

Si nous conservons toutes les

notations de ce numero, 1 equation differentielle des lignes de

courbure sera

(25)

et 1 element lineaire de la surface se presenlera sous la forme

ds^ = (
z dy. -r- *

(26)

ou 1 on a pose, pour abreger,

ap

Les parametres u et v des lignes de courbure seront definis par
des equations telles que les suivantes

( 27 ) du = X (v/r dy. \/t d^\ dv =
;j. (/r d* -f- fi d$ ) ,

( ) J. WEINGARTEN, Ueber die Differentialgleichungen der Oberflachen,
welche durch Hire Krummungslinien in unendlich kleine Quadrate getheilt
werden konnen (Sitzungsberichte der K. P. Akademie der Wissenschaften zu

Berlin, t. II, p. n63; i883).
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X et it devant etre choisis de telle maniere que les seconds membres

soient des diflerentielles exactes; et il faudra exprimer que 1 ele-

menl lineaire de la surface peut etre ramene a la forme

( 28)
ft*- = E ( du- dv-).

En portant dans celte formule les valeurs de du et de dv, et en

ecrivant que 1 expression obtenue est identlque a celle qui esl

iburnie par la formule (26), on oblienl trois equations

E/. X*-*- u! )= l(s s\

&amp;gt;.
= (- 5 -

qui se reduisent a deux, comme il fallait s \ attendre. et nou?

donnent

,c--. ^ \ ~ s

Si done on pose, pour plus de simplicile,

[.-^-*
(29) 4h =

on aura

= r -
/

/&quot;f - * v rt

el toute la difficulte se reduira a exprimer que, pour une rneme

valeur de 9, les deux expressions-
z ^ y rt ; s y rt

sont des diflerenlielles exactes. Considerons. par exemple, la

premiere 5
en ecrivant la condition d

?

integrabilite, nous obtenons

le resullat suivant

d\oz i d\os$ d\fr djt

- /; iog(5 - s - J7i) - v/f~ log ( z
- s -

Pour en deduire la condition d integrabilite relative a la seconde

expression, il suffira de changer le signe de \
t. On est ainsi con-
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duit a deux equations qui permettent de calculer les deux derivees

et, par suite, la differenlielle totale de logO. On trouve ainsi

,. / \ ~)\ogt , r)locr ,
2 d log = - - d* -- cB

** 1 /y elr* fi J t

V i w osv^ s -/rt

Vr
+ s

Vrt

et il suffira d exprimer que le second membre est une differentielle

exacte pour oblenir 1 equation cherchee sous la forme

d

^v
(3o)

*&quot;

d$ \/ 7 5j3

On voit que cette equation est du quatrieme ordre et qu elle est

Jineaire par rapport aux derivees de cet ordre. Toutes les fois

qu elle sera verifiee, on pourra determiner 0, u, v par des quadra
tures et, par suite, obtenir les lignes de courbure. Ce resultat est,

d ailleurs, un simple corollaire d une proposition generate sur

laquelle nous aurons 1 occasion de revenir.

L equation precedente, qui n est irrationnelle qu en apparence,
donne lieu a quelques remarques interessantes. D abord il n y

apparait que deux fonctions des derivees de

fit.

z -+- s \/rt

et ces deux fonctions ont une signification tres simple. La pre

miere fait connaitre les deux valeurs du rapport
~ relatives aux

lignes de courbure. La seconde represente, d apres les formules du

n 165, le rapport des deux rayons de courbure principaux de la

surface. On peut ainsi verifier immediatement que les surfaces

minima sont isothermiques. Le premier membre de 1 equation (3o)
se reduit alors au seul terme
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qui esl nul, comme on le reconnait en substituant les valeurs de

/ et de t qui ont ete calculees au n 194 [I, p. 298].

436. La methode que nous avons suivie pour former 1 equation

aux derivees parlielles des surfaces isolhermiques peut elre rem-

placee par la suivante, qui nous donnera quelques resultats nou-

veaux.

Si, entre les deux equations d Olinde Rodrigues,

dx _ dc dx , dc- R = o. - -4- R = o,
du du 99 dv

on elimine c, on trouvera 1 equation

,
d*x dz dx dz dx

__

du dv dv du du dv

ou 1 on a designe, pour plus de nettete, par p
et

p
les inverses de

R et deR
,
c est-a-dire les courbures principales. L equation lineaire

precedente est celle qui correspond au systerae conjugue forme

par les lignes de courbure. Pour exprimer que la surface est iso-

thermique, il suffira done d ecrire que cette equation a ses deux

invariants egaux, c*est-a-dire que I on a

du

du z z dv z p

En d autres termes, 1 expression

dz dz
-r1- dv --r- Ctll
dv du

devra etre une differenlielle exacte dQ. On peut donner des formes

tres difierenles a cette condition. Si Ton retranche -
o?log(p p ),

on aura
d(s-^-s ), d(z^-z ),- dv ---&amp;gt;:

- du

En exprimant le second menibre au moyen des coordonnees

tangentielles (a, (
3, ^) employees plus haul, on trouvera, apres un
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calcul que nous omettons, que 1 expression

doit etre une differenlielle exacte. On est ainsi conduit a une
forme nouvelle

(32)

r &amp;lt;&amp;gt;(p

+ p n r )(p-+-p n
11 4/1 _^_ - ()

\i /r ^
&amp;lt;fcLv

r P-? J
~

&amp;gt;?Lv
* p-?

de I equation (3o).

Nous signalerons enfin une derniere transformation de la diffe

rentielle dQ, qui a ete donnee par M. Weingarten. Multiplions,
dans 1 expression (3i), le numerate ur et le denominaleur du pre
mier membre par p p ,

afin de rendre le denominateur rationnel,

nous trouverons
,, ,, ^(p-t-p ) , d(p-i-p ) .

rf(pp ) p.-
- du s -^ - -L dv

(33) d[Q - log(p
-

p )]
=

Celte relation permet d ecrire, en coordonnees ponctuelles,
I equation aux derivees partielles des surfaces isothermiques.

Supposons, en effet, la surface definie par une equation de la forme

la plus generale
t

V i/ ?
&quot;&quot;

/
~~

Des formules bien connues permettent d exprimer pp , p -f- p ,

(p p )

2 en fonctions rationnelles des derivees de
&amp;lt;p par rapport

a x, y, z. Or, si 1 on designe par cr une fonction quelconque de

x, y, z, les formules d Olinde Rodrigues conduisent, par un

calcul facile, a la relation suivante

do m ,
0?

, d&amp;lt;j , ds . ds ,

p du ~ p dv ~ dc dc dc .

du dv dx Oy dz

En remplacant a- par p -+- p et en se reportant a I equation (33),
on reconnait immediatement que c/[0 lo(p p )] Pren d la

forme

uy
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Stipposons Fexpression precedente ramenee a la forme

Pour exprimer qu elle est une differentielle exacte lorsqu on se

deplace sur la surface, on ecrira la condition

d^ /dQ _dR\ _._
d-z /dR_^P\ J_^?/^_^Q\ _

( 4) *~ * ~ ~

qui devra etre verifiee pour chaque point de la surface. Telle est

1 equation obtenue par M. Weingarten.

437. De quelque maniere qu on la forme, 1 equation aux deri-

vees partielles precedente parait etre d une integration difficile.

Mais il resulte des propositions que nous avons etablies une me-

thode nouvelle de recherche des surfaces isothermiques qui peut
conduire sans effort a un grand nombre de ces suriaces. Elles sont

caracterisees, nous 1 avons vu, par la condition que 1 equation

poncluelle relative au svsteme conjugue forme par les lignes de

courbure ait ses invariants egaux. Si Ton ecrit cette equation sous

la forme la plus generate en y remplacant par u.0, on obtient

(n 154) [I, p. 221] 1 equation a laquelle satisfont les cinq coor-

donnees pentaspheriques d un point de la surface, considerees

coninie fonctions des paramelres p et p (
des lignes de courbure.

En rapprochant tous ces resullats, nous pouvons done enoncer les

propositions suivantes :

Les cinq coordonnees pentaspheriques d un point de toute

surface isothermique considerees comme fonctions des para-
metres p et p| des lignes de courbure satisfont a une equation
lineaire du second ordre dont les invariants sont egaux.

Inversement, si une equation de la forme

yr- =
-

. i
= i

ou, plus generalement} une equation a invariants egaux,
admet cinq solutions parliculieres x^ X*. ..., x-a liees par
1 equation
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les quantites xi sont les coordonnees pentasplieriques qui defi-

nissent line surface isothermique rapportee a ses lignes de

courbure
( ).

Cette proposition permet, par exemple, de reconnaitre imme-
diatement que les cyclides, pour lesquelles les cinq coordonnees Xi

sont definies par les formules

ou nous conservons les notations du n 154
[I, p. 228], sont des

surfaces isothermiques. Car les cinq coordonnees precedentes sont

des solutions particulieres de 1 equation Ef -&amp;gt;

j (n 3o6)

dont les invariants sont egaux.
Pour donner une application du theoreme precedent, consi-

derons 1 equation

quiestla plus simple de toutes celles dont les invariants sont egaux.

Son integrate generale etant de la forme

on voit que 1 on obliendra une surface isothermique si 1 on pent
trouver cinq fonctions /}(p) et cinq fonctions w/(p,), telles que
1 on ait

5

Les equations de ce genre contenant des fonctions arbitraires

d arguments differents se rencontrent souvent en Geometric. Nous

laisserons au lecteur le soin de resoudre la precedente, nous con-

tentant d indiquer le resultat, qui donne les cones generaux, les

( ) Rapprocher cette proposition des resultats obtenus par M. CAYLEY dans une

Note Sur les surfaces divisibles en Carres par leurs courbes de courbure et

sur la theorie de Dupin, inseree en 1872 au tome LXXIV des Comptes rendus

de I Academic des Sciences, p. i44^. Consulter aussi 1 article Sur un point de

la theorie des surfaces, public a la page 1617 du nieme tome par M. COMBESCURE.
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surfaces de revolution et les transformers par inversion de ces

deux series de surfaces.

Lorsqu on aura obtenu une solution du probleme, c esl-a-dire

determine cinq fonctions Xi satisfaisant a 1 equation

on en pourra deduire une infinite de solutions nouvelles. II suflira

d introduire la solution parliculiere

ou les constantes ai sont liees par la relation

et d employer celte solution w pour passer, en suivant la methode

Je M. Moutard, a une nouvelle equation de la forme (35) qui

donnera a son tour de nouvelles surfaces isolhermiques. Ce pro-

cede analvtique, que nous signalons rapidement, n est autre que
la traduction des operations geomelrJques indiquees plus haul au
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CHAPITRE XII.

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D UNE FAMILLE DE SURFACES.

Condition pour que les courbes d une congruence definie par deux equations
differentielles du premier ordre soient normales a une famille de surface?.

Interpretation guometrique de la relation analytique a laquelle on est cor.-

duil. Condition necessaire ct suffisante pour que les droites d unc congruence
soient les normales d une surface. Proprietes relatives aux deux nappes
de la surface des centres de courbure. Integrate premiere, obtenue par la

Geometric, de 1 equation differentielle des lignes geodesiques tracees sur une

surface du second degre. Etude du cas oil 1 une des nappes de la surface des

centres se reduit a une courbe. Surface a lignes de courbure circulaircs;

cyclide de Dupin. Condition pour que les courbes d une congruence admel-

tent une famille de surfaces trajectoires orthogonales lorsqu on connait les

equations en termes finis qui definisscnt chaque courbe de la congruence.

438. Nous aliens maintenant continuer 1 elude des congruences
de courbes en nous placant a un point de vue nouveau. Nous

chercherons la condition pour que les courbes d une congruence
donnee soient les trajectoires orthogonales d une famille de sur

faces.

Considerons d abord une famille de surfaces definie, en coor-

donnees rectangulaires, par 1 equation

(0 *=f(x,y,*)\

si 1 on se propose de determiner leurs trajectoires orlhogonales,

on aura a integrer le sj sleme d equations differcntielles

dx
_ dv

_
dz

~S
==

~^L

~~

~?I
dx dy dz

Les deux integrates de ce systeme contiendront deux constantes

arbitraires et determineront, par consequent, une congruence de

courbes qui couperont a angle droit les surfaces considerecs.

Donnons-nous maintenant une congruence de courbes, et sup-
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posons d abord que les courbes qui la composent soient definies

seulement par leurs equations diflerenlielles, qui seront de la

forme

d-r _ d\-

~\
~~~- T

X, Y, Z elant des fonctions donnees de x, y, z. S il exisle une

surface (2) coupant a angle droit toutes les courbes, on aura,

pour chaque point de cette surface,

(4)

p el q designant les derivees de ; consideree corame fonction de

x el de r.

On voit qu il n existe pas, en general, de surface normale a

toutes les courbes de la congruence; car les deux equations (4)

peuvent etre envisagees comme deux equations aux derivees par-
lielles auxquelles doit satisfaire une meine fonclion z de x el de

) . et deux telles equations n ont pas, en general, de solution com
mune. C est ce que montre, du reste, le raisonnement suivant.

S il existe une fonclion ; salisfaisant aux deux equations (4), les

valeurs de
-f-,

~ obtenues en differentianl ces deux equalion-.

devront elre egales; on devra done avoir

d /X\ d /X o /Y\ d /Y,

-ft \T)
* ^ U q = ^ ( zj

+
dl (*)

En developpant el en remplacanl p et q j
ar leurs valeurs lirees

des equalions (4), on trouve

d\ d\ d\ .

S-upposons d abord que celle condition ne soil pas verifiee

identiquement. Alors elle fera connailre :-, et il faudra cliercher si

les valeurs de z qu elle determine satisfont aux equalions (4).

Cela peul arriver; mais il n est pas demonlre, et il n est pas vrai

en general, que les valeurs de ; definies par 1 equalion (5) soient,

D. II. 17
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en lotalile ou en parlie, des solutions communes des equations (4).

Ainsi :

Ouand Vequation (5) n aura pas lieu identiquement, les

courbes de la congruence ne pourront elre normales qu d un

nombre limite de surfaces four/lies par les valeurs de z qui

satisfont a cetle equation ; rnais, si aucune de ces valeurs de z

n est solution commune des equations (4), ilny aura aucune

surface coupaut d angle droit toutes les courbes de la con

gruence.

Considerons, par cxemple, le systeme d equations difleren-

tielles

dx _ dy _ dz

x -r- b z cy y -i- ex a z -f- ay b x

La condition (5) se reduit ici a la suivantc

ax -+- by -i- cz = o,

et il est aise de voir que les equations (4) ne sont pas verifiees

lorsqu on y substitue la valeur de z qui esl definie par cette equa
tion.

439. Supposons main tenant que 1 equation (5) soil identique

ment verifiee; dans ce cas, les deux equations (4) admetlront une

solution commune qui contiendra une constante arbitraire.

II suffit, pour le demontrer, de repeter un raisonnement deja

fait au Livre I. Considerons une fonction quelconque z satisfai-

sant a la premiere des equations (4)- Elle ne verifiera pas, en ge

neral, la seconde de ces equations. En tenant compte de la pre

miere et de 1 identite (5), on sera conduit a la relation

d I Y\ d /X\ / Y

M? +
z)= &quot;^IzA^z

qui aura lieu pour toutes les valeurs de x et dey. On deduit de la

Y

Y
1 indice o indiquanl la valeur de ^-f-^pour x = x . On voit
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done que, si q -j- ~ esl nul pour jc = x quel que soil y, il sera

mil pour toutes les valeurs de x et de y. Ainsi :

Toutefauction z- satisfaisant a la premiere des equations (4)

pour toutes les valeurs de x et de r, et a la seconds de ces

equations pour jc= jc . satis/era aussi a cette derniere equation

pour toutes les valeurs de x et de y.

D apres cela, faisons x = x dans la seconde equation (4\ et

determinons la fonction :
{
de y qui satisfait a cette equation et se

reduit a ; P ur
.} J&amp;gt;

o- Celte fonclion ;, contiendra la constante

arbitraire ; - Puis determinons une fonction r satisfaisant a la

premiere equation (4) et se reduisanla z
t pourjr = jc . En vertu

de la proposition precedenle, celte fonclion r, qui depend de la

constante z-
,
satisfera egalement aux deux equations (4).

Toutes les fois que 1 equation (5) sera identiquement verifiee,

il v aura, on le voit. une famille de surfaces coupant a angle droil

toutes les courbes de la congruence consideree. Soil

f(x, y, - , = a

1 equalion de cette famille de surfaces. On pourra determiner la

fonclion f(x, r, z~) par les trois equations

En egalant les diflferentes valeurs de
&amp;gt; que Ton peul de-

duire de ces equations, on verra que A doit satisfaire aux trois

equations
..-/A _,d\ , /d\ d\\X-- \ ---A I -- 1=0,
Oy Ox \dy dx /

On relrouverail la condition (5) en ajoulant ces equations apres
les avoir multipliees respeclivement par Z, X. Y.

Supposons, par exemple, que Ton ait
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Les formules (6) nous montrent tout de suite que 1 on pourra

prendre \ = i
,
et 1 on aura

J ?

440. Apres avoir obtenu, sous la forme (5), la condition pour

que les courbes d une congruence admettent des surfaces trajec-

toires orthogonales, il nous reste a interpreter celte condition et

a la traduire par line relation geomelrique equivalente. Commen-

cons par considerer une famille de surfaces (S) et leurs trajectoires

orthogonales (G). Soil M un point quelconque de 1 espace par

lequel passe une surface (S) et une courbe (C). Gonsiderons toutes

les surfaces (S), engendrees par des trajectoires orthogonales,

qui contiennent cetle courbe (C); et cherchons toutes celles de

ces surfaces (S) qui admeltent en M pour une de leurs direc

tions principalcs la tangente a la courbe (C). La seconde direc

tion principale sera, evidemment, la tangente commune en M a

(S) eta (S); et, comme ces deux surfaces se coupent a angle droit,

cette tangente commune ne pent elre direction principale de (S)

sans 1 etre en meme temps de (2) ( ).
Ainsi :

Quand les courbes d une congruence sont normales a une

surface (S), toutes les surfaces de la congruence qui passent

en un point M de (S) et admettent en ce point la normale a

(S) pour direction principale forment deux series distinctes,

( ) Considerons, en effet, les representations spheriqucs des deux surfaces

(), (S) sur une meme sphere. La courbe d interscction (T) aura deux repre

sentations distinctes (y), (y )
suivant qu on la regardera comme appartcnant a

1 unc on a 1 autre des deux surfaces (S), ( S) ;
et les points m, m qui se corres

pondent sur ces deux courbes spheriques, c cst-a-dire qui sont les representations

spheriques d un meme point M de (T), seront to ujours a une distance egalc a un

quadrant. La langenlc MT en M a la courbe (T) etant, par hypothese, une tan

gente principale de (S), la courbe decrite par le point in aura sa langente m t

en m parallele a MT (n 142) et, par suite, perpcndiculaire a Fare de grand

cercle mm . Or on sait que, lorsqu un arc dc cercle de longueur invariable se

meut sur la sphere, il ne peut etre normal a la courbe decrite pai- une de ses

extremites sans etre normal a la courbe decrite par 1 autre extremite m. II re-

suite de la que la tangente mt en m a la courbe decrite par ce point est aussi

pcrpendiculaire a 1 arc mm et, par suite, parallele a la tangente MT. II est ainsi

etabli que MT est aussi une tangente principale de (S).
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admettant an point M deux plans tangents rectangulaires

[quisont les plans principaux de (S)].

Nous allonsmaintenant demonlrer la reciproque, etprouver que
cette relation geometrique est equivalente a 1 equation (5). Re-

prenons pour cela les equations diflerentielles des courbes de la

congruence
dx dy dz

X s :

Y
: =

Z
&quot;

Les surfaces engendrees par ces courbes devront satisfaire a

1 equation lineaire

(8) p\-*-q\ 7. = Q.

Si Ton veut exprimer qu une de leurs directions principales ati

point (x, y, z] est la tangente a la courbe de la congruence, il

faudra, dans 1 equation diflferentielle des lignes de courbure

d.r p dz civ
ff
dz

dp dg

remplacer dx, dy, dz par X, Y, Z, ce qui donnera

\ Z Y &amp;lt;? Z
9 ) ~\ _4_ Y

=
\ _ / Y

En differentiant 1 equation (8) successivement par rapport a x
et a^% on obtiendra les valeurs de

;-X + sY, s\ t\

en fonction des derivees premieres; et ces valeurs, portees dans

1 equalion (9), nous donneront

d&quot;L d\ d\ ()Z d\. dY c)Z

p q p q p q
dx dx 1 Ox Oy

r
dy

J
Oy &amp;lt;Jz

1 dz 1 oz

(o) p

X

Cette equation du second degre par rapport a p et a q, joinle

a Tequalion (8), definira deux syslemes de valeurs de p et de q.

Supposons, par exemple, que Ton ait pris le point considere
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pour origine ties coordonnees ct la langente a la courbc de la

congruence pour axe des jr. On aura

X = i
,

( 1 1 ) , Y a x -i- by -4- c z -f- . . .
,

f Z = a .r -- b y -i- c z 4-. ...

JVequalion (8) donncra

/&amp;gt;

= o,

et 1 equalion (10)

( 1 1
) eg- -i- (

b c ) cj
b = o.

Aux deux valeurs de q correspondent deux plans tangents; les

surfaces qui satisfont a la condition proposec doivenl etre lan-

gentes a 1 un ou I autre de ces plans.

Avec les valeurs (i i) de X, Y, Z, la condition (5) se red nil a la

suivante
b c o

;

et elle exprime, par consequent, que les deux plans definis par
I equation (12) sont perpendiculaires. Nousoblenons done la pro

position suivante :

Etalit don nee line congruence quelconque, les surfaces cle

la congruence qui sont assujetties a contenir une courbe (R)
de celte congruence et a admettre en un de ses points M la

tangente MT a la courbe comme direction principale formenl
deux series distinctes et sont tangentes a deux plans different*

passant par la droite MT. Reciproquernent, loute surface de

la congruence tangente en M a un de ces deux plans satisfait

a la condition proposee.
Pour f/ue les courbes de la congruence admettent des sur

faces trajectoires ortliogonales, il faut et il sujfit que les deux

plans precedents soient toujours rcctangulaires ( ).

( ) On pcut proposer unc atitrc interpretation geometrique de la condition

d orthogonalite. Etant donnee la courbe (K) et un point M determine de cette

courbe, considerons les courbes infiniment voisines tie la congruence, et prenons
sur chacune d elles le point M pour lequel la tangente a cette courbe vient ren-

contrer la tangente en M a la courbe (K). Le lieu des points M
,
ou mieux le

lieu des droites MM
,
est un cone du second degre contenant la tangente en M:
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4-11. Pour montrer par des exemples I utilite de la proposition

precedente, supposons que 1 on connaisse deux families de sur

faces orlhogonales se coupant mutuellement suivant des lignes de

courbure communes. Si 1 on considere la congruence formee par
loutes ces lignes de courbure, la condition precedente sera evi-

demment verifiee : il exislera done une troisieme famille de sur

faces coupanl a angle droit les lignes d inlerseclion et, par conse

quent, les surfaces des deux premieres families. Ainsi :

Lorsqu on a deux famiIles de surfaces se coupant in utuella

ment a angle droit, et suirant des lignes de courbure com

munes, il existe necessairement une troisieme famille de sur

faces qui forme (tree les deux premieres un srsteme triple

orthogonal.

Supposons encore que la congruence soil formee de droites.

Toutes les surfaces de la congruence passant en un point M d une

droite
(&amp;lt;/)

de la congruence admeltront cette droite pour tan-

gente asvmptotique. Mais elle sera, en meme temps, direction

principale si la surface reglee est Tune des surfaces developpables

de la congruence. Done :

La condition necessaire et suffisanle pour que les droites

d une congruence soient les normales d une surface est que
les developpables de la congruence se coupent a angle droit.

G est la une proposition tres importante au point de vue geo-

metrique ( )
et dont il sera ulile de developper les consequences.

Nous savons que les droites d une congruence sont, en general,

tangentes a deux surfaces (S), ( }.
Des deux families de develop

pables, les unes ont leurs aretes de rebroussement (C) sur la pre-

nous laisserons au lecleur le soin de le demonlrer. Pour que les courbes admel-

lent des trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux droiles d inler-

section de ce cone par le plan normal a la courbe (K) soient rectangulaires.

c est-a-dire que le cone soit equilatere.

( ) Elle etait connue de Malus et de Dupin: mais elle a etc etablie pour la

premiere fois. d une maniere complete, par M. J. BERTRAND. dans le Memoire sur

la theorie des surfaces insere en iS^ j au Journal de Liouville, (i&quot;
stM-ie. t. IX.

p. i33).
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miere surface et touchcnt Ja secondc surface suivanl des courbes

(D ); les autres touchent la premiere surface suivant des courbes

(D) conjuguees des courbes (C) et ont leurs aretes de rebrousse-

inent (C ), conjuguees des courbes (D ),
sur la seconde surface. Si

done les deux series de developpables se coupent a angle droit,

les courbes (C) et les courbes (C ) auronl, en chaque point, leur

plan osculateur normal a la surface sur laquelle elles sont tracees.

Les lignes qui sont tracees sur une surface et qui satisfont a

cette condition que leur plan osculateur soit loujours normal a la

surface ont recu le nom de lignes geodesiques. 11 resulte done de

ce qui precede la proposition suivante :

Quand des droites son I normales a une surface, les aretes de

rebroussement des developpables formees avec ces droites sont

des lignes geodesiques de celle des nappes de la surface focale
sur laquelle ellcs sont Iracees.

Reciproquement, les langentes a une famille de lignes geo

desiques tracees sur une surface sont les normales d une autre

surface. Dans ce cas, en effet, les plans focaux de chaque tan-

gente sont le plan tangent a la surface et le plan osculateur de la

ligne geodesique ; et ces deux plans sont rectangulaires, d apres

la definition meme des lignes geodesiques.
Ces propositions sont immediatement applicables dans 1 elude

des lignes de courbure. Comme consequence des remarques pre-

cedentes, nous obtenons les resultats suivants.

Soient (S) une surface donnee, (S) et (S )
les deux nappes de Ja

surface des centres de courbure de (S). Toule normale en un

point M de (S) est tangente en un point C a (S), en un point C a

(S ); C et C sont les centres de courbure principaux. Toutes les

surfaces reglees, engendrees par des normales de (S), qui con-

liennent la normale en M sont tangentes en C a la nappe (S) et

en (C )
a la nappe (S ).

Les plans tangents en G et en C sont rectan-

gulaires; ce sont les plans principaux de (S) pour le point M.

Si 1 on se dcplace sur une des lignes de courbure, la normale a

la surface engendrera une surface dcveloppable dont 1 arete de

rebroussement, lieu du point C par exemple, sera une ligne geo

desique de (S); cette developpable sera tangente a la nappe (S )
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en tous les points de la courbe (D )
decrile par le poinl C . Si Ton

se deplace de meme sur 1 autre ligne de courbure, le centre de

courbure correspondent C decrira sur la nappe ( )
une ligne

geodesique, arete de rebroussement de la developpable engendree

par la normale; celte developpable louchera la premiere nappe

() en tous les points d une courbe (D) decrite par le point C.

Si, placant 1 ceil en un point quelconque, on regarde dans la

direction de Tune des normales de (S), les deux nappes de la

surface des centres paraitront se couper a angle droit.

Reciproquernent, etant donnees deux surfaces (2), (S ),
s il

existe des tangentes communes a ces deux surfaces, forman t

une congruence et telles que les deux surfaces paraissent se

couper a angle droit lorsqu on regarde dans la direction de

Vune de ces droiles, ces tangentes communes seront les nor

males d une surface.

442. Cette derniere proposition trouve une application tres

inleressante dans la theorie des surfaces du second degre. On sail,

en effet, qu etant donnees deux surfaces homofocales du second

ordre (S), (2 ), elles paraissent se couper a angle droit quand on

les regarde d un point quelconque de 1 espace; en d autres termes,

les cones de meme sommet circonscrits aux deux surfaces sont

orlliogonaux. 11 suit de la que les tangentes communes a deux

surfaces homofocales quelconques sont les normales d une

famille de surfaces paralleles. Les aretes de rebroussement des

developpables formees par ces tangentes communes seronl done

des lignes geodesiques de celle des surfaces (2), (S
7

)
sur laquelle

elles sont tracees.

Ces simples remarques donnenl tmmedialement Tintegrale pre

miere de 1 equation differentielle du second ordre qui caracterise

les lignes geodesiques dans le cas des surfaces du second degre.

Adjoignons, en effet, a la surface donnee (2) une surface homo-

locale (2 ).
L equation differentielle du premier ordre qui definit

les lignes de (2) dont les tangenles sont aussi tangentes a (2 _)

sera, evidemment, une integrale premiere de Tequalion differen

tielle des lignes geodesiques; car elle conlient une constante qui

depend du choix de (2 ).
Nous reviendrons plus loin sur ce sujet

au Chapitre XIV et nous montrerons que les remarques prece-~
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denies conduisent a la determination complete des lignes geode-

siques pour les surfaces du second degre.

443. Les propositions que nous venons d elablir se rapportent
an cas ou la congruence formee par les normales admet une veri

table surface focale. II pent arriver que les nappes de la surface

focale se reduisenl a des courbes; on oblienl sans difficulte la

definition geomelrique des surfaces correspondantes.

Supposons, en effet, que les normales a une surface rencontrent

loules une courbe (C). Alors il en passera une infinite par chaque

point M de (C); et, coinme toules ces normales formenl un cone,

qui esl Tine surface developpable, leurs pieds decrironl une ligne

de courbure de la surface; de plus elles scront toutes de meme

longueur. La sphere decrilc du point M avec un rayon egal a la

longueur d une dc ces normales sera done tangenle a la surface

consideree en lous les poinls d une courbe; el, par suite, celte

surface est I enveloppe d une sphere de rayon variable donl le

centre decrit une courbe (C). Reciproquement, il est evident que
toule surface susceptible de ce mode de generation jouira de la

propriete indiquee.
Dans ce cas, I une des nappes de la surface focale se reduit a

une courbe; 1 autre nappe est, en general, une veritable surface

dont on pent donner la generation suivante.

Considerons une sphere variable donl le cenlre (x, y, :} decril

une courbe (C) el dont le rayon R est une fonction de la position
du centre sur la courbe (C). Elle enveloppera une surface (S)

donl on obliendra 1 equalion en eliminanl le parametre variable

enlre les deux equations

(X xY^- (\ y)* -t- (Z *)&amp;gt;==R,

(\ x) dx -+ (\ y] dy -&amp;gt;T- (Z ^
;
dz -H R d\\ = o.

Ces deux equations, prises simullanemenl, represenlenl une

des lignes dc courbure circulates de la surface. L equation

(X-

que Ton obtienl en les combinanl el qui esl homogene par ra(&amp;gt;-
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port a X ./. 1 r, Z ;, represente evidemment le cone de

revolution forme par les normales en tons les points de cette ligne

de courbure circulaire. Par suite, en prenant I enveloppe de ce

cone, on devra retrouver la deuxieme nappe de la surface des

centres de courbure. Associons a 1 equalion precedenle sa derivee

par rapport an parametre; nous aurons

x
r

t
l

x dv

[-
|&amp;gt;(T -Jr)ai-

|

;

(2-* )

dx*+4r*-*-d** d dx

Le premier facteur, egale a zero, nous donne une surface

imaginaire qui est 1 enveloppe d un plan tangent a la courbe

(C) et an cercle de 1 infini
;
le second

d (dx
( x-*&amp;gt;

fait connaitre la courbe de contact du cone avec la surface de&amp;gt;

centres ou le lieu des centres de deuxieme courbure correspon

dents a tous les points de la ligne de courbure circulaire; ce lieu.

on le voit, sera une conique.
Ainsi la deuxieme nappe de la surface des centres sera une sur

face engendree par des coniques et telle que le plan tangent en

tons les points de cbaque conique enveloppe un cone de revo

lution.

444. La proposition precedente permet de definir immediale-

ment la surface dont les normales rencontrent deux courbes t

_(
. .

(C ).
En effet, (C )

devra conlenir les centres de courbure prin-

cipaux situes sur toutes les normales passant par un point de (C).

Done (C )
sera une conique, il en sera de meme de i C) ;

et chacune

de ces deux coniques dcvra etre le lieu des sommets des cones

de revolution passant par Vautre.

On sail qu il existe deux coniques satisfaisant a ces conditions :

ce sont \esfocales de Dupin. Si nous nous conlenlons d etudier

le cas le plus general, la premiere est une ellipse, qu on pent
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definir par les equations

(.6) , = o, ^ + =
5

Tautre cst unc hyperbole

Prenons un point quelconque M (x , y }
sur la premiere, un

point quelconque W(x&quot;, ^&quot;)
sur la seconde. On trouvera faci-

lement

et, par suite, les deux spheres qui ont leurs centres respeclivenient
sur les deux focales et qui sont definies par les equations

(.9)

sont constamment tangentes 1 une a I autre, la distance de leurs

centres etant toujours egale a la somme ou a la difference de leurs

rayons. Elles enveloppent, par consequent, la meme surface; el

celte surface repond evidemment aux conditions posees : par suite

de son double mode de generation, ses normales rencontrent

necessairement les deux coniques ( ).

La \arialion de la constanle k fera connaitre toutes les surfaces

paralleles dont les normales renconlrent les deux coniques.
Le mojen le plus simple de definir la surface precedenle a

laquelle Dupin avail donne le nom de cyclide, mais que nous

nommerons cyclide de Dupin pour la dislinguer des cvclides les

plus generates, consisle a employer les coordonnees langenlielles.

L equalion tangenlielle de la premiere sphere esl

ux -+- vy -\- p

( ) Nous avons clcja employe ccs propositions tie DuriN aux n* 103 et 104

I, p. 129].
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en supposant
-

v*- -= I.

L enveloppe sera done definie par 1 equalion

(20)

On trouverait de meme, en employant la seconde sphere.

Fequation
\ s

evidemment eqnivalente a la precedente; car, en la retranchant

de cette equation, on obtient 1 identite

b*(u--r- r j

44o. Jusqu ici nous avons defini les courbes de la congruence

par leurs equations differenlielles. Supposons mainlenant que
Ton connaisse leurs equations en termes finis; et commencons par

le cas le plus simple, celui ou ces equations sont resolues par

rapport aux constantes arbitraires.

Soient

les equations des courbes de la congruence. On deduit de la par

la diflerentiation

d.r dv dz

da db da db da db da db da db da db

dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx

Appliquons 1 equation (5) en y remplacant X, Y, Z par

da db da db da db da db da db da db
^

fy dy &amp;lt;&amp;gt;I d z Oz dx dx dz dx dy dy dx

nous trouverons ainsi

Ida db da db\ V d /da
db_ _ da_

M\ __d_
/da

db_ _ da_ djb\
1

. . _ Q

\dy dz
~~

dz d}-) \_dz \dz dx~dJcdz)~dy\dxdy dy dx) J
&quot;&quot;&quot;

les lermes non ecrils se deduisant des precedents par des permu-



27 LIVRE IV. C1IA1&amp;gt;. MI.

lations. La relation parait compliquee, mais on pent lui donner
une forme assez elegante

da db i)a &amp;lt;)b db &amp;lt;)a db t)et db ,da

les ditlerentielles totales d so rapporlant a un deplacemenl eflectue

sur la courbe meme de la congruence.

Soit, par exemple, une congruence definie par les formules

/.,-n
= ?O) + f(y) + ty(z),

L equation a laquelle il s agira de salisfaire sera

11 faudra done que la fonclion

soit constante cii tons les points de chacune des courbes; ce qui

exige, on s en assure aisement, qu elle soit une combinaison
lineaire a coefficients constants des seconds membres des equa
tions (a3).

On oblient ainsi les equations de condition

(24) fflffi = /

ou m et / sont deux constantes, et qui feront connaitre les fonc-
tions a ,,/, , ^i lorsqu on se donnera arbitrairement/, cs, -!/.

Ces equations sont veri flees si Ton considere la congruence
definie par les formules

= 0(3?) + /(j) -t-^(-),

il suffil de remplacer m et n par zero. Alors les surfaces Irajec-
loires orlhogonales auront pour equation



TKVJECTOIRES ORTHOGONVLK^ D UNE FAJIILLE DE SURFACES.
&amp;gt;7I

446. Ecrivons maintenant les equations de la congruence sous

la forme plus generale

t /(x,j, -, : ^) = o,

j *(r.y. :,a,b) = o.

On calculera success! venient les derivees de a et de b par rap

port a jc, a r el a ^^ et on les portera dans 1 equalion (22). On

obtient ainsi le resultat suivant

r Ox da do

F *L V
da db

4-^ d-^da db

df_ tf
da db

G F ^ ^
&amp;lt;j(i Ob da db

ou les differentiations se rapportent encore a un deplacement

efTeclue sur la courbe el ou Ton a pose, pour abreger,

le signe S indiquant toujours une somme etendue aux trois coor-

donnees.

La forme meme de 1 equation (26 ) nous conduit a une remarquc

analogue a celle qui a ete developpee au n 313. Supposons, pour
fixer les idees, que les courbes de la congruence soient alge-

briques ; &amp;gt; -~ri -^--&amp;gt; -rf seront des fonctions de desre determine
1 da db da db

et, par suite, le nombre des points de cbaque courbe de la con

gruence qui satisfont a la relation (26) dependra de la nature de

la courbe plutot que de la maniere dont a el b entrent dans les

coefficients. Soit p le nombre des points ainsi obtenus; on pourra
enoncer le theoreme suivant :

Les courbes de la congruence ne pendent etre normales a

plus de p surfaces sans etre normales a toute une famille de

surfaces.

Supposons, par exeniple, que les courbes de la congruence
soient planes et de 1 ordre m. Prenons pour plan des xy le plan

qui contient Tune des courbes et supposons que la premiere
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equation /= o represente le plan de la courbe. On aura des re-

sultats de la forme suivanle :

da ny+ qs-ir /,
db
= m x -+- n y -t- q z -t- / .

Si Ton suppose que laseconde equation dela courbe represente

le cylindre qui la projelte sur le plan des xy, ,

-^ = cs, ,

-? =: s.,

seronl trois fonctions quelconques de x et de y. L equation

prendra alors la forme suivanle

da?

.
-

A, B, C etant trois constantes qui dependent de /;?, /?, q\ in
, //,

^ . L applicalion du theoreme des fonctions homogenes permet
de reduire cette equation au degre 3(m i).

On aura done ici

p = 3 m(in i).

Pour les congruences de cercles, on peul prendre

et
cp,, cp

2 se reduisent, on le verra aisement, a des fonctions du

premier degre. On a alors

et le determinant qui figure dans la relation
( 28) pent se ramener

au premier degre; le premier membre de cette relation se reduit

done au premier degre et 1 on a
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On esl ainsi conduit au theoreme suivant :

Lorsque les cercles d une congruence sont normaux a plus
de deux surfaces, Us coupent a angle droit toute line famille
de surfaces,

qui a etc donne par M. Ribaucour et que nous demontrerons

plus loin, avec tons les developpements qu il comporte, par une

analyse plus elegante.

Lorsque les fonctions f et 3 sont, Tune et 1 autre, de degre

superieur a i, on peut encore, en introduisant les coordonnees

homogenes x, y, z, t, abaisser le degre de la condition (26). Si,

pour abreger, on designe par (P, Q) le determinant fonctionnel

des quatre fonctions P, Q,/, -p,
considerees comme dependant des

variables homogenes x,y, ,s, t, on pourra mettre 1 equation (26)
sous la forme suivante :

m n I fe do\ m -f- n / df df\
-.-- E

( -ji ,
-

)
-.
-- G

( -f- , -4 )
= o,

n \da db / m \da Ob/

m et n etant les degres de / et de =, et A designant le deter

minant
d2. ^1 _ ^^?
da db db da

Le premier membre de Tequalion precedente est du degre

3(m 4- n 2) par rapport aus coordonnees x, y, r, t. Par suite,

si une congruence est formee des courbes qui sont I intersection

complete de deux surfaces d ordres m et /?, les courbes de la

congruence ne pourront etre normales a plus de

3 mn (m -4- n 2 )

surfaces distinctes, a mains qu elles ne soient les trajectoires

orthogonales d une famille de surfaces.
Pour n = i, on reirouve la proposition indiquee plus haul, et

qui a, d ailleurs, etc deja enoncee par M. Ribaucour.

D. - II. 18
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CHAP1TRE XIII.

nROlTES NOll-MALKS A TJJNE SURFACE.

Tlicorie directe pour les congruences rectiligncs. Condition pour quc des

droites partant dcs differents points d une surface soient normales a une autre

surface. Remarque d Hamilton. Equation aux derivees partielles d unc

famille de surfaces paralleles. Applications. Theoreme de Malus. Pro

positions de Dupin relatives aux cas oil les developpables formees par les

rayons incidents ne sont pas detruites par la reflexion. Definition des axes

optiques d une surface. Pour quc dcs rayons incidents normaux a une sur

face aient leurs developpables conservees par la reflexion, il faut ct il suffit

que ces developpables decoupent sur la surface reflechissanle un reseau con-

jugue. Ombilics catoptriques dc Dupin. Exemples particuliers. Cas oil

les rayons incidents cmanent d un point unique. Cas oil la surface reflechis-

santc est du second dcgre.

447. Dans le Chapitre precedent, nous avons rattache la llieorie

des congruences reclilignes a des propositions qui s appliquent

aux congruences les plus generales. On pent aussi la traiter direc-

lement de la maniere suivanle.

Tragons dans 1 espace une surface quelconque (S), assujettie a

1 unique condition de ne pas etre formee par des droites de la

congruence. Les cosinus directeurs u, r, w de 1 une quelconque

des droites de cette congruence sont des fonctions determinees

des coordonnees reclangulaires x, r, z du ^oint oti celle droile

rencontre la surface (S). Nous allons montrer que la condition ne-

cessaire et suffisante pour que les droites soient normales a une

meme surface est que I expression

u dx -+- v dy -t- tv dz

soil une differenlielle exacte, pour tons les emplacements qui

s effectuent sur la surface (S).

Cette condition est necessaire; car elle est remplie toules les

fois que les droites sont normales a une surface (S). Soient, en

cflct, X, Y, Z les coordonnees du point ou la droile de la con-
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gruence est normale a (S). On aura, pour lous les deplacemenls

considered,

(1) n d\ -+- r d\ (17. o.

D ailleurs on peut ecrire

(a) \ = x up. Y =jr fs, Z = z trs,

p designant la distance des deux points (.r, r, -), (X, Y, Z). Si

Ton remplace X, \ , Z par ces valeurs dans 1 equation (i), on trouve

( 3 ) flfo = n dx -r- v cly w dz
;

le second membre est done la difterentielle de la tonclion
p.

Reciproquement. si le second membre est la diflerentielle

exacte d une certaine fonction p,
le point defini par les equations

(2) verifiera la relation (i); et toules les droites de la congruence
seront normales a la surface lieu du point (X, Y, Z). La propo
sition que nous avions enoncee se trouve ainsi etablie.

448. La demonstration precedente conduit par une voie na-

tuvelle aux remarques suivantes, qui sont dues a Hamilton.

Imaginons que, par chaque point (x, r, -) de 1 espace, on

mene une droite. Les cosinus direcleurs de cette droite sont des

fonctions donnees, mais quelconques, de jc, T, :
,

et la droite

depend, en general, de trois parametres. Dans un Memoire que
nous aliens citer tout a Fheiire, Malus a considere pour la pre
miere fois de tels assemblages de droiles, qui sont bien connus

depuis les travaux de Pliicker et qui ont recu le nom de com

plexes. Ges definitions elant admises, voici en quoi consiste la

proposition d Hamilton :

La condition necessaire et sufftsante pour que les droites

ferment une congruence (au lieu de former un complexe) et

soient normales a une surface est que [ expression

u dx v dy -+- d:-

soil une differentielle exacte pour tons les deplacements pos
sibles du point (x, y, 5).

La condition est necessaire; il suflit, pour le reconnaitre, de
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repeter la demonstration que nous venous de faire; il reste done

a prouver seulement qu elle est suffisante.

Puisque 1 on a, par hypolhese,

(4) u dx -+- v dy -+- w dz = d,

on pourra ecrire

r)0 &amp;lt;W &amp;lt;W

(5) u=- , p __, w
&amp;gt;

dx dy dz

ce qui donnera

/My /dO\*
(6) -T- +

( T )

-

\fa/ \dy)

La proposition d Hamillon se ramene done a la suivante, qui est

bien connue :

Etantdonnee une fonction 9 satisfaisant a Vequation pre-

cedente, les surfaces

(7) 6 = const.

sont toutes para lleles a I une d elles.

Au reste, on peut demontrer directement cette proposition de

la maniere suivante : Menons aux surfaces representees par
1 equation (7) des plans tangents paralleles; les points de contact

de ces plans seront distribues sur les courbes represenlees par les

deux equations

db ^0
(8) u = = const., v - = const.

dx dy

Ges courbes, on le reconnatt immediatetnent, sont des trajec-

loires orthogonales de la famille de surfaces (-). On a, en eflet,

()0 du ^0 du ^0 du _ db d*Q r)6 ()
2 6 ^6 d2 6

dx dx dy dy dz dz dx dxz

car le second membre n est autre que la derivee par rapport a

x du premier membre de 1 equation (6).

Comme le plan tangent a une direction invariable aux points ou

toutes les surfaces (7) sont coupees par les lignes (8), ces trajec-

toires orthogonales se reduisent necessairement a des droitesj et,
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par suite, 1 equalion (-) represente tine famille de surfaces pa-

ralleles. D ailleurs la droite menee par un point quelconque de

1 espace et definie par les cosinus directeurs //, v, w est evidem-

ment la normale a celle des surfaces paralleles qui passe par le

point; et elle esl, par consequent, normale commune a toutes les

surfaces. La remarque d Hamillon se trouve ainsi completemenl

justifiee.

449. Les propositions precedentes sont d un emploi Ires com

mode dans les applications. Supposons, par exemple, que les

equations d une droile soient ecrites sous la forme

a, 6, p, q etanl des fonctions de deux parametres ;
si Ton con-

sidere le point de la droite qui se trouve dans le plan des JT&amp;gt; et

qui a pour coordonnees/&amp;gt;, q, o, on aura ici

a dp b dq
( 10) ciJC -r- v ay -+- tv az = - -

\ta
- 6 2 -r- i

et celte expression devra elre une differenlielle exacle pour loutes

les congruences de normales.

Si la droite est definie de la maniere la plus generale par les

equations
i
b z cy a = o,

(11) cj- az b = o.

ay bx ~ c = o,

donnees au n 139 [I. p. igi], on aura

U V {V I

a b c
yfas.

En subsliluant a Texpression

dx -r- v dy -- w dz
la suivante

x du -~y dv -4- - &amp;lt;-Ai .

qui est. en meme temps que la premiere, une diflerentielle exacle,



v&amp;gt;78
LIVRE IV. CHAP. XIII.

on sera conduit a [ expression

(12)

da db dc

( a--i- b- -+- c 2
)

- a b c

a b c

qui devra etre une differentielle exacle pour loutesles congruences

de normales.

4oO. On pent deduire des resultals precedents un theoreme

celebre, dont la premiere idee revient a Mains, mais qui n a ete

eompletement etabli qnc par les efforts combines de Dupin, de

Gergonne, de Quetelet. En voici 1 enonce :

Si des rayons hunineux soni normaiix a une surface, Us ne

cessent pas de conserver cette propriete apres un nonibre quel-

conque de reflexions et de refractions.

11 suffit evidemment, la reflexion pouvant etre assimilee a nne

refraction d indice i
,
de demontrer le theoreme pour le cas de

la refraction. Voici comment on pent enoncer la loi de Descartes.

Portons sur le rayon incident (fig- 3o) nne longueur MA i,

Fie. 3o.

et sur le rayon refracte une longueur MB = /?, n designant 1 indicc

de refraction. Gomposons MA, MB suivant la loi du parallelo-

gramme, la resultante MG sera normale a la surface dirimante.

En effet, dans le triangle MBG, on aura

BC MB
sin BMC siuMCB
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ou, ce qui est la meme chose,

&amp;lt;i3)
sinAMk = 7J sinB.MH.

C est la loi connue de la refraction.

Soient a, |3, v, u, f, f.
,
c

,
tv les cosinus directeurs de la

norraale a la surface, du rayon incident et du rayon refracte. En

egalanl la projection de MC a la somme des projections MA, MB,
on a

l 71 U = A2.

,14) ni- - v = Xp,

I nw n 1 =
/.-;.

A designant la longueur MC. Soient x. r, : les coordonnees rec

ta ngulaires de M. On a, pour tout deplacement de M sur la sur

face dirimante.

(15) a ff.r 3 dy 7 dz = o,

ou, en eliminanl a. j,
* au moyen des equations precedentes,

(16) udx i dy rf- = 7i i &amp;lt;/&amp;gt; -4- r
&amp;lt;/^

-t- w dz ).

Cela pose, supposons que les rayons incidents soient normaux a

une surface (-). Le premier membre sera la ditlerenlielle d une

fonclion p qui est, nous 1 avons vu plus haul, la distance du point

M au point P ou le rayon coupe normalement la surface (-). En

vertu de la forrnule precedente,

u dx v dy u- d:-

sera aussi une diflerentielle exacle d
(

L
}

, et, par suite, les
\n /

rayons refractes seront aussi normaiuc a une surface (I ).
On

obtiendra le point P ou le rayon refracle coupe normaleraent (S )

en portant la longueur
&quot;-

, dans le sens determine parson signe,

sur le rayon refracte. On verra facilemenl que les plans normaux.

aux deux ravons, incident et refracle, en Pet en P
,
vont se couper

suivant une droite situee dans le plan tangent en M a la surface

dirimante; cetle relation entre les plans tangents aux trois sur

faces est d ailleurs evidenle dans le svsleme des ondulations. On

en deduit que, si p, p et o designent les termes tout connus dans
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les equations des plans tangents en P, P etMaux surfaces (S), (S )

et a la surfacs dirimante, on a

\ ayant la memo valeur que dans les formules (i4)-

Les surfaces normales aux rayons refractes ont recu le nom
&&amp;gt;

anticaustiques;\e& resultats precedents peuvent done s enoncer

ainsi :

Si les rayons incidents so/it normaux a une surface (S),

considerojis cette surface commc I enveloppe de spheres ayant
leurs centres sur la surface dirimante. Pour obtenir I anti-

caustique relative aux rayons refractes, il faut prendre I en-

veloppe de toutes les spheres que Von obtient en reduisant le

rayon des precedentes dans le rapport de V unite a Vindice de

refraction ( ).

II resulte de cetle construction qu il sera, en general, impossible

( ) Voici quelques indications au sujet dc la decouverte de cette belle propo
sition. Dans un Memoire portant ce simple litre : Optique et insere en 1808 au

XIV Cahier du Journal de I Ecole Polytechnique, Malus demontre, en pre
mier lieu, une propriete interessante de ces assemblages de droites auxquels
nous donnons le nom de complexes. Irnaginons qu a chaque point de 1 espace
on fasse correspondre, suivant une loi quelconque, une droite passant par ce

point, et soil M un point quelconque par lequel passe une droite (d) du sys-

teme. Si 1 on chcrche les points M
,
infiniment voisins de M, pour lesquels la

droite corrcspondante rencontre (d), on trouve que le lieu des directions MM
est un cone du second degre. Apres avoir etabli cette proposition, 1 illustre phy-
sicien etudie les assemblages de droites qui dependent de deux parametres, c est-

a-dire les congruences; et il montre que 1 on peut, en general, distribuer les

droites de la congruence en deux systemcs diflerents de surfaces developpables.

II cherche la condition pour que ces deux families de developpables se coupent
a angle droit, et il reconnait qu elle cst remplie lorsque les droites sont les nor

males d une surface.

Faisant ensuite 1 application de ces principes generaux a 1 Optique, Malus de

montre que, lorsque des rayons incidents emanes d un point fixe se reflechissent

sur une surface quelconque, ils demeurent, apres la reflexion, normaux a une

surface.

Dans la seconde Partie de son Memoire, inseree a la page 84 du meme Cakier,

Malus etend cette proposition au cas d une refraction unique, et il essaye (p. 101)

de 1 etendre aussi au cas de plusieurs refractions; mais, trompe par une faute de
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de separer analytiquement les deux sytemes de rayons refractes

qui correspondent a des valeurs egales et de signes contraires de

1 indice de refraction.

451. Dans son etude du theoreme precedent, qu il a demonlre

seulement pour le cas de la reflexion, Dupin s etait propose la

question suivante, qui donne naissance a des recherches interes-

santes.

Si les ravons lumineux sont normaux a une surface, on peut les

assembler en deux families de developpables orthogonales. La

reflexion surune surface donnee transforme, en general, ces deve

loppables en surfaces gauches. Dupin donne de belles propositions

relatives au cas ou les rayons incidents formant une developpable

se reflechissent suivant des ravons formant egalement une develop

pable; et il a reconnu que les traces des deux series de develop

pables sur la surface reflechissante doivent former un systeme

conjugue. Les demonstrations de Dupin reposent sur les pro-

prietes de Tindicatrice et sur celles des surfaces de revolution du

calcul. il croit que les rayons lumineux cessent, en general, apres une deuxieme

refraction, d etre normaux a une surface.

C est a Dupin que revient le merite d avoir enonce, pour la premiere fois, dans

un Memoire sur les routes de la lumiere que nous citerons plus loin, le

theoreme general, et d en avoir donne une demonstration geometrique Ires

simple, mais pour le cas de la reflexion seulement. D ailleurs Cauchy, comme
1 indique Dupin. avail repris et corrige les calculs de Malus, de sorte qu aucun

doute ne subsistait plus sur la portee et la generalite du theoreme. Dupin
s est contenle de le regarder, dans le cas de la refraction, comme un simple

corollaire des propositions qu il avail donnees dans sa theorie des deblais et des

remblais; cette vue etait exacte, mais les theoremes sur lesquels s appuyait

Dupin etaient incompletemenl demontres.

Quelques annees plus tard, Ouetelet a inlroduit une idee neuve dans cette

theorie en substituant aux caustiques, dont la determination est tres penible,

les caustiques secondaires ou mieux les anticaustiques qui sont normales aux

rayons reQechis ou refractes. C est grace a ses efforts et a ceux de Gergonne que
le theoreme a etc enfin simplement el complelement demontre. (Voir le tome I

de la Correspondance mathematique et physique, 1825, le tome XVI des An-

nales de Gergonne et les .\ouveauj; Memoires de I Academie de Bruxelles.

t. Ill et IV, 1826 et 1827.)

Dans 1 etude que nous a\ons citee [p. 23-j], M. Levistal a etendu le theoreme

de Malus et de Dupin au cas de la double refraction.
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second degre ( ).
On pcul leur substituer les suivantes, qui nous

donneront d ailleurs des resultals nouveaux.

Commencons par considerer des rayons lumineux formant une

seule developpable, el cherchons la condition pour que les rayons
reflechis engendrent egalement une surface developpable.

Soil AA . . . une ligne de courbure de la developpable formee

par les rayons incidents. Les generatrices qui passent aux points

A, A , ... rencontrent la surface reflechissante (2) en M, M ,
. . .

et se reflechissent suivant des rayons MB, M B
,
.... Prenons

MB MA, MB = M A
,

La courbe BB . . . sera une trajec-

toire orthogonale des rayons reflechis et, par suite, elle sera neces-

sairement une ligne de courbure si ces rayons reflechis forment,

euxaussi, une developpable. Les spheres de centres M, M ,
. . . et

de rayons MA, MA ,
. . . enveloppent une surface (S) a lignes de

courbure circulaires, el les deux courbes AA
, ..., BB

,
... de-

vront etre des lignes dc courbure non circulaires de cette surface.

Par suite, les tangenles a ces deux lignes, aux points correspon-
dants A et B, seront deux generatrices d un cone de revolution

circonscrit a la surface (S) suivant un cercle, et elles se ren-

contreront neeessairement. Considerons maintenant la surface

reglee (A) engendree par la droite AB; d apres la propriete que
nous venons de demontrer, ce sera une surface developpable,

puisqu elle admet le meme plan tangent aux deux points distincls

A et B. Soient AB, A B deux positions consecutives de AB; comme
elles sont respectivement perpendiculaires aux deux plans tan

gents en M et en M a la surface reflechissante (S), elles seront

aussi perpendiculaires a 1 interseclion de ces deux plans M, qui

est la tangente conjuguee de MM . Ainsi :

La developpable (A) engendree par la droite AB a, a chaquc

instant, son plan tangent perpendiculaire a la langenle M/.

Par suite, le plan normal mene par MA a la developpable des

rayons incidents, plan qui est evidemment perpendiculaire a la tan-

( ) Consulter, dans les Applications de Geometric et de Meclianique, le Qua-
trieme Memoire iniitule : Sur les routes suivies par la lumiere et par les

corps elastiques, en general, dans les p/ienomenes de la reflexion el de la

refraction. (Presente a I Academie des Sciences, le 22 Janvier 1816. )
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gente en A a la ligne de courbure AA . . . de cette developpable,

coupera le plan tangent en M a la surface reflechissante suivant la

droite qui est perpendiculaire a la tangenle en A, c esl-a-dire sui

vant la tangenle M. En d autres termes, le plan tangent a la

developpable suivant le rayon incident et le plan normal qui
contient ce rayon doivent couper le plan tangent a la surface

reflechissante suivant deux droites conjuguees.

Cette condition, qui est necessaire, estaussi suffisante : il suffira.

pour le reconnaitre, de reprendre dans un ordre inverse les raison-

nements precedents. On en deduit la consequence suivante.

La tangente a la courbe d incidence el sa tangente conjuguee se

trouvent dans deux plans rectangulaires contenant le rayon inci

dent; ces deux plans sont evidemment des plans diametraux con

jugues de lout cvlindre de revolution ayant pour axe le rayon

incident. Par suite, les droiles considerees sont des diamelres

conjugues de la seclion de ce cylindre par le plan tangent en M.

D apres cela, si Ton se donne un rayon incident quelconque

coupant la surface reflechissante en M, il n y aura que deux direc-

lions possibles pour la langente a la courbe d incidence en M : ce

seront celles des deux diamelres conjugues communs a 1 indica-

trice de la surface eta la section du plan tangent par le cylindre de

revolution dont 1 axe est le rayon incident.

On remarquera 1 analogie de cette ihenrie avec celle des lignes

de courbure; au resle, les deux iheories se confondent si 1 on sup

pose le ravon incident normal a la surface reflecbissanle ( ).

4ol2. La construclion precedente nous conduit a considerer une

classe de droites qui possedenl des proprieles opliques reuiar-

quables. Supposons que les deux coniques employees dans cette

( ) Les resultats etablis par notre methode comprennent ceux sur lesquels

Dupin s esl appuye;car. si la surface rellechissante est une surface de revolution

du second degre a deux fo} ers F, F , les rayons lumineux qui emanent de F se

reflechiront vers F . Construisons le Cone forme par les rayons incidents qui ren-

contrent la section de la surface par un plan (P) ; le plan normal suivant chaque

generatrice devra contenir la tangente conjuguee de la tangente a la section

plane et, par suite, passera par le pole du plan (P). Or, un cone est evidemment

de revolution lorsque son plan normal va passer par un point fixe. Ainsi, toutes

les sections planes, vues du foyer, paraitront des cercles.
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construction soient semblables, c est-a-dire que le rayon incident

soit 1 axe de 1 un des quatre cylindres de revolution qui con-

liennent 1 indicatrice
;
alors les directions de la courbe d incidence

ne seront plus determinees. Ainsi :

Si Von considere en chaque point d une surface les quatre

droites, axes des cylindres de revolution qui coupent le plan
tangent suivant 1 indicatrice, ou encore lieux des points d ou

Von voit deux tangentes conjuguees quelconques sous un angle

droit, ces droites formeront quatre systemes de rayons recti-

lignes dont les developpables se reJlecJiiront suivant des deve-

loppables.

Ces droites sont imaginaires si 1 indicatrice esl hyperbolique;
dans le cas d une indicalrice elliptique, il y en a deux qui sont

reelles : ce sont les asymptotes de 1 hyperbole focale; elles sont

dans le plan principal qui contient les deux foyers de 1 indicatrice

etplacees symetriquement par rapport a la normale. Elles forment

deux systemes differents et chacun d eux s obtient par la reflexion

de 1 autre sur la surface. Nous les appellerons, pour abreger, axes

optiques. On pent encore les construire comme il suit.

Menons par les deux tangentes asyniptotiques de la surface re-

flechissante les plans tangents au cercle de 1 infini. Ges quatre

plans se couperont suivant quatre droites, placees deux a deux

symelriquement par rapport an plan tangent, et qui seront les

quatre axes optiques relalifs au point considere.

II suit de la que, dans le cas d une surface du second degre, les

axes optiques de la surface sont les generatrices rectilignes des

surfaces du second degre homofocales a la proposee. On pent de

terminer sans aucune integration les developpables formees par
ces droites; car on sait qu elles sont les tangentes doubles de la

developpable dans laquelle sont inscrites toutes les surfaces ho

mofocales. Or, quand des droites d une congruence sont les tan

gentes doubles d une developpable, il est evident qu ily en a une

infinite dans chaque plan tangent de la developpable. Ce plan

louche, en eflet, la developpable suivant une droite (d] etla coupe
suivant une courbe (C); toutes les tangentes de (C) seront des

langentes doubles de la developpable et devront etre considerees
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comme formant elles-memes une surface developpable. Ainsi,

dans le cas des surfaces du second degrc, nous saurons distribuer

les axes optiques en deux series de developpables. Remarquons
d ailleurs que ces deux series de developpables sont imaginaires.

4o3. Les axes optiques jouissenl, dans tous les cas, d une remar-

quable propriete. Imaginons que des rayons lumineux emanent

d un point de Tune de ces droiles et forment un pinceau infini-

ment petit autour de la droite. D apres la propriele des axes

optiques, les rayons reflechis, de quelque maniere qu on les as

semble, doivent etre considered comme formant une surface deve

loppable; et, par consequent, le faisceau reflechi paraitra, lui

aussi, emaner d un point unique.

On peut etablir cette conclusion d une maniere plus rigoureuse

en donnant le complement suivant a noire premiere proposition.

Imaginons un ravon AM venant rencontrer en M la surface refle-

chissante et se reflechissant suivanl un rayon MB 5
et supposons

que AM fasse partie d une developpable qui se reflechil suivant une

developpable. Lorsqu on passera de AM au rayon infinirnent

voisin A M , le plan AMB sera remplace par un plan A M B qui

coupera le premier suivant une droite
ajA,3, 2, u,

(
3 etant les points

de cette droite situes respectivement sur AM, sur la normale en M
et sur BM. Les plans AMB. A M B passant par deux generatrices

infiniment voisines de la developpable engendree par AM, la

position limite de a est le point de contact du rayon AM avec la

courbe qu il enveloppe; et, de me&quot;me, 3 est le point de contact du

ravon reflechi BM avec 1 arete de rebroussement de la developpable

engendree par ce rayon. Quant a it, c est evidemment le point ou la

normale au point M de la courbe d incidence infiniment voisin

de M vient couper le plan AMB. Xous avons done le theoreme

suivant :

Quand une developpable se reflechit suivant une develop

pable, la droite qui joint les points de contact des rayons in

cident et reflechi avec les courbes qu ils enveloppent vient

couper la normale a la surface reftechissante au point oil la

surface gauche formee par les normales en tous les points de
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la courbe d y

incidence est tangente au plan da rayon incident

ct du rayon reflechi.

En particulier, quand il s agit d un axe optiquc, qui est ne-

cessairement silue dans un plan principal, toutes Jes normales

infiniment voisines de la normale viennent couper ce plan en un

point dont la position limite coincide avec celui des deux centres

principaux ou le plan principal est tangent a la surface des centres.

Si y designe ce centre, on volt que (3
devra etre sur la ligne ay;

et cette construction est toujours la meme, quelles que soient les

developpables formees par les rayons incidents. Si done ceux-ci

emanent de a, les rayons reflechis paraitront emaner de
[3.

Les proprietes etablies donnent lieu a un certain nombre de

consequences qu il ne sera pas inutile d enoncer explicitement.

Si les rayons incidents sont formes par un systeme d axes op-

liques de la surface, les developpables incidentes se reflechissent

suivant d autres developpables, que les rayons incidents soient ou

ne soient pas normaux a une surface. En dehors de ce cas excep-

lionnel, on peul dire que, si la reflexion ne detruit pas les deux

series de developpables, supposees dislinctes, formees par les

rayons incidents, ceux-ci sont necessairement normaux a une

surface. Nous avons vu en eflet que, si le rayon incident AM est

donne, les deux seules droites qui puissent etre les langentes en

M de la trace d une developpable sur la surface reflechissante sont

dans deux plans reclangulaires passant par le rayon incident.

Done, si les deux series dislincles de developpables formees par

les rayons incidents doivent subsister apres la reflexion, il est ne-

cessaire qu elles se coupenta angle droitet qu elles decoupentsur
la surface reflechissante un systeme conjugue. Ces deux conditions

sont d ailleurs suffisantes. Ainsi :

Toutes les fois que les deux series de developpables formees

par les rayons incidents se reJlecJiissent toutes suivant des de

veloppables, les rayons incidents sont normaux a une surface,

d moins qu ils ne constituent un des quatre systemes d axes

optiques de la surface.

Pour que des rayons incidents normaux d une surface aient

leurs developpables conservecs par la reflexion, il faul et il
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suffit que ces developpables decoupent sitr la surface reflechis-

sante un systeme conjiigue.

4o4. Considerons, parexemple, une surface (S), que nous sup-

poserons quelconque, et des rayons lumineux emanes d un point

O. Ces rayons lumineux, qui forment un sysleme (I), se refle-

chissent sur ( ) et donnent un systeme (R) de rayons reflechis

normaux a une surface (-1), enveloppe des spheres qui passent

par le point O et ont leur centre sur (S). Cetle surface (S,) est

evidemment homolhetique a la podaire de O par rapport a (2);

car elle est le lieu des symelriques du point O par rapport a tous

les plans tangents de (S). Soil OM un rayon incident se reflechis-

sant au point M de (I &amp;gt;. Supposons 1 oeil place en un point O sur

la direction du rayon reflechi; il reccvra un pinceau de rayons

emanes de O et reflechis dans la region de (I) qui avoisine le

point M. Ce pinceau de rayons reflechis, forme par des normales

a (, ), aura, en general, deux lignes focales. perpendiculaires

l une a Tautre et placees aux deux centres de courbure principaux

de (,) qui sont sur la normale O M. L image du point lumineux.

pour 1 observateur place en O . sera plus ou moins confuse; elle

sera rapportee par cet observateur a un point qu aucune regie

precise ne permet de determiner. Mais, dans le cas particulier oil

la ligne OM est un des axes opliques du point M, lous les rayons

reflechis paraitront emanes d un point unique que nous avons

appris aconstruire. L image du point lumineux sera devenuenelte

et les rayons reflechis auront un foyer qui pourra etre reel ou

i irtuel Le point M a recu de Dupin le nom d ombilic catop-

triqne juslifie par Tanalogie qu il presente avec les ombilics ordi-

naires, avec lesquels il se confond d ailleurs lorsque le rayon

incident est normal a la surface. Si la surface (2) est du second

degre, il v aura, pour chaque point O, douze ombilics catop-

triques, dont quatre seront reels, situes a Tinlersection de celte

surface et des deux generatrices rectilignes de I hyperboloide

homofocal qui passe au point O.

Ici les ravons incidents, de quelque maniere qu on les assemble,

forment toujours des cones et, par suite, des developpables. Pro-

posons-nous de determiner les cones formes par les rayons inci

dents auxquels correspondent des rayons reflechis formant une
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developpable. D apres les proposilions precedentes, ces cones

devront decouper sur la surface reflechissante deux systemes de

lignes conjuguees qui paraitronl se couper a angle droit lorsqu on

les regardera du point O. D ailleurs la determination de ces cones

equivaut a celle des lignes de courbure de la surface (S,) on, ce

qui est la meme chose, de la podaire de () relativement au point
O. Ainsi :

Etant donnee line surface (S) et un point O, les lignes de

courbure de la podaire de (S) relative au point O corres

pondent a deux systcjnes de lignes conjuguees tracees sur (S)

et qui pardissent se couper a angle droit pour un observateur

place en O.

Cette proposition, que le lecteur etablira tres simplement d une

maniere directe, permet de determiner les developpables formees

par les rayons reflechis lorsque la surface (S) est du second degre.

On obtient alors la construction suivante, que nous nous conten-

terons d enoncer :

Les courbes d incidence des cones qui se rejlechissent suivant

des developpables sont a [ intersection de (S) et des cones du
second degre, de sommet O, Jiomofocaux au cone de meme
sommet circonscrit d (S); elles sont aussi les courbes de contact

des developpables circonscrites a (S) et a I une quelconque des

surfaces du second degre qui passent par I intersection de (S)

et de la sphere de rayon nul ayant pour centre le point O.

455. Dans deux Notes publiees en 1872 ( ),
M. Ribaucour a

indique d autres applications tres interessantes du theoreme de

Dupin. Elles reposent essentiellemenl sur la remarque suivante,

qui est a peu pres evidente :

Pour que les developpables d une congruence decoupent sur

une surface du second degre un reseau conjugue, il faut et il

suffit que les deux plans focaux de cliaque droite de la con-

( ) RIBAUCOUR, Sur la theorie des lignes de courbure (Comptes rcndus,
t. LXXIV, p. 1489 et 1670, i

er scmestre 1872).
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gruence soient conjugues par rapport a cette surface, c est-

a-dire que chacun d eux contienne le pole de I autre
( ).

La condition precedenle etant independante du point ou chaque
droite de la congruence coupe la surface, on en deduit tout d abord

la proposition suivante :

Si les developpables formees par les droites d une con

gruence decoupent, a. leur entree, un reseau conjugue sur line

surface du second degre, dies decoupent aussi a la sortie un

second reseau conjugue.

Considerons uiaintenant le cas ou les developpables se coupent
a angle droit. On aura alors une congruence de normales (I) dont

les developpables decouperont, par hypothese. un reseau conjugue
sur la surface du second degre (S). Les deux plans focaux de

chaque droite (d) de la congruence, etant a la fois normaux et

conjugues par rapport a (S), seront aussi conjugues par rapport a

toutes les surfaces (S/) qui sont homofocales a (S); par conse

quent, les developpables de (I) decouperont, sur toutes les sur

faces (S,), soil a 1 entree, soil a la sortie, des reseaux conjugues.
Si done on envisage les droites de la congruence comme formant

un sysleme de rayons incidents (I), on pourra faire reflechir ces

rayons sur une quelconque (5 t )
des surfaces (S/). On aura ainsi

un premier systeme de rayons reflechis (I, )
dont les developpables

correspondent a celles de (I); et, comme elles decoupenl sur

(S|) le ineme reseau conjugue que les developpables de (I), elles

decouperont encore sur toutes les surfaces homofocales des re

seaux conjugues. On peul, mainlenant. faire reflechir le faisceau

(I,) sur une autre surface homofocale (S 2 ); et ainsi de suite. En
continuant de cette maniere, on obtient une suite, en general

illimilee, de congruences de normales (I), (I,), (I 2 ), ... dont les

developpables se correspondent mutuellement et decoupent sur

( ) Soil, en eflet, M un point de la surface, (d) la droite de la congruence qui

passe en ce point et M t, M t les traces des deux plans focaux de cette droite sur

le plan tangent en M. Le plan focal passant par Mf a, comme on sait, son pole
sur la tangente conjuguee de Mf. Pour que les deux plans focaux soient con

jugues, il est done necessaire et sufQsant que M&amp;lt; et Mt soient des tangentes

conjuguees.

D. - II. , 9
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tonics les surfaces homofocales des reseaux conjugues. Si Ton veul

suivre un des rayons incidents, on reconnaitra aisemenl que les

deux surfaces homofocales qui sont tangentes a ce rayon de-

mcurent aussi tangentes a toutes ses positions successives.

Ces proprietes si elegantes nous ont paru meriter d etre si-

gnalees. Dans le Chapitre suivanl, nous aliens poursuivre cette

&amp;lt;:tude, qui nous permeltra d ailleurs de completer les resultats

donnes plus haul sur les lignes geodesiques des surfaces du second

degre.
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CHAPITRE XIV.

LA SURFACE DE M. LIOUVILLE

ET LES SURFACES DO&amp;gt;~T LES PLA2VS PRINCIPAL S SOT CONJUGUES

PAR RAPPORT A U&amp;gt;E SURFACE DU SECOND DEGRE.

Les surfaces dont les plans principaux sont conjugues par rapport a une surface

du second degre. Theoreme de M. Ribaucour relatif aux developpables
formees par les normales. Indication de deux surfaces remarquables satis-

faisant a la definition precedente. Systeme des surfaces homofocales du second

degre. Surface qui admet pour normales les tangentes communes a deux

homofocales. Lignes geodesiques de 1 ellipsoide. Equation en coordonnees

elliptiques d une droite quelconquc; theoreme de Jacobi relatif a 1 integration

des equations abeliennes les plus simples. Propositions analogues aux theu-

remes de M. Chasles sur les polygones de perimelre maximum ou minimum in-

scrits ou circonscrits a une ellipse. Integration de 1 equation aux derivees

partielles des surfaces dont les plans principaux sont conjugues par rapport a

une surface du second degre. L integrale generale est de forme transcendante.

mais le theoreme d Abel permet de definir un nombre illimite de solutions

algebriques. Extension de la methode precedente a la determination d un

~y&amp;lt;t.;-me triple orthogonal qui depend de trois fonctions arbitraires d une va

riable.

456. Considerons, d une maniere generale, une surface (S)

dont les plans principaux soient conjugues par rapport a une sur

face du second degre (S), representee en coordonnees tangen-
tielles par 1 equation

(1) AM ! Bi- Cu 2 p - = o.

Soient M, r, (v, p les coordonnees d un plan tangent quelconque
de (S). Nous supposerons que Ton ait

(2) n- ~ v- - = i

t que Ton ait choisi comme variables independanles les para-

metres -j. t i des lignes de courbure. On pourra ecrire alors

(3) du- (h - du- = e dz - g d

et it. i, u. p seront (n 431) des solutions particulieres de
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I equation
d 2

i Oe dO _ j_ dg_ dft_ _
( ^ )

dTdp
~~ ^ d3 d^c

~
Tff da d?

~

D autre part, I equation du plan tangent a la surface etanl

(5)
jtX -t- rY -+- ivZ -i- p = o,

les plans principaux sont definis par les equations suivantes

que Ton obtient en prenaat les derivees de la prccedentc par rap

port a a el a ^. La condition necessaire et suffisante pour que ces

plans soient conjugues par rapport a la surface du second degre

(S) est, comme on sail,

du du dv &amp;lt;)v r dw_ dw_ _ dp dp _
(7) A

do&quot;
d?&quot;

1

d^ d^
^

da d^ da d

Or cette condition est equivalent a la suivanle : ia fonctjon

(g)
a= A a 2

-4- Bt&amp;gt;
2 -f- Giv 2 -^ 2

doit etre une solution particuliere de I equation lineaire (4); de

sorte que la recherche des surfaces (S) qui sa.lisfont a la condition

indiquee peut se ramener au probleme suivant :

Trouver une equation de la forme

2 dO dOm+ &quot;-

admeUant cinq solutions parliculieres u, v, w, p, * liees par

les relations (2) et (8).

Cette forme particuliere
donnee au probleme va nous conduire

a une propriele de la surface (S). Remplacons successivement,

dans 1 equalion (4), par u, v, (V, /?;
et ajoutons les equations

. du

obtenues, apres les avoir multiplies respectivement par A^,

B , G
3
--, En tenant compte de I equation (;), nous au-

da da da
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rons

En integrant, on trouve

* / du
(10) A( -T-

a, designant une fonclion de a; et, si Ton remplace e par sa valeur

deduile de 1 equation (3), on a

Tout etant symetrique en a et 3, on pent joindre a cette relation

la suivante

ou
,3,

est une Ibnction de
,3.

Si Ton se reporte aux equations (6), on reconnait que ces rela

tions expriment la propriete suivante :

Les normales a la surface cherchee en tons les points cVune

ligne de coiirbure de la surface (^ forment une developpable

qui est circonscrite a I une des surfaces du second degre ho-

mofocales a (S).

En effet, I equation (i i) exprime que le plan principal qui cor

respond a la ligne de courbure (a) demeure tangent a une surface

homofocale dont le parametre a, ne depend que de a.

La propriete precedente est due a M. Ribaucour qui 1 a enoncee

dans les articles deja cites; Je lecleur pourra Tetablir aussi par la

Geometric.

457. Xous lajsserons de cole, dans Te tude qui va suivre, le cas

ou Tune des fonctions a,, (
3, se reduirail a une constante. Alors

une des nappes de la surface des centres de (S) se reduira a une

surface (S,) homofocale a (S). II suffira evidemment, d apres les
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remarques que nous avons presentees au n 441
,
de tracer sur (S| )

une famille quelconque de lignes geodesiques; leurs tangentes

seront les normales de la surface clierchee. L etude de ce cas spe

cial se ramene done a celle des lignes geodesiques d une surface

du second degre, que nous presenterons plus loin.

On pent, des a present, indiquer des solutions assez etendues

du probleme propose. Considerons la surface definie en coordon

nees tangenlielles par [ equation

(
i 3 ) A 2

-T- B y 2
-+- G iP 2

p- = 2 an -+- 1 bv -+- 2 cw -t- 2 hp -+- k ,

ou
, b, c, /i, k sont des constantes quelconques et ou Ton sup

pose , v, w lies par la relation (2). Pour tous les points de cette

surface, la solution que nous avons designee par &amp;lt;r sera une fonc-

tion lineaire de M, v, vv, p ct, par suite, elle satisfera aussi a [ equa

tion (4). Done :

La surface representee en coordonnees tajigentielles par
1 equation (i3) jouit de la propriete que les normales en tons

les points d une ligne de courbure soient tangentes a une

meme surface du second degre homofocale a (S).

Ce theoreme equivaut, evidemment, a [ integration de 1 equa-

lion diiferentielle des lignes de courbure; car, si Ton exprime

que la normale est tangente a une surface homofocale determinee,

on aura une equation en termes finis qui determinera le lieu

decrit par le pied de la normale.

Nous retrouverons plus loin la surface definie par 1 equa-

lion (i 3).

458. On peut rc peter la theorie precedente en coordonnees

ponctuelles. Soient x, y, : les coordonnees d un point de (S) el

posons

04) ar = a?s -f-j
s -+- - 2

.

Nous savons (n 143) que x, y, r, /, consideres comme fonc-

tions des parametres a, [3
des lignes de courbure, satisferont a une

equation de la forme

c)2 6 dO JO
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Les plans principaux de la surface auront ici pour equations

(161
dx dy &amp;lt;Jz dr

En exprimant qu ils sont conjugues par rapport a (S), nous

obliendrons la relation

dx d.r dy dv r dz dz dr dr
A

^T^&quot; ^t T2* ^ d?~T* &amp;lt;i

~

Cetle equation exprime que la Ibnction

( 1 7 j T, = A a-2 -r- By* C z J /*

est une solution particuliere de Tequalion (i5); et le probleme
est ramene a trouver une equation de celte forme pour laquelle

on ait cinq solutions .r, j ,
:, r, 7, liees par les deux relations (i4 &amp;gt;

et(i;).
La surface pour laquelle ces cinq solutions sont liees par une

relation lineaire a coefficients constants

(18) i
= ax by &amp;lt;: dr e

est une cyclide generate ; elle donne lieu aux menies remarques

que precedemment; et Ton reconnait ainsi, par une nouvelle

methode, que les lignes de courbure de cetle surface sont alge-

briques.

4o9. Les deux propositions precedenles nous font connaitn

des surfaces pour lesquelles les developpables formees par les

normales interceptent sur une surface du second degre un reseau

conjugue. Mais ces surfaces sont loin d etre les seules qui pos-

sedent la propriete precedenle : si Ton exprime, en efTet, que les

deux plans principaux relatifs a chaque point d une surface sont

conjugues par rapport a une surface du second degre, on sera

evidemment conduit a une equation aux derivees parlielles du

second ordre. Lorsqu on emploie les coordonnees ponctuelles, on

reconnait aisement que celte equation est lineaire par rapport aux

derivees du second ordre de ^, mais elle est d une forme assez
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compliqu.ee par rapport a x, y, z etaux dcrivees premieres. Nous

allons monlrer qu on peut 1 integrer; mais nous devons, aupara-

vanl, rappelerdes resultats tres importants que la theorie des sur

faces homofocales doit a Jacobi el a M. Liouville.

Considerons les surfaces homofocales definies par 1 equation

x* y
( 9) a \ b A c X

ou nous supposerons
a

&amp;gt;
b

&amp;gt;
c.

On peut les distribuer en trois families (n 122) [I, p. i5-|,

les ellipsoides (pa), les hjperboloides a une nappe (p ( )
el les h)-

perboloVdes a deux nappes (p). On a

(20) p 2 &amp;lt;
C &amp;lt; pi &amp;lt;

6
&amp;lt; ? &amp;lt;

a
;

si Ton pose

J

/() :=4(-X M)(C M),

| ip(a)
=

( M p)( a pi )(a pj),

on aura idenliquement

^
,

rt - M C U f ( U )

el 1 elemenl lineaire de Tespace sera determine par la formule

la somme S elanl elendue ici, et dans la suite, aux valeurs o, i, &amp;gt;.

de J indice.

On sail que, lorsqu on a un systeme orthogonal quelconquc
dans lequel 1 element lineaire a pour expression

( .*4 )
ds 1 = II

-

dp
2
-r- II

\ dp f -i- H
I dp I ,

on peut ecrire les formules suivantes

j , | _+ + ~
(
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relatives a deux fonctions 0, 6, que Ton suppose exprimees en

fonction de or,
y&amp;lt;

z dans les premiers membres des equations el

en fonclion de p, p ( , p 2 dans les derniers. L equation

A .6, 0,1-0

exprime la condition pour que les deux families de surfaces

= const., 0, = const.

se coupent a angle droit.

Si Ton applique ces forniules aux coordonnees elliptiques, on

aura

Cela pose, voici la remarque essentielle que Ton doit a M. Lioti-

ville( ).

460. II existe evidemment une fonction dont les derivees sonl

donnees par les formules

in \ i ,
i&amp;gt;

Ory .

3 Z
i

A z i I &amp;gt; .

oil A et B designent deux constantes; et cette fonction satisfail.

on le reconnait en appliquant la formule (28), a 1 equation

Si Ton remplace A et B respectivement par
&amp;lt; x -+- l i :t

on a

e

les radicaux pouvant etre pris avec des signes quelconques.
II resulte immedialement de Tidentite (26) que 1 equalion

= const.

( )J. LIOCVILLE, Sur un theorems de M. Chasles (Journal de Liouvillf.

t. XVI, p. G; i85i). Voir aussi t. XII du meme Recueil, p. 4iS el suiv.
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represente, en coordonnees elliptiques, une famille de surfaces

paralleles. M. Liouville a montre que ces surfaces son I celles

dont 1 existence avail ete elablie a priori par M. Chasles et dont

les centres de courbure sont dislribues sur deux surfaces homofo-
cales (n442); les constantes a et

(:i
sont precisement les para-

metres de ces deux surfaces. Void comment on peut etablir cette

belle proposition.
L equalion (3i) etant verifiee pour toutes les valeurs de a et

de p, on peut la differentier par rapport a chacune de ces con

stantes, ce qui donnera Jes deux relations

qui ont lieu pour toutes les valeurs de a et de
(3.

Si Ton remarque d ailleurs (n 3o6) que chacun des termes

de 6, el par suite 0, considere comme fonction de a et de
(3,

satis-

fait a I equation

on reconnaitra immediatement que Ton peut ajouler aux deux

equalions (33) la suivanle

qui s obtient en les retranchant Tune de 1 autre.

DifFerenlions enfm par rapport a
[3

la premiere equation (33);
nous obtiendrons

de\

ou, en lenanl compte de I equation precedente,

equalion qu il serait aise de verifier directement.

L ensemble des trois equations (33) et (36) exprime que les
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Irois families de surfaces represenlees par les equations

(37) = const.

(38) = 0, = const.. -5 = 6*= const.
Oi d?

se coupent mutuellemenl a angle droil; et, comme la premiere

famille est composee de surfaces paralle les, les deux autres le

sont des deux series de developpables dans lesquelles on pent
distribuer les normales aux surfaces de la premiere famille.

461. 11 ne resle plus qu a obtenir la signification des conslantes

a et i. Remarquons d abord que ces conslanles sont reelles loutes

les fois qu il en est de meme des surfaces paralleles ou, ce qui esl

la meme chose, de la fonction 0. En eflet, /(p) et
/(p-&amp;gt;)

sont po
sitives

;
mais f(s\ )

esl negative. II faul done, pour que les derivees

de soienl reelles, que Ton ait

?)&amp;lt;&amp;lt;&amp;gt;,
i p ax 3j 3) &amp;gt;o:

ces inegalites montrent non seulement que y. ct 3 sonl reelle?.

mais aussi que 1 on a

(39) p&amp;gt;&amp;lt;P&amp;lt;pi&amp;lt;*&amp;lt;p;

7. el 3 pourront elre les paramelres de deux hvperboloides a une

nappe, mais non ceux de deux ellipsoides ou de deux, hvperbo
loides a deux nappes.

Gonsiderons mainlenant une des developpables represenlees par
1 equation

de = &i= const.,

qui, difierentiee, nous donne

On voit que, si p/ devient egal a a, on a

Done toules ces developpables sonl langcnles a la surface homo-

locale donl le paramelre esl a.
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De meme les developpables

(40 ~ = 1= const.

sonl toutes tangentes a la surface liomofocale de parametre (3.
Par

suite, les deux homofocales de parametres a et
(3
forment bien les

deux nappes de la surface des centres de courbure pour les surfaces

paralleles representees par 1 equation (3j).

462. Nous aliens d abord developper les consequences des re-

sultats precedents en ce qui concerne les lignes geodesiques des

surfaces du second degre.
Les developpables

(42) - = 0i const.

etant tangentes a la surface liomofocale de parametre a ont, par
suite, leur arete de rebroussement sur la surface de parametre ft

(n 441), Supposons, pour fixer les idees, que cetle surface soit

un ellipsoide : en faisant, dans 1 equation precedente, p 2 = ^, on

trouvera

- dp + i-
d?l = const.

a )/(?) J V (PI a )/(pi)

Cette equation representera une ligne geodesique de 1
ellipsoide

(j3), et il resulte des remarques presentees au numero cite que
Ton aura loutes les lignes geodesiques en faisant varier a et la con-

stante du second membre
(

f

).
II suffira d ajouter que, d apres la

lorme meme de 1 equation (/|3), toutes les lignes geodesiques qui

( ) C est a JACOBI que Ton doit, comme Ton sail, la determination des lignes

geodesiques de 1 ellipsoide. ( Voir la Note von der geodatiscken Linie auf einern

Ellipsoid und den verschiedenen Anwendungen einer merkwiirdigen analyti-
schen Substitution, publiee en 1889 au tome XIX du Journal de Crelle, p. 809.)
Cette Note, tres importante pour 1 histoire des idees de Jacobi et de ses decou-

vertes en Mecanique, a ete rcproduite en 18^1 dans le Journal de Liouville

(I. VI, p. 267). Elle a provoque prcsque immedialemcnt une foule de travaux in-

teressants qui figurent dans les tomes suivants dc ce Rccueil. Dans ces dernieres

annees, la theorie des lignes geodesiques a ete reprise par MM. CAYLEY et WEIER-
STUASS ct par plusicurs autres geometrcs.
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correspondent a une meme valeur de a seroul tangenles a une

meme ligne de courbure de rellipsoide; car, si a est, par exemple,
le paramelre d un hyperboloide a deux nappes, on trouve clz = o

en faisant z 7..

463. On peut se proposer de determiner Telement lineaire de

1 espace lorsqu on prend pour coordonnees curvilignes les fonc-

lions 9, 6 ( ,
B-&amp;gt;, c est-a-dire lorsqu on rapporle les points an svs-

teme triple orthogonal forme par les surfaces paralleles (6) et les

deux families de developpables. Un calcul facile donne alors

Si Ton remplace p 2 par 3, on aura 1 element lineaire de Tellip-

soide(p)

(45) ^=r/6*-jj( ? -a)(a- ?1 )&amp;lt;ft&amp;gt;T:

et il suffit d appliquer un theoreme de Gauss que nous donnerons

plus tard pour relrouver les resultats precedents, c est-a-dire pour
reconnaitre que les courbes

= const.

sont des lignes geodesiques. La formule precedente fera ainsi

connaitre la longueur de 1 arc et les trajectoires orthogonales des

geodesiques tangentes a une meme ligne de courbure.

464. Nous nous sommes elendu sur les reniarques precedenles

qui completent Jes resultats deja donnes au ^442. Xous aliens

maintenant developper d aulres consequences et considerer les

deux equations simultanees

d& dQ
(J6) - = const.. d̂ = const..

c/z dp

qui representent Tinlerseclion de deux developpables appartenant

a des svtemes differents, c esl-a-dire une droite lanirente aux deux
J

surfaces homolocales (a) et (?)
D apres la definition de 6, la longueur s porlee sur la droite a
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partir d une origine convenablement choisie sera egale a 8. On
aura

(47) * = -

Si nous differentions celle equation en meme lemps quo les

deux precedentes, nous obtiendrons un sysleme que 1 on ramenera

aisemenl a la forme suivante :

(48)
= =o

= ds,

chaque radical devant etre pris avec le meme signe dans les Irois

equations.

Les deux premieres, qui ne contiennent pas 5, sont evidemmenl,

en coordonnces ellipliques, les equations differentiellcs d une

droite tangente aux deux surfaces Jiomofocales (a) et (,3).

Cette proposition de Jacobi
( ) donne, dans le cas le plus simple,

[ interpretation geometrique du theoreme d Abel. On voit que les

equations (48) peuvent etre integrees de deux manieres differentes :

on pent d abord employer des quadratures qui etabliront des re

lations cntre des integrales hyperelliptiques; mais on pent aussi

les integrer algebriquerncnt; car il suffira d ecrireles equations

(4g) /* = nis -T- n, y = in s -\- n
,

z ni s-^-n,

et d adjoindre a la condition

m 2
-!- m 2 -H in&quot;- = \

les deux relations qui expriment que la droite est tangenle aux

deux surfaces bomofocales dc parametrcs a ct
[3.
On renoplacera

( ) Voir la Nole deja citce plus haul ct la trentieme Lecon des Vorlesait^cn
iiber Dynamik. On pourra consulter aussi le second Memoire sur quelques cas

particuliers ou les equations du mouvement d un point materiel peuvent s i/i-

tegrer public par M. LIOUVILLE en 18^7 (Journal de Liouville, t. XII, r e
scrio,

P. 410).
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ensuite jc, r, : en ibnction de p. p,, p 2 et Ton obtiendra les in-

legrales algebriques du systeme (48). Ces integrates peuvent etre

presentees sous des formes Ires variees
;
mais nous nous atlacherons

surtout aux proprietes geometriques.

465. Jusqu ici nous avons fait abstraction des signes des

radicaux. Si Ton veut determiner, par exemple, les droites de la

congruence qui passent par un point de 1 espace, il faudra en

tenir compte. Considerons p, p,, p a comme donnes, les deux

premieres equations (48) delerminent les rapports des differen-

tielles dz, dz
{ . dz.. En attribuant aux radicaux tons les signes

possibles, on obtiendra quatre directions differentes et, par suite,

quatre droites passant par le point considered Ces droiles sont les

intersections des deux cones circonscrits aux surfaces (a) et (,3)

qui ont leur sommet au point considere; elles sont placees s\me-

triquement par rapport aux trois normales aux surfaces homofo-

cales qui se croisent en ce point. L &quot;une d elles donnera toutes les

autressi on la considere comme un rayon incident qui se reflechil

successivement sur les trois surfaces homofocales; et. si Ton YOU I

passer de Tune d elles a celle qui est placee symetriquement par

rapport a la normale de la surface (p/),
il suffira de changer !&amp;lt;

signe du radical qui entre dans les termes en
c/p,. Ces remarques

tres simples nous conduisent a la generalisation suivante des beaux

theoremes de Chasles sur les polygones de perimetre maximum

on minimum inscrits ou circonscrits a une ellipse.

Considerons un rayon lumineux, tangent aux deux surfaces

homofocales (a) et (J3), qui se reflechit successivement sur les

surfaces homofocales (S t ), (S2 ),
.... Supposons qu apres un

certain nombre de reflexions il Yienne coincider avec sa position

initiate. Nous aliens montrer que, s il en est ainsi, la nieme pro-

priete appartiendra a tons les rayons qui sont tangents aux memes

surfaces homofocales que le ravon considere. En d autres termes.

si un polygone est circonscrit a deux surfaces homofocales et

si ses sommets sont places sur d autres surfaces homofocales
aux premieres, de telle maniere que la normale en chacun de

ces sommets a la surface homofocale qui contienl ce sommet

soit la bissectrice interieure de I angle forme par les deux

coles qui se croisent en ce sommet. il y aura une infinite de
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polygoncs ayanl les memes proprietes, Vun qiielconque den

sommels de ces polygones pouvant se deplacer arbitrairement

sur la surface qu il est assujetti a decrire.

Nous supposerons, pour plus de nellele, quc tons les sommels
clu poljgone decrivent la meme surface, par exemple un ellipsotde

(E) de parametre y. Admettons encore que les cotes soient tan

gents a un ellipsoide (E )
de parametre (3, qui sera necessairemenl

inlerieur a (E), et a un hyperboloide a une nappe (H ), de para
metre a. Considerons les coles du poiygone comme limites aux

sommets A,, A 2 ,
A 3 ,

. . .
,
A/M . Le poiygone sera lout entier enlre

(E) et (E ); et, si Ton designe par p, p,, p 2 les coordonnees
ellip-

tiques d un de ses points, on aura, d apres cette remarque el les

incgalites deja etablies,

(5o) y &amp;lt; p 2 &amp;lt;
3

&amp;lt;
c

&amp;lt; ?1 &amp;lt;
*

&amp;lt;
b

&amp;lt; p &amp;lt;
a.

Cela pose, considerons les coordonnees ellipliques de cliaque

point du poiygone comme des fonctions de la distance de cc point
au sommet initial A, ,

distance s qui croit de zero jusqu a la valeur

lotale du perimetre. Si, pour abreger, on pose

on aura, sur cliaque cote,

(5a)
Pi

Mp)
&amp;gt; **P1 7*

! /Yc-
Off,

les radicaux elant pris cliaque fois avec le signe convenable. Ces

equations nous donnent

(53)

d ds

rfg

SI)(PI

&amp;lt;i
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Par consequent, lorsque s croitra, les trois dijferentielles

d? dzi (/;,

demeureront toujours positives.

Cette remarque elanl admise, inlegrons la premiere equalion

(5-2), 1 integrale elant etendue a tout le contour P du polygone, ce

qui donnera

(54) /
!

-7- /
- - I - = o.

I A( o ) / A(GI) / \( z*~)

Nous aliens calculer la valeur de chacune des trois integrates

qui figment dans celte equation. Pour la troisieme.
p.,
commencera

par varier de y a
(

3 lorsqu on passera de A, au point de contact de

A,A 2 avec 1 ellipsoide (E ). Ensuite, lorsqu on passera de ce

point de contact au sommet A,, p 2 decroitra de ^ a v; mais,
comme Velement de 1 integrale doit rester positif, il faudra

changer le signe de A(p 2 ).
On aura done, pour le premier cote,

$ ,

-;
Comme il en est de meme pour tous les autres, laI

/

derniere integrale de Tequation precedente aura pour valeur

am
Y

A etant pris avec le signe -f-.

Considerons maintenant les deux premieres integrales. Leurs

elements ne presentent aucune discontinuity aux sommets du

polygone. En effet, p et
p,

varient toujours dans le meme sens

quand on passe d un cote au suivant; et, comme -
&amp;gt; con-

^ (.?) A (?i)

servent leurs signes, il en est de meme des radicaux A(p), A(o,);

p et
p,

varient done toujours dans un sens determine jusqu a ce

qu ils atteignent une des limiles entre lesquelles ils sont neces-

sairement compris-, p, par exemple, doit etre compris entre b eta;
s il a commence a croitre, il alteindra a, puis il decroitra neces-

sairement jusqu a b, et ainsi de suite; quand on sera revenu au

point de depart, il reprendra sa valeur initiate, a laquelle il par-
viendra necessairement en croissant, comme cela avail lieu au

depart. On aura done, tous les elements de Tintegrale etant

D. II. 20
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positifs,

r J^L r&quot; ^?

le radical etant pris dans le second membre avec le signe -f-.

n est un nombre pair; car il est egal au nombre des points du

polygone pour lesqucls p prend la valeur b
;

et ces points, qui,

par suite des inegalites (3o), sont les seuls ou le polygone coupe
le plan des xz, sont necessairement en nombre pair.

On trouvera de merne

/
(

A( Pl )

le radical A (p, )
etant pris dans le second membre avec le signe 4-

et n etant encore un nombre pair.

En substituant les diverses valeurs obtenues dans Inequation,

on a done 1 egalite

P

(55) in
C? dp z r do

,
C* do

{

I . , -+- /I I
-

T n I ~ r = O,

/y M?2) Jb MPJ Je Mpl)
I

n et n 1 etant des nombres pairs. Si 1 on avait employe la scconde

equation (3a), on aurait trouve de meme

Nous pouvons conclure immediatement de ces deux relations

quY/ n est pas possible en general d inscrire dans Vellipsolde

un polygone circonscrit aux deux surfaces (E )
et (H ).

466. Supposons que les deux equations precedentes soienl

verifiees et qu il y ait un polygone (P), inscrit dans (E), circon

scrit a (E )
et a (H ).

Soient
p.

et
p.,

les valeurs de p
et de p ( pour le

sommet A
t

. Si 1 on prend un point B, infiniment voisin de A, el

que 1 on mene de ce point la langente commune a (E ), (H ) qui

est Ires voisine de A, A 2 , puis que, du point B 2 ou cette tangente

coupe (E), on mene la tangente commune voisine de A 2 A 3 ,
et

ainsi de suite; on finira par oblenir sur (E) un point B ( qui sera

Ires voisin de B,, la ligne brisee B, Bo. . .BW B ,
s ecartant tres pen
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de A|A*...AMA| . II faut prouver que celte ligne brisee se fer-

mera, c est-a-dire que B
,
coincide avec B,. Soient p el p t

les

valeurs de
p

cl de
p, relatives au point B, . Xous aurons evidem-

inent

_
A s A. :,, A~c&amp;gt; A( ?1 )

p
et

p, designant les coordonnees elliptiques du point B, et les

radicaux correspondants avant les memes signes dans les deux

membres. Ces deux relations peuvent etre considerees comme des

equations differentielles qui determinent
p et

p,
en fonction de

p et de p,. Et, comme elles ne se presentent pas sous forme inde-

terminee pour p
=

;JL. p,
= u.,. p

=
;JL. p (

=
&amp;lt;j.

{
. elles admettent

un seul svsteme de solutions determine par ces conditions initiales.

Or ce svsteme est evident: il est le suivant

Done le point B, coincide avec le point B,, et la proposition est

etablie.

Tous les polygones ainsi obtenus sont isoperimetres. Cela est

evident par la Geometric: mais on peut aussi le reconnailre en ap-

pliquant les raisonnements qui precedent a la troisieme equation

(5a). On trouve ainsi que la longueur du perimetre est ( )

?!*pi , r el^pi r a
S-&amp;lt;/o

2/i/ - 2 n I -
A (.^ Je A

?l Jb
-

( ) Les theoremes relalifs aux polygones inscrits et circonscrits onl elc

enonces par 1 auteur dans une Note 5wr les polygones inscrits et circonscrits a
I ellipsoide (Bulletin de la Societe philomathique, t. VII, p. 92, 1870). Mais
nous preferons renvoyer le lecteur au Memoire Geometrische Deiitung der Addi
tions-Theoreme der hyperelliptischen Integrate und Functionen I. Ordnung
im System der confocalen Flachen *. Grades, public par M. O. STAUDE.
rtans les Mathematische Annalen (t. XXII, p. i et ij5: i883). Cet interessant

travail est, a noire connaissance. le premier qui contienne une application deve-

Kppee des proprietes des fonctions t* a quatre periodes dans la geometric de&amp;gt;

surfaces du second degre. Nous renverrons plus specialement au Chapitre IV.

oil sont eludiees les propositions relatives aux polygones inscrils et circonsrrits-

II imporle de le remarquer; le theoreme donne dans le texte suppose essen-
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467. L etudc que nous venons de faire nous a permis de coni-

pleter les resultals donnes au n&quot; 442. Nous allons maintcnant re-

venirau probleme que nous avions pose et determiner les surfaces

pour lesquelles les developpables formees par les normales de-

coupent sur les surfaces homofocales un reseau conjugue. Voici

comment on peut y parveriir.

Soit () la surface cherchee et M un de ses points. La normal*-

en M est tangenle a deux surfaces homofocales de paratnelres a ct

(3;
et nous savons, d apres le theoreme de M. Ribaucour, que 1 tin

de ccs deux parametres demeurera constant lorsqu on se dr-

placera sur 1 une ou 1 autre des lignes de courbure de la surface.

Gela pose, considerons la surface de Liouville (), dont les

centres de courbure sont disposes sur les deux bomofocales (a*

et(p):

et disposons de la constantc C de telle maniere que la surface (() )

soit tangente en M a la surface (S). G sera evidemment une

fonction ,f(a, ,3)
de a et de

[3,
de sorte que la surface cherchee

sera 1 enveloppe des surfaces (0) representees par 1 equation

(59 )
e = ,7(a, p),

lorsqu on fera varier a et ^. Pour avoir le point M de contact, il

faudra joindre a 1 equation precedente ses derivees par rapporl a

tiellement que les cotes du polygone soient formes par les parties reelles et non

virtuelles du rayon reflechi. II existe des polygones fermes d une tout autrc na

ture. Etant donnes, par exemple, deux ellipsoi des homofocaux (E ), (EJ si, par

une droite quelconque, on leur mene des plans tangents, on aura quatre points

de contact a
,
b sur (E ), a,, b

l
sur (E,). Le quadrilalere a a

1
b b

1
sera tel que

les bissectrices.des angles a,, b
t
soient les normales de (E,), et les bisseclrices

des angles a
,
b les normales de (EJ, mais il ne constituera pas une route reelle

pour un rayon lumineux ;
deux de ses cotes seront formes par les parties vir

tuelles des rayons reflechis. De tels polygones ineriteraient aussi d etre etudies:

leur theorie olTre les rapports les plus etroits avcc celle de 1 addition des fonc-

tions hyperellipti&amp;lt;iues
ct de certaines surfaces algebriques que nous dcliniron&amp;gt;

plus loin.
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Or il resulle de 1 etude que nous venons de faire que ces deux

equations, considerees independamment de la premiere, repre-
scntent en coordonnees elliptiques la normale commune en M
aux surfaces (0) et (). Si Ton fait varier a ou

,3 seulement, il

faul que la normale engendre une surface developpable. Faisons

varier a par esemple; les deux equations nouvelles que 1 on

obtiendra

dxol

joinles aux equations (60), determineront le centre de courbure

principal et devront, par suite, se reduire a trois. Cette condition,

qui esl necessaire, est d ailleurs suffisante.

Or on a, d apres Tequation (34) a laquelle salisfait 0,

(**-**).~
5 d* d3

Remplacant ^^-^ par sa valeur tiree de la seconde equation (61),

on trouve

-&amp;gt; t-

Keciproquement, si ^(a, (3) satisfait a cette equation, les quatre

equations (60), (61) se reduiront a trois. La question proposee
est done completement resolue, et nous pouvons enoncer le theo-

ri-me suivant :

Les surfaces dont les plans principaux sont c.onjugues pat-

rapport a une surface du second degre, et, par suite, par rap

port ii toutes les surfaces homofocales, se dii isent en deiu

classes. Les lines, considerees au n 4o7. ont leurs normales

tangentes a, une meme surface homofocale et leur theorie se

ramene a celle des lignes geodesiques de cette surface. Les

autres sont les enveloppes des surfaces de Liouville dejinies
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par I eqnation

oa
r3&quot;(a, {3)

est une solution quelconque de I eqnation li-

468. Cette equation lineaire a cte deja rencontree plusieurs

fois (n 356). Nous savons Finlegrer par 1 application des me-

ihodes de Poisson el de Riemaun. Son integrate generale esl

transcendante el de forme cornpliquee, mais 1 application du

iheoreme d Abel va nous permettre de reconnaitre qu il existe une

infinite de surfaces algebriques delerminecs par 1 equation pre-

cedenle.

Posons, pour abreger,

\(u - a)(w- S)(
-

u(l&amp;gt; u)(c it),

et soient P() et Q() deux polynomes

( Pa= / -+- /?l W/

(65)
Q(w)= nui - 3 -

Gonsiderons 1 equation

(06) P 2(M)-F(M)Q*() = ,

et desigoons ses racines par

P; pi? ?2; /*!&amp;gt; h$, -5 h*p-3

Ces racines, au nombre de
a/j&amp;gt;, dependent des a/? 2 coeffi

cients qui entreiit dans P() et Q(); mais nous supposerons
tonjours que 1 on ait

(67) = C,

C designant une constante numerique, de sorle que les deux poly-

nomes contiendront seulement
2/&amp;gt;

3 coefficients arbitraires. 1.1

y aura done entre les racines trois relations, qui conliennent d ail-

leurs a et
[3.

Nous aliens montrer que, si 1 on elimine a et ^,

et si 1 on regarde /i ( , ..., Ao
/,_ 3 comme des constantes, on aura, en

coordonnees elliptiques, 1 equation d une des surfaces cliercbees.
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En eflet, d apres le theoreme d Abel el 1 hvpothese que nous

avons faite sur le coefficient /?, les relations entre p, p,,
z.2 , a, 3 se

presentenl sous la forme transcendante suivante :

j dh{

(68)

?i =y f
h

*t dhi

On verra aisement que ce systeme estf celui que Ton oblient

lorsqu on introduil dans Tequation (63) la solution parliculiere

suivante de 1 equation (62)

et lorsqu on joint a cette equation ses deux derivees prises par

rapport a a et a ^.

Les surfaces que nous venous de definir paraissent meriter une

etude approfondie. Elles comprennent conime cas particulier les

surfaces du second degre et les cyclides, lorsque p est egal ou infe-

rieura4- Les normales donnent lieu ades proprietes remarquables
relatives a leur reflexion sur les surfaces homofocales de parametre

///. Nous nous contenterons d indiquer ici comment on obtiendra

les equations qui determinent la surface.

Dans 1 identite

(70) P1()-Q

on fera d abord // = //, ce qui donnera
2/&amp;gt;

3 equations

qui, jointes a 1 equation (6j), feront connaitre les coefficients

de P() et de Q(w) en fonction rationnelle des radicaux

z, a)(^/ ?) Puis on subslituera dans Fidentite (70) les

valeurs a, b, c pour */, ce qui donnera des equations de la forme

suivante :
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c est-a-dire

(71) P(a) = v/(a^~6)(a c)

x designant Tune des coordonnees rectangulaires du point de la

surface cherchee; on obtiendra des expressions analogues pourj
et z. Les coordonnees rectangulaires sont done des fonclions ra-

lionnelles, a denominateur cominun, desradicaux
y/(/i t

-

3-)(/ii [3).

La meme propriete appartient aux coordonnees pentaspheriques
et Ton reconnait aisement que la surface ne coupe le plan de

Finfini qu en tons les points du cercle de 1 infini.

469. Les propositions precedentes comportent une generalisa

tion que nous aliens indiquer, bien qu elle ne se raltache pas

directement au sujet traite dans ce Chapitre.

Considerons, d une maniere generate, un systeme orthogonal

pour lequel 1 element lineaire soil donne par la formula

ou 1 on a

= (w p)( pi)( p 2 ),

elou^p) est un polynome algebrique. La forme precedenle de

Telement lineaire convient a deux systemes deja rencontres,

celui des surfaces du second degre et celui des cyclides; ct ces

svstemes sont d ailleurs les seuls pour lesquels elle ait lieu. La

condition d orthogonalite prendra la forme

D apres cela, posons

La fonction 0, consideree comme dependante de a, ,3, y, satis-

fera aux trois equations

(75)
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Cela pose, J elant une fonction de a, j3, y satisfaisant aux Irois

equations precedentes, considerons le svsteme

qui determine a, 3, y en fonction de p, p tl _-_
Xous aliens monlrer

que a, [3, y son/ les parametres de trois families d un svsteme

orthogonal,
On peut joindre, en effet, aux relations precedentes les suivantes

qui en sont des combinaisons lineaires en vertu des equations (73).

Or, si Ton differenlie les equations (76) en tenant comple des

precedentes. on aura

dT -*-
( TT -i T )

d* = -

ftt r)i- til- /to

i ;

us,

le signe d indiquant les differentielles prises par rapport a z. c,.

So seulement. Ces formules permettent de calculer immediatemenl

les derivees de a, ,3, y par rapport a s, p,,
s.&amp;gt; et de verifier la re

lation d orlhogonalite.

Le theoreme ainsi etabli comprend comme cas particulier le

precedent, qui s endeduil en faisant y = ^. La fonclion -J(z.
:

conlient dans son expression la plus generale trois fonctions

arbitraires d une variable; mais, ici encore, on peut appliquer le

theoreme d Abel et obtenir une infinite de s\ stemes orthogonaux

algebriques. Nous nous contenterons maintenant de ces indica

tions.
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CHAPITRE XV.

LES CONGRUENCES DE CE11CLES ET LES SYSTEMES CYCLIQUES.

Definition de certaines congruences specialcs dans lesquelles chaque courbe csl

rencontrec seulement par deux courbes infiniment voisines. Gas oil les

courbes de la congruence sont des cercles. Enveloppes d une famille de

spheres dependant de deux parametres. Lignes principales de 1 enveloppc.
Elles correspondent a un systeme conjugue trace sur la surface des centres

des spheres. Etude detaillee du cas ou les lignes de courbure se correspon
dent sur les deux nappes de 1 enveloppe. Les six coordonnees de la sphere
variable satisfont alors a une meme equation lineaire aux derivees partielles
du second ordre. Les systemes cycliques de M. Ribaucour; theoremcs

divers. Differentes manieres d obtenir des systemes cycliques. Pour que
les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface

focale d une congruence rectiligne, il faut et il suffit que les six coordonnees

de chaque droite de la congruence verifient une meme equation lineaire du
second ordre.

470. Les proprieles des equations lineaires du second ordre,

que nous avons employees surtoutdans la theorie des congruences

rectiligD.es-, peuvent etre appliquees aussi a 1 etude de certaines

congruences particulieres formees avec des courbes de degn:

quelconque.
Gonsiderons des surfaces (S) representees par une equation de

la forme

(0

ou les symboles
&amp;lt;p;

designent des fonctions determinees de x, y, z

ot ou les coefficients A/ sont des constantes arbitraires. Si 1 on

prend, par exemple, en faisant i= \,

pour les fonctions
cp /;

on aura 1 equation la plus generate d un

plan. Si, faisant i = 5, on ajoute aux fonctions precedentes
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on a I equation d une sphere, et ainsi de suite. II est clair que, si

Ton choisit convenableraent le norabre / et les fonctions
tp/,

on

peut obtenir 1 equation la plus generale des surfaces algebriques

qui passent par un nonabre determine de points fixes ou con-

lienuent certaines courbes fixes.

Deux surfaces (I) se coupent suivant une courbe (C) definie

par deux equations de la forme

et il est clair que deux courbes (C) ne peuvent se couper en des

points distinctsdont le nonibre depasse celui des points communs

a trois surfaces (2). II faudra, pour que ce nombre maximum soil

atteint, qu il y ait une relation liueaire entre les premiers membres

des equations des deux courbes. Par exemple, si les surfaces (S)

sont des spheres, les courbes (C) seront des cercles; et, pour que

deux cercles se coupent en deux points, il faut que 1 une des

qualre equations qui, prises deux a deux, representent les deux

cercles soil une combinaison lineaire des trois autres.

Cela pose, supposons que les coefficients A/. B, soient des

fonctions quelconques de deux parametres variables a et 6 : on

obliendra une congruence de courbes (C). Xous allons chercher

la condition pour que chacune de ces courbes soil coupee dans le

nombre maximum de poinls par deux courbes infiniment voi-

sines de la congruence.

Substiluons aux variables a et b les deux fonclions z et ;, &amp;lt;.!

ces variables qui demeurent constantes lorsqu on associe les

courbes de la congruence qui se coupent conseculivement. Si Ton

joint aux equations (a) leurs derivees par rapport a ;

i ^-r,,x, .,..;,
=

&amp;lt;&amp;gt;.

(3)

on aura a exprimer que les premiers membres des equations (2)

et (3) sont lies par une relation lineaire 5
ce qui conduit a une
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serie de illations de la forme

(i) M^H-N^^PAf-i-QB,-,

ou M, N, P, Q sont des fonctions determinees de
p

et dc
p, ;

ct il

faudra qu il en soil de meme lorsqu on prendra les derivees par

r.tpport a
pi, ce qui donnera les relations analogues

(5, M ,&amp;lt; tNl
!&amp;lt; =T&amp;gt;

lA,^Q1 B,,

qui doivent avoir lieu, comme les precedcntes, pour toutes les

valeurs de 1 indJce i.

On pent resoudre comme il suit le systeme des equations (4)
et (5). Substituons a la fonction A,- la combinaison lineaire

MA/ + NB/,

ce qui ne change pas les equations de la courbe (C). L equation

( 1 ) prendra la forme
* 1^ A

et elle determinera B/( ).
Si Ton porle la valeur ainsi oblenue

dans laseconde equation (9.)
el dans 1 equation (5), on est conduit

an resultat suivant :

Les equations qui determinenl les courbes (G) doivent etrc

dr la forme

(6)

( ) L liypothese quc Ton neglige, oil Q serait mil, ne pcut conduire qu a des

congruences comprises dans la formule generale que nous allons obtenir ou a

relies qui sont dcfinies par les deux rquations

qui nc sont pas donnees. il est vrai, par le systeme (G), niaisqui sont comprises
comrnc cas particulier dans les formules (12), que nous substituerons plus loin

aux equations (6 ).
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les dijferentcs fonctions A/ etant des solutions

&amp;lt;l line meme equation lineaire

o-() dti
,

&amp;lt;j

(~\ -- a --- b --|-CO = O,

ou a, ft, c designent des fonctions quelconques de p
et de c,.

471. Gette proposition permel d obtenir sans aucune integra

tion les congruences cherchees. Supposons, parexemple, que Foil

veuille determiner toules les congruences de cercles pour lesquelles

chaque cercle est coupe seulement par deux cercles infmiment

voisins. mais en deux points par chacun d eux. On choisira cinq

fonctions quelconques fi/ de deux parametres a et ^ et Ton ecrira

[ equation lineaire de la forme

,o**l
* . (ft dO

M -

dont les coefflcients soul determines par la condition que liqua

tion admetle les cinq solutions particulieres h;. Les cercles de la

congruence seront determines par les deux equations

\

ou jci sont cinq fonctions lineaires de x- -4- y- -*- :-, jc, r, ;, i,

par exemple les coordonnees pentaspheriques d un point, et ou

le rapport est defini par la condition que I equalion diflereu-

lielle

n di rn f/3 = o

soil celle de Tune des caracterisliques de Tequation (8). En ertet.

si Ton ramene I equalion (8) a la forme normale, en integrant les

equations diflerenlielles des caracteristiques, les equations (9)

prendront precisement la forme (6).

Revenons a ces equations generates; p et =, n y entrent pas

sMiu-triquenient; mais on peut obtenir des formules plus ele

gantes. Nous avons vu, en eflet, au n 40^. qu etant donnee une

solution quelconque 9 de Tequation (7), il est possible de trouver
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line fonclion 7, tellc que Ton ait

dy r)0 da
(to) =mO-t-/i , =/

(
3

0f&amp;gt; C/PJ

G- satisfaisant a une equation de la forme

d-a 07 . ds
(ll)

-

dp!

A chacune des solutions A/ correspondra de cettc maniere une

solution cii de 1 equation en cr et les equations (6) prendront la

forme

ou
p

et
p, entrent de la meme maniere et ou les a-i sont des solu

tions particulieres de 1 equation (i i). Gette determination nou-

velle des courbes de la congruence donne lieu aux remarques
suivanles.

Etant donnee une congruence quelconque, appelons pour un

instant surfaces singulieres de la congruence les surfaces engen-
drees par des courbes de la congruence qui se coupent consecuti-

vement. 11 y a generalement (n 315) autant de series de surfaces

singulieres qu il y a de points focaux sur chaque courbe de la

congruence. Ici, an contraire, il y a deux scries seulement de

surfaces singulieres. Les unes contiennent toutes les courbes de la

congruence pour lesquelles p
a une meme valeur; les autres toutes

celles pour lesquelles p,
demeure constant. On obtiendrait les

unes et les autres en eliminant, soit
p,

soit 0| entre les deux

equations (12); nous allons montrer que chacune de ces deux

equations (12), consideree seule, represente une surface qui est

tangente, en tous les points dela courbe de la congruence, a 1 une

des deux surfaces singulieres qui contiennent celle courbe.

Posons, pour abreger,

P, consideree comme fonction de
p

et de
p l? satisfera a 1 equa-
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lion

d-P dP dP

tl? d?i
&quot;*

a
^&quot;

1
&quot;

lh[
~

el les equations (12) prendront la forme plus simple

dP dP^ ^ =
i^=

-

Si nous differentions totalement ces equations, nous trouve-

rons, en tenant compte de 1 equation (i4)i

,dP d*P, ,dP d*-P
,d- 1-

-
dp = o, d h -j- do i=&amp;lt;&amp;gt;.

dp dp
z

dpi Op\

la differenlielle d portant seulement sur x,y, :-. L equalion du

plan tangent a la surface z const, sera done

.dP
d ~ o ;

op

el il est ainsi etabli que la surface represenlee par la premiere des

equations (i 2) ou (t 5) est tangenle en tous les points de la courbe

a une des surfaces singulieres. S il s agit, par exemple, d une con

gruence rectiligne, les deux equations (i5) representent les plans
focaux de la droile. Si la congruence est formee de cercles, elles

represenlent deux spheres que 1 on pourrait aussi appeler les

spheres focales; elles contiennent un des deux cercles infinimenl

voisins du cercle propose qui le coupent en deux points.

472. L etude des congruences speciales de cercles que nous

venons de definir doit etre associee a celle de la congruence rec

tiligne formee par les axes de ces cercles. Soient (K) un cercle de

la congruence et (d] son axe. Les droites (d} seront tangentes a

deux surfaces fixes (2), (^i); designons, comme nous 1 avons fait

jusqu ici, par les leltres (G) et (G t )
les courbes, Iracees respec-

tivement sur (S) et (S,), qui sont les aretes de rebroussement

des diverses developpables formees par les droites (d). Lorsque le

cercle (K) se de*place de telle maniere que deux de ses posilions

conseculives se coupent en deux points, il esl evidenl que son axe

doit engendrer une developpable; car les axes de deux cercles

qui se coupent en deux points vont se couper au centre de la
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sphere qui conlient ces deux cercles. On volt done que, pour
obtenir les surfaces singulieres de la congruence de cercles, il

faudra determiner les developpables formees avec les axes
(&amp;lt;a?)

de

ces cercles. On obtiendra ces developpables lorsque la droite (d]

se deplacera de maniere a rester tangente a une des courbes (C)
ou (C ( ).

A chaque cercle (K) correspondent deux points M, M,
oii 1 axe du cercle est tangent respeclivement a (S) et a (S f ).

Decrivons de ces points comme centres deux spheres (S), (S,)

contenant le cercle (K). Lorsque le point M decrira une courbe

(C), la sphere (S) enveloppera une des surfaces singulieres qu elle

louchera suivant les positions successives du cercle (K). Lorsque
le point M, decrira de meme la courbe (C|), la sphere (S ( )

enve

loppera une surface singuliere de 1 autre serie qu elle touchera

suivant les positions successives du cercle (K). Ces relations geo-

metriques sont a peu pres evidentes; elles resultent de ce que les

spheres (S) et (S ( )
contiennent chacune, en meme temps que le

cercle (K.), un des deux cercles infiniment voisins qui le coupent
en deux points. On voit qu aux deux families de surfaces singu

lieres correspondent, sur (2) par exemple, deux families de

courbes conjuguees decrites par le point M, les courbes (C) tan-

gentes aux axes
(&amp;lt;:/)

et les courbes (D) qui correspondent (n 319)

aux courbes (G f )
tracees sur(S t ).

Les remarques precedentes montrent qu il convient d associer

1 elude des congruences de cercles a celles des surfaces enveloppes

de spheres.

Gonsiderons une sphere definie en coordonnees pentasphr-

riques par 1 equation

(l6) ^u UjXi = O,

1

et supposons que les cinq quantites iii soient des fonclions qucl-

conques de deux parametres a et
(3.

II y aura toujours une equa

tion de la forme (8) admettant les cinq solutions particulieres /.

Supposons cette equation ramenee a la forme normale (7) et

proposons-nous de rechercher la propriele geometrique qui carac-

terise les courbes de paramelres p et o, tracees sur 1 enveloppe
des spheres.

Ghaque sphere louche cette enveloppe (E) en deux points A ct
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B, qui sont definis par Inequation (16 &amp;gt; jointe aux deux suivantes :

X1 dllj

2-^ =

Si l on fait varier infiniment peu p etp,, on aura deux nouveaux

points de contact A et B
;
cherchons la condition pour que les

qualre points A, B, A ,
B soient sur un meme cercle et, par

suite, dans un meme plan.
L equation generale des spheres passant par les points A et B

est evidemment

XT ;- di t du,-\
(18) * ^^ ~~^ l

~ Xi =

/..
|JL, tX| etant trois arbitraires. Pour que 1 une de ces spheres

contienne les points A ,
B

,
il faudrait que Ton ait

lorsqu on passera de A a A ou de B a B .

Or, si Ton difference les equations (16) et 117), on trouvera,

en tenant compte de 1 equation aux derivees partielles a laquelle
satisfont les cinq qtiantites z//,

~v - //,

-*-
&amp;lt;

=

L emploi de ces formules permet de ramener 1 equation (19) a

la forme

Xi d? &quot;*&quot; ;ji x ~

d?i = o;

et cette nouvelle equation devra etre verifiee lorsqu on y rem-

placera les quantites j- 4 par les coordonnees des points A et B.

Cela ne peutarriver, en general, que si 1 equation est identique-
ment verifiee, ce qui donne les deux conditions

D. - II. 2I
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On obtient done les deux solutions

[-1
= o, dpi = o;

jj-i
= o, do = o.

Pour la premiere, par exemple, on a

dpi = o,

et les spheres representees par 1 equation

V/i dui \
(20) *^~ lJ 1

~ :Ki=0

passent, quel que soil le rapport , par les quatre points A, B,

A
,
B . Ces quatre points sont done sur un cercle, et nous pouvons

enoncer le theoreme suivant :

Sur toute enveloppe de spheres a deux parametres, ily a en

general deux series de lignes que nous appellerons lignes prin-

cipales de Venveloppe; elles sont definies par cette propriete

que, lorsqu on se deplace sur Vune d clles, les quatre points de

contact des deux spheres infiniment voisines avec Venveloppc
soient sur un meme cercle que nous appellerons cercle principal.

Les lignes principales sont les caracteristiques de 1 equation
aux deriveespartielles quiadmet comme solutions particulieres

les cinq coordonnees homogenes des spheres variables
(

1

).

Lorsque les quatre points de contact, deux a deux infiniment

voisins, A, B, A ,
B sont sur un meme cercle, les cordes de contact

AB, A B se rencontrent; par suite, les plans focaux de la droite

( )
Nous avons admis que la sphere representee par 1 equation ( 19 ) a ne peut con-

Lenir, quand le rapport varie, les deux points A et B. Cela est vrai, en

general; mais on reconnaltra aisement qu il n en est plus de meme dans le cas

exceptionnel ou les cinq fonctions

i du c)
2 u. -i d* u

;

ne sont pas lineairement independantes. Mais alors les quantites U
L
ne seront

pas lineairement independantes; 1 enveloppe sera une surface anallagmatique, les

cordes de contact des spheres iront passer par un point fixe, et les lignes princi

pales seront indeterminees.
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AB sont tangents, sur les deux nappes, aux lignes principales;
ces lignes se trouvent done sur les developpables de la con

gruence engendree par la corde de contact des spheres. Cette

proposition pourrait leur servir de definition; mais elle mettrait

moins bien en evidence la propriete essentielle des lignes princ-i-

pales qui est de se conserve/ par I inversion, comme le montre

irnmediatement la definition que nous avons adoptee.
D apres les resultats precedents et la formule (20), 1 un des

cercles principaux aura pour equations

(21)

el, si Ton rapprocheces resultats de ceux que nous avons obtenus

au n 470, on reconnaitra immediatement que toute congruence
de cercles dans laquelle chaque cercle est rencontre par deux

cercles infiniment voisins seulement est forniee par les cercles

principaux d une enveloppe de spheres.

473. C est ici le lieu de faire connaitre une proposition qui est

due a M. Ribaucour
( ).

Considerons une surface (I) et soient x, &amp;gt;-, z les coordonnees

d un de ses points. L equation

(22) X 2 Y 2 Z- ix\ 2^Y &amp;gt;;Z ^ vs ^ J R 2 = o

represente une sphere ayant son centre sur la surface. Supposons
que la valeur de R soil determinee pour chaque point de la sur

face; la sphere enveloppera une des surfaces a deux nappes que
nous venons de considerer d une maniere generale. Nous allons

montrer que les lignes principales de cette enveloppe corres

pondent a un systeme conjugue trace sur (2).
Prenons comme variables les parametres s, p,

du svsteme cou-

jugue qui correspond a la fonclion jc- -t- r- :- R- ( a 107 i

[I, p. i35]. Alors les fonctions

i, x, y. z, x 9-
y*- ^- R 2

( ) A. RIBAUCOUR, Sur une propriete des surfaces cnveloppes de spheres
(Comptesrendus, t. IAVII, p. i334 ; 1868).
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salisferont a une equation lineaire de la forme (i i) et le premier
membre de 1 equation (22) sera un cas parlicuher de 1 expression

generale definie par 1 equation (i3), correspondant aux valeurs

precedentes des fonctions /. Les formules (12) deviendront ici

tlr
Y - x ) i ... -

Elles definissent la corde de contact de la sphere variable (22)

avec son enveloppe. Si 1 on remarque maintenant que, d apres la

theorie generale, les deux plans represented par les equations

precedentes sont les plans focaux de cette corde de contact, on

sera conduit au theoreme de M. Ribaucour :

Si une sphere variable depend de deux parametres , la corde

de contact de cette sphere avec son enveloppe engendre une

congruence dont les developpables correspondent a deux fa
milies de courbes conjuguees tracees sur la surface des centres

(S), et les tangentes a ces courbes en un point de () sont per-

pendiculaires aux plans focaux de la corde correspondante.

En adoptant les definitions precedentes, nous voyons que les

cercles principaux de 1 enveloppe ont pour axes les tangenles aux

deux families de courbes conjuguees tracees sur la surface des

centres.

474. Si 1 on examine la demonstration que nous avons donnee

du theoreme de M. Ribaucour, on reconnait que la sphere n y

intervient que d une maniere accessoire et, en quelque sorte,

comme element de construction. Rien ne serait change aux re-

sultats si 1 on substituait a 1 equation (22) la suivante

cs(X, Y, Z) a^X 2jKY 2^Z4-0 = o,

ou co(X, Y, Z) designe une fonction absolument quelconque

de X, Y, Z, 9 etant d ailleurs une fonction donnee d une maniere

arbitraire des parametres qui fixent la position du point (x,y, z]

sur la surface. Cette remarque permet de former un grand nombre
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de theoremes analogues a celui de M. Ribaucour. Nous signa-

lerons seulement le suivant :

U, V, W, P designanl des coordonnees tangentielles, ecrivons

1 equation

(24) U x \r \\s P R v I - \ *
-T- \V S = o,

qui represente une sphere ayant son centre sur la surface (S).

Soient maintenant
p. p,

les parametres du svsteme conjugue, trace

sur cette surface, qui correspond a la fonction R (n 107) et non

plus a la fonclion x- y- ;- R 2
. Alors x, y, z, R seront

quatre solutions particulieres d une equation de la forme

et, si Ton remplace 9 par fy R, on reconnaitra que &quot;D

j
&quot;5

satis-

font encore a une equation toute semblable, de sorte que 1 on

pourra appliquer le theoreme general a 1 equation (24) divisee

par R. Les deux equations

(26)

auxquelles on est conduit, definissent une droite qui est 1 inter-

section des plans tangents a la sphere aux deux points ou elle

louche son enveloppe. Elle se trouve dans le plan tangent a (-)

et elle est la polaire de la corde de contact par rapport a la sphere.

D apres la proposition generate, interpretee en coordonnees

tangentielles, les deux points focaux de cette droite sont deter

mines par chacune des equations precedentes, consideree seule.

On peut done enoncer le theoreme suivant :

Etant donnee une sphere variable dont le centre decrit une

surface (2), les deux plans tangents a cette sphere aux points
oil elle louche son enveloppe se coupent suivant une droite

situee dans le plan tangent correspondant de (S). Les develop-

pables de la congruence engendree par cette droite corres

pondent a deux families de courbes conjuguees tracees sur (-) ;



826 LIVRE IV. CHAP. XV.

et les tangcntes a ces courbes en un point de (5) vont couper la

droite correspondence de la congruence en ses deux points

focaux.

475. Ainsi, a chaque enveloppe de spheres on pent faire cor-

respondre deux syslemes conjugues traces sur la surface (S).

Lorsqu on se deplaee sur une courbe appartenant au premier

systeme, les quatre points de contact de deux spheres consecu-

tives avec 1 enveloppe sont dans un meme plan; si Ton se deplaee

au contraire sur une courbe du second sjsteme, les quatre plans

de contact de deux spheres consecutives vont concourir en un

meme point. Ces deux systemes conjugues sont, en general,

distincts; mais ils peuvent devenir idenliques. Pour qu il en soit

ainsi, il faut evidemment, lorsque les points de la surface sont

definis par deux variables quelconques a et
(3, que 1 equation

lineaire de la forme (8) dont les coefficients sont determines par

la condition qu elle admctte les solutions particulieres i, x, y, ,

R, udmette aussi la solution particuhere

Nous reviendrons surcette condition; lorsqu elle sera remplie, on

pourra ramener Fequation lineaire a la forme normale

(27)
---\-a

d

p
et

p,
seront les parametres du systeme conjugue trace sur (S) el

1 equation precedente devra admettre les cinq solutions

,jr, S, R, 3;2_t
_J 2 + ^2_R2.

Si 1 on y substitue x- -hjr
2 + z- R 2

,
en tenant compte de ce

fait que x, y, ,
R sont deja des solutions parliculieres, on trou-

vera la relation

dx dx dy dy dz dz dR dl\

( 28)
- + -T- -T- -*-?--&amp;gt;

-- -=0,
dp op i dp i)p L dp &amp;lt;Jp! dp dpi

que nous allons interpreter geometriquement.
Soient (Jig. 3i) M le centre de 1 une des spheres, A et B les



LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SVSTEMES CTCLIQUES- 827

points de contact de cette sphere avec 1 enveloppe, C et D les

points focaux de la droile CD d intersection des plans tangents

en A et en B. Nous allons montrer que les plans focaux de la

droite AB passent respectiveraent par C et par D.

Fig. 3i.

Nous avons vu que les plans focaux de AB sont representes par

les deux equations (a3). Gonsiderons celui qui est represent*? par

1 equation suivante :

d

Les points focaux de CD sont representes de meme en coor-

donnees tangentielles par les equations (26); celui qui est defini

par la seconde aura pour coordonnees

ou, en reduisant.

R
., r _

R
&quot;JIT

Si Ton exprinie que ce point est dans le plan focal precedent,

on retrouve precisement Tequation &amp;lt; 28 .

II est done elabli que les plans focaux de AB passent par les

points CetD; et, comme ils sont respectivement perpendiculaires

aux deux tangentes conjuguees MC. MD, le point O ou AB coupe
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le plaii tangent en M sera le point de concours des hauteurs du

triangle MCD. De plus, d apres un theoreme de Geometric ele-

mentaire, les deux angles GAM, DAM etant droits, il en sera de

meme de 1 angle CAD.
Les developpables de AB correspondent a celles de CD, puisque

les unes et les autres correspondent aux courbes du systeme con-

jugue trace sur (S); et, de plus, les plans focaux de AB con-

tiennent les points focaux de CD. Done (n 424) les tangentes AC
et AD seront conjugm es par rapport a la nappe decrile par le

point A; et, comme elles sont rectangulaires, elles seront tan

gentes en A aux lignes de courbure. Comme on peut repeter le

raisonnement pour la nappe decrite par le point B, on voit que
les developpables de la congruence formee par la droite AB inter-

cepteront sur les deux nappes de 1 enveloppc leurs lignes de

courbure. Si 1 on considere les droites MA comme des rayons
incidents qui se reflechissent sur la surface des centres (S) suivant

les rayons MB, onretrouve les systemes etudiesparDupin(n 459),

dans lesquels les developpables formees par les rayons incidents

se conservent apres la reflexion. Ces developpables decoupent
sur la surface des centres le systeme conjugue que nous avons

considere au n 453.

Reciproquement, supposons que les lignes de courbure de la

nappe decrite par le point A correspondent a celles de la nappe
normale aux rayons reflechis. D apres la demonstration du n451,
les tangentes en A et en B aux lignes de courbure se couperont en

des points C et D situes necessairement dans le plan tangent en

M, et les plans focaux de la droite AB seront les plans ACB, ADB.
Done (n 423) C et D seront les points focaux de la droite CD.

Les deux systemes conjugues traces sur (S) deviendront iden-

tiques, puisque les deux paires de tangentes conjugates relatives

a ces deux systemes se confondent en une seule, formee des

droites MC, MD.

476. Les relations geometriques se presentent maintenant en

grand nombre. On voit que, lorsque le point A decrit une ligne

de courbure de la nappe correspondante, toutes les droites AM,
AC, AD, BC, BD, CD, AB, BM, CM, DM decrivent en meme

temps des developpables. 11 y a Irois paires de tangentes con-
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juguees : MC et MD pour la surface decrite par le point M: AC,
AD et BC, BD pour les surfaces decrites par les points A et B.

Decrivons des points C et D comme centres deux spheres (S t )

et (S 2) passant par A et par B, qui seront necessairement tan-

gentes en ces points aux lignes de courbure des deux nappes.

Ges spheres, qui sont orthogonales, se couperont suivant un cercle

(K); ce cercle a pour axe la droite CD et coupe a angle droit en A
et en B la sphere de centre M. Supposons maintenant que le point

M se deplace de telle maniere que le point A, par exemple, decrive

la ligne de courbure dont la tangente est AD. La sphere (S f )
de

centre C enveloppera une surface a lignes de courbure circulaires

et la touchera suivant le cercle (K.). En effet, la sphere, etant

constamment tangente a la courbe decrite par A, sera coupee par
la sphere inCniment voisine suivant un cercle passant en A

; et,

d autre part, la courbe decrite par le point C ayant CD pour

tangente, ce cercle aura pour axe la droite CD. II coincidera done

avec le cercle ^K-).

Si 1 on fait maintenant decrire au point A 1 autre ligne de cour

bure de la nappe f AV la sphere de centre D enveloppera une sur

face a lignes de courbure circulaires, qu elle touchera aussi suivant

le cercle i K .

Nous obtenons ainsi deux families distinctes de surfaces a lignes

de courbure circulaires se coupant mutuellement a angle droil

suivant leurs lignes de courbure circulaires, qui sont les difterentes

positions du cercle (R). D apres le theoreme du n 441, ces deux

families de surfaces sont orthogonales a une troisieme famille. On

peut done enoncerle theoreme suivant :

Toutes les fois qiiune sphere variable dependante de deux

parametres enveloppera une surface sur les deux nappes de

laquelle les lignes de courbure se correspondent, le cercle (K)

qui est normal a la sphere variable et la coupe en ses deux

points de contact coupe a angle droit toute une famille de

surfaces. A cette premiere famille on peut associer deux autres

families orthogonales formees des surfaces a lignes de cour

bure circulaires obtenues en associant les positions successive*

du cercle (K.) qui se coupent consecutivement.
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477. La decouverte de ces systemes triples orthogonaux est

due a M. Ribaucour
( ).

Us constituent une belle generalisation

de celui qui est forme par une famille de surfaces paralleles et les

developpables trajectoires orthogonales. M. Ribaucour y a etc

conduit par le theoreme suivant :

Lorsque les cercles d une congruence sont normaux a plus
de deux surfaces, Us sont normaux a une infinite, de surfaces
sur lesquelles les lignes de courbure se correspondent et qui

constituent, par suite, une des trois families d un systeme or

thogonal.

Pour etablir cette proposition, nous envisagerons d abord les

cercles normaux a deux surfaces qnelconques (A) et (B). On de-

montre aisement que ces cercles forment une congruence. Pour

les obtenir tons, il suffit de construire une des spheres (S) tan-

gentes a (A) et a (B) : le cercle qui passe par les points de contact

de cette sphere avec (A) et (B) en coupant la sphere a angle droit

est 1 un des cercles cherches. La surface (S) qui contient les

centres des spheres (S) a etc consideree par Gergonne; elle est le

lieu des points d ou 1 on pent mener aux deux surfaces (A) et (B)
des normales de longueur egale. Si des rayons lumineux normaux

a (A) et partant de (A) se reflechissent sur la surface (S), ils de-

viendront apres la reflexion normaux a (B), et le chemin total

parcouru par la lumiere sera le meme que s ils etaient partis

des differents points de (B).

Cela pose, soit

(29)

1 equation en coordonnees pentaspheriques de 1 une des spheres

(S). Les quantites ui dependent de deux parametres variables a et

^, et 1 on obtiendra les points de contact de la sphere avec les

( ) A. RIBAUCOUR, Sur la deformation des surfaces (Comptes rendus,
t. LXX, p. 33o; 1870). Sur les systemes cycligues (Mme Recuell, t. LXXVI,

p. 4?8; 1873). Sur les faisceaux de cercles (Meme Recueil et meme tome,

p. 83o).
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deux nappes (A) et (B) de 1 enveioppe en joignant a 1 equation

precedente ses deux derivees par rapport a a et a i

Ces deux equations representent un cercle qui passe par les

points de contact de la sphere. Mais, si Ton a multiplie les quantit.
-

iii par une fonction telle que Ton ait

les deux spheres representees par 1 equation (3o) couperont a

angle droit la sphere (S) en vertu des relations

/ o.
01 2dui,^-=o,

qui derivent de 1 equation (3i) (n 156). Par suite, les deux equa
tions (3o) representeront tons les cercles (K) normaux aux
deux surfaces (A) et (B).

Supposons maintenant que ces cercles soient normaux a une

troisieme surface (C). En raisonnant sur les deux surfaces (A) el

(C) comme nous Tavons fait avec (A) et (B), on sera conduit a

des equations nouveiles pour les cercles (K). Si Tequation

(32) ? ViXi= O

represente les spheres tangentes a (A) et a (C), et si Ton a choisi

les fonctions r/, de telle maniere que 1 on ait

le cercle (K) sera encore defini par les equations

^ r-
.53&quot;=

qui devront etre equivalentes aux precedentes (3o). II faudra
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done que 1 on ait

dvt dut dui dvt dut dut
(33) - = m --t-n-r^, T = m - 4- n -^ &amp;gt;

Oy. ds. dp 0$ di d$

pour toutes les valours de 1 indice i. En eliminant r;, on sera con

duit a une equation aux derivees partielles de la forme suivante

(*t\ \^
2

&quot;

,

34) A --

qui devra etre verifiee par les cinq quantites m.
Nous avons au Livre II [I, p. 227] introduitla notation des six

coordonnees de la sphere. II suffit de joindre aux cinq quantites

ui qui figureut dans Fequation de la sphere la sixieme UQ qui est

definie par la relation identique

(35)

Ici cette sixieme coordonnee sera egale a z, d apres la rela

tion (21) et, par suite, elle sera aussi une solution de Fequation

(34). Nous pouvons done interpreter comme il suit la condition

trouvee. Les six coordonnees de la sphere (S) doivent satisfaire

a une jneme equation aux derivees partielles da second ordre.

Gette propriete a lieu, en effet, lorsque la sixieme coordonnee est

reduite a une constante, et elle subsiste evidemment quand on

multiplie toutes les coordonnees par une fonction quelconque de

a et de
,3.

II est aise maintenant de reconnaitre que la condition prece-

dente, qui est necessaire, est aussi suffisante. En effet, si 1 on

designe par x, y, zles coordonnees cartesiennes du centre de (S)
et par R son rayon, on deduira facilement des developpements
donnes au Chapitre VI

[I, p. 21 3] que les six coordonnees de

la sphere sont des fonctions lineaires de

)., \x, ly, \z, XR, X(^-
2+7 2 -i-x; 2 R 2

),

\ etant un facteur de proportionnalite. Si on le reduit a 1 unite,

on reconnait que

i
; x, y, s, R, a^-4-^-t-* R
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doivent satisfaire a* une meme equation lineaire aux derivees

partielles. On retrouve ainsi la condition qui nous a servi de point

de depart; el, par suite, le theoreme de M. Ribaucour est com-

pletement etabli.

On demontrerait de meme que, si des cercles sont normaux a

deux surfaces et si chacun d eux est rencontre en deuxpoints

par un des cercles infiniment voisins, tons ces cercles sont nor-

maux a une famille de surfaces.

478. Les svstemes que nous venons d eludier et auxquels

M. Ribaucour a donne le nom de systemes cycliques jouent le

role le plus important dans la theone des surfaces a courbure

constante. Pour le moment, nous aliens rechercher comment on

peut eflfectivement obtenir de tels systemes, c esl-a-dire, d apres

les propositions precedenles, des enveloppes de spheres pour

lesquelles les lignes de courbure se correspondent sur les deux

nappes.
Nous nous donnerons d abord la surface (Z) decrite par les

centres des spheres, et nous chercherons a determiner le rayon R
des spheres de maniere a satisfaire a la condition enoncee. Gela

revient a determiner les rayons incidents qui se reflechissent sur

(S) et dont les developpables sont conservees par la reflexion.

Soient a et les parametres d ailleurs quelconques qui fixent la

position du point (x, y, z} sur (S ). II faudra exprimer qu il exisle

une equation de la forme (34) admettant les cinq solutions

r -,- - P &amp;gt;-* _ v __- -- _- R-*
J J &amp;gt;

&quot;1 ^1 -6 J &quot; n

Designons par la notation

le determinant forme avec six fonctions, leurs derivees premieres

et leurs derivees secondes ;
on voit que R devra satisfaire a

1 equation du second ordre

En posant, pour abreger,

(38) dr- - dy*- cl^ = E
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on ramenera aisement 1 equation precedente a la forme

FL -
dj

G

dx

dx

o

dx

da?

Si Ton suppose, par example, que a et ^ soientles coordonnees

rectangulaires x etj ,
on trouvera, apres quelques reductions,

5/- = o,

les lettres
/&amp;gt;, ^7,

/
, .v,

i designant les derivees de z et les lettres

accentuees celles de R.

Cette equation du second ordre est celle que nous avons integree

dans le Chapitre precedent iorsque la surface (S) est du second

degre. On en connait toujours des solutions particulieres, qui

correspondent au cas ou la sphere mobile ajant son centre sur (S)

couperait sous un angle constant une sphere fixe. Dans ce cas, en

effet, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes
de 1 enveloppe (n 172); et, du reste, le determinant (37) est

evidemment nul, puisqu il y a une relation lineaire entre les six

fonctions avec lesquelles il est forme,

479. Prenons, par exemple,

R = nz.

Alors, si Ton considere des rayons incidents paralleles a 1 axe

des z et qui se refractent en rencontrant la surface (2), 1 anticaus-

tique normale aux rayons refractes sera (n450) 1 enveloppe de

toutes les spheres dont les rayons sont definis, en chaque point de

la surface, par la formule precedente, pourvu que la constante n

soil egale a 1 indice de refraction. Cette enveloppe se composera
de deux nappes qui correspondent a des valeurs egales et de signes
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contraires de 1 indice de refraction. Comme la valeur precedente
de R satisfait a 1 equalion (89), les Jignes de courbure se corres-

pondront sur les deux nappes de 1 enveloppe, el elles correspon-
dront a un svsterae conjugue trace sur la surface (-).

Soient p et p,
les parametres des deux, families qui composent

ce svsteme conjugue. Nous avons vu plus haul que 1 on aura

dx dx dy dy dz dz )R dR
**)

Tp dT^ fo ^[^~ ~dp~ dp~i~ dj dp~i~

Si Ton remplace R par n:-, il viendra

dor d.T dv dv . dz dz_ _ _ _ _ -

_., _;_
j

f _
j-t

2
j
_ _ - . Q

dp d:, l
d:, dpi dp dp t

Construisons la surface (- )
obtenue en diminuant les coor-

donnees ; de tons les points de (-) dans le rapport de
^

i n- a

i, c est-a-dire la surface lieu du point

Le svsleme (p, p t )
sera encore conjugue sur celte surface. De

plus 1 equation (4) prendra la forme

dx dx dy dy dz dz

dz c*pi dp dpi dp dpi

et, par consequent, le svsteme conjugue, etant orthogonal, sera

forme des lignes de courbure de
( ).

Ainsi :

Les lignes de courbure des anticaustiquespar refraction re

latives d un svsteme de rayons incidents, normaux d un plan

(P), qui se refractent sur une surface (-), correspondent aux

lignes de courbure de la surface (- )
obtenue en diminuant les

ordonnees normales d (P) des differents points de (S) dans le

rapport de y i n- d i .

Cette proposition, qui est equivalente a celle que nous avons

donnee [I, p. 262], fera connaitre les lignes de courbure des

anticaustiques dans un grand nombre de cas et, en particulier,

lorsque la surface (2) sera du second degre.

480. Xous donnerons ici une regie commode pour determiner,
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dans le cas le plus general, les equations tangentielles de ces anti-

eaustiques.

Designons par x, y :
z les coordonnees d un point de la surface

dirimante (S). Soit

(40 ctx -i- by -- cz -+- o = o

1 equation du plan normal aux rayons incidents. De cliaque point

de () comme centre, avcc le rayon

il faut decrire une sphere dont 1 enveloppe donnera 1 anticaus-

lique (A
7

).
On peut toujours supposer, pour simplifier, que Fe-

quation du plan a etc multipliee par une constante convenable, el

que 1 on a

n =

ce qui donne pour le rayon R la valeur

(43) R = ax-r- by-i- cz -i- o.

L equation tangentielle d une sphere de centre (x,y,z} et de

rayon R est

UX -i- Vy -f- W Z -~p -f- R \/U*-r- V *-r- W2 = O.

Remplacons R par sa valeur et supposons

(44) M 2
-f- V--r- W^= i;

nous aurons a prendre 1 enveloppe des spheres representees par
1 equation

(45) (uH-a)a?-4-j[p-i- 6)^4- (w -f- c)*-4-j-i-8 = o,

quand le point (x, y, 5) decrit la surface (S). Le resultat est

evident; nous trouverons 1 equation tangentielle de la surface dans

laquelle on aurait remplace u, v, w, p par u -j- a, v -+- b, w + c,

p -\- o. Ainsi :

Pour obtenir 1 equation de Vanticaustique relative aux

rayons incidents qui sont normaux au plan represente par
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Vequation (40&amp;gt;
n cherchera Vequation tangentielle homogene

f(u, v, w, p)= o

de la surface dirimante. Celle de Vanticaustique sera alors

f(u^-a, v -
b, w -T- c, p -T- o

)
= o,

u, v, w etant supposes maintenant relies par Cequation

u- i
- - = i .

Considerons, par exemple, une surface a centre du second degre,

rapporlee a ses axes de symetrie. Son equation sera

(46) /&amp;gt;*=
Aa a

-r-B(.--HCw*,

et, par consequent, celle de I anticaustique (A) deviendra

(47) Q -*- *P=A(-*- ay -*-B(p-i-*y-i-C( &amp;gt;-!-).

Cettc equation developpee est de la forme

( 48 ) (p -t- Z )-
= 1 U- -4- 3 V- -4- Y w ~

-+- ? * -:- 2 3 P -:- 2 Y Wj

deja consideree au n -4o7. Elle represente, avec des axes conve-

nablement choisis, la surface la plus generale definie par la con

dition tfetre correlative d une surface du quatrieme ordre a

conique double et d admettre elle-meme comme conique double

le cercle de Vinfini.

Reciproquement, il est possible de demontrer qu une surface

de cette definition peut etre consideree comme une anticaustique
relativement a quatre surfaces differentes du second degre. Si

Ton identifie, en effet, les equations (47) et (4$), on sera conduit

a la relation

(a A) !
-i-( B)^-f-(v C)w*

-r-2(a Aa)-H2(p
r

B6)p-f- 1(*[ Cc)w \a^ Bb-Cc*=o.

Elle ne peut avoir lieu que si Ton a

a =:Aa, 3 =B6, -;
=: Cc,

a A = A, 3 B = A. Y G = A,

A = Aa*-7-B6- -f- Gc !
-

D. II. 22
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On obtient ainsi

A = a A, B =
)&amp;gt;,

C = Y X;

a
ft Ta =-r&amp;gt; u = 5
-

r- ? c =-r- ,

a A p A Y A

L equation en &quot;). fera connaitre quatre valeurs differentes de

cette inconnue, auxquelles correspondront qualre surfaces diffe-

rentes du second degre. Ces surfaces seront homofocales; Findice

relatif a chaque refraction aura pour valeur

(49)
= /i-/ (X);

et, par suite, la refraction ne se changera en une reflexion que

dans le cas exceptionnel ou Fequation en ^ aura une racine

doublc( ).

481. Dans les applications precedentes, nous avons considere

comme donnee la surface des centres (S), et nous avons cherche

le rayon R, c est-a-dire nous avons determine les rayons incidents.

Donnons-nous maintenant les rayons incidents, qui seront normaux

a une surface (A), et proposons-nous de determiner les surfaces

(S) sur lesquelles on peut faire reflechir ces rayons de telle ma-

niere que les developpables soient conservees par la reflexion.

D apres le theoreme de Dupin, ce probleme peut s enoncer ainsi :

Etant donnee la surface (A), determiner toutes les surfaces

(S) sur lesquelles les developpables formees par les normales

de (A) decoupent un reseau conjugue.

Soient x, y, z les coordonnees d un point de (A), c, c
,

c&quot; les

cosinus directeurs de la normale en ce point. Rapportons la sur

face au systeme de coordonnees (p, p,)
forme par les lignes de

( ) Consulter sur ce sujet :

LAGUERRE, Sur la transformation par directions reciproques (Comptes

rendus, t. XCII, p. 71 ;
1881 ).

DARBOUX, Determination des lignes de courbure de toutes les surfaces de

quatrieme classe, correlatives des cyclides, qui admettent le cercle de I infini

comme ligne double (meme Recueil et nieme tome, p. 29).
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courbure. Nous aurons les equations d Olinde Rodrigues

art -4- R &amp;lt;- 5
c &amp;lt;*

n.
*

15IJ 5Z
&quot;I&quot; K

*5SI
es

;r~ KIT- =o, - Rn-=o,Pi &quot;Pi ?i 0?i dp, *dp,

ou R et R, designent les deux rayons de courbure principaux. Si

Ton pose

X, ^ . Z seront les coordonnees de Tun des centres de courbure
et devront etre des solutions particulieres d une equation de la

forme

que Ton obtiendrait en eliminant x et c entre les trois premieres
equations des groupes (5o), (5i) et (5a), mais qu il est inutile de

former; on reconnait immediatement que sa solution generale
s obtiendra en prenant les valeurs les plus generates de A, u satis-

faisant aux deux equations

im\ ^ o^ -1 &amp;lt;&
* d tJL

(54) -,-R =o, -
R, -E = o,

&amp;lt;*?

d?i &amp;lt;^?i

et en les portant dans la suivante

(55) = A-4-tjiR.

Cette remarque nous donne la solution dela question proposee.
Nous avons vu, en effet (n 418), comment on determine toutes les

surfaces (I) qui sont coupees suivant des courbes conjuguees par
les developpables d une congruence, lorsqu on connail une des
surfaces focales de la congruence et le svsteme conjugue trace

sur cette surface. Appliquons cette solution generale a la con

gruence formee par les normales de la surface (A). Les coor
donnees homogenes du centre de courbure etant X, Y, Z, i, on
aura ici, en appliquant les formules (5) [p. 222],
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Q etant la solution la plus generale de Fequation (53) et X
,
Y

,

Z
, TO designant Ics coordonnees homogenes du point de la sur

face cherchee (S). Si 1 on remplace X, Y, Z, 9 par leurs valeurs

deduites des formules (5a) et (55), on trouve ainsi

(56)

X
t , Y, , Z, designant maintenant les coordonnees rectangulaires

du point cherche et X, pi
les solutions les plus generates du sys-

teme (54).

On voit que tout se ramene a 1 integration de ce systeme (54)-

On en connait deja des solutions particulieres

X = x, [J-
= c; \=y, [JL

= c
;

X z, ;j.
=

c&quot;;

X = X -i-y -i- z 2
, [j.

= icx-i- ic y +- -i.c&quot;z.

Par suite, si Ton elimine X entre les deux equations (54), on

sera conduit a 1 equation aux derivees partielles suivanle

qui, devant admetlre les solutions particulieres c, c
, c&quot;,

seraneces-

sairement Yequation tangentielle relative au systeme conjugue

forme par les lignes de courbure de la surface (A).

Nous avons vu (n 162) que Tintegration de celte equation

equivatit a la determination de toutes les surfaces ayant meme

representation spherique de leurs lignes de courbure que (A).

La sphere qui estnormale au rayon incident et au rayon reflechi

a son centre au point (X,, Y l5 Z,) et elle louche la surface (A)

au point (x, y, ).
Son equation s obtient done sans difficulte; on

peut lui donner la forme suivante :

(58)

4- c(X a?) 4- c (Y y) H-
c&quot;(Z z) = o.

Pour determiner les points ou elle louche son enveloppe, on la

differentiera successivement par rapport a
p
et a

p, ,
ce qui donnera,
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en tenant compte du svsteme (54)? les deux equations

*f

(59)

qui represenlent un cercle conpant la sphere aux deux points

cherches.

L un de ces deux points est evidemment le pied de la normale

X - jr. Y = y. Z = z.

Les plans tangents en ce point aux trois spheres representees

paries equations (58), (5g) s obtiennenl immedialement; ce sont

le plan tangent et les deux plans principaux de la surface (A).

Par suite, les trois spheres sont orthogonales el le cercle repre-

sente par les equations (09) est celui qui est normal aux deux

nappes de Venveloppe.

2. Comrae on peut loujours ajouter a u. une constante :.

sans que le svsleme (54) cesse d etre verifie, on voit qne les en-

veloppes des spheres representees par 1 equation

(6D ,

admettront comme trajectoires orthogonales tous les cercles repre-

sentes par les equations (09). Nous obtenons ainsi le svsteme

triple orthogonal donl nous avions etabli Texistence au n 476; et

les valeurs de ;. ::,. c^ tirees des formules (59)et (60) seront les

parametres des trois families qui le composent.
Voici quelques formules relatives a ce svsteme :

Introduisons la fonction auxiliaire definie par la relation

(61) X - xf- (Y -&amp;gt;-)_ (Z - - ,* = - 2&amp;gt;.f.
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Les formules (5g) et (60) pourront etre remplacees par le sys-
teme suivant :

(62)

c(X

dp,

c&quot; (Z -s)
=

Opt dpi

Ces equations peuvent etre resolues par rapport a X, Y, Z et

nous donnent

(63)

v , du dc du dcX x G(u-f- p 2 )c -+- - - H ,

e dp dp ^ dp, dPl

i , r . . 6 du dc du dc
&amp;lt; Y y (

u 4- p z ) c -f- - J- -T ! ,

e dp dp g dp, Op,

, du dc&quot; 6 du dc&quot;

z = e(n + pj)c + - - i ^_ _ _ii _,
e dp dp dpi dp.

e el g etant les quantites defmies par 1 idenlite

( 64 ) 5?c 2 H- Jc 2 +- rfc&quot;
2 = e dp* -f- ^ cfp J

.

Si Ton porte les valours de X, Y, Z tirees des formules (63)
dans 1 equation (61), on aura la relation

i /du- _C(65)

qui fera connaitre 9.

Des differentiations nous donneront ensuite les derivees de X,
Y, Z par rapport a

p, p,, p 2 . On trouve ainsi

(67)

et des formules analogues pour les derivees de Y et de Z. Ges

valeurs permettent de verifier aisement les relations d orthogo-
nalite. On en deduit, pour 1 element lineaire relatif au sjsteme
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orthogonal, la formule

(68) A*=
&amp;lt;*&amp;gt;!-*- -T-. &amp;lt;*?

ou il faudra remplacer par sa valeur tiree de 1 equation (65).

Lorsqu on donnera a
p 2 differentes valeurs constantes, on aura

les differentes surfaces qui sont les trajectoires orthogonales des

cercles represented par les equations (59). La surface (A) corres

pond a 1 hypolhese p.&amp;gt;

= :c. II resulte d ailleurs de la forme des

expressions de X, Y, Z, 8 par rapport a
p 2 que quatre trajectoires

orthogonales fixes couperont chaque cercle en quatre points dont

le rapport anharmonique sera constant. M. Ribaucour a beaucoup
insiste sur cette propriete et en a deduit differentes consequences.

Si Ton prend pour les cosinus directeurs de la normale a une

des surfaces les valeurs y, y ,
y&quot;

definies, en grandeur et en signe,

par des formules telles que les suivantes

(69 )

les rayons de courbure principaux R
, R, de la surface seront

definis par les relations elegantes

dp dp I A J ch, o&amp;gt;i

Si 1 on se reporte a \&Jig. 3i en supposant que x, y, : soient

les coordonnees du point A, on determinera aisement tons les

elements de la figure. Les coordonnees de M et de B seront

donnees par les formules (56) et (68)5 celles de C et de D par les

suivantes

dc dx

cb , ~dl&amp;gt;

(70

= X A
dv.

dp dp

dc dx

-- = X A
du.

B dpi dpi

auxquelles on ajoutera les valeurs analogues pour Y et Z.
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La determination des systemes orthogonaux precedents repose
sur I integration du systeme (54). Si 1 on prenait pour \ el

[j.
les

combinaisons lineaires suivantes

X = hx -4- ky -f- Iz -f- m
ij. = lie -+- kc -+- Ic&quot; -+- p 2

des solutions signalees plus haul, on retrouverait le cas particulier

deja etudie
[T, p. a58 et suiv.], dans lequel les cercles de la con

gruence sont normaux deux fois a une sphere on a un plan. La

determination complete des systemes orthogonaux correspondants

exige seulement 1 integration de 1 equation differentielle des

lignes de courbure sur la surface proposee.

483. La proposition fondamentale, d apres laquelle les six coor-

donnees de la sphere qui enveloppe une surface sur les deux

nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent satis-

font a une meme equation hneaire du second ordre, peut recevoir

un grand nombre d applications. Nous verrons, par exemple, que,

lorsqueles six coordonnees satisfont a 1 equation elementaire

la sphere enveloppe la surface la plus generale ayant ses lignes de

courbure spheriques dans les deux syslemes; de sorte que la deter

mination de toute surface a lignes de courbure spheriques dans

les deux systemes se ramene a celle de six fonctions A; de a et de

six fonctions B/ de
(3

verifiant 1 identite

On obtiendra de meme toutes les surfaces a lignes de courbure

spheriques dans un seul systeme en determinant toutes les spheres
dont les six coordonnees satisfont a une equation lineaire dont un

des invariants estegal a zero. Nous nous contenterons maintenant

de ces indications; et nous terminerons ce Chapitre, ainsi que le

Livre destine aux congruences, en remarquant que 1 on peut
etendre la proposition precedente aux congruences rectilignes.
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Soient (G) une congruence de droites, (Z) et (- t )
les deux

nappes de sa surface focale; chaque droite de la congruence,

touehant en un point la nappe () et en un point la nappe (, ),

etablit ainsi une correspondance point par point entre ces deux

nappes. Les lignes asvmptotiques de (-) ne correspondent pas, en

general, a celles de (,). Mais, si Ton emploie la transformation

de M. Lie en 1 appliquant a la proposition que nous avons etudiee

relativement aux enveloppes de spheres, on est immediatement

conduit au resultat suivant :

La condition necessaire et suffisante pour que les lignes

asvmptotiques se correspondent sur les deux nappes (S), (S|)

est que les six coordonnees de chaque droite de la congruence,

qui sont fonctions de deux parametres variables, verifient une

meme equation lineaire aux derivees partielles du second

ordre.

Appliquons cette proposition aux congruences de normales; x,

y, z- designant les coordonnees du pied de la normale, les six coor

donnees de la normale sont

*P*t y q~-. py qx, q- p? &amp;gt;

p et q designant les derivees de :-. Prenons, par exemple, x et y
comme variables independantes; la condition pour que les lignes

asvmptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface

des centres est

DJfj(x-^pz, y-^qz, py qx, /&amp;gt;, q, I )
= o.

Cette equation aux derivees partielles du troisieme ordre est

celle des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure pnn-

cipaux sont fonctions I un de Vautre.





LIVRE V. CHAP. I. FORMILES GENERALES.

LIVRE V.
DES LIGNES TRACEES SLR LES SURFACES.

CHAPITRE I.

FORMULES GENERALES.

Definition d un triedre trirectangle (T) lie a chaque elemenl de la surface. Ap
plication des formules donnees dans le Livre I relativement aux deplacements

qui dependent de deux parametres. Systemes de formules (A) et (B).
Directions conjuguees. Lignes asymptotiques. Lignes de courbure; equa
tion aux rayons de courbure principaux. Propriete cinematique des lignes

de courbure. Formules relatives a une courbe quelconque tracee sur la sur

face. Theoreme de Meusnier. Courbure normale; courbure geodesique.
Elements du troisieme ordre. Formules de MM. O. Bonnet et Laguerre.

Sphere osculatrice.

484. Nous nous proposons maintenantdereprendre Tetude des

surfaces en la rattachant directement aux developpements donnes

dans le Livre I. Xous ferons connaitre d abord differents systemes

de formules parmi lesquelles se trouvent celles que Ton doit a

M. Codazzi.

Considerons une surface quelconque; on peut lier 1 etude de

cette surface a celle du mouvetnent d un systeme mobile en

operant de la maniere suivante.

M designant un point de la surface, construisons un triedre

trirectangle (T) dont le sommet soil en M et dont 1 axe des z soil

la normale en M; les axes des x et des r seront, par suite, situes

dans le plan tangent a la surface. Ces axes seront parfaitement
determines si Ton connait, pour chaque position du point M,

Tangle de 1 axe des x avec 1 une des lignes coordonnees, par

exernple avec la tangente a la courbe v = const. Sans indiquer,

pour le moment, rien de plus precis relativement a leur position
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dans le plan tangent, nous allons montrer comment les proprietes
de la surface et des courbes qui y sont tracees se deduisent de

1 elude du mouvement du triedre (T).

Remarquons d abord que, si 1 on conserve toutes les notations

du Ghapitre VTI
[I, p. 66], ce mouvement est caracterise par

les equations

qui expriment que la surface decrite par le sommet du triedre est

tangente au plan des xy.
Alors les formules du Livre I

[I, p. 49 et 66] nous donnent

le systeme suivant :

= r - r - = r r
dv du dv du

(A) %L %b. = rpl pri ,
*n_*ai = r 1

_c
rii

dr di
i

j.

et il resulte evidemment des propositions etablies au Livre I quVi
tout systeme de valeurs des quantites p, ..., , ..., satisfaisant

a, ces equations, correspondra un mouvement parfaitetnent

determine, et par consequent line seule surface.
Si un point rapporte au triedre (T) a pour coordonnees x, y, s,

on aura, en appliquant les formules (4) [I, p- 67],

( dx -4- du -i- 1 dv -l- (q du -+- q\ dv}z (r du -+- 1\ dv)y,

(B) &amp;lt; dy -+- TJ du -+- i]i dv -i- (rdu -+- i\ dv~)x (p du --p l dv)z,

dz -r- (p du 4- pi dv )y (q du -

pour les projections de son deplacement sur les axes du triedre

mobile, quand u et v prendront des accroissements du, dv.

48o. Considerons, en particulier, la surface proposee, qui est

parcourue par 1 origine du triedre mobile
;
ds designant la diffe-

rentielle de 1 arc de courbe decrit par cette origine et to Tangle

que fait la tangente a cette courbe avec 1 axe des x du triedre

mobile, on aura

(i) ds cos co = ^ du 4- %i di&amp;gt;,
ds sinw =

TQ
du -+- r\idv.
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Ces forraules feront connailre 1 element lineaire de la surface,

qui aura pour expression

(2) ds* = ($ du *-A dv)* (T(
du r

tl dv}1 .

Imaginons que, par un point fixe O de 1 espace, on mene des

droites paralleles aux axes du triedre (T). On formera ainsi un

triedre (T t ) dont les rotations seront les memes que celles du

triedre (T). Si Ton considere le point m a la distance i sur 1 axe

des : de ce triedre, il decrira une sphere (S) de rayon i; ce sera

evideuimenl le point qui correspond a M lorsqu on effectue la

representation spherique de la surface proposee sur la sphere (S)
d apres la regie que nous avons indiquee.

D ailleurs, si nous appliquons les formules (4) [I? p- 48] re

latives au deplacement d un triedre ayant un point fixe, nous

trouverons pour les projections du deplacement du point m sur

les axes du triedre (T,) ou, ce qui est la rneme chose, sur ceux

du triedre (T), les valeurs suivantes :

qdu-^qidv. p du Pidv, o.

Par suite, si nous designons par d? Tare de courbe decrit par le

point m el par 8 I angle que fait cet arc avec 1 axe des x du triedre

(T), on aura

(3) dicos^ q du-^r-qidv, d~ sin f) = (p du /?, dv).

L element lineaire de la sphere sur laquelle on eflectue la repre

sentation de la surface aura done pour valeur

(4) dz- = (p du -4- p\dv )--r- (q du -r- q\ dv)*.

Enfin Tangle u&amp;gt; 8 d
?une courbe tracee sur la surface avec sa

representation spherique sera determine par Tune ou Tautre des

deux equations

(5)

Ces formules nous seront tres utiles. Nous aliens maintenant

resoudre quelques-unes des questions les plus importantes qui se

presentent dans les applications.

6) = (p du -^ p\dv} cosu&amp;gt; -f- (q du -r- qidv) sinw,

d- cos(u) 8) = (q du -r- qidv)cosd&amp;gt; (/&amp;gt;

du -^-p l dv) sinw.
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486. Proposons-nous d abord d etablir la relation qui doit

exister entre deux tangenles conjuguees. Si le point M de la surface

decrit une courbe, on obtiendra la conjuguee de la tangente a cette

courbe en prenant 1 intersection du plan tangent en M avec le

plan tangent au point infiniment voisin de la courbe; en d autres

termes, la conjuguee est la caracteristique du plan tangent dans le

raouvement du triedre; elle est le lieu des points de ce plan dont

la vitesse est dirigee dans le plan. Les formules (B) donnent les

composantes de cette vitesse; si 1 on ecrit que la composante re

lative a M^ est nulle, on obtiendra 1 equation

(p du -+-pi dv)y (q du -+- q\ dv\x = o,

qui represente la tangente conjuguee. Appelons w I angle qu elle

fait avec 1 axe des x du triedre (T); x et y seront proportionnels
a cosco

, sino/, et 1 equation precedente deviendra

(6) (p du -+-/i dv) sinw (q du -+- q^dv} cos to = o.

Designons par la lettre o les differentielles relatives a un depla-
cement suivant la direction conjuguee; on aura

os costu = \ OM -t- 1 op, os sin to =
-t]

o -+- r
(1 op.

En substituant ces valeurs de sinto
,
cosio dans 1 equation que

nous venons d obtenir, on trouvera

(7)
(P r

i

~

Celte relation est, comme il fallait s y attendre, parfaitement

symetrique par rapport aux differentielles d, 8; car les coefficients

de du op etde Sw dv sont egaux en verlu dela derniere des formules

(A). II suit de la que la relation (6) peut aussi elre ecrite sous la

forme suivante :

(6) (p ow -t-fi op) sinto (q ou -f- q\ OP) cos to = o.

On pourrait encore etablir comme il suit la relation entre deux

tangentes conjuguees. On deduit des formules precedentes (3)

(8) d? cos (to 0) = (q du -+- qi c/p)costo (p du -4- p\dv) sinto .

Or, si les deux directions definies par les angles co, w sont
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conjuguees, on aura, d apres une propriete deja demonlree [I,

p. 201],

En introduisant celte hypothese dans 1 equalion (8), on sera

conduit de nouveau a la relation (6).

487. Si 1 on suppose que les deux directions conjuguees coin

cident, il faudra remplacer partout o par d, to par to; et Ton aura

1 equation differentielle des lignes asymptoliques sous les deux

formes suivantes :

v

\9) j

I (p du -~-pidv)s m&amp;lt;a (q du -+- q\dv) costy = o.

En comparant la seconde de ces equations a Tune des formules

(5), on reconnait immediatement une propriete caracteristique

des lignes asvmptotiques; elies font, en chaque point, un angle
droit avec Velement correspondant de leur representation

spherique.
La seconde equation (9) exprime aussi, nous le verrons plus

loin, que le plan osculateur de la ligne asymptotique est tangent

a la surface.

488. Cherchons maintenant 1 equation differentielle des lignes

de courbure. On obtient toutes les proprietes essentielles relatives

a ces lignes en se placant a des points de vue divers, que nous

allons successivement examiner.

On peut d abord chercher les deplacements du triedre mobile

pour lesquels la normale a la surface, axe des z de ce triedre,

engendre une surface developpable.
Pour qu il en soil ainsi, il faudra qu il existe sur 1 axe des z du

triedre mobile un point variable

decrivant, dans le mouvementconsidere, une courbe constamment

tangente a cet axe. Or les projections du deplacement de ce point

quand u et v prennent les accroissements du, dv sont, d apres
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les formules (B),

\ du -f- 1 civ -+- (q da -4-
&amp;lt;/! &amp;lt;s?t&amp;gt;)p,

t]
du -+- r

tl dv (p du -+- pidv )p,

dp.

Pour que la courbe decrile soil tangente a 1 axe des z, il est ne-

cessaire et suffisant que les deux premieres projections soient

nulles. On a done

! du -f- i dv -f- p (
&amp;lt;/

&amp;lt;S?M -+- q^dv) = o,

7] fl?W + T^dv p(/&amp;gt;
t/Zi -i- /?! C?P) = 0.

Ges deux equations font connaitre a la fois -7- et
p.

Gette

derniere quantite est evidemment le rayon de courbure principal

correspondant a la ligne de courbure consideree.

Si Ton elimine
p,

on obtient 1 equation differentielle

(i i) (p du 4-/&amp;gt;i dv)( \du -i- ^ dv) -r- (q du -+-
&amp;lt;/

t dv)(rt
du -f- r(1 dv) o,

qui caracterise les deux lignes de courbure. On peut lui donner

la forme suivante

(i i) ft (p du -i-p t dv) cosw +- (q du -4- qidv) sinw = o,

qui, rapprochee des formules (5), montre que les tangentes a

une ligne de courbure et a son image spherique sont paralleles.

Si Ton elimine au contrairc -7- &amp;gt;

on obtiendra 1 equation aux

rayons de courbure principaux

(12) p*(pqi qp\)-+- ?(q &amp;lt;*

l i &amp;lt;7ri ?/?i-i-?i/&amp;gt;)-i-^i r^ = o.

I. On retrouve encore les lignes de courbure en etudiantune

des questions fondamentales relatives au deplacement du triedre

(T). Nous avons vu que, parmi les mouvements inflniment petits

qui se produisent a partir d une position donnee, il y en a deux,

reels ou imaginaires, qui se reduisent a des rotations. La valeur

de -y- et 1 axe de rotation relatifs a ces mouvements sont definis
dv

par les equations (6) [I, p. 68] qui se reduisent ici aux sui-
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vantes :

du l^dv (q du q t dv)z (r du r
{ dv)y = o,

r,
du r

tl
di- (rdu r

{ dv)x (pdu p l dv)z = o.

(p du pi dv)y (q du -f-

On en deduit d abord Inequation

(pdupidv)(tdu tidv)-r-(qdu-t-q l dv)(rl
du -f- r,, dv) = o,

qui definit les valeurs de -r- correspondantes aux deux rotations.

Or, dans le cas qui nous occupe, 1 equation precedente est celle

des lignes de courbure.

De plus, 1 axe de rotation relatif a chaque ligne de courbure va

rencontrer la normale a la surface au centre de courbure corres-

pondant. Cela resulte de la comparaison des formules (10) et(i3).
En reunissant tous ces resultats, nous pouvons enoncer la propo
sition suivante :

Dans le deplacement du triedre (T) lie a la surface, les

mouvements injiniment petits qui se reduisent a des rotations

sont toujours reels; Us correspondent a des deplacements de

Vorigine s effectuant suivant les lignes de courbure de la sur

face. Les axes correspondants a ces rotations, qui sont evidem-

ment situes, pour chaque ligne de courbure, dans le plan
normal a cette ligne, vont en outre passer par le centre de

courbure principal correspondant.

490. II nous reste maintenant a eludierles proprietes relatives

a une courbe quelconque tracee sur la surface. Nous avons deja
obtenu les formules relatives a la tangente

(
? du - ?, dv

I cosw = -- ^--
ds

04) , ,
r au r , dv

smw = --
;

-- .

Nous aliens maintenant indiquer celles qui concernent la normale

principale.

Nous savons [I, p. 11] que si, par un point fixe de 1 espace,
on mene une parallele a la tangente de la courbe, d une longueur

D. - II. a3
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egale a 1 unite, la vitesse de 1 extremite de cette parallele, en sup-

posant que 1 arc de la courbe soit egal an temps, sera egale en

grandeur a la courbure de la courbe - et aura la direction et le
p

sens de la normale principale.

Or si, par le meme point fixe, on mene des paralleles aux aretes

du triedre mobile, on formera le nouveau triedre (T ( ) deja defini,

dont les rotations seront, quand on se deplacera sur la courbe,

p du -r-pi dv gdu -\-qidv rdu-+-ridv
ds ds ds

L extremite de la parallele a la tangente aura pour coordonnees

relatives

costo, sinco, o.

En appliquant les formules (4) [I, p. 48] qui donnent la pro

jection de la vitesse sur les axes mobiles, on obtiendra les for

mules

cos!- sinto(c?co -f- r du -f- r t dv),
?

dS / . 7 7 x

r du -H r t dv),

cos = -+- sinco(/ du
-4-/&amp;gt;i dv) coso)(^ du -+- q^ dv),

P

, T) , &quot;Q designant les angles de la normale principale avec les

axes des x, des y et des z du triedre (Tj) ou du triedre (T).

Ces relations prouvent que 1 on peut prendre

(16) cosj- := sinwsinrrr, COST) = cosco sinni, cos^ = COSTO.

TO designera I angle de la normale a la surface avec le plan oscula-

teur de la courbe; et les formules (i5) pourront etre remplacees

par les deux suivantes :

ds COSTO

P

.., ., . ,=
smo)(/&amp;gt;

du -+- pi dv) cosw(&amp;lt;7
du

ds sin TO
,

, ,

( 1 8 )
ait) -f- / du -+- / i dv.

Ces formules appellent plusieurs remarques.

La premiere nous montre immediatement que
- demeure le
cosra
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meme pour toutes ies courbes avant meme tangente. J\ous retrou-

vons ainsi le theoreme de Meusnier et nous vovons que notre pre
miere formule donne ce que Ton appelle la courbure normale,
c est-a-dire la courbure de la section normale tangente a la

courbe.

Quant a la seconde formule, elle definitun element qui. comme
nous le verrons, joue un role important dans la theorie de la

deformation des surfaces. Gonsiderons le cylindre projetant la

courbe sur le plan tangent. D apres le theoreme de Meusnier,

sera la courbure de la section normale du cvlindre tangente

a la courbe, c est-a-dire la courbure de la projection de la courbe

sur le plan tangent.

M. Liouville, qui Ta consideree apres M. O. Bonnet, lui a donne

le nom, accepte par tous Ies geometres, de courbure geode-

sique ( ).

Nous appellerons centre de courbure normale le centre de

courbure de la section plane normale tangente a la courbe, et

centre de courbure geodesique le centre de courbure de la pro

jection de la courbe sur le plan tangent.
D apres le theoreme de Meusnier, ces deux centres se trouvent

sur 1 axe du cercle osculateur de la courbe consideree.

On sail que Ton appelle ligne geodesique toute ligne dont le

plan osculateur est, en chaque point, normal a la surface. L e-

quation differentielle des lignes geodesiques est done

(19) dtt) r du TJ dv = o.

491. La formule (17) nous permet d obtenir, d une maniere

nouvelle, 1 equation differentielle des lignes de courbure. On sail,

en effet, que ces lignes sont tangentes aux sections normales de

plus grande ou de plus petite courbure. Elles sont done deter-

( ) O. BOXXET, Memoirs sur la theorie generate des surfaces (Journal de

t Ecole Polytechnique, XXXII Cahier, p. i; 1848). Presentc en i844 a 1 Aca-

demie des Sciences.

J. LIOCVILLE, Sur la theorie generate des surfaces (Journal de Liouville.

t. XVI, p. i3o; i85i).
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minees par Fequation
d /cosraX _~&quot;

ou Ton regarde
- - comme une fonction de

,
v et de to. Or

on a

cosrrr p du -+- DI dv q du -+- g i dv- = sin 10 -=-4-- cosu) --=-=-
p as as

Les expressions de -T-&amp;gt; -r- en fonction de to se deduiront des

formules deja donnees (i4) On aura

du T)! cos to f
!
sin to dv % sinw ?)

cosw

En faisant usage de ces equations pour calculer les derivees de

-7-5 -T- considerees comme fonction de la seule variable w et re-
ds as

tranchant du second membre, apres la derivation, la quantite*

qui est nulle en vertu de la derniere des equations (A), on obtient

Tidentite

v . gdn-\-g l dv
(20) I

-
}
= acosw-s-*--\- i sin to ---

j-2
-

,

c^w \ p / ds ds

dont nous aurons a faire usage. En egalant le second membre a

zero, on rctrouve bien 1 equation differentielle des lignes de cour-

bure.

492. Nous allons maintenant passer aux elements du troi-

sieme ordre. Remarquons d abord que les angles ).
, [Ji. ,

v de la

binormale avec les axes dutriedre (T) sontconnus, puisque nous

avons deja determine ceux de la tangente a la courbe et de la

normale principale. En appliquant les formules (i) [I, p. 3],

on a

(21) cosX = sincx) coszu, cos[j.
= COSWCOSTIT, cosv = sinnr.

Nous savons aussi
[I, p. 11] que si, par un point fixe, nous

menons une droite de longueur egale a i, parallele a la binormale,
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Textremite de cette droite aura, quand on se deplacera sur la

ds
courbe, un deplacement egal a et la direction de ce deplacement

sera celle de la normale principale. Reprenons done le triedre (T,)

deja considere, ayant le point fixe pour origine et parallele au

triedre (T). L extremite de la parallele a la binormale menee par

Torigine aura pour coordonnees

sintucosw, cos ci&amp;gt; cos TO. sinra

et les projections de la vitesse de ce point sur les axes mobiles

devront etre, en tenant compte des valeurs deja donnees des

cosinus directeurs de la normale principale,

sinwsmra

En appliquaut done 1 une quelconque des formules (4) [I,

p. 48] qui donnent la projection de la vitesse, la derniere par

exemple, on aura

On voit que le premier membre demeure le meme pour tout es

les courbes ayant meme tangente. Ce resultat important est du

a M. O. Bonnet. On peut encore donner a Tequation precedente

la forme suivante :

i dm i d /costffN
(23)

-- -T- = -- (
-

),T ds -i. dta \ p /

la derivee par rapport a to ayant meme signification que dans

1 equation (20).

493. Pour obtenir tout ce qui se rapporte au troisieme ordre,

faut encore co

mule qui donne

il faut encore connaitre -f- Pour cela nous differentierons la for-
ds
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Gette quantite etant toujours consideree comme une fonction

de u, r et de to, nous avons

j/COS7!T\ t) /rns77T\ d /rosTrrX
, d /OOSTTT\d - I =

(

- \du -r- -
) rfiM-- (

-
)

\ ? / &amp;lt;&amp;gt;&quot; V P / d? V p / (to \ P 7
,

da&amp;gt;

ou, en remplacanl cfto par sa valeur

sincr d

P

deduile de la formule (18),

,/COSTET\ d /d - I
--

V p / &amp;lt;)&amp;lt;\

r du i\ dv

On voil que le second membre peul (kre ecril sous la forme

/ f d /COSTTF\ d /COSTO\~]_
/

-, (
du

,

2/) ]
L^ V p / ^ v P /J

J r d /COSTJT\ d /cosraNl
,Mel -

i T- (
^ = K

^&amp;gt;

I L^ V p / d\ -p / J

K ne dependant que de la direction de la langenle a la courbe.Ql 11 i d /COSTiT\uanl au premier membre, si 1 on y remplace { pardw \ p /

sa valeur liree de la formule (28), il ne conlienl plus que des

quanliles ayanl une signification geometrique simple, ell onoblienl

I equalion

,cos7TT 2 sinTTT / ds , \
( 25 ) d 1 ( drs] K ds,

. P P \ T /

qui permettra evidemment de calculer-T5--

En divisant les deux membres de I equalion (a5) par
- - on

aura

/ ,-\ dp [ &amp;gt;&amp;gt;. dm\ Kp
(26) ^4_ tangnT 3-y-)= ?-

p ds \- ds / cosni

K et ne dependant nullement des elements du second ordre
cosnj

mais seulement de la direction de la tangente a la courbe, on voit

des a present que le premier membre de I equalion (26), et aussi
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celui de 1 equation (20) divise par ds, demeureront les memes

pour deux courbes ayant la meme tangente au point donne, bien

que les elements dont ils dependent soient du deuxieme et du troi

sieme ordre. Nous aurons a developper les consequences de ce

resultat, qui est du a Laguerre (
f

).

Pour terminer ce qui se rapporte au troisieme ordre, nous de-

terminerons le centre de la sphere osculalrice. En appliquant les

formules connues et en designant par J?o,yo, ^o IGS coordonnees

du centre de cette sphere, nous trouverons

x costo -r-^o sin to =o,
sin ns( a- sinto y costo) -+- z COSTS p.

dz
COSTS( apfSnw yocostu)

d
?

ou Ton deduit

(28)

To - d?= - = z sinnr - ~- COSTS,
sin to costo ds

dz .

ZQ =: 3 COSTS. 7 -y- SlHTiJ.
eu

Les deux premieres equations (2-) representent Taxe du cercle

osculateur. En prenant 1 intersection de cet axe soil avec la nor-

male, soil avec le plan tangent, on a :

i Le centre de courbure normale

(29)

2 Le centre de courbure geodesique

(3o)
psinto p costo
t- -
S1DT3

494. Apres le troisieme ordre, il ne reste plus d element geo-

metrique a calculer. Les derivees des elements p.
ra et -

s obtien-

dront par la simple diflferentiation des formules precedentes. II

nous parait bon toutefois de remarquer que Ton pourra ecrire, si

( ) LAGUERRE, Sur une propriete relative aux courbes tracees sur une sur

face guelconque (Bulletin de la Societe philomathique, t. VII, p. 495 1870).
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1 on veut, pour les elements differentiels d un ordre quelconque,
deux formules analogues aux relations (23) et (2o). Supposons,
en effet, que 1 on ait une equation de la forme

# = K,

&amp;lt; contenant les elements differentiels de la courbe jusqu a 1 ordre

n et K etant fonction seulement de u, v etdew. La differentiation

de cette equation nous donnera

dK dK, dK,
d&amp;lt;P = -r du -\ r- av + ---

aco,du uv oto

et 1 on deduira de la

dK. du /^, r
dv\

ds du&amp;gt; p du ds dv ds du&amp;gt; \ ds ds )

Gette formule conserve la forme de celle d ou on 1 a deduite :

le second membre y depend seulement de u, v et de w; mais le

premier membre contient les elements differentiels de la courbe

jusqu a 1 ordre n -f- 1 .

Si 1 on applique cette methode aux deux formules (a3) et (20),
on en deduira deux equations nouvelles se rapportant aux ele

ments du qualrieme ordre, et 1 on pourra continuer ainsi jusqu a

un ordre quelconque.
Par exemple, de la formule (a3) on deduira la suivante, que

nous nous contenterons d enoncer,

d / 1 &amp;lt;afe\ sinra /2 coscr i

ds \ T ds ] P \ P R

K, demeurant le meme pour deux courbes qui ont la meme tan-

gente, et R, R designant les rayons de courbure principaux de la

surface.
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CHAPITRE II.

LES FORMCLES DE M. CODAZZI.

Formales relatives aux coordonnees obliques, I element lineaire etant determine

par ( equation
ds A 1 du -f- C1 dv* -~ i AC cos a du dv.

Angle de deux courbes. Condition pour que deux directions soient conju-

guees. Lignes asymptotiques. Lignes de courbure. Theoreme de Gauss.

Courbure totale et courbure moyenne. Coordonnees curvilignes rectan-

gnlaires; formules de M. Codazzi. Etude parliculiere relative au systeme
coordonne forme par les lignes de courbure. Application de la methode

generale au systeme de coordonnees forme par les lignes de longueur nulle.

Determination des quantites p, q, r, p t , q t ,
r
tt ?, T,, ,,

T
| lorsqu on connait

les expressions des coordonnees rectangulaires x, y, z en fonction de deux pa-

rametres u. v. Application a 1 ellipsoTde que Ton suppose rapporte a ses

lignes de conrbure.

495. Nous nous sorames contenles jusqu ici de supposer que
1 axe des z- du triedre (T) etait la normale a la surface. Dans les

questions ou intervient 1 element lineaire de la surface, il importe
de definir d une maniere plus precise la relation entre le triedre

el la surface, afin de reconnaitre quelles sont les quantites qui

deraeurent invariables quand on deforme la surface.

A la verite, ce resultat pourrait etre atteint avec les notations

precedentes; il suffirait de remarquerque, si la surface se deforme

en entrainant avec elle le triedre (T), les translations ;, T,. c
( ,

rlt

demeurent invariables et, par consequent, aussi les rotations /, r,,

en vertu de la quatrieme et de la cinquienie des formules (A).
On reconnaitrait ainsi immediatement que la courbure geodesique
d une courbe quelconque, le produit des ravons de courbure prin-

cipaux en chaque point de la surface conservent leur valeur apres

toute deformation de la surface. Mais ces resultats, et d autres

encore, apparaitront d une maniere plus nette si 1 on part d une

forme donnee a priori de I element lineaire. Nous aliens done

considerer successivement les divers svstemes de coordonnees.
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Supposons d abord que les points de la surface soient rapporles
a des coordonnees obliques pour lesquelles Telement lineaire

prendra la forme

(i) ds&quot;-= A2dw 2 -{-C 2 dv* -4-

Pour achever de definir la position du triedre (T), nous donne-

rons Tangle m que fait 1 axe des x avec la tangente a la courbe

r= const., c est-a-dire avec Fare infiniment petit Kdu. Si Ton

designe de meme par n Tangle que fait avec le meme axe Tare in

finiment petit C dv, on aura evidemment

n m .- a.

L angle a n entrantque par son cosinus dans Telement lineaire,

on pent prendre

n m = a.

11 est aise de comprendre pourquoi nous ne donnons pas a

Tangle m une valeur particuliere. Dans le cas des coordonnees

reclangulaires, il serait naturel de faire coincider les axes des x et

des y du triedre mobile avec les tangentes aux courbes coor

donnees; mais, si ces courbes ne se coupent pas a angle droit, la

Geometric n indique aucune position particuliere pour les axes

du triedre mobile. Faire coincider Tun d eux avec Tune des tan

gentes aux courbes coordonnees serait detruire la syme trie qui
doit exister dans les formules entre les deux variables u et r.

Cette symetrie serait conservee, il est vrai, si Ton prenait pour
axes les bissectrices des tangentes aux courbes coordonnees;

mais ce choix aurait Tinconvenient de ne pas coi ncider avec celui

qui est le plus naturel quand les coordonnees deviennent rectan-

gulaires. II nous parait done preferable de conserver cette arbi-

traire m, sauf a lui donner la valeur qui sera la plus avantageuse
dans Tetude de chaque question.

Quand u varie seule, Torigine du triedre decrit dans le plan

tangent Tare A du qui fait Tangle m avec Taxe des x. On aura

done

(3) =

et de meme

(4) i
= Ccosrt, 7)] C sin/i.
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Introduisons ces valeurs des translations dans les formuies du

Ghapitre precedent. Le sysleme (A) prendra la forme

dp dp\ _
dv du

dg dq\
,

rP\ Pr\t
dv du

dr dri

(A ) (
dv du

dn i fd\ dC= ~ . I -r- COS X
)

.

du G sin a \ dv du /

/dC d\
i -co
\du dv

dm i

dv A sin a

A(/&amp;gt;i
sin /n gi cos m) = C( p sin/i g COSTJ).

La quatrieme et la cinquieme equation ont etc resolues par

rapporl a / et a r, .

496. L angle to de la tangente a une courbe tracee surla surface

et la diflerenlielle ds de Tare de cetle courbe seronl mainlenant

definis par les formuies

I ds costu = A cosm du -=- G cos d\\

(5)
I ds sin to = A sinm du -r- C sin n dv,

qui donnent

du sin C /i to) dv sin ( to m)
ds

~
sin a ds sin a

D apres cela, si Ton considere deux courbes differentes passant

par le meme point de la surface et si Ton designe par la lellre o

les diflerentielles relatives a la seconde courbe, par to Tangle ana

logue a to, Tangle des deux courbes sera donne par les formuies(u u AC COSX&amp;lt;M

cos( to to )
=-

, ^
ds oi

(-) ^
I . , AC sinzfcfr o duov)
i sin ( u) to )=
\

r ^
eu 05

Get angle ne depend, on le voit, que de 1 expression de 1 ele-

ment lineaire; par consequent, il ne changera pas quand on de-

formera la surface. Ge resuitat avail ele deja signale (n 119).

La condition pour que deux directions soient conjuguees de-



364 LIVRE V. CHAP. II.

viendra ici

__ X2 cos/?t p sinm) du 3w -+-

(8) ,

-4-
A(&amp;lt;7!

cosm pi sinm) ou dv -4- C( q cosn p sinn) du 8p = o.

Par consequent, 1 equation diflferentielle des lignes asymptotiques
sera

(9)
A(&amp;lt;jr cosmp sinm) du*-+- G(q l

cosn piSinn) dv*

-t- [A (qicosm pi sin m) -+- G(q cosn p sin/i)] dv da ~ o.

Enfm les deux equations qui defmissent les lignes de courbure

deviendront

(10)
A cosm du -4- G cos n dv -+- ( q du +- qidv)p = o,

A sin/Ti du + G sinn dv (p du -i-pidv)p = o.

L equation differentielle de ces llgnes developpee s ecrira

A(p cosm -4- q sinm) t/ 2 H- C(pi cosn -4- q l sinn) dv-

-+-[C(p cosn -+- q sinn) -+- A.(p l
cos?n -4- q^inm)] du dv = o.

Mais nous devons surtout insisler sur la forme nouveile que

prendra 1 equation du second degre qui determine les rayons de

courbure principaux. Elle devient ici

p[A(/?, cosm-i-qi sin/n) C(p cosn-i- q sin/i)]-j- AC sin a o.

On en deduit, par consequent, en designant par R, R les deux

rayons de courbure principaux,

(i3) AC sina/ +
J
= A(/?i cosm -f- qi sin/n) G(p cosn -f- q sinn),

AC sin a

RR ,

Remplacons pq { gp { par son expression deduite de la troi-

sieme des formules (A ); il viendra

, , N AC sin a dr dr\
(l5) ;

~ -,

on, en remplacant r el r
{ par leurs valeurs,

m
OC f)A ~\ rd\ dG

. . AC sin a _ t)
2 a d

HR
=

~du~dv

~
du

dC f)A &quot;I r^A dC I
cos a I I cos a I

oil dv I d I dv du

A sin a J dv (_ C sin a
J
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Cette formula donne inimediateinent Je beau theoreme de Gauss.

Le produit des rayons de courbure principaux ne depend que de

1 expression de 1 element lineaire et subsiste quand la surface est

deformee sans dechirure ni duplicature.

497. L expression^ a recu le nom de courbure totale de la

surface; celui de courbure movenne a etc donne a la somme

2

On a ecrit des Memoires pour chercher laquelle de ces deux

quantites doit servir de mesure a la courbure de la surface en un

point donne. Les geometres qui ont traite ce sujet ne se sont pas

apercus qu ils renouvelaienl, sous d autres especes, la celebre

question des forces ^pives, et qu ils soulevaient une question qui
doit se resoudre par une definition demots. Tout au plus pourrait-
on essayer de raisonner par analogic, en examinant les proprietes
relatives a la courbure des lignes planes qui sont susceptible?
d etre generalisees dans la theorie des surfaces. Si toutes ces ge
neralisations se rapportaient, par exemple. a la quanlite que nous

avons appeleela courbure totale, les geometres auraient eu quelque
raison de reserver le nom de courbure a cet element. Mais ce

moyen indirect de resoudre la question echappe complelement;

parmi les proprieles relatives a la courbure dans les lignes planes,

les unes admettent une generalisation dans laquelle on emploie la

courbure totale; pour d autres au conlraire, il faut faire intervenir

la courbure movenne; quelques-unes d entre elles admettent

meme des generalisations difierentes dans lesquelles on a a em-

plover tantot la courbure movenne, tantot la courbure totale.

IXous allons d abord montrer, d apres Gauss, qu on peut adopter
une definition de la courbure totale tout a fait analogue a celle de

la courbure dans les lignes planes.

Etant donne un arc de courbe plane, si, par le centre d un cercle

de rayon i, on mene des paralleles aux normales a I extremite de

cet arc, ces paralleles interceptent un arc de cercle qui est egal a

Tangle des tangenles aux deux extremites de la courbe et qui, par

consequent, mesure ce que Ton appelle la courbure de Tare de

courbe.

De meme, si Ton considere une etendue de surface limitee par
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une courbe fermee et que 1 on mene par le centre d une sphere
de rajon i des paralleles aux normales de la surface en tous les

points de sa courbe limite, ces paralleles couperont la sphere
suivant une courbe egalement fermee. II y aura une portion de la

sphere, limitee par cetle courbe, qui contiendratous les points de la

sphere correspondants aux differents points du segment de sur

face considere. L aire de cette portion de la sphere s appellera la

coarbure totals du segment de surface.

Revenons a la courbe plane. Si Ton divise la courbure totale

d un arc de la courbe par la longueur de cet arc, on demontre que
ce quotient tend vers une limite finie et determinee quand Tare

diminue indefiniment et se reduita un point; cette limite est, par

definition, la courbure en ce point.

Si Ton envisage de meme un segment de surface entourant un

point M de la surface, et si Ton suppose que 1 etendue de ce seg-

mentdiminue indefiniment, eldans lous les sens, autour dn pointM,
la courbure totale du segment diminue indefiniment; mais, si on

la divise par Faire de la meme region, le quotient obtenu tendra,

comme nous allons le demontrer, vers une limite finie et deter

minee, independante de la forme du segment. Cette limite est

rr-rr-, &amp;gt;

c est-a-dire 1 element auquel nous avons donne le nom de
KK
coarbure totale an point M.

En nous placant au point de vue precedent, il semble done que
1 analogie est complete entre la courbure dans les courbes et la

courbure totale dans les surfaces. Mais on peut indiquer d autres

propositions dans lesquelles cette analogic est detruite et qu on

peut generaliser en substituant a la courbure de la ligne plane la

courbure moyenne de la surface et non plus la courbure totale.

Imaginons, par exemple, qu on porle des longueurs infiniment

petites sur les normales d une courbe, de maniere a obtenir une

courbe voisine. Si h designe la longueur portee sur chaque nor-

male, 1 accroissement de longueur quand on passera de la premiere
courbe a la seconde sera represenlee par 1 integrale

AS,j ?

ou ds designe la differentielle de 1 arc et p
le rayon de courbure.
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Si 1 on opere de meme sur une portion de surface, 1 accroisse-

ment de 1 aire, quand oa passera a la surface infiniment voisine.

sera (n 185)

d-s designant 1 element d
?

aire et R, R les rayons de courbure prin-

cipaux. Ici, on le voit, 1 element qui se substitue a la courbure

dans la proposition generalised n est plus la courbure totale; c est

le double de la courbure moyenne.
II est inutile d insister sur cet exemple et sur d autres que Ion

pourrait invoquer. On peut dire que la courbure totale a plus

d importance en Geometric; comme elle ne depend que de 1 cle-

ment lineaire, elle intervient dans toutes les questions relatives a

la deformation des surfaces. En Physique mathematique, au con-

traire, c est la courbure moyenne qui parait jouer le role prepon
derant.

498. II nous reste mainlenant a bien preciser la definition de la

courbure totale et a demonlrer la proposition de Gauss que nous

avons enoncee plus haul.

Soient M un point de la surface et M le point correspondant de

la sphere de rayon i sur laquelle on effectue la representation.

Menons par M des paralleles aux axes du triedre (T). Nous aurons

ainsi un triedre (T )
dont les rotations seront evideminent les

memes que celles du triedre (T), et qui jouera par rapport a la

sphere le raeme role que le triedre (T) par rapport a la surface;

car son axe des z sera la normale a la sphere. Soit

ds&quot;- A 2 du* &amp;gt; A C cos -L du dv -~ G 1 dv *

1 expression de 1 element lineaire de la sphere. L elemenl super-

ficiel aura pour valeur

A C sin a dudv,

en grandeur et en signe. Gela pose, appliquons a la sphere la for-

mule (i4)-

Nous aurons, puisque les rotations du triedre (T )
sont les

memes que celles du triedre (T),

A C sina =
&amp;gt;j ^,
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et, par suite, en tenant compte de la formule (i4) 5

ACs na

Done la courbure totale d une portion de la surface, qui, d apres

la definition meme de Gauss, est representee par 1 integrale

/ / A C sin a du dv

etendue a cette portion de surface, le sera aussi par 1 integrale

AC sin a

RR
du dv,

etendue a la meme region.

Si done on divise la courbure tolale d un segment de surface

par 1 aire de ce segment, le quotient sera

AC sin a

KR
du dv

ffAC sin a du dv

Poursupprimer toutedifficulte relative an choixdes coordonnees,

designons par de 1 element superficiel et ecrivons le quotient pre

cedent sous la forme

ffJJ RR

//&amp;lt;

da

II est evident qu il aura pour valeur

(_L.) indiquant une moyenne entre toutes les valeurs de ^^ a
\RR /o K*

1 interieur da segment considere. Si 1 etendue de ce segment
diminue de maniere que les distances de tous ses points a un

point M de 1 interieur tendent vers zero, on voit que le rapport

precedent aura pour limite la courbure totale de la surface en ce

point. Ce rapport n aurait aucune limite determinee si, contraire-

ment a 1 hypotliese, le segment se reduisait non plus a un point,
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mais a une ligne donnee, par la diminution d une seule de ses

deux dimensions.

499. Dans le cas ou les coordonnees curvilignes choisies sonl

rectangulaires, les formules generales se simplifient beaucoup.
Alors on peut faire coincider i axe des x du triedre (T) avec la

tangente a 1 arc \du, c est-a-dire avec la tangente a la courbe

t
: = const. Cela donnera

Les forrnules (.V) prendront la forme plus simple

v /

elles coincident, aux notations pres, avec celles qui ont ete

donnees en premier lieu par M. D. Codazzi
^

.

( ) CODAZZI (D. ), Memoire relalif a I application des surfaces les unes sur
les autres, envoye an Concours ouvert sur cette question, en 1809, par I Aca
demic des Sciences (t. \\VII des Memoires presentes par divers savants a
I Academie des Sciences, imprime en 1882).

M. Codazzi donne aussi, dans un Appendice a son Travail, des formules rela

tives aux coordonnees obliques. Ces formules, differentes du systeme (A ), sont

equivalentes a des relations que nous ferons connaitre plus loin (n 508). Les

formules (A ), qui contiennent une arbitraire m, el oil toutes les quantites sont

definies par leurs proprietes cinematiques, ont ele donnees en iS66 dans le

Cours que j ai eu 1 honneur de faire comme suppleant de M. Joseph Bertrand, au

College de France. M. Combescure. dans un Memoire inedit presente en 1864 a

I Academie des Sciences, avail deja applique des considerations de Cinematique
a la demonstration des formules de M. Codazzi. Le travail de M. Combescure
traite des determinants fonctionnels et des coordonnees curvilignes; il a ete

public en 1867 dans le- Annales de I Ecole Xormale (t. IV, i serie).

C est M. O. Bonnet qui, le premier, a mis en evidence tout Finteret et toute

1 utilite des formules de M. Codazzi relatives aux coordonnees rectangulaires.

Apres les avoir demontrees geometriquement dans une .\ote sur la theorie de
la deformation des surfaces gauches inseree en iS33 aux Comptes rendus

(t. LMI, p. 8o5), 1 eminent geometre en a fait une etude approfondie dans une
Addition de 120 pages a son Memoire sur la theorie des surfaces applicables
sur une surface donnee,\nscre en 1867 au XLII e Cahier du Journal de I Ecole Po-

D. II. 24
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Les formulas (B), [p. 3^8], qui donnent les projections du de-

placement d un point, prendront ici une forme plus simple et de-

viendront

dx -t- A du -+- ( q du -+- q^dv^z (r du -+- r\ dv )y,

(B&quot;)
&amp;lt; dy G dv -+- (r du -+- ?\dv }x (p du

dz -\-{p dll-Jrp\dv)y (q du

Quand on aura a appliquer les formules du Chapitre precedent,
il faudra adopter les valeurs suivantes des translations

ra = G.

Si 1 on considere une courbe quelconque tracee stir la surface,

on aura

A du C dv
( 18) cosw = = , sin w = = ,

ds ds

to designant maintenant Tangle de la tangente avec 1 arc Adu.
Les lignes de courbure seronl definies par les deux equations

( A d it ~+- p ( q du -f- q t dv )
= o

,

(
G dv

p(/&amp;gt;
du -f- pi dv) o;

lytechnique (p. 3i-i5i). Cette partie du travail de M. Bonnet contient une de

monstration complete et de nombreuses applications; nous aurons a la citer

souvent. M. Bonnet s est place au meme point de vue que M. Codazzi, et il a

defini tous les elements qui entrent dans les formules par des considerations de

pure Geometric.

Depuis 1867, un grand nombre de recherches ont etc publiees sur le meme

sujet. Nous citerons en premier lieu celles de M. Codazzi inserees dans un grand
travail : Sulle coordinate curvilinee d una superficie e dello spazio (Annali
di Matematica de Milan, t. I, p. ag3-3i6; t. II, p. 101-119 et 269-287; t. IV,

p. i6-2j; 1867-1869). Nous avons aussi emprunte une formule tres elegante a un

Memoire de M. Laguerre Sur les formules fondamentales de la theorie des

surfaces publie en 1872 dans les Nouvelles Annales de MatJiematiques (t. XI,

2 serie, p. 60). Les methodes de M. Laguerre ont etc developpees par M. Ch.

Brisse dans un Memoire intitule : Exposition analytique de la theorie des

surfaces. Ce Travail, dont la premiere Partie a parti en 1874 dans les Annales

de I Ecole Normale (t. Ill, 2 serie, p. 87) se trouve continue, mais non termine,

dans le LIII&quot; Cahier du Journal de I Ecole Polytechnique (p. 218; i883).

Mais je dois surtout signaler, comme offrant le plus d analogie avec les me
thodes suivies dans cette partie de mes lecons, celles que M. Ribaucour a deve-
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{ elimination de
p conduira a 1 equation difierentielle de ces lignes

(20) A/&amp;gt;
chC- -+- G yi &amp;lt;A-2 , c

gr A/&amp;gt;! ) rfa dv = o,

et celle de
^-

a 1 equalion aux rayons de courbure principaux

En particulier, la courbure totale de la surface sera donnee par
la formule

22 = _ = _
RR &amp;lt;to du du\\ du) dp\C &amp;lt;

Enfin la relation entre deux tangentes conjuguees prendra la

forme

(a3) \q diiZu C/?! dvtv A^ duw Cpdvlu o,

et 1 equation differentielle des lignes asvmptotiques deviendra

( 24 ) A q &amp;lt;/s
_

c/&amp;gt;i
t/^2 (\ (/l

500. On pent encore faire une hypothese plus particuliere, et

envisager le cas, tres important pour la theorie et les applications,
ou les deux systemes de lignes coordonnees sont les lignes de

loppees, d une maniere plus ou moins complete, dans plusieurs de ses travaux, et

qui se trouvent exposees d une maniere detaillee. sous le nom de perimorphie,
dans le Memoire couronne par 1 Academie de Bruxelles : Etude des elassoides ou
surfaces a courbure rnorenne nitlle (Memoires couronnes et Memoires des
Savants etrangcrs publies par I Academic Royale de Belgique, t. XLIV:
1881). Toutefois, M. Rihaucour ne considere que des coordonnees curvilignes
reclangulaires, il ne donne pas la definition cinemalique des quantites qui
entrent dans ses formules; les deux systemes de formules qui tiennent dans sa
theorie la place de nos systemes (A) et (B) nous paraissent moins simples et
ont une signification moins precise. Au fond, M. Ribaucour a employe la

theorie des mouvements relatifs, mais sans le dire explicitement et sans utiliser
toutes les ressources que presente cette theorie.

Les formules de M. Codazzi sont loin d etre les seules qui permettent une
etude approfondie de la theorie des surfaces. Nous montrerons plus loin tout le

parti que Ton peut tirer du beau Memoire de Gauss, Disquisitiones generates
circa superficies curvas, auquel se rattachent presque tous les travaux des

geometres allemands. Les relations qui y sont etablies permettent de trailer

completement toutes les questions essentielles.
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courburc de la surface. Nous aliens indiquer rapidement les for-

mules qui se rapportent a cette hypothese.
Dans ce cas, 1 equation differentielle (20) des lignes de cour-

bure doit etre privee des termes en du 2
,
dv-. II faut done que

1 on ait

Les formules de M. Codazzi se reduisent alors aux suivantes :

/ i d\. dp i

(A &quot;) \

r ~C dp&amp;gt; ^ _^J =

(

ri= S^ 3?
=r

/&quot;.

Six des douze rotations ou translations du triedre deviennent

nulles.

On voit que 1 elimination de /,, g, r, r, entre les equations

precedentes doit conduire a une relation differentielle entre A et

G. On ne pourrait done pas choisir arbitrairement 1 element

lineaire d une surface rapportee a ses lignes dc courbure.

L element lineaire d? de la representation spherique prend ici

la forme Ires simple

(26) dv 2
q^ du2

-i-pl dv-.

On reconnait ainsi que les lignes de la sphere qui servent

d images aux lignes de courbure se coupent, elles aussi, a angle

droit.

Appelons R le rayon de courbure principal correspondant a

1 arc A.du, R 1 autre rayon correspondant a 1 arc (2&amp;gt;dv. Les for

mules (19) nous donnent

A (j

L element lineaire de la surface pent done s ecrire

8) ds- R 2
&amp;lt;7

2 dii* -+- R 2
/&amp;gt;f

dv*.

L equation differentielle des lignes asymptoliques prend 1 une
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ou 1 autre des deux formes

A q du-
C/&amp;gt;j

cos2 to sin 2 to

Xotons encore qu en introduisant R, R a la place de A et de G
dans les deux premieres equations (A &quot;),

on obtient les formules

On

qui constituent les relations entre les rayons de courbure et la

representation spherique. Comme on peut deduire des trois der-

nieres formules (A &quot;)

la relation differentielle suivante :

+
&amp;gt;- &amp;gt;

=

entre p^ et
&amp;lt;/,

on voit qu il sera impossible de prendre pour R et

R des fonclions quelconques de et de v.

Le systeme &amp;lt; B
j prend ici la forme suivante :

i dj? A. du q z du i r du i\ dv)y.

(B
OT

)
, dy C dv r du rt dv)x /), - dv,

flz p ly dv qx du.

501. Les systemes de coordonnees curvilignes que nous venons

d employer sont tous reels. II arrive frequemment, dans les re-

clierches les plus importantes relatives a la theorie des surfaces,

que Ton esl conduit a se servir des coordonuees svmetriques pour

lesquelles 1 element lineaire a la forme reduite

Dans ce cas encore, il est bon d indiquer les formules qui

peuvent remplacer celles de M. Codazzi.

^ oici comment nous determinerons ici la position du triedre

^T i qui admet pour axe des z la normale a la surface. Nous pren-
drons. en chaque point, pour axe des x du triedre la tangente a la
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courbe
u v const.,

et pour axe des y la langente a la courbe orthogonale

u -f- v = const.

Ges hypotheses donnenl deja entre les translations les relations

=
5i ij-+-7j 1 = o.

Identifions maintenant 1 element lineaire de la surface a celui

qui est donne par la formule (2) du Ghapilre precedent; nous

aurons les relations

{JS _)- ,38
_

o, SS r,S
= 2X.

Nous prendrons

et, par consequent, les valeurs des quatre translations seront

donnees par les formules suivantes :

jj
= X, 7i = X i .

(3o)
*

TI
___._ X /

II suffit de substituer ces valeurs dans les formules du Chapitrc

precedent pour obtenir toutes celles qui se reportent aux coor-

donnees symetriques. Le systeme (A) nous donnera ici

(A&quot;)
r =

dp dpi

. cHojjX d&amp;lt;j
da.

dr dr
t

dv du

Les expressions donnees par les formules (B) deviennent

I dx -+- \(du-hdv)-+*(qdu-+-qidf&amp;gt;)x (rdu-t-

(B
IV

) dy -+- i\(dv du
)
-4- ( r du -+- r~i dv )

x (p du p^ dv)z,

f
dz -f- (p du -+-fi dv}y (q du -r- q\ dv)x.

Les lignes asymptotiques de la surface ont pour equation diffe-

rentielle

( 3i) (q -+- ip )
du? -+- (qi ip^} dv- -f- (ipi ip -+- q -+- q\ )

du dv = o.
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Le sysleme des equations (io)(n*488), qui definit les lignes de

courbure, prend la forme

A( du. -r- dv) s(q du q dv i = o,

i\(du dv} -+-
p(/&amp;gt;

du pi dv &amp;gt;
= o.

p designant toujours le rayon de courbure principal.

L elimination de -r- conduit a 1 equation

(33) :- pqi qpi &amp;gt; A
p(/&amp;gt;i p iq iq\ 2tA* = o.

qui fait connaitre les rayons de courbure principaux. On en de-

duit

,,,, \ I o- log A
(34) RR &quot;~^&quot;

formule dont on fait un frequent usage.

L elimination de
p
entre les equations ?&amp;gt;2) conduit a Tequation

differentielle des lines de courbure

(35) du-(p iq) dv-(p^ -r- iq^) = o.

L absence du terme en du dv montre immediatement I orthogo-
nalite des deux, lines de courbure.

502. En resume, nous avons a notre disposition quatre svstemes

diflerents de formules se rapportant, respectivement, auxcoordon-

nees obliques, aux coordonnees rectangulaires, aux coordonnees

determinees par les lignes de courbure, aux coordonnees syme-

triques. Nous aliens etudier quelques-unes des questions dans

lesquelles ces formules jouent un role essentiel. Mais, avant de

terminer, nous forons une remarque generale : Dans Tun quel-

conque des svstemes obtenus, les expressions de / et de r^ depen
dent exclusivement de Telement lineaire. II suit de la que la cour

bure geodesique, dont 1 expression contient les seules rotations

/, r,, ne change pas quand on deforme la surface. En particu-

lier, les lignes geodesiques, pour lesquelles la courbure geode

sique est nulle et dont Tequation differentielle se forme exclusive

ment avec 1 element lineaire de la surface, conserveront leur

definition lorsqu on passera de la surface proposee a toute autre

surface applicable sur la premiere.
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Lorsque les recherchcs que nous aurons a entreprcndre dcvront

s appliquer a tons les cas, nous pourrons employer les formules

du Chapilre I
er

,
en remarquant que , ,, rn /;,, r, /-, dependent

exclusivement de 1 element lineaire dans tous les systemes de for

mules, et demeurent les memes quand la surface se deforme en

entrainant le triedre (T).

503. II nous reste, pour completer tous ces developpements, a

indiquer comment on determinera les differentes quantites qui

figurent dans ces systemes de formules lorsque la surface sera

connue et definie; par exemple, lorsqu on aura les expressions des

eoordonnees rectangulaires x,y, z d un point de la surface en

fonclion des parametres u et v. Considerons le premier systeme
de formules, celui d oii Ton peut fa ire deriver tous les autres et

qui conlient les translations
,
TO HI, f

t \. E, F, G designant les

trois fonctions de Gauss, on aura d abord

_
du

_ dx dx dy dy dz dz
=

du dv
+

d~u dv
~*~

du ~di&amp;gt;

Ces trois equations permettront de determiner, autant qu elles

peuvent 1 etre, les quatre translations. Toute hypothese sur la

maniere dont le triedre (T) est attache a la surface donnera une

relation qu il faudra joindre aux precedentes. Nous pouvons done

considerer les translations comnie connues.

Gela pose, conservons, pour determiner les neuf cosinus qui

determinent la position du triedre (T), toutes les notations du

Livre I
[I, p. a]. La consideration des deplacements suivant les

courbes coordonnees nous conduira aux six equations

dx

(37)
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et

i

-

dx

qui feront connaitre les six cosinus , 6, a ..... On trouve amsi

dx
Aa = T

1 dy dy

dz dz
Aa&quot; = r i

---
-r,

-r- ;
1

dx dx

(38)

oil A designe le determinant ;/,,/,;. qui, d apres les for-

mules (36 . a pourvaleur

(39 )

Quant aux cosinus directeurs c, c
,

c&quot; de la normale a la sur

face, on les deduira de leurs expressions connues [I, p. 3] en

fonction des six autres. On trouve ainsi

dy dz dy dz
~

du dv dv du

,
dz dx dz dx

Ac =
dTt dv

~~
dv d~u

dx dy dx dy
c

&quot; = _ JL--- j~*
du dv dv du

II nous reste a determiner les rotations. On les obtient, par
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exemple, en differenliant les formules (87) et (87) , qui conduisent

ainsi aux suivantes :

(40 ,C 0?
dp

=
t

En remplacant c, c
,

c&quot; par leurs valeurs donnees plus haul ct

en introduisant les determinants D, D ,
D&quot; defmis par 1 identite

D du&quot;- 4- 2 D du dv -+- D&quot;^ 2 =

da? da? d 2 a? , d 2 a? d 2 a?
-r- -r- - - all? -r- 9. - du do -r- :

-
du dv du 2 dudv Ov i

T- -T- -?
ou dv du*

,-- du dv H-- ap&quot;

du dv dv*

on obtiendra, par la resolution des equations precedentes, les

valeurs suivantes des rotations :

(43)

pi dv} = c(D du -r- D&quot; dv
) ^(D du

A 2
( q du -}- qi dv )

=
r; (
D du -i- D&quot; c?p

) Y) t (
D c?

i / w ^ NA (r du -i- r l dv}

D dv),

D rfp

1 dG . /dF i dE\ .

*\idi\-\
- dv 4- ---- -

}
du

2 du \du 2 dv ]

1 dE , /dF i dG-- -du ---
3T-2 dt&amp;gt; \ dp 2 dw

Nous verrons plus loin que les determinants D, D ,
D&quot; jouent

tin role essentiel dans la theorie de Gauss. D apres la derniere

des formules precedentes, on reconnait que les rotations / et /*,

dependent seulement de 1 element lineaire de la surface, ce qui
est conforme aux resultats deja signales (n502). Quant aux rota-

tionsjo, ^,/&amp;gt; ( , &amp;lt;7i,

elles s expriment en fonction lineaire de D, D ,
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D&quot;. On a, en effet,

( 1 j ) A/- = r ;- &amp;gt;

&quot;* du du 2 ov

*\ dr
t

i dG
i/&quot;l

==-

*&quot;l

~&quot; ~&quot;~

^i 1 ~\ ~^~ 3
*

**

cl^ &amp;lt;7V 2 wW

Si Ton porte les valeurs de
/&amp;gt;, q, /?n ^ dans la troisieme des

relations (5) [I, p. 4g], on sera conduit a 1 identite

(45)

etablissant entre D, D\ D&quot; une relation qui [depend seulement

de 1 element lineaire, et sur laquelle nous aurons a revenir quand

nous ferons connaltre la theorie de Gauss.

504. Pour indiquer au moins une application, supposons que

la surface soil un ellipsoide rapporte a ses lignes de courbure. On

aura ici

(/a(a
u)(a v)

~y (a-b)(a-c)

/b(b u)(b v)
i Y = i / i ~~t \&quot;

\ (6 &amp;lt;*)(&quot;

c )

_ /C(C U )(C -^9)
^

\ (c )(c b)
z

u(u r r

f(u) designant la fonction

(48)

Le calcul donne

ixyz- ii v}-(a b}(a c)(bc\ \ abc(u-
D =

(49)

D = o, D&quot; =
/(*)/-A
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Supposons que 1 on prenne

( 5 ) 1=0, T)=O,

ce qui revient a faire coincider les axes des x et des y du triedre

(T) avec les langentes aux lignes coordonnees. On aura

et les formules (43) donneront

E G ( q du +- qi dv )
= y/G D du.

On deduira de la

&amp;lt;

-__
\/abc / u v~~ ~/U v \Jabc /v u

y.jjijT)*
pi= V- v/uToT)-r / - / f J \ /

Quant aux rotations /, r, 7
elles se deduisent de 1 element K-

neaire par la troisieme des formules (43), qui nous donne

r du r
l dv - dv da

2 /EG oii 21
/ &quot;^ &quot;

Les formules (27) nous donnent, par exemple, pour les rayons
de courbure principaux, les valeurs suivantes

d ou J on deduit

,... R abc R abc
(55) - =

,
= .

Done, sur chaque ligne de courbure, le rayon principal

correspondant est proportiojinel an cube de I autre rayon de

courbure principal.
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II resulte des formules (54) que Ton a

Par suite, les lignes pour lesquelles la courbure totale demeure

constante sont definies par 1 equation

uv = const.

Or, si Ton designe par o la distance du centre de 1 ellipsoide au

plan tangent en un point de coordonnees w, t-*, un calcul facile

donnera

_1
uv / RR&amp;gt;

?.- abc \ abc

II suit de la que lescourbes considerees sont celles que Poinsol

a designees sous le nom de polhodies et qui sont le lieu des points

pour lesquels la distance du centre de 1 ellipsoide au plan tangent

conserve une valeur conslante.

Des considerations de Geometric tirees de la theorie des dia-

melres conjugues, et auxquelles le lecteur suppleera aisement.

mettent en evidence une remarquable propriete de ces courbes :

Si, par chaque tangente a une polhodie, on mene un plan

normal a Vellipsoide, la section de I ellipsoide par ce plan

aura un de ses sommets au point de contact de la tangente.

En d autres termes, les polhodies sont des courbes telles que

chaque section normale tangente a la courbe en un de ses

points est surosculee en ce point par un cercle.

Nous retrouverons plus loin cette propriete au n 510.

Avant de commencer Tetude detaillee des lignes tracees sur les

surfaces, nous allons donner diflerents Tableaux contenant les

sjslemes de formules que nous avons obtenus dans ce Chapitre

et dans le precedent.
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TABLEAU I (Ghapitre I).

Rotations p, q, /;
/&amp;gt;,, q } ,

r
{ ;

translations
, 7], o

; ,, TM ,
o :

(A)

(B)

^ (r du ~-

x (p du -i-

dz -+- (p du -+-pi dv }y ( q du

Courbe tracee sur la surface :

( r
)

ds cos w du, -f- \\ dv, ds sin to =
rj du +

Image spherique de la courbe :

(2) du cosO = q du -+- q\dv, ofosin6= pdup^dv,
(3) fo2 = (p du -l-/i dv)

z -+- (q du -I- q t dv)
z

.

Condition pour que deux directions soient conjuguees :

(4) (/&amp;gt;

du -+- pi dv}(rt

%u -+- ?ii%v) (q du 4- q\ dv~}(\ \

Lignes asymptoliques :

(6) (p du + pidv} sinw ( q du -+- q\dv} cosw = o.

Lignes de courbure :

\dv -r- p(q du -r- qidv) = o,

du -\-rndv p(p du -i- pidv) = o.

Equation differentielle de ces lignes :

(8) (p du -+- p\.dv)(\ du -+- %idv} -+- (q du q^dv~)(-r\ du -+- t] l dv) o,

(9) (p du -\-pidv] coso) -f- (q du -t- q\dv} sinw = o.

Equation aux rayons de courbure principaux :

(10) P*(pqigpi)

Courbure totale :
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TABLEAU II (Ghapitre I).

Courbure et torsion d une ligne tracee sur la surface; , r/, T.

angles de la normale principale ; )/, u/, v , angles de la binormale

avec les axes du triedre (T) :

\ cos; = sinwsinTs, COST/ = costosinTs, cos = COSTS.

I cosX = slow COSTS, cosu = cosw costs, cosv = sinTs.

sinTS . ,

(2) as = ato r du r
i dv,

COSTS , j , j j \

( 3) ds sin wi p an p\dv) coswi q du q\ dv),.

i dw pdupidv qdu (]\dv. I d /COSTS

4 ^
7
~~

^ts
~

ds ds 2 c/o&amp;gt; p

cosra r/o sinnr /2 ^/rn

~^~ Z * ~
?

3 A a

5
\ I 7^7, ( ~^T )

r
rf,., ( -. )\ ds

Centre de la sphere osculatrice (# , JKO , ^o) :

Xn YO dp= = = Z SinTS ~ COSTS -~-

sin w cosw ds

= o COSTS T-J- sinci.
Of

Centre de courbure normale (xtj y t ,

Centre de courbure geodesique (or 2 yz-&amp;gt;

p sinw o cos to

* * &quot; Cl n T7T
~

Centre de courbure de la courbe (x 3 ,
r3 ,

z- 3 }

) 0-3 = psinwsinnj, y3 = p cosw sin w, ^
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TABLEAU III (Chapitre II).

(i) ds^ A. z du^-+- C 2 c?V 2 -!- 2 AC coso

(2) n m = a,

(3) !j
= A cos /??, Y]

= A sin m, 5i Ccosn, r,i
= Csinn,

/ dp dp\ dn T / d\. dC
^=^

^7^*1 f*q j T
7
1 = - -=- -

I
- - COS Gt

dv du du Gsma \ dv du /

(A )

dq dqi dm. r / dG
cos a

dv da dv A sin a \ du dv

=pq\ 07? i, A( 1 sinm q 1 cosm)=--G(p sinn q cosn),
dv OIL

dx -f- A cos in du -f- G cosn dv -r-( q da -+- q^dv)z (/* du -t- 7
i dv)y,

(B )
^

&amp;lt;f/
-i- A sin m du -+- G sinn dv -i- (/ du^r- r l dv)x (/&amp;gt; du^r-pi dv)z,

[
dz ~^(P du-J

t-p l dv)y (q du-i-qi dv)x,

Ligne tracee sur la surface :

(4; ds cosco=A cos/?? du-r-G cosn dv, ds sinto A sin^n du-hG sinn dv.

Angle de deux directions :

\
ds os cos (to to

)
= A- du ou AC cosct(du ov -+- dv ou) -i- G* dv or,

(5) i ^
( ds os sin(to to ) = AC sma.(dv ou du ov).

Directions conjuguees :

cosm psinm) du ou -+- G(q\ cosn p sinn) dv ov
/ f*\

I
-4- A(&amp;lt;7icosm pismm)du ov -f- G(q cosn p sinn) dv ou = o.

Lignes asymptotiques :

A ( q cos m p sinm
)
duf-

-t- G(qi cosn pi sinn) dv- -+- 2 A(gr t cosm -^Oj sini) rfw ^ = o.

Lignes de courbure :

A cos m 6? -t- G cosn dv -f- p( q du -+- q\dv ) o,

A sin /?i &amp;lt;/u -f- C sin n dv p (/&amp;gt;

O?M -t- ji dv
)
= o.

Equation differentielle :

( A(/&amp;gt;
cos/?i -i- ^r sinmj du&quot;* C(

/&amp;gt;
t cosn -+- ^! sin ) c?^ 2

( -f- [A(/&amp;gt;iCOS/?i -f-
&amp;lt;7isin/n;

-f-
C(/&amp;gt;

cosw + q sin/i)] dudv = o

Rayons de courbure principaux :

(8)

p[A(/&amp;gt; 1
cos/n-H q l sinm^ G(p cosn-H q sinn)] -i- AC sina = o,

/^ __
d^ \ /^ _ ^

ACsina t)
2 a c)(^&quot;^7

COSa
|

d I 1)^

~
~du

C * *

t I 1) r .-_, .
-

. . \ / . \ ^
Rli du dv du \ A sina / dv \ Gsina
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TABLEAU IV (Chapitre II).

Coordonnees rectangulaires quelconques :

(A) G dv

i dC
ri - Ada

dq
Tv
dr

!dx
-r- A du i q du q ,

dv ) z ( r du -r- r
j dv )y,

,
,

. rf^ C dv (r du r l dv)x (p du p\ dv)z,

dz (pdu-pidv)y (qdu-qidv)x.

LJgne tracee sur la surface :

rfs coso) A du, ds sin to = C dv.

Directions conjuguees :

( 3 ) A q du Zu Cpi dv w A
&amp;lt;/, ( du w dv su )

= o.

Lignes asymptotiques :

4 A q du - CP i dv* -r- (A q i Cp) du dv = o.

Lignes de courbure :

(5)
A du ; ( q du q {

di &amp;gt; = o,

G dv z (p du -r- pi dv) = o.

Equation differentielle :

(6) Ap du--~ C,qidv*-~- (Cq -+- \pi)du dv = o.

Rayons de courbure principaux :

(8)

(9)

\dv du]
AC

A/?] G q i -r- AC = o,

d
/_i_

dC
_ d_ i_

dA
.

A du I dv C dv 1

D. II.
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TABLEAU V (Chapitre II).

Systeme de coordonnees forme par Jes lignes de courbure

(i) A, 7)
= o, i~ o, ?h=C, p = o, #1=0,

(A)

Directions conjuguees :

(2) A# du%u Gpidvov-

Lignes asymptotiques :

_ 7 COS 2 0)

(3) Ag du* Gpidv^ o, 5-
, p~ L&amp;gt;&amp;gt;

Rayons de courbure principaux :

(4) R=-, l\ =-
q PI

(5) ^=(R _R)i!2ii, f = _(

Ligne tracee sar la surface :

A du C dv
, smw

cos 2
o&amp;gt; sin 2 w

p R IV

i dw /i i

(6)

(7)

COSTTT dp sinw /?.

(8)

dii cfs 3 dp ds^ ds l du ds ds 2
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TABLEAC VI (Chapitre II).

Coordonnees symetriques :

(0 ds*=

(A)
.

.

, f/r A (du dv) i&amp;lt;j

du -

Directions conjuguees :

(3) (q -r- 1 rf 8a ^-
(&amp;lt;7i &amp;lt;&amp;gt;i) dvw-^(q ip)(du w -^ dv oa) = o.

Lignes asvmptotiques :

(4) (g^-fp)du
t

--^(q l ~i

Lignes de courbure :

Equation differentielle :

(P iq)du- -4- (pi -f- iqi} dv* = o.

Rayons de courbure principaux :

(7) p*(P1i &amp;lt;!Pi) ^?(pip iq iqi} 2i X 2 = o,

w
R^=-&amp;gt;:S

Courbe tracee sur la surface :

(9) e*=^-g ,

(10)
&quot;^
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CHAPITRE III.

COURBURE NORMALE ET TORSION GEODESIQUE.

Theoreme d Euler sur la courbure des sections normales. -- Formule de

M. O. Bonnet. Theoremes de M. J. Bertrand. Introduction de la torsion

geodesique. Expression geometrique des six rotations qui figurent dans les

formules donnees precedernment.
- Relations entre les memes elements geome-

triques dans le cas des coordonnees obliques. Theoremes de Joachimsthal

relatifs aux lignes de courbure communes a deux surfaces. Formule de

M. Laguerre. Son application a la determination du rayon de courbure d une

ligne tracee sur la surface aux points oil elle est tangente a une ligne asym-

ptotique. Theoreme de M. Beltrarni. Torsion d une ligne asymptotique.
Formule de M. Bonnet relative au rayon de courbure d une ligne asymptotique.

Application aux systemes orthogonaux et isothermes.

50o. Nous commencerons par 1 etude des deux formules qui

donnent la courbure et la torsion

rnsTTT i / du dv\ ( du dv\
( i )

= - sin to
\ p r- -T- PI-J- cos w q &amp;lt;~

&amp;lt;7i rv o p,, \ ds ds \ ds as I

du, dv\ . I du dv\
^- -4- sin to a = \- a i -=-

( 2 )
=

COSO&amp;gt;( p-r- -4-/&amp;gt; 1-7- -4- smw q
- -+- q ,

ds T; \ ^5
&amp;lt;**/ \ &amp;lt;* &quot;5 /

La premiere nous fait connaitre la variation de la courbure

normale pour toutes les courbes passant par un merne point de

la surface. Elle contient done le celebre theoreme d Euler relalif

a la variation de la courbure des sections normales. Et, en effet,

si 1 on suppose que les lignes coordonnees soient les lignes de

courbure de la surface, et si 1 on introduit les simplifications qui

resultent de cette hypothese, les equations precedentes prendront

la forme suivanle :

sin 2 to

P p R

ds T

La premiere de ces formules donne immediatement le theoreme
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d Euler. La seconde, qui a te donnee pour la premiere fois par

M. Bonnet ( ),
va nous permettre de faire connaitre les lois re-

marquables que M. Bertrand a ajoulees a celles d Euler (
2
).

Si Ton considere, sur une surface, un point fixe M et un point

M infiniment voisin, la direction de la normale en M pourra
elre determinee de la maniere suivante : i par Tangle que fait

avec la normale en M la projection de la normale en M sur le plan

normal en M qui passe au point M ;
?. par Tangle que fait la nor

male en M avec sa projection sur ce plan normal.

Le premier de ces deux elements est evidemment Tangle de

contingence de la section normale en M dont le plan passe par M .

Lorsque le point M tourne autour de M, la variation de cet angle

est connue; elle sera donnee par le theoreme d Euler. Avant

M. Bertrand, on n avait pas songe a determiner la grandeur du

second angle et a chercher comment il varie quand le point M se

deplace autour de M; cependant, Tetude de cet element est essen-

tielle si Ton veut connaitre completement les proprietes du pin-

ceau des normales infiniment voisines de la normale en M. 11 est

aise de reconnailre que cette etude peut se faire completement au

moven de la formule de M. Bonnet.

Appliquons-la, en effet, aux sections planes normales passant

par le point M. Pour ces sections, la torsion est nulle, et la for

mule (4) nous donnera par consequent

/i i
x

(5) dw =
(

;
)
dssintocosta.

Orcrdesigne, en general, Tangle du plan osculateur a la courbe

avec la normale a la surface. Considerons, dans le cas qui nous

occupe, un point M voisin de M sur la section plane consideree;

nr sera Tangle de la normale en M avec le plan de la section.

Comme. au point M, cet angle est nul, d& sera, en negligeant les

infiniment petits du second ordre, Tangle meme considere par

( ) O. BONNET, Memoire sur la theorie des surfaces (Journal de I Ecole

Poll-technique, XXXII Cahier, p. i; 18^8).

(*) J. BERTRAND. Memoire sur la theorie des surfaces (Journal de Liouville,

t. IX, iserie, p. i33; i844).
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M. Bertrand qui, du reste, a etabli directement la formule prece-
dente.

Cette formule nous montre que dw sera mil pour les deux di

rections principales. En general, les valeurs de dw correspondantes
a la meme valeur de ds et a deux directions rectangulaires seront

egales et de signes contraires.

506. On peut subslituer a Tangle dw le moment des deux nor-

males en M et en M . Imaginons une force de longueur egale a

Tunile dirigee suivant la normale en M . Le moment OIL de cette

force par rapport a la normale en M sera egal a o-i, o designant la

plus courte distance et ^ I angle des deux droites. Or, si I on fait

glisser cette force sur la normale en M jusqu a ce que son point
d application arrive en M

,
on pourra la decomposer en deux

autres forces, dont une sera dirigee suivant la projection de la

normale en M 7 sur le plan normal en M qui conlient M 7

,
et dont

Tautre sera perpendiculaire a ce plan. Le moment de la force sera

egal a celui de cette seconde composante, qui est egale a drz, et

dont la distance a la normale en M est evidemment ds, en negli-

geant dans les deux evaluations les infiniment petits du second

ordre. On a done

/i i \

01L = 6&amp;lt;I&amp;gt;
= ds dm = ds z

( )
sin to cosw.

\ H K /

II est aise d ailleurs de verifier que cette valeur rle OIL ne change

pas quand on passe a toute surface parallele; car, en remplacant
sin co, cos co par leurs valeurs, on trouve

OIL = (R R}piq dudv;

etles
quanliles/&amp;gt;) , q, R R ne changentpas evidemment (n500)

dans le passage a la surface parallele.

Si Ton voulait connaitre I angle 6 des normales en M et en M
,

on aurait evidemment

/ ds cos77T\ 2 /cos 2
o&amp;gt; sin 2 to\

\ ? /
!

\ R* K- /

507. La formule de M. Bonnet conduit a d autres consequences;
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en particulier, elle a donne lieu a 1 introduction d un nouvel ele

ment relatif aux courbes tracees sur une surface.

La fonction - -r- relative a un point d une courbe (C) de-

meurant la meme pour toules les courbes tangentes a la courbe (C)
en ce point, considerons, en particulier, la ligne geodesique tan-

gente. Pour cette ligne on a, par definition,

et la fonclion precedente se reduit a la torsion. Ainsi

i dw

represente, en un point quelconque d une courbe (C), la torsion

de la ligne geodesique tangente. M. Bonnet lui a donne le nom
de torsion geodesique. Cette definition est consacree bien qu elle

ait Finconvenient d eveiller 1 idee d une analogic qui n existe pas
avec la courbure geodesique. La torsion geodesique ne se conserve

pas quand on deforme une surface.

Quoi qu il en soil, une fois que Ton a introduit cette nouvelle

notion, il est tres aise de donnerdes expressions geometriques des

six rotations /?, q, /,
/&amp;gt;,

, q t , r, .

Designons par
-

?
-

, les courbures normale et geodesique
f n u pgu tit

et la torsion geodesique de Tare A.du et designons de meme par

&amp;gt;

;
j les elements analogues relatifs a Tare G&amp;lt;/r.

?/lf ?fff tv

Les formules precedemment etablies nous donnent

(6)

A G= p smm q cosm, ^jDjSinra qi cosn,
pnu Pnv

A dm C dn
-3 H r, = -

ri,
pgu ou z

ffv dv

A G=
/&amp;gt;cosm qsmm; =

/?, cos/i qism
I u tv

Si les coordonnees curvilignes sont reclangulaires, on fera

UHIVBRSITY
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n -, m o, et les formules precedentes deviendront

(7)

Nous avons ainsi la definition et 1 interpretation geometrique
des six rotations. On sait que M. O. Bonnet, dans sa belle demon

stration des formules de M. Godazzi, a introduit ces six quantites

sans les considerer comme des rotations, niais en s appuyant uni-

quement sur leur definition geometrique, telle qu elle resulte des

formules precedentes.

508. Dans le cas des coordonnees obliques, on pourrait intro-

duire, au lieu des six rotations, les expressions des six courbures

absolument comme dans le cas des coordonnees rectangulaires et

poser

= p sin m q cosm Q.
pnu

A dm da.- = ---h / = R -- ,

pffu vU du

\
- = p cosm q sinm P ;

= pi sn/z

dn= ^ -+- r\ =
ov

da
?

dv

On deduit de la

jo
= P cos m Q sin /?z,

q P sin m -r- Q cos m,

dn
du

I __ dn

\

r &quot; ~
~du

Pi = PI sinn -f- Qi cosn,

q\ = Pj cosn -4- Qi sin/z,

dm
1

dv
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et, en portant ces valeurs dans les formules (A ) [p. 363], on ob-

tiendra le svsteme

Q,sina) == G(P sina O cosa),

i /dA dC i /dC d.\

-TT-- (-3 cosa , R, = T : : --cosa),G sin a \ dp da / Asm\a dp /

_ _ HP. c;n&amp;lt;,/iLl Rr
(io) ;

dP . /dP t \ /^Qt p \

-3 _ RP = s ; na
( ^! -4- Rp, ) _cosa( -r- RQ, ),

dv * du I \ dudv

dR _ dR, d*a

dv du du dv
PPi QQ,)cosa PQ,

Ces equations, qui coincident, aux notations pres, avec celles

que M. Codazzi a donnees a la fin de son Memoire. sont evidem-

ment plus compliquees que les formules (A). Ce fait parait indi-

quer que l utilite des formules de M. Codazzi tient surtout a ce

que les six elements geometriques qui y figurent peuvent etre con-

sideres comme formant un systeme de rotations, ce qui n a plus

lieu dans le cas des coordonnees obliques.

509. M. Bonnet a fait remarquer que saformule met immedia-

tement en evidence un theoreme important. En eflet, d apres cette

formule, les seules courbes, passant par un point de la surface,

dont la torsion geodesique soil nulle en ce point sont celles qui

admettent pour langentes 1 une des directions principales de ce

point. Les lignes de courbure sont done caracterisees par cette

propriete que la torsion geodesique est nulle en chacun de leurs

points. Ce theoreme est quelquefois attribue a Lancret, bien que
ce geometre ne 1 ait jamais enonce. II est dans les rapports les

plus etroits avec les belles propositions que Joachirnsthal a

donnees relativement aux lignes de courbure planes ou spheriques,

et que nous aliens exposer rapidement.
Ouand deux surfaces se coupent sous un angle constant, la

ligne d intersection ne pent etre ligne de courbure de I une

des surfaces sans I
7

etre aussi de I an Ire. En effet, TJT et cr desi-

gnant les angles que le plan osculateur de la ligne d intersection

fait avec les normales aux deux surfaces, il esl clair que 1 angle

des deux normales est ni ra . Si cet angle est constant, on aura.
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en chaque point de 1 intersection,

i dm
__ i efe

T ds
~

T ds

Gette egalite montre que la torsion geodesique de la courbe a la

meme valeur quand on la rapporte successivement aux deux sur
faces. Elle ne peut done etre nulle pour 1 une des surfaces sans
1 etre aussi pour 1 autre.

Reciproquement, si 1 intersection de deux surfaces est une

ligne de courbure pour les deux surfaces, elles se coupent sous un

angle constant; car on a alors

dw _ i dw dm
~ds T rf ~ds

et, par consequent, Tangle ra ro est constant.

Dans le cas ou 1 une des surfaces est un plan ou une sphere, ces

propositions donnent les corollaires suivants :

Si un plan on une sphere coupe une surface sous un angle
constant, V intersection est ligne de courbure de la surface.
Si une ligne de courbure estplane ou spkerique, le plan ou

la sphere quicontient la courbe coupe la surface sous un angle
constant.

II suffit, pour rattacher ces propositions aux precedentes, de

remarquer que toute ligne plane ou spherique est ligne de cour
bure du plan ou de la sphere sur laquelle elle est tracee.

Au reste, toutes ces propositions ont leur veritable origine dans
la theorie des developpees des courbes gauches. Nous avons vu,
en effet

[I, p. 18], que toute normale d une courbe gauche qui

enveloppe une developpee fait avec le plan osculateur un angle V
defini par la formule

ds
d\ =

Etant donnee une courbe tracee sur une surface, pour qu elle

soJt une ligne de courbure, c est-a-dire pour que la normale a la

surface en tous ses points enveloppe une developpee de la courbe,
il sera necessaire et suffisant que la relation precedente soit veri-
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fiee quand on v remplace V par nr, ce qui est le theoreme enonce

plus haul.

On demon trera de meme les theoremes de Joachiuislhal. Par

exemple, si deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour-

bure commune, les normales aux deux surfaces en chaque point

de cette courbe enveloppent deux developpees distinctes; et, par

suite, elles se coupent sous un angle constant. Les propositions

reciproques s etablissent par des considerations analogues.

Le theoreme de Joachimsthal conduit a une consequence que
nous avons deja signalee [I, p. 3i6], sans la demontrer. Toittes

les fois qu une surface admet une ligne de courbure plane, la

representation spherique de cette ligne de courbure est un

cercle dont le plan est parallele a celui qui contient la ligne

de courbure. En efFet, la normale a la surface en tous les points

de la ligne de courbure fait alors un angle constant a avec la per-

pendiculaire au plan de cette ligne. Par suite, la representation

spherique de la ligne de courbure sera le lieu des extremites des

rayons de la sphere qui font Tangle a avec cette perpendiculaire :

ce sera un grand cercle si le plan de la ligne de courbure est

normal a la surface et un petit cercle si I angle a n est pas droit;

rnais, dans 1 un et 1 autre cas, le plan de ce cercle sera evidemment

parallele a celui de la ligne de courbure.

Reciproquement, si la representation spherique d une ligne de

courbure est formee par un cercle de la sphere, la tangente en

tous les points de cette ligne sera parallele au plan du cercle; et.

par consequent, la ligne elle-meme sera situee dans un plan pa
rallele au plan du cercle.

olO. Apres avoir etudie la formule de M. O. Bonnet, nous

dirons quelques mots de celle de M. Laguerre. Si 1 on rapporte la

surface au systeme de coordonnees forme par les lignes de cour

bure, elle prend la forme

coscj dz sincr /2 efe _ , dR da* , dR du* dv

^ ~ds

~
p \T ~ds )

= ~
&amp;lt;J

dti ds*~ q
~

~dv ds*

_ , . dR du d^ _ ,
dR dv*

~~ Pl du ds*
Pl dv ds*

Jl en resulte que le produit du premier membre par ds* demeure
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constant lorsqu on passe de la surface a 1 une quelconque des

surfaces paralleles ;
il suffit, en effet, pour effectuer ce change-

ment, d augmenter R et R d une meme constante, sans changer

q et/?,.

Si 1 on applique la formule a une section normale de la surface,

on a

TO = o,

d(\
et le premier membre se reduit a -

-, ^ Sl&quot; t ^ e ^ c
l
lie

tion differentielle du premier ordre et du troisieme degre

(i i) tf
2 - du 3 3 2 - du z dv -+- 3! du dv- --

/&amp;gt;?

- dv 3 = o1 du 1 dv
^ l du l i dv

definit les courbes tracees sur la surface, et pour lesquelles la

section normale de la surface tangente a la courbe en un quel

conque de ses points est surosculee par un cercle.

Ces lignes ont ete considerees en premier lieu par M. de la

Gournerie
( ).

II resulte de leur equation differentielle qu elles

se conservent lorsqu on passe d une surface a la surface parallele.

Cette remarque a ete faite par M. Ribaucour
(
2
).
On les determine

aisement dans les surfaces du second degre; elles se reduisenl

alors aux deux sjstemes de generatrices reclilignes et aux courbes

sur lesquelles la courbure totale de la surface demeure constante.

On pent rattacher leur theorie a celle du contact d une surface

avec un cylindre de revolution. Mais cette etude trouvera place

ailleurs.

oil. La formule de M. Laguerre permet de resoudre une

question tres interessante, sur laquelle M. Bonnet a, le premier,

appele 1 attention.

Gonsiderons une courbe (C) tracee sur une surface et supposons

( ) DE LA GOURNERIE, Etude sur la courbure des surfaces (Journal de Liou-

ville, i&quot; serie, t. XX, p. i^5; i855).

(
a
) RIBAUCOUR, Proprietesde lignes tracees sur les surfaces (Comptes rendus,

t. LXXX, p. 642; i8 75).
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qu elle soil tangente en un de ses points M a une des ligues

asymptoliques qui passent en M. Alors nous avons

COSTS = o

et, par consequent, si cosra est different de zero, c est-a-dire si le

plan osculateur ne coincide pas avec le plan tangent a la surface,

o est intini. C est ce qui arrive, par exemple, pour une section

plane dont le plan passe par une des langentes asymploliques et

ne se confond pas avec le plan tangent.

Mais, si le plan osculaleur de la courbe se confond avec le plan

tangent a la surface, on a

COsGT = O,

et z peut avoir une valeur quelconque. La construction geome-

trique que Ton deduit du theoreme de Meusnier tombe egalemenl

en defaut, et conduit aussi a une indetermination.

M. Bonnet, a qui 1 on doit la reinarque precedente, a donne

pour ce cas special une formule que 1 on peut ratlacher aisemeut

a celle qui a ele demontree par M. Laguerre.

Designons par -&amp;gt;

- la torsion et la courbure de la courbe consi-

deree, par , les memes quan tiles relatives a la ligne asympto-
-

tique tangente. Nous avons vu (n
os 4-92 et 493) que les deux

fonclions

i dw rosnr~~ ~~~

ont les memes valeurs si on les calcule successivernent pour deux

courbes tangentes au meme point. Ici Tangle w est egal a un qua
drant aussi bien pour la courbe consideree

&amp;gt; que pour la ligne

usvmptotique; mais-j-j qui est nul en chaque point de la ligne

asvmplotique, n est pas nul necessairement pour la courbe consi-

deree. On a done
i dis _ i

\
~

cts -

1

~
I
-- J

~j&quot;

=::

p \T as
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d ou, en eHminant -y
-

,

at

( j 3 )

Cette equation fera connaitre
p quand 7 sera donne.

Supposons, par exemple, que nous voulions determiner le rayon
de courbure de la section par le plan tangent. Cette section a

deux branches passant au point de contact. On aura, pour chacune

d elles,
T = CO

et, par consequent (
&amp;lt;

),

P
=

|?o-

Mais, pour que Jes formules precedentes soient reel lenient

utiles, il faut qu on puisse determiner
p

et TO . Voici comment on

y parvient.

512. Dansle cas d une ligne asymptolique, on a, d apres la for-

mule (22) [p. 35^],

i p du -T- pi dv q du -t- q\ dv .=
; cos co -+- r sin w .

T as ds

D ailleurs, 1 equation differentielle d une ligne asymptotique
nous donne

p du -+- pi dv . q du -+-
&amp;lt;7j

dv
,

sin to - r = cosw = o.
ds ds

Ces deux relations peuvenl etre remplacees par les suivanles :

p du -t-/?i dv cosw
~~d~*

&quot;

&quot;*&quot; ~^~ =
Cf-O k. Q

g du --
&amp;lt;/

t dv sin to

j
-+- = o .

ds T

En remplacant c/5sinw, ds cos to par leurs expressions (5) [p. 363]

( ) Cette elegante relation est due a M. Beltrami qui 1 a donnee dans un
article Sur la courbure de quelgues lignes tracees sur une surface, insere

en 1866 aux Nouvelles Annales de Mathematiques (2
e

seric, t. IV, p. 258).
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en fonction de du, dv, on trouvera

A cos AW \ Ccosn\
I

( p -.
)
du

I pi -.
)
dv = o,

(i5) * x C sin-

ou, en eliminant -j- ,

di-

(pq\ qpi)~o-*~ AC SID a = o.

En introduisant, d apres la formuie (14 &amp;gt; [p. 364], le produit
des ravons de courbure principaux, on obtient

(16) To=V-RR ,

expression remarquable de la torsion due a M. Enneper. On en

deduit, en particulier. que les lignes asvmptotiques des surfaces

a courbure totale constante sont des courbes gaudies dont la tor

sion est invariable.

Si Ton porle 1 expression de TO dans la formuie &amp;lt; i3), elle de-

viendra
i i

I
*&quot;

2 ?

~
y ^&quot;RR

Cette formuie, due a M. O. Bonnet (
J

), comprend implicite-

ment celle de M. Enneper; car il suffit d
?

v faire c = z pour
retrouver Texpression de la torsion d une ligne asymptotique.

513. II nous reste a determiner p . Ici encore, la formuie a etc

donnee par M. Bonnet.

Prenons le systeme de coordonnees forme par les lignes de

courbure. La direction des lignes asvmptotiques sera definie par
1 equation

sin ! co cos 2 io~~ ~~ =0

( ) Nouvelles Annalss de Mathematiques (2* serie, t. IV, p. 26-; iS65).
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qui donne

v/R v/
11

&quot;^ v/K
(18) costo = , sinto =- , tansrto =

&amp;gt;

v/R R v/R
- R v

71^
les radicaux ayant partout le meme signe. La formuie (18) [p. 354]
nous donnera

d

et, par consequent,

t) 4- r du 4- ri dv
Po

i dto du dM dv du dv_ . - _ ,_ _ I _ _ !_. _ I
._.
M __

p
On ds dv ds ds ds

ou, en remplaganl -^-&amp;gt;
par leurs expressions en fonction de to,

I cos w dto sin CD dw r t
i .= - -r--1

--
p;
--

r
--

!- T COS CO -+- -~ Sin 0&amp;gt;.

p y\ o L. OP A L

Or on deduit des formules du n 500

r _ R dv /
i R du

A
=

GR R R C&quot;

~
AR7 R R 1

et, en remplacant r, /
( par ces valeurs dans 1 expression de

p ,
on

obtient

i costo dto cos 2 tosinco dlo^jR sinto c)to sin 2 to costo dlogR

Po

~
A du A du G dv G dv

i cos 2 to sinto d log( R tangto ) sin 2 to costo d log(R cotto)

p

~
A du G dv

Remplagons maintenant sinto et costo par leurs valeurs, nous

trouverons

(R-R )
2
*&quot;,

R 2 d /-R
3

\
R 2 d

(
R 3

( X 9) ~T TTT

R 3 R3

En prenant comme variables auxiliaires ~D~ et KT on parviendra

aisement a transformer cette formuie et a la mettre sous la forme

elegante

1 4(-RB )* d / R d

(uo)
p;

=
TT*

&quot; -

(rv y
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qui a etc donnee par M. Bonnet, mais qui presente plus de diffi-

cultes que la precedente pour 1 observation des signes.
On peut donner aux expressions trouvees une forme entieremenl

geometrique si Ton remarque que

d d

A du C Ov

representent des derivees relatives a des deplacements effectues

sur les lignes de courbure. En designant ces deplacements par
ds t , ds, on trouve, pour Jes valeurs absolues des deux ravons de

courbure,

) F d /_R_\
L^iV-RV

_i_ _ 4^-RR
?o

~ ~

Une application importante montre tout 1 interet que peuvent
presenter des recherches de la nature de celle que nous venons
d exposer. L illustre Lame s etait propose, dans ses etudes de

Physique malhematique, de determiner tous les s\ stemes triples a
la fois orthogonaux et isothermes, et la solution qu il avail donnee
de cette importante et tres difficile question ne laissait pas de pre
senter des longueurs et meme des difficultes. Dans un Memoire

deja ancien (), M. Bonnet a montre que toutes les surfaces fai-

sant partie d un systeme a la fois orthogonal et isotherme doivent

jouir dela propriete suivante : Sur chaque ligne de courbure le

rayon principal correspondent a cette ligne est proportionnel au
cube de 1 autre rayon. En d autres termes, on doit avoir

(&amp;gt; ^(^L.:] =O , (=*\* =0 .

et, par consequent, M. O. Bonnet a pu deduire de sa formule que
les hgnes asymptotiques de chacune de ces surfaces doivent avoir
un rayon de courbure infini, c est-a-dire doivent se reduire a des
droites. Les surfaces qui composent le systerne doivent done etre

necessairement du second degre.

( ) O. BOXXET, Memoiresur la theorie des surfaces isothermes orthogonales
(Journal de I Ecole Polytechnique, XXXC

Cahier, p. i4i; 1845).

D. II.
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CHAPITRE IV.

LES LIGNES GKODESIQTJES.

Formes diverses de 1 equation differentielle des lignes geodesiques. Les lignes

dc longueur nulle de la surface satisfont a cette equation differentielle.

Lignc geodesique passant par deux points suffisamment voisins. Theoreme

de Gauss relatif aux lignes geodesiques qui passent par un point de la surface.

Plus court chemin entre deux points suffisamment voisins. Geodesiques
normales a une courbe quelconque. Second theoreme de Gauss; extension

de la definition des courbes paralleles dans le plan. Trajectoires orthogo-
nales d une famille quelconque de geodesiques; elles se determinent par une

simple quadrature. Variation de longueur d un segment de ligne geodesique.

Systeme orthogonal forme de deux families d ellipses et d hyperboles geode

siques. Theoreme de M. Weingarten. Coordonnees bipolaires dans le plan

et sur la sphere. Theoreme de M. Liouville relatif a deux families de lignes

geodesiques qui se coupent mutuellement sous des angles constants.

514. 11 nous reste maintenant a entreprendre 1 etude de la for-

mule

( i )
= diu -+- r du -+ t\ dv,

Pff

qui donne le rayon de courbure geodesique po-
d une courbe quel

conque tracee sur la surface. Cette formule se distingue des pre-

cedentes par une propriete essenlielle, que nous avons deja

signalee : les quantites qui y figurent dependent exclusivement

de la forme de 1 element lineaire; et, par suite, la courbure geode

sique demeure invariable quand on deforme la surface d une ma-

niere quelconque. Nous commencerons par etudier les lignes

geodesiques. Leur equation differenlielle

( 2 )
du&amp;gt; -H r du -f- r^ dv = o

cst du second ordre. On ne sait 1 integrer que dans un petit

nombre de cas; neanmoins Gauss, dans son celebre Memoire
(&amp;lt;),

( ) GAUSS, Disquisitiones generates circa superficies curvas (Memoires de la

Societe Royale des Sciences de Goettingue, t. VI, 1828, et OEuvres completes,
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et les geometres qui 1 ont suivi ont enrichi la theorie des lignes

geodesiques d un grand nombre de propositions interessantes que
nous aliens tout d abord developper.

-Vous indiquerons en premier lieu diflerentes formes de Tequa-
tion differentielle. Si nous conservons toules les notations du

Chapitre I [p. 348], nous aurons

(3) costo ds = \ du ;j dv, sin tu ds = r
t
du r

it dv

et, par suite,

(4) w = arc tan?
r, du r

i di
e
\dll- c!&amp;lt;;/

v
-

Les formules (A) n 484) nous donnent

( ^ j
2 dv du du Ou i dv &amp;gt;l du

~A du(I o\jr or (j^ | &amp;lt;)(j (^F ^)r i /)?
A/*i ^= T i

- ^i ^- ^_ . _
2 du dv ^

dv i du dv dv
~

;
dv

A designanl toujours le determinant

( 6 &amp;gt; ^= 5,,-,!,.

Si Ton porte les valeurs de w, /, /-, dans 1 equation (a) et si

Ton developpe les calculs en tenant compte des relations

-.~
r.~= E - ?;i r

.

T.i= F, J|__r| G,

on obtiendra 1 equalion suivante :

a(EG

dE

(8)

r6- F aG

t. IV. p. 217). Le Memoire de Gauss a etc souvent reproduit. On le trouve, en
particulier, dans Tedition que M. Liouville a donnee en i85o de YApplication
de I Analvse a la Geometric, par MOXGE.
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qui caracterise les lignes geodesiques et ne contient que les

quantites E, F, G.

515. Si Ton adopte Fare s de la ligne geodesique comme va

riable independante, on peut substituer a 1 equalion precedente
deux equations differenlielles qui definiront u ct v en fonction de

s. On deduit, par exemple, de la premiere formule (3)

= arc cos
ds

Choisissons le systeme de translations pour lequel on a

(9) 1
= 0,

il faudra prendre
17 /IT1

/&quot;&quot;* T7q

(,o) ,, = V/G, ,.*, 5 = v^i!.V G v G

La substitution des valeurs de r, /%, to dans la formule (2) per-

mettra de calculer r^- et nous donnera la premiere des deux

equations suivantes

= ( aF^_ G^~F^^
/ dv d\ dv*

&quot;r~i: i

/

_F
du

qui se deduisent 1 une de 1 autre par 1 echange de u et de ^, de E

et de G. Pour determiner completement u et v en fonction de *,

il faudra leur adjoindre la relation

du dv

qui sert de definition a la variable auxiliaire s.
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On peut remplacer les deux equations (11) par les suivantes :

d /Edu-^Fdv\ dE dii*- dF du dv dG dv -

__ I__ 1 -. _ _ ;
n_ __ _ ; n _ _

ds \ ds ) &amp;lt;Ju ds- du ds- du ds-

d /Fdu G dv dE du&amp;gt;- dF du dv dG dv 9-
/ 1 -.

ey
_

/u v
i t) _ /_ 1 -.

ds \ ds ]

_ _
dv ds- d\? ds- dv ds-

qui sont d une forme plus elegante, niais ne sont pas resolues par

rapport aux derivees secondes.

516. Les differentes equations que nous venons d obtenir

niettent en evidence une propriete fondamentale des lignes geode-

siques que Fon peut enoncer corame il suit :

Etant donnee une ligne geodesique et deux points quel-

conques A, Bpris sur cette ligne, la variation premiere de I arc

de la geodesique compris en (re ces deux points est nulle quand
on passe de cette geodesique a toute autre ligne infiniment

voisine ayant les memes extremites; et, reciproquement, toute

ligne jouissant de cette propriete est une geodesique.

Considerons, en effet, une ligne quelconque comprise entre les

points A et B et definie par 1 equation

v = =u/ :

son arc sera donne par la formule

v designant la derivee de v par rapport a u. Si Ton veut que la

variation premiere de l
;
arc soil nulle, on aura, en appliquant les

principes du calcul des variations, 1 equation differentielle

dE dF
_

Gp -nF dv

a/E-j- aFr -t- Gv *

Si Ton developpe les calculs, on relrouve 1 equalion (8). La

proposition est done etablie.

Mais on peut aussi choisir 1 arc s comme variable independante ;

alors Fequalion (i4) prend iinmediatement etsans calcul la forme
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de la seconde equation (i3). La premiere de ces deux equations
se deduisant de la seconde par Techange de u et de v, on pcut
considerer comme demontre le systeme (i3), systeme que Ton

pourra ensuite resoudre par rapport aux derivees secondes
(

-~,
as-

-j-j
ce

[
u i donnera les equations (i i).

517. Lcs calculs de verification que nous venons d indiquer
conduiseut a une consequence interessante. Reprenons, par

exemple, 1 equation (i4).ou nous regarderons u comme variable

independante. En la developpant, on lui donnera d abord la forme
suivante :

- i dE dF
,

&amp;lt;&amp;gt;G

, Mdu
(

---t-2 v -\
--V 2

(E-f-
\dv dv Ov /J

On reconnail ainsi immediatement que les lignes de longueur
nulle de la surface, qui sont definies par Vequation

p = o,

satisfojit a Vequation differentielle des lignes geodesiques.

II est aise, en effet, d etablir directement que ces lignes sont

de veritables lignes geodesiques et que leur plan osculateur est,

en chaque point, normal a la surface. II suffit de remarquer que
le plan osculateur de toute ligne de longueur nulie est tangent an

cercle de 1 infmi et, par consequent, normal a la tangente. Si

done une ligne de longueur nulle est tracee sur une surface, son

plan osculateur en chaque point, etant normal a la tangente en cc

point, conlient necessairement la normale a la surface.

On peut d ailleurs verifier autrement la propriety que nous

venons d etablir. Si Ton suppose que la surface est rapportee a ses

lignes de longueur nulle, on aura

1 equation (8) prendra done la forme particulierement simple

( 1 5) F
( du d2 v dv dz u ) dv du

( du -r- dv }
= o.

\ Ou dv
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On reconnail ainsi que toutes les lignes coordonnees, definies

par l
?une ou 1 autre des deux equations

dv = o ou du = o,

satisfont a 1 equalion diflerentielle des Jignes geodesiques ( ).

518. Les equations de differentes formes que nous venons

d obtenir pour les lignes geodesiques metlent en evidence un fait

essentiel, sur lequel on s appuie a chaque instant dans la theorie :

c est que, par un point quelconque de la surface, il ne passe

qu une ligne geodesique admettant pour tangente en ce point

line tangente determinee de la surface. En d autres termes, line

ligne geodesique est pleinement determinee par la condition

de passer en un point de la surface et dy admettre line tan

gente donnee.

Si, au conlraire, on veut assujeltir une ligne geodesique a

passer par deux points, il est aise de reconnaitre que ce probleme

peut avoir une infinite de solutions, alors meme que les deux

points seraient tres rapproches. Supposons, par exemple, que la

surface donnee soil un cylindre de revolution; les lignes geode

siques seront des helices. On reconnaitra aisement que, si Ton

prend sur le cylindre deux points M et M
, quelque voisins qu ils

soient, il y a une infinite de lignes geodesiques passant par ces

deux points. Ces helices se distinguent les unes des autres parle

nombre de tours que fait sur chacune d elles un point partant de

( ) Les lignes de longueur nulle se distinguent toutefois des a u Ires geodesiques

par une propriete qu il esl bon de signaler. La variation premiere de Tare, quand

on passe d une telle ligne a la courbe infiniment voisine, se presente sous une

forme indeterminee. Cela tient a ce que Tare de toute ligne infiniment voisine

d une ligne de longueur nulle est un infiniment petit de Tordre - Soil, en effet,

une ligne de longueur nulle. Pour toute ligne infiniment voisine definie par

1 equation
v = ?()&amp;gt;

oil s est une quantite infiniment petite, on aura

1 1 ~ \,u) du.
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M avant d arriver en M
,
et par le sens dans lequel s efTectue ce

rnouvement.

Mais, quelle que soil la surface consideree, on peut determiner

une grandeur / telle que, si Ton prend sur chaque ligne geode-

sique passant par M, et a partir de M, vine longueur ), egale on

inferieure a /, il ne passera par le point M et par 1 extremite de

cette longueur aucune autre ligne geodesique dont la longueur
soit inferieure a /. Cette proposition n est pas absolument evidente,
mais on peut 1 etablir rigoureusement de la maniere suivante.

Nous avons vu que les coordonnees u et v d un point de la

ligne geodesique sont definies en fonction de s par les equations

(i i), qui sont de la forme suivante :

. du dv
/&amp;lt;

-+- ao -; i- c -

flC SJ C \ fl C
I

-
\

&quot; -
/ V **

.

d2 f ,/du\* 7 ,du dv
, [ dv \

2

; a I j- )
-t- 2 6 7- ,- -+- c I

-
I

&amp;gt;

CM1 \d$ / &amp;lt;Z5 S \ as /

, 6, ,
... etant des fonctions donnees de u et de ^. Si 1 on

veut etudier 1 ensemble des lignes geodesiques passant par un

point M de coordonnees u
,
^

,
les equations difFerentielles donne-

ront pour u et v des fonctions de 1 arc .9 compte a partir de M et

des valeurs initiates u
,
v . (

~
} , ( -y] relatives a ce point. Re-

\ a*- / o \ * / a

marquons d ailleurs que les equations differentielles precedentes ne

changent pas de forme quand on y remplace 5 par as, a designant
une constante quelconque. II faudra done que les valeurs de a et

de fne changent pas quand on remplace s, ( -r- ) &amp;gt; f-r-l respecti-
V ds Jo \ds/

i / du \ i /dv\ f^ , . ,vement par y.s. -
-7- , -(-,-) oela ne peut avoir lieu que si u,7 a \ ds / o a \ ds /

&amp;lt; dependent, en meme temps que de
,
^

,
des seules variables

/ du \ / dv \
U = S

( -j- )
, V S

( )

\ds/ \ds/
On aura done

u =/( ,(; ,
M

,
C

), ^ =
?(&quot; ,

^
, MO, f o)-

Si les coefficients E, F, G et, par suite, les fonctions a, b,

a , ... sont developpables suivant les puissances entieres de

a i^, v (;
,
les fonctions/ et

cp
seront developpables suivant
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les puissances de u et de f
;
et Ton aura des series de la forme

suivante :

u MO u in - az ttV y. v * --....

v vQ = v ^
* 23 ttV 3Vs

. ..

ou les coefficients a, |3,
... seront des fonctions de M O ,

f
,
et

qui seronl convergentes pour toutes les valeurs de
,
v dont le

module sera inferieur a une quantite fixe.

Le determinant fonctionnel

d(u ,
v )

etant egal a i pour u =v =o, les equations precedentes pour-

ront etre resolues par rapport a u
,
d et donneront pour ces

quanlites des series ordonnees suivant les puissances de u M O ,

i- c
,
series qui demeureront convergentes tant que les modules

de ces deux differences demeureront inferieurs a une quantite fixe.

En d autres termes, il ne passera par le point M et par un point

suffisamment voisin M qu une ligne geodesique pour laquelle u et

v soient inferieurs a une quantite fixe, c est-a-dire dont la longueur

soil inferieure a une quanlite donnee
( ).

C est la proposition

que nous voulions etablir. On peut encore Tenoncer en disant

qu on peut delimiter une region entourant le point M et telle que,

par un point quelconque de cette region et par le point M, il ne

passe qu une seule ligne geodesique tout entiere comprise dans la

region (-}.

(*) Comme on a

(
du\ OF f

du \ (
dv

\ r (
dv

\* -* *- aF**
E , F , G designant les valeurs de E, F, G au point M, on obtient, en multi-

pliant par S*, la relation

s&amp;gt;
= E

O
H J 2F u f -f- G^v

1

,

qui montre que, si u
,

v sont inferieures a une quantite fixe, il en sera de

meme de s.

(*) Les variables u , v sont celles auxquelles M. Lipschitz. dans des recherches

plus generales, a donne le nom de variable* normales. [ Voir, en particuher, le

Bulletin des Sciences mathematiques (i serie. t. IV, p. 97-110)].
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519. 11 resulte de cette proposition que, si Ton determine chaque

point de la region precedente par la longueur u de la ligne

geodesique qui joint ce point au point M et par Tangle v que fait

en M cette ligne geodesique avec une des tangentes en ce point a

la surface, on aura constitue un systeme de coordonnees tout a

lait analogue au systeme de coordonnees polaires dans le plan et

dans lequel, a chaque point de la surface, corresponds un seul

systeme de valeurs de u et de p, si Ton convient, par exemple, de

prendre u positif et v cornpris entre o et 2 it. L element lineaire

de la surface sera donne par la formule

ds* = da* -+- aF du dv + G dv*,

dans laquelle E est egal a i . On aura evidemment

F = o, G = o

pour u = o.

Cela pose, exprimons que les lignes v = const, sont des geode-

siques. Si Ton emploie, par exemple, J equalion (8), on aura, en

annulant dv et d-v, la condition

dF _
Ja

~

F ne peut done dependre que de la seule variable v; et, comme
on a F = o pour u = o, F sera identiquement mil. Par suite, 1 ele-

ment lineaire de la surface prendra la forme simple

(17) ds* = du*--Gdv*.

520. On peut encore etablir le meme resultat en adoptant la

forme de 1 element lineaire etudiee au Chapitre II [p. 862]. On
aura ici

dsz = dii* -+- 2 C cos a du dv G2 dv 2
.

Remarquons d ailleurs que, 1 arc C dv compris entre deux lignes

geodesiques infiniment voisines devant diminuer indefiniment

quand u tend vers zero, il faudra que 1 on ait C = o pour u = o,

quel que soit v.

Cela pose, exprimons que les lignes v = const, sont geode

siques. En appliquant la formule (2) et remarquant qu ici to est
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egal a m, on a

dm
3--~ r
du

ou, en remplagant r par sa valeur deduite des formules (A )

(n49o)
dy. cot a dG d(Ccosz)
du C &quot;it du

Ainsi G cos a doil etre une fonction de v

(18) Ccosa=s(v).

Mais, comme C est nul, quel que soil r, pour u = o. il faul

necessairement que I on ait

L equalion precedente nous donne, pour une valetir quelconque
de ^/,

G cos a = o

et, par suite,
cos a = o.

Nous retrouvons ainsi la forme deja donnee

(19) ds* = du* C z dv-

de 1 element lineaire de la surface.

o21. Cette forme est d une importance capitale. Elle va nous

permettre de demontrer que le chemin le plus court entre deux

points suffisamment rapproches d une surface est toujours une

ligne geodesique.
En eflfet, sur la portion de surface que nous avons definie plus

haul et qui peut etre consideree comme engendree par une ligne

geodesique de longueur I tournant autour de son extremite M,

prenons un point quelconque M de coordonnees M O ,
t&amp;gt;

;
v sera

la longueur de la ligne geodesique qui passe par M et M . Si nous

considerons tout autre chemin reunissant ces deux points et com-

pris entierement dans la portion de surface consideree, la longueur
de ce chemin sera expriniee par 1 integrale

/ v
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Or cette integrale est evidemment superieure a

/ du.

Done le chemin est superieur a u .

Si le chemin sort de la portion de surface que nous venons de

definir, il faudra qu il aille d abord de M en un point t

ui de la

limite. Le chemin MIJ., etant au moins egal a / d apres la demon-

slration precedente, sera deja superieur a u$ ,
il en sera done de

meme a fortiori da chemin total.

On peut encore presenter le raisonnement precedent sous une

forme geometrique. Conslruisons autour du point M les courbes

u = const, qni offriront autourde ce point la disposition generale
d une serie de cercles concentriqnes autour de leur centre dans

leplan. Gonsiderons deux courbes infiniment voisines; 1 arc d une

ligne quelconque compris entre ces deux courbes sera

sa valeur minimum sera done da et elle correspondra au cas ou

Ton suit, pour aller de 1 une a 1 autre courbe, une geodesique nor-

male. Le plus court chemin de M a M est done necessairement la

geodesique qui passe par ces deux points.

522. On peut generaliser comme il suit la proposition obtenue

au n 520.

Etant donnee (Jig. 82) une courbe quelconque AA
,
construi-

sons les geodesiques normales a cette courbe. Nous definirons un

point quelconque de la surface dans le voisinage de AA par Tare

v = AP qui determine le pied de la geodesique passant par le

point M et par la longueur u = MP comptee a partir de P sur

cette geodesique. Tant que u sera inferieur a une limite fixe, un

point n aura
qii

un seul systeme de coordonnees
(

1

).
II suffit, en

( ) On pent demontrer cette proposition en toute rigueur; il suffit de s appuyer
sur les resultats obtenus an n 518.

Nous avons vu que les valeurs de u et de v, relatives a un point quelconque
d une ligne geodesique passant en un point M de coordonnees u

,
V

,
sont des
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effet, de remarquer que les lignes geodesiques normales a AA ne

s entrecroisent pas tant que u est inferieur a une limite que Ton

pourra determiner.
Fig. 3a.

On aura encore, en prenant u et v comme variables,

ds- =t du- 26 cos x du dv Cz dv*.

fonctions des quatre variables

(du\ fdv\
\-j- *( j-)
\dsj, \dsj t

Si le point M est pris sur une courbe (C) et si, de plus, la ligne geodesique doit

etre normale a (C), M
O , t&amp;gt; , (-j- )

&amp;gt; f-y- 1 deviennent des fonctions de la va-
\ a* /o \* /o

riable qui fixe la position de ce point sur la courbe. Designons cette variable

par z; u et v seront des fonclions de s et de c. Le determinant fonctionnel

d(u,

d(s,

a evidemment pour valeur initiale

/du\

\ds /

dv

d-

dv.
d-

/du v / dv \ determinant la tangente a la ligne geodesique, ne peuvent etre

\ds ,/ \dsJi

proportionnels a -~ , -rf qu&amp;gt;
definissent la tangenle a la courbe (C).

La valeur initiale du determinant fonctionnel n etant pas nulle, ce determinant

demeure different de zero pour des valeurs suffisamment petites de s. Par conse

quent, u et v sont des fonctions independantes de * et de z dans la region voi-

sine de la courbe (C), et, reciproquement, * el a sont des fonctions independantes

de u et de v n admettant qu une seule determination dans le voisinage de la

courbe (C).
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avec la condilion
G cos a

cp (p),

qui exprime que les lignes de paramctre v sonl des geodesiques.
D aillcurs, pour u = o, on a

quel que soil v. On a done encore

el, par consequent, on retrouve pour 1 element lineaire la forme

deja obtenue
ds*- = da* -4- C 2 civ*-.

Ainsi, lorsquon porte sur les lignes geodesiques normales a

line courbe des longueurs constantes, le lieu des extremites de

ces longueurs est line courbe egalement normale aux lignes

geodesiques. G est la generalisation d un resultat bien connu,

relatif aux courbes paralleles dans le plan. Les deux theoremes

precedents sont dus, comme on sail, a Gauss.

523. On peut encore les demontrer de la maniere suivante.

Considerons sur une portion de la surface une famille de geode

siques telle qu il ne passe qu une de ces lignes par chaque point
de la region consideree, et associons a ces lignes une autre famille

de courbes quelconques qui, jointe a la premiere, permette de

constituer un systeme de coordonnees propre a determiner tous

les points de la region. L element lineaire de la surface sera

represente par une formule telle que la suivante

ds* = E du* -+- 2 F du dv -t- G dv*,

ou nous supposerons que les lignes geodesiques soient les courbes

de paramelre v. Si Ton se reporte a 1 equation (8) et si Ton ex-

prime qu elle estverifiee lorsqu ony introduit 1 hypothese dv^ o,

on sera conduit a 1 equalion de condition

dE ^dE ^dFE~ -f-F-- -aE =:o,
dv du da
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a laquelle on peut donner la forme suivante :

dv/E d F
( 2O )

= T~ *

On peut done poser

(ai) / = j
- = -r- F = -

En subslituant les valeurs de E et de F dans l element lineaire,

on lui donnera la forme suivante :

On voit done que les courbes definies par 1 equalion

/* / &quot;F* \

(22) 8 = / / /E ^ -i 7= dv\= const.

J V /E ;

sont les trajectoires orthogonales des geodesiques considerees.

Ainsi :

On pent toujours, par line simple quadrature, determiner

les trajectoires orthogonales d une famille quelconque de

geodesiques; et, si Von rapporte les points de la surface an

systeme de coordonnees forme par les geodesiques (v = const.)

et leurs trajectoires orlhogonales (6= const.), Velement li

neaire prend la forme

(a3) rf* = rf6* G rfi-s.

L interpretation geometrique est immediate. Deux trajec
toires orthogonales quelconques interceptent le meme arc sur

toules les geodesiques considerees. Ces resullats sont en parfait

accord avec ceux. que nous avons deja obtenus.

Dans le cas ou les lignes geodesiques passent toutes par un

point, il y a, evidemment, des trajectoires orthogonales qui, dans

une portion de leur parcours vue du point sous un angle fini,

restent infiniment voisines de ce point; et, par consequent, le

point lui-meme peut etre assimile a une trajectoire orthogonale,
ce qui demontre le premier theoreme de Gauss.
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52i. Nous voyons que la consideration des lignes geodesiques
nous conduit a des systemes nouveaux pour lesquels on doit faire

A=i

dans les formules du n 499. Remarquons la forme exceptionnel-
lement simple que prend, dans ces systemes, 1 expression de la

courbure totale. On a alors, d apres la formule (22) (n 499),

T i dC
RF

= CM
expression qui est due a Gauss et dont nous aurons souvent a

faire usage.

Nous donnerons, par analogic, le nom de courbes paralleles
aux trajectoires orthogonales d une famille de geodesiques.

52o. On peut deduire des resultats precedents une formule

fondamentale relative a la variation de longueur d un segment de

ligne geodesique.

Soit (fig. 33) MP un segment de ligne geodesique dont les

extremites M et P decrivent deux courbes donnees (C) et (D).

Employons le systeme de coordonnees curvilignes forme par les

positions successives MP, M P
,

. . . du segment et par leurs tra

jectoires orthogonales. L element lineaire, dans ce systeme,

prendra la forme (28); si u, it designent les valeurs de u aux

points M et P, on aura

arcMP = u u .

De meme, si u + du, u -r du sont les valeurs de u corres-

pondantes aux points M ,
P

,
on aura

arcM P u -\- du w du
,
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ce qui donne
d arcMP = du du9 .

Or, dans les triangles infiniment petits MM H, PP K formes

avec les trajectoires orthogonales MH el PK., on a

M H - du = - MM cosM M P,

KP = du* = PP cosP PM

et, par consequent, la substitution de ces valeurs de
&amp;lt;/w,

du9 con

duit au resultat suivant :

i i5 ) d arcMP = MM cosM M P PP cos PPM.

Cette formule est identique a celle qui donne la ditlerentielle

d un segment de droite. Comme il est facile de 1 obtenir directe-

ment parle calcul des variations, elle pourrait conduire aux propo
sitions de Gauss par un chemin inverse de celui que nous avons

suivi.

526. La formule (a5) permet d
?

elendre aux lignes geodesiques
un grand nombre des propositions qui s appliquent, dans la geo-
metrie du plan, aux syslemes de lignes droites. On peut constituer.

par exemplcj sur toute surface, une theorie analogue a celle des

developpees et des developpantes d une courbe plane. Nous lais-

serons au lecleur le soin de poursuivre ces generalisations, et

nous nous attacherons, de preference, a la consequence suivante

de la formule fondamentale.

Considerons (Jig- 34) deux courbes (C), (C
r

) et cherchons le

lieu des points tels que la somme ou la difference de leurs

distances geodesiques aces deux courbes soil constante. Si, d un

point M du lieu, on abaisse les normales geodesiques MP, MQ
sur les deux courbes, on devra avoir

MP = MQ = const.;

et, par suite, lorsqu on passera d un point M du lieu au point
infiniment voisin M

,
il viendra

D. II.
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La formule (26) nous donne

dMP = MM cosM MP,

e?MQ = MM cosM MQ.

En substituant ces valeurs des differentielles dans la relation

precedente, on trouvera

cosM MP -: cosM MQ = o.

Fig. 34.

Dans le cas ou Ton prend le signe -+- et ou, par consequent, la

somme des distances est constante, 1 equation exprime que la

tangente au lieu est la bissectrice de Tangle forme par une ligne

geodesique et le prolongement de 1 autre. Quand on prend le

signe ,
c est-a-dire quand la difference des distances est con

stante, la tangente est la bissectrice de 1 angle forme par les deux

normales geodesiques.

En rapprochant ces deux resultats, nous obtenons le theoreme

suivant :

Si Von construit sur une surface quelconque toutes les

courbes lieux des points pour lesquels la somme ou la diffe

rence des distances geodesiques a deux courbes donnees de-

meure constante, on obtient dans tons les cas deux families de

courbes se coupant a angle droit.

Nous donnerons, dans la suite, le nom &ellipses et d
1

hyper

boles geodesiques aux courbes qui composent ces deux families.

Leur definition ne change pas si Ton substitue aux deux courbes

de base (C) et (C )
des courbes paralleles quelconques. II faut
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toutefois remarquer que ce changement peut transformer les

ellipses en hyperboles et vice versa.

527. Xous aliens chercher la forme que prend 1
?

element lineaire

de la surface quand on adopte le svsteme de coordonnees curvi-

lignes que nous venons de definir; mais nous prendrons comme
intermediate un svsteme de coordonnees obliques forme avec

deux series de courbes paralleles.

Considerons (Jig. 35^ une premiere famille de courbes paral-

c

leles, que nous definirons par leurs distances u = AP a 1 une d elles

(G), distance comptee sur unegeodesique normale. Soil de meme
une seconde famille de courbes paralleles que nous definirons par
leurs distances v = BQ a 1 une d elles (C ).

Construisons les qualre courbes de parametres u, u -f- du, v,

v -4- dv qui formeront un parallelogramme curviligne AirSAl V
dont Tangle M sera designe par a et dont les cotes auront pour
valeurs

MY = A da. MX = C dv.

A et G etant les quantites qui figurent dans Texpression

ds*- = A2 du9- C -
dv&quot;- 2AC cos a du dv

de 1 element lineaire. Si Ton mene par le point M les geodesiques
MX,. MX

,
normales aux cotes opposes du parallelograinrne, les

longueurs de ces geodesiques sont

M&amp;gt; j
= dv. MY, = du.
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Dans les triangles MNN,, MN N
, que Ton peut assimiler a des

triangles rectilignes, on aura

MN t
= MN sin a, MN

,
= MN sin a,

c est-a-dire

da. A du sin x, dv = G dv sin a

et, par suite,

A = G=-A-.
sin a

L expression de 1 element lineaire sera done

du* -4- dv* -4- 2 du dv cos a

(26) ds* = . .
sin 2 a

Si 1 on prend main tenant

(27) U -+- V = 1 U. ; U - P = 2P
,

les courbes de parametre /, v seront les ellipses etles hyperboles

geodesiques defmies plus haul, et 1 expression de 1 element lineaire

prend la forme

(28)
sin 2 - cos 2 -

2 2

qui met en evidence I orthogonalite deja demontree.

528. M. Weingarten, auquel est du le resultat precedent ( ),

1 a etabli par une autre methode, que nous allons indiquer. Soit

ds* = E dif- -+- 2 F du dv -+- G dv^

1 expression de 1 element lineaire. Puisque u designe la distance

geodesique a une courbe (C), 1 element liiieaire poui^ra se mettre

sous la forme
dsz duz ~- cr

2
du&quot;~.

II faudra done que la difference

( ) WEINGAHTEN (J.), Ueber die Oberfldchen fur welche eincr der beiden

Hauptkriimmungshalbmesser eine Function der anderen ist (Journal de

Crelle, t. LXII, p. tGo-i 7 3; 1862).
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soil un carre parfait. Cela nous donne la condition

i).

En exprimant de meme que v est la distance geodesique a une

seconde courbe, on obtiendra la condition

F* = E(G i).

Ces deux relations, employees sirnultanemenl, nous donnent

E = G. F = y/E(E i.,

et 1 element lineaire prend la forme

(29) ds- = E(du- dv*) -4- ay/E^E i ) du dv.

En remplacant E par . , on retrouve la formule que nous
1 sm a

avons demontree directement par la Geometric.

5:29. La fonction a qui figure dans cette formule depend de la

nature de la surface, ainsi que des courbes de base (G), (G ),
et ne

peut pas elre determinee en general. Nous aliens indiquer deux

applications dans iesquelles on obtient sans difficulte 1 expression
de a.

Considerons d abord les coordonnees bipolaires dans un plan.

Si Ton appelle r, r les distances d un point du plan a deux points

fixes, la formule (26) nous donnera

dr- dr - 2 dr dr cos i
(30) ds- =-r

---
sin- a

Soient O, O les deux poles et M le point considered Designons

par ac la distance des deux poles. Le triangle OO M nous

donnera

(31) \c- = r- -r- r -
-r- 2/v cos a,

equation d ou nous pourrons tirer a. Mais auparavant remarquons

que, si Ton pose

i r -7- r = -2 M.

(
r r = av,
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1 expression de 1 element lineaire deviendra

(33) ds* = -^- H- -^ ,

o o X
sin 2 - cos 2 -

2 2

et 1 on deduira de la formule (3i) 1 equalion

(34) e- u. 2 cos 2 - -4-v 2 sin 2 -,
2 2

qui fera connaitre les valeurs de sin -&amp;gt; cos - En les portant dans

la formule (33), nous aurons

(35) ds* = O 2 v)

Les courbes ^ = const, sont des ellipses homofocales, les

courbes v = const, des hyperboles ayant les memes foyers. On
voit ainsi que le systeme des coordonnees elliptiques n est qu une

modification, et une modification avantageuse, du systeme des

coordonnees bipolaires. Cela explique pourquoi ce dernier sys

teme est si rarement employe.
Si Ton prenait de meme sur la sphere le systeme de coordonnees

bipolaires en designant toujours par ac la distance des poles, il

faudrait substituer a 1 equation (3i) la suivante

(36) cos2c = cosr cos/ sin/- sinr cos a,

que donne immediatement le triangle spherique OO M. On peut

Fecrire
a a

COS2C = COS2UL COS 2 H COS2V Sin 2 -
,

2 2

et, par consequent, on aura pour la sphere

( 3~ ) ds^ ~~
( cos 2 u. cos 2 v M

\ COS2JJL COS 2C COS2C COS 2V

Les courbes coordonnees sont des ellipses et des hyperboles
homofocales.

530. Apres ces applications particulieres, nous signalerons,

comme consequence generale de la formule (8) relative a une sur

face quelconque, cetle proposition due a M. Liouville . Si Von a
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sur line surface deux sysfemes de lignes geodesiques se coupon t

sous un angle constant, la surface sera plane oudeveloppable.

En efiet, si nous construisons les courbes paralleles trajectoires

orthogonales de ces geodesiques, elles se couperont, elles aussi,

sous un angle constant et, par consequent, 1 element lineaire de la

surface pourra etre mis sous la forme (,26) ou mieux sous la

forme (28), Tangle a etant constant. Posons alors

. . a
u = x sin -

5

2

,
a

v = y cos -;

il restera
ds- = dx- dy-,

ce qui montre bien que la surface est applicable sur le plan.
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CHAPITRE Y.

LES FAMILLES DE COUR13ES PAftALLELES.

Methode generale de recherche des lignes geodesiques. Definition du para-
metre differentiel A9. Toute fonction dont le parametre est egal a i fait

connaitre une famille de courbes paralleles. Lorsque cette fonction contient

une constante arbitraire, on peut determiner les lignes geodesiques de la sur

face. Proposition reciproque; lorsqu on connait les lignes geodesiques, on

pent integrer, par une simple quadrature, 1 equation A9 = i. Theoreme de
Jacobi : Lorsqu on a obtenu une integrale premiere de 1 equation differentielle

du second ordre des lignes geodesiques, on peut toujours determiner un fac-

teur de cette integrale. Consequences diverses. Expression de 1 element
Hneaire de la surface au moyen de la fonction et de ses derivees par rapport
a la constante arbitraire a. Equation du troisieme ordre a laquelle satisfait

la fonction 6. Indication d une autre methode permettant d etablir les resul-

tats precedents. Distance geodesique de deux points. Propositions rela

tives a cette distance.

531. Les propositions etablies dans le Chapitre precedent con-

duisent a une methode elegante de recherche des lignes geode

siques, que nous aliens exposer avec tous les details necessaires.

Considerons une geodesique quelconque de la surface; on peut
evidemment lui associer une infinite d autres geodesiques, par

exemple toutes celles qui passent en un de ses points, et consti-

tuer avec les trajectoires orthogonales de ces lignes un systeme de

coordonnees curvilignes pour lequel 1 element lineaire prendra la

forme

On sera done assure d obtenir toutes les lignes gdodesiques si

Ton sait resoudre dans toule sa generalite le probleme d Analyse
suivant :

Etant donne 1 element lineaire d une surface sous sa forme
la plus generale

ds* = E du&quot;- -4- 2 F du dv -i-
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determiner trois fonctions 0, 3-, 0, de u et de v, telles que Von

ait identiquement

, ,)
E du* - i F du dv G dv*- = dV ^ db\.

Cette equation se decompose evidemment dans les trois sui-

vantes :

de ae &amp;lt;i ae,= ^ a

\A \A

enlre lesquelles on pourra eliminer 7 - et 7 - On est ainsi con

duit a la relation

que Ton obliendrait d ailleurs immediatement en ecrivant que le

polynome homogene en du, dv

ds* dV

est un carre parfait. Si Ton pose, pour abreger,

Tequation (3 ) pourra s ecrire encore

(5) Ae = i.

Nous rencontrerons frequemment dans la suite la fonction A9, a

laquelle nous donnerons, avecM. Beltrami, le nom de parametre
differentiel du premier ordre de 0.

Reciproquement, il est aise de demontrer qu a toute solution

de 1 equation (5) correspond une famille de courbes paralleles,

c esl-a-dire de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des

hgnes geodesiques.
En eflet, 1 equation (5) exprirae, nous 1 avons vu, que ds- d^-

est un carre parfait; on aura done, quelles que soient les difie-



4^6 LIVRE V. CHAP. V.

rentielles du, dv,

in et n etant des fonctions de u et de v. Or on pent totijours
ramener la fonction lineaire mdu-^-ndv a la forme o-r/Q,. On
aura done

QI sera d ailleurs une fonction distincte de 9, car autrement efc
2

serait un carre parfait. Notre proposition reciproque est done

etablie, et toute solution de 1 equation (5) nous donne une famille

de courbes paralleles.

532. Gette equation (5) a, comme on sait, des solutions d es-

peces tres differentes. On peut en trouver qui ne contiennent

aucune constante arbitraire
;
d autres qui contiennent une ou plu-

sieurs constantes arbitraires, ou meme une fonction arbitraire. Au

point de vue de la question qui nous occupe, il est essentiel de

considerer successivement ces diverses solutions.

Si Ton a obtenu une solution de 1 equation (5) ne contenant

aucune arbitraire, 1 application de la methode precedente, qui

present de raettre la differentielle mdu--ndv sous la forme

dt/Q,, exige 1 integration de 1 equation

( 6 ) m du -+- n dv = o,

qui est celle des lignes geodesiques trajectoires orthogonales des

courbes = const. On ne connait aucune proposition qui permette
d effectuer 1 integration de cette equation ou qui la rende plus
facile.

Supposons, au contraire, que 1 on ait obtenu une solution de

[ equation aux derivees partielles (5) contenant une constante

autre que celle qui peut toujours etre reunie a 9 par addition, con

stante qui devrafigurer par consequent dans I une au moins

des deux derivees -r-t Nous aliens voir que, dans ce cas (an-du ov v

quel on peut ramener tous ceux ou la fonclion contient plusieurs
constantes ou une fonction arbitraire), on pourra, par de simples

derivations, obtenir a- et 0, et, par suite, les equations finies
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des lignes geodesiques qui sont les trajectoires orlhogonales des

courbes = const.

Reprenons, en effet, Tidentite

Cette equation a lieu enlre cinq variables : w, r. du, dv et la

constante arbitraire qui entre dans 9 et que nous designerons par

a. Differentions par rapport a a en traitant les qualre autres va

riables comme des constantes. La differentielle de *j

_ ,

c?8 = du-. dv
du dv

deviendra
V J - v~ -J , , vi

du -+ T dv d ,

da du da dv da

et Ton aura un resultat analogue pour O
t

. Nous aurons done.

puisque ds- ne contient pas a,

L equation precedente nous montre que c?Q
t ,

fonction lineaire

i

de du, dv, doit diviser soil c^Q, soil
c?( j

Or rfQ, ne peut diviser

\/i

&amp;lt;/9,
car alors 0, serait fonction de 0. II faut done que cft

{
divise c? ;

\A

6, est une fonction &z -&amp;gt; et Ton peut prendre, par consequent,

Avant de deduire d autres consequences de Filiation (-), nous

a lions nous arreter a ce premier resultat. Nous voyons que les

lignes geodesiques qui coupent a angle droit les courbes = const.

ont pour equation

(8)

et de plus leur arc, compte a partir de Tune de leurs trajectoires.

est precisement egal a 0.

L equation (8) contient deux constantes arbitraires dont on

pourra disposer de maniere a faire passer la ligne geodesique par
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un point quelconque et a lui donner en ce point une tangenle

quelconque. Pour etablir en toute rigueurce point essentiel, nous

montrerons qu on peut faire passer une des courbes

= const.

par un point quelconque (, t
)

et lui donner en ce point une

tangente determinee.

Remarquons d abord que le rapport

ne saurait etre independant de a. En efiet, s il en etait ainsi, si

Ton avail

dO rfO f .

55 f&quot;^&quot;
^

en joignant celte equation a la suivante

AO = i,

on pourrait determiner des valeurs de -r , qui seraient, 1 une et
du dv *

1 autre, indt pendantes de a, ce qui est contraire a 1 hypothese.
Cela pose, considerons la courbe (9) definie par 1 equation

0(w, c, a) = 0(a ,
P O , )

= QO-

Elle passe evidemment par le point (u ,
P O ),

et la direction de

1 , ^Oo dftn n
sa tangentc en ce point depend du rapport

--
\ T Comme ce

rapport n est pas independant de a, il pourra prendre toutes les

valeurs possiljles. Ainsi les courbes 9 = const, peuvent passer en

un point quelconque de la surface et y admeltre une tangente

quelconque; il en sera done de me&quot;me des lignes geodesiques

representees par 1 equation (8), qui sont leurs trajectoires ortho-

gonales. Comme une ligne geodesique est determinee par la con

dition de passer en un point et d y admettre une tangente donnee,

nous pouvons dire que 1 equation (8) represente loutes les lignes

geodesiques et enoncer le theoreme suivant :

Pour determiner les lignes geodesiques, on considere Vequa
tion aux derivees partie Iles

AO = i.
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Toute solution de cette equation, egalee a line constante, de-

terminera une famille de courbes paralleles.

Si I on a une solution cotnenant une constante arbitraire a,

Vequation de la ligne geodesique la plus generale sera

et I arc compris entre deux points de cette ligne geodesique
sera egal a la difference des valeurs de 6 relatives a ces den /

points.

Reciproquement, supposons que Ton ait determine par un pro-

cede quelconque les lignes geodesiques ;
nous allons montrer

qu on saura inlegrer 1 equalion

AO = i.

Cherchons, par exemple, la solution 6 de celte equation qui

est egale a zero en tous les points d une courbe (G) donnee a

1 avance. On conslruira toutes les lignes geodesiques normales a

(C). L arc de 1 une de ces lignes, compte a partir de (C), sera

une fonclion des coordonnees de son extremite que Ton ob-

liendra par une quadrature et qui sera la solution cherchee. Cette

remarque, convenablement etendue, est tres importante pour la

theorie des equations aux derivees partielles; ici, du moins, elle

nous permet de reconnaitre que la methode de recherche des

lignes geodesiques institute par le theoreme precedent n introduit

aucune difflculte etrangere a la question.

533. Nous signalerons en premier lieu les consequences sui-

vantes de la theorie generale que nous venons de developper.

Imaginons que Ton connaisse une equation difierentielle

dv
(9)

~dTt
=v= (u v)

dont toutes les integrates particulieres soient des lignes geode

siques et cherchons 1 equation differentielle de leurs trajectoires

orthogonales. En appliquant la formule

E du 2u -+- Y(du Zv dv ou) -r- G dv ot&amp;gt;
= o.
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qui exprime 1 orthogonalite de deux directions, on obtiendra

I equation cherchee sous la forme

(10) (E-t-Fv )du-i-(F-+-Gv )dv--o,

v devant etre remplace par sa valeur tiree de I equation (9).
Or on sail que Ton pent trouver un facteur X tel que le produit

X[(E-f- Fv )du + (F-*-Gv )dv]

soil la differentielle d une fonction Q satisfaisant a I equation

Si done on pose

BS I.

et si Ton exprime que I equation aux derivees partielles prece-
clentes esl verifiee, on obtiendra la valeur de X, qui est

On peut done enoncer le theoreme suivant, qui a d ailleurs etc

etabli sous une autre forme au n 523.

Si I equation differentielle

do

35
-Vcr .(,,)

represente des lignes geodesiques, Vexpression

est la differentielle exacte d une fonction G; Vequation

= const.

represente les trajectoires orthogonales des lignes geodesiques

satisfaisant a Vequation differentielle proposee, et 8 designe la

distance geodesique d un point quelconque de la surface a
I une de ces trajectoires orthogonales.

Cette proposition va nous conduire a un beau theoreme de

Jacobi :
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Si I on connatt une integrate premiere de I equation diffe-

rentielle des lignes geodesiques, on pourra obtenir I equation
en termes jinis de ces lignes par une simple quadrature.

Soil, en eflet,

(u) v = 0(11, r, a)

1 integrale premiere, contenant la conslante a. La fonction

.E Fr W i F-^-Gv )dv
(12) 8 =

V/E 2 Ft- Gv*

qui, d apres ce que nous venons de demontrer, satisfait a 1 equa-
tion Aft = i, contiendra la constante arbitraire a. Done 1 equation
des lignes geodesiques sera

T- = a -

da

En prenant la derivee par rapport a a sous le signe d
?

integration.

on trouve

,,3)

(E 2 Fr

ce qui permet d enoncer le theoreme suivant :

Quand on aura obtenu, par un moyen quelconque, une

integra le prem iere
v = v(u,v,a)

de Vequation des lignes geodesiques, on en determinera imme-

diatement un facteur; de sorte que

(dv v du}
Go 1

)*

sera une differenlielle exacte apres que I on aura remplace f

par sa valeur
^{ii-, f, a).

534. Nous allons maintenant indiquer quelques consequences
moins importantes des resultats obtenus et, en particu-
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&amp;gt;p fi. nar
dalier, de 1 equation (7). Si 1 on y remplace 9, par
- - et si Ton

divise par d { ,
elle prend la forme

da . dO
,
d 2 6

o?6 -+- cr d -r- a 2 rf - = .

da da da2

Cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de du et

de dv, on peut y remplacer du, dv respectivement par
-

,

; si 1 on designe, pour abreger, par (a, (3)
le determinant

fonctionnel
da. d$ _ dy.

d^
du dv dv du

de deux fonctions quelconques a, [3,
on aura

()*
\ da/

et, par suite,

).,da 2 da

dO

L expression de 1 element lineaire deviendra done

_d_0 d_2_0\ V da

da da 2
/

et, sous cette forme Jiouvelle, il ne reste aucune trace de Vex

pression primitive de cet element; la formule ne contient que
et ses derivees.

Nous signalerons egalement les formules

df)

da

(.7)

que 1 on deduira aisement des relations (2); mais elles se dis-

tinguent de la precedente en ce qu elles contiennent a la fois les

coefficients E, F, G et les derivees de 9.
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La combinaison des formules (i4) et (17) nous donne la relation

nouvelle
/ dOy

(18)

et, si Ton prend la derivee logarithmique des deux membres par

rapport a a, on obtient 1 equation

qui ne contient plus E, F, G. Cette relation, a laquelle on pour-
rait parvenir de difierentes manieres, doit etre regardee comme
une equation aux derivees partielles du troisieme ordre a laquelle
doit satisfaire 0, consideree comme fonction des variables M, v et

a. Son integration complete ferait done connaitre toutes les sur

faces sur lesquelles on saura determiner les lignes geodesiques.

535. Supposons 1 element lineaire de la surface exprime en
\A

fonction des variables et 9, = -r- Nous avons vu (n o24) que

1 expression de la courbure totale sera donnee par la formule de

Gauss

Dans 1 etude approfondie du plus court chemin entre deux

points d une surface, nous aurons a considerer liquation differen-

tielle du second ordre

d-(a ta

W~RK =-

La formule, precedente nous fait connaitre une premiere inte-

grale particuliere
w = -

de cette equation. Une autre integrale sera done donnee par la

formule

ou 1 on effeclue la quadrature en supposant 8, constant. On aura

D. - II. 28
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done
&amp;lt;?0, , dO, ,

-r du -f- -r- dv = o
;

&amp;lt;m dv

11 i i n / /\ i ^i &amp;lt;)0i I

si Ion remplace, dans 1 expression (14) cle
&amp;lt;r,

-r-
-y- par les

quantites proportionnelles dv, du^ il vient

d ~k

et, par suite,
rdb Cj d*^_ ^

La deuxieme integrate de 1 equation lineaire (20) sera done

comme on peut le verifier directement.

536. Les propositions que nous venons d etablir ont ete ob-

tenues par la consideration des systemes orthogonaux formes

avecune famille de lignes geodesiques. En terminant ce Chapitre,

nous indiquerons rapidement une methode toute differente, qui

repose sur le calcul des variations et qui offre 1 avantage de bien

mettre en evidence un element tres important dans la theorie des

lignes geodesiques.

Considerons un segment de ligne geodesique termine a deux

points M, M . Si les coordonnees u et v d un point quelconque

de ce segment sont exprimees en fonclion d une autre variable
,

la longueur de ce segment sera donnee par la formule

= f \/Eit
J

^M u

-+- 2 F u v -i- G v
z
dt,

a et v designant les derivees de u et de v.

Si les points M, M se deplacerit en decrivant des courbes

quelconques, 1 application des methodes du calcul des variations

nous donnera immediatement la variation de 9 par la formule

(22) 60
r(Ew H-F^)SM-4-(Fw +Gp )^1 M

= - =====-
V/Ew

2
-+- &amp;lt;2Fu v +Gv 2 JM
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la notation precedente indiquant qu il faut prendre la difference

des valeurs de 1 expression pour les points M et M . D apres la

relation (10), deja donnee
[I, p. i54], on peut ecrire la valeur

de sous la forme

*

et Ton retrouve ainsi, par une voie entierement analytique, la

relation deja etablie au n o2o. Mais nous aliens envisager d autres

consequences de 1 equation (22).
Soient u, r; ,

v les coordonnees des points M, M . La
valeur de peut evidemment s exprimer en fonction de

, v.

j
v o -&amp;gt;

ce sera meme, d apresles resullats du n o!8, une fonction

parfaitement determined de ces quatre variables tant que les

points M et M seront suffisamment voisins, si Ton convient de

prendre la ligne geodesique la plus courte reunissant les deux

points. Nous designerons dans la suite cette fonction h sous le

nom de distance geodesique des deux points M, M .

Or, si Ton designe par E
,
F

,
G les valeurs de E, F, G au

point M ,
c est-a-dire pour u = w

,
v = P O ,

la formule (22) peut
etre ecrite comme il suit :

(Eu -^Fv )Zu-h(Fu -*-Gv ) w

( EQ f/ FQ V ) OK ( FQ U Q
-4- GQ t- p ) S

(24)
_ ( fc.Q U ]

,, - ^ C&quot; ,, /&quot;

|M -i -2r U t- -r- *JO t- o

et elle nous donne, par consequent, les quatre equations

= Eu -~Fv = E
du _ dv

du VEu t + zFu S-t-Gv&quot;-

~
cts ds

&amp;lt;W F u G v _ du r dv
~ ~_

dv - - -

~
ds

f

Gor fdu\ /dv
&quot;

= _ - F&quot;

d ou Ton deduit immediatement, en eliminant M
,
v et u

,
v

,
les
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deux equations

( AO =i,
Ca7) Ue = i!

A designant le symbole A ou Ton a remplace ,
v par u

,
v et

i par -.
&amp;gt;

-T

OU OV r OU OVq

Telles sont les proprietes de la distance geodesique 9. Lors-

qu on connaitra cette fonction, les deux equations (26), qui se

reduisent a une seule en vertu de la seconde des formules (27),

donneront, sous la forme la plus elegante, 1 equation de la ligne

geodesique qui passe par le point (u ,
v

)
et y admetune tangente

determinee. L equation = const.

representera les trajectoires orlhogonales de toutes les lignes geo

desiques passant par le point (u ,
v

}.

537. Une fois obtenue 1 equation

on pourra trailer le probleme des lignes geodesiques comme tout

autre probleme de Mecanique et lui appliquer, sans aucune modi

fication, les methodes d Hamilton et de Jacobi. On retrouvera

ainsi tous les resultats precedents. Nous etudierons d une maniere

approfondie, dans les Chapitres suivants, les relations qui se pre-

sententici entre la theorie des lignes geodesiques et les methodes

de la Mecanique analytique; et nous nous contenlerons mainte-

nant d indiquer comment on determine la distance geodesique

lorsqu on connait une integrale complete, d ailleurs quelconque,

de 1 equation aux derivees partielles (28).

Soit

=f(u,v,a)

cetle solution. Les lignes geodesiques de la surface qui passent

par le point (w ,
t o) seront determinees par 1 equation

(29) f(u,v,a}= /( , ^o, ),

et leur arc compris entre les points (w ,
^

)j (? v) aura pour ex-
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pression (n 532)

(3o) 9=/(M, v, a) /(KO ,
PO , )

II suffira de porter dans cette expression la valeur de a tiree de

1 equation (29) pour obtenir la distance geodesique cherchee.

Ainsi :

Lorsqu on connaitra line integrate avec constante

=f(u,v,a)
de 1 equation

la distance geodesique des deux points (, t&amp;gt;), (MO ,
t&amp;gt;

)
s ob-

tiendra en eliminant a entre 1 equation

6 = /(a, t&amp;gt;, a) /( , PO, )

e 5 deriveepar rapport a a.

Celte proposition pourrait aussi etre etablie par la Geometric:

car la regie qui y est indiquee revient a prendre 1 enveloppe de

toutes les courbes paralleles

/(, v, a) = const,

qui passent a ime meme distance ^ du point (w ,
^

).
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CHAPITRE VI.

ANALOGIES ENTRE LA DYNAMIQUE DES MOUVEMENTS DANS LE PLAN

ET LA THEORIE DES LIGNES GEODESIQUES.

Equations du mouvement dans le plan. Definition d une famille de trajectoires.

Equation aux derivees partielles de Jacobi. Usage que Ton peut faire

d une solution particuliere, d une solution complete. Theoremes fondamen-
taux de Jacobi. Determination des solutions de 1 equation aux derivees par
tielles par differentes conditions initiales. Des systemes orthogonaux formes

avec une famille de trajectoires. Application au mouvement des corps pe-
sants. Theoreme de MM. Thomson et Tail. Principe de la moindre action

pour le cas des mouvements plans. Principe d Hamilton. Correspondance
etablie entro le plan et une surface de tellc maniere que les trajectoires du mo
bile dans le plan correspondent a des lignes geodesiques de la surface. La
solution de tout probleme de Mecanique fait connaitre une infinite de systemes

orthogonaux dans le plan. Brachistochrones. Quelques resultats gene-
raux relatifs aux cas oil Ton associe des trajectoires qui ne correspondent pas
a une meme valeur de la constante des forces vives. Generalisation de ces

resultats ct application a la theorie des surfaces minima.

538. Dans les deux Ghapitres precedents, nous avons etabli un

ensemble de proprietes des lignes geodesiques. Nous les avons

definies d abord par la propriete de leur plan osculateur, ce qui
revient a les considerer comme les trajectoires d un point qui se

meut sur la surface sans etre soumis a 1 action d aucune force;

puis, par des considerations entierement elementaires, nous avons

rattache a cette definition les proprietes d orthogonalite et de

minimum. II nous a paru interessant d appliquer la meme methode

a 1 etude de tous les problemes de Mecanique dans lesquels il

existe une fonction des forces. Pour mettre en evidence la simpli-
cite des raisonnements, nous commencerons par les mouvements

qui s effectuent dans un plan.

On a alors les equations

d? dx d
~

dy
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dont la derniere est 1 inlegrale des forces vives. Si nous regar-

dons la constante des forces vives comme donnee, les integrates

des equations precedentes admettent seulement deux constantes

arbitrages, en dehors de celle que Ton peut ajouter au temps.

En d autres termes, la trajectoire du point materiel sera deter-

minee par la condition de passer par un point et d y avoir une

tangente donnee. En eflet, si Ton compte le temps a partir du

moment oil le mobile passe en ce point, la condition enoncec

determine les valeurs initiales de #, y, -~^ et, comme 1 equation

des forces vives donne les valeurs de
-^

,
-~ en fonction de

^&amp;gt;

on

peut calculer les valeurs initiales de -T-, -^ Le mouvement est
r (.1 1 f f C

dr
done completement determine. Remarquons que Ton a pour -^,

deux svstemes de valeurs egales et de signes contraires, qui
fit

*

correspondent a la meme trajectoire, parcourue dans les deux sens.

On peut, du reste, obtenir par un calcul facile 1 equation diffe-

rentielle des trajectoires. On trouve, en efiet, en combinant les

equations (i),

dx&y-

et, en remplacant dt- par sa valeur tiree de Tequation des forces

vives.

(3)

Cette relation ne change pas de forme, on le reconnait aise-

ment, quand le temps cesse d etre la variable independante; elle

constitue done 1 equation differentielle des trajectoires qui corres

pondent a une valeur donnee de la constante des forces vives.

Comme elle est du second ordre, on voit que les trajectoires de-

pendront de deux constantes seulement
;
mais elle est de plus

lineaire par rapport aux differentielles du second ordre et, par

consequent, une trajectoire sera pleinement determinee par la

condition de passer en un point et d y avoir une tangente donnee.

Parmi tous les mouvements correspondants a une meme valeur

de A, considerons tous ceux dont les trajectoires satisfont a une
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condition, par exemple passent par un point, sont normales a une

courbe, etc. Ces trajectoires formeront une famille de courbes

qui dependra d un seul parametre; il en passera un nombre limile

par chaque point du plan. Soit

M dx -t- N dy = o

Fequation differentielle de cette famille de courbes. En tenant

compte de 1 equation des forces vives, on pourra exprimer &amp;gt; -y-

en foiiction de x et de y, on aura

dx _ dy_~ ~

On peut done considerer r--,
- comme des fonctions de x et

dt at

dey. En les substituant dans les equations (i) et (2) et en les

designant, pour abreger, par x ety ,
on aura

(4) a

^L - ^y. - ^H .

dt dx dt dy

on, en remarquant que a:
, y sont exprimees en fonction de x et

de y,
dx

,
dx

,
dl]

~*~ x + ^~y A~&amp;gt;ox dy dx*

dy , dy ,
dl]

X -j
__^ y _

dx dy dy

L equation (4) nous fournit, par la differentiation, les valeurs

d\] d\J
suivantes de -r ^~ox dy

dl] ,dx ,dy d\] ,dx ,dy
| ijJ ,_ 1 f\/ ,&quot; __ _ -

sjf*
__ _

&amp;gt;\f

*/
i

dx dx dx dy dy dy

Si nous portons ces valeurs dans les equations (5), nous aurons

, / dx dy \ . / dx dy \
r (

-,
-~ = o, x (--- -f- )= o.

\dy dx J \dy dx /

Ces deux equations, qui se ramenent 1 une a Fautre, expriment

que x 1

, y
1

,
considerees comme fonctions de x et dejK, sont les de-
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rivees d une meme fonction. On peut done poser

e)0 dQ
(6) a? = , ^ = ,

dx dy

et devra satisfaire a Vunique equation

()
Les equations (6) nous montrent que les trajectoires du mobile

coupent a angle droit toules les courbes 9 = const. Nous pouvons
done enoncer le theoreme suivanl :

Etant donnee line famille quelconque de trajectoires du

mobile, les courbes qui les coupent a angle droit sont dejinies

en egalant a une constante line solution de I equation (7) et

les composantes de la vitesse du mobile sont donnees en cliaque

point par les formules (6).

Reciproquement, toute solution de 1 equation (-) definit une

famille de trajectoires qu on obtiendra par 1 integration de 1 equa-

tion

dO , dO ,

(8) 7- dx -r- dy = o.

dy dx &quot;

539. Si Ton n a qu une solution particuliere, sans constante

arbitraire, de 1 equation aux derivees partielles, on n obtiendra

qu une famille de trajectoires. Pour trouver toutes les trajectoires

du mobile, il faut done connaitre une solution 9 contenant au

moins une constante arbitraire. Nous allons montrer ici encore

qu etant donnee une telle solution il n y aura aucune integration

a faire pour obtenir toutes les trajectoires.

Soil, en effet,

une solution de 1 equation (7), contenanl une constante arbitraire

-ra qui figure dans 1 une au moms des deux derivees -r
&amp;gt; y On

aura, en differentiant 1 equation (-) par rapport a a,

dx dadx dy da dy
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Gette equation exprime que les courbes

c)0= const., = const.
da

se coupent a angle droit. Done les trajectoires du mobile auront

pour equation

ao
(10)

- = a .

da

On le verrait encore en remarquant que 1 identite (9) peut
aussi s ecrire

&amp;lt;)

2 dx d 2 dy d /dO \
1 = o =

da dx dt da dy dt dt \da ]

Differenlions maintenant 1 equation (7) par rapport a h, nous

aurons

____ _
dh dx dx dh dy dy

ou encore, en vertu des equations (6),

a2 e dx ()
2 dy _

dh dx dt dh dy dt

L integration des deux membres nous donne

T designant une constante arbitraire. On reconnait les proposi
tions fondamentales de Jacobi.

En resume, si Ton veut determiner le mouvement defini par
les equations

on considerera 1 equation aux derivees partielles

)

Toute integrale de celte equation, egalee a une constante, don-

nera une famille de courbes dont les trajectoires orthogonales
seront des trajectoires du mobile correspondantes a la valour h de

la constante des forces vives, et que 1 on obtiendra en integrant
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les deux equations
dx _ &amp;lt;W dy _ &amp;lt;W

~dt
~

dx ~dl
~

~ty

Mais, si Ton connait une integrale de Inequation aux derivees

partielles contenant une constante a, on aura les equations finies

de la trajectoire et le temps par les formules

&amp;lt;W , d6

Ta
=

&quot;

~dh&quot;

On obtient ainsi Interpretation geomelrique de la methodede

Jacobi. Elle consiste a former des svstemes orthogonaux donl une

des families est composee de differenles trajectoires du mobile,

correspondantes toutes a la meme valeur de la constante des forces

vives.

540. Nous voyons, d apres ce qui precede, que lorsqu
?on aura

trouve une solution, contenant une constante arbitraire, de 1 equa-

tion aux derivees partielles en 9, on pourra obtenir la solution

complete du probleme de Mecanique considere. Reciproquement,

si Ton a obtenu par un moven quelconque les equations en termes

Gnis de toutes les trajectoires correspondantes a une valeur deter-

minee de A, on peut montrer que toutes les solutions de liqua

tion aux derivees partielles s obtiendront par une simple quadra-

lure. Cberchons, par exemple, celle de ces solutions qui s annule

sur unecourbe (C) donnee a Tavance. Nousdeterminerons toutes

les trajecloires du mobile qui sont normales a la courbe (C) et

nous exprimerons x
, y en fonction de x et der. L expression

x d.r +-y dy

sera, nous Favons vu, la differentielle exacte d une fonction de

deux variables et la fonction

(12)
r* y

/x.,7.

ou j
, y designent les coordonnees d un point quelconque de la

courbe (C), sera evidemment la solution cherchee. Comme on

peut prendre pour x [

,y deux systemes de valeurs egales et de
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signes contraires, on aura deux valeurs de 9 ne differant que par
le signe.

On sail que 1 on pent, d une infinite de manieres, ramener 1 in-

tegration d une differentielle a plusieurs variables a celle d une

differenlielle ordinaire. Appliquons ici celte remarque. Supposons

que Ton se deplace sur la trajectoire normale a la courbe (C)

passant par le point (x,yY, dans ce cas, X 0: y seront les coor-

donnees du point de depart de cette trajectoire; on aura

x dx -T- y dy = (X I!L

-{-y
z
} dt = a(U -+- h) dt.

Calculons 1 integrale

/
en remplacant x ety en fonction de t. Le resultat sera une fonc-

tion de t et du parametre qui fixe la position du point (x , y Q }

sur la courbe (C). II suffira de 1 exprimer en fonction de x et de

y seulement pour obtenir la fonction 9. Si 1 on suppose que la

courbe (C) diminue indefiniment et se reduise a un point, cette

seconde melhode coincide avec celle qui a etc donnee par Jacobi;

car alors toutes les trajectoires normales a (C) se transforment

dans les trajectoires passant par un point fixe du plan.

541. Les systemes orthogonaux que nous venons de definir, et

dont une des families est formee d une serie de trajectoires du

mobile, jouent un role important dans 1 etude de certaines ques

tions, comme nous allons le montrer. Mais, auparavant, nous

indiquerons comment on pent les obtenir tous sans integration

nouvelle lorsqu on connait une solution complete de 1 equation
aux derivees partielles (7).

Soit

une telle solution. Voici la methode prescrite par Lagrange pour
obtenir la solution la plus generale. On posera

b =
&amp;lt;p(a),

cp(a) designant une fonction quelconque de a] le resultat de 1 eli-
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mination de aentre les equations

fournira la solution demandee. Nous pouvons ajouter ici la re-

marque suivante, que 1 on verifiera aisement. Soil

la solution ainsioblenue; les trajectoires orthogonales des courbes

8 = const.

seront definies par la seconde des equations (i4)

ou Ton donnera a la constante a toutes les valeurs possibles.

i2. Ces points etant admis, supposons que Ton veuille deter

miner le svsteme orthogonal dont une des families est composee
des trajectoires normales a une courbe donnee (C).

Ce probleme est evidemment equivalent au suivant : Trouver

une solution f) de 1 equation aux derivees partielles qui prenne

une valeur constante donnee, zero par exemple, en tous les points

de la courbe (C). Soil

y = l(x)

1 equation de cette courbe. Proposons-nous, d
?

une maniere plus

generale, de determiner la fonction qui se reduil a une fonction

donnee u(.r) lorsqu on a

y = l(a:).

En substituant les valeurs de f) et de y dans les equations (i4)&amp;gt;

on trouvera les equations de condition

qui feront connaitre la fonction =(). 11 semble au premier abord

que, pour resoudre la question posee, il faudra inlegrer une equa-
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lion differentielle; car, si 1 on elimine x entre les deux equa
tions (16), on sera conduit a une equation de la forme

Mais, si 1 on differentie la premiere des equations (16), on trou-

vera, en tenant compte de la seconde,

11 est aise de montrer qu au systeme (16) on pent suhstituer ie

suivant :

f(x, X, a)-f-cp(a) = fx(a7),

Vv&amp;lt;*&amp;gt; =, &amp;lt;*&amp;gt;.

Ges deux systemes ont, en effet, une equation commune, et la

differentiation totale de cette equation nous montre que la seconde

equation de chacun d eux est loujours une consequence de la

seconde equation de 1 autre.

Or les deux equations (17) nous donnent, par 1 elimination de

x, une relation qui fera connaitre o(a) en fonction de a. La

question proposee est done resolue.

II ne sera pas inutile, pour la suite, de remarquer qu il y a

deux integrates distinctes, et deux seulement, prenant des valeurs

donnees a 1 avancc en tons les points d une courbe (G); car, si

1 on veut determiner, en chaque point de la courbe (C), les de-

rivees par rapport a x de 1 integrale cherchee 0, on devra joindre
a 1 equation aux derivees partielles

(.8) (*) .,. /*
\dx] \dy

la relation

qui doit avoir lieu pour tous les points de la courbe (C). Or
les deux equations precedentes determinent deux systemes

de valeurs differentes pour les derivees , -p prises en un point

quelconque de (C). Gomme.une integrate est entierement definie
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quand on donne sa valeur et celle de ses derivees premieres en

tous les points d une courbe, on voit que la question proposee

admettra bien deux solutions et deux seulement.

Dans le cas, que nous avons en vue, ou la fonction doit avoir

une valeur constante, zero par exemple, en tous les points de la

courbe cherchee, on a

IL(T) = O,

les deux solutions obtenues sont egales au signe pres et ne peuvent

pas etre regardees comme reellement distinctes.

543. Comme consequences des propositions precedentes, nous

pouvons enoncer le theoreme suivant :

Toutes les fois que I on connaitra une integrate complete
de Vequation aux derivees partielles (-), on pourra tonjours

determiner sans integration un svsteme orthogonal dont un&amp;lt;&amp;gt;

des families contiendra une courbe quelconque (C) donnee a

I avance. L autre famille sera formee des trajectoires du

mobile qui coupent a angle droit cette courbe (C) et corres

pondent a une meme valeur de la constante des forces vives.

Dans le cas ou la courbe (C) deviendrait infiniment petite et se

reduirait a un point, on aurait le svsteme orthogonal dont une

des families est composee des trajectoires du mobile qui passenl

par ce point. Si Ton remarque que, dans ce cas, 1 equation (i5),

qui represente toutes ces trajectoires, doit etre verifiee quand on

\ remplace ar, y par les coordonnees x6 , y du point considere,

on voit que Ton devra avoir

et, par suite, on pourra prendre

o(a) = -f(x , y , a).
On aura alors

et, d apres la regie donnee au n oi2. il faudra eliminer a entre

cette equation et sa derivee par rapport a a.

Pour donner une application, considerons le mouvement des



448 LIVRE V. CHAP. VI.

corps pesants, dans lequel la fonction des forces est

L equation en 9 devient ici

Elle admet la solution suivante :

(20) j=- ax -f- / //-+- h a* dy ax -+- ^(y -\- h a 2
)^-t- b.

-t J

Pour trouver les courbes coupant a angle droit toutes les tra-

jectoires paraboliques passant par un point fixe, 1 origine par

exemple, il faudra, d apres la regie precedente, determiner b par
la condition que s annule en ce point ;

ce qui donne

puis eliminer a enlrc 1 equation (20), oil 1 on a remplace b par la

valeur precedenle, et sa dcrivee par rapport a a. On trouve ainsi,

apres un calcul que nous omettons,

20 _ 3 __ 8.

(21) =. = [ 2 h -+- y -+- \/x^ +- y- ]

2

[ 2 h -+ y \/x- -+- y2
]

2
.

Vff

Telle est 1 equation des trajectoires orthogonales de toutes les

paraboles passant par un meme point.

544. Gonsiderons d une maniere generate les systemes ortho-

gonaux que nous venons de definir et dont une des families est

composee de trajectoires du mobile. L element lineaire du plan

prendra la forme

(22) ds* =H*rfO s +11 \db\.

Si 1 on se deplace sur une trajectoire (
= const., on a

(23) ^=H 2
&amp;lt;/02 = 2(U4-A)^ 2

.

D ailleurs 1 equation

/&amp;lt;?0\* /(J8\*
2(U-H/i) = (

-f-
(

-_
)\dx \dy
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peut s ecrire

M dx ao dy db

En substituant la valeur de -r- dans la relation (28), nous aurons

^j-.
= 2 1 ih.

H-

La formule (22) prendra done la forme

(23) 2(U-r- h)(?S*= d&amp;lt;fl y*cttl.

dont nous allons deduire plusieurs consequences.
Nous vovons d abord que, si Ton considere deux des courbes

de parametre 6

I =
,

6 = ?,

et la portion de Tune quelconque des trajectoires du mobile

comprise entre ces deux courbes, 1 integrale

/VaCU h) ds =
I
df

),

prise du commencement a la fin de cet arc, sera constante et egale

a la difference % a des valeurs de 8. Nous donnerons a 1 inte-

grale precedente le nom d^ action. Comme la courbe = a peut
etre choisie arbitrairement, nous pouvons enoncer le theoreme

suivant :

Etant donnee line courbe quelconque (C) et Les trajectoires
du mobile normales a cette courbe, si Von porte sur ces trajec

toires, a partir de leur point d
}

incidence, des longueurs pour
lesquelles faction ait une valeur donnee a. I avance niais quel

conque, le lieu des ejctremites de toutes ces longueurs formera
une courbe qui sera encore normale a toutes les trajectoires.

Cette remarquable proposition, qui est due a MM. Thomson et

Tail
( ),

est analogue a celle que nous avons donnee au n 522

( ) SIR WILLIAM THOMSON and TAIT, Treatise on natural Philosophy, Vol. I,

Part I, p. 353 de la deuxieme edition; 1879.

D. II. 29
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pour les lignes geodesiques. On pourrait, ici encore, la de-

monlrer directement par le calcul des variations et en deduire

tons les resullats precedents; on relrouverail ainsi la melhode

suivie par Ilamillon et par Jacobi.

En particulier, si 1 on considere toules les Irajecloires passant

par un point A et si 1 on determine sur chacune d elles un point

M, tel que Faction etendue a Fare AM ail une valeur conslanle

donnee, le lieu des points M sera une courbe normale a toules les

trajectoires.

545. Si 1 on rapporte les poinls du plan au systeme de coor-

donnees forme par les Irajectoires passant en A ct par les courbes

qui les coupenl a angle droil, Felemenl lineaire du plan sera

donne parlaformule (a5), ou 9 designera Faction comptee a partir

de A. Nous aliens deduire de cette remarque une demonstration

directe du principe de la moindre action.

Ce principe pent etre enonce comme il suit :

Parmi tons les mouvements qui amenent le mobile d un

point A en un point M, la vitesse sur chaque trajectoire etant

reglee par Vequation
(,2 2 (U +- A),

le mouvement naturelest celuipour lequel Vaction ,
c est-d-dire

I integrale

/
M r M

V/2( U -+- A) ds = I v ds,
e/A

La demonstration est identique a celle que nous avons deve-

loppee dans le cas des lignes geodesiques. Construisons toutes les

trajectoires
da mobile correspondantes a la valeur donnee de h,

passant au point A; elles donnent naissance a un systeme ortho

gonal pour lequel on a

2(U-t-A)d*=dB-+-5roj.

Gela pose, il est clair que le minimum de I integrale

/V-zU-T-aA ds = f
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prise entre les points A et M, correspondra au cas ou d^^ sera nul,
le chemin suivi etant la trajectoire qui unit ces deux points. Je
n insiste pas sur toutes les conditions qui doivent avoir lieu pour
que la demonstration soil valable; elles sont identiques a celles

qui ont ele enumerees dans le cas des lignes geodesiques.

546. Le principe d Hamilton se rapporte a des hypotheses
toutes diflerentes de celles qui interviennent dans le principe de
la moindre action. II concerne Tinte^raleo

ds*

2 dt*-

Le mouvementde la nature est celui pourlequel cette integrate
est maximum ou minimum. Mais id le mouvement est compare
a tons ceuxqui ont lieu entre les memes points et dans le meme
temps, et, de plus, aucune loin est imposee a la vitesse. Nous
allons montrer qu il y a reellement minimum.

Si A et M designent encore les positions extremes et si Ton con
serve le systeme orthogonal dont une des families est composee
des trajectoires passant en A, Tintegrale precedente deviendra

Nous allons la comparer a celle qui correspond au mouvement
naturel. pour lequel h, demeure constant.

Soient 9
, U les valeurs de et de U dans le mouvement naturel,

f
i. L, 8

,
U etant supposees correspondre a la meme valeur du

temps; posons
^ = eo-^-w, U = U Ui.

On a, nous 1 avons vu,

L accroissement de 1 integrale d Hamilton, quand on passe du
mouvement naturel a 1 autre, est

rrdv-*d**
J [4(U-i-A)ft ~4
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Remplacons par sa valeur 8 + w; puis substituons la valeur

de ^ deduite de la form ale (26). L accroissement de 1 inlegrale

deviendra

U -1- h dt*&amp;gt;

4(U4-/i)
&quot;^

4(U + h)

ou, apres quelques reductions,

Ui(Uo+A)
U-t-A

dt

f
dot*

di*

4(U.-f- h) U-4- h U -h A

Comme les deux mouvements se font entre les memes points et

dans le meme temps, w est mil aux deux limites; on peut done

supprimer le terme -^ et il reste pour 1 accroissement de Finte-

grale 1 expression

dt*

Sous cette forme on voit clairementque 1 integrale d Hamilton a

augmente. Pour que 1 integrale precedente soit nulle, il faut quo

Ton ait a chaque instant

ou

*&amp;gt; 7,
=

et ces equations caracterisent le mouvement naturel.

oil. Nous ne nous etendrons pas davantage sur les principes

precedents etnous remarquerons, en terminant, que la demonstra

tion du principe de la moindre action peut se rattacher directe-

ment a la theorie des lignes geodesiques de la maniere suivante.

x etjr etant les coordonnees rectangulaires d un point du plan,

U la fonction des forces et h la constante des forces vives, consi-
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derons la surface dont [ element lineaire est donne par la formule

Cette surface sera representee sur le plan avec conservation des

angles/rnais de plus la correspondance est telle quVi toute trajec-
toire du mobile dans le plan correspond une ligne geodesique
de la surface et vice versa.

Cette proposition s est deja presentee plusieurs fois dans les

raisonnements precedents. Nous aurions pu Tetablir, soil en com-

parant Inequation diflerentielle (3) des trajectoires a celle (8) des

lignes geodesiques (n 514), soil en rapprochant Tequation aux

derivees partielles (7) de 1 equation (5) (n 531) dont depend la

recherche des lignes geodesiques. Nous pouvons maintenant

la demontrer immediatement; car, si Ton rapporte les points du

plan a un svsteme de coordonnees dont une des families est formee

de trajectoires du mobile, 1 element lineaire du plan sera donne

par la formule (20); celui de la surface correspondante aura done

pour expression

par suite, les lignes 9, = const., c est-a-dire les trajectoires du

mobile dans le plan, correspondent necessairement a des geode

siques de la surface; et vice versa.

Gomme application, considerons le mouvement d un point attire

par un centre fixe en raison inverse du carre de la distance: / de-

signant la distance au centre fixe, on aura

T- /
-

L li = -
r a

La surface dont les lignes geodesiques correspondent aux tra

jectoires du mobile aura pour element lineaire

ou, en passant aux coordonnees polaires /*, r.

(28) ds*

Les surfaces de revolution admettant cet element lineaire sont
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definies par les formules

(29)

, / \j. r(ia r) v
x m I / - cos

\ a m

Toutes les fois que m sera commensurable, a un point du plan

correspondent des points de la surface en nombre limite; et, par

suite, toutes les lignes geodesiques qui ne viendront pas ren-

contrer la limite de la surface seront fermees, comme les ellipses

du plan auxquelles elles correspondent.

548. Cette correspondance, etablie entre un plan et une surface

de telle maniere que les trajectoires du plan correspondent aux

lignes geodesiques de la surface, met immediatement en evidence

le principe de la moindre action, qui n est autre chose que la tra-

duction dans le plan de la propriele de minimum relative aux

lignes geodesiques; mais elle conduit sans calcul a un grand
nombre d aulres propositions. Nous avons vu, par exemple, que,
surune surface, les courbes lieux. des points tels que la somme ou

la difference de leurs distances geodesiques a deux courbes fixes

(C), (C )
soit constanle forment un systeme orthogonal. Ce

sjsteme peut evidemment se determiner sans integration toutes les

fois que 1 on connait les deux courbes (C), (C )
et que 1 on a

1 expression de la distance geodesique de deux points de la surface.

On peut meme ajouter que, si 1 une des deux courbes (G) est

donnee, on peut determiner 1 autre (C
;

)
de telle maniere que 1 une

des families du sjsteme orthogonal contienne une courbe (D)
donnee a 1 avance. En reportant ce resultat dans le plan, nous ob-

tenons la proposition suivante :

Toutes les fois que I on aura, dans le plan, la solution com

plete d un probleme de Mecanique et lafonction^ relative a ce

probleme, on pourra determiner, sans integration nouvelle,

une injinite de systemes orthogonaux dans le plan, contenant

une courbe (D) donnee a Vavance; les equations qui definissent
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ces srstemes contiendront une fonction arbitraire d une va

riable.

An reste, cette proposition peut se demontrer directement de

la maniere la plus simple. Soient en eflet 9 et 7 deux solutions

quelconques de I equation aux derivees partielles (-7). On aura

&amp;lt;W\
2 /d9\* /*r\* (di

et, par consequent,

Cette equation exprime que les courbes

6 7 = const.. 6 3 = const.

se coupent a angle droit et forment les deux families d un systeme

orthogonal. Si 1 on veut qu une certaioe courbe (D) fasse partie

de Tune de ces families, il suffira de determiner deux solutions

h. 7 de I equation aux derivees partielles qui aient la meme valeur

en chaque point de la courbe (D). On prendra 7 arbitrairement.

ce qui introduira une fonction arbitraire; 9 sera ensuite deter-

minee par la condition d avoir la meme valeur que 7 en tous les

points de la courbe (D). Nous savons (n 542) que fil sera une

fonclion distincte de 7.

oi9. Les propositions generales qui precedent permettent d e-

tablir que Ton pourra determiner une infinite de systemes ortho-

gonaux algebriques dont fera partie une courbe algebrique quel-

conque, donnee a 1 avance. Remarquons d abord qu il y a une

infinite de problemes de Mecanique pour lesquels Yaction est

une fonction algebrique, c esl-a-dire pour lesquels 1 equation

admet une integrate complete algebrique. Sans parler meme du

cas oil la fonction des forces est nulle, prenons, par exemple,
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A et B etant des constantes quelconques et m, n deux entiers. On
aura la solution complete

= J y-tAxn h ady,

qui est evidemment algebrique. Si 1 on applique les methodes

precedentes en employant cette valeur de 9, on voit que toutes

les solutions de I equation (3o) assujetties a prendre une valeur

algebrique en tous les points d une courbe algebrique seront alge-

briques. On pourra done obtenir une infinite de systemes ortho-

gonaux algebriques dont fera partie une courbe algebrique

donnee. Ces systemes sont de deux especes differentes. Les uns,

dont 1 une des families sera formee par les trajectoires du mobile

qui coupent a angle droit la courbe donnee, sont analogues aux

systemes orthogonaux formes avec une famille de courbes paralleles

etleurs normales communes. Les autres seront analogues au sys-

teme orthogonal forme par les deux families de courbes lieux des

points tels que la somme on la difference de leurs distances geode-

siques a deux courbes fixes (C),(C )
soil constante. Us contien-

dront dans leur definition une fonction algebrique arbitraire, alors

meme que 1 on aura assujetti une courbe donnee a 1 avance a faire

partie de 1 une des deux families du systeme orthogonal.

550. II est aise de voir que la methode precedente s etend a

1 etude du mouvement d un point sur une surface et
?
en general, a

tous les problemes de Mecanique danslesquels il y a une fonction

des forces, la position du sysleme mobile dependant de deux va

riables seulement. Nous ne developperons pas les calculs, qui

seront donnes plus loin lorsque nous traiterons du probleme le

plus general de la Mecanique; et nous nous contenterons d in-

diquer ici d aulres questions de Mecanique dans lesquelles on re-

trouve les proprietes que nous venons d etudier.

On doit a differents geometres ( )
des proprietes des brachisto-

( ) Voir, par exemple, ROGER, These sur les brachistochrones (Journal de

Liouville, i
re

serie, t. XIII, p. 4 1
; i848).

ANDOYER, Sur la reduction du probleme des brachistochrones aux equations

canoniques (Comptes rendus, t. C, p. 1677; i885).
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chrones, analogues a celles que Gauss a fait connaitre pour les

lignes geodesiques. L explication de ce fait repose sur la remarque
suivante.

Proposons-nous de determiner les brachistochrones sur une

surface (-). La vitesse du mobile etant donnee par 1 equation des

forces vives

les brachistochrones seront les courbes pour lesquelles Tintegrale

ds

prise entre deux points quelconques de la courbe, sera minimum.

Or, si Ton considere la surface (S ) pour laquelle 1 element lineaire

ds est determine par la formule

ds -

elle correspondra a la surface () avec conservation des angles; et

les brachistochrones de (-) correspondront aux lignes geodesiques

de (S ),
Tare de chaque geodesique etant egal an temps dans lequel

est parcourue la portion correspondante de la brachistochrone.

Cette simple remarque permet d etendre aux brachistochrones

toutes les proprieles des lignes geodesiques. On reconnait ainsi, en

particulier, que les brachistochrones satisfont reellement a leur

definition et que le temps dans lequel un arc quelconque de ces

courbes est parcouru est reellement un minimum, pourvu toute-

fois que cet arc ne soil pas trop etendu.

On peut aussi assimiler les brachistochrones aux trajectoires

dans un mouvement plan; et cette comparaison offre Tavantage

de s etendre d elle-meme aux brachistochrones dans 1 espace.

Supposons 1 element de la surface (S) ramene a la forme

(34) &amp;lt;fts=X(rf.r*-4-rfr).

L integrale qui doit etre minimum est

En verlu du principe de la moindre action, on reconnait imme-
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diatementque lesbrachistochrones correspondent aux trajectoires
d un mouvement plan dans lequel la fonclion des forces U aurait

pour valeur

u =ul/,

la vitesse du mobile etant donnee par la formule

(35) P= 2 U
,

ofi la constante des forces vives a la valeur particuliere zero.

Des remarques analogues peuvent etre faites aussi en ce qui
concerne les figures d equilibre d un fil flexible et inextensible.

Mais nous laisserons ce point a 1 examen du lecteur.

551. Dans les developpements precedents, nous avons associe

seulement celles des trajectoires pour lesquelles la constante des

forces vives a la meme valeur. Cette restriction est bien d accord

avec 1 esprit de laMecaniquemoderne, qui attache moins d impor-
tance aux forces qu a Yenergie et qui permet de regarder comme
distincts deux problemes dans lesquels, la fonction des forces

etant la meme, 1 energie totale est differente. Quoi qu il en soit,

en groupant les trajecloires pour lesquelles la conslarite des forces

vives prend des valeurs differentes, on obtientles resultats suivanls

que nous aliens rapidement signaler.

Considerons des trajectoires quelconques, formant une famille

analogue a celles que nous avons definies au n538; x ely seront

encore des fonclions de x et deyi niais la constante /, variant

quand on passe d une trajectoire a 1 autre, devra etre consideree

ici comme une fonction de x et dey. On aura encore les equations

,
dx

,
dx d\]

dx dy dx

( 36 ) , dy , dy dU
x ~ \-y-f- = T &amp;gt;

dx dy dy

.r 2 -I-y - = 2 h -+- 2 U.

Mais la differentiation de 1 equation des forces vives donnera

des resultats differents; il ne faudra plus y regarder h comme une

constante independante de x et de y. La differentiation donnera
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done les equations

,
dx j dy _ dh &amp;lt;HJ

\

X
dx ~^ dx

~
dx dx

(&quot;\~\ &amp;lt;

} ,dx ,dy dh di:

i * ^ ^y-- =3 - T~
\ dy dy dy dy

Si Ton elimine -r &amp;gt; 3- enlre ces equations el les precedentes,dx dy
on trouvera

/ dy dx \ dh
^

\ dx dy / dJT

,/dy _M\ _ _dhV
\dx

~
dy)

~

dydy

Posons maintenant

aura d abord

i dh i dh=
ldx~ ~ldy

la substitution de ces valeurs de a/, y
3 dans 1 equation des forces

vives donnera la relation

A/j =2A !
l./i U).

ou A/z designe le parametre difierentiel de Lame

dh* /dh\*

el qui fera connaitre A. On obtient ainsi

.(h U) &amp;lt;JA~ ~^r
En portant ces valeurs dans la formule (38), qui sert de defini

tion a A, on trouve 1 equation aux derivees partielles
du second

ordre

d /VU^TA dh\ _d_ /y/iT^A

dx\ l/\h dx)
*&quot;

dy \ ^h dr

qui definit la fonction h. Lorsqu on aura une solution quelconque
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cle cette equation, les courbes

h = const.

seront les trajectoires de la famille correspondante, et les equa
tions (4i) feront connaitre en chacun de leurs points les compo-
santes delavitesse du mobile. Inversement, si Ton sait determiner

les trajectoires, on saura aussi integrer 1 equation aux derivees

partielles (42). Lorsqu on aura obtenu, avec deux constanles ar-

bitraires a et b, 1 equation generale des trajectoires

il suffira d y remplacer a et b par des fonctions quelconques de h

pour obtenir 1 integrale generale de 1 equation (4a).

Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle :

les trajectoires seront des lignes droitesrepresentees par 1 equation

y = ax -f- b. i

L integrale de 1 equation aux derivees partielles correspondante
sera donnee par la formule

y = x
cp (

h
) + ^ ( h ),

ce qu il est aise de verifier.

Une circonstance particuliere donne quelque interet aux re-

marques precedentes. L equation aux derivees partielles (4 2
)

intervient dans Fetude d une question de minimum relative a

1 integrale double

(t*\

qui est d une forme analogue a celle que Riemann a consideree

dans le principe de Dirichlet.

Imaginons que la fonction h soit donnee pour tous les points
d un contour ferme limitant une aire plane A. Si 1 on exprime que
1 integrale double precedente etendue a tous les points de cette

aire est minimum, on sera conduit, en egalant a zero la variation

premiere, a une equation aux derivees partielles qui sera precise-
ment 1 equation (4a).

Ainsi, a tout probleme de Mecanique dans le plan (et plus
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generalement a deux variables independantes), on pent rattacher

une propriete de minimum relative a une integrate double.

Quelques considerations de Geometric auxquelles le lecteur

suppleera facilement permettent d ailleurs de deduire cette pro

priete de minimum du principe de la moindre action.

oo2. Dans les deux Chapilres suivants, nous associerons seule-

ment des trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives

aura la meme valeur; nous aliens done indiquer ici sans demon

stration 1 extension que Ton pent donner aux proprietes prece-

dentes. Pour plus de nettete, nous nous contenterons, dans 1 enonce

des proprietes generalisees. de considerer les mouvements dans

1 espace.

Si I on cherche a determiner les fonctions \ et u. de x et de

y de maniere a rendre minimum I integrals triple

C C C /7^~S rf;jl
\~ ( ^ ^ \~ f

d ^ _ ^ ^.

JJV\*r d* ***r) \dx dy dx dy

X z(x, y. z. &amp;gt;.. u) dx dy &amp;lt;/;.

etendue a un volume ferme, les fonctions \et petant assujetties

a prendre des valeurs donnees en tons les points de la surface

ou des surfaces qui limitent ce volume, il suffira d integrer les

equations du mouvement relatives a un probleme de Meca-

nique oil la fonction des forces serait v(x,y, 5, \ JA),
la con

stante des forces vii-es etant nulle et \ et p etant traitees

comme des constantes, puis de remplacer dans les equations

generates de la trajectoire les constantes arbitraires par des

fonctions quelconques de A et de
;JL ;

on obtiendra ainsi deux

equations quiferont connaitre A et a.

Si I on cherche la fonction A qui assure le minimum de I in

tegrale triple

etendue a un volume ferme, A etant assujettie a prendre des

valeurs donnees en tons les points de la surface qui limite ce

volume, les surfaces
i. = const.
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devront etre celles pour lesquelles I integrate double suivante,

off d? designe Vaire d un element de surface,

I I v(*,y, -,

etendue a la portion de la surface comprise dans un contour

donne quelconque, sera un minimum.

En considerant, par exemple, Fintegrale

/*/*/&quot;* / / ^^ \ 2 / X\ \ 2 / /)\ \ 2

&amp;lt;
.{6 ) / / / i / (

T-
)

-+- ( T- )
+-

( T- } dx dy dz
&amp;gt;

J J J V \das) \ty) V^/

qui correspond a I liypotliese o = i
,
on reconnaitra que les sur

faces \ const, devront etre des surfaces minima. On est ainsi

conduit au resultat suivant :

Si Vequation
X = const.

represente line famille de surfaces minima, X devra satisfairc

u 1 equation aux derivees partielles

d\ \ / dX \ / d\ \

d I dv \ d ( d* \
*^ m , -vy^y ds \^

oft AX est le parametre differentiel du premier ordre

(48)

Cc resultat est du a Riemann
( ), qui a meme montre, commc

on le verifie aisement par un calcul direct, que, si Ton a une

seule surface representee par 1 equation

X=o,

il suffira, pour que la surface soit minima, que 1 equation aux

derivees partielles precedentes, au lieu d etre verifiee idenlique-

ment, le soit seulement en vertu de 1 equation de la surface.

( ) Riemann s Gesammelte Werke, p. 3n.
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La forme precedenle (4j) de 1 equation aux derivees partielles des

surfaces minima se rattache directement a celle de Lagrange

(I, n 175), que Ton retrouve d
?

ailleurs immediatemenl en suppo-

sant 1 equation de la surface raise sous la forme

~ =
=&amp;lt;&amp;gt;, ?) ,

les remarques par lesquelles nous 1 avons obtenue montrent que
1 on pourra ecrire immediatement, en coordonnees curvilignes

quelconques, Tequation aux derivees partielles des surfaces mi

nima; car, si Telement lineaire de 1 espace est donne par la

formule

(49) ds&amp;gt;-=H*-d?*-^Hld:,i + Hld.l.

Tintegrale (46) prend la forme

el la propriete de minimum, que nous avons signalee sans calcul.

conduit a 1 equation

(50 -M ^-^
dp\

H

qui remplace 1 equation (4~)- OD pourrait suivre la meme melhodo

si Ton ernplovait des coordonnees curvilignes obliques.
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CHAPITRE VII.

APPLICATION DES METHODES PRECEDENTES A L ETUDE

DES MOUVEMENTS DANS

Equations diflerentielles du mouvement. Toutes les trajectoires qui corres

pondent a une meme valeur de la constante des forces vives et sont normales
a une surface sont, par cela meme, normales a une famille de surfaces.

Equation aux derivees partielles d Hamilton et de Jacobi. Usage que Ton

peut faire d une integrale complete. Conditions auxquelles doit salisfaire

cette inlegrale. Definition de I action. Consideration de certains systemes
orlhogonaux. Formule relative a la variation de Faction. Generalisation du
theoreme de Malus et de Dupin.

553. Considerons maintenant les mouvements dans 1 espace.
Si U designe la fonction des forces, les equations du mouvement
seront

d*x _ dV fry _ dU d*-z _ rfU

~dl*
~

~dx ~dt*
~~

dy ~di*
~

l)z

x
,y ,

z designant les composantes de la vitesse.

Parmi tousles mouvements correspondants a une valeur donnee
de la constante des forces vives, etudions en parliculier ceux

dont les trajectoires passenl parun point, ou sont normales a une

surface, on, en general, satisfont a toute condition qui ne laissera

subsister que deux constantes arbitrages dans les equations de la

trajectoire. Nous aurons alors une congruence de courbes repre-
sentees par des equations telles que les suivantes :

f(x,y, z, a,b) = o,

&amp;lt;?(&,?,*, a,b) = o.
(3)

D ailleurs les composantes de la vitesse en chaque point devront
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satisfaire aux deux equations

(4)
*p

qui, jointes a 1 equation des forces vives, permettront evidem-

ment de les determiner, puis de les exprimer, par la substitution

des valeurs de a et de b deduites des equations (3), uniquement
en fonction de x, y, z.

Supposons que Ton ait obtenu ces expressions. Les equations
du mouvement prendront la forme suivante

(5)

qui est analogue a celle que 1 on rencontre dans 1 etude du mouve-

ment permanent des fluides; x
,

i
,
z devront aussi satisfaire a

1 equation des forces vives.

On peut deduire de cette derniere equation les valeurs de -r ,

dU d\] ^
&amp;gt;

-- Un a, par exempJe,

dV , dx ,dy , dz_ - /W_ -i
r J

\

- _ t

dx dx &quot; dx
&quot;

dx

En portant cette valeur de dans la premiere equation (5), on

obtient la relation

,
dx

,
dx

dx &quot;&quot;&quot;^

dy

dx
, dx

dz dx

que Ton peut ecrire de la maniere suivante :

,/dx _ d/\ _ _,
/dz _ dx

V
\dy

~
~dx)

~
&quot;

\dx~
~

&quot;dF

La deuxieme et la troisieme equation (5) donneront des for-

D. II. 3o
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mules analogues, d ou 1 on deduira le systeme suivant

dy dz dz dx dx dy
dz dy dx dz dy dx

(o)
-

-,

- =-
;

- = --
;

--

)

x y
1 z

qui contient toutes les relations independantes de la fonction des

forces entre x 1

, y ,
z .

On reconnait immediatement que 1 on pent satisfaire a ces

equations en annulant les numerateurs, c est-a-dire en supposant

que x
, y ,

z 1

done

Si 1 on porte ces valeurs de x
, y ,

z dans les equations (2) et

(5), 1 equalion (2) prendra la forme

/My /doy /&amp;lt;?oy

(8) (
-r-

)
-H Y- )

-T-
( -p )

= 2U -f-2/t,
\**/ W/ \^/

et le sysleme (5) se composera des equations que 1 on deduit de la

precedente en la differentiant par rapport a x, a y ou a .:. 11

sufjira done que 9 satisfasse uniquemerit a Vequation aux

derivees partielles (
8

)
.

Les equations (y) nous montrent immediatement quelle est la

signification geometrique de la fonclion 9. Si 1 on considere la

famille de surfaces represenlee par 1 equalion 9 = const., 9 etant

une integrale quelconque de 1 equation (6), les courbes qui sont

les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces sontaussi

des trajectoires du mobile, et la vitesse du mobile en chaque

point est egale a la derivee
y-

de 9 suivant la normale. En d autres

termes, ily a un potent iel 9 pour les vitesses.

La methode precedente reposant sur la consideration de cer-

taines congruences particulieres formees avec les trajectoires du

mobile, il est naturel de se demandcr si elle donnera toutes les

solutions du probleme de Mecanique, c est-a-dire toutes les tra

jectoires possibles. Soil (C) une de ces trajectoires passant au

point M (x , y ,
s

)
et soient x , y ,

z les composantes de la

vitesse du mobile en ce point, composantes qui verifieront neces-
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sairement 1 equation des forces vives

.rr * -^ v 3 - 5 oTT h* -JO &quot;&quot; i *J &quot;
&quot;

II y a evidemment une infinite de solutions 8 de 1 equalion (8)

dont les derivees premieres -r- , , prennent les valeurs x
,

-

(1
au point M . Considerons Tune quelconque f) de ces solu

tions. Les trajectoires orthogonales des surfaces V = const, seront

des trajecloires du mobile. Celle de ces trajecloires qui passe au

point M coincidera evidemment avec la courbe (C), les condi

tions initiates du mouvement etant les memes sur 1 une et sur

1 autre de ces trajecloires.

ooi. On est encore conduit a la consideration des congruences

particulieres pour lesquelles il y a un potentiel des vitesses par le

raisonnement suivant, qui mettra de nouveau en evidence le re-

sultat precedent.

Designons par A la valeur commune des rapports (6). On a

dy dz ..J _ i rA U. .

dz dy

dz dx
(9)

dy dx

et, par suite, en faisant usage d une idenlile bien connue,

(10) dx dv

Cette relation, qui rappelle \equation de continuite de 1 Hy-

drodvnamique, vient confirmer 1 analogie que nous avons deja

signalee plus haul et sur laquelle, d ailleurs, nous n ?

insisterons

pas. Si 1 on effectue les differentiations, elle prend la forme

d\ ,
d\ &amp;lt;ft.

_. _ _ , fdx _d/ _._
(&\ .

dx- dy~ (tz
&quot;

or dz /

le premier membre, que Ton peul ecrire ainsi

di_dx _ a), d^ ^d^dz
ox dt Or dt

&quot;^

dz dt
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a une signification tres simple; il exprime la derivee -r de\

lorsqu on se deplace sur une Irafectoire du mobile. Si done on

pose, pour abreger,

dx dy dz

dx dy dz

on aura
cft.

,

dt
~~~ v &quot;

d ou 1 on deduit
c

(12) A = A e
,

). designant la valeur de \ pour t = t . Done :

Si\est mil pour un point quelconque d une trajectoire, il

sera milpour tons les autres points de la meme trajectoire.

D apres cela, considerons, parmi les trajectoires du mobile (qui

correspondent toujours a une meme valeur de la constante des

forces vives), celles qui sont normales a une surface (), et remar-

quons que, par suite de la definition de \ et de 1 equalion des

forces vives, on a

(*y.
dzi\ /

d~\ IX
\dz dy)^y \dx ~r)z)

+ Z
\dy~~

( l3 )
A = ..Mi , A~\

II resulte de cette expression que \ sera nul pour le point ou

chaque trajectoire rencontre normalement la surface (S). Pour le

reconnaitre immediatement, il suffit de remarquer que, les equa

tions difierentielles des courbes de la congruence etant

dx dy dz
14 x

~~

y
~~

z

x
j y ,

z jouent ici le role des quantiles X, Y, Z du n 438.

1, elant nul pour un point de chaque trajectoire, sera nul par

cela meme sur toutes les trajectoires, quiseront, par suite, d apres

le theoreme du numero cite, normales a une famille de surfaces.

Nous retrouvons ainsi la proposition de MM. Thomson et Tail,

que nous etablirons, d ailleurs, d une autre maniere :

Toutes les trajectoires du mobile, correspondantes d une
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meme valeur de la constante des forces vives, quisont normales

d line seule surface, sont, par cela meme, normales a toute

tine familie de surfaces.

II resulte des raisonnements precedents que, pour obtenir

toutes ces families de surfaces normales a des trajectoires, il

faudra integrer 1 equation auxderivees partielles (8). Nous allons

examiner les diflferentes solutions de cette equation.

ooo. Nous n avons qu
:

a repeter ici ce qui a etc dit dans le cas

des mouvements plans. Si la solution 9 ne contient aucune con

stante, il faudra, pour avoir les trajectoires correspondantes,

integrer les trois equations (5) ou les equations (t4)- Mais je

vais montrer que, si la solution (j contient, en dehors de la con

stante qu on peut toujours lui ajouter, deux autres constantes

arbitraires a et &, on peut obtenir sans aucune integration la so

lution complete du probleme de Mecanique.

Substituons, en effet, 9 dans 1 equation (8) et prenons la derivee

par rapport a a
;
nous aurons

dx dadjc dy da dy dz da Oz

c . d8 dO dO - , , , ,,,
^i 1 on remplace ^- , ^-

--
respectivement par x ,

r
,
:

,
1 equa-

OJG y o*&

tion precedente prend la forme

Donc j- est constant sur chaque trajectoire du mobile. En ap-

pliquant le meme raisonnement a 6, on voit que les equations

dft ^8 .

(ID)
- = . ~.- = b .

da db

ou a
,
b designent deux constantes nouvelles, definissent une

trajectoire du mobile. On verifierait du reste immediatement que
les deux surfaces representees par chacune des equations prece-

dentes coupent a angle droit toutes les surfaces 8 = const.

En differentiant de meme par rapport a h Tequation (8), on
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Irouvera

el Ton aura, par suite, en integrant,

T designant une nouvelle constante.

Les equations (x5) et (16), contenant six constantes arbitraires

a, b, h, a
,
b

, T, definissent bien la solution la plus generale du

probleme pose. En essayant de le demontrer d une maniere plus

rigoureuse, on reconnaitra a quelles conditions doit satisfaire la

solution qui conlient les constantes
,
b. Si Ton veut, en effel,

determiner la trajectoire du mobile qui passe au point M(.r,^, 3),

le mobile admettant les vitesses x
, y1

,
^

,
liees necessairement par

1 equation des forces vives, on aura les trois equations

qui se reduisent a deux, en vertu des equations (2), (8), et qui
devront pouvoir determiner a et b en fonction des six quantites

donnees x,y, z, x ,y, z

Prenons, par exemple, les deux premieres. Pour qu on puisse
en deduire generalement des valeurs de a et de b, il faut et il

suffit que 5 y-
soient des fonclions independantes 1 une de

I autre des variables a et b. 11 faudra done que le determinant

. / dO dO \
o

[ , I

\ dx dy /

d(a, b)

soil different de zero. En raisonnant de meme avec
-^-&amp;gt; &amp;gt;

on est
oy Oz

conduit a la conclusion suivante :

La solution 9 doit etre telle que les deux equations

(jap t)
2 e a&amp;gt; o

da dx da dy da dz
/ m \ _. _* _
v J) * *
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qui se reduisent d ailleurs a une seule, ne soient pas identi-

quement verifiees.

On peut encore enoncer cette condition sous Tune ou 1 aulre

des formes suivantes :

II ne faut pas que fi, consideree comme fonction de a el de b.

satisfassc a une equation du premier ordre

independante de x,y. r.

On peut dire encore cpie 0, consideree comme fonclion de

r, z, ne doit pas satisfaire a une equation du premier ordre

distincte de 1 equation (8) et ne dependant ni de a ni de b.

Supposons. par exemple, que la fonction des forces soil nulle.

L equation (8) sera

/W\5 /&amp;lt;W\
S

/&amp;lt;W\
2

(5)
+
(^j ^U) =*&quot;

et elle admeltra la solution

i -r- \ X a -

Cette solution ne conviendra pas, bien qu elle contienne deux

constantes. On le reconnait immediatement en appliquant un

quelconque des trois criteriums que nous venons de signaler.

006. Xous voyons ici se presenter un fait nouveau. Dans le

plan, toules les families possibles de trajectoires du mobile font

partie &amp;lt;Tun systeme orthogonal, auquel correspond une certaine

solution *j de 1 equation aux derivees partielles de Jacobi. II n en

est plus de meme dans 1 espace : on peut certainement associer

les trajectoires du mobile en congruences qui admettent des sur

faces- les coupant a angle droit, nous venons de le demonlrer:

mais il exisle aussi des families de trajectoires ne possedant pas

cette importanle propriete.

Ce resultat pouvait etre prevu. Considerons, en eflet, le cas ou
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il n y a pas de force. Les Irajecloires correspondantes a une meme
valeur de h sont les droites de 1 espace, parcourues toutes avec la

meme vitesse. Or on sail bien qu un systeme de rayons recti-

lignes n est pas toujours forme des normales a une surface. Mais

on sail aussi que, si des droites sont normales a une surface, elles

le sont encore a une infinite d autres surfaces. Cette propriete
n est, on le voit, qu un cas particulier de celle qui appartient aux

trajectoircs d un mobile et que nous avons demonlree au n 554.

Si on laissait de cote les resultats etablis dans ce numero, on

pourrait encore demontrer, comme il suit, le theoreme de

MM. Thomson et Tait.

Etant donnee une surface (S), on sait toujours determiner une

solution 9 de 1 equation de Jacobi qui soit nulle pour tons les

points de cette surface. Alors les trajectoires du mobile, qui sont

normales a loutes les surfaces = const., seront, en particulier,

normales a (S). Gomme leur ensemble est determine par cette

derniere condition, la proposition est demontree.

En particulier, si la surface (S) devient infmiment petite et se

reduit a un point, on aura toutes les trajectoires passant par ce

point. On voit done que :

Toutes les trajectoires da mobile qui passent en un point

quelconque sont normales a une familie de surfaces,

Ici encore, on peut introduire une integrale analogue a celle

que nous avons definie au n&quot; 544. On a

-- .

dy ] \dz] dx dy
j dz

Lorsqu on se deplace sur une trajectoire, 1 equation precedente

prend la forme

c?0 = a( U -l- h) dt = /a U -f- 2 h ds.

II suit de la que la difference des valeurs M ,
QM - de relatives a

deux points M, M d une meme trajectoire est exprimee par la
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formule

(20)

/

M-= /
Jjg,

L inlegrale qui figure dans le second membre sera appelee, ici

encore, Vaction etendue de M a M. Les developpements donnes

par MM. Thomson et Tail montrent toute 1 importance de cet

element, qui doit etre considere, au meme litre que le travail.

dans 1 etude des problemes de Mecanique. La formule precedenle

donne, en parliculier, les theoremes suivants, analogues a ceux

du n

Si, sur les trajectoires passant par un point M ou normales

a line surface quelconque, on considere les arcs, comptes a

partir da point a&quot; incidence, pour lesquels faction a line

valeur donnee, le lieu des ejctremites de tons ces arcs sera

normal a toutes les trajectoires.

5o7. Nous aliens indiquer maintenant comment on pourra

employer une integrate complete

(21) t=f(x,y,s,a,b)

de 1 equation aux derivees parlielles de Jacobi pour resoudre

les deux problemes que nous venons de rencontrer.

D apres la regie de Lagrange, la solution la plus generale de

1 equation aux derivees partielles est fournie par les relations

= /(** ?,*&amp;gt;&amp;lt;*,&)+ ?(! *)

(22)

_ df _^d^~
(Ja da

df d-i

~Ti +- 3J7do do

entre lesquelles il faudra eliminer a et b.

Si Ton veut que la solution soil nulle ou, plus generalement,

ait une valeur donnee
&amp;gt;j.(x,y),

en chaque point d une sur

face (2), donnee par son equation

(23) z = l(x,y),

on remplacera par ;JL
et ; par A dans les Equations precedentes.
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ce qui donnera le systeme

df t)cp _ df &amp;lt;?&amp;lt;p

da da db db

En differentiant la premiere relation par rapport a x et a y
successivement et tenant compte des deux autres, on aura

df df dl diJ.
[

_ _ -. Q
dx d\ dx dx

L elimination de x et de y entre ces deux equations et la pre

miere des equations (24) fera connaitre o en fonclion de a etde b

et determinera, par suite, la solution cherchee.

Si Ton veut avoir la solution Q correspondante a toutes Jes tra-

jectoires passant par un point (#, y ,
z

) :
il faudra prendre

&quot;

(a6) o =
/&amp;lt;&amp;gt;o, Jo, ~o, , 6);

je me contente d indiquer ces propositions, qui appartiennent a la

theorie des equations aux derivees partielles et sont analogues a

celles qui out ete donnees plus haut (n
os 541 et 542).

558. Nous sommes conduits par les resultats precedents a

envisager les svstcmes de coordonnees curvilignes dans lesquels

on definirait un point de 1 espace par la valeur des trois quan-

tites

o, v-?-, i, -a.
da db

Un point est alors determine par 1 intersection de trois surfaces

appartenant a des families differentes; les surfaces des families

Oj = const., 2
= const.

sont engendrees par des trajectoires du mobile normales aux sur

faces
= const.

On aura done, en considerant x, y, z comme des fonctions
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de e, e., o,.

idx
dx dy dy dz dz _

M Wt

~*~
&amp;lt;M Wi

~*~
&amp;lt;Xi Wi

~

dx
dx_ dy dy_ __ dz_ dz_ _~~ ~~

et, par suite, 1 element lineaire de 1 espace sera donne par une

equation de la forme

ds*- = II- dh- M d() I -2 N
&amp;lt;/0, rfOj P rfO;.

On trouvera, comme precedemment (n 544), la valeur de H

2 L 2 /I

et, par suite, la valeur de ds2
pourra s ecrire

(28)

les quantites /?z, /?, /??/&amp;gt;

/i
2 etant essentiellement positives. On

peut deduire de cette formule le principe de la moindre action et

celui d Harnillon par des raisonnements analogues a ceux que

nous avons developpes dans le cas de deux variables. Au lieu

d insister sur ce sujet, qui sera repris d une maniere generale dans

le Chapilre suivant, nous indiquerons en terminant une formule

imporlante relative a faction.

559. Reprenons la relation

/- __.

(-19) 6M M - = / /aU ihds
Jv

qui donne 1 action M M etendue a Tare M M d une trajectoire.

Soil

=f(x,y,z,a,b)

une solution complete de 1 equation de Jacobi et soient

(3o)
- = -jda db

les equations memes de la trajecloire consideree. Designons par

JC,Y, z les coordonnees de M et par JTO , y ,
; celles de M . On
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aura, en vertu des equations (3o),

Jo, -o, a,

Ces deux equations feront connaitre a el b en fonction de #,

y, ,
^

, j ,
et permeltront, par suite, d exprimer 1 action M M

par une formule

ne conlenant que les coordonnees des points M, M . 11 est impor
tant de calculer les derivees de cette fonction. Or on a

M M =/(ar, y, z, a,b)f(x, y ,
*0i a, b )

et, par suite, en differentiant totalement,

^ ..,..oM M=

da ub

Comme les coefficients de oa, ob sont mils en vertu des equa
tions (3i), il reste simplement

nsi - - - - -
o M M = ^- 5ar-t- / 8y -t- -f- z ~- Sa?6 ojo T-^

da? dy
J dz dx^ dy

J dz

oil, en remplacant les derivees de felf par les vitesses,

( 33 )
oM M = x 82? -+- y oy -+- z 8z x GXQ y Qy ^Q o^o-

Gette relation, d ou la fonction y a completement disparu, et

que 1 on pent etablir aussi par le calcul des variations, est ana

logue a celles que nous avons demontrees aux nos 525 et 540. Elle

donne la variation de 1 action etendue a un segment de trajectoire

M M (fig. 36) lorsqu on passe a un segment de trajectoire infini-

ment voisin PP 7
. On pent lui donner une forme entierement geo-

metrique. Si M MP, MM P designent les angles que fait en M,

M la trajectoire avec les deplacements infiniment petits MP,
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M P
,
on a evidemment

ds

477

x Zx -+- y *y -^ s Is = MP cosM M P,

xo o^o -+ y o^ -T- ^ o o-o = M P (~ } cosMM P .

En remplacant les vitesses -^, ( -^ ) par leurs valeurs deduilesat \dt/ r

de Tequation des forces vives, on aura

(34)

oM M = cos M M P

M PV2UM.-r-2AcosMM P .

Fi 36.

Cette tbrmule comprend. comme cas particulier, celle qui est

relative a la difierentielle d un segment de droite, et elle donne
naissance a des consequences analogues. Xous signalerons seule-

ment la suivante, que le lecteur etablira en etendant la methode

donnee au n 430 pour la demonstration du iheoreme de Malus.

560. Etant donnee une .trajectoire quelconque el une sur

face (D), on pent imaginer que la trajectoire, a son point de ren

contre avec la surface (D), se reflechisse, ou se refracte d apres
la loi du sinus, de la meme maniere qu un rayon lumineux. La loi

de la reflexion ou de la refraction determine la tangente a la tra-

jectoire reflechie ou refractee; et, comme une trajectoire corres-

pondante a une valeur donnee de la constante des forces vives est

pleinement definie lorsqu on connait un de ses points et la tangente

en ce point, on voit que Ton pourra toujours determiner par une

construction geometnque ce que nous appelons la trajecloire

reflechie ou refractee. Gette definition etant admise, les raison-
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nements du n 450 ct 1 emploi de la formule (34) nous conduisent

au theoreme suivant :

Considerons toutes les trajecloires da mobile, qui sont nor-

w ales a line surface (), et supposons quelles se reflechissent

oa se refractent sur une surface (D), les trajecloires reflechies

on refractees seront aussi normales a une surface (,) que
I on construira de la maniere suivante : Si M esl le point oa

la trajectoire est normale a (S), P celui oil clle rencontre (D),

on prendra sur la trajectoire refractee un arc PM lei que

faction, etendue a Varc PM
,
soil egale au produitde I action

etendue a I arc MP par la constante -
&amp;gt;
n etant Vindiee de

refraction.

561. On pent imaginer des conditions dynamiques qui obligent

les trajectoires a se reflechir ou a se refracter d apres les lois que
nous venons d indiquer. Supposons, en eflfet, que, dans le voisi-

nage de la surface (D), la fonction des forces varie brusquement
de telle maniere qu elle soil remplacee par

2
(U-j- A) h,

n etant 1 indice de refraction. Apres le passage a travers la sur

face (D), la loi des trajecloires redeviendra la memc; les equations

du mouvement (i) et (2) changent, il est vrai; mais il suffit, pour

ramener la forme primitive, d y remplacer dt par On aura

done les memes trajectoires, mais parcourues avec des vitesses

qui seront augmentees dans le rapport de 1 indice n a 1 unite. Pour

savoir comment les trajectoires se substituenf les unes aux autres

dans le voisinage de (D), il suffit d appliquer le llieoreme de

MM. Thomson et Tait. Si les trajectoires incidentes sont nor

males a une surface (S), elles demeureront normales a toutes les

surfaces que Ton obtienclra en prenant a parlir de leur point d in-

cidencc sur (S) un arc tcl que Faction etendue a cct arc ait une

valeur donnee. Soient M le point d incidence pour une des trajec

toires, P le point ou elle rencontre D, M un point de la trajectoire
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refractee. On aura

MP =

PM = n I /aU ihds.

Si done on determine le point M par Inequation

/P / M

/
/&amp;gt;U

-t- ih ds n I \ 2\J &amp;gt;Jicts = const.,

t/ji /p

on devra obtenir une surface normale aux trajectoires refractees.

Gette condition, combinee avec la formule (34), determine, on le

reconnaitra aisement, la loi de la refraction, et Ton retrouve amsi

precisement la loi de Descartes que nous avions admise a priori,

dans le numero precedent.
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CHAPITRE VIII.

LE I llOBLEME GENERAL DE LA DYNAMIQUE.

Equations cle Lagrange. Transformation d Hamilton. Definition d unefamille
de solutions. Equations aux derivees partielles qui definissent la famille.

Families orthogonales. Equation aux derivees partielles de Jacobi. Usage

que Ton peut faire de ses differentes solutions. Expression de la force vive

due a M. Lipschitz. Principe de la moindre action. Formule de M. Liou-

ville. Definition de Yaclion. Expression de 1 action elementaire au moyen
d une integrale complete de 1 equation de Jacobi et de ses derivees par rapport
aux constantes. Autre rnethode d exposition des resultats precedents; elimi

nation du temps a 1 aide du principe des forces vives. Definition des angles

par rapport a une forme quadratiquc, travaux de M. Beltrami. Definition

et proprietes d invariance des parametres differentiels AO, A (6, 9,). Transfor

mations remarquables de la forme quadratique. Lignes geodesiques de la

forme, extension des theoremes de Gauss. Application au probleme ge

neral de la Dynamique.

562. Les methodes que nous avons appliquees dans les deux

Chapitres qui precedent s etendent d elles-memes a 1 etude du

probleme general de la Mecanique. II ne sera pas inutile de deve-

lopper ici ce nouveau mode d exposition des resultats fondamen-

taux qui sont dus a Hamilton et a Jacobi; car nous serons ainsi

conduits a certaines proprietes generales des formes quadratiques

qui eclaireront les resultats precedents et nous seront utiles dans

la suite.

Envisageons un probleme de Mecanique dans lequel il existe

une fonction des forces, que nous supposerons independante du

temps. Soient q { , q 2 , ..., qn les variables independantes dont

depend la position du systeme mobile, q\, . .., q n leurs derivees

par rapport au temps et 2T la force vive, definie par la formule

(i) 2 T = an g ^-

OLI les coefficients a^ sont des fonctions donnees de q t , q, ..., q lt .
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Le mouvement sera defini par les equations de Lagrange

d_ ff\_ __ dT _ dU

Hamilton a montre que, si 1 on introduit les variables auxiliaires

(3) P = A^=Z* a *3^ (i = i,2....,n),

on peut transformer ces equations de la maniere suivante.

Posons

(4) H = T I.

On peut exprimer H en fonction des variables
/&amp;gt;,-, q^ il suffit,

pour cela, de deduire des equations (3) les valeurs de q^ q t ,
. . .

, qn
et de les porter dans Texpression precedente. Si 1 on pose

(5)

ou, en adoptant la notation de M. Kronecker,

D = |a-|, (i, A- = i.-2. ...,n),

el si 1 on designe par A/* le coefficient de /A dans le determinant

precedent, les formules (3) nous donnent

/fi\ /l . A/n
/ 9i = ~r\~ P l pn .

Gomme on a, d apres le theoreme des fonctions homogenes,

(7) ^T =piq\ ...-r-pn qn ,

on obtiendra sans ditficulte la valeur suivante de T

(8) 2 T =

que Ton peut encore ecrire comme il suit

(9)
i

Pn
D. II. 3i
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et de la on deduit

(ro) H - T - U = ^
Une fois connue cette valeur de H, les equations du mouvement

sc presentent sous la forme canonique

dqt dtt dp, t)H
(11) JT = ^ ~JT = 3 ( l = [

&amp;gt;
2, . . ., n),at dpi dt dqt

et 1 equation des forces vives

(12) T = U + A

s ecrit ainsi

03) U = h.

Tel esl le premier resultat etabli par Hamilton.

563. Considerons maintenant toutes les solutions du probleme

pour lesquelles la constante des forces vives a une valeur donnee

h et soient

04) &amp;lt;/i fi( c \- C2, -., c 2 ,i_ 2 , h, t t ), (i = i, 2, ..., n)

les equations qui font connaitre les valeurs des variables qi en

fonction du temps.

Les valeurs des variables pi definies par les formules (3) seront

05) jBi
=

a&amp;lt;i^-&amp;lt;-art-^H-...-Ho/-^&amp;gt;
(i = i,a,...,n).

Au lieu de conserver les solutions les plus generales, imaginons

que 1 on etablisse, entre les zn i constantes a et h, n i rela

tions, d ailleurs quelconques. Par exemple, on annulera n i

constantes, on bien 1 on considerera 1 ensemble des solutions qui

correspondent a une meme position initiale donnee du systeme, etc.

On obtiendra ainsi des formules contenant seulement n i con

stantes

06) qi = ?K c
i&amp;gt;

C
2&amp;gt; &amp;gt;

cn-i, h, t 1 ), (1 = 1, 2, ...,),

qui defmiront ce que nous appellerons une famille de solutions.

On peut eliminer t 1 et les constantes c t

- entre les equations
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precedentes et leurs derivees

On sera ainsi conduit a un svsteme d equations differentielles

dont 1 integration permellrait de retrouver les equations (i6)el

qui peut etre considere comme definissant la famille de solutions

au meme litre que le sysleme (16). Si Ton porle les valeurs pre-
cedenles dans les formules (3), on en deduira des expressions de

/&amp;gt;,
, . . .

, pn en fonction de q t ,
. . .

, qn

qui pourront tenir lieu du svsteme (17). Nous aliens maintenanl

donner les equations qui determinent les fonctions
*!&quot;/

Gonsiderons d abord les n equations suivanles

dpi _ _ dH
dt dqi

du svsteme (i i); les /?, etant exprimees en fonction des variables

qi, elles prennent la forme

dpi , dpi ,

__ dpi_
, _ __

dH

el, si Ton remplace q f par sa valeur ^ , on Irouve

^i dpi dU dti
( 9) \* r=o.

I

D autre part, si 1 on porte les expressions de
/&amp;gt;,, ...,/? dans

1 equation des forces vives

(20) H = /i.

on doit obtenir une identite. II faut done que la derivee du pre

mier membre par rapport a qi devienne nulle, ce qui donne la re

lation
dH dp/. _
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En la retranchant de 1 equalion (19), on trouve

Ainsiles variables/?/, considerees comme fonctions de
gr, , ...,

&amp;lt;y

H ,

doivent satisfaire aux equations (20) et (21).

Considerons maintenant le second groupe des equations diffe-

rentielles (i i)

jfeL.*!!
dt opt

Lorsqu on y auraremplace les/?/ par leurs valeurs, on aura forme

un systeme de n equations differentielles du premier ordre, 1 equi-

valent du systeme (17), dont 1 integration fera connaitre les valeurs

de
&amp;lt;7),

fif 2
&amp;gt; ? tfn

ea fonction du temps et de n i constantes ar-

bitraires qui viendront s ajouter a la constante des forces vives.

Toute la difficulte est done ramenee, on le voit, a determiner

d abord les expressions de /? 13 /? 2; . . .
, p n satisfaisant aux equa

tions (20) et (21).

564. Le probleme etant ainsi transforme, on n apercoit nulle-

ment que Ton ait fait un pas vers la solution : 1 inU gralion des

equations (20) et (21) constitue, en apparence, une question beau-

coup plus difficile que celle qu il s agissait de resoudre.

Seulement ce probleme a des solutions particulieres qui sont

mises en evidence. On reconnait, en effet, immediatement que

les equations (21) seront verifiees si Ton prend ,pour/,, . . .
, pn

les derivees d une meme fonction quelconque 9

Quant a 1 equation (20), si 1 on y porte les valeurs precedentes

des variables pi, elle se transformer en une equation aux derivees

partielles qui defmira la fonction 9. Si Ton pose, pour abreger,
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on trouve ainsi

-o. A&amp;lt;) = 2(U--A),

et Ton peut enoncer le theoreme suivant :

A chaque integrals de I equation aux derivees partielles

(20) correspond une famille de solutions du probleme propose
pour lesquelles h est la constante des forces vives et que Von
determinera completement en effectuant I integration du sys
teme d equations differenlielles.

D apres les raisonnements que nous venons d exposer, il est

clair que le theoreme precedent fournit seulement des famillles

particulieres de solutions; mais nous verrons, et 1 on peut de-

montrer des a present, que ces families particulieres compren-
dront loutes les solutions possibles du probleme propose. Soil en

eflfet (y) une telle solution; elle esl entierement definie par les

valeurs iniliales
/&amp;gt;&quot;, q*k des variables /?/, q^ valeurs qui doivent

d ailleurs satisfaire a I equation des forces vives

H = h.

Or il existe une infinite de solutions fi de I equation aux derivees

partielles (20) telles que Ton ait

\A

=pi pour qi =q ...... q n = qn .

Dans chacune des families correspondantes, la solution (y ) de

finie par les valeurs initiates q des variables qi coincidera avec la

solution (v); car, pour les deux solutions, les valeurs initiales

p, qk de toules les variables/)/, q^ seront les memes.

060. Nous donnerons le nom de families orthogonales a

toutes celles qui sont definies par I equation (a5) et le systeme

(26). Lorsqu on connaitrala solution 0, la determination complete

de la famille correspondante exigera Tintegration du systeme (26).

Celte derniere integration sera facilitee, et pourra meme elre

rendue inutile, si la solution contient un certain nombre de con-
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stantes arbitraires. G est en cela que consiste le theoreme fonda-

mental de Jacobi, que nous allons d abord demontrer.

Soil

une solution de 1 equalion (2.5) contenant les constantes arbi

traires c
{ ,

. . .
, c\. En differentiant les deux membres de cette

equation par rapport a 1 une quelconque cp des constantes pre-

cedentes el remarquant que U+ /t ne contient pas cp ,
on trouve

dq t dqk dcp

D apres la formule (6), 1 ensemble des coefficients de T-- est

precisement qk . On aura done

2
k

ou, plus simplement,

et, en integrant,

-~

- = const. = c n .

dcp

On demontrerait de la meme maniere 1 equation

_? /&amp;lt;?0\ _ &amp;lt;J6 _
dt\dh)~~

l&amp;gt; d/t~
Ainsi :

Si la fonction 9 contient dans son expression Les constantes

arbitraires c
f , Co, . . .

, ex, les equations

d dQ

^ =C
&quot; &quot;

X̂

^ CX

sont autant d integrales du systeme (26); de plus, si Von n a

pas attribue a la constante des forces vives une valeur nume-

rique, I equation

fera connaitre le temps.
Si I integrale 9 est complete, c est-d-dire si elle contient
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n i constantes arbitraires cp , les equations

M ae tw

donneront Vintegration complete du systeme (26).

La proposition de Jacobi se trouve ainsi etablie.

Ici encore, par des raisonnements analogues a ceux du n ooo,

on reconnaitra a quelles conditions doit satisfaire 1 integrale com

plete. II faut que, si on la considere comme fonction des con

stantes cp ,
elle ne satisfasse a aucune equation de la forine

Cette condition est d ailleurs equivalente a la suivante : 9, con-

sideree comme fonction de q^ ..., qn ,
ne doit verifier aucune

equation aux derivees partielles independante des constantes cp et

distincte de 1 equation (24).

066. Les equations (29), auxquellesil faut joindre les suivantes

(tt &amp;lt;W

Pt=S
d^

Pn= Wn

qui feront connaitre les vitesses, definissent la solution la plus

generate du probleme propose. Considerons, parmi toutes les

solutions, celles qui correspondent a une meme position initiate

du systeme mobile. Soient q t ,
. . ., q^ les valeurs des variables qi

qui definissent cette position et soil

6 =/(?!: ;? Ci,...,Ca_i,h)

la solution qui figure dans les formules (3o). Nous poserons

les equations (29) devant etre verifiees quand on y fait qi
= qf, on

aura

dct
&amp;gt;

et, par suite, ces equations prendront la forme

(3i) .(/_/ )= , (* = i, 2. ...,

UFI7BRSIT7
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En attribuant aux constantes a toutes les valeurs possibles

dans ces equations, on obtient ainsi ce que nous avons appele une

famille de solutions. Cette famille est orthogonale; on peut le

montrer de la maniere suivante.

D apres la definition meme des families orlhogonales, tout re-

vient a etablir que 1 expression

( 32 ) ^ Pi dcH=2 ~dq~i

dqi

est une differentielle exacte apres qu on y a remplace les con

stantes a par leurs expressions en fonction de q\, ..., qn deduites

des equations (3i). Or, si 1 on considere la fonction

ou Ton a remplace les constantes c\ par leurs valeurs deduites des

equations (3i), et si on la differentie totalement, on trouve

Les coefficients des different] elles dcp etant nuls en vertu des

equations (3i), &amp;lt;fadevient egal a 1 expression (3a). La proposition

que nous avions en vue est done etablie. Nous la retrouverons

plus loin par une voie toute differente.

La solution particuliere T que nous venons d obtenir, solution

que 1 on peut exprimer en fonction de q\, . . .
, qn , q { ,

. . .
, q t̂ ,

joue, comme on sail, un role fondamental dans la theorie d Ha-

inilton.

Les raisonnements precedents subsisteraient sans modification

si 1 on substituait a/ une fonction quelconque

,
c a , ....Ca-i, A);

de sorte que les equations

dc
(/ O)^ . (/)

=
I, 2, ..., /i I)

P

definissent toujours une famille orthogonale. Cette famille corres

pond a cette solution 8 de 1 equation aux derivees partielles que 1 on

obtient, d apres la regie de Lagrange, en eliminant c
t ,

C 2 ,
. .

,
cn _ t
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entre 1 equation
!=/-,

el ses derivees par rapport aux constanles arbitraires.

567. Les remarques precedentes s appliquent toutes a 1 hypo-
these ou la solution 8 contiendrait des constantes arbitraires.

Quand il n en sera pas ainsi, il faudra, pour determiner la famille

de solutions correspondante a la solution 0, integrer le systeme

(26). Toute integrale
F = const.

de ce systeme devra satisfaire a 1 equation lineaire

D&quot;

Nous designerons, pour abreger, par A(9, F) 1 expression

,33, M.,F,

L integration du systeme (26) equivaut done a celle de 1 equation
lineaire

A(0, F) = o.

Remarquons que le symbole precedent se reduit a A^l lorsqu on

y suppose F = h.

La consideration des families orthogonales va nous conduire a

une expression remarquable de la force vive du systeme mobile qui
a etc signalee par M. Lipschilz ( ). Soient 8 une solution quel-

conque de 1 equation (25) et 8,, f) 2 , .... 8 rt_ t
les n i Jntegrales

distinctes de 1 equation lineaire correspondante (34);

8, 6t, .... On_,

forment un systeme de n fonctions independantes; car, si 9 pouvait

( ) R. LIPSCHITZ, Untersuchung eines Problems der Variations-rechnung in

welchem das Problem der Mechanik enthaiten ist (Journal de Crelle,

t. LXXIV; 1871). On pourra consulter aussi une analyse de ce Memoire redigee

par 1 auteur dans le Bulletin des Sciences mathematiques, i serie, t. IV, p. 212 ;

i873.
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s exprimer en fonction de 0, ,
. . .

,
O fl _ , ,

on aurait

A(0, 6) = A0=o,

ce qui est impossible, A9 etant egal a U -h h. Nous pouvons done
introduire dans la forme quadralique

qui, divisee par dT~, donnerait la force vive, les variables 0, 9; a

la place des variables q L . On obtient ainsi une expression

22 atk dqt dqk = B ^ 2+ 2 B/

nous aliens chercher d abord les valeurs des coefficients B, Bj.

D apres Fequation precedente, on a

/w(36)

Or, lorsque 9 varie seule, les equations du mouvement sont ve-

rifiees; cela resulte de ce que 9,, . . ., 9,,_, sont les integrates du

systeme (26). On a done

(3~\ d&amp;lt;Ii _ ,
dt

-^ designant la derivee de 9 par rapport au temps dans le mouve

ment naturel. On deduit de la

dqk /\? A dt dt
a
^-)7T

= Z,/*?5 -7ft =Pi -jh

k

ou encore

(38)

Si Ton multiplie cette equation par -j~
et si Ton ajoute toutes

les equations semblables, on aura
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ou, en remarquant que, d apres les tommies relatives au change-

ment de variables, le coefficient de -~ estl unite,

L emploi de la formule (3y) nous permet d eliminerles derivees

- et nous donne

ou, en tenant compte de 1 equation des forces vives.

(39 ) z!
= 2(U ^ A) -

Telle est la formule qui fera connaitre la derivee de ^1 dans le

mouvement naturel. On en deduit la valeur suivante de B :

Calculons maintenant la valeur de B^. Si Ton multiplie les deux

membres de 1 equation (38) par -jp,
on aura, en ajoutant toutes

les equations semblables,

^ dqi dqk _ dt dO dg { ~\

Adqi dOp

et, comme le second membre est evidemment nul d apres les

formules relatives au changement de variables, on aura

En portant les valeurs de B et de Bp dans 1 equation (35), on

sera done conduit a Tidentite fondamentale

(4o) (i\:-*

f designant une forme quadratique des n i differentielles

&amp;lt;/9
( ,

. . ., d n _ t qui sera necessairement definie positive.

068. Telle est la formule etablie par M. Lipschitz. On peut en
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deduire une demonstration nette et precise du principe de la

moindre action. Sous la forme qui lui a ete donnee par Jacobi (
(

),

ce principe peut s enoncer comme il suit :

Etant donnees deux positions (P )
et (P,) du systeme mo

bile, imaginons tons les displacements continus qui amenent le

systeme de la premiere position a la seconde, les vitesses sa-

tisfaisant a chaque instant a requation des forces vives

aT

Si I on considere 1 integrale

r (

(40 /

relative a chacun de ces deplacements, elle sera moindre pour
le mouvement naturel que pour tons les autres deplacements.

Nous verrons plus loin, en effet (n 571), que la variation pre
miere de 1 integrale precedente est toujours nulle lorsqu on passe
du mouvement naturel a tout autre mouvement infmiment peu
different amenant le sysleme de (P )

en (P,). Nous aliens demon-
trer ici une proposition plus precise et prouver que 1 integrale
sera reellement un minimum lorsque la position (P,) sera suffi-

samment voisine de (Po)-

Soit, en effet, (y) un des mouvements naturels; considerons

une famille orthogonale de solutions (F) a laquelle appartiendra
le mouvement (y). On peut, par exemple, choisir toutes les solu

tions correspondantes a une position initiale (P
7

) qui soit 1 une

de celles que prend le systeme dans le mouvement naturel.

Gonstituons un domaine continu de positions, caracterise, par

exemple, par certaines inegalites auxquelles doivent satisfaire q^
q^ ..., qn , assujetti a 1 unique condition que la solution 9 de

1 equation (25), qui caracterise la famille orthogonale, y reste finie

et uniforme, ainsi que ses derivees premieres, sauf peut-etre pour
une certaine position determinee

(P&quot;). Supposons, de plus, que

( ) Vorlesungen iiber Dynamik, sixieme Lecon.
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ce domaine comprenne dans son interieur une partie des positions

qu occupe le svsleme mobile dans le mouvement (y). Si (Po) et

(P, ) designent deux de ces positions, nous allons montrer que
1 integrale

(4-2)

/* (*l)

B r
^&amp;lt;Po)

a laquelle nous donnerons le nom fraction, sera plus petite dans

le mouvement naturel que pour tout autre mouvement s accom-

plissant, entre les meines positions, a 1 mterieur du domaine de-

fini plus haul. En effet, il est impossible que deux positions dil-

ferenles (P )&amp;gt; (Pi )&amp;gt; comprises a 1 interieur du domaine defini,

apparliennent a deux solutions distinctes de la famille ortho-

gonale, correspondantes a la determination de que nous avons

choisie. S il en etait ainsi, une des deux positions (Po), (Pi )
serait

distincle de (P ) et, comme les vitesses relatives a cette position
\r\

sont delerminees par les equations (26). ou les derivees - ne

sont, d apres 1 hypothese, ni infinies, ni indeterminees, il en re-

sulterait que les deux solutions distinctes correspondraient a la

meme position iniliale et aux memes vitesses initiales, ce qui

est evidemment impossible.

D apres cela, evaluons Taction 51 en nous servant de la for-

mule (4o). Nous aurons

;
:; ,

r (p,)

a=/t/(p I

Dans le mouvement naturel on a

= 2
= . . . = n-i = o

;

et, d autre part, etant toujours positive d apres la formule

est une fonction croissante. On aura done

=
lP| ,

-
lP.,.

Si Ton considere maintenant tout autre mouvement s accom-

plissant dans le domaine defini, il ne peut, d apres la demonstra

tion precedente, reunir les deux positions (P ), (P|) et constituer
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une solution de la famiile orthogonale correspondante a la deter

mination de que nous avons choisie. Par suite, les differentielles

d
t , ..., dftn_ { ne seronl pas toujours nulles dans ce second

mouvement; et, comme / est une forme defmie positive, 1 inte-

grale Jl, evaluee dans le nouveau mouvemenl, sera superieure a

/-&amp;lt;

p
.)

4i
/0

et a fortiori a

/^(p i)

^IP&amp;gt;

Or, la fonction etanl bien delerminee a i inlerieur du domaine,
cette derniere integrale est toujours Q

(PI)
Q
(PJ)

. La proposition

que nous avions en vue est done etablie.

Supposons, en particulier, que la famiile orlliogonale consi-

deree soil celle qui est formee par toutes les solutions qui ont en

commun la position initiale (P ).
Soil 9 Finlegrale correspondanle

de 1 equalion aux derivees partielles, a laquelle on pourra toujours

ajouler une conslanle, de telle maniere qu elle s annule pour la

position (P ).
Le domaine conlinu pourra elre ici caraclerise par

1 inegalite (
1

)

6&amp;lt;A,

A elant une conslante positive choisie par 1 unique condition que
et ses derivees ne deviennent ni infinies, ni indeterminees a I in

terieur du domaine. Alors 1 action, dans le mouvement naturel qui
s effeclue a 1 inlerieur du domaine entre la position (P )

et une

autre position (Pj) comprise dans le domaine, sera un minimum
absolu. Car, d apres la demonstration precedente, elle est plus

pelile que celle qui est relative a tout autre mouvement s accom-

plissant dans le domaine; mais elle est aussi inferieure a celle qui
se rapporte a toul mouvemenl sorlant des limites, puisque deja
1 aclion dans ce mouvement, etendue seulement jusqu a la pre
miere position pour laquelle il sort du domaine, est au moins

egale a A et, par suite, superieure a O
(PI)

. Ce raisonnement ne differe

( ) La definition complete et precise de ce domaine exigerait quelques develop-

pements qui sont analogues a ceux que nous avons donnes aux n 518 et 521 rela-

livemcnt aux lignes geodesiques.
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que par le nombre des variables de celui que nous avons presente

au n 521.

569. La demonstration precedente etablit done, sans Tinter-

vention du calcul des variations et par des methodes purement

algebriques, le principe de la moindre action
;
sous ce point de

vue, elledoit etre rapprochee de celle que M. Liouville a fait con-

nattre dans un article insere en 1806 aux Comptes rendus
( ).

Nous allons indiquer rapidement une melhode nouvelle qui con

duit aux resullats obtenus par 1 illustre geometre.

Designons par wi les expressions

(4-0 a,-* d-i . / dq n .

qui sont egales aux quantites pi multipliees par dt, et considerons

la forme quadratique

(45)

On reconnaitra aisement qu elle est toujours positive ou nulle

et qu elle ne peut s annuler que si 1 on a

Cela pose, designons par les notations b {t ,
b {2 ,

b-2{ , b22 les

quatre elements qui sont des zeros et qui apparliennent aux deux

dernieres lignes et aux deux dernieres colonnes. Une formule

( ) J. LIOUVILLE, Expression remarquable de la quantite qui, dans le mou-

vement d un systems de points materiels a liaisons quelcongues, est un mi

nimum en vertu du principe de la moindre action (Comptes rendus, t. XLII.

p. 11^6, et Journal de Liouville, 2 serie, t, I, p. 297; 1866).
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deja rappelee (p. 124) nous donnera la relation

dK dK f dK
dbn db^ db

On etablit immediatement, ou par des combinaisons faciles de

colonnes, que 1 on a

D et AQ etant les expressions deja definies par les formules (5) et

(24). En portant ces valeurs dans 1 equalion (46), on trouvera

AO
^ ^ K

Si 1 on suppose maintenant que 9 satisfasse a 1 equation

AO =a(U + A),
on aura

(47) 2(U--A)

Gette equation, qui donne, comme la formule (4), une expres
sion de 1 action elemenlaire, peut remplacer cette identite et

jouerait le meme role dans la demonstration que nous avons

donnee du principe de la moindre action. Au reste, on peut
deduire tres aisement la premiere formule de la seconde.

En effet, d apres 1 expression (45), on reconnait immediatement

que K est une fonction quadratique des binomes

Toutes ces quantites, s annulant lorsqu on se deplace sur une

trajectoire, en vertu des equations differenlielles (26), seront

necessairement de la forme

^r
sera done une forme quadratique des differenlielles /8 l5 d^.2 , ...,

d lt_i . Cette remarque suffit a moiitrer que 1 equalion (4o) est une

consequence de la formule (47)-
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570. Nous negligerons ici ce qui concerne le principe d Ha-
milton. II suffirait, pour etablir ce principe et reconnaitre qu il y a

reellement un minimum de 1 inlegrale correspondante, de repeter
la demonstration du n 546, en substituant partout au terme
--

&amp;lt;/0; lafonction/(effi,, ...,&amp;lt;/9 /l_,) qui figure dans la form ule (4o).
Nous insisterons, au contraire, sur la generalisation suivante d un
resultat etabli au n 534.

Lorsqu on connaitra une integrate complete *) de 1 equation (20),
on pourra prendre pour les fonctions 6,, ..., Qn_, les derivees

de 9 par rapport aux constantes a. Posons

/* =
i dck

nous allons voir que Ton peut exprimer enlierement le second
membre de la formule (4o) en foiiction de 8 et de ses derivees.

Remplacons partout dans cette formule la
caracteristique d par

&amp;lt;/ AO ct egalons les coefficients de A dans les deux membres;
nous aurons la relation

2(U-,

qui est equivalente a 1 equalion d ou on Fa deduite, mais qui
coutient deux systemes de differenlielles. Les deux membres

peuveut etre considered comme dependant des 4/z i variables

&amp;lt;7/ ^7* vq#t O.- Laissant toutes les autres variables constantes,
diflerentions par rapport a

c&amp;gt;..
En remarquant que le premier

membre ne contient pas c\ et que Fon a, generalement,

d , du

nous trouverons le resultat suivant

1 V
2 2-

D.-II. 32
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Cela pose, clioisissons pour les differenlielles 07,, . . .
, oq,t

des

valeurs annulant SO,, 30 2 , , ^n-\- Si Ton pose

(49)

30

les valeurs de 6^7,, ..., oqn seront proportionnelles aux coefficients

tie _^L, . . ., J* dans le determinant precedent. Sil ondesigne par
dqi dqn

la notation (ik) ce que devient ce determinant lorsqu on y rem-

place 9 par O/A, 1 equation precedente nous donnera

tous les autres termes disparaissant en vertu de 1 hypothese faile

sur aq { ,
. . .

, oq,,. Si Ton joint aux equations precedenles 1 identite

on pourra eliminer Unites les derivees ^ -r-^r
et obtenir 1 equation

L 2 O Ct\J i

(n 1,1) ... (/i !,, i)

qui fera connattre /. On trouve ainsi

(1,1) ... (

ff-
(n i, i)
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D designant le determinant

| (lA:) | (i, A = 1,2 ..... n i).

Ainsi la forme quadratique a(U 4- /022 rt/Jir^ ^* 1 ui rc &quot;

presente ce que Ton peut appeler le carre de faction elementairc.

sera entierement exprimee en fonction de f) et de ses derivees par
une formule oil ne subsistera plus rien d inconnu. Ce resultat

comprend, comme nous 1 avons annonce, celui quiaele demontre
au n 534.

oTl. La variable t joue un role tres efface et disparait presque

completement dans les raisonnements precedents. On aurait pu
1 eliminer des le debut et retrouver ainsi, d une autre manierc.

les resultats que nous venons d
:

etablir. La question est assez im-

portante pour que nous indiquions rapidement ce nouveau mode
d exposition.

On peut, en employant le principe des forces vives, faire

disparaitre le temps des equations de Lagrange. Si Ton pose, eu

effet,

2 (T )
=
2*2i aik d(i i d(ik -

les equations de Lagrange s ecrivent comme il suit

fi dt J dt dqi dqi

Or on a, d apres le principe des forces vives,

Si 1 on porte cette valeur de dt dans les equations de Lagrange,
elles prennent la forme

i /(T)

ou, plus simplement,

(52)

^n d(T

(T) J

&quot;

*9i

d(T) y/U^A y/(T)
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Ge sont celles auxquclles on serait conduit en egalant a zero Ja

variation premiere de 1 integrale

(P.)

c V(u-4-A)(T) = i r
J ^

c

Posons

(51) ds* = ( 2 U -h 2 A )

&amp;lt;/5 designera ce que nous avons appele \action elementaire, et

Ton volt que la solution du probleme general de la Mecanique est

ainsi ramenee a la recherche du maximum ou du minimum de

1 integrale
/.

/J

(PI)

ds,

ou ds- designe une forme quadralique assujettie a la seule condi

tion d etre dejinie positive. G est en cela que consiste le prin-

cipe de Ja moindrc action; et 1 on reconnait immediatemenl,

grace a ce principe, que le probleme general de la Mecanique
n est qu une extension a un nombre quelconque de variables du

probleme de la recherche des lignes geodesiques. C est a ce point

de vue que nous aliens nous placer maintenant en prenant pour

guide un beau Memoire de M. Beltrami
( ).

572. Etanl donnee la forme quadratique

( 55 )
dsi

si 1 on fait un changement de variables qui donne

on aura aussi, en introduisant deux systemes de differentielles,

( ) E. BELTRAMI, Sulla teorica generale del parametri differenziali (Me-

morie dell Accademia delle Science dell Istiluto di Bologna, serie 2% t. VIIF,

p. 549; 1869).
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Par suite. Tangle (ds, os), defini par 1 equation

( 56 i els Zs cos(ds, os) =N 7 an- dq, Zq^.

sera un invariant. Dans le cas ou la forme est definie, on s assure

aisement, parl emploi d une identite deLagrange, que cos(cfc, Ss)

est en valeur absolue inferieur a Tunite. Nous dirons que 1 element

(ds. os) est Yangle des deux directions definies par les deux

syslemes de differentielles d et o. Deux directions seronl perpen-
diculaires lorsqu on aura

Etant donnee une relation quelconque

(58) *(qi.q,..,..q a )=o.

elle defiuira ce que nous appellerons une surface. Supposons que

^n &amp;gt;

&amp;lt;/n

varient sans cesser de satisfaire a celte equation; leurs

differentielles devront, a chaque instant, verifier la relation

(59)

Nous reserverons le nom de ligne a Tensemble des valeurs de

f/ t
..... qn qui sont des fonctions donnees d un parametre variable

t. Nous ne considererons dans ce Chapitre que des lignes et des

surfaces. Une ligne et une surface ont, en general, un nombre

limite d elements communs. La condition d orthogonalite de deux

lignes avant un element commun sera exprimee par la formule

(07), ou les caracteristiques d et o se rapportent respectivement

aux deplacements effectues sur les deux lignes.

Si une lisrne et une surface ont un element commun, nous dironsO

que la ligne est normale d la surface lorsqu elle sera normale a

toutes les lignes de la surface conlenant 1 element commun. Pour

qu il en soil ainsi, il faudra que 1 on ait

(60)
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la diiferentielle d se rapportant a un deplacement sur la ligne el

la diiferentielle o a un deplacement sur la surface. Si la surface

est represented par 1 equation (58), les differentielles bqi salisfont

a la scule condilion (09). II faudra done que les coefficients des

differentielles oq; dans les deux equations (67) et (09) soient pro-

porlionnels. On est ainsi conduit an systeme

Oqi
(* = i; *,...,*),

ou X est un faeleur de proportionnalite.

y-ds
Si on le resout par rapport aux derivees -~, on obtient les

valeurs suivantes

*2L
ds

les sjmbolesA;* et D designant les quantites deja definies, c est-

a-dire le determinant
|
a^

|

et ses mineurs du premier ordre.

Comme on a

.

,

ds ds

la multiplication des equations (61) et (62) donnera

^t ~y~
D dql dq~,c

Ea posant ici encore

on trouvera

(65) X:

Si Ton remarque main tenant que I ensemble des termes qui

multiplient -j~
dans 1 equation (63) est cgal, d apres la for-

mule (61), a XJ2-, on pent encore ecrire cette equation sous la

r .

OCH
torme suivante

&amp;gt;o dqt
q i ds
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ce qui donne

la differenlielle d-z se rapportant a un deplacement qui s eflectue

sur la courbe normale a la surface. La comparaison des formules

(65) et (66) nous donne done

et cette expression montre immediatement que As est un inva

riant (*).

o73. Ce fait essentiel peut aussi etre elabli de la maniere sui-

vante. Considerons la forme quadratique ds- et cherchons la

fonction m, telle que la difference

rfO*
as--- im

considered comme fonction de
/&amp;lt;/,, ..., dqn ,

se reduise a une

somme de n i carres. Si Ton prend les derivees de la difference

precedente par rapport a dq^dq*, ...,dqnj on obtient les n

equations V J ! ^ JO /

2.aikdqk
-- - rfO = o, (1=1.2 ..... n \.

*m* m oqi

dont le determinant devra etre nul. On peut leur adjoindre

Tequation W j
** &quot;

qui definit d$. En eliminant
&amp;lt;fO, dq t ,

. . ., dqn . on est conduit a

une equation qui donne precisement

m = AO.

La fonction m etant, d apres sa definition meme, un invariant,

il en sera de meme de AQ.

( ) E. BELTRAMI, Memoire cite.
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574. Puisque la difference

AO

se reduit a une somme de n i carres, qui sont meme posilifs

quand la forme est definie positive, on est conduit a introduire
1 element (9, ds) defini par 1 equation

(68) -fd
=&amp;lt;fcsin(e,&amp;lt;ft)-

L element (9, ds) sera dit Yangle Ae la surface (6) et de la courbe
a laquelle se rapportent les differentielles dqi. Cette definition

est d accord avec celle que nous avons deja donnee plus haul pour
I orthogonalite, puisque alors on aura, d apres la relation (67),

sin2(6, ds} =i,

De 1 invariant A9 on deduit immediatement le suivant
( )

,D dqi dqk

qui est le coefficient de aX dans le developpement de A(6 + )v8
( ),

ordonne suivant les puissances de la constante \.

Gela nous conduit a introduire encore 1 element (9, 6,) defini

par la formule

(70) c0S(M
V/A6

qui sera Yangle des deux surfaces (9), (9,).

En resume, nous avons defini, au moyen des invariants qui se

sont presentes successivement, Tangle de deux lignes, de deux

surfaces, d une ligne et d une surface. On verifiera aisement que

( )
On peut donner pour A (6, 6J une formule analogue a 1 equation (67). On

a, en effet, _ df\
A (6,9,) =i/B^- i

ds

la differentielle d se rapportant a un deplacement normal a la surface (9).
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ces angles ne changent pas lorsque la forme est multipliee par
line fonction quelconque des variables independantes. Si Ton

considere des lignes et des surfaces avant un element commun,

Tangle d une ligne et d une surface est le complement de Tangle

que fait la ligne avec la direction normale a la surface; Tangle de

deux surfaces est egal a celui des lignes qui leur sont normales.

Des calculs elementaires elablissent ces propositions, qu il etait

aise de prevoir et que le lecteur verifiera sans peine.

oTo. Xous aliens maintenant indiquer une consequence inte-

ressante de Tun des resultats precedents. Nous avons vu que la

difference

&amp;lt;-)
*-*

est toujours reduclible a une somme de n i carres

1 &amp;gt; 2 _ P5^_ J-P*MI -r- * * -r- . r _
i

.

Egalons a zero chacun de ces carres; nous aurons un systeme
d equations differenlielles

au nombre de n i . Designons par 8
t ,

b*. .... f)_t les n i inle-

grales de ce svsteme. c esl-a-dire les fonctions qui, egalees a des

constantes, donnent les relations les plus generales entre les \a-

leurs de q {
. ..., qn qui satisfont a ces equations. On aura evidem-

ment n i identites de la forme suivantc :

et, par suite, la difference (-1) prendra la forme

ft designant une forme quadratique des n i differentielles efl)/.

Celte egalite ne peut exister que si les fonctions 0, 8, , . . .
, Q_i

sont independantes les unes des autres; et, par suite, en les sub-

stituant aux variables primitives, on pourra exprimer A8 et les

coefficients def{
en fonction de 0, Q ( ,

.... ^_i-

r^fS^^
[T71I7BESITT]
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Ainsi, par un cJiangetnenl de variables qui exige settlement

I
J

integration de n i equations differentielles ordinaires, on

pent toujours ramener lafonction quadratique ds- a Ja forme
suivante

_

oft est une fonction arbitrairement clioisie, assujettic &amp;lt;~t

V unique condition que A9 ne soil pas mil.

En particulier, si Ton a

Ad = i,

on trouvera

ds*= rfO 2
-4- /! ( f/0] , . . .

, dbn-t ),

Cette remarquable proposition, a laquelle on pourrait aisement

ramener la precedente, est due a M. Beltrami. Elle joue dans la

theorie des formes a n variables le meme role que la proposition
de Gauss relative aux lignes geodesiques (n

os 519 et 531).
On pent definir d une maniere elegante le sysleme des equations

difFerentielles dont 1 integration fera connaftre les n i fonclions

Oj lorsqu on aura choisi la fonction Q. II suffit, pour cela, de s ajW

puyer sur les proprietes d invariance du symbole A(B, 8,).

Si 1 on cherche, en effet, les fonctions it satisfaisant a 1 equation

A(0, M) = O,

on trouve aisement, en calculant A(0, w) avec le second membre
de 1 equation (78), que 1 equation precedente se reduit a la forme

simple
du

Par suite, elle admet les n i integrales independantes ( ,

82} . . .
, 9rt_ (

. II suffira done d ecrire avec les variables primitives
1 equation lineaire

; 74) A
( &quot;^

les n i integrales independantes de cette equation lineaire se-
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ront les fonclions que Ton devra associer a ^ pour oblenir le nou-

veau systeme de variables.

Si la fonction quadralique (Is- est telle qu il existe une equation

aux derivees partielles

AO = U.

que Ton puisse inlegrer completement, U elant d ailleurs une

fonction de q t ,
.. ., qn choisie comme on le voudra, on pourra

lui donner sans inlegralion el d une infinile de manieres la forme

Car soil % une integrate complete de Tequation (j5 &amp;gt;;

en diffe-

renlianl les deux membres de celle equalion par rapporl a 1 une

quelconque c t des constantes qui enlrent dans Q, on trouvera

\A
fitl

et, par suite, -r
&amp;gt;

---i 3
- seront les differentes integrales de

dci ocn-i

I equation lineaire (~4)- Ce sont la, sous une forme un pen difle-

rente, les resultats fondamentaux de Jacobi.

576. Les transformations que nous venons de signaler vonl

nous permettrede trailer le probleme deja pose plus haul relative-

ment au minimum de 1 integrale

prise entre deux systemes de valeurs extremes donnes. Pour con-

server 1 analogie, nous donnerons le nom de geodesiques a toutes

les li^nes qui nous donneront une des solutions de ce probleme.

II est clair d ailleursque ces solutions sont invariantes, c est-a-dire

qu elles subsislent lorsqu on change les variables independantes.

D apres cela, nous supposerons d abord que Ton ait choisi ces

variables de la maniere suivante : n i des variables,^ ). ...,yn-\

seront telles que les equations

(77) ri=C,, .... Xn-t^Cn-i
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definissent, quelles qae soient les constanles C/, une solution du

probleme, c cst-a-dire une ligne geodesique. La derniere variable

9 sera simplement une fonction independante des precedentes.
Pour plus de simplicite on pent supposer que soil la valeur de

Fmtegrale / ds comptee sur chacune des lignes geodesiques (77)

a partir d une origine fixe, mais quelconque. Alors ds- prendra la

forme

Prenons comme variable independanle et posons

, _ ds
=

En egalant a zero la variation premiere de 1 integrale

Cds = fs rfO,

nous aurons les equations

d ds ds

Si nous ecrivons qu elles sont verifiees par 1 hypothese

nous trouverons les equations

-^
= o, (i = i, 2, ..., n i),

qui s integrent immediatement etdonnent

(79) t
=

&amp;lt;?(7i, y-i, .. .
, jrt-i), (1 = 1, a, ..., n i).

Ainsi, z7 /a?^ ef il suffit que tons les coefficients a; soient

independants de Q.
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D apres cela, considerons sur le lieu, defini par 1 equalion &amp;lt;j
= o,

qui conlient les points de depart de toutes les geodesiques

yf
= const..

une aourbe quelconque; et cherchons Tangle de cette courbe avec

lageodesique qui passe en un de ses points. On a, pour la geode-
sique,

et pour la courbe
W = o.

o)-,. ov j, ..., q/w_, elant quelconques. L angle w de ces deux

lignes, qui est defini en general par la formule (56), aura done ici

la valeur donnee par 1 equation

(80)

Pour que les lignes geodesiques soient normales au lieu geome-
trique (0= o) qui leur sert de point de depart, il faut et il suffit

que 1 expression precedente de cosw soil nulle pour toutes les va-

leurs des difFerentielles 8^/, c est-a-dire que Ton ait, pour = o,

a, = a 2
= . . . = a,,- l

= o.

Mais, comme ces coefficients ne contiennent pas 0, Us seront

alors identiquement mils,

Ainsi, si des lignes geodesiques sont normales a une surface

quelconque (9 = o), tons les coefficients &amp;lt;7&amp;lt; disparaissent clans

I expression (78); ds- prend la forme suivante

( 8 1 ) ds* = dV -/, ( dy lf . . . , dj^ ),

et, par suite, les lignes geodesiques sont aussi normales a toutes

les surfaces
6 = const.
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que I on obtient en portant sur chacune d elles a pai tir de

son point d&quot;

1

incidence line longueur donnee.

Tclle est la proposition demontree par M. Beltrami. Elle s ap-

plique aussi au cas ou Ton considere toutes les lignes geodesiques

passant par un meme point 5 car, si 1 on prend ce point pour

origine des arcs, on doit avoir, d apres la definition meme de 6,

ds t/0, pour = o,

quelles que soient les variables y-L . Par suite, les coefficients ai et

bik doivent s annuler pour 0= o. Mais, comme les premiers cii ne

contiennent pas 0, ils seront identiquement mils. Ainsi :

Si, sur ioutes les geodesiques passant par un point, on porte
des longueurs egales, a partir de ce point, le lieu geometrique
de Vextremite de ces longueurs est normal a toutes les geode

siques.

577. Les theoremes precedents, qui constituent une generalisa

tion de la theorie de Gauss, mettent immediatement en evidence

le resultat suivant, deja etabli aux n os 531 et 532 pour le cas de

deux variables.

La determination des lignes geodesiques de la forme qua-

dratique et I integration de I equation aux derivees partielles

AO = i

constituent deux problemes equivalents. La resolution de Van
entratne Jiecessairement celle de I autre.

II ne nous reste plus qu un mot a ajouter en ce qui concerne le

probleme le plus general de la Mecanique. II revient, nous 1 avons

deja remarque, a la determination des lignes geodesiques de la

forme

* dqt dqk = (U + A) d$z -

Si 1 on remarque maintenant que le parametre differentiel A9

evalue relativement a o?S 2 est egal au quotient par U +- h du meme
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parametre diflerentiel relalivementa els-, on reconnailra immedia-

lement que la solution du probleme de Mecanique se ramene a

1 inlegration de 1 equation

(83) AO = I It.

A etant le parametre differentiel par rapport a ds-.

D apres la remarque que nous avons
dejii faile (

n 574), Jes

angles des hgnes et des surfaces sont les memes par rapport aux

deux formes dS- et ds-. En tenant compte de ce resultat, on peut
etendre au probleme general de la Mecanique les deux propositions
relatives a rorlhogonalite que nous avons demontrees d apres
M. Beltrami dans le numero precedent. On retrouvera ainsi deux

theoremes que M. Lipschitz a enonces dans le Memoire que nous

avons deja signale plus haul et auquel nous renverrons le lecteur.

FIN DE LA SECO.NDE PARTIE.
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tions lineaires adjointes 1 une a 1 autre. Equations lineaires d ordre

impair equivalentes a leur adjointe. Propriete caracteristique; le

premier membre devient une derivee exacte apres sa multiplication

par la fonction inconnue. Etude de 1 iniegrale du second degre.

Relations quadratiques entre les integrales particulieres et leurs deri-

vees de meme ordre. Expression sans aucun signe de quadrature
du systeme le plus general de solutions particulieres d une equation
lineaire d ordre impair equivalente a son adjointe. Formation de

toutes les equations d ordre impair equivalentes a leur adjointe.

CHAPITRE VI.

Complements et solutions nouvelles des problemes resolus au Chapitre II. ii&amp;gt;

Etude nouvelle du cas oil la suite de Laplace se termine dans un sens.

Calcul direct des invariants pour les differentes equations de la

suite. Expression precise de la solution generale pour chacune de

ces equations. Relations entre les integrales generates de deux et

de trois equations conseculives de la suite. Integrale generale de

1 equation adjointe. Application au cas ou la suite de Laplace doit

se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du probleme re-

solu au Chapitre II. Relations entre 1 equation proposee et son

adjointe. Indication de trois formes differentes sous lesquelles on

peut mettre Tintegrale generale de 1 equation aux derivees partielles.

CHAPITRE VII.

Les equations a invariants egaux 107

Rappel des propositions deja signalees relativement aux equations dont

les invariants sont egaux. Emploi des solutions donnees au Cha

pitre precedent. Condition necessaire et suffisante pour que 1 equa

tion proposee ait des invariants egaux et soil integrable par la me-

thode de Laplace. Determination de toutes les equations a inva

riants egaux dont I mtegrale peut etre obtenue sous forme explicite.

Deuxieme solution de ce probleme. Theoreme de M. Moutard.

Expression precise de la solution generale. L emploi du theo-

reme de M. Moutard permet d obtenir toutes les equations dont la

methode de Laplace peut donner 1 integrale generale.

CHAPITRE VIII.

La resolution des equations lineaires les unes par les autres 164

Definition des expressions (m, n). Transformation que subit une telle

expression quand on applique la methode de Laplace. Une expres

sion (m, n) est definie, en general, a un facteur pres, par la condition

de s annuler quand on y remplace z par m -4- n solutions particulieres

de 1 equation proposee. Discussion des cas exceptionnels dans

lesquels cette proposition se trouve en defaut. Determination de
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toutes les expressions (m, n) qui satisfont a une equation lineaire

du second ordre. La methode de Laplace est comprise comme cas

limite dans celles qui resultent de 1 emploi des expressions (m, n) les

plus generates. Recherche de la fonction la plus generale satisfai-

sant a une equation du second ordre et definie par la quadrature

f (P dx + Q dy), oil P et Q sont des fonctions lineaires de z et de

ses derivees. Application an cas ou P et Q contiennent les de

rivees jusqu au premier ordre seulement. Extension au cas de deux

variables des proprietes des systemes adjoints. L integration de

1 une quelconquc des deux equations, ponctuelle ou tangentiellc, re

latives a un systeme conjugue trace sur une surface quelconque se ra-

mene a celle dc l aulrc.

CFIAPITRE IX.

Les equations harmoniques. Applications analytiques des propositions
developpees dans les deux Chapitres precedents ...................... 193

Definition des equations et des solutions harmoniques. Croupes de

quatre solutions liees par une equation quadratique. Application
du theoreme de M. Moutard au cas oil Ton emploie une solution

particuliere harmoniqtie. Theoreme relatif aux equations lineaires

de la forme

- D une telle equation, lorsqu on sail 1 integrer pour toutes les va-

leurs de h, on peut deduire une infinite d aulres equations de meme
forme que Ton saura intcgrer pour toutes les valeurs de h. Caractere

distinctif de toutes les equations lineaires qui derivent ainsi d une

meme equation. Etude d une transformation particuliere qui per-
met de passer d une equation harmonique a d autres equations har

moniques. Formule generale pcrmettant de rattacher a toute solu

tion non harmonique d une equation harmonique une infinite de

solutions particulieres nouvelles. Reconnaitre si une equation a

invariants egaux est une equation harmonique. Ce probleme est

equivalent au suivant : Reconnaitre si 1 element lineaire d une surface

est reductible a la forme

Application a 1 equation d Euler. Etude d une equation aux de

rivees partielles plus generale. Indication de quelques sujets de

recherche auxquels conduiscnt les propositions developpees dans cc

Chapitre.

CHAPITRE X.

Applications geoinetriques .............................................. 219
Determination de toutes les surfaces sur lesquelles les developpables
d une congruence donnee interceptent un reseau conjugue. L inte

gration d une seule equation lineaire aux derivees partielles permet
de resoudre ce probleme pour une suite illimitee de congruences
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rectilignes. Probleme inverse : Etant donne un systeme conjugue

trace sur une surface, trouver toutes les congruences dont les develop-

pables interceptent sur la surface ce reseau conjugue. Double solu

tion de ce probleme par 1 emploi des deux equations, ponctuelle el

tangentielle, relatives au systeme conjugue. Troisieme probleme :

Etant donnee une surface (S) et un reseau conjugue sur cette surface.

determiner toutes les surfaces (S,) telles que les developpables d une

meme congruence inconnue interceptent sur (S t ) un reseau conjugue

et sur (S) le reseau donne. Relations geometriques entre les deux

surfaces (S) et (S,). Application au cas particulier oil Ton etablit

une correspondance entre deux surfaces quelconques par la condition

que les plans tangents aux points correspondanls se coupent suivant

une droite situee dans un plan fixe. Cas oil le plan fixe est rejete a

I infini. Correspondance de Steiner. Application a TOptique ge&amp;lt;&amp;gt;-

metrique.

CHAPITRE XI.

Les surfaces a lignes de courbure isothermes..

Probleme de M. Christoffel. Recherche de tous les cas dans lesqueb

la correspondance par plans tangents paralleles etablie entre deux

surfaces determine un trace geographique de Tune sur 1 autre. Dif-

ferentes solutions deja connues de ce probleme; les surfaces humothc-

tiques, deux surfaces minima quelconques. Solution nouvelle. Elle

est fournie par des surfaces a lignes de courbure isothermes. Theo-

reme de Bour et de M. Christoffel. Application aux surfaces mi

nima. Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont

leurs lignes de courbure isothermes, c est-a-dire elles sont isother-

miques. On peut faire deriver de toute surface isothermique une

infinite de surfaces isolhermiques nouvelles. Formation de Tequa-

tion aux derivees partielles du quatrieme ordre qui caracterise lc&amp;lt;

surfaces isothermiques. Seconde propriele caracteristique : L equa-

tion ponctuelle relative au systeme conjugue forme par les lignes

de courbure doit avoir ses deux invariants egaux. Application?.

CHAPITRE XII.

Trajectoires ortlwgonales d une famille de surfaces. .

Condition pour que les courbes d nne congruence definie par deux

equations differentielles du premier ordre soient normales a une fa

mille de surfaces. Interpretation geometrique de la relation ana-

lytique a laquelle on est conduit. Condition necessaire et suffi

sante pour que les droiles d une congruence soient les normales d une

surface. Proprietes relatives aux deux nappes de la surface des

centres de courbure. - Integrale premiere, obtenue par la Geomelr

de Tequation differentielle des lignes geodesiques tracees sur une

surface du second degre.
- Etude du cas oil Tune des nappes de 1;

surface des centres se reduit a une courbe. - Surface a lignes de

courbure circulates; cyclide de Dupin.
- Condition pour que

courbes d une congruence admettent une famille de surfaces traje&amp;lt;

toires orthogonales lorsqu on connait les equations en termes

qui definissent chaque courbe de la congruence.
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CHAPITRE XIII.

Pages.
Droiles normalcs a line surface 3 _ ,

Theorie directe pour les congruences rectilignes. Condition pour
quc des droites partant des differents points d une surface soient nor-
males a une autre surface. Remarque d Hamilton. Equation
aux derivees partielles d une farnille de surfaces paralleles. Appli
cations. Theoreme de Mains. Propositions cle Dupin relatives

aux cas oil les developpablcs formees par les rayons incidents nc

spnt pas detruites par la reflexion. Definition des axes optiques
d une surface. Pour que des rayons incidents normaux a une sur
face aient leurs developpables conservees par la reflexion, il faut

et il suffit que ces developpables decoupcnt sur la surface reflechis-

santc un reseau conjuguc. Ombilics catoptriques de Dupin.
Exemples particuliers. Cas oil les rayons incidents emanent d un

point unique. Cas oil la surface reflechissante est du second degre.

CHAPITRE XIV.

La surface de M. Liouville et les surfaces clout les plans principaux sont

conjagues par rapport a une surface du second degre 291
Les surfaces dont les plans principaux sont conjugues par rapport a une

surface du second degre. Theoreme de M. Ribaucour rclatif aux

developpables formees par les normales. Indication de deux sur

faces remarquables salisfaisant a la definition precedente. Systeme
des surfaces homofocales du second degre. Surface qui admet pour
normales les tangentes communes a deux homofocales. Lignes

geodesiques dc rdlipsoi de. Equation en coordonnees clliptiqucs
d une droite quelconque; theoreme de Jacobi relatif a 1 integration
des equations abelienncs les plus simples. Propositions analogues
aux theoremcs de M. Chasles sur les polygones de perimelre maximum
ou minimum inscrits ou circonscrits a une ellipse. Integration de
1 equation aux derivees partielles des surfaces dont les plans princi

paux sont conjugues par rapport a une surface du second degre.
L integrale generale est de forme transcendante, mais Ic theoreme
d Abel permet dc clefinir un nombre illimite de solutions alge-

briques. Extension de la methode precedente a la determination
d un systeme triple orthogonal qui depend de trois fonctions arbi-

Iraircs d une variable.

CHAPITRE XV.

Les congruences de cercles et les systemes cycliqucs 3 14

Definition de certaines congruences speciales dans Icsquclles chaque
courbe est rencontree sculement par deux courbes infmiment voi-

sines. Cas oil les courbes cle la congruence sont des cercles.

Enveloppes d une famille de spheres dependant de deux parametres.

Lignes principales de 1 enveloppe. Ellcs correspondent a un

systeme conjugue trace sur la surface des centres des spheres.
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Etude detaillee du cas oil les lignes dc courbure se correspondent

sur les deux nappes de 1 enveloppe. Les six coordonnees de la

sphere variable satisfont alors a une meme equation lineaire aux

derivees partielles du second ordre. Les systemes cycliques de

M. Ribaucour; theoremes divers. Diflerentes manieres d obtenir

- -.-temes cycliques. Pour que les lignes asymptotiques se cor

respondent sur les deux nappes de la surface focale d une congruence

rectiligne, il faut et il sufQt que les six coordonnees de chaque droite

de la congruence verifient une meme equation lineaire du second

ordre.

LIVRE V.

DES LIGNES TRACEES SCR LES SURFACES.

CHAPITRE I.

Fortuities generates
Definition d un triedre trirectangle (T) lie a chaque element de la sur

face. Application des formules donnees dans le Livre I relativement

aux deplacements qui dependent de deux parametres. Systemes

de formules (A) et (B). Directions conjuguees. Lignes asympto

tiques. Lignes de courbure; equation aux rayons de courbure prin-

cipaux. Propriete cinematique des lignes de courbure. Formules

relatives a une courbe quelconque tracee sur la surface. Theoreme

de Meusnier. Courbure normale; courbure geodesique. Element?

du troisieme ordre. Formules de MM. O. Bonnet et Laguerre.
-

Sphere osculatrice.

r.H VPITRE II.

Les formules de M. Codazzi Mt

Formules relatives aux coordonnees obliques, I eleinent lineaire etant

determine par 1 equation

ds = \- du1 C- dv&amp;gt; -T- 2 AC cos a du dr.

Angle de deux courbes. Condition pour que deux directions soient

conjuguees. Lignes asymptotiques. Lignes de courbure. Theo

reme de Gauss. Courbure totale et courbure moyenne. Coor

donnees curvilignes rectangulaires; formules de M. Codazzi. Etude

particuliere relative au systeme coordonne forme par les lignes de

courbure. Application de la methode generale au systeme de coor

donnees forme par les lignes de longueur nulle. Determination

des quantites p, q, r, /&amp;gt;,. &amp;lt;/,.

r
t , ;. T. ;.. rn lorsqu on connait les

expressions des coordonnees rectangulaires x, y, -= en fonction de

deux parametres u, v. Application a 1 ellipsoide que Ton suppose

rapporle a ses lignes de courbure.
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CH.VPITRE III.

Pases.

Courbure normale et torsion geodesique 388

Theoreme d Euler sur la courburc clcs sections normalcs. Formule de

M. 0. Bonnet. Theoremes dc M. J. Bcrtrand. Introduction de

la torsion geodesique. Expression geometrique des six rotations qui

figurent dans les formules donnecs precedemmcnt. Relations enlre

les memes elements geometriqucs dans le cas des coordonnees obliques.
- Theoremes de Joachimsthal relatifs aux lignes de courbure com

munes a deux surfaces. Formule de M. Laguerre. Son application
a la determination du rayon dc courburc d une ligne Iracee sur la

surface aux points oil elle est tangentc a une ligne asymptotique.
- Theoremc de M. Beltrami. Torsion d une ligne asymptotique.
Formule de M. Bonnet relative an rayon de courbure d une ligne asym
ptotique. Application aux systemes orthogonaux et isothermes.

CIIAPITRE IV.

Les lignes geodesiques ^ o:&amp;gt;

Formes diverses de 1 equation differentiellc des lignes geodesiques.

Les lignes de longueur nulle de la surface satisfont a cettc equation
differentielle. Ligne geodesique passant par deux points suffisam-

ment voisins. Theoreme de Gauss relatif aux lignes geodesiques

qui passent par un point de la surface. Plus court chemin enlrc

deux points suffisamment voisins. Geodesiques normales a une

courbe quelconque. Second theoreme de Gauss; extension de la

- definition des courbes paralleles dans le plan. Trajectoires ortho-

gonales d une famille quelconque de geodesiques; elles se determi-

nent par une simple quadrature. Variation de longueur d un seg

ment de ligne geodesique. Sysleme orthogonal forme de deux

families d ellipses et d hypcrboles geodesiques. Theoreme de

M. Weingarten. Coordonnees bipolaires dans le plan et sur la

sphere. Theoreme de M. Liouville relatif a deux families de lignes

geodesiques qui se coupcnt mutuellement sous des angles constants.

CHAPITRE V.

Les families de courbes paralleles
f
\i.\

Methode generale dc recherche des lignes geodesiques. Definition

du parametre differentiel A9. Toute fonction dont le paramelre
est egal a i fait connaitre une famille de courbes paralleles.

-

Lorsque cette fonction contient une constantc arbitraire, on peut de

terminer les lignes geodesiques dc la surface. Proposition reci-

proque; lorsqu on connait les lignes geodesiques, on peut integrer,

par une simple quadrature, 1 equation A6 = i. Theoreme de Jacobi :

Lorsqu on a obtenu une integrale premiere de 1 equation dilterenticlle

du second ordre des lignes geodesiques, on peut toujours determiner
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un facteur dc cette integrale. Consequences diverse?. Expres
sion de Felement lineaire de la surface au moyen de la fonction et

de ses derivees par rapport a la constante arbitraire a. Equation
du troisieme ordre a laquelle satisfait la fonction 6. Indication

d une autre methode permettant d etablir les resultats precedents.
Distance geodesique de deux points. Propositions relatives a cette

distance.

CHAPITRE VI.

Analogies entre la dynamique des mouvements dans le plan et la theorie

des lignes geodesiques fiS

Equations du mouvement dans le plan. Definition d une famille de tra-

jectoires. Equation aux derivees partielles de Jacobi. Usage que
Ton peut faire d une solution particuliere, d une solution complete.

Theoremes fondamentaux de Jacobi. Determination des solu

tions de I equation aux derivees partielles par differentes conditions

initiates. Des systemes orlhogonaux formes avec une famille de

trajectoires. Application au mouvement des corps pesants.

Theoreme de MM. Thomson et Tail. Principe de la moindre action

pour le cas des mouvements plans. Principe d Hamilton. Corres-

pondance etablie entre le plan et une surface de telle maniere que les

trajectoires du mobile dans le plan correspondent a des lignes geo

desiques de la surface. La solution de tout probleme de Mecanique
fait connaitre une infinite de systemes orthogonaux dans le plan.

Brachistochrones. Ouelques resultats generaux relatifs aux cas oil

Ton associe des trajectoires qui ne correspondent pas a une meme
valeur de la constante des forces vives. Generalisation de ces

resultats et application a la theorie des surfaces minima.

CHAPITRE VII.

Application des methodes precedentes a I etude des mouvements dans

I espace 4^M

Equations differentielles du mouvement. Toutes les trajectoires qui

correspondent a une meme valeur de la constante des forces vives et

sont normales a une surface sont, par cela meme, normales a une

famille de surfaces. Equation aux derivees partielles d Hamilton et

de Jacobi. Usage que Ton peut faire d une integrale complete.

Conditions auxquelles doit satisfaire cette integrale. Definition

de I action. Consideration de certains systemes orthogonaux. For-

mule relative a la variation de I action. Generalisation du theoreme

de Malus et de Dupin.

CHAPITRE Mil.

Le probleme general de la Dynaniique 4 N&amp;gt;

Equations de Lagrange. Transformation d Hamilton. Definition

d une famille de solutions. Equations aux derivees partielles qui

definissent la famille. Families orthogonales. Equation aux
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derivees partielles dc Jacobi. Usage que Ton peut faire dc ses dif-

ferentes solutions. Expression de la force vive due a M. Lipschitz.
-

Principe de la moindre action. Formulc de M. Liouville.

Definition de \ action. Expression de 1 action elementaire au moyen
d une integralc complete de 1 cquation de Jacobi et de scs derivees

par rapport aux constantes. Autre methode d exposition clcs resul-

tats precedents; elimination du temps a 1 aide du principe dcs forces

vives. Definition des angles par rapport a une forme quadralique,
travaux de M. Beltrami. Definition et proprietes d invariance des

parametres differentiels AO, A(0, 9,). Transformations reinarquablcs
de la forme quadratiquc. Ligncs geodesiques de la forme, extension

des theoremes de Gauss. Application au problemc general de la

Dynamiquc.
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