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Vorrede des Herausgebers.

Ferdinand Joachimsthal, Professor an der
Universitit Breslau, wurde am 5. April 1861 durch
einen frithzeitigen Tod mitten aus den Erfolgen sei-
ner mathematischen Untersuchungen und seiner se-
gensreichen Lehrthitigkeit fortgerissen. Auch war
es ihm nicht vergonnt, die Ausarbeitung des vorlie-
genden Lehrbuchs, welchem er die Mussestunden vie-
ler Jahre mit Vorliebe gewidmet hatte, vollstandig
zu Ende zu fiihren. Doch fanden sich gliicklicher-
weise ausser einem vom Verstorbenen selbst als druck-
fertig bezeichneten Manuscript in den hinterlassenen
Papieren noch weitere Ausfithrungen und Andeutun-
gen vor, auf Grund deren ich es unternehmen konnte,
dieses Lieblingswerk meines hochverehrten Lehrers
herauszugeben, ein Werk, welches durch die Klarheit

der Darstellung und durch die sorgfiltige Beriicksich-
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v : Vorrede.

tigung der dem Anfinger entgegentretenden Schwierig-
keiten seiner Bestimmung als Leitfaden zur Einfiih-
rung in die analytische Geometrie zu dienen, in vor-
ziiglichem Maasse entspricht, und welches zugleich
durch die Eigenthiimlichkeit der Methode auch auf
den mit dem Gegenstande vdéllig vertrauten Leser in
hohem Grade anregend wirkt. In dieser Beziehung
mochte namentlich die fast durchgiingige Anwendung
schiefwinkliger Coordinaten hervorzuheben sein, bei
welcher die Verbindung von Einfachheit der Rechnung
und Allgemeinheit der Schliisse in seltener Weise er-
reicht ist.

Es kann als sicher angenommen werden, dass
schon zu der Zeit, als Jacobi noch lebte, also bereits
vor dem Jahre 1851, der erste Gedanke, die Elemente
der Geometrie zu bearbeiten, in Joachimsthal entstan-
den war. Eine beziigliche Aufforderung Jacobi’s hat
diesen Gedanken wohl nicht erst hervorgerufen, son-
dern nur von Neuem angeregt und der Ausfiihrung
naher gebracht. Jacobi nidmlich hatte schon seit lin-
gerer Zeit ab und zu an einem Lehrbuch geschrieben,
welches zu einer elementaren analytischen Darstellung
der von ithm in Vorlesungen an der Konigsberger Uni-
versitit oft behandelten Geometrie des Raumes bestimmt
war; er forderte nun Joachimsthal auf, ein Lehrbuch

der Geometrie der Ebene zu schreiben, damit beide



Vorrede. vV

Werke zusammen das ganze Gebiet der Geometrie in
ihren Elementen umfassten.

Der hierdurch von Neuem in Joachimsthal ange-
regte Gedanke hat dann freilich in 1thm eine viel wei-
tere Entwickelung genommen. Im Jahre 1855, als
Joachimsthal die mathematische Professur an der Uni-
versitait Halle bekleidete, hatte er bereits einen ersten
Entwurf der Geometrie der Ebene nahezu vollendet,
und er zeigte mir denselben bei Gelegenheit eines Be-
suches, den ich ihm damals machte. Aber dieser erste
Entwurf geniigte thm spéter nicht; er ordnete den zu
behandelnden Stoff nach einem neuen Plane an, in-
derte demgemaiss die Reihenfolge der Kapitel — von
denen z. B. das die Transversalentheorie enthaltende
urspriinglich den Kegelschnitten vorausging — und
unternahm auf diese Weise eine durchgreifende Um-
gestaltung des Werkes, welche leider vor der ginzli-
chen Vollendung durch seinen Tod unterbrochen wurde.
Von dieser neuen Bearbeitung fand ich die ersten
sieben Kapitel druckfertig vor; ich hatte daher nur
den Schluss des Werkes im Sinne des Dahingeschie-
denen zu erginzen und hierfir folgende im Nach-
lass vorgefundene Papiere als Anhaltspunkte zu be-
nutzen.

Erstens ergab ein kurzes Inhalts-Verzeichniss die

vollstindige Reihenfolge der Kapitel, wie sie Joachims-
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thal fiir die zweite Bearbeitung fes'tgestellt hatte. Die-
ses Verzeichniss fithrt nicht nur die Geometrie der
Ebene bis zu Ende, sondern geht auch zur Geometrie
des Raumes tiber und zeigt also, dass Joachimsthal’s
Plan sich im Laufe der Jahre bedeutend erweitert
hatte. ;

Zweitens lag mir der bereits erwihnte erste Ent-
wurf des Werkes vor, welcher mit §. 94 abschliesst,
und aus welchem der Text vom Anfange des achten
bis gegen Ende des zehnten Kapitels wortlich ent-
nommen ist. Die in den sieben ersten Kapiteln durch-
gefiihrte neue Anordnung erforderte zwar einige Mo-
dificationen des Textes; jedoch habe ich es vorgezogen,
denselben unverindert zu lassen und die Modifica-
tionen in Anmerkungen zu verweisen, welche als
von mir herrithrend mit dem Buchstaben H. unter-
zeichnet sind. Aus diesem ersten Entwurfe habe ich
tiberdies die drei auf den Seiten 13, 20 und 26 ste-
henden Anmerkungen genommen, deren Inhalt in der
zweiten Bearbeitung fehlte.

Drittens fand sich ein Blatt, auf welchem Joa-
chimsthal den im letzten Kapitel einzuhaltenden
Gang in kurzen Umrissen angedeutet hat. Darauf
hin habe ich den Versuch gemacht, dieses Ka-
pitel auszufiihren und damit das vorliegende Werk

Joachimsthal’s zu demjenigen Abschluss zu bringen,
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welcher von ihm selbst beabsichtigt und bei der Ver-
offentlichung nicht fliglich zu entbehren war. Ich
habe mich bei dieser Arbeit bemiiht, so viel als mog-
lich im Sinne dJoachimthal’s zu verfahren, und na-
mentlich im Sinne der eben erwihnten Andeutungen,
welche mir die einzigen speciellen Anhaltspunkte ge-
wihrten, und welche ich deshalb hier wortlich fol-
gen lasse:
,»Pole von Geraden, die durch einen Punkt gehen,
,,LTangentenmethode. Die Polare bewegt sich an
»einem Kegelschnitt; Anwendung auf zwei Kreise.
»— Durchschnitt zweier Kegelschnitte, gemein-
»schaftliche Sehnen, reelle, imaginire. Reeller
s,Durchschnitt imaginérer conjugirter Geraden. Be-
»deutung der Punkte, welche als gemeinschaft-
»liche Durchschnittspunkte anzusehen sind. Be-
»trachtung von U+ 4V = 0, Involution. U =0,
wU+ipg=0, U+pupr=0. — U=0, U+ip*’=0,
»V4ug'=0. — pg+irs = 0. Pascal’scher Satz mit

,»seinen Folgerungen; Brianchon’scher Satz.‘

Berlin, im Mirz 1863.

Oswald Hermes.
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Zur leichteren Handhabung der vorliegenden
Elemente sind bei der zweiten Auflage die Paragraphen
zugleich in den Columnentitel genommen worden. Im
Uebrigen ist der Text fast ganz unverdndert beibe-
halten und nur fir moglichste Correctheit desselben

gesorgt worden.

Berlin, im Juli 1871.
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Erstes Kapitel.

Bestimmung der Lage von Punkten in einer Ebene.
Principien der analytischen Geometrie.

§. 1. Bestimmung der Lage von Punkten einer Gera-
den. Nimmt man in einer unbegrinzten Geraden (Fig. 1) einen
Punkt O an, so ist die Lage eines jeden anderen Punktes o der
Geraden bestimmt, wenn man erstens weiss, in welchem ihrer bei-
den durch O gebildeten Theile er sich befindet, und wenn man
zweitens seine Entfernung von O kennt. Um beide Angaben zu ver-
einigen, unterscheidet man die beiden Hilften der Geraden, die eine
als die positive und die andere als die negative, und setzt dem Werthe
der Entfernung des Punktes @ von O das Zeichen -+ oder — vor,
der Seite entsprechend, in welcher er liegt; diese mit ihrem Zei-
chen versehene Entfernung des Punktes & von O heisst die
Abscisse von e« in Bezug auf den Anfangspunkt O.

Rechnen wir in Fig. 1 die positiven Abseissen von O aus nach
rechts, und bedeuten die angegebenen Theile etwa Centimeter, so
ist die Abscisse von @ = 42", von f= 46" yon y = —bom
die Abscisse des Anfangspunktes O gleich Null.

§ 2. Verlegung des Anfangspunktes. Rechnet man die
Abscissen nicht mehr von O, sondern von «, und zihlt dabei die
positiven Abscissen nach derselben Richtung wie friiher, also in un-
serer Figur nach rechts, so werden die Abscissen aller Punkte &, 7, . .
um Oe kleiner, wenn @, wie in Fig. 1, rechts von O liegt. Nennt
man also die Abscissen von e, £, v, .. in Bezug auf O beziiglich
x, @, &, .. so werden die Abscissen von S, y, .. in Bezug auf
« resp. gleich:

i 1) a'—0a a'"—O0c,..

Joachimsthal Elemente. 2. Aufl. 1



2 ) §3. 3, 4, 5. Erstes Kapitel.

wofiir- man ‘auch,. weil ‘Oa = z, schreiben kann:
2 22—z a'—=, ..
Liegt aber der neue Anfangspunki «, wie in Fig. 2, links von O,
so werden die Abscissen von £, 7, .. in Bezug auf ¢ um O grosser
als in Bezug aunf O, also beziiglich gleich:
3) «+0c, 2"+ O, ..
Die Abscisse « von a in Bezug auf O ist aber jetzt gleich — Oe,
also O = — a, setzt man diesen Werth in die Reihe von (3) ein,
so erhilt man dieselben Grossen wie in (2); wir haben demmach
den Satz:
Sind x, &', ', .. die Absecissen der Punkte &, &, 7, ..
einer Geraden in Bezug auf den Anfangspunkt O, so
sind die Abscissen der Punkte 4, 7, .. in Bezug auf «
beziiglich gleich o' —a, 2" —a, .. vorausgesetzt, dass
von O und von e aus die positiven Abscissen nach der-
selben Richtung gezihlt werden.

§. 3. Tolgerungen. Ilieraus folgt weiter, dass die Diffe-
renzen &' —x, z — x gleiches Zcichen haben, wenn 8 und y auf
derselben Scite von e« liegen, entgegengesetztes im anderen Falle.
Da ausserdem der Zahlenwerth der Differenzen &' —z und
a"” —a die Lingen der Strecken fe, ya ausdriickt, so hat man:

g—x . P

W =% =t
wo das obere (untere) Vorzeichen gilt, wenn o ausserhalb (inner-
halb) der Strecke Sy liegt.

Ist z. B. @ die Mitte von Sy, so muss das untere Vorzeichen
genommen werden, und weil fo = ye ist, so hat man:

J

' —x
T R
" —z
woraus : o —x=—2a"+}z,
mr .’D"
oder: (2) m:——i?——.

§. 4. Bestimmung der Lage von Punkten einer Ebene.
Um die gegenseitige Lage der Punkte einer Ebene zu bestimmen,
zieht man durch einen festen Punkt O derselben zwei unbegrinzte
Gerade I'Ol, m'Om (Fig. 3), welche die Ebene in vier unendliche
Theile zerlegen; man nennt die eine der Geraden, z. B. I'Ol, die
Abscissenaxe, die andere m'Om die Ordinatenaxe, und unter-
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scheidet in jeder eine positive und negative Hilfte; in unserer Figur
sollen O/ und Om die positiven Halbaxen bedeuten. Ziecht man
nun von irgend einem Punkte @ der Ebene parallel mit den Axen
die Linien «¢e und ae’, so wird die Lage von a durch die Griosse
und das Vorzeichen der Axenabsehnitte Oe und Oe' vollstindig
bestimmt. Die mit ihrem Vorzeichen versehenen Axenab-
schnitte Oe und Oe' heissen, der erste Qo die Abscisse, der
zweite Oa’ die Ordinate des Punktes @, beide zusammen die
Coordinaten von a. Der Punkt O, dessen Coordinaten = 0 sind,
heisst der Anfangspunkt der Coordinaten.

Da die Abscissen verschiedener Punkte hiufig durch @, a/, 2, . .,
die zugehorigen Ordinaten durch y, ¢/, y”, .. bezeichnet werden, so
sagt man statt ,Abscisse und Ordinate“ auch ,das & und y
eines Punktes,“ und spricht demgemiiss auch von einer - und
y-Axe. :

In den vier durch Zahlen bezeichneten Theilen von Fig. 3 sind
fir einen Punkt ¢ in 1 @ und y positiv, fiir einen Punkt b in 2
y positiv, o negativ, fiir einen Punkt ¢ in 3 sind # und y nega-
tiv, fiir einen Punkt d in 4 ist @ positiv, y negativ.

Es mag erinnert werden, dass zur Bestimmung der Coordina-
ten eines Punktes, z. B. von ¢, nur eine der Parallelen ¢y und ¢y
gezogen zu werden braucht, weil Oy = ¢y, Oy’ = cy ist; man
kann deshalb auch die mit den richtigen Zeichen versehenen Werthe
von ¢y’ und cy als Abscisse und Ordinate ansehen. Man sieht hier-
nach, dass alle Punkte einer Geraden, die der Abscissenaxe parallel
ist, dieselbe Ordinate haben; fiir die Punkte der Abscissenaxe selbst
ist die Ordinate = 0. Ebenso haben die Punkte einer Parallelen
zur Ordinatenaxe gleiche Abscisse, fiir die Punkte der Ordinatenaxe
selbst ist die Abscisse = (0. So haben namentlich die Fusspunkte
der Parallelen @, 8, y, 0 die Ordinate = 0, und dieselben Abscis-
sen wié resp. @, b, ¢, d; dagegen die Fusspunkte o', &, 7/, 0’ die
Abscisse = 0, und dieselben Ordinaten wie resp. a, b, ¢, d.

Ist der Winkel zwischen den Axen ein rechter, so nennt man
die Coordinaten rechtwinklige, sonst schiefwinklige, beide
mit gemeinschaftlichem Namen Parallel-Coordinaten. \

§. 5. Projectionen. Zieht man von einer Anzahl von Punk-
ten a, b, ¢, d (Tig. 3) in beliebiger Richtung Parallelen, welche eine
gegebene Gerade II' in @, f3, y, O treffen, so nennt man diese letz-
teren Punkte die Projectionen der ersteren, und zwar die recht-

1 #



4 §. 6. Erstes Kapitel.

winkligen oder schiefwinkligen, je nachdem die Parallelen auf IV
senkrecht stehen oder nicht; die Parallelen selbst heissen die Pro-
jectionsstrahlen.

Die in §. 4 erliuterte Methode, nm die Lage von Punkten a,
b, ¢, d, .. zu bestimmen, besteht demnach darin, dass man diese
Punkte auf zwei sich schneidende Gerade I und mm' projicirt, die
Projectionssirahlen beziiglich mm’ und ' parallel annimmt und
die Lage der Projectionen nach §. 1 angiebt; oder auch, dass man
die Punkte a, b, ¢, d, .. nur auf eine Gerade projicirt, und ausser
der Lage der Projectionen «, £, y, 0, .. die Liinge der Projections-
strahlen aa, bf, ¢y, dd, .. angiebt, mit dem -} Zeichen versehen filr
Punkte auf der einen Seite von /I’ (in Fig. 3 der oberen), mit
dem — Zeichen auf der anderen.

Es lassen sich noch unzihlig viele andere Methoden angeben,
um die Lage von Punkten in einer Ebene zu bestimmen; eine der-
selben wird weiter unten (§. 7, Zus.) angefithrt werden.

§ 6. Verlegung des Anfangspunktes; Folgerungen.
Die Resultate aus §. 2 und §. 3 lassen sich ohne Miihe auf Punkte
iibertragen, die in einer Ebene beliebig liegen.

Es scien z, y die Coordinaten eines Punktes a (Fig. 4), &', y'
die von b. Denkt man sich durch @ ein neues Coordinatensystem
gelegt, dessen positive Halbaxen aX, aY denen des ersten Syste-
mes parallel und gleich (d. h. nach derselben Seite hin) gerichtet
sind, so sind die neuen Coordinaten von b gleich #'—z und
¥ —y.

In der That, lisst man zuerst die Abscissenaxe ungeéindert
und verschiebt die Ordinatenaxe sich selbst parallel, bis sie durch
a geht, so iindert sieh die Ordinate von b nicht, und die Abscisse
von b (oder von f) wird = &'—x (§. 2); verschiebt man nun auch
die Abscissenaxe sich selbst parallel, bis sie durch @ geht, so erhilt
man in &hnlicher Weise die neue Ordinate = y'—y. Y

Zieht man ferner von den Punkten @, b, c¢ einer Geraden, de-
ren Coordinaten z, y; ', y'; ', y" sein mogen (Fig. 5), die Or-
dinaten ae, bf3, cy, so haben «, f, y dieselben Abscissen &, o', =,
und dieselbe Reihenfolge wie a, b, ¢, d. h. a liegt ausserhalb (in-
nerhalb) be, wenn e ausserhalb (innerhalb) By liegt; nach einem
bekannten geometrischen Satze ist ausserdem:

ba _ p

ca gy
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: - i ., d—z 3
Fiir die Punkte a, #, y hatten wir in §. 3 = e — j—ﬂ—, also
' —a Ty
konnen wir auch schreiben:
' —x ba
1 —_— = it
) '—ax o5 ca’

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem « ausserhalb
oder innerhalb der Strecke bc liegt. Ebenso findet man, wenn
a, b, ¢ durch Parallelen zur Abscissenaxe auf die Ordinatenaxe
projicirt werden:
!
Q) H=t 12,

wir haben also den Satz:

Liegen die Punkte (z, y), (¢, ¥), (2", ¥") *) in einer Ge-

raden, so findet die Gleichung statt (vergl. §. 18):

fgad o Vel

(3) al'—ax yu___y

Umgekehrt, findet die Gleichung (3) statt, so liegen die
3 Punkte in einer Geraden. Denn wenn eine durch (z”, y")
oder ¢ (Fig. 5) mit der Ordinatenaxe parallele Linie ¢y die durch
a und b gezogene Gerade in einem Punkte c' trifft, dessen Abscisse
also &' ist, die Ordinate dagegen = ¢!, so muss, weil «a, b, ¢ in
einer Geraden liegen, die Gleichung stattfinden:

Pz gy

(l'""‘—'-’.v W ylll__y

9

aus welcher durch Vergleichung mit (3) folgt y'—y=y"—y
oder y"” = y”, d. h. ¢ und ¢' haben dieselben Coordinaten oder
fallen zusammen. Schafft man in (3) die Nenner fort, so verwan-
delt sich die Gleichung in:

eY) .’L"y"—- a:"y’—l—w"y-—:vy"—{—my’—w'y =50
Ist @ oder (z, y) die Mitte von be, so werden die rechlen
Seiten von (1) und (2) gleich —1 (vgl. §. 3), worans:
wl w!l ! 1”
®) m=_%%ﬂ y=ﬁ%¥m

*) Der Punkt, dessen Abscisse ==, dessen Ordinate =y ist, wird
der Punkt (», y) genannt.
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Die nachfolgenden Aufgaben midgen der Einfachheit halber zu-
erst fiir rechtwinklige Axen gelost werden.

§. 7. Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinaten
eines Punktes (z, y) seine Entfernung r vom Anfangs-
punkte und den Winkel » zu bestimmen, den die Ab-
scissenaxe mit » bildet.

Auflosung. Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, verstehen
wir unter v denjenigen Winkel, den die positive x-Axe heschreiben
muss, um von ihrer urspriinglichen Lage ausgehend und nach der
+-y-Axe zu sich drehend, in die Lage von r zu gelangen. Dem-
nach ist (Fig. 6) fiir den Punkt @ des ersten Quadranten v gleich
dem Winkel aQOe, fir a' gleich 180°— a’Oc/, fiir a” gleich
180°4- a""0a", fiir a™ gleich 360°— a''Oc'".

Fir den Punkt @ ist nunmehr z = Oe, y = ae, r = Oa,
© = a0c, also:

(1) «=rcosp, y=rsino, =*+y’ =r’,
von welclren drei Gleichungen die letzte, weil coso®-sino® = 1,
eine Folge der beiden iibrigen ist.

Hieraus ergiebt sich umgekehrt:

(2) r= -+ ],/x2+ yﬁ, COSY = —:i, sin® = .%

Diese Formeln gelten allgemein, denn man hat:
fiir @’ im 2ten Quadranten:

z=—0«, y=aed, r=0d v=180"—a'Oc,
Oa' T
also: cosp = —cosa'0e’ = — — = —,
Oa r
ao Yo

sinv = sina'0¢' = — =

fiir ¢’ im 3ten Quadranten:

s Oa"; y=— a'e", = OCL", 0= 1800+ anonan’

Oca" x
also: cosv = —eosaOa" = — —— = |
Oa" ?
o o allaﬂ
sing = —sina"0e" = — —— = L;
: Oa" 7

fiir @' im 4ten Quadranten:
r = Oam, y=— amam’ r = Oa”’, = 3600__ amoam’
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Oaﬂl x
L el 4 " o) 2 Lo
also: cosp = cosa'Oa’" = - T
e e
sinp = —sina""0a"’ = — o4V
T Oa'" e r

Zusatz. Die Grossen » und v, welche ebenfalls die Lage
eines Punktes ¢ gegen das Axensystem bestimmen, heissen die Po-
larcoordinaten von @, und r der Radius Vector; r ist immer
positiv, den Winkel » kann man, wenn er in umgekehrter Rich-
tung, als eben festgesetzt ist, gezihlt wird, auch negativ annehmen;
s0 ist z. B. das » des Punktes a” = 300° oder = —60°; weil
ferner der Radius Vector nach jeder Umdrehung von 360° in scine
urspriingliche Lage zuriickkehrt, so kann man dem Winkel » be-
liebige Vielfache von 360° hinzufiigen. — Die Formeln (1) geben
dierechtwinkligen Coordinaten einesPunktesdurchseine
Polarcoordinaten, die Formeln (2) 16sen die umgekehrte
Aufgabe.

§. 8. Aufgabe. Aus denrechtwinkligen Coordinaten
zweier Punkte @, b die Entfernung ab und die Neigung
dieser Geraden gegen die Abscissenaxe zu bestimmen.

Die Coordinaten der Punkte @ und b seien beziiglich @, y
und z', y'. Man denke sich (Iig. 7) durch a ein neues recht-
winkliges Coordinatensystem, dessen positive Halbaxen aX, a¥ mit
denen des alten Systems Oz und Oy parallel und gleich gerichtet
sind. Setzt man die Coordinaten von b in Bezug auf dieses neue
System = X und Y, die Entfernung ab = R, und den Winkel
zwischen aX und ab, der eben so gezihlt wird, wie in §. 7 der
Winkel v, gleich w, so-hat man nach § 7:

R=+4yX’+Y? cosw e sing =

R T’
nach §. 6 sind:
X=a—x, Y=y—y,
also:
(1) B=+Y@—a) =y’ cosw =222, sinw = L0

Erkldrung. Wenn eine Gerade ab um einen ihrer Endpunkte
a sich in derselben Richtung dreht, in welcher die positive @-Axe
um den Anfangspunkt O sich drehen muss, damit sie den ersten
Quadranten iiberstreichend nach der positiven y-Axe gelangt, so soll
die Drehung von ab um a die positive heissen, im entgegenge-
setzten Falle die negative. '
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§ 9.  Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinaten
der Ecken eines Dreiecks den Inhalt desselben zu be-
stimmen.

I. Fall. Dic eine Ecke des Dreiecks sei der Anfangspunkt
O (Fig. 8); die rechtwinkligen Coordinaten von b =2, ¥, von
¢ = a", y"; die Polarcoordinaten beider Punkie beziiglich #', o'
und r”, v", so dass nach §. 7:

m! yv 93" ylf
fhae i 3 phoe” i g g v, d [, T
(1) cosv' = S o Sin o= R R i, 1 SIND! = S

Muss Ob im positiven Sinne sich um O drehen, wenn es die
Fliche des Dreiecks Obc beschreibt (wie in Fig. 8, wihrend in
Fig. (8%) das Gegentheil stattfindet), so ist der Dreieckswinkel
c0b = v"—v'; wiire etwa o" kleiner als ©/, was moglich ist, wenn
b im 4ten und c¢ im 1sten Quadranten liegt, so kann man zu o
noch 360° addiren. Der Inhalt 4 des Dreiecks ist also:

4 = 30b-Ocsin (v"— ") = 1r'r'" (cos o’ sinv" — cosv'' sinv’),
oder durch Substitution der Werthe (1):

@ 4=3@y—a"y).
Muss aber Ob im negativen Sinne sich drehen, um das Dreieck zu
iiberstreichen (wie in Fig. (§%)), so hat man 4 = }¢'r"sin(v'—0"),
also ist in (2) ', y' mit 2", y" zu vertauschen und man erhilt:
@) 4=}EY—ay) =@y —ay).

1I. Fall. Die Formeln (2) uud (3) fiilhren aueh zur Be-
rechnung des allgemeinen Falles, wenn die erste Dreiecksecke a
(Fig. 9) ein beliebiger Punkt (z, y) ist, und nicht der Anfangspunkt.
Die Punkte b und ¢ wiirden, wenn man a zum Anfangspunkte eines
parallel und gleich gerichteten Systemes wiihite, die Coordinaten
'—x, y—y und «"—x, y'—y haben (vgl. §. 6). Man erhilt
also den Inhalt von abc, indem man diese Werthe statt a', y' u. s, w.
in (2) und (3) substituirt; oder:

der Inhalt 4 des Dreiecks abe ist:

(H 4=14d—D)y"—y) — @"—2) [y—y),
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem ab
im positiven oder negativen Sinne um @ sich drehen
muss, um das Dreieck abc zu beschreiben.
Zusatz. Die Formel (4) gestattet mehrere Umformungen durch
Auflosung der Klammergrissen; man bekommt:
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(5) 4=+ %{wyr__ (E'y + :l:'y"— :v"y'-l-m"y V-1 wyn},
% {-’D(y'— yn) __y(mr_ xu) + $'y"— wnyr},
He(@—y")+2' "=y +2"G—y),
Hy@'— &)ty (@—a") +y" (@ —a)}.

§. 10. Aufgabe. Ausdenrechtwinkligen Coordinaten
der Ecken eines Vielecks den Inhalt desselben zu be-
stimmen.

Es seien (z,, 4,), (€y, Y,)s « -+ (Tas yu), die 7 Ecken des Viel-
ecks a, a,..a, (Fig. 10); man nehme im Innern des Vielecks einen
Punkt ¢ mit den Coordinaten @, y, so sind die Inhalte der Dreiecke
ae, a,, aa,q,, ... ad,_10,, oa,q, beziiglich gleich (vgl. §. 9, zweite
Formel in (5)): f ]

i%{a:(yn i yz) —y(:v, —37.2) = 2 Y,— 1Y, }1
+4 {m(?/z— PN y(@,—z,) +2,y,— 933?/2},

l

I

4
.
b

{8 Ya—1—Yn) — Y (@ne1— Zn) + Tu—1Yn— Tulfn—1}s

i%{m(y"'_yl)_“y(w"—xx)'}'wn%—wly"}’
wo durchweg die oberen (unteren) Vorzeichen gelten, wenn die
Aufeinanderfolge der Ecken @, a,, ... @, dem positiven (negativen)
Drehungssinne entspricht, d. h. wenn die Drehungsrichtung von aq,
nach a,, a,, ... a, und zuriick bhis @, die positive (negative) ist.
Addirt man diese Ausdriicke, so fallen simmtliche Glieder, die mit
@ und y multiplicirt sind, fort, und man erhilt:

(1) Inhalt des Vielecks:
e j:—%{.’v, Yo DY, F ToYs— xayz‘}'
oo By Y0 Tplfn—1 + TulY, — T, Ya!-
Dieser Ausdruck lisst sich in die beiden folgenden umformen:
ti{e a—y) + 2, (s —y) +
(2) +xn-l (yn‘—yn-—'l) +a"n (yl—yn—l)}a
= i5 {y. (.’E,.—‘.’L") +yz ("‘vx iy .’L‘a) + b
iy~ +yn—l (wn-—2_$n) "'I" Yn (mn——l—" w‘)}'
Die Wahl des Vorzeichens ist oben niher bestimmt worden.
Anmerk. Der fiir die Formeln (1) und (2) gegebene Beweis

setzt voraus, dass man von einem Punkte ¢ inncrhalb des Vielecks
nach sémmtlichen Ecken @, a,, ... a, Gerade ziehen kann, welche
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die Seiten des Vielecks nicht schneiden. Die Richtigkeit der For-
meln hingt jedoch von dieser Bedingung nicht ab, sie gelten viel-
mehr selbst fiir so complicirte Polygone wie Fig. (10*); den Nach-
weis dieser Behauptung, die fiir das Folgende ohne Interesse ist,
iibergehen wir.

§. 11. Der Uebung halber mogen die in §§. 7, §, 9, 10 be-
handelten Probleme auch fiir schiefwinklige Coordinaten kurz
erortert werden, obgleich wir weiter unten (Kap. 7) noch einmal
auf dieselben zuriickkommen.

Es seien, wie in §. 7, » und o die Polarcoordinaten von a
(Fig. 11), = und y die schiefwinkligen Coordinaten desselben Punk-
tes, @ der Winkel zwischen den positiven Halbaxen; dann ist, weil
a im positiven Quadranten liegt:

Oa =r, aa =y, Oa = x, Winkel aO0c = v, Oaa = @ —0,

und demnach:

(1) g Sl Ly S Sl sin (¢ — ) ;
r  sing’ .r T sing

Hieraus ergiebt sich:
xJycosp  sin(gp-—o)-|-sinvcosep
' r T sing
= ¢os v,

oder:
(2) reosv =x-}ycosg und: rsine = ysing.
Quadrirt man beide Gleichungen und addirt sie alsdann, so erhilt man :

3) ' =&’ 2xycosqg + ¥y’
Dass die Formeln (1), (2) und (3) auch fiir jede andere Lage des
Punktes @ gelten, wird ebenso bewiesen, wie in §. 7. Sind 7', o'
die Polarcoordinaten ecines zweiten Punktes b, a’, y' seine schief-
winkligen Coordinaten, und bildet cine Gerade, die durch @ mit der
- z-Axe gleich gerichtet gezogen ist, mit der Entfernung ab oder
R im positiven Drehungssinne den Winkel w, so leitet man &hn-
lich, wie in §. 8, aus den Formeln (1), (2) und (3) die nachstehen-
den ab:
—y  sinw  o—z __ sin(p—w)
R~ sing’ R —  sing

-

1 ¥

)
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(5) Bsinw = (y'—y)sing, Reosw = (¢'— x) -+ (y'—y)cose,
6) R = (2'— o)’ +2(@"—a)(y'—y)cosp+ (y—y)*

Unter den in §. 9 angegebenen Bedingungen ist, wenn die Bezeich-
nungen des §. 9 beibehalten werden, der doppelte Inhalt 24 des
Dreiecks Obc = r'r"sin (v — v'):
= r"sino"-r' cosv'—r" coso" - r'sine’,
nun . ist aber:
' cosv’ = 'y cos ¢, r'sine’ = y'sing,

r''cosv” = &' y"cosp, rsinv” = y'’sing,

also wird:
24 = (&' y'cos g) y" singp — (" y" cos ) y'sin p,

oder: 4 =1 (@'y"—y"x")sing.
Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit (§. 9, 2) ergiebt sich,
dass die Formeln fiir den Inhalt eines Polygons durch
die schiefwinkligen Coordinaten seiner Ecken von den

in § 10 gegebenen Ausdriicken sich nur durch den neu
hinzutretenden Factor sing unterscheiden.

§. 12. Graphische Darstellung der reellen Lisungen
einer Gleichung zwischen zwei Unbekannten. — Ehe wir
die eigenthitmlichen Methoden der analytischen Geometrie erliutern,
miissen wir einige algebraische Betrachtungen ins Gedichtniss zu-
riickrufen.

Ist eine Gleichung zwischen zwei Unbekannten « und y gegeben,
so nennt man solche Werthe von # und y zusammengehdrige,
welche die vorgelegte Gleichung befriedigen, und jedes zusammen-
gehorige Werthepaar cine Losung der Gleichung. Jede Gleichung
zwischen x und y hat unzdhlig viele Losungen, denn man kann
ciner der Unbekannten einen beliebigen Werth beilegen und
dann die Gleichung nach der anderen Unbekannten auflosen.. Auf
diese Weise sind von der Gleichung:

(@) 3z—2y4+5=0
die Losungen:
z=—2 —1, 0, 41, +2, +3, +4, +5

@)
y=—4 +1, +24 +4, +5} +7, +8} 410,
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und von der Gleichung:
) 2pP—a2'—5=0
die Losungen:
®) r=—3, —2, —I1, 0, 1, Dot '3y | A IO
y= 3,50, 2,19; 1,44, 1,36, 1,44, 2,19, 3,50, 5,07, 6,80,
berechnet worden. Wenn, wie in den angegebenen Beispielen, x
und y reelle Werthe haben, so heisst die Losung eine reelle, im

L3
entgegengesetzten Falle cine imaginiire; so ist z. B. 2 =) —3,
y =1 eine imaginire Losung von (b).

Was man in der Algebra die Auflésungzweier Gleichungen
mit zwei Unbekannten nennt, besteht also nach dem Vorherge-
henden darin, unter den unzihlig vielen Losungen beider Gleichungen
die ihnen gemeinschaftlichen zu finden. Sind drei Gleichun-
gen von der Art, dass eine jede als Folgerung aus den bheiden an-
deren angeschen werden kann, z. B. W =0, W, = 0, W+ W, = 0,
so geniigt jede gemeinschaftliche Losung von zweien derselben auch
der dritten. :

Hat man nun ein beliebiges recht- oder schiefwinkliges Coor-
dinatensystem, so wie eine willkiihrliche Liingeneinheit angenommen,
so kann man jedes reelle Werthepaar von z und y dureh einen
Punkt darstellen, dessen Abseisse und Ordinate beziiglich den Wer-
then von # und y gleich sind. So reprisentirt nach der auf der
Abscissenaxe aufgetragenen Lintheilung in Fig. 12 der Punkt @ das
Werthepaar # = 3, y =7, in Fig. 13 der Punkt b das Werthe-
paar x = —3, y = 3,60, der Punkt b das Werthepaar
xr= -+3, y= +3,50. Nach diesem Principe sind in Fig. 12 die
Losungen (A) der Gleichung (a), in Fig. 13 die Losungen (B) von
(b) dargestellt worden. Denkt man sich aber nicht nur fiir die
ganzzahligen Werthe von x, sondern fiir alle Werthe von ,
zu denen reelle Werthe von y gehidren, y berechnet und diese
Losungen auf die angegebene Weise construirt, so erhiilt man nicht
mehr eine Anzahl getrennter Punkte, sondern cine stetige
Reihenfolge derselben; diese bilden fiir Gleichung (a), wie
sich aus Fig. 12 schon vermuthen lisst und spiter bewiesen werden
soll, eine gerade Linie, fiir Gleichung (b) eine complicirtere Curve,
deren Gestalt dureh die Punkte in Fig. 13 hinlinglich angedeutet
ist und dureh Berechnung dazwischen liegender Punkte beliebig
genau gemacht werden kann,
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Auf dieselbe Weise entspricht im Allgemeinen jeder Gleichung
zwischen x und y eine Curve, deren Punkte die Gesammtheit aller
veellen Losungen der Gleichung darstellen *).

§. 13. Darstellung der Curven dureh Gleichungen.
Umgekehrt, sind in einer Ebene zwei Coordinatenaxen und ecine Curve
gegeben, deren simmtliche Punkte demselben mathematisehen Ge-
setze unterworfen sind, so wird man eine Gleichung zwisehen
und y aufstellen konnen, der die Coordinaten simmtlicher Punkte
der Curve geniigen; denn da zu einer Abseisse OF (Fig. 14) ein
oder mehrere bestimmte Curvenpunkte b, b’ gehoren, so muss das
Gesetz der Curve es gestatten, aus der Abscisse @ die Ordinaten
dieser Punkte zu berechnen; d. h. es muss zwisehen den zusam-
mengehorigen Coordinaten aller Punkte eine Gleichung stattfinden;
diese nennt man die Gleichung der Curve.

Zwei Beispiele mogen das Gesagte erliutern, wobei der Ein-
fachheit halber reehtwinklige Coordinaten gebraueht werden sollen.

Zuerst werde die Gleichung der unbegrinzten Geraden
aufgestellt, welche den Winkel zwischen den positiven
Ialbaxen halbirt (Fig. 15). Fiir den Punkt / im ersten Qua-
dranten ist Om =, Im =y, und da das Dreieck Olm gleichschenklig
ist, also Om = Im, ist x = y. Fiir den Punkt  im dritten Quadranten
iste =—0m', y = —I'n’, und weil Om’ = I'm', auch hier z = y;
also ist fur alle Punkte der Geraden z = y; und umgekehrt er-
giebt sich, dass nur Punkte jener Geraden der Gleichung & =y
genligen.

Wir wollen zweitens die Gleiehung des Kreisesaufstellen,
der mit dem Radius ¢ um den Anfangspunkt O der Coordi-
natenbeschricben ist. Fillen wir von einem Punkte p des Kreises
(Fig. 15) das Loth pgq, so ist fir ihn 2 = Og¢, y = pq und ausser-
dem Op=a, also wegen des rechtwinkligen Dreiecks Opq, *-y’=a’.

*) Einzelne Fille bilden jedoch Ausnabmen: es sind diejenigen, welche
gar keine oder nur eine beschrinkte Anzahl von reellen Lsungen zulassen.
Zu der ersten Art gehort die Gleichung #2+ y2-4-1 = 0; welches Vorzeichen
auch x und y haben mégen, «? und y? sind stets positiv und die Summe
der drei positiven Grossen 2, y% 1 kann nicht Null werden; ebensowenig
wird die Gleichung durch die Werthe # == 0, y == 0 erfiillt. Aus #hnlichem
Grunde hat die Gleichung #’+4%?=0 nur eine reelle Losung =0,
¥ =0, und stellt demnach geometrisch nur eincn Punkt dar, den Anfangs-
puukt der Coordinaten.
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Diese Gleichung gilt nicht nur fiir die im ersten Quadranten des
Kreisumfanges gelegenen Punkte, sondern fiir alle Punkte der Pe-
ripherie (§. 7, 2), und umgekehrt gilt sie aussehliesslich fiir
die Punkte des mit ¢ um den Punkt O beschriebenen Kreises.

Dies vorausgeschickt, wird folgende Erklirung dem Leser ver-
stindlich sein. §

Die analytische Geometric ist eine Anwendung der
Algebra auf die Geometrie; ihre eigenthiimliche Methode
besteht darin, Gerade oder Curven der Form und Lage
nach als den geometrischen Ort aller Punkte zu definiren,
deren Coordinaten einer gegebenen Gleichung geniigen,
und aus den Eigenschaften dieser Gleichung die Eigen-
schaften jener Geraden oder Curven abzuleiten.

§. 14. Durchschnittspunkte zweier Curven. Sind zwei
Curven auf dasselbe Axensystem bezogen, wie in Fig. 15 die Gerade I
und der Kreis, so werden die Coordinaten ihrer gemeinschaftlichen
Punkte, d. h. ihrer Durchsehnittspunkte, die gemeinsehaftlichen reellen
Losungen ihrer Gleichungen sein. So geniigen in Fig. 15 die Coor-
dinaten von s und s’ sowohl der Gleichung y—a = 0, weil dies alle
Punkte von I’ thun, als auch der Gleichung desKreises «*-+y’—a*=0.
Sucht man die gemeinsehaftlichen Losungen beider Gleichungen, d. h.
16st man sie nach @ und y auf, so erhilt man die beiden Lisun-
gen ¢ =ay}, y=ayy, md z=—ay}, y= —ay}, von
denen die erste die Coordinaten von s, die andere die von $' liefert.

Haben die Gleichungen von drei und mehr Curven n Lisun-
gen, die ihnen simmtlich gemeinschaftlich sind, so gehen die
Curven simmtlich durch n bestimmte Punkte. Sind namentlich die
Gleichungen dreier Curven W =10, W, =0, W, =0 der Art,
dass eine jede als Folgerung aus den beiden anderen angesehen
werden kann, so geht durch die Durchschnitte je zweier dieser Cur-
ven auch die dritte.

§. 15. Homogendéitit der Gleichungen. Die Gleichun-
gen, auf welche man in allen geometrischen Untersuchungen kommt,
setzen_voraus, dass simmtliche Lingen durch dieselbe Lingenein-
heit, simmiliche Fliichen durch die entsprechende Flicheneinheit
ausgedriickt sind. So lange diese Einheit noch nicht bestimmt ist,
oder was dasselbe sagen will, so lange nicht einer der Linien der
Figur ein bestimmter Zahlenwerth helgeleglt ist, miissen diese Glei-
chungen unabhingig von der willkiihrlichen Einheit stattfinden. Be-



Bestimmung d. Lage v. Punkten in ein. Ebene. Princip. d. anal, Geometrie. 15

zeichnen wir nun mit a, b, ¢, .. die Zahlenwerthe von Linien auf
irgend eine willkiihrliche Einheit bezogen, so werden die Zahlen-
werthe dieser Linien, durch eine halb so grosse Einheit gemessen
2a, 2b, 2¢, .., durch eine dreimal so grosse 3a, 1b, ic, .., ither-
haupt dureh eine andere Einheit gemessen ia, Ab, ¢, .. sein, wo
4 eine von dem Verhiiltniss der Einheiten abhingige Zahl ist. So
lange die GlelChun"en zwisehen den Zahlenwerthen der Linien von
der Wahl der Lingeneinheit unabhiingig sind, miissen sie also rich-
tig bleiben, wenn iiberall ia, Ab, Ac, .. fiiv a, b, ¢, .. gesetzt wird,
unter 4 eine heliebige Grosse verstanden. Sind z. B. @, b und ¢
die Lingen der Hypotenuse und der beiden Katheten eines rechtwink-
ligen Dreiecks, dureh eine beliebige Einheit gemessen, so hat man
b’4-c’—a* = 0; setzt man Aa, b, Ac fiir @, b und ¢, so erhilt
man A°6°-4-A%’—-2a® = 0, welche Gleichung durch Division mit
A* auf die vorige wieder zuriickkommt.

Man nennt ein einzelnes Glied (Monom), das von den Grissen
a, b, c, .. abhingt, in Bezug auf dieselben vom nten Grade, oder
von der nten Dimension (Ordnung), wenn es durch die erwihnte
Substitution von Aa, Ab, ic, .. an die Stelle von a, b, ¢, .. den
Factor A* erlangt. So sind die Monome:

3
g
c a‘; 9 "/F- b
von den Dimensionen:
4, 17 T 11 TP _6_;
ist eins dieser Monome eine absolute Zahl, die keine der Linien-
grossen a, b, ¢ enthilt, so sagt man, es habe die Dimension Null.
Sind simmtliche Glieder 4, B, C, .. einer Gleichung:
A+B+C+D+E++H=0,
von derselben Ordnung, etwa der nten, oder ist die Gleichung, wie man
sich ausdriickt, homogen, so werden durch die obige Substitution
simmtliche Monome mit 4* multiplicirt, und da die rechte Seite == (
ist, so kommt man dureh Division mit A* auf die urspriingliche
Gleichung wieder zuriick. Umgekehrt:
Findet fiir eine beliebige Lingeneinheit zwischen den
Linien a, b, ¢, .. eine Gleichung von der Form:
(1) A+B+C+D+-+H=0

statt, so miissen die Monome 4, B, C, D, .. H simmtlich von der-
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selben Dimension, oder die Gleichung muss homogen sein, voraus-
gesetzt, dass nicht zwischen einigen der Monome noch eine andere
Gleichung derselben Form stattfindet.

Denn es seien die ersten Glieder A, B, C von derselben Di-
mension n, und etwa alle iibrigen von der Dimension 7/, so wird
durch die Substitution von ia, b, ic, .. statt a, b, ¢, .. die Glei
chung (1) in die folgende:

MAAB-A"C+ A"D -+ A"H = 0,

oder in:

(2 A+B+C+AD+--+H)=0
iibergehen. Da die Gleichung (2) ebenfalls, und zwar_fiir jeden
Werth von 4 richtig sein soll, so findet man, indem man (1) von
(2) abzieht:

A =—1) (D +-+-+ H) = 0,
welche Gleichung fiir ein beliebiges 4 nur richtig sein kann, wenn
D4...4+H = 0 ist, d. h. die Gleichung (2) =zerfillt in die
beiden :
A4+B+C=0, D+--+H=0;

da aber nach der Voraussetzung zwisehen den Monomen A4, B, ... H
nur die eine Gleichung (1) stattfindet, so ist die Annahme, dass
zwei Gruppen von Gliedern in (1) vorkommen, von denen einige
von der nten, die andern von der n'ten Dimension sind, unstatt-
haft, p
Ebenso beweist man, dass in (1) auch nicht drei oder mehr
Gruppen von Gliedern vorkommen kiénnen, die von verschiedener
Dimension sind; die Gleichung (1) muss also homogen sein.

Die eben auseinandergeseizte Bedingung der Homogenéitit giebt
ein Mittel zur Controle der Rechnung; wenn aber die Zahlen-
werthe der Linien sich nicht mehr auf cine beliebige, sondern auf
eine ganz bestimmte Einheit beziehen, so kann man auf Glei-
chungen kommen, welche nicht mehr homogen sind. Sind z. B.
z und y die Coordinaten eines Punktes der Curve in Fig. 13, durch
Oh als Lingeneinheit gemessen, so findet zwischen ihnen die nicht
homogene Gleichung statt (§. 12, b) 2y*—x*—5 = 0, deren drei
Glieder 2y° z*, 5 beziiglich von der 3ten, 4ten und Oten Dimen-
sion sind; man kann die Homogengitit jedoeh wieder herstellen.
Nennt man die Linge von Oh und die der Coordinaten auf eine be-
liehige Einheit bezogen resp. @, X und ¥, so sind die vorher mit @

~
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- YA :
und y bezeichneten Grossen jetzt R die Gleichung der Curve

verwandelt sich also in:
3 4
2%—%—5 =0, oder: 2a¥®—X*—5a*=0,
a a

und man erhilt in beiden Formen homoge.n‘e Gleichungen.

§ 16. Eintheilung der Curven. Man theilt die Curven
in algebraisehe und transseendente; eine algebraische Curve
ist eine solehe, in deren Gleichung die Coordinaten x und y nur
den Operationen der Addition, Subtraetion, Multiplication, Division
und Erhebung zu Potenzen mit rationalen Zahlenexponenten unter-
worfen sind; jede andere Curve heisst eine transsecendente. Von den
beiden durch: .

—_— log U

% |
(y+aw) c2+y2 ’ a b

dargestellten Curven ist die erste eine algebraische, die zweite eine
transseendente,

Die algebraisehen Curven theilt man in Ordnungen; hat
man in der Gleichung ciner algebraischen Curve alle Nenner und
Wurzelgrossen fortgesehafft, welche  und y enthalten, so sagt
man, die Gleichung und die durch sie dargestellte Curve oder Linie
sei von der nten Ordnung oder vom nten Grade, wenn das
in Bezug auf  und y hoehste Glied von der mten Dimension ist.
So ist die Curve xy'— ax by = 0, wegen des Gliedes xy®, von
der dritten Ordnung; die durch die Gleichungen z’-y’—a’ = 0,
xy—b = 0 dargestellten Curven sind von der zweiten Ordnung.

Die Linien erster Ordnung sind sdmmtlieh dureh die
Gleichung:

z*—by* @ Y

ar-4-by+4c=0
dargestellt, wo a, b, ¢ constante, d. h. von & und y unabhingige
Grossen sind. Die Linien zweiter Ordnung konnen in ihrer
Gleichung ausserdem noch in «’°, xy und y® multiplicirte Glieder
enthalten, so dass ihre allgemeinste Gleichung ist:
dz’+ exy + fy*-+ az + by 4 ¢ = 0.
Die allgemeinste Gleichung der Linien dritten Grades ist:

9+ ha’y +izy’+ ky*+ da’+ exy - fy’ - ax - by + ¢ = 0.

Joachimsthal Elemente. 2. Aufl. 2
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In den folgenden Abschnitten werden wir uns mit den Linien
der beiden ersten Grade beschiiftigen.
s B

Anmerkung. Eine Curve wird zuweilen durch eine Glei-
chung zwischen Polareoordinaten definirt, d. h. durch eine Glei-
chung zwischen dem veréinderlichen Radius Oa oder r (Fig. 16)
und dem Winkel », den r mit einer festen Geraden O! bildet, durch
welehe Gleichung die Linge von r fiir jeden Werth des Winkels v
sich berechnen lisst (Vergl. §. 56).

Zweites Kapitel.

Die Linien erster Ordnung.

§. 17. Lehrsatz. Der geometrische Ort aller Punkte,
deren Coordinaten einer Gleichung ersten Grades ge-
niigem, ist eine gerade Linie.

Beweis. Jede Gleichung ersten Grades (erster Ordnung)
zwisehen x und y lisst sich auf die Form bringen:

(1) az+4by+c=0,

wo a, b, ¢ constante Grossen sind, die positiv, negativ oder auch
zum Theil gleich Null sein kinnen. Wir betraehten folgende Fiille:
T L s sei a=0; also (1) von der Form by--¢ =0, wor-
aus y = ——bc—- Da b und ¢ Constanten sind, so enthilt der geo-
metrische Ort alle Punkte mit gleicher Ordinate, d. h. er ist eine
Parallele zur @-Axe; ist iiberdies ¢ =0, hat man also by = 0,
oder y = 0, so siellt er die a-Axe selbst vor (§. 4).

1I. Ebenso ergiebt sich fir b= 0, dass ax-4c =0 eine
Parallele zur y-Axe, so wie @ = 0 die y-Axe selbst darstellt.

1. Es seien ¢ und b von Null verschieden; man denke sich
drei verschiedene Losungen von (1) berechnet, wic es z. B. in
§. 12 fiir die Gleichung (a) geschchen ist; es seien dieselben @, y;
a', y' und a”, y". Diese Losungen miissen der Gleichung (1) ge-
niigen, also muss sein:

ax+by-tec=0, ar'+byt+c=0, aa"+by'+c=0.
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Zieht man die erste Gleichung von der zweiten und dritten ab, so
erhiilt man:

a(@'—z)+b(y'—y) =0, a@—a)+b@y"—y) =0,
woraus:

e R S A
T—z b’ a'—x b’
ok "__
also: iﬁ_i: g:”-z:;

dies ist aber (§. 6) die Bedingung, damit (z, y), (¢, ¥'), (2", y")
drei Punkte einer Geraden darstellen; irgend drei Punkte also, wel-
che der Gleichung (1) geniigen, liegen in einer Geraden, und da
schon zwei Punkte eine Gerade vollkommen bestimmen, so ist hier-
mit der Lehrsatz bewiesen.

IV. Ist ¢=0, so geniigt der Gleichung az by =0, die
Losung ¢ =0, y = 0; die Gleichung ax--by = 0 stellt als eine
dureh den Anfangspunkt gehende Gerade dar.

Wenn ¢ nicht = 0, so schneidet die Gerade (1) die Axen;
es sei & die Abscisse des Durebschnittes mit der z-Axe (die Ordi-
nate desselben ist natiirlich = 0) und 1 die Ordinate des Durch-
schnittes mit der y-Axe, dessen Abscisse = 0, so miissen die Wer-
thepaare (&, 0), (0, #) der Gleichung (1) geniigen; es muss also
sein:

ak+c=0, bytc=0,
woraus:

c
e N A )
£ n

Setzt man diese Werthe von ¢ und b in (1) ein, so erhdlt man:

@) %_1_%:1.

Die Gleichung (2) enthilt nur zwei Constanten & #, wihrend
(1) scheinbar deren drei @, b, ¢ enthilt, allein da man mit ciner
derselben immer die Gleichung dividiren kann, so gehen nur ihre
Verhiltnisse in die Gleichung (1) ein. Lost man z. B. (1) nach
y auf und sehreibt:

a c
—‘Tzl, ———b— "'-—-"m,

2*.6
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50 kommt:

@) y=Ilz+m,
welche hiufig gebrauchte Gleichung nur zwei Constanten ! und m
enthdlt.

Anm. 1. Die Gleichungen az+by-tc=0 und y=Ilr+m
sind, wenn b nicht = 0 ist, von gleicher Allgemeinheit; ist aber
b=0, so ist es unméglich, den Grossen ! und m solehe end-
liche Werthe beizulegen, dass die Gleichung y = lo -+ m dasselbe
darstelle wie ar-+c¢ = 0; denn die eine Gleichung enthilt die
Grisse y, die andere enthilt sie nicht. Dividirt man aber die Glei-

ehung y = lr+m durch ! und setzt dann l’;—:k, so komint
%: -+ k; ist nun ! unendlich gross, so wird —%—: 0, also
kommt -k = 0. Wir kinnen demmnach sagen: damit y = lo}m
dasselbe bedeute wie die Gleichung ax ¢ = 0, miissen ! und m
m

unendliche Werthe haben, deren Verhiiltniss ]

gleich dem endlichen

Bruehe =4 sei.
—

Anm. 2. Die zwei Constanten, welche die Gleichung einer
Geraden enthiilt, lassen sich so bestimmen, dass die dargestellte
Gerade zwei gegebenen Bedingungen geniigt; die folgenden Aufgaben

werden dies erliutern ¥).

*) Man kann fragen, in welchem Falle die beiden Gleichungen:
@ ax+dy+c=0, adztdy+=0
eine und dieselbe Gerade vorstellen. Wenn dies stattfindet, muss fiir ein be-

liebiges = aus beiden Gleichungen derselbe Werth des y folgen, d.h. es
muss fiir ein beliebiges = :

IR, S L A3

b b v o’
sein, Fiir 2 =0 giebt dies -—bg— =;—:; ldsst man diese Glieder fort, so
kann nicht —Z—m = —-l;'—:-:c fiir jeden Werth des « sein, wen-n nicht -%- = -ZT!.
Die Bedingungen %—- =bi:, —;i = %,’ lassen sich auch schreiben % = T’i—

a ¢ 3 i
und ;,—:—-«, oder T o Nennt man den Werth dieser glei-
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§. 18. Aufgabe. Die Gleichung der Geraden zu finden,
die durch zwei gegebene Punkte (2, ') und (", y") geht.
Auflésung. Es handelt sich dapum, zwei Grossen ! und m
50 zu bestimmen, dass (2, y'), (¢", y") Losungen von:
1 y=letm
werden. Zu dem Ende muss sein y = la'-}m, y"' = lz"+m,
woraus durch Subtraction hervorgeht:

)
y—y' =1l —a"), oder: l= —;:%
L ek AR oo,
und: = il =y o'—a" o

Setzt man diese Werthe in (1) ein, so erhilt man:
8 Ilm' ylmﬂ
m”

oder: 3) y@E'—a)—z@y—y" -]— y'a'—y'"z = 0 %).
Statt dieser Gleichungen kann man auch schreiben:

)

@ y=L=¥ 1 V"

4) y—y y—y@—’x
G y—yr=LL -" ”"’ - (@ —a);

die Gleichungen (2), (3), (4), (5) sind nicht von einander verschie-
den, sondern einfache algebraische Umformungen, und hétten un-
mittelbar_aus §. 6 abgeleitet werden konnen. Man iiberzeugt sich
leicht, dass sie in der That befriedigt werden, wenn man ' und ¢’
oder 2" und y" statt & und y einsetzt.

Anm. 1. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die

chen Briiche 4, so ist:
a = ).a’, b= lb’, c = ).c',

d. h. von den beiden Gleichungen (4) muss die eine durch Multiplication
mit einem constanten Factor 2 aus der anderen entstanden sein, wenn sie
dieselbe Gerade vorstellen sollen. Obige Rechnungen setzen stillschweigend
voraus, dass b und & von Null verschieden sind; ist dies nicht der Fall,
o bedarf der Beweis einer geringen Modification.

#) Die Gleichung (3) lésst sich dahin interpretiren, dass jeder Punkt
(#, y) der Geraden mit den gegebenen Punkten («', y') und (2", ") ein
Dreieck bestimmt, dessen Inhalt gleich Null ist (§.9, Form.5 und §. 11
zu Ende). H,
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Gleichung irgend eciner durch (&', y') gehenden Geraden die fol-
gende ist:
y—y =lle—2)

Anm. 2. In den Gleichungen (2) bis (5) bedeuten (', ¥'),
(", y'") die Coordinaten zweier gegebenen Punkte, x und y die
irgend eines Punktes der Geraden, man nenunt deshalh zum
Unterschiede diese letzteren laufende Coordinaten.

§.19. Aufgabe. Die Coordinaten des Durchschnittes
der beiden Geraden:

1) ax-+bydc=0, 2) dxtbytc =0
zu bestimmen:

Auflosung. Man findet dieselben (§. 14) durch Auflosung
der Gleichungen (1) und (2):

be'— et ca'—ac'
B % = a—ba’ VT a—ba

Anm. 1. Die Werthe (3) bleiben endlich, wenn ab’— ba' von
Null verschieden ist. Wenn aber:

(1) ab'—ba' =0, oder: (5) % = -;’—
so werden diese Werthe unendlieh ; die Geraden schneiden sich also
dann im Endlichen nicht, oder sind parallel. Haben die Gleichungen
die Form y = le+-m, y = l'z - m', welche auch lz —y-+m =10
w. s. w. gesehrieben werden kinnen, so wird die Bedingung des
Parallelismus:
6) I=10
Anm. 2. Geht die Gerade:
(7) a/1x+b11y+crr =0

durch den Durchschnitt von (1) und (2), so miissen die Werthe
(3) der Gleichung (7) geniigen; d. h. es muss sein:

y 00'—cb’ 4

S S LA Z”, et =0,
oder: (8) ab'c"—a'bc"+ a’b"c—a”b’c—]—a”bc’— ab'’c = 0;
diese Bedingung wird also erfiillt, wenn die Geraden (1), (2),
(7) durch einen Punkt gehen.

§.20. Aufgabe. DieGleichung der Geraden zu finden,
welche dureh den Punkt (2, y') geht und der Geraden
y = lx-4m parallel ist.

Auflosung. Is sei y = 'z 4 m' die Gleichung der gesuch-
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ten Geraden, dann erfordert der Parallelismus mit y = lz 4 m,
dass I' =1 (§. 19, Form. 6); ferner muss y' = I'¢’- m' sein, also
hat man m' = y'—Il's’ =y —Ila'; die gesuchte Gleichung wird
demnach y =lz-|-y'— 2/, oder:

y—y =ll@—a).

Anm. Die Gleichung der Geraden, welche durch den Anfangs-
punkt geht und mit y = lx - m parallel ist, ist demnach y = lr.

Die folgenden Aufgaben gestalten sich fiir rechtwinklige Axen
einfacher als fiir schiefwinklig'éfu'nd sollen deshalb zuerst in Bezug
auf ein rechtwinkliges System geldst werden.

§. 21. Aufgabe. Die Gleichung einer Geraden in Be-
zug auf ein rechtwinkliges System zu bestimmen, welche
durch den Punkt (', y') geht, und mit der Abscissenaxe
einen gegebenen Winkel bildet.

Aufléosung. Es sei w der Winkel zwischen der positiven
Riehtung der z-Axe, und der auf der positiven Seite der y liegen-
den Hilfte der Geraden (Fig. 17). Zieht man durch (z', y') oder
a dic Gerade aX parallel der -} a-Axe, so ist die Grosse der po-
sitiven Drehung von @X nach eb=w und von aX nach ab’
= 180°+4-w. Demnach hat man, je nachdem x, y die Coordinaten
von b oder b' sind:

fir den Punkt b (vgl. §. 8): z—a' = abcosw, y—y' = absinw,

n » U z—a'= WCOS(].SOO‘I‘ w) = —Wcosw,
y—y' = ab' sin(180°+4- w) = — ab’ sinw,
A
also in beiden Fillen: _y_y'_ = tangw,
: r—a

die gesuchte Gleichung ist demnach:

1) y—y =tangw(x—2').
Liegt der Punkt («', ") oder a auf der Ordinatenaxe, so ist 2’ = 0,
und (1) verwandelt sich in:

2) y=tangw-z4y".

Vergleicht man (2) mit der Gleichung y = lz-}m, so ergiebt
sich die Bedeutung der Constanten [/ und m bei einem rechtwink-
ligen Systeme; es ist nimlich / die Tangente des Winkels w,
den die Richtung der positiven Abscissenaxe mit der
oberen Hilfte der Geraden bildet, und m die Ordinate
ihres Durchschnities mit der y-Axe.
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Man hat bekanntlich:

COSDASS, i‘-‘——l , sinw = IR, SN V= ,
Y1+tangw® — Y14tangw®
ist also: tangw =, :
1 !
so kommt: cosw = +-————, sinw = b
SRV IRD T

das Vorzeichen muss fiir cosinus und sinus gleich und zwar so ge-
wiihlt werden, dass sinw positiv ausfillt, weil @ ein Winkel ist, der
180° nicht iiberschreitet.

§ 22. Aufgabe. Die Gleichungen zweier Geraden
inrechtwinkligen Coordinaten seien y=le+tm, y=lz-t+m';
den Winkel zu bestimmen, unter welchem sie sich
schneiden.

Aufléosung. Es seien w und @' die in §. 21 genau definir-
ten Winkel, welche die Geraden mit der z-Axe bilden, also
tangw = I, tangw' = V. Es sei ferner wie in Fig. 18 w > o',
dann schliessen zwei durch den Anfangspunkt O mit den oberen
Theilen der Geraden parallel gezogene Linien einen Winkel w—w'
ein, der dem Winkel # zwischen den-Geraden gleich ist; also hat man:

tangw — tang w' -7
a = tang (w — w') = - ] .
e v 1 tangwtange' ~ 11
'—-
Wiire @' >, so hiitte man tangw = tang(w'-— w) = ﬁ,—;
die rechte Seite von (1) wiire in diesem Falle = —tangu, oder

= tangu/, wenn z' der Nebenwinkel von u ist; daher ist sie unter
allen Umstinden die Tangente eines der Winkel, welche die Geraden
bilden. Sind die Geraden parallel, so ist =0, also tangu =0,
woraus [=10' (§. 19, Anm. 1); stehen die Geraden auf einander
senkrecht, so muss tangu unendlich werden, also ist dann:
2 14+W=o.
Sind die Gleichungen der Geraden: P
B) artbdbytc=0, detbydc =0,
a!

so ist in (1) fiir ! und 7 beziiglich —-%, —7 U setzen,

a o
O A .
ad  ad--bb’
Ty o

also: (4) tangu =
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woraus die Bedingung des Parallelismus a'b—ab’ = 0 (§. 19),
und die der Perpendicularitét:

(3) aa'+bb = 0 folgen.

Anm. Um sinw und cos# zu berechnen, bilden wir zuvor
14 tangw’® (§. 21); man hat:

s __ (ad+-0")'+ (a'b— ab')”
14 tangu® = (@@L b5 3

nach einer hiufig gebrauchten Transformationsformel, deren Rich-
tigkeit sich leicht verificiren lisst, ist:
(6) (ad'+bY)’+ (a'b—ab')’ = (a’+b") ("4 b");

hieraus folgt:

ad' - b ¥ a'b—ab’
—_ st =t —————.
@+ 0+ 5" V&b Va '+ b”

§. 23. Aufgabe. Die Coordinaten (z/, 9') eines Punktes
und die Gleichung einer Geraden:

MW ax+by+c=0
sind fiir ein rechtwinkliges System gegeben; man soll die
Gleichung des von (2, ') auf (1) gefdllten Lothes, den
Fusspunkt und die Linge desselben bestimmen.

(7) cosu=+
0S U /

Auflésung. Is sei y=Iz-tm oder lo—y-t+m =0, die
Gleichung der gesuchten Geraden; weil sie durch (2/, y') geht,
muss sein:

2) l'—y+m=0,
und weil sie auf (1) senkrecht steht (§. 22, 5):

@) al—b =0, - g

b b
woraus: l=—, und: m=y'——2a';
a a

die Gleichung der Geraden ist also:

il s B oy
y=—oty—-a,

oder eleganter:
!

_-—’ - —
VL ot

a b
Die Coordinaten des Fusspunktes crgeben sich durch Auflésung
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der Gleichungen (1) und (4). Setzt man den Werth der beiden
gleichen Briiche in (4) = ¢, so kommt:
() @w=a'tas y=y+be;
substituirt man diese Werthe in (1), so kommt:
az’+ by'+ c+¢e (o’ b°) = 0.
! '
woraus: &= — ﬁ%iqb’ic_;
also werden iufo]ge (5) die Coordinaten des Fusspunktes:
az'+ by'+ ¢ 5 ax'-l— by'+c
Sy Rk S s
a’+b a*+b
Die Linge P des Lothes von (z/, y') auf (1) gefillt, ist die
Entfernung des Fusspunktes (x, y) und des Punktes (z', y'); also
= (@—2)'+@y—y)’, nun ist z—a'=ae, y—y =be
woraus P? = (¢’ b")¢*, oder:
ax'+ by ¢
PSR

wo das Vorzeichen der Wurzel als positiv anzunehmen ist *).

6) z=a'—a

() P=

*) Die Formel (7) des §. 23 veranlasst uns eine Betrachtung hier ein-
zuschalten, die ofters Anwendung findet.

Denkt man sich fiir simmtliche Punkte einer Ebene den Werth von
ax-by--¢ berechnet, so wird derselbe fiir alle Punkte einer Geraden
G verschwinden, wihrend er fiir alle anderen Punkte der Ebene positiv
oder negativ wird. Wir wollen nun nachweisen, dass die Gerade @ die
Punkte der Ebene, fiir welche das eine stattfindet, von denen trennt, fiir
welche das gfginthell eintritt. In der That, es sei & ein Punkt der Ge-
raden G, ', 3’ seine Coordinaten. Denken wir uns durch % eine Parallele
zur z-Axe, es sei (z”, y') ein Punkt % derselben, der natiirlich mit %
gleiche Ordinate bat. Ist nun, um etwas festzustellen, a positiv, so wird
ax’ - by' + ¢ = = az' 4 by’ 4 ¢ sein, jenachdem =« = « ist; da aber
ax'-+ by’ +c-——0, so ist ax”+4dy'+c¢ positiv oder negativ, je nachdem
der Punkt % der Parallelen von % aus auf der Seite der wachsenden oder
abnehmenden 2 liegt. Diese Betrachtungen lassen sich fiir jeden Punkt A
von G anstellen, Fiir siimmtliche Punkte der Ebene, die von @ aus auf
der Seite der wachsenden Abscissen liegen, wird ax 2y ¢ positiv, fiir
G selbst gleich Null, fiir die anderen negativ. Ist @ negativ, so bestimmt
sich, um kurz zu sprechen, die positive und negative Region der Ebene
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§ 24. Entwickelung ciniger Formeln fiir schief-
winklige Coordinaten. Die in §§. 21-—23 behandelten Aufgaben
werden in Kap. 7 allgemein und symmetrisch fiir ein schief-
winkliges System gelost werden, doch migen theils der Uebung
wegen, theils fiir den Gebrauch in den nichsten Abschnitten einige
Formeln analog wie in den vorhergehenden §§. abgeleitet werden.
— In dem Folgenden ist ¢ der Winkel zwischen den positiven
Halbaxen. _

Aus §. 11 Formel 4 ergiebt sich dhnlich wie in §. 21 die Glei-
chung der Geraden, die durch (a', y) geht und mit der z-Axe den
in § 21 genau definirten Winkel e bildet:

(y' gl s )(w—:c’).

sin(p —w
Ist o’ = 0, so wird diese Gleichung:

oy sinw o

) @ y_sin(rp—w) T+ Y

demnach bedeutet in y =Ir-4m, m die Ordinate des Durch-
schnittes dieser Geraden mit der y-Axe und zwischen ! und w hat
man die Gleichung:
sin w
3 =ptes K L
@) sin (g — w)

Um w aus I zu bestimmen, schaffen wir in (3) den Nenner
fort und entwickeln sin(p —w); dies giebt:

Isingcosw — lcos psinw = sinw,

oder: Isingeosw = (14 lcos¢)sinw,
Ising
4 H 4 = —_—r .
\soraqs (4) tangw T ey
Sind:

) y=le+m, y=Uletmw
zwei gerade Linien, fiir welche w, w' und w» dieselbe Bedeutung

haben wie in §. 22, so ist der Winkel u, den die Geraden bilden,
durch die Gleichung gegeben:

gerade umgekehrt. Wir kommen auf diese Betrachtungen noch einmal zu-
riick (§. 69).

Das Resultat (§. 23, 7) kann man demnach jetzt so aussprechen: Der
Ausdruck fiir P ist positiv oder negativ, je nachdem (@', ') in der positiven
oder negativen Region der Ebene liegt; sein Zahlenwerth ist dem von =, ¥")
aaf ax+-by 4 ¢ =0 gefillten Lothe gleich,
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tangew — tang w'

tangu = _“_1+tangwta~n3w' i
Nun ist (4):
_ lsing eSS iy
080 = T Teosp * Y T T Teosq”
Isin ¢ U'sin g
30k 5 — o s
also: tangw —tangw 1+ lcosep 1} Ueose
e (I—1)sing
~ (Ficosg) (1 Veosgp)’
Il'sin ¢p®
d: t '=
un 1} tangwtangw’ = 1+ (T Tcosg) (11 Feos )
_ 14 Deosg 0
"~ (14 lcosg)(1-Tlcose)’
(l—1)sing

folglich: (6) tang

=TT U Deosgp a7
Die Geraden (5) sind demnach parallel, wenn I — = 0 (§. 19)
und sie stehen auf einander senkrecht, wenn:

(M) 14+ Deosp+ U = 0.
Die iibrigen Aufgaben, welche sich hier noch anschliessen, sehe
man weiter unten Kap. 7.

Drittes Kapitel.
Der Kreis.

§ 25. Gleichung des Kreises. Der Ort aller Punkte
ciner Ebene, welche von einem gegebenen Punkte ‘derselben Ebene
constante Entfernung haben, ist ein Kreis, der gegebene Punkt
heisst der Mittelpunkt, die constante Entfernung der Radius
desselben.

Aufgabe. Die Gleichung eines Kreises aufzustellen,
dermit demRadiusrum denMittelpunkt (p, g) beschrieben
ist. Sind die Coordinaten schiefwinklige und (z, ¥) irgend ein
Punkt des Kreises, so muss sein (§. 11, Formel 6):



Der Kreis. 29

1) (@=p)’+2@—p)y—gcosg+y—9°=r"
und fiir ein rechtwinkliges System:
@ @—p’+y—9 =r

Der Einfachheit halber werden wir uns im Laufe dieses Ka-
pitels nur rechtwinkliger Coordinaten bediencn.

Liegt der Mittelpunkt auf der a-Axe, und beriihrt der Kreis
ausserdem die Ordinatenaxe, so ist p =r, ¢ = 0, und dic Glei-
chung (2) wird nach Auflésung der Klammern

3 = —2rx+y =0
ist der Kreis um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben,
so wird p =0, ¢ =0, also ist dann die Kreisgleichung:

@) @4y =r
Liost man in der allgemeinen Formel (2) die Klammern auf,
so kommt z’-f-y’— 2pz— 2qy +p’4- ¢'—r’ = 0; die Kreisglei-
chung enthilt also ausser einem Ausdrucke erster Ordnung:
—2pz—2qy+p’+¢'—r’
noch die Glieder @*-}-y*>. Umgekehrt hat man den Satz:

eine Gleichung, in welcher ausser einem Ausdrucke
erster Ordnung noch #° und 3’ mit demselben Coef-
ficienten behaftet vorkommen, also cine Gleichung
von der Form:

®) ax’+ay’+ bt cy+d=0
stellt im Allgemeinen einen Kreis dar.
In der That kann man (5) oder:

b c d
2 )L et £l —_— =
Syt —yt— =0
in folgende Gleichung transformiren:

(6) <m+2a)+( +2a) ’+ 4a2 _%:’bg—l_‘:;;ﬂ'

Vergleicht man (6) mit (2), so sieht man, dass alle Punkte,
welche die Gleichung (6), oder was dasselbe ist (5) befriedigen, auf

X B b c ;
einem Kreise liegen, der um den Punkt (— 53 ———) mit dem

s - 2a
Yo'+ c*—4dad

Radius r = %

besehrieben ist.
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Damit » reell sei, muss b*4- c>—4ad positiv sein; ist der letz-
tere Ausdruck negativ, so hat (6) gar keine geometrische Bedeutung;
denn die Summe der beiden Quadrate links kann ni