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Vorrede des Herausgebers.

Ferdinand Joachimsthal, Professor an der

Universitat Breslau, wurde am 5. April 1861 durch

einen friihzeitigen Tod mitten aus den Erfolgen sei

ner mathematischen Untersuchungen und seiner se-

gensreichen Lehrthatigkeit fortgerissen. Auch war

es ihm nicht vergonnt, die Ausarbeitung des vorlie-

genden Lehrbuchs, welchem er die Mussestunden vie-

ler Jahre mit Vorliebe gewidmet hatte, vollstandig

zu Ende zu fuhren. Doch fanden sich gliicklicher-

weise ausser einem vom Verstorbenen selbst als druck-

fertig bezeichneten Manuscript in den hinterlassenen

Papieren noch weitere Ausfiihrungen und Andeutun-

gen vor, auf Grund deren ich es unternehmen konnte,

dieses Lieblingswerk meines hochverehrten Lehrers

herauszugeben, ein Werk, welches durch die Klarheit

der Darstellung und durch die sorgfaltige Beriicksich-
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tigung der dem Anfanger entgegentretenden Schwierig-

keiten seiner Bestimmung als Leitfaden zur Einfiih-

rung in die analytische Geometrie zu dienen, in vor-

zuglichem Maasse entspricht, und welches zugleich

durch die Eigenthiimlichkeit der Methode auch auf

den mit dem Gegenstande vollig vertrauten Leser in

hohem Grade anregend wirkt. In dieser Beziehung

mochte namentlich die fast durchgiingige Anwendung

schiefwinkliger Coordinaten hervorzuheben sein, bei

welcher die Verbindung von Einfachheit der Rechnung

und Allgemeinheit der Schliisse in seltener Weise er-

reicht ist.

Es kann als sicher angenommen werden, dass

schon zu der Zeit, als Jacobi noch lebte, also bereits

vor dem Jahre 1851, der erste Gedanke, die Elemente

der Geometrie zu bearbeiten, in Joachimsthal entstan-

den war. Eine beziigliche Aufforderung Jacobi s hat

diesen Gedanken wohl nicht erst hervorgerufen, son-

dern nur von Neuem angeregt und der Ausfuhrung

naher gebracht. Jacobi namlich hatte schon seit lan-

gerer Zeit ab und zu an einem Lehrbuch geschrieben,

welches zu einer elementaren analytischen Darstellung

der von ihm in Vorlesungen an der Konigsberger Uni-

versitat oft behandelten Geometrie des Raumes bestimmt

war; er forderte nun Joachimsthal auf, ein Lehrbuch

der Geometrie der Ebene zu schreiben, damit beide
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Werke zusammen das ganze Gebiet der Geometrie in

ihren Elementen umfassten.

Der hierdurch von Neuem in Joachimsthal ange-

regte Gedanke hat dann freilich in ihm eine viel wei-

tere Entwickelung genommen. Im Jahre 1855, als

Joachimsthal die mathematische Professur an der Uni-

versitat Halle bekleidete, hatte er bereits einen ersten

Entwurf der Geometrie der Ebene nahezu vollendet,

und er zeigte mir denselben bei Gelegenheit eines Be-

suches, den ich ihm damals machte. Aber dieser erste

Entwurf geniigte ihm spater nicht; er ordnete den zu

beharidelnden Stoff nach einem neuen Plane an, an-

derte demgemass die Reihenfolge der Kapitel von

denen z. B. das die Transversalentheorie enthaltende

urspriinglich den Kegelschnitten vorausging und

unternahm auf diese Weise eine durchgreifende Um-

gestaltung des Werkes, welche leider vor der ganzli-

chen Vollendung durch seinen Tod unterbrochen wurde.

Von dieser neuen Bearbeitung fand ich die ersten

sieben Kapitel druckfertig vor; ich hatte daher nur

den Schluss des Werkes im Sinne des Dahingeschie-

denen zu erganzeri und hierfur folgende im Nach-

lass vorgefundene Papiere als Anhaltspunkte zu be-

nutzen.

Erstens ergab ein kurzes Inhalts-Verzeichniss die

vollstandige Reihenfolge der Kapitel, wie sie Joachims-
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thai fur die zweite Bearbeitung festgestellt hatte. Die

ses Verzeichniss fuhrt nicht nur die Geometric der

Ebene bis zu Ende, sondern geht auch zur Geometrie

des Raumes iiber uncl zeigt also, dass JoachimsthaFs

Plan sich im Laufe der Jahre bedeutend erweitert

hatte.

Zweitens lag mir der bereits erwahnte erste Ent-

wurf des Werkes vor, welcher mit . 94 abschliesst,

und aus welchem der Text vom Anfange des achten

bis gegen Ende des zehnten Kapitels wortlich ent-

nommen ist. Die in den sieben ersten Kapiteln durch-

gefuhrte neue Anordnung erforderte zwar einige Mo-

difieationen des Textes; jedoch habe ich es vorgezogen,

denselben uriverandert zu lassen und die Modifica-

tionen in Anmerkungen zu verweisen, welche als

von mir herriihrend mit dem Buchstaberi H. unter-

zeichnet sind. Aus diesem ersten Entwurfe habe ich

iiberdies die drei auf den Seiteri 13, 20 und 26 ste-

henden Anmerkungen genommen, deren Inhalt in der

zweiten Bearbeitung fehlte.

Drittens fancl sich ein Blatt, auf welchem Joa-

chimsthal den im letzten Kapitel einzuhaltenden

Gang in kurzen Umrissen angedeutet hat. Darauf

hin habe ich den Versuch gemacht, dieses Ka

pitel auszufuhren und damit das vorliegende Werk

Joachimsthars zu demjenigen Abschluss zu bringen,
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welcher von ihm selbst beabsichtigt und bei der Ver-

offentlichung nicht luglich zu entbehren war. Ich

habe mich bei dieser Arbeit bemiiht, so viel als mog-

lich im Sinne Joachimthai e zu verfahren, und na-

mentlich im Sinne der eben erwahnten Andeutungen,

welche mir die einzigen speciellen Anhaltspunkte ge-

wahrten, und welche ich deshalb hier wortlich fol-

gen lasse:

,,Pole von Geraden, die durch einen Punkt gehen,

,,Tangentenmethode. Die Polare bewegt sich an

,,einem Kegelschnitt; Anwendung auf zwei Kreise.

Durchschnitt zweier Kegelschnitte, gemein-

,,schaftliche Sehnen, reelle, imaginare. Reelier

,,Durchschnitt imaginarer conjugirter Geraden. Be-

,,deutung der Punkte
,

welche als gemeinschaft-

,,liche Durchschnittspunkte anzusehen sind. Be-

,,trachtung von U+kV=0, Involution. U 0,

= 0, U+
lupr = 0. U=Q, U+ty* = 0,

~

0. pq+hrs = 0. Pascal scher Satz mit

,,seinen Folgerungen; Brianchon scher Satz.&quot;

Berlin, im Marz 1863.

Oswald Hermes.
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Zur leichteren Handhabung der vorliegenden

Elemente sind bei der zweiten Auflage die Paragraphen

zugleich in den Columnentitel genommen worden. I in

Uebrigen ist der Text fast ganz unverandert beibe-

halten und nur fur moglichste Correctheit desselben

gesorgt worden.

Berlin, im Juli 1871.

0. H.
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Erstes Kapitel.

Bestimmung der Lage von Punkten in einer Ebene.

Principien der analytischen Geometrie.

. 1. Bestimmung der Lage von Punkten einer Gera-

den. Nimmt man in einer unbegranzten Geraden (Fig. 1) einen

Punkt an, so ist die Lage eines jeden anderen Punktes a der

Geraden bestimmt, wenn man erstens weiss, in welchem ihrer bei-

den durch gebildeten Theile er sich befindet, und wenn man

zweitens seine Entfernung von kennt. Um beide Angaben zti ver-

einigen, unterscheidet man die beiden Halflen der Geraden, die eine

als die positive und die andere als die negative, und setzt dem Werthe

der Entfernung des Punktes a von das Zeichen -f- der vor,

der Seite entsprechend, in welcher er liegt; diese mit ihrem Zei

chen versehene Entfernung des Punktes a von heisst die

Abscisse von a in Bezug auf den Anfangspunkt 0.

Rechnen wir in Fig. 1 die positiven Abscissen von aus nach

rechts, und bedeuten die angegebenen Theile etwa Centimeter, so

ist die Abscisse von a = -f- 2
cm

,
von ft + 6 cin

, von y = 5cm
,

die Abscisse des Anfangspunktes gleich Null.

. 2. Verlegung des Anfangspunktes. Rechnet man die

Abscissen nicht mehr von 0, sondern von a, und zahlt dabei die

positiven Abscissen nach derselben Richtung \vie friiher, also in un-

serer Figur nach rechts, so werden die Abscissen aller Punkte fi,y, .

um Oa kleiner, wenn a, wie in Fig. 1, rechts von liegt. Nennt

man also die Abscissen von a, @, y, . . in Bezug auf beziiglich

x} x f x&quot;,
. . so werden die Abscissen von ft, yy . . in Bezug auf

a resp. gleich:

(1) aj Oa, x&quot;-0a, ..

Joachims thai Elemeulc. 2. AufJ.
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woftir man auch,. weil Oa = x, schreiben kann:

( ) Ju 37j CO 2/^

Liegt aber der neue Anfangspunkt a, wie in Fig. 2, links von 0,

so werden die Abscissen von
ft, y, . . in Bczug auf a urn Oa grosser

als in Bezug auf 0, also beziiglich gleich:

(3) x + Oa, x&quot;+0cc, ..

Die Abscisse x von a in Bezug auf ist aber jetzt gleich Oct.,

also Occ = x, setzt man diesen Werth in die Reihe von (3) ein,

so erhalt man dieselben Grossen wie in (2); wir haben demnach

den Satz:

Sind x, x , x 1

, .. die Abscissen der Punkte a, ft, y, . .

einer Geraden in Bezug auf den Anfangspunkt 0, so

sind die Abscissen der Punkte ft, y, . . in Bezug auf a

bezuglich gleich x x, x&quot; x, . . vorausgesctzt, dass

von und v on a a us die positiven Abscissen nach der -

selben Richtung gezahlt werden.

. 3. Folgerungen. Hieraus folgt wciter, dass die Diffe-

renzen x f

x, x&quot; x gleiches Zeichen haben, wenn ft und y auf

derselbcn Seite von a liegen, entgcgengesetztes im anderen Falle.

Da ausserdem der Zahlenwerth der Differenzen x x und

x&quot; x die Langen der Slrecken fta, yet ausdriickt, so hat man:

x -x /to

x&quot;-x
L7^

wo das obere (untere) Vorzeichen gilt, wenn a ausserhalb (inner-

halb) der Strecke fty liegt-

Ist z. B. a die Mitte von fty, so muss das untere Vorzeichen

genommen werden, und weil fta ya ist, so hat man:

woraus : x x = x&quot;+ x,

Oder: (2) x =^^- .

. 4. Bestimmung der Lage von Punkten einer Ebene.

Um die gegenseitige Lage der Punkte einer Ebene zu bestimmen,

zieht man durch einen festen Punkt derselben zwei unbegranzte

Gerade I Ol, m Om (Fig. 3), welche die Ebene in vier unendliche

Theile zerlegen; man nennt die eine der Geraden, z. B. VOl, die

Abscissenaxe, die andere m Oni die Ordinatenaxe, und unter-
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scheidet in jeder eine positive und negative Halfte; in unserer Figur

sollen 01 und Om die positiven Halbaxen bedeuten. Zieht man

nun von irgend einem Punkte a der Ebene parallel mit den Axen

die Linien aa und act , so wird die Lage von a durch die Grb sse

und das Vorzeichen der Axenabschnitte Oa und Oa vollstandig

bestimmt. Die mit ihrem Vorzeichen versehenen Axenab

schnitte Oa und Oa heissen, der erste 0&amp;lt;x die Abscisse, der

zweite Oa die Ordinate des Punktes a, beide zusamraen die

Coordinaten von a. Der Punkt 0, dessen Goordinaten sind,

heisst der Anfangspurikt der Goordinaten.

Da die Abscissen verschiedener Punkte haufig durch xt x
r

, x&quot;,
. .,

die zugehorigen Ordinaten durch y, y
f

, y&quot;,
. . bezeichnet werden, so

sagt man statt Abscisse und Ordinate&quot; auch ,,das x und y

eines Punktes,&quot; und spricht demgemass auch von einer x- und

?/-Axe.

In den vier durch Zahlen bezeichneten Theilen von Fig. 3 sind

fiir einen Punkt a in I x und y positiv, fur ein en Punkt 6 in 2

y positiv, x ncgativ, fur einen Punkt c in 3 sind x und y nega-

tiv, fiir einen Punkt d in 4 ist x positiv, y negativ.

Es mag erinnert werden, dass zur Bestimmung der Coordina

ten eines Punktes, z. B. von c, nur eine der Parallelen cy und c/
gezogen zu werden braucht, weil Oy = cy , Oy = cy ist; man
kann deshalb auch die mit den richtigen Zeichen versehenen Werthe

von cy und cy als Abscisse und Ordinate ansehen. Man sieht hier-

nach, dass alle Punkte einer Geraden, die der Abscissenaxe parallel

ist, dieselbe Ordinate haben; fiir die Punkte der Abscissenaxe selbst

ist die Ordinate = 0. Ebenso haben die Punkte einer Parallelen

zur Ordinatenaxe gleiche Abscisse, fiir die Punkte der Ordinatenaxe

selbst ist die Abscisse = 0. So haben namentlich die Fusspunkte

der Parallelen a, fl, y, d die Ordinate = 0, und dieselben Abscis

sen wie resp. a, b, c, d; dagegen die Fusspunkte a r

, fl, y
f

, die

Abscisse = 0, und dieselben Ordinaten wie resp. a, b, c, d.

Ist der Winkel zwischen den Axen ein rechter, so nennt man
die Coordinaten rechtwinklige, sonst schiefwinklige, beide

mit gemeinschaftlichem Namen Parallel-Coordinate n.

.5. Projectionen. Zieht man von einer Anzahl von Punk-

ten a, 6, c, d (Fig. 3) in beliebiger Richtung Parallelen, welche eine

gegebene Gerade // in a, fi, y, treffen, so nennt man diese letz-

teren Punkte die Projectionen der ersteren, und zwar die recht-

1*
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winkligen Oder schiefwinkligen , je nachdem die Parallelen auf //

senkrecht stehen oder nicht; die Parallelen selbst heissen die Pro-

jectionsstrahlen.
Die in . 4 erlauterte Methode, um die Lage von Pimkten a,

b, c, d, . . zu bestimmen, besteht dcmnach darin, dass man diese

Punkte auf zwei sich schneidendc Gcradc // und mm projicirt, die

Projectionsstrahlen beziiglich mm und // parallel annimmt und

die Lage der Projectionen nach . 1 angiebt; oder auch, dass man
die Punkte a, b, c, d, . . nur auf eine Gerade projicirt, und ausser

der Lage der Projectionen a, ft, y, , . . die Lange der Projections

strahlen act, bft, cy, d, . . angiebt, mil dem -f- Zeichen versehen fur

Punkte auf der einen Seite von // (in Fig. 3 der oberen), mil

dem Zeichen auf der anderen.

Es lassen sich noch unzahlig viele andere Methoden angeben,

um die Lage von Punkten in einer Ebene zu bestimmen; eine der-

selben wird weiter untcn (. 7, Zus.) angefiihrt werden.

. 6. Vcrlegung des Anfangspunktes; Folgerungen.
Die Resultate aus . 2 und . 3 lassen sich ohne Millie auf Punkte

libertragcn, die in einer Ebene beliebig liegen.

Es scien x, y die Coordinate!! eines Punktes a (Fig. 4), x , y
die von b. Denkt man sich durch a ein neues Coordinatensystem

gelegt, dessen positive Halbaxen aX, aY denen des ersten Syste-

mes parallel und gleich (d. h. nach derselben Seite hin) gerichtet

sind, so sind die neuen Goordinaten von b gleich x x und

y -y-
In der That, lasst man zuerst die Abscissenaxe ungeandert

und &amp;gt;

7erschiebt die Ordinatenaxe sich selbst parallel, bis sie durch

a geht, so andert sich die Ordinate von b nicht, und die Abscisse

von b (oder von ft) wird = x x (. 2); verschiebt man nun auch

die Abscissenaxe sich selbst parallel, bis sie durch a geht, so erhalt

man in ahnlicher Weise die neue Ordinate = y y.

Zieht man ferner von den Punkten a, b, c einer Geraden, de-

ren Goordinaten x, y; x , y ; x&quot;} y&quot;
sein mogen (Fig. 5), die Or-

dinaten aa, bft, cy, so haben a, ft, y dieselben Abscissen x3 x , x&quot;,

und dieselbe Reihenfolge wie a, b, c, d. h. a liegt ausserhalb (in-

nerhalb) 6c, wenn a ausserhalb (innerhalb) fty liegt; nach einem

bekannten geometrischen Satze ist ausserdem:

6a fta

ca
yet
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Fiir die Punkte a, ft, y batten wir in . 3
X ~ X

=.4-^, also
x x ~~ya

konnen wir auch schreibcn:

x x -
ca

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem a ausserhalb

Oder innerhalb der Strecke be liegt. Ebenso findet man, wenn
a, b, c dureh Parallelen zur Abscissenaxe auf die Ordinatenaxe

projicirt werden:

wir haben also den Satz:

Liegen die Punkte (x9 y), (x } y ), (x&quot;, y)*) in einer Ge-
raden, so findet die Gleichung statt (vergl. . 18):

Umgekehrt, findet die Gleichung (3) statt, so liegen die

3 Punkte in einer Geraden. Demi wenn eine durch
(x&quot;} y

fl

)

Oder c (Fig. 5) mil der Ordinatenaxe parallele Linie cy die dureb
a und 6 gezogene Gerade in einem Punkte c trifft, dessen Abscisse

also x&quot; ist, die Ordinate dagegen = y&quot;

1

, so muss, weil a, b, c in

einer Geraden liegen, die Gleichung stattfinden:

x x y y
~*r=̂ ~ ~~~f^ij

aus welcher durch Vergleichung mit (3) folgt y&quot; y = y
&quot;

y
oder

y&quot;

=
y&quot; , d. h. c und c haben dieselben Coordinaten oder

fallen zusammen. Schafft man in (3) die Nenner fort, so verwan-
delt sich die Gleichung in:

(4) x
y&quot;- x&quot;y

f+ x y-xy + xy -x y ^ 0.

1st a oder (x, y) die Mitte von be, so werden die rechten

Seiten von (1) und (2) gleich 1 (vgl. . 3), woraus:

x 4-x&quot; y 4-y&quot;
11 _ y &

2 y
2&quot;

*) Der Punkt, dessen Abscisse =x, dessen Ordinate = y ist, wird
der Punkt (jj, y} genannt.
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Die nachfolgenden Aufgaben mogen der Einfachheit halber zu-

erst fur rechtwinklige Axen gelbst werden.

. 7. Aufgabe. Aus den rechlwinkligen Coordinaten

eines Punktes (x, y) seine Entfernung r vom Anfangs-

punkte und den Winkel v zu bestimmen, den die Ab-

scissenaxe mil r bildet.

Auflb sung. Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, verstehen

wir unter e denjenigen Winkel, den die positive #-Axe beschreiben

muss, um von ihrer urspriinglichen Lage ausgehend und nach dcr

+ y-Axe zu sich drehend, in die Lage von r zu gelangen. Dem-

nach ist (Fig. 6) fur den Punkt a des ersten Quadranten v gleich

dem Winkel aOa, fiir a1

gleich 180 a Oa , fur a&quot; gleich

180-}-a&quot;Oa&quot;, fiir a &quot;

gleich 360- a &quot;0a &quot;.

Fur den Punkt a ist nunmehr x = Oa, y ace, r = Oa,

v = aOa, also:

(1) # rcost?, y = rsinfl, x*+ y
9 = r

a

,

von welchen drei Gleichungen die letzte, weil cos?
2

4~ s int?2 1

eine Folge der beiden (ibrigen ist.

Hieraus ergiebt sich umgekehrt:

Diese Formeln gelten allgemein, denn man hat:

fiir a im 2ten Quadranten:

x = - Oa , y = a a , r = Oa , v = 180 a Oa ,

Oa x
also: cost? cos a Oa =

-TTJ
=

= sin

fiir a&quot; im 3ten Quadranten:

x = - Oa , y = a&quot;a&quot;,
r =

Oa&quot;, o == 180+ a&quot;0&quot;a&quot;,

ttr\ ii Oa&quot; a;

also: cos = cosa&quot;0&quot; = - =
,

Oa&quot; r

nn ,
a&quot;a &quot;

ysmv = sma&quot;0a&quot; = --- =
;

Oa&quot; r

fiir a&quot; im 4ten Quadranten:

x ^= Oa
&quot;, y = a &quot;a

&quot;,
r = Oa

&quot;,
v = 360 a&quot; 0&quot; ,
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Oa &quot; x
also: cost? = cos a &quot;0a

f
&quot; = _

, f

Oa&quot; r

sin = sma &quot;0a
f &quot; ~ -

a&quot; a r &quot;

y
Oa &quot; r

Zusatz. Die Grossen r und c, welche ebenfalls die Lage
eines Punktes a gegen das Axensystem bestiinmen, heissen die Po-

larcoordinaten von a, und r der Radius Vector; r ist i miner

positiv, den Winkel v kann man, wenn er in umgekehrter Rich-

tung, als eben festgesetzt ist, gezahlt wird, auch negativ annehmen;
so ist z. B. das v des Punktes a &quot; = 300 oder = 60; weil

ferner der Radius Vector nach jeder Umdrehung von 360 in seine

ursprungliche Lage zuriickkehrt, so kann man dem Winkel v be-

liebige Vielfache von 360 hinzufiigen. Die Formeln (1) geben
die re chtwinkligenCoordinateneinesPunktesdurch seine

Polarcoordinaten, die Formeln (2) losen die umgekehrte
Aufgabe.

. 8. Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinaten

zweier Punkte a} b die Entfernung ab und die Neigung
dieser Geraden gegen die Abscissenaxe zu bestimmen.

Die Coordinaten der Punkte a und b seien beziiglich x, y
und x , y

f
. Man denke sich (Fig. 7) durch a ein neues recht-

winkliges Coordinatensystem, dessen positive Halbaxen aX, aY mit

derien des alten Systems Ox und Oy parallel und gleich gerichtet

sind. Setzt man die Coordinaten von b in Bezug auf dieses neue

System = X und Y, die Entfernung ab R, und den Winkel

zwischen aX und ab, der eben so gezahlt wird, wie in . 7 der

Winkel v, gleich w, so hat man nach . 7:

R = _j_ j/r^+T
1
, cosw = -~,

nach . 6 sind:

x = -*, Y = y
also :

(1) R = Jr} (x -xy+(y -y)\ cosw -
, sinio -

Erklarung. Wenn eine Gerade ab urn einen ihrer Endpunkte

a sich in derselben Richtung dreht, in welcher die positive a;-Axe

um den Anfangspunkt sich drehen muss, damit sie den ersten

Quadranten iiberstreichend nach der positiven ?/-Axe gelangt, so soil

die Drehung von ab um a die positive heissen, im entgegenge-

setzten Falle die negative.
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. 9. Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinaten

der Ecken eines Dreiecks den Inhalt desselben zu be-

stimmen.

I. Fall. Die eine Ecke des Dreiecks sei der Anfangspunkt

(Fig. 8) ;
die rechtwinkligen Coordinaten von b x , y , von

c = x&quot;, y&quot;;
die Polarcoordinaten beider Punkte bezliglich r , v

und
r&quot;, v&quot;,

so dass nach . 7:

=~ -- &quot; &quot; 1
(1) cosc =~, sin !&amp;gt;

= --, cosv&quot;=, shit?&quot; =

Muss Ob im positiven Sinne sich um drehen, wenn es die

Flache des Dreiecks Obc beschreibt (wie in Fig. 8, wahrend in

Fig. (8*) das Gegentheil stattfmdet), so ist der Dreieckswinkel

cOb = v -v ; ware etwa v&quot; kleiner als v
,
was moglich ist, wenn

b im 4ten und c im Istcn Quadranten liegt, so kann man zu t&amp;gt;&quot;

noch 360 addiren. Der Inhalt A des Dreiecks ist also:

A = I0b&amp;gt;0cs}n(v&quot;v ) r r&quot; (cost? sin t?&quot; cos*?&quot; sin t&amp;gt; ),

Oder durch Substitution der Werthe (1):

(2) J-^y -a y).

Muss aber Ob im negativen Sinne sich drehen, um das Dreieck zu

Uberstreichen (wie in Fig. (8*)), so hat man J r r&quot; sin (??
-

t?&quot;),

also ist in (2) x , y mit
x&quot;, y&quot;

zu vertauschen und man erhalt:

(3) J = I (xy- afy&quot;)
= -

\ (ay- x&quot;y ).

II. Fall. Die Formeln (2) uud (3) fiihren auch zur Be-

rechnung des allgemeinen Falles, wenn die erste Dreiecksecke a

(Fig. 9) ein beliebiger Punkt (x, y) ist, und nicht der Anfangspunkt.

Die Punkte b und c wiirden, wenn man a zum Anfangspunkte eines

parallel und gleich gerichteten Systcmes wahlte, die Coordinaten

x Xy y y und x&quot;x, y&quot;y haben (vgl. . 6). Man erhalt

also den Inhalt von abc, indem man diese Werthe statt x , y u. s. w.

in (2) und (3) substituirt; oder:

der Inhalt d des Dreiecks abc ist:

(4) J = t \x&amp;gt;- x) (y&quot;- y)
- (x-x) (y

-
y)},

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem ab

im positiven oder negativen Sinne um a sich drehen

muss, um das Dreieck abc zu beschreiben.

Zusatz. DieFormel (4) gestattet mehrere Umformungen durch

Auflbsung der Klammergrossen ;
man bekommt:



Bestimmung d. Lage v. Punkten in cin. Ebene. Frincip. d. anal. Geometrie. 9

(5) ^ - \xy
-

.10. Aufgabe. Aus den rechtwinkligen Coordinateii

der Ecken eines Vielecks den Inhalt desselben zu be-

stimmen.

Es seien
(a;,, y { ), (a?2 , */2 ),

. . . (a?, y), die ra Ecken des Viel

ecks a, a
t
..an (Fig. 10); man nehme im Innern des Vielecks einen

Purikt a mit den Coordinateii x, y, so sind die Inhalte der Dreiecke

aa
t
a
z1 aa^a.^ . . . aan-\an , aana

{ beziiglich gleich (vgl. . 9, zweite

Formel in (5)):

xn)

x -

wo durchweg die oberen (unteren) Vorzeichen gelten, wenn die

Aufeinanderfolge der Ecken op a,, ... an dem positiven (negaliven)

Drehungssinne entspricht, d. h. wenn die Drehungsrichtung von aa
{

nach #
2 , 3 ,

... ctn nnd zuriick bis a, die positive (negative) ist.

Addirt man diese Ausdriicke, so fallen sammtliche Glieder, die mit

x und y multiplicirt sind, fort, und man erhalt:

(1) Inhalt des Vielecks:

, a;, y .

Dicser Ausdruck lasst sich in die beiden folgenden umfonnen:

= 1

Die Wahl des Vorzeichens ist oben naher bestimmt worden.

Anmerk. Der fiir die Formeln (1) und (2) gegebene Beweis

setzt voraus, dass man von einem Punkte a innerhalb des Vielecks

nach sammtlichen Ecken a^ 2 , ... on Gerade ziehen kann, welche
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die Seiten des Vielecks nicht schneiden. Die Richtigkeit der For-

meln hangt jedoch von dieser Bedingung nicht ab, sie gelten viel-

mehr selbst fiir so complicate Polygone wie Fig. (10*); den Nach-

weis dieser Behauptung, die fur das Folgende ohne Interesse ist,

iibergehen wir.

.11. Der Uebung halber mogen die in . 7, 8, 9, 10 be-

handelten Probleme auch fur schiefwinklige Goordinaten kurz

erortert werden, obgleich wir wetter unten (Kap. 7) noch einmal

auf dieselben zuriickkommen.

Es seien, wie in . 7, r und v die Polarcoordinaten von a

(Fig. 11), x und y die schiefwinkligen Coordinaten desselben Punk-

tes, (p der Winkel zwischen den posltiven Halbaxen; dann ist, weil

a im positiven Quadranten liegt:

Oa = r, aa = y, Occ = x, Winkel aOu =
t&amp;gt;,

Oaa = (p v,

und demnach:

y _
ship x sin(r/) 0)

r
~

sinqp . r sinqp

Hieraus ergiebt sich:

x -\-y cos qp _
sin ((p v) -\- sin p cos (p

r siny

= cost?,,

oder:

(2) r cos c = x+ y cos (p und: rsini? = ysmfp.

Quadrirt man beide Gleichungen und addirt siealsdann, so erhalt man :

(3) r
2 = x*+ 2xy cos (f + y\

Dass die Formeln (1), (2) und (3) auch fiir jede andere Lage des

Punktes a gelten, wird ebenso bewiesen, wie in . 7. Sind r ,

die Polarcoordinaten eines zweiten Punktes b, x , y seine schief

winkligen Coordinaten, und bildet eine Gerade, die durch a mil der

-}- a?-Axe gleich gerichtet gezogen ist, mit der Entfernung ab oder

R im positiven Drehungssinne den Winkel w, so leitet man ahn-

lich, wie in . 8, aus den Formeln (1), (2) und (3) die nachstehen-

den ab:

R
~

sin (p R sinqp
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(5) Rsinw = (yf i/)sin&amp;lt;jp,
Rcosw (x

1

)-\-(y

(6) R* = (x
~

Unter den in . 9 augegebeneii Bediugungen ist, wenn die Bezeich-

nungen des . 9 beibehalten werden, der doppelte Inhalt 2^/ des

Dreiecks Obc =
rV&quot;sin(t&amp;gt;&quot;

t? ):

= r&quot; sin i?&quot; r cos t? r&quot; cos v&quot; r sin p ,

nun ist aber:

r cos = a? -|- # cos % r sin
t/

sin
r/),

r&quot;cosv&quot; =
#&quot;+?/&quot;

cos
f/&amp;gt;,

r&quot; shift&quot; =
y&quot;sinqp,

also wird:

2^/ (^ + ,V

f

cos
(JP) y&quot;

sin 9 (x&quot;+ /&quot;
cos 9) y sin y,

oder : J = % (x y&quot; y&quot;x ) sin (p.

Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit (. 9, 2) ergiebt sich,

dass die Formeln fur den Inhalt eines Polygons durch

die schiefwinkligen Goordinaten seiner Ecken von den
in . 10 gegebenen Ausdriicken sich nur durch den neu
hinzutretenden Factor sinqp unterscheiden.

. 12. Graphische Darstellung der reellen Losungen
einer Gleichung zwischen zwei Unbekannten. Ehe wir

die eigenthiimlichen Methoden der analytischen Geometrie erlautern,

miissen wir einige algebraische Betrachtungen ins Gedachtniss zu-

riickrufen.

Ist cine Gleichung zwischen zwei Unbekannten x und y gegeben,

so nennt man solche Werthe von x und y zusammengehorige,
welche die vorgelegte Gleichung befriedigen, und jedes zusammen

gehorige Werthepaar eine Lb sung der Gleichung. Jede Gleichung

zwischen x und y hat unzahlig viele Losungen, denn man kann

einer der Unbekannten einen beliebigen Werth beilegen und

dann die Gleichung nach der anderen Unbekannten auflosen. Auf

diese Weise sind von der Gleichung:

(a) 3# 2^+ 5 =
die Losungen:

(A)
a; =- 2 - 1 +. +2, +3,4-4, +5,

y = -i, +1, +2|, +4, +51, +7, +8J, +10,
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und von der Gleichung:

(b) 2*/
3-;e 4-5=:0

die Lbsurigen:

a? =-3, -2, --I, 0, 1, 2, 3, 4, 5,

y = 3,50, 2,19, 1,44, 1,36, 1,44, 2,19, 3,50, 5,07, 6,80,

berechnet worden. Wenn, wie in den angegebenen Beispielen, x

und y reelle Werthe habcn, so hcisst die Lbsung eine reelle, im
4

entgegengesetzten Falle eine im agin are; so ist z. B. x =
]/ 3,

y 1 eine imaginare Losung von (b).

Was man in der Algebra die Auflbsung zweier Gleichungen
mil zwei Unbekannten nennt, besteht also nach dem Vorherge-

henden darin, unter den unzahlig vielen Losungen beider Gleichungen

die ihnen gemeinschaftlichen zu fmden. Sind drei Gleichun

gen von der Art, dass eine jede als Folgerung aus den beiden an-

deren angesehen werden kann, z. B. W 0, Wl
= 0, W-{-Wi

= 0,

so geniigt jede gemeinschaftliche Losung von zweien derselben auch

der dritten.

Hat man nun ein beliebiges recht- oder schiefwinkliges Coor-

dinatensystem, so wie eine willkiihrlichc Langeneinheit angenommen,

so kann man jedes reelle Werthepaar von x und y durch einen

Punkt darstellen, dessen Abscisse und Ordinate beziiglich den Wer-

then von x und y gleich sind. So reprasentirt nach der auf der

Abscissenaxe aufgetragenen Eintheilung in Fig. 12 der Punkt a das

Werthepaar x = 3, y 7, in Fig. 13 der Punkt b das Werthe-

paar a; 3, y = +3,50, der Punkt b das Werthepaar

x = + 3, y + 3,50. Nach diesem Principe sind in Fig. 12 die

Losungen (A) der Gleichung (a), in Fig. 13 die Losungen (B) von

(b) dargestellt worden. Denkt man sich aber nicht nur fur die

ganzzahligen Werthe von x, sondern fiir alle Werthe von x,

zu denen reelle Werthe von y gehb ren, y berechnet und diese

Losungen auf die angegebene Weise construirt, so erhalt man nicht

mehr eine Anzahl getrennter Punkte, sondern eine stetige

Reihenfolge derselben; diese bilden fiir Gleichung (a), wie

sich aus Fig. 12 schon vermuthen lasst und spater bewiesen werden

soil, eine gerade Linie, fiir Gleichung (b) eine complicirtere Curve,

deren Gestalt durch die Punkte in Fig. 13 hinlanglich angedeutet

ist und durch Berechnung dazwischen liegender Punkte beliebig

genau gemacht werden kann.
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Auf dieselbe Weise entspricht im Allgemeinen jeder Gleichung

zwischcn x und y eine Curve, dcren Punkte die Gesammtheit aller

reellen Lbsungen der Gleichung darstcllen *).

. 13. Darstellung der Curven durch Gleichungen.

Umgekehrt, sind in einer Ebene zwei Coordinatenaxen und eine Curve

gegeben, deren sammtliche Punkte demselben mathematischen Ge-

setze unterworfcn sind, so wird man eine Gleichung zwischen x

und y aufstellen konnen, der die Coordinaten samintlicher Punkte

der Curve genligen; denn da zu einer Abscisse Oft (Fig. 14) ein

Oder mehrere bestimmte Curvenpunkte b, b gehbren, so muss das

Gesetz der Curve es gestatten, aus der Abscisse x die Ordinaten

dieser Punkte zu berechnen; d. h. es muss zwischen den zusam-

mengehbrigen Coordinaten aller Punkte eine Gleichung stattfmden
;

diese nennt man die Gleichung der Curve.

Zwei Beispiele mbgen das Gesagte erlautern, wobei der Ein-

fachheit halber rechtwinklige Coordinaten gebraucht werden sollen.

Zuerst werde die Gleichung der unbegranzten Geraden

aufgestellt, welche den Winkel zwischen den positiven
IT alb ax en halbirt (Fig. 15). Fur den Punkt / im ersten Qua-

dranten ist Om =. x, Im y, und da das Dreieck Olm gleichschenklig

1st, also Om = Im, ist x = y. Fur den Punkt / im dritten Quadranten

ist x = 0m , y = I m , und weil Om Vm } auch hicr x y;

also ist fiir a lie Punkte der Geraden x = y; und umgekehrt er-

giebt sich, dass nur Punkte jener Geraden der Gleichung x = y

geniigen.

Wir wollen zweitens die Gleichung des Kreises aufstellen,
der mit dem Radius a um den Anfangspunkt der Coordi
naten beschrieb en ist. Fallen wir von einem Punkte/? des Kreises

(Fig. 15) das Loth pq, so ist fiir ihn x = Oq, y = pq und ausser-

dem Op=a, also wegen des rechtwinkligen Dreiecks Opq, x*-\-y*=a *.

*) Einzelne Falle bilden jedoch Ausnahmen: es sind diejenigcn, welcbe

gar keine oder nur eine beschrankte Anzahl von reellen Losungen zulassen.

Zu der ersten Art gehort die Gleichung x 2-

+2/
2+l =0; welches Vorzeicben

auch x und y haben mogen, # 2 und y* sind stets positiv und die Summe
der drei positiven Grossen x 2

, y
z
, \ kann nicht Null werden; ebensowenig

wird die Gleichung durch die Werthe x 0, y = erfullt. Aus ahnlichem

Grunde hat die Gleichung x*+yz = Q nur eine reelle Losung x s= 0,

y = 0, und stellt demnach geometrisch nur einen Punkt dar, den Anfangs

punkt der Coordiuaten.



14 . 14, 15. Erstes Kapitel.

Diese Gleichung gilt nicht nur fiir die im ersten Quadranten des

Kreisumfanges gelegenen Punkte, sondern fiir alle Piuikte der Pe

ripherie (. 7, 2), imd umgekehrt gilt sie ausschliesslich fiir

die Punkte des mit a urn den Punkt beschriebenen Kreises.

Dies vorausgeschickt, wird folgende Erklarung dem Leser ver-

standlich sein.

Die analytische Geometric ist eine Anwendung der

Algebra auf die Geometric; ihrc eigenthiimliche Methode

besteht darin, Gerade oder Curven der Form und Lage
nach als den geometrischen Ort aller Punkte zu definiren,

deren Goordinaten einer gegebenen Gleichung geniige n,

und aus den Eigenschaften dieser Gleichung dieEigen-
schaften jener Geraden oder Curven abzuleiten.

. 14. Durchschnittspunkte zweier Curven. Sind zwei

Curven auf dasselbe Axensystem bezogen, wie in Fig. 15 die Gerade //

und der Kreis, so werden die Coordinaten ihrer gemeinschaftlichen

Punkte, d. h. ihrer Durchschnittspunkte, die gemeinschaftlichen reellen

Losungen ihrer Gleichungen sein. So gentigen in Fig. 15 die Coor

dinaten von s und s sowohl der Gleichung y x 0, weil dies alle

Punkte von // thun, als auch der Gleichung des Kreises x 2

-}-y* a 2=0.

Sucht man die gemeinschaftlichen Losungen beider Gleichungen, d. h.

lost man sie nach x und y auf, so erhalt man die beiden Losun

gen x = a^, y = ay^, und x = a)/|~ /= a]/|, von

denen die erste die Coordinaten von s, die andere die von s liefert.

Haben die Gleichungen von drei und mehr Curven n Losun

gen, die ihnen sammtlich gemeinschaftlich sind, so gehen die

Curven sammtlich durch n bestimmte Punkte. Sind narnentlich die

Gleichungen dreier Curven W =
,
W

{

= 0, Wz
= der Art,

dass eine jede als Folgerung aus den beiden anderen angesehen

werden kann, so geht durch die Durchschnitte je zweier dieser Cur

ven auch die dritte.

. 15. Homogeneitat der Gleichungen. Die Gleichun

gen, auf welche man in alien geometrischen Untersuchungen kommt,

setzen voj^aus, dass sammtlich e Langen durch dieselbe Langenein-

lioit, sainnitliche FlUchen (lurch die entsprecliende FlUcheneinlieit

ausgedrtickt sind. So lange diese Einheit noch nicht bestimmt ist,

oder was dasselbe sagen will, so lange nicht einer der Linien der

Figur ein bestimmter Zahlenwerth beigelegt ist, mussen diese Glei

chungen unabhangig von der willkiihrlichen Einheit stattfmden. Be-
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zeichnen wir nun mit a, b, c, .. die Zahlenwerthe von Linien auf

irgend eine willkiihrliche Einheit bcmgeiu so werden die Zahlen

werthe dieser Linien, durch eine halb so grosse Einheit gemessen

2a, 26, 2c, .., durch eine dreimal so grosse \a, \b, \c, .., iiber-

haupt durch eine aiulere Einheit gemessen ha, hb, he, .. sein, wo
A eine von dem

J^erhaltniss
der Einheiten abhangige Zahl ist. So

lange die Gleichungen zwischen den Zahlenwerthen der Linien von

der Wah}^ der Langeneinheit unabhangig sind, miissen sie also rich-

tig bleiben, wenn iiberall ha, hb, he, . . fur a, b, c, .. gesetzt wird,

unter h eine beliebige Grosse verstanden. Sind z. B. a, b und c

die Langen der Hypotenuse und der beiden Katheten eines rechtwink-

ligen Dreiecks, durch eine beliebige Einheit gemessen, so hat man

6
2

-fc
9 a 2

0; setzt man ha, hb, he fur a, b und c, so erhalt

man A
2
6

2

-|-A
2
c

2 Va? = 0, welche Gleichung durch Division mit

A
2
auf die vorige wieder zuriickkommt.

Man nennt ein einzelnes Glied (Monom), das von den Grossen

a, b, c, .. abhangt, in Bezug auf dieselben vom nten Grade, Oder

von der nten Dimension (Ordnung), wenn es durch die erwahnte

Substitution von haf hb, he, . . an die Stellc von a, b, c, .. den

Factor hn erlangt. So sind die Monorne:

von den Dimensionen:

4,
o

ist eins dieser Monome eine absolute Zahl, die keine der Linien-

grossen a, b, c enthalt, so sagt man, es habe die Dimension Null.

Sind sammtliche Glieder A, B, C, . . einer Gleichung:

von derselben Ordnung, etwa der wten, Oder ist die Gleichung, wie man
sich ausdruckt, homo gen, so werden durch die obige Substitution

sammtliche Monome mit hn
multiplicirt, und da die rechte Seite =

ist, so kommt man durch Division mit hn auf die urspriingliche

Gleichung wieder zuriick. Umgekehrt:
Findet fur eine beliebige Langeneinheit zwischen den

Linien a, b, c, . . eine Gleichung von der Form:

(1) A + B+C-\-D-\ \-H=0
statt, so miissen die Monome A

9 B, C, D, .. H sainmtlich von der-
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selben Dimension, Oder die Gleichung muss homogen sein, voraus-

gesetzt, dass nicht zwischen einigen der Monome noch eine andere

Gleichung derselben Form stattfmdet.

Dcnn es seien die ersten Glieder A, B, C von derselben Di

mension n, und etwa alle iibrigcn von der Dimension n , so wird

durch die Substitution von
&quot;ka, hb, &quot;he,

.. statt a, b, c, .. die Glei

chung (1) in die folgende:

lnA + A#+ A&quot;C+ l* D+ + A tf = 0,

Oder in:

(2) A + B+C+fr -(D+ ... + H) =
Ubergehen. Da die Gleichung (2) ebenfalls

,
und zwar fur jeden

Worth von A richtig sein soil, so findet man, indem man (1) von

(2) abzieht:

welche Gleichung fur ein beliebiges A nur richtig sein kann, wenn

/)_j
-----

f-tf ist, d. h. die Gleichung (2) zerfallt in die

beiden :

A + B+C=Q, I&amp;gt;H

-----\-H = 0-

da aber nach der Voraussetzung zwischen den Monomen A, B, ... H
mir die eine Gleichung (1) stattfmdet, so ist die Annahme, dass

zwei Gruppen von Gliedern in (1) vorkommen, von denen einige

von der wten, die andern von der w ten Dimension sind, unstatt-

lu.ft.

Ebenso beweist man, dass in (1) auch nicht drei oder mehr

Gruppen von Gliedern vorkommen konnen, die von verschiedener

Dimension sind; die Gleichung (1) muss also homogen sein.

Die eben auseinandergesetzte Bedingung der Homogeneitat giebt

cin Mittd zur Controls der Ilechnung; wenn aber die Zahlen-

\Nerthc der Linien sich niclit mehr auf eine beliebige, sondern auf

eine ganz bestimmte Einheit beziehen, so kann man auf Glei-

chungen kommen, welche nicht mehr homogen sind. Sind z. B.

x und y die Coordinate!! eines Punktes der Curve in Fig. 13, durch

Oh als Langerieinheit gemessen, so findet zwischen ihnen die nicht

homogene Gleichung statt (. 12, b) 2z/
3

a;
4 5 = 0, deren drei

Glieder 2y
3

, x*, 5 bezuglich von der 3ten, 4ten und Oten Dimen

sion sind; man kann die Homogeneitat jedoch wieder herstellen.

Nennt man die Lange von Oh und die der Coordinate!! auf eine be

liebige Einheit bezogen resp. a
;
X und F, so si!id die vorher mit x
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X Y
und y bezeichnetcn Grossen jetzt , ;

die Gleichung der Curve
&quot;^

&quot;

&quot;

Cl d

_ycrwandelt sich also in:

2-21!- *1_ 5==0
,

Oder: 2aF 3~X 4-5a 4 = 0,
o&amp;gt; a

und man erhalt in beiden Formen homogene Gleichungen.

. 16. Ki nth oil uug der Cur veil. Man theilt die Curven

in algebraische und transscendente; eine algebraische Curve

ist eine solche, in deren Gleichung die Coordinatcn x und y nur

den Operationen der Addition, Subtraction, Multiplication, Division

und Erhebung zu Potenzcn mit rationalen Zahlenexponenten unterz

Avori en sind; jede andcre Curve heisst eine transscendente. Von den

beiden durch:

dargestellten Curven ist die erste eine algebraische, die zweite eine

transscendente.

Die algebraischen Curven theilt man in Ordnungen; hat

man in der Gleichung einer algebraischen Curve alle Nenner und

AYurzelgrbssen fortgeschafft ,
welche x und y enthalten, so sagt

man, die Gleichung und die durch sie dargestellte Curve Oder Linie

sei von der wten Ordnung oder vom wten Grade, wenn das

in Bezug auf x und y hochste Glied von der wten Dimension ist.

So ist die Curve xy*ax-\-by = 0, wegen des Gliedes xy*, von

der dritten Ordnung; die durch die Gleichungen x^-^-y
1

a? = 0,

xy b = Q dargestellten Curven sind von der zweiten Ordnung.
Die Linien erster Ordnung sind sammtlich durch die

Gleichung :

ax + by + c =

dargestellt, \vo a, b, c constante, d. h. von x und y unabhangige
Grossen sind. Die Linien zweiter Ordnung konnen in ihrer

Gleichung ausserdem noch in x*, xy und
z/

2

multiplicirte Glieder

enthalten, so dass ihre allgemeinste Gleichung ist:

c/x
2+ exy -}-fy*-^ax-\-by + c = 0.

Die allgemeinste Gleichung der Linien dritten Grades ist:

gx*+ hx-y + ixy^ ki/+ dx*-}- exy + fy*-{- ax+ by+ c = 0.

J o a c h i m s t h a 1 Elemcntc. 2 . AuQ.
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In den folgenden Abschnitten werden wir uns mit den Linien

der beiden ersten Grade beschaftigen.

Anmerkung. Eine Curve wird zuweilen durch eine Glei-

chung zwischen Polarcoordinaten defmirt, d. h. durch eine Glei-

chung zwischen dem veranderlichen Radius Oa Oder r (Fig. 16)

und dem Winkel
t&amp;gt;,

den r mit einer festen Geraden 01 bildet, durch

welche Gleichung die LSnge von r fur jeden Werth des Winkels v

sich berechnen lasst (Vergl. . 56).

Zweites Kapitel.

Die Linien erster Ordnung.

. 17. Lehrsatz. Der geometrische Ort aller Punkte,

deren Goordinaten einer Gleichung ersten Grades ge-

niigen-, ist eine gerade Linie.

Beweis. Jede Gleichung ersten Grades (erster Ordnung)

zwischen x und y lasst sich auf die Form bringen:

(1) ax+ by + c = 0,

wo a, by c constante Grbssen sind, die positiv, negativ Oder auch

zum Theil gleich Null sein konnen. Wir betrachten folgende Falle :

I. ES sei a = 0; also (1) von der Form by-}-c
= 0, wor-

aus y = =- Da 6 und c Constanten sind, so enthalt der geo-
b

metrische Ort alle Punkte mit gleicher Ordinate, d. h. er ist eine

Parallele zur #-Axe
;

ist uberdies c = ,
hat man also by = 0,

oder y 0, so stellt er die #-Axe selbst vor (. 4).

II. Ebenso ergiebt sich fiir 6 = 0, dass ax-{-c = Q eine

Parallele zur t/-Axe, so wie x = die #-Axe selbst darstellt.

III. Es seien a und b von Null verschieden; man denke sich

drei verschiedene Losungen von (1) berechnet, wie es z. B. in

. 12 fur die Gleichung (a) ge^chehen ist; es seien dieselben x, y;

x , y und
x&quot;, y&quot;.

Diese Losungen mussen der Gleichung (1) ge-

nligen, also muss sein:

ax + by -I--
c = 0, ax + by + c = 0, ax&quot;+ by&quot;+

c = 0.
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Zielit man die erste Gleichung von dcr zweiten und dritten ab, so

erhalt man:

-
x) + b (*/

-
y)
= 0, a (x&quot;- x) +b (y&quot;- y)

= 0,

woraus :

also-

x x

y -y

dies ist aber (. 6) die Bedingung, damit (x, /), (x
1

, ?/ ), (x&quot;, t/&quot;)

drei Punkte einer Geraden darstellen
; irgend drei Punkte also, wel-

che der Gleichung (1) geniigen, liegen in einer Geraden, und da

schon zwei Punkte eine Gerade vollkommen bestimmen, so ist hier-

mit der Lehrsatz bewiesen.

IV. Ist c 0, so genligt der Gleichung ax-\-by = Q, die

Losung x= 0, y = 0; die Gleichung ax+ by = stellt als eine

durch den Anfangspunkt gehende Gerade dar.

Wenn c nicht = 0, so schneidet die Gerade (1) die Axen;
es sei die Abscisse des Durchschnittes mit der o&amp;gt;Axe (die Ordi-

nate desselben ist naturlich = 0) und ^ die Ordinate des Durch

schnittes mit der i/-Axe, dessen Abscisse 0, so mussen die Wer-

thepaare (J, 0), (0, 17) der Gleichung (1) genugen; es muss also

sein:

|+ c = 0, brj+ c = 0,

woraus :

fc
c c c , c

1= --, ^
= -T ,

= -y 6 =~V
Setzt man diese Werthe von a und 6 in (1) ein, so erhalt man:

Die Gleichung (2) enthalt nur zwei Constanten |, ^, wahrend

(1) scheinbar
.
deren drei a, b, c enthalt, allein da man mit einer

derselben immer die Gleichung dividiren kann, so gehen nur ihre

Verhaltnisse in die Gleichung (1) ein. Lost marTz. B. (1) nach

y auf und schreibt:
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so kommt:

(3) y = lx + m,

welche haufig gcbrauchte Gleichung nur zwei Constanten / und m
enthalt.

Anm. 1. Die Gleichungen ax -}- by -\- c = und y = lx-\-m

sind, wenn b nicht =0 1st, von gleicher Allgemeinheit; 1st aber

6 0, so 1st es unmbglich, den Grbssen / und m solche end-
liche Werthe beizulegen, dass die Gleichung y = lx-\-m dasselbe

darstelle wie ax+ c =
&amp;gt;

denn die eme Gleichung enthalt die

Grosse y, die andere enthalt sie nicht. Dividirt man aber die Glei

chung y = lx-\-m durch /und setzt dann = h f so kommt

= x-\-k; ist nun / unendlich gross ,
so wird -~

0, also

kommt x-\-k = 0. Wir kbnnen demnach sagen: damit y = lx-{-m
dasselbe bedeute wie die Gleichung ax -f- c = 0, miissen / und m

unendliche Werthe haben, deren Verhaltniss
-j- gleich dem endlichen

(*

Bruche sei.
a

Anm. 2. Die zwei Constanten, welche die Gleichung einer

Geraden enthalt, lassen sich so bestimmen, dass die dargestellte

Gerade zwei gegebenen Bedingungen geniigt; die folgenden Aufgaben
werden dies erlautern *).

*) Man kann fragen, in welchem Falle die beiden Gleichungen:

(4) ax+ by -f c = 0, a z -f 6V + c =
eine und dieselbe Gerade vorstellen. Wenn dies stattfindet, muss fur ein be-

liebiges x aus beiden Gleichungen derselbe Werth des y folgen, d. h. es

muss fur ein beliebiges x :

sein. Fur x = giebt dies = -
;

lass t man diese Glieder fort, so

kann nieht -#=: -&amp;lt;e fiir jeden Werth des x sein, wenn nicht - = -77-.
o o bo

Die Bedingungen - = r ,

- = lassen sich auch schreiben - = --boob c b

und 7-
=

,
oder - = = :-. Nennt man den Werth dieser glei-

b a b c
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.18. Aufgabe. Die Gleichung der Geraden zu finden,

die durch zwei gegebene Punkte (x , y ) und
(x&quot;, y&quot;) geht.

Auflosung. Es handelt sich darum, zwei Grbssen / und m
so zu bestimmen, dass (x , y ), (x&quot;, y&quot;) Lbsungen von:

werden. Zu dem Ende muss sein y
1 lx -\- m, y&quot;

=
lx&quot;-{-m,

woraus durch Subtraction hervorgeht:

y y&quot;=l(x x&quot;),
Oder: 1= y

,

~
y

&quot;

Setzt man diese Werthe in (1) em, so erhalt man:

Oder: (3) y(x
t

x&quot;) x(y
~

y&quot;)+ y x&quot;
y&quot;x

=
*).

Statt dieser Gleichungen kann man auch schreiben:

(4) y-y =

(5) y-y&quot;
= j

die Gleichungen (2), (3), (4), (5) sind nicht von einander verschie-

den, sondern einfache algebraische Umformungen^ und hatten un-

mitteljbar aus . 6 abgeleitet werden kbnnen. Man iiberzeugt sich

leicht, dass sie in der That befriedigt werden, wenn man x und y
f

oder x&quot; und
y&quot;

statt x und y einsetzt.

Anm. 1. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die

chen Briiche A, so 1st:

a = Aa
,

b = A6
,

c = Ac
,

d. h. von den beiden Gleichungen (4) nmss die eine durch Multiplication

mit einem constanten Factor ). aus der anderen entstanden sein, wenn sie

dieselbe Gerade vorstellen sollen. Obige Rechnungen setzen stillschweigend

voraus, dass b und b
1 von Null verschieden sind

;
ist dies nicht der Fall,

so jjedarf der Beweis einer geringen Modification.

*) Die Gleichung (3) lasst sich dahin interpretiren ,
dass jeder Punkt

(x, y) der Geraden rait den gegebenen Punkten (x , y ) und
(x&quot;, y&quot;)

ein

Dreieck bestimmt, dessen Inhalt gleich Null ist (. 9, Form. 5 und .11

zu Ende). H.
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Gleichung irgend einer durch :

(x , y ) gehenden Geraden die fol-

gende ist:

y y = l(x x ).

Anm. 2. In den Gleichungen (2) bis (5) bedeuten (x t y ),

(x&quot;} y&quot;)
die Coordinate!! zweier gegebenen Punkte, x und y die

irgend eines Punkt es der Geraden, man nennt deshalb. zum

Unterschiede diese letzteren laufendc Coordinaten.

.19. Aufgabe. Die Coordinaten des Durchschnittes

der beiden Geraden:

(1) ax+ by+c = 0, (2) a x + b y+ c = Q

zu bestimmen:

Auflosung. Man findet dieselben (. 14) durch Auflbsurig

der Gleichungen (1) und (2):

be cb 1

_ ca acr

&quot;

ab -ba&quot;
y &quot;&quot;

ab 1 ba

An in. 1. Die Werthe (3) bleiben endlich, wenn ab ba von

Null verschieden ist. Wenn aber:

(4) ab ba = 0, Oder : (5)
-fL =A

,

so werden diese Werthe unendlich
;

die Geraden schneiden sich also

dann im Endlichen nicht, Oder sind parallel. Haben die Gleichungen

die Form y = Ix -\- m, y = I x -f m , welche auch Ix y+ m =
u. s. w. geschrieben werden kbnnen, so wird dieBedingung des

Parallelismus:

(6) l = f.

Anm. 2. Geht die Gerade:

(7) a&quot;x+ b f

y + c&quot;
=

durch den Durchschnitt von (1) und (2), so miissen die Werthe

(3) der Gleichung (7) geniigen; d. h. es muss sein:

6 -6a 06 -
Oder: (8) ab c&quot; a

bc&quot;+ a b&quot;c a&quot;b c+ a&quot;bc ab&quot;c = 0;

diese Bedingung wird also erfiillt, wenn die Geraden (1), (2),

(7) durch einen Punkt gehen.

.20. Aufgabe. Die Gleichung der Geraden zu finden,

welche durch den Punkt (x
r

, y ) geht und der Geraden

y = lx-{-m parallel ist.

Auflosung. Es sei y I x -\- m die Gleichung der gesuch-
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ten Geraden
,
dann erfordert der Parallclismus mil y = Ix + m,

dass / = / (. 19, Form. 6); ferncr muss y = l x -\-m sein, also

hat man m = y
r

I x = y lx
\

die gesuchte Gleichung wird

demnach y = Ix -f- y
r

Id, Oder :

y y = l(x x ).

Anm. Die Gleichung der Geraden, welchc durch den Anfangs-

punkt geht und mit y = Ix -f- m parallel ist, ist demnach y Ix.

Die folgenden Aufgaben gestalten_sicJtL fur rechtwinklige Axen

einfacher als fiir schiefwinklige, und sollen deshalb zuerst in Bezug

auf ein rechtwinkliges System gelost werden.

.21. Aufgabe. Die Gleichung einer Geraden in Be

zug auf ein rechtwinkliges System zu bcstimmen, welche

durch den Punkt (x
r

, y ) geht, und mit der Abscissenaxe

einen gegebenen Winkel bildet.

Auflosung. Es sei w der Winkel zwischen der positiven

Riehtung der a;-Axe, und der auf der positiven Seite der y liegen-

den Halfte der Geraden (Fig. 17). Zieht man durch (x , y ) oder

a die Gerade aX parallel der + #-Axe, so ist die Grbsse der po

sitiven Drehung von aX nach ab = w und von aX nach ab

180+ w. Demnach hat man, je nachdem x, y die Coordinaten

von b oder V sind:

ftir den Punkt b (vgl. . 8): x x = abcosw, yy f = absmw,

tf =^b f
sin (180+^) = &quot;ab smw,

also in beiden Fallen:

die gesuchte Gleichung ist demnach:

(1) y y = tangto(a? a ).

Liegt der Punkt (x , y
f

) oder a auf der Ordinatenaxe, so ist x = 0,

und (1) verwandelt sich in:

(2) y = tangfo-a? + y
&amp;gt;

.

Vergleicht man (2) mit der Gleichung y = lx-\-m, so ergiebt

sich die Bedeutung der Constanten / und m bei einem rechtwink-

ligen Systeme; es ist namlich I die Tangente des \Vinkels M?,

den die Riehtung der positiven Abscissenaxe mit der

oberen Halfte der Geraden bildet, und m die Ordinate

ihres Durchschnittes mit der y-Axe.
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Man hat bekanntlich:

1 tangw?
COSM? + , =, sin w -_ -=

yl+tangto* }/l-(-tanga

ist also : tangw = I,

so kommt: cosio = _+
-

,
sing/? = +

das Vorzeichen muss fiir cosinus und sinus gleich und zwar so ge-

wahlt werden, dass sinw positiv ausfallt, weil w ein Winkel ist, der

180 nicht iiberschreitet,

. 22. Aufgabe. Die Gleichungen zweier Geraden
in rechtwinkligen Coordinaten seien y=lx4-m, y=l

f

x-\-m
f

;

den Winkel zu bestimmen, unter welchem sie sich

s chneiden.

Auflosung. Es seien w und w f
die in .21 genau definir-

ten Winkel, welche die Geraden mit der a; -Axe bilden, also

tangw? = I, tang*0 / . Es sei ferner wie in Fig. 18 w&amp;gt;w
f

,

dann schliessen zwei durch den Anfangspunkt mit den oberen

Theilen der Geraden parallel gezogene Linien einen Winkel ww*
ein, der dem Winkel u zwischen den- Geraden gleich ist; also batman:

,,. ., tangw tangw 1
l V

(1) tangw = tangite r)
= - =

1+ tang w tang w/ 1+ //

WT

are wf

&amp;gt;w, so hatte man tangti tang(w&amp;gt; w) = \

die rechte Seite von (1) ware in diesem Falle = tangw, Oder

= tangw , wenn u der Nebenwinkel von u ist; daher ist sie unter

alien Umstanden die Tangente eines der Winkel, welche die Geraden

bilden. Sirid die Geraden parallel, so ist M=0, also tangM= 0,

woraus / / (. 19, Anm. 1); stehen die Geraden auf einander

senkrecht, so muss tangw unendlich werden, also ist dann:

(2) 1+ =
&amp;lt;&amp;gt;.

Sind die Gleichungen der Geraden:
^.

(3) ax+ by+ c = 0, a x + b y + c = 0,

so ist in (1) fiir / und / beztiglich ,
- zu setzen,

b o

also: (4) tangti = - b &quot; * *-&amp;lt;*

aa aa + bb f

bb
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woraus die Bedingung des Parallelismus a 6 ab f = (. 19),

imd die der Perpendicularitat:

(5) oo +66 = folgen.

Anm. Uin smu und COSM zu berechnen, bilden \vir zuvor

1+ tangtt
9

(.21); man hat:

nach einer haufig gebrauchten Transformationsformel , deren Rich-

tigkeit sich leicht verificiren lasst, ist:

(6) (aa +bb f

)*+(a b-ab Y = (a + &*)(&quot;+&&quot;);

hieraus folgt:

aa +bb a b-ab
(7) cos^ = + .

7
_ _=-, smM = + . ,_ :~

j/a
2+6V 2+6 2 ~

)V+6
2

l/a
2+6 2

. 23. Aufgabe. Die Coordinate!! (x
f

, y
f

) eines Punktes

und die Gleichung einer Geraden:

sind fur ein rechtwinkliges System gegeben; man soil die

Gleichung des von (x , y ) auf (1) j^fallteji JLothes, den

Fusspunkt und die Lange desselben bestimmen.

Auflosung. Es sei y=lx-\-m oder Ix y-\-m = ,
die

Gleichung der gesuchten Geraden; weil sie durch (x } y ) geht,

muss sein:

(2) lxf

\f-\-m = 0,

und weil sie auf (1) senkrecht steht (. 22, 5) :

(3) al- 6 = 0, %

woraus: / =
,

und: m = u x :

a a

die Gleichung der Geraden ist also:

6 6
y = x 4- if x

a a

oder eleganter:

a b

Die Coordinaten des Fusspunktes ergeben sich (lurch Auflosung
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der Gleichungen (1) und (4). Setzt man den Werth der beiden

gleichen Briiche in (4) = e, so kommt:

(5) x = af+at, y =

substituirt man diese Werthe in (1), so kommt:

woraus: ciijj+by +c=
a *+V ?

also werden zufolge (5) die Coordinatcn des Fusspunktes:

Die Lange P des Lothes von (x
f

, y ) auf (1) gefallt, ist die

Entfernung des Fusspunktes (a;, y) und des Punktes (a?
r

, y ); also

P2 =
(a? x Y+(y y )\ nun ist a; a? = at, y y = bf,

woraus P2 = (a
2

-f&
2

)*
3

, Oder:

wo das Vorzeichen der Wurzel als positiv anzunehmen ist *).

*) Die Formel (7) des . 23 veranlasst uns eine Betrachtung hier ein-

zuschalten, die ofters Anwendung findet.

Denkt man sich fiir sammtliche Punkte einer Ebene den Werth von

ax-}-by-\-c berechnet, so wird derselbe fiir alle Punkte einer Geraden

G verschwinden,. wahrend er fiir alle anderen Punkte der Ebene positiv

oder negativ wird. Wir wollen nun nachweisen
, dass die Gerade G die

Punkte der Ebene, fiir welche das eine stattfindet, von denen trennt, fur

wclcbe das Gegentbeil eintritt. In der That, es sei h ein Punkt der Ge

raden G, x
, y seine Coordinates Denken wir uns durch h eine Parallele

zur oj-Axe, es sei
(oj&quot;, y ) ein Punkt k derselben, der natiirlich mit h

gleiche Ordinate hat. Ist nun, um etwas festzustellen
,
a positiv, so wird

ax&quot; -{- by -}- c ^=z ax -{- by -\- c sein
, jenachdem x&quot; ^ x ist; da aber

ax -}- by -^- c s=s
j

so ist ax&quot; -\- by -\- c positiv oder negativ, je nachdem

der Punkt Jc der Parallelen von 7i aus auf der Seite der wachsenden oder

abnehmenden x liegt. Diese Betrachtungen lassen sich fiir jeden Punkt h

von G anstellen. Fiir samratliche Punkte der Ebene, die von G aus auf

der Seite der wachsenden Abscissen liegen, wird ax -\-by-\-c positiv, fiir

G selbst gleich Null, fiir die anderen negativ. Ist a negativ, so bestimmt

sich, um kurz zu sprechen, die positive und negative Region der Ebene
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. 24. Entwickelung einiger Formeln fur schief-

winklige Coordinaten. Die in . 2123 behandelten Aufgaben
werden in Kap. 7 allgemein und symmetrisch fur ein schief-

winkliges System gelost werden, doch mogen theils der Uebung
wegen, theils fur den Gebrauch in den nachsten Abschnitten einige
Formeln analog wie in den vorhergehenden . abgeleitet werden.

- In dern Folgenden ist
q&amp;gt;

der Winkel zwischen den positiven
Halbaxen.

Aus .11 Formel 4 ergiebt sich ahnlich wie in .21 die Glei-

chung der Geraden, die durch (x
f

, y
1

) gent und mit der a;-Axe den
in . 21 genau defmirten Winkel w bildet:

,,,N t
sinw

0) y y= f

sin(&amp;lt;jp w)

Ist x 1 = 0, so wird diese Gleichung:

demnach bedeutet in y = lx~\-m, m die Ordinate des Durch-
schnittes dieser Geraden mit der ?/-Axe und zwischen / und w hat

man die Gleichung:

(3) 1= sinw

sin
(fjp w)

Um w aus / zu bestimmen, schaffen wir in (3) den Nenner
fort und entwickeln sin(cp w); dies giebt:

/sin 9 cos ec Icoscpsinw = sinw,

oder:
/sin^pcosw = (1+ /cosy) sinw,

woraus: (4) tangw = ^
1 + /COSO)

Sind:

(5) y

zwei gerade Linien, fiir welche iv, w und u dieselbe Bedeutung
haben wie in . 22, so ist der Winkel u, den die Geraden Widen&quot;,

durch die Gleichung gegeben:

gerade umgekehrt. Wir kommen auf diese Betrachtungen noch einmal zu-
riick (.

69,).

Das Resultat (. 23, 7) kann man demnach jetzt so aussprechen: Der
Ausdruck fiir P ist positiv oder negativ, je nacbdem (x\ y } in der positiven
oder negativen Region der Ebene liegt; sein Zahlenwerth ist dem von (x } y )

a if ax -\- ly -f c = gefallten Lothe gleich,
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tangw tangw?
tangw T 7

-
i

5
7

1-j-tangwtangwr

Nun 1st (4):

lm\(f&amp;gt;
/ sin op

tangw? = ,
,

. , tangw; = ,
,

.. ,

l-j-/ cosqp

/sinrp / siriop
also: tangw? tangwr = ,

, ?

---
, . ..

l-{-/cosqp l-}-/ cosqp

// sin cp
und: 1-J- tangw tangw r = 1

(1 -J- / cos
q&amp;gt;) (1 -j- V cos

qp)

l+ (/+ T) cosy +/P

folglich: (6)

Die Geraden (5) sind demnach parallel, wenn I / = (. 19)

und sie stehen auf einandcr senkrecht, wenn:

(7) 1+ (/+ / ) cos
&amp;lt;p
+ ll = 0.

Die iibrigeii Aufgaben, welche sich hier noch anschliessen, sehe

man welter unten Rap. 7.

Drittes Kapitel.

Der Kreis.

. 25. Gleichung des Kreises. Der Ort aller Punkte

ciner Ebene, welche von einem gegebenen Punkte derselben Ebene

constante Entfernung haben, ist ein Kreis, der gegebene Punkt

heisst der Mittelpunkt, die constante Entfernung der Radius

desselben.

Aufgabe. Die Gleichung eines Kreises aufzustellen,

der mit dem Radius rum den Mittelpunkt (p, q) beschrieben

ist. Sind die Coordinaten schiefwinklige und (a?, y) irgend ein

Punkt dcs Kreises, so muss sein (. 11, Formel 6):
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(1) (x-
und fiir ein rechtwinkliges System:

(2) (x-py+(y-qY = r*.

Der Einfachheit halber werden wir uns im Laufe dieses Ka-

pitels nur rechtwinkliger Coordinaten bedienen.

Liegt der Mittelpunkt auf der a;-Axe, und beruhrt der Kreis

ausserdem die Ordinatenaxe, so ist p r, q = 0, und die Glei-

chung (2) wird nach Auflbsung der jUammern :

(3) x*-1rx+y* =1^,
~

ist der Kreis um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben,

so wird p = 0, q = 0, also ist dann die Kreisgleichung :

(4) +, = , .

Lost man in der allgemeinen Formel (2) die Klammern auf,

so kommt a?
2

+?/
2

2px 2gy+p
a+ &amp;lt;?

2
r
2

0; die Kreisglei

chung enthalt also ausser einem Ausdrucke erster Ordnung:

noch die Glieder a;
2

-)-*/
2
. Umgekehrt hat man den Satz:

eine Gleichung, in welcher ausser einem Ausdrucke
erster Ordnung noch a?

2 und t/

2 mit demselben Coef-

ficienten behaftet vorkommen, also eine Gleichung
von der Form:

(5) ax*+ ay*+ bx+ cy+d = Q

stellt im Allgemeinen einen Kreis dar.

In der That kann man (5) Oder:

in folgende Gleichung transformiren :

6
2

c
2 d

Vergleicht man (6) mit (2), so sieht man, dass alle Punkte,

welche die Gleichung (6), Oder was dasselbe ist (5) befriedigen, auf

einem Kreise liegen, der um den Punkt ( ^ . ) mit dem
\ 2a 2a/

vRadius r = ---{ -- beschrieben ist.
2a
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J)amit r reell sei, muss 6
9

-}-c
2 4ad positiv sein; ist der letz-

tere Ausdruck negativ, so hat (6) gar keine geometrische Bedeutung;
denn die Summe dcr beiden Quadrate links kann nicht negativ werden ;

ist&
2

-fc
a 4ad = 0, so geniigt der Gleichung (6) nur der einzelne

b c
Punkt x=

2~, y = , denn damit die Summe der beiden

Quadrate = sei, muss es jedes einzeln sein. (Vgl. . 12, Anm.)

Anm. Man findet fur ein schiefwinkliges System mit dem

Axenwinkel
q&amp;gt;

durch Vergleichung mit (1), dass:

aa?
3

-f Zaxy cos
cp + a#

2+ bx+ cy+ d =
einen Kreis darstellt.

Als Anwendung diene folgende

.26. Aufgabe. Den Ort aller Punktew zu bestimmen,
fiir welche die Entfernungen von zwei festen Punkten a

und b in einem constanten Verhaltnisse stehen. (Fig. 19.)

Auflosung. Es sei 7- ,
wo m und n gegebene Zahlen

UO Tl

oder Linien vorstellen sollen, und m &amp;gt; n, Oder wenigstens nicht

kleiner; die Gerade ab sei die Abscissenaxe, a der Anfangspunkt,

die Abscisse von b = ft , die Goordinaten von u seien x und y.

Dann ist:

und nach Wegschaffung der Wurzel und des Nenners:

(1) (m
2

n*) (x*+ y*) Zm*ftx+ m 1^ = ;

dies ist nach . 25 die Gleichung eines Kreises; also liegen alle

Punkte u f welche der gegebenen Bedingung geniigen, auf einem

Kreise. Man kann statt (1) schreiben:

der Mittelpunkt des Kreises liegt also auf der Abscissenaxe ab, seine

Abscisse ist = ^ ^
der Radius =-^ Urn die Durchschnitte

m n m n
des Kreises und der Abscissenaxe zu fmden, muss man die Glei-
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chung (2) und die Gleichung der Abscissenaxe, d. h. y = com-
2/1 Q

biniren, und man erhalt x f ^
2
= + 2 2 ;

woraus zwei
m n mn

Werthe des x sich ergeben:

m? {3 mn/3 m{3

m*{3 mnfi mfi n
ft

2 m* n
2 m? n1

&quot;~

m-\-n~ m~\-n

Weil m n positiv ist
,

so ist offenbar x
t &amp;gt;

x
z ;

x
2

ist die

Abscisse eines Durchschnittes
v&quot;,

der zwischen a und b, x
i

die

Abscisse eines Durchschnittes v ? der iiber 6 hinaus liegt, Ferner ist:

mS mB n nS v a m
v a =x.= -

, vb = 8 = !

,
woraus r=-=

;mn mn mn v b n

mfi mft nS v&quot;a m
v&quot;a= x., = ,

v&quot;b = a = -
,
woraus 777-

=
m-\-n m-\-n m-\-n v&quot;b n

Bestimmt man also innerhalb und auf der Verlangerung von ab

zwei Punkte v&quot; und v f

, deren Entfernungen von a und von b sich

fur einen jeden wie m zu n verhalten, und beschreibt iiber t/c&quot;

als Durchmesser einen Kreis, so wird fur einen jeden Punkt u des-

v a vna
selben ua zu ub sich wie m zu n verhalten. Weil =

-777-,v o v&quot;o

so sind ?
f

, v&quot;;
a und b harmonische Punkte *).

Anm. Ist m = n, so verwandelt sich die Gleichung (1) in

*) Ueber die Theorie der harmonischen Punkte und Geraden, welche

jetzt in den vollstandigeren Lehrbiichern der Planimetrie nicht mehr uber-

gangen wird, siehe Kap. 9. Hier beuierken wir nur, dass vier auf einan-

der folgende Punkte a, b, c, d harmonische heissen . wenn I. - ss 7-.
ad cd

woraus II. - =
;
a und c so wie b und d heissen coniugirte Punkte.

be dc

Nennt man m die Mitte von ac, so ergiebt sich, dass b und d auf derselben

Seite von m so liegen, dass:

III. am = cm = bm . dm,

und ist n die Mitte von bd
,

so liegen a und c auf derselben Seite von

n so dass :

IV. bn = dn = on.cn/

von den vier Gleichungen I IV ist jede eine Folge der iibrigen.
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2w 3

/$r+ w 2

/?
2 = 0, Oder x = --, d. h. der Ort aller Punkte

u, fur welche = 1, 1st das Loth, welches ab halbirt.
ub

. 27. B.estimmung eines Kreises. Da die Gleichung

des Kreises drei Constanten enthalt, den Radius r und die Mittel-

punkts-Coordinaten p, q, oder unter der Form ax*-}- ay*-{-bx

+ cy -\- d 0, die Verhaltnisse der Grbssen a, 6, c, d, so kann

man im Allgemeinen einen Kreis bestimmen, der drei YQrgeschrie-

benen_.Bedingungen gentigt: Soil er z. B. durch (# , y ), (x&quot;, y&quot;),

(x&quot;

f

, y
f

&quot;) gehen, so muss scin:

oder :

cbenso :

Aus diesen Gleichimgen kann man p, q, r
2

p
2

q
z

, also auch

r berechnen
;
man erhalt diese Grossen als Briiche mit dem ge-

meinschaftlichen Nenner
1

^

d\jjn
- x

&quot;ij&quot;-\-
x

&quot;y

f x
y&quot; + df v&quot;y

-

Damit p, q, r endliche Werthe bekommcn, darf dieser Nenner

nicht werden, d. h. die gegebenen Punkte diirfen nicht in

einer Geraden liegen (. 6, Formel 4).

.28. Aufgabe. Die Gleichung der Tangente an einem

Punkte (x , y ) des Kreises:

(1) (x-p)
9

+(y-q) -r9 = Q

aufzustellen.

In Folge der aus den Elementen bekannten Eigenschaft der Tan

gente eines Kreises kommt die Aufgabe darauf zurtick, durch den Punkt

(x
f

, y )
eine Gerade zu legen, welche auf der durch (x

f

, y ) und den

Mittelpunkt (p, q) gehenden Geraden senkrecht sei; wir wollen jedoch

die Kenntnis% dieser Eigenschaft nicht voraussetzen und die Glei

chung der Tangente nach einer fur alle algebraischen Curven an-

wendbaren Methode aufstellen. Denkt man sich durch einen festcn

Punkt (x
r

, y ) auf einer Curve und durch einen beweglichcn_ g auf

derselbcn cine unendliche Gerade G gezogen, und liisst man den
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Punkt g dem Punkte (x , y ) bis zum Zusammenfallen nahe riicken,

so nennt man die Gerade G in der GrM2kagQ welche sie aj^dann^

erreicht, die Tangente der Curve in (x
1

, y ).

Die Gleichung irgend einer durch (x , y ) gehenden Geraden

ist (. 18, Anrn. 1) y y
1 = l(x x \ Oder symmetrischer :

(v\
x ~~ x y~y -

~r~ ~r
es handelt sich jetzt darum, k und /, oder genauer das Verhaltniss

-r- so zu bestimmen, dass (2) die Tangente werde.
K

Die Durchschnitte der Geraden (2) und des Kreises findet man
durch Auflbsung von (1) und (2); wir setzen zu dem Ende die

gleichen Briiche in (2) gleich e, woraus:

(3) x = x +ke, y=y +le,

und durch Substitution dieser Werthe in (1) :

(4) (k*+l*)

Weil nach der Voraussetzung (x , y ) ein Punkt des Kreises

(1) ist, hat man:

(5) (x -py+ty -qy-r^O;
dadurch verwandelt sich (4) in :

(6) f
{
f (k*+l*)Jr 1k(x -p)-\-2l(y -q)\ = 0.

Diese Gleichung wird erfiillt, wenn f = 0, und wenn :

h(x -p) + l(tf- q)}

ist; der erste Worth von in (3) eingesetzt, giebt x = x , y = y ,

d. h. einer der Durchschnitte von (1) und (2) ist der gegebene
Punkt selbst. Substituirt man in (3) den zweiten Werth von *, so

erhalt man die Coordinaten cines zweiten Durchschnittspunktes.

Soil dieser mit (x
r

, y ) zusammenfallen, so muss auch der zweite

Werth von f sein, d. h.:

k(x -p) + l(y
-

q)=Q, oder: =
--^L.

Setzt man dies in (2) oder y y = (
x x } ein, so erhalt man

J o n c li i in s I h a 1 Klfincnto. 2 . And. Q
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die Gleichung der Tangente:

(7) y y = ^-^-(x-x 1

).

y q

Die Gleichung der Geraden, welche durch den Mittelpunkt (p, q)

und den Beriihrungspunkt (x
f

, y ) geht und in welcher der Radius

liegt, ist (. 18, Form. 5):

(8) y-y = (x-x ) ,

fur (7) und (8) ist die Bedingung erfullt, in Folge deren die durch

diese Gleichungen dargestellten Linien senkrechl stehen (. 22,

Form. 2), namlich:

1
x ~p y -q = ()

ij q x p

Die Gleichung der Tangente (7) lasst sich noch transform iren
;

schreibt man y q (y q) stall y y und x p (x p)

slatt x x f und schafFt den Nenner fort, so kommt:

(y
-

g) (y
~

q)
-

(y
- qY+ fr -p) 0*

-
p)
-

(*
- pY = o,

oder mil Beriicksichtigung von (5):

(9) (x -p) (x -p) + (y-q) (y
-

q)
- r

2 = 0.

Dies ist die Gleichung der Tangente in Hirer einfachsten

Form. Ist p = 0, q 0, also die Gleichung dcs Kreises:

(10) x*+y* = r\

so wird die Gleichung der Tangente:

(11) xaf+ yy = r*.

Anm. Eine andere weniger allgemeine Ableilung der Gleichung

der Tangente, die sich abcr durch ihre Leichtigkeit eniojiehU und auch

bei einigen anderen Curven gebrauchl werden kann, ist folgende.

Die Gleichung einer durch (x f y )
und

(x&quot;, y&quot;) gehenden Geraden ist:

Liegen beide Punkte auf dem Kreise (10), so muss man haben:

woraus:

also verwandelt sich (12) in:
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(13) y-y = -

dies 1st die Gleichung einer Kreis-Secante; damit sie die

Gleichung einer Tangente werde, muss man
(x&quot;, y&quot;)

mit (x , y }

zusammenfallen lassen: dadurch verwandeln sich x&quot;-{-x

r und
y&quot;-{-y

beziiglich in 2# und %y , also (13) in:

x
y y

---(x x r

), Oder: yy y *-\-xx
f x f * = Q,

y

welche Gleichung wegen x *+y
* = r* auf (11) zuriickkommt.

Die analytisch-geometrische Lbsung der Aufgabe, von einern

Punkte ausserhalb Tangenten an den Kreis zu ziehen, iibergehen

wir, weil das allgemeinere Problem (fur die Ellipse) im nachsten

Kapitel behandelt wird (. 38, 39).

. 29. Combination einer Geraden und eines Kreises.

In dem vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass die Coor-

dinaten des Durchschnittes des Kreises :

mil der durch irgend eincn Punkt (x , y ) gezogenen Geraden:

Oder: (2*) k(y-y )
-

l(x -x )
=

vermittelst^
der Formeln :

(3) x = x*+k*, y = y +lt

gegeben sind, wo eine Wurzel der quadratischen Gleichung:

(4)

bedeutet. Nun hat bckanntlich die allgemeine Gleichung zweiten

Grades:

r x -i AV i M+VM*-LN -MyM*LNdie beiden Wurzeln ^ ,
L

,
welche

L L
reell und ungleich, reell und gleich, oder imaginar sind, jenach-
dem M 2

LJV &amp;gt; 0, = 0, oder
&amp;lt; ist. Also haben (1) und (2)

zwei reelle und verschiedene, zwei reelle aber zusammenfallende,
oder gar keine rcellen Durchschnittspunkte, jenachdem:

3*
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(5) \k(a?-p)+ltf-q)}*-(k
t

+e)\(*-p)*+(3/ -q)
t-r

} fi

1st. Nach . 22, Form. 6 kann man (5) transformiren und hat

dafiir :

(6) (k*+r~)r*-{k(y -q)-l(x -p)r^,
Oder, well man jede Ungleichheit mit einer positiven Grosse wie

F+/ 2
dividiren darf:

Nach . 23, Form. 7 ist

K -\-i

gleich dem Quadrate des vom Punkte (p, q) oder dem Mittelpunkte auf

die Gerade (2) gefallten Lothes; die Gerade (2) und der Kreis (1)

haben also zwei verschiedene, zwei zusammenfallende oder gar keine

reellen Durchsehnittspunkte, rnit anderen Worten, die Gerade ist eine

Secante, eine Tangente, oder eine den Kreis gar nicht schneidende

Linie, je nachdem der Radius grosser, gleich oder kleiner ist, als

das vom Mittelpunkte auf die Gerade gefallte Loth.

Die Interpretation der Hilfsgrosse in (3) fiihrt zu einem an

deren Satze. Aus (3) folgt:

also ist *]/A
2

-|-f gleich plus oder minus der Entfernung eines

Punktes (x, y) der Geraden (2) vom festen Punkte (a? , y
f

). Fur

welche Punkte der Geraden das eine oder andere Zeichen gilt, ist

hier gleichgultig, allein man sieht leicht, dass fur die beiden un-

endlichen Halften der Geraden (2), welche der auf ihr liegende

Punkt (x , y ) bestimrnt, entgegengesetzte Zeichen gelten; denn fur

die eine Halfte wird x x positiv, fur die andere negativ sein, das-

selbe gilt also auch zufolge (3) fur kf, und dcmnach fiir t j/P-f-f.
Setzt man:

so verwandelt sich (4) in:
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Nennt man Q , Q&quot;
die beiden Wurzeln dieser quadratischen Glei-

chung, so kommt:

(9) e V&quot;

= (* -p
Da die verschiedenen durch (x , y ) gehenden Geraden (2) sich

nur durch den Werth unterscheiden, welchen das Verhaltniss -7- hat,
k

und in (9) A; und / nicht vorkommen, so bleibt Q Q&quot;
fur alle durch

(x y y ) gehenden Geraden constant; wir haben also den Satz:

Zieht man durch einen festen Punkl u (Fig. 20) meh-
rere Gerade, von denen jede den Kreis in zwei Punkten

a, /?; a f

, ft u. s. w. trifft, so sind die Producte der Ent-

fernungen ua.ufi; ua .uft u. s. w. einander gleich. Zu

diesen Producten gehbrt fur einen ausseren Punkt u das Quadrat

der von u an den Kreis gelegten Tangente ua&quot; ; fiir einen inneren

Punkt u das Quadrat ua 1 der halben Sehne
a&quot;fi&quot;,

welche auf

dem durch u gehenden Durchmesser senkrecht steht, und die

kleinste von alien durch u gezogenen Sehnen ist.

Wir nennen, nach Steiner, dies constante Product mil dem

+ oder Zeichen yersehen, je nachdem (x
r

, y
f

) oder der feste

Punkt u ausserhalb oder zwischen den Durchschnittspunkten liegt,

die Potenz des Punktes u in Beztig auf den Kreis; die rechte Seite

in (9) ist ihr analytischer Atisdruck. Ist der Mittelpunkt des

Kreises, so ist nach (9) die Potenz des Punktes u gleich Ou r
3

;

sie ist also positiv fiir Punkte ausserhalb des Kreises, =0 fiir

Punkte der Kreislinie, negativ ftir Punkte innerhalb des Kreises,

was mit dem Obigen ubereinstimmt.

. 30. System von zwei und drei Kreisen, Linie

gleicher Potenzen.

Sind:

(1) (x -p)* + (y-q)*- r
*

=0,
(2) (x-p )*+(y- qy-r * = 0,

die Gleichungen zweier Kreise, so werden fur die Coordinaten ihrer

Durchschnittspunkte beide Gleichungen, also auch irgend eine

Folgerung aus ihnen gultig sein (Vcrgl. . 14). Zieht man (1)

und (2) von einander ab, so erhalt man eine Gleichung erster Ord-

nung, welcher demnach die Schnittpunkte beider Kreise genugen:

(3)
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Umgekehrt jedes Werthepaar von x und y, das den Gleichungen

(1) und (3) geniigt, wird auch der Gleichung (2) geniigen, well (2) eine

Folgerung aus (1) und (3) 1st. Da (3) als Gleichung erster Ordnung

die Gleichung einer Geraden ist, so gehen also die beiden Kreise

(1) und (2) und die Gerade (3) durch dieselben Punkte, d. h. wenn

(1) und (2) sich schneiden, so ist (3) die Gleichung der gemein-

schaftlichen Sehne. Man uberzeugt^sich leicht, dass (3) und die

Verbindungslinie der beiden Mittclpunkte, namlich:

(4) (q -q)x-(p -p)y+ p q-pq f = V,

auf einander senkrecht stehen. Bcriihren sich die beiden Kreise, oder

fallen die Schnittpunkte in einen zusammen, so geniigen die Coor-

dinaten desselben irnmer noch der Gleichung (3), und weil (3) auf der

Centrale (4) senkrecht steht, so ist (3) die Gleichung der gemeinschaft-

lichen Tangente. Es fragt sich nun, welches die Bedeutung von (3)

ist, wenn die Kreise (1) und (2) sich nicht schneiden, denn offen-

bar ist (3) unter alien Urnstanden eine construirbare gerade Linie.

Nach . 29 ist die Potenz irgend eines Punktes (x, y) in Bezug

auf den Kreis (1) gleich (x p)
2

-f (y qY~r\ und ahnlich fur

den Kreis (2). Soil nun ein Punkt (x, y) in Bezug auf beide Kreise

gleiche Potenz haben, so muss sein:

d. h. da diese Gleichung mit (3) ubereinstimmt, der Punkt (x, y)

muss auf der Geraden (3) liegen und umgekehrt, jeder Punkt dieser

Geraden hat die J^rlangte Eigenschaft. Also :

I. Der Ort aller Punkte, welche in Bezug auf zwei

Kreise gleiche Potenzen haben, ist eine Gerade, die auf

der Centrale senkrecht steht; schneiden sich die bei

den Kreise, so ist die Linie gleicher Potenzen (zuweilen

Radical axe genannt) die gemeinschaftlichc Sehne, be-

riihren sie sich, so ist sie die gemeinschaftliche Tan

gente.

Sucht man die Coordinaten der Durchschnittspunkte von (1) und

(2), so werden dieselben fiir den Fall, dass die Kreise sich nicht

schneiden, irnaginar ; geniigen aber natiirlich noch der Gleichung (3),

weil sie (1) und (2) befriedigen; man sagt deshalb auch, die Kreise

schneiden sich in zwei imaginarcn Punk ten, fiir welche freilich

eine geometrische Darstellung nicht mbglich ist. Die Gerade^[3)&quot;
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heisst daher in diesem Falle eine im agin a
1

re Oder ideale

Secante beider Kreise. Da die Potenz eines ausseren Punktes in

Bezug auf cinen Kreis das Quadrat der von dem Punkte an den

Kreis gelegten Tangente ist, so folgt daraus, dass die Tan gen ten,
welche von einem Punkte der Linie gleicher Potenzen
an zwei Kreise j*elegt sind, gleich sein miissen.

Es sei die Gleiehung eines dritten Kreises:

(5) (X-pr+(y-qy-r* = 0;

bezeichnen wir die linken Seiten der Gleichungen (1), (2), (5) mil

U, U f

, U&quot;,.so sind:

(6) U-U = 0, (7) U-U&quot; = Q, (8) U -V = Q

die Linien gleicher Potenzen zwischen dem ersten und zweiten, dem
ersten und dritten, und dem zweiten und dritten Kreise; da jede dieser

Gleichungen (z. B. 8) als eine Folge der beiden anderen (von 6

und 7) angesehen werden kann, so wird die gemeinschaftliche Lo-

sung je zweier auch die dritte befriedigen, d. h. die drei Geraden

(6), (7), (8) gehen durch einen Punkt (. 14), oder:

II. Die drei Linien gleicher Potenzen von je zweien
dreier Kreise schneiden sich in einern Punkte.

Wir tibergehen die Discussion einzelner Falle, in welchen die

Satze dieses Paragraphen Ausnahmen erleiden
;
so haben z. B. zwei

concentrische Kreise keine Linie gleicher Potenzen, drei Kreise, deren

Mittelpunkte in einer Geraden liegen, keinen Punkt gleicher Potenzen.

Sind U und U zwei sich nicht schneidende Kreise, so kann

ihre Linie gleicher Potenzen durch Satz II. leicht gefunden werden.

Beschreibt man einen Kreis U&quot;,
der sowohl U als U 1

in zwei Punkten

schneidet, und treffen sich die grmeinschaftlichen Sehneri von U
und

U&quot;,
Ur und U&quot; in a, so geht auch die Linie gleicher Po

tenzen von U und U1 durch a; man kann nun entweder einen

zweiten Punkt dieser Geraden auf diesclbe Weise fmden, oder von

a auf die Centrale von U und Uf ein Loth fallen.

Beriihrt der Kreis U den Kreis U in einem Punkte a, und

schneidet U&quot; den Kreis U in a und b, und U in c und d, so

gehen die Tangente von U im Punkte a und die Geraden ab und

cd durch einen Punkt u, Dieser Punkt bleibt derselbe, wenn statt

des Kreises U&quot; ein anderer durch a und b gehender beschrieben
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wird, well u schon als Durchschnitt der Tangente in a und der

Geraden ab bestimmt 1st.

Soil umgekehrt ein Kreis beschrieben werden, der durch zwei

gegebene Punkte a und b geht, und einen gegebenen Kreis U be-

riihrt, so lege man durch a und b irgend einen Kreis
U&quot;,

der U
in c und d schueidet, und verlangere ab, cd, bis sie sich in u

treffen. Legt man alsdann von u eine Tangente ua an den gege

benen Kreis U, und ist a der Bertihrungspunkt, so wird der durch

a, b und a gehende Kreis V der verlangte sein. Solcher Kreise

U r

giebt es demnach zwei.

Viertes Kapitel.

Die Ellipse.

. 31. Der Ort aller Punkte G (Fig. 21), far welche die

Summe der Entfermmgen von zwei gegebenen festen Punkten F
und F1 constant ist, heisst eine Ellipse, die Punkte F und Ff

heissen die Brejinpun^kte,
ihre Entfernung die Excentricitat;

zwei Gerade, wie FG, F G, heissen Radien-Vectoren Oder Leit-

strahlen.

Aufgabe. Die Gleichung der Ellipse aufzustellen.

Es sei FF 2e, die constante Summe FG-^-F G la, und

weil FG-i-F G &amp;gt; FF , so ist a
&amp;gt;

e. Die Gerade FF nehmen wir

als #-Axe, die Mitte von FF als den Anfangspunkt der recht-

winkligen Coordinaten; die Abscisse von F sei -\-e, die Coordi-

naten von G seien x und y; dann hat man:

GF =i(x- ) + y&amp;gt;,

GF =
also ist die Gleichung der Ellipse:

Um neue Eigenschalten der Ellipse zu fmden, machen wir (1)

rational und setzen x*-\- y
2

-\- e
2 = m, so wird (1):

(2) }
m 2x6 4- } m -\- 2xe = 2a ;
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und wenn man quadrirt:

(3) 2w + 2 10 4o;V = \a\
woraus:

(4) (w-2a
2

)

2 = m 2-4;rV.

Durch Auflbsung der Klammern erhalt man:

1 *&amp;gt; 29 i A99O9QO 99
a* o&quot;w a? e , Oder: a* a e ay ax = # e ,

also:

(5) a
2

(a
2- e

2

)
= (a

2
c

2

)aj*+ V
Setzt man:

(6) o -e 9 = &
9

,

und dividirt (5) durch a 2
6

a

, so kommt als Gleichung der Ellipse:

Eine andere Ableitung von (5) ergiebt sich aus . 40, Ft&amp;gt;rm. 1 4.

Zusatz 1. Man darf Gleichung (7) statt (1) gebrauchen, weil

man von (7) auf (1) zuriickschliessen kann, vorausgesetzt, dass

a &amp;gt; e ist. Man folgert aus (7) ohne Schwierigkeit (4) ;
aus Glei

chung (4) durch Wurzelausziehen und Multiplication mit 2:

2 4#V 4a 2

, oder: (]/m-}-2ca;&quot;i: ^/m^&quot;2e^)

2 = 4a 2

;

d. h. fur jeden Punkt der Curve (7) oder (5) ist entweder

(F G+ FG)* = \a\ Oder (F G FGY = 4a 2

; die zweite Annahme
ist aber unzulassig; denn nach einem elementaren Satz ist FGFG
Oder FG F G (je nachdem F G^FG) kleiner als FF } also

(FG-FG!

)

3
&amp;lt;4e

2

, und wenn e &amp;lt; a, kann (F G FGY nicht

= 4a 2

sein, es bleibt daher nur F6?-f F6r = 2a oder Gleichung (1).

Zusatz 2. Da (7) nur die Quadrate der Coordinaten ent-

halt, so werden, wenn ein Punkt (x, y) auf der Curve liegt, auch

die Punkte (x, ?/), (x, y), (x, y) sich auf ihr befinden;

diese bilden mit (x, y) ein zu den Axen symmetrisches Rechteck,

wie GG
{ G^G3 (Fig. 21). Die Ellipse besteht demnach aus vier con-

gruenten Quadranten; jede durch gehende Sehne GG
2
wird in

halbirt und heisst daher ein Durchmesser, so wie der Mittel-

punkt der Ellipse. Zwei zu den Axen symmetrisch gelegene

Durchmesser sind einander gleich; z. B. GG^ G^G^ Fur die Durch-
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X 1

schnitte der o&amp;gt;Axe mit der Ellipse ist y = 0, also $ = 1, und

x + a; dies sind die Abscissen zweier Punkte A, A , deren

Distanz 20, also gleich der constariten Summe FG-\-F G ist;

ebenso ilndet man fiir die Durchschnitte der t/-Axe mit der Curve,

B und B , x = Q, y +6, AA heisst die grosse, BB die

kleine Axe der Curve; ihre Endpunkte die Scheitel. Da wegen
x* if

Gleichung (7) die Summe der positiven Briiche 5-, j^-
der Ein-

heit gleich sein muss, so kann jeder von ihnen dieselbe nicht iiber-

schreiten
;
also ist der numerische Werth von x kleiner oder gleich a,

und von y kleiner oder gleich b, und die Ellipse liegt ganz inner-

halb eines Rechtecks, fiir welches A und A 1

, B und B die Mitten

der Gegenseiten sind.

. 32. Construction der Ellipse (lurch Punkte. Aus
1 2 2

der Gleichung der Ellipse folgt y~
=

5- (a
2 # 2

) oder
a (a-\-x](a x)

72

= T In Fig. 21 ist AJ = a x, A J a-\-x; also haben wir

den Satz:

I. In der Ellipse verhalt sich das Quadrat der Or-

dinate zu dem Rechteck der Segmente der grossen Axe
\vie 6

2 zu a 2
.

Fiir b a wird die Ellipse ein Kreis; beschreibt man daher

iiber AA (Fig. 21) als Durchmesser einen Kreis, und bezeichnet

die zu derselben Abscisse OJ gehorende Kreisordinate JD mit Y,
w 2

so ist F 2 = a 2

x*, woraus if -^-F
2

,,
und =

,
d. h.:

Ct JL Cl

II. Wird iiber der grossen Axe als Durchmesser ein

Kreis beschrieben, so verhalten sich die Eilipsenordi-
dinaten zu den entsprechenden Kreisordinaten wie die

kleine Axe zur grossen.

Aehnliche Satze wie I. und II. fin den in Bezug auf die kleine

Axe statt.

Beschreibt man dernnach iiber AA und BB (Fig. 22) als

Durchmesser zwei Kreise, zieht vom Mittelpunkte eine Gerade,

welche den ersten Kreis in D3 den zweiten in D schneidet, ferner

von D eine Parallele zu BB und von D 1 eine Parallele zu AA , so
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ist ihr Durchschnitt G ein Pimkt der iiber AA und BB f

als Axen

beschriebenen Ellipse; denn GJ : DJ = D O : DO b : a.

Zieht man von G zum Radius DO eine Parallelc, welche AA
in /if, ## in L trifft, so ist GK=D = b, GL = DO = a.

Triigt man auf ^14 die Lange JK = JK ab, und zieht die Ge-

rade # , welche BB f

in L trifft, so sind die Dreiecke GKK , GLL

gleichschenklig, also wiederum GK = b, GL = a. Stellt man sich

diese Constructionen fiir alle Punkte der Ellipse wicderholt vor, so

erhalt man den Satz:

III. Bewegt sich eine Geradc von constanter Lange

(KL Oder K L ) so, dass ihre Endpunkte stets auf zwei

rechtwinkligen Axen bleiben, so beschreibt ein Punkt

G dieser Geraden eine Ellipse, deren Axen den Entfer-

nungen des Punktes G von den Endpunkten der con-

stanten Lange gleich sind (GK und GL oder GK und GL }.

Der Punkt G kann ebensowohl auf der constanten Lange selbst

(wie auf K L ), als auch auf deren Verlangerung liegen (wie auf

KL).

. 33. Durchmesser der Ellipse. 1st 2d der durch G

gehende Durchmesser, also (Fig. 22) OG d, und die positive Dre-

hung von OA nach OG = (p , also die Coordinaten von G gleich

dcoscp, dsinfp, so ist wegen der Gleichung der Ellipse:

woraus :

1 cos&amp;gt;

2

,

sino/
2

72
a b

(1) -TT
-

f~-\
--n? ,

oder: d =-73- ,

d 2 a b- b coscp*-}-a s

Der Nenner, wclcher = 6
2

-]- (a
2

6
2

)siri(/)

2 = 6
2

-f e sinqp
2

,

ist am kleinsten fiir (p
und 180, am grossten fiir cp

= 90

und 270; also ist umgekehrt die grosse Axe der grosste, die

kleine Axe der kleinste Durchmesser der Ellipse. Steht der Durch

messer 2&amp;lt;/ auf Id senkrecht, so hat cp fiir ihn einen um 90

grosseren Werth, und weil cos(904-^) smcp, sin(90-|-&amp;lt;jp)

coscp, so ist:

1 _ sin cp
2

cos qp
2

\&quot;) ~Ji^ 2 I TJi
*

a a o

Addirt man (1) und (2), so kommt
-y^- -f- -^ = T+ -y-r ,

d ct do
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d. h. fur je zwei rechtwinklige Halbmesser ist die Summe

der reciproken Quadrate constant = T+ TT*
a o

. 34. Conjugirte Durchmesser. Der Durchmesser LL

(Fig. 23) halbire die Sehne PP in Q; wir setzen PF = 2u,

OQ t und die positive Drehung der -f x-Axe nach OQ = &amp;lt;p;

es sei ferner y der im positiven Sinne gezahlte Winkel zwischen

einer durch Q zur -|-#-Axe parallel gezogenen Linie und QP.

Sind (x, y), (x } y ) die Coordinaten von P und Q auf das bisherige

Axensystem, (X, Y) die Coordinaten von P auf ein gleich gerich-

tetes mit dem Anfangspunkte Q, so ist:

X=x x , Y = y y ;
X ucosi/j, Y=usm\fj;

woraus:

(1) x = &amp;lt; cos ^p + M cos^ /

Fur den Punkt P oder (art , y,) ist 180+^ statt V^ zu setzen,

also:

(2) x
i
= tcoscf wcosty , ^ = fsiny usmy.

Beide Werthepaare rnussen der Gleichung der Ellipse geniigen,

also hat man, wenn man sie einsetzt und ordnet:

2 /cosqp
2

sinr/)
2
\ / cos 9 cos

i//
,~~&quot;h ~^&quot;&quot;r ^M ~

/ cosy
2 2

sin(/&amp;gt;\
/ cos

q&amp;gt; costy sincpsmty \

&quot;T
2
&quot;^&quot;

fM^~~?~ ~T
--

/

Addirt und subtrahirt man diese Gleichungen, so bekornrnt man

statt ihrer:

cos(fcos\fj~~
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woraus :

b
2

(5) tang 9 tang iff
=

-f
Die letzte Gleichung zeigt, dass zu alien Sehnen, fiir welche

tang ip dasselbe ist, d. h. zu alien parallelen Sehnen, derselbe Werth

von
&amp;lt;f&amp;gt;,

d. h. derselbe Durchmesser gehbrt; oder:

I. Die Mitten der parallelen Sehnen einer Ellipse

liegen auf einem Durchmesser.

Da die Gleichung (5) zwischen tangqp und
tangi/&amp;gt; symmetrisch

ist, so muss, wenn die parallelen Sehnen mit der -\-x-\\e den

Winkel
&amp;lt;p

bilden, der sie halbirende Durchmesser mit ihr den

Winkel
i// (oder 180+ VO einschliessen, d. h.:

II. Zieht man Sehnen, die zu dem in I. erwahnten
Durchmesser parallel sind, so werden diese wiederum
von einem Durchmesser halbirt, der den in I. erwahnten
Sehnen parallel ist.

Zwei Durchmesser LL , MM , von denen jeder die

Sehnen halbirt, die dem anderen parallel sind, heissen

conjugirte Durchmesser. Von den Winkeln (p und ip, welche

die auf der Seite der positiven Ordinaten befindlichen conjugirten

Halbmesser OL, OM mit der + #-Axe bilden, ist zufolge (5) der

eine nothwendig ein spitzer, in unserer Figur qp, der andere
t/;

ein

stumpier. Aber auch der Winkel \p (p ist noch ein stumpfer;

denn wegen tangi/&amp;gt;
= --5
- ist:

a
2

tang (p

,n^ , s tang w tang g&amp;gt;

b~4- a
2

tang op
2

(6) tane (w re] =-2JE__ = --_- _
f)

1 + tang v/ tang y (a
2- 6

2

) tang &amp;lt;p

also
tang(i/&amp;gt; qp), wenn cp ein spitzer Winkel ist, negativ. Daraus

folgt, dass die kleine Axe einer Ellipse durch die stumpfen Winkel

zweier beliebiger conjugirter Durchmesser, und die grosse Axe durch

die spitzen Winkel derselben geht. Schreibt man statt (6) die

Formal :

so sieht man, dass tang (\p qn) unendlich wird, entweder wenn
a b, oder wenn a &amp;gt; b, sobald (p

= oder ein Vielfaches von

90 ist, d. h. ini Kreise stehen zwei conjugirte Durchmesser immer
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auf einander senkrecht, in der Ellipse sind nur die beiden Axen

auf einander senkrechte conjugirte Durchmesser. - Setzt man

OL a, OM = {3,
so ist (. 33, Form. 1) :

* JL - COSf/)2
i sin&amp;lt;jP

2
1 _ cost//

2
sin i//f ~tf~ ~b^~ ~p~- ~tf~ ~W

dadurch verwandelt sich (3) in:

Nun sind aber t und M die schiefwinkligen Coordinaten von P
fur die Coordinatenaxen LL , MM ; folglich:

III. Die Gleichung einer Ellipse, auf die conjugirten
Durchmesser 2a und 2/? als #- und ?/-Axen bezogen, ist:

Aus den drei Gleichungen (6*) und (4) lassen sich die Winkel cp

und ^ eliminiren, und man erhalt eine Gleichung zwischen je zwei con-

jcgirten Durchmessern und den Axen der Ellipse. Die erste Gleichung

(6*) lasst sich schreiben T =- -
-\
--

gr*S
woraus:

I

a
2

(a
2- 6

2

) sin y
2 = 6

2

(a
2- 2

),

V( 9
&

2

)sin V
2 =

l&amp;gt;\a?- /^
2

),

und ahnlich:

a 9

(a
8- 6

s

) cosy
8 - a

2

(

2-6 2

),

Substituirt man diese Wcrlhe in (4) oder in:

cos
cf&amp;gt;

2
cos

i/;

2

__ sinqp
a

sinv
2

so koinmt:

(a
2- 2

)(a
2

-/^) - (6
2- 2

)(6
2-A

oder :

a* &*_ (a
2- 6

2

) (a
2-

/?
2

)
= 0,

und wcnn man durch den nicht verschwindenden Factor a
2

dividirt:

(8) a
2

+Zr = 9

+/^, d. h.:
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IV. Die Summe der Quadrate zweier conjugirter

Durchmesser 1st constant und der Summe der Quadrate

der Axen gleich.

Multiplicirt man die Gleichungen (6*), so kommt mit Hilfe von

(. 22, Form. 6):

1 _ / cos cp cos \p sin (p sin I// /cos&amp;lt;/)sint/&amp;gt; sinqpcos^X
2

~ ~ ~

welche Gleichung wegen (4) in a /^sin^ cpY a
2
6

2

iibergeht.

Bezeichnen wir demnach den Winkel zwischen den Durchmessern,

der, wenn ty &amp;gt;&amp;gt; cp, gleich ip cp ist, mit (a, /9),
so kommt :

(9) aftsin(a,p) = ab;

in Worten:

V. Das Parallelogramm zwischen zwei conjugirten
Durchmessern hat einen constanten Inlialt und ist dem
Rechteck zwischen den Axen gleich.

Anm. Weil 2a/? = 2+ /9
2

(
- Pf = a

2+6 2

(a /^)

2

,

so kann man statt (9) schreiben:

(10)

Die rechte Seite von (10) erhalt, wenn =
/?, den kleinsten

Werth; damit a ft werde, miissen die conjugirten Durchmesser

2a und 2/v gegen die Axen gleich geneigt 3ein, daraus folgt, dass

in (5), wenn
cp

den spitzen Winkel bedeutet, t/ 180-
cp,

oder

a
tang ty tang9 zu setzen ist, also tangqp -r-; ferner folgt

aus (8), wenn a /?,
dass a = I/

---- Fassen wir dies zu-

sammen, so schen wir, dass die Diagonalen des Rechtecks,
welches die Scheitel der Ellipse zu Mitten der Seiten

hat, die beiden gleichen conjugirten Durchmesser be-

stimmen, und dass diese unter alien conjugirten Durch

messern den kleinsten Winkel mit einander bilden.

. 35. Bestimmung der Axen aus zwei conjugirten
Durchmessern. Sind 2a und 2/? zwei sich gegenseitig halbirende

Gerade, w der spitze Winkel, den sie bilden, so giebt es jedesmal eine

und nur eine Ellipse, von der diese Gcraden conjugirte Durchmesser
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sind; denn man kann immer und nur auf eine Weise die Geraden

a, by wo a &amp;gt;
b sein moge, und den spitzen Winkel

cp &amp;lt; w durch

die Gleichungen bestimmen (. 34, Form. 6*, 8, 9):

1 _cosy
&quot;?- ~7

(2) a +& =
(3) ab = afisinw.

Die Gleichungen (2) und (3) geben die Grossen der Axen,

denn man hat:

2a/?cos(90+

weil cos(90-f-w) = sinw.

s

2a/?cos(90 w).

Ist in Fig. 24 Winkel LOM = w, MO = ft, LO = a, und

lallt man von M eine Senkrechte auf OL, tragt auf derselben MK
MK = a ab, und verbindet K und K mit 0, so ist W. OMK

= 90- w, W. OMK = 90+ w, also OK = a + b, OK = a b,

woraus sich a und b ergeben.

Urn aus (1) den spitzen Winkel cp zu bestimmen, welchen die

zwischen LO und MO liegende grosse Axe mit LO oder a bildet,

setzen wir OK a + 6 = , 0/f a 6 = v, KK = 2a = m;
dadurch verwandelt sich (1) in:

cosy
2

sinqp
2

1

oder:

(5) +., -

Wenn der mit OK urn beschriebene Kreis KK in /if und

K&quot;} OK aber und dessen Verlangerung in k und /c&quot; schneidet (in

der Figur sind diese Punkte ausgelassen), so ist:

KK - KK&quot; = Kk -

Kk&quot;,
also : KK&quot; = (

u+ p) (M &quot;&quot; p)
.

Demnach ist in Folge von (5) 2y = W. KOK&quot; = 0^&quot;^ - 0^/f

K K. Zieht man demnach ^40 so, dass W. ^40L = ^ ,

also /T 04^90-/f -!---- = ~ --_ -, mit anderen



Die Ellipse. 49

Wortcn, dass OA den W. KOK halbirt, so 1st OA die Richtung der

grossen Axe. Dass OA zwischen OL und OM fallt, kommt auf

den leicht zu beweisenden Satz zuriick, dass in jedem Dreieck

KOK die Halbirungslinie eines Winkcls zwischen der Hohe (OL)

und der Transversale (OM) nach der Mitte der Gegenseite liegt.

Der Beweis, aber nicht die Construction, bedarf einer geringen

Modification, wenn OL ausserhalb des Dreiecks KOK fallt.

Anm. Die vorhergehenden Entwickelungen ,
verbunden mit

. 34, III., zeigen, dass die auf schiefwinklige Coordinaten sich be-

ziehende Gleichung :

inimer eine Ellipse darstellt, fiir welche die Goordinatcnaxen con-

jugirte Durchmesser sind. In Folge derselben lassen sich einige

der in . 31 und 32 gegebenen Satze verallgemeinern; so kommt

an Stelle von . 32, II. folgendcr Satz:

Fallt man von den Punkten eines Kreises Ordinaten auf einen

Durchrnesssr, verkiirzt Oder verlangert dieselben nach einern con-

stanten Verhaltnisse, und lasst sie sammtlich urn Hire Fusspunkte

den Winkel w beschreiben, so dass sie nach der Drehung wieder

parallel sind, so liegcn die Endpunkte der Ordinaten jetzt auf einer

Ellipse.

. 36. Aufgabe. Die Gleichung der Tangente an

einem Punkte der Ellipse aufzustellen (vgl. . 28).

Es sei die Gleichung der Ellipse, auf ein System conjugirter

Durchmesser bezogen :

und die Gleichung irgend einer durch (x
f

, y ) gehcndcn Geraden

m x ~ x - ytf.
~ir ~r&amp;gt;

die Coordinaten eines Durchschnittspunktes von (1) und (2) sind

(3) x = x +kt, y = y +lt,

wo eine Wurzel ist der Gleichung:

J oachims ill al Elcmeutc. 2. Aull,
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Da (4) vom zweiten Grade ist, so haben eine Ellipse imd

eine Gerade hochstens zwei Punkte gemein. Ist (x
r

, y ) ein Ellipsen-

x
&quot;1

if~
punkt, also T -f -^

1 = 0, so verwandelt
sicl^ (4) in :

Hieraus ergeben sich die zwei Werthe von e:

W
cc?= und : 2

Der erstc Werth, in (3) eingesetzt, giebt x x , y / , d. b.

ein Durchschniltspunkt fallt in (x
1

, y ).
Damit auch der zweite

Durchschnitt in (x , y ) falle, oder (2) Tangente werde, muss der

zweite Werth von aucb sein, dies giebt:

I^ oder: =

Setzt man diesen Werth in (2) oder in y y -r- (x x
)

ein
,

so kommt y y = -^-7 (x x ) i
0(ler :

woraus + = + imd weil

auf der Ellipse liegt, schliesslich:

, a?aj--

dies ist also die Gleichung der Tangente am Punkte (x
f

, y )

der Ellipse.

. 37. Eigcnschaften der Tangente. Nimmt man den

durch einen Punkt der Ellipse L (Fig. 23) gehenden Durchmesser

als ic-Axe, den conjugirten als ?/-Axe, so wird fur den Beriihrungs-

punkt x = a, y = 0; also die Gleichung der Tangente (. 36,
/&amp;gt;

Form. 7) = 1, oder x = a; dies ist aber die Gleichung einer

Parallelen zur y-Axe, also:

I. Die Tangente an cincm Punkte der Ellipse ist
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parallel dem Durchmesser, welchcr dem durch den Be-

riihrungspunkt gehenden conjugirt 1st, also auch den

Sehnen, die der letztere halbirt.

II. Die Tangcnten an den Endpurikten eines Durch-
messers sind einander parallel.

Demnach lasst sich . 34, V. folgcndermassen aussprechcn:

III. Die Tangenten an den Endpunkten zweier con-

jugirten Durchmesser bilden ein Parallelogramm von
constantem Inhalte.

Die Tangente am Punkte (x
r

, y ) schneidet von der oxAxe

das Stiick -
ab; derselbe Axenabschnitt gehort zur Tangente am

00

Punkte (x , y ). Die Sehne PP, , welche zwei Punkte (x
1

, y ),

(of, y ) verbindet, wird von der #-Axc halbirt, folglich:

IV. Der Durchschnitt R zweier Tangenten licgt auf

der Verlangerung des Durchmessers LL , welcher durch
die Mitte Q der Berlihrungssehne geht, und zwar ist

OR = , oder R, L, Q, L sind vier harmonische

Punkte (. 26).

Da OR durch die drei Punkte L, Q, L schon vollkommen be-

stimmt ist, so haben wir den Satz:

V. Beschreibt man iiber der Geraden LL als Durch
messer zwei beliebige Ellipsen, und zieht durch cinen

Punkt Q von LL in jeder Ellipse eine durch LL hal-

birte Sehne, so gehen die vier Tangenten an den End

punkten durch einen Punkt R auf der Verlangerung
von LL .

Anm. Namentlich also treffen sich (Fig. 22) die Tangenten
der Ellipse in G und G

3
und die Kreistangenten in D und D.

A
in

einem Punkte der grossen Axe, so wie die Tangenten in G und D
in einem Punkte der kleincn.

Vier Tangenten an den Endpunkten zweier Durchmesser LL 1

,

mm (Fig. 25) bilden ein Parallelogramm abed. Sind MM , II die

den Seiten desselben parallelen Durchmesser, ferner L0= a, M0=fi
und x } y die Coordinaten von m in Bezug auf die Axen LL , MM ,

4*
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so ist die Gleichung von ab..
-\-^r

= 1; die Gleichung von

ad..x= a; die Gleichung von bc..x= a; also die Abscisse von

8* / x \
a gleich a, die Ordinate

( 1 )
= La; die Abscisse von

t/
\ a /

6 = a, die Ordinate = A(i -f )
= L b, also La L 6

=J-+ ^,
La-L b = f =~OS ;

ebenso ist ma . m d #/ , und wegen der Congruenz der Vierecke

OmbL und Om dL ist m d = mby also ma-mb = 0V; oder:

VI. Werden zwei parallele Tan gen ten von einer

dritten Tangente geschnitten, so ist das Product der

Stiicke der beiden parallelcn Tangenten von den Bcriih-

rungspurikten an (La-L b) gleich dem Quadrate des Halb-

messcrs (OM
2

), der ihnen parallel ist, und das Product

der Stiicke der dritten Tangente (ma-mb) gleich dein

Quadrate des Halbmessers (O/
2

), welcher der dritten

Tangente parallel ist.

In dem eingeschriebenen Parallelogramme LmL m (Fig. 25)

ist der Durchmesser, welcher zwei Gegenseiten ,
z. B. Lm, L m

,

halbirt, den beiden anderen parallel; also:

VII. Die Geraden (mL, mL ), welche einen Punkt der

Ellipse mit den Endpunkten eines Durchmessers LL ver-

binden, sind zwei conjugirten Durchmessern parallel.

Da b und d auf dem Durchmesser liegen, welcher mL , m L
halbirt (IV.), so ist bd dieser Durchmesser und parallel mL, ebenso

ac parallel mL , oder:

VIII. Die Diagonalen eines der Ellipse umschrie-

benen Parallelogramms bestimmen dieRichtungen zweier

conjugirten Durchmesser.

Mit Hiilfe von VIII. lasst sich VI. etwas anders aussprechen.

. 38. Coristructionen. Aufgabe I. Den Durchmesser
zu construiren, der einem gegebenen conjugirt ist.

Auflosung. Man ziehe eine Sehne, die dem gegebenen Durch

messer parallel ist, dann ist der Durchmesser, der sie halbirt, der

verlangte.
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Aufgabc II.. An einem Punkte L der Ellipse eine

Tangente zu ziehen.

Auflosung. 1) Man bestimme zu dem durch den Beriih-

rungspunkt L gehenden Durchmesser den conjugirten ,
und ziehe

durch L eine Gerade, welche ihm parallel ist. 2) Allgemeiner,

man ziehe zwei beliebige conjugirte Diameter (2cr, 2/?), bestimme

in Bezug auf dieselben die Coordinate!! von L: x, y
r

, trage auf

dem Durchmesser 2a vom Mittelpunkte aus die Distanz, welche die

Tangente j-+ ~a^~l von der #-Axe abschneidet, namlich

2

,
ab und verbinde deren Endpunkt mit L. Die Construction von

x

- ist ein bekanntes elementares Problem. 3) Man errichte liber

p

der grossen Axe einen Kreis (Fig. 22), falle vom Bertihrungspunkte

G ein Loth auf die Axe, welches den Kreis in D schneidet, ziehe

die Kreistangente in D, und verbinde den Punkt, wo diese die grosse

Axe trim, mit G (. 37, V. Anm.).

Aufgabe III. Von einem Punkte R ausserhalb der

Ellipse Tangenten an dieselbe zu ziehen (Fig. 23).

Auflosung. Man ziehe durch R und den Mittelpunkt eine

Gerade, welche mit der Ellipse den Durchmesser LL bestimmt;

Zo
2

auf RO construire man einen Punkt Q so, dass OQ und
HU

ziehe durch Q eine Sehne, welche dem zu LL conjugirten Durch

messer parallel ist, dann sind ihre Endpunkte die gesuchten Be-

ruhrungspunkte (. 37, IV.). Eine Verallgemeinerung dieser Con

struction bietet der folgende Paragraph.

. 39. Die Beruhrungssehne. Es sei (|, tj) ein beliebiger

Punkt in der Ebene der auf conjugirte Durchmesser bezogenen

x* y
2

Ellipse + -4r 1. 1st (x } y )
der Beruhrungspunkt einer

a p
SY*/y*t J/l/

Tangente 5-+^-= 1, und soil die Tangente durch (|, rf} gehen,

so ist erforderlich und ausrcichend, dass =-T -j--|5-=
1 sei;

der Beruhrungspunkt (x
1

, y ) liegt demnach auf der Geraden:
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(i) $+f = 1.

Umgekehrt wird die Tangente jedes Ellipsenpuuktes ,
der auf

der Geraden (1) liegt, durch den Punkt (|, vj) gehen, und da (1)

die Ellipse im Allgemeinen in zwei Punktcn schneidet, so gehen

durch (|, if} im Allgemeinen zwei Tangenten, und (1) ist die Glei-

chung der Geraden, welche die Bertihrungspunkte verbindet, oder die

Gleichung der Beriihrungssehne. Durch Construction ihrer

Axenabschnittc kanu man sie selbst, und somit die von (, if) an

die Ellipse gezogenen Tangenten construiren. Ist (|, rj)
ein Punkt

der Curve, so ist (1) die Gleichung der Tangente. Sind von (J, ij)

aus keine Tangenten an die Curve mbglich, so wird dieselbe von

der Geraden, deren Gleichung (1) ist, nicht mehr geschnitten; ihre

geometrische Bedeutung werden wir spater kennen lernen.

Zieht man durch den Punkt J oder (, rj) (Fig. 26) eine Par-

allele zur re-Axe, und schneidet dieselbe die Ellipse in den Punkten

(x, if} und (x, if) oder b und d, die Beriihrungssehne (1) in

( , fj) oder c, so ist:

1?,^.
~tf^~~f?-

folglich x&quot;

2 = fJ , oder, wenn w die Mittc von bd, nb nc-nJ;

d. h. /, by c, d sind harmonische Punkte (. 26). Da nun jede

durch J gezogene Gerade einem Durchmesser parallel ist, den man

als ic-Axe annehmen kann, so haben wir den Satz:

I. Zieht man durch den Durchschnitt J zweier Tan

genten eine Secante, so bilden die Schnittpunkte der-

selben mit der Ellipse, der Schnittpunkt mit der Beriih

rungssehne und der Punkt J vier harmonische Punkte,
von denen die beiden letzten so wie die beiden ersten

conjugirt sind.

Die Beruhrungssehnen der Punkte (, 17), (|, ?/), (|, rf ) . .

2

treffen die a;-Axe in ein em Punkte, dessen Abscisse = wSh-

rend die Punkte selbst in einer Parallelen zur x-Axe liegen; man
kann aber fur jede Gerade AA (Fig. 27 und 27*) ein Paar con-

jugirte Durchmesser bestimmen, deren einer MM der Geraden par

allel ist, folglich:
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II. Legt man von den Punkten einer Geradcn AA 1

Tangcntenpaare an die Ellipse, so schneiden sich die

Beriihrungssehnen sammtlich in einem Punkte J. Der

durch J gezogene Durchmesser LL trifft, nbthigenfalls verlangert,

AA in einem Punkte H, so dass OJ.OH= ~OV ist (d. h. L, L 1

,

J, H sind harmonische Punkte), und der AA parallels Durchmesser

ist LL conjugirt. Schneidet also AA die Ellipse (Fig. 27*), so ist

diese Linie zugleich Beriihrungssehne von J (. 37, IV.). Umgekehrt:

III. Legt man durch einen Punkt J gerade Linien,

von welchen jede eine gegebene Ellipse in zwei Punkten

trifft, und bestimmt fiir jedes Punktepaar den Durch-

schnitt der zugehorigen Tangenten, so ist der Ort des-

selben eine Gerade AA ; der durch J gehende Durchmesser OL

triflft sie in H so, dass OJ.OH = 01? , und der OL conjugirte

Durchmesser ist AA parallel ;
konnen demnach von J aus Tangenten

an die Ellipse gelegt werden, so ist AA die Beriihrungssehne.

In der That, legt man durch J die Gerade JFF, und schneidet

die Tangente in F die Gerade AA in H ,
zieht man terrier von H

eine zweite Tangente, so wird nach dem directen Satze II. ihr

Bertthrungspunkt mit den Punkten J und F in einer Geraden

liegen; der Beruhrungspunkt ist also F .

Man nennt J den Pol der Geraden AA
,
und diese die

Polare von J.

. 40. Die Eigenschaften der Brennpunkte (Fig. 28).

Wir kehren jetzt zu den Brennpunkten zuriick und wollen die Ent-

fernungen derselben von irgend einem Punkte G und einer Tan

gente der Curve berechnen. Wir bedienen uns wieder des in

. 31 35 gebrauchten Systems der Hauptaxen. Die Coordinaten

von G seien #,, ?/ t ,
die der Brennpunkte F und F beziiglich -}-e,

und e, 0, wo e
2 = a 2

6
2

; ferner sei FG = r, F G = r ,

OG = ft; dann ist:

(1) r rrto-ej +y;, (2) r^
woraus:

(2) r
2- r

2 =
(r+ r

) (r-r )
=

Nun ist:

(3) r -|- r = 2a, also : (3*) rr =
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folglich :

ex.-i

Setzt man den Werth von r in (1) ein, so kommt man auf

die Gleichung der Ellipse. Es ist sehr merkwtirdig, dass, wah-
rend die Entfernung irgend eines Punktes F von einem

Ellipsenpunkte durch cine Quadratwurzel ausgedruckt
wird, die Irrationalitat verschwindet, wenn F ein Brenn-

punkt ist.

Wir haben ferner:

und:

rrl = a9 AX ,

also:

Bezeichnet man aber den dem /9 conjugirten Halbmesser durch

a, so ist (. 34, Form. 8) o +ft* = a*+/^ also rr r = a
2

, oder:

I. Das Product der beiden nach einem Ellipsen

punkte G gezogenen Leitstrahlen ist dem Quadrate des

Halbmessers gleich, der dem durch G gehenden conju-

girt ist.

Sind p und p
1 die von F und F auf die Tangente in G ge-

lallten Lothe, H, H ihre Fusspunkte, (^ ?;) und
( , 17 ) die Coor-

dinaten derselben, so ist, weil die Gleichung der Tangente

^L_|__|L._I =o (nach . 23, Form. 6 und 7):

i
a

2~ ~~T

a.-i



Die Ellipse. 57

Nun ist:

und (4):

a 2
a

Setzen wir diese Wcrthe ein, so kornmt:

a~ a rr ar ar ar

Oder, wenn a
2

fur e
2

-}- 6
9

gesetzt wird, und man in p den abso-

lutcn WT
erth nimmt:

&amp;gt;

Urn | , 7?

r

, p zu erhalten, muss man in (5) ^ r, r bezuglich mit

e, r , r vertauschen
;

dies giebt :

Diese Formeln fiihren zu folgenden Satzen :

II. Das Product der Lothe (p, p ) , welche von den

Brennpunkten auf eine Tangente gefallt werden, ist dem
Quadrate (6

2

)
der halbcn klcinen Axe gleich.

Ferrier ist
|/

- = -p=, und ebcnso - ==,
r r ] r

}
/rr r yrr

i

also =
,

also sind die rechtwinkligen Dreiecke FGH und

F GH cinander almlich, und W. FGH = W. F GH , d. li. :

III. Die Tangente bildet mit den Leitstrahlen gleiche

Winkel, oder halbirt den \Yinkel zwischen einem Leit-

strahl und der Verlangerung des anderen.

Die Gerade, welche auf der Tangente einer Curve in deren

Berilhrungspunkte senkrecht steht, heisst die Norm ale der Curve;
es folgt demnach aus III.:

IV. Die Normale der Ellipse halbirt den Winkel
zwischen den Leitstrahlen.
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Die Gleichung der Norniale ist:

Aus (5) ergiebt sich OH&quot; = g+if =
follich :

V. Die Fusspunkte der Lothc, welche man von den

Brennpunkten eiiier Ellipse auf sammtliche Tangenten
fallen kann, liegen auf dem Kreise, der die grosse Axe
zuin Durchmesser hat.

Anm. Der Satz V. beantwortet die Frage: welches ist der

Ort der Fusspunkte der von einem Brennpunkte auf alle

Tangenten der Ellipse gefallten Lothe? Da es wichtig ist,

den Gedankcngang zu kennen, welcher hei derartigen Aufgaben

verfolgt wird, und weil die Rechnung im gegenwartigen Falle eine

eigenthiimliche Schwierigkeit darbietet, so wollen wir die gestellte

Frage direct beantworten.

Die Gleichung der Tangente am Punkte (a;,, y { }
ist:

(8) + ^-l=0;

die Gleichung des vom Brennpunkte F oder (e, 0) auf die Gerade

(8) gefallten Lothes ist:

(9) i-y-A.(a?-e) = 0.

Bestimmt man aus (8) und (9) x und y, so hat man die Coor-

dinaten eines auf der Tangente (8) liegenden Fusspunktes. Ofien-

bar sind x und y von x
l
und y {

abhangig; kann man nun eine von

den letzteren Grossen unabhangige Gleichung zwischen x und y

linden, so werden derselben alle Fusspunkte geniigen, d. h. sic wird

die Gleichung des gesuchten Ortes sein. Man muss also aus (8)

und (9) x
{
und y l elirniniren; dazu bedarf es noch einer dritten

Gleichung, und diese ist:

(10) + f=l.
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Aus (8) und (9) erhalt man:

a~(x e) b*y

und wenn diese Ausdriicke in (10) eingesetzt werden:

(11) a\x-eY+by = \y*+ x (x-e)\*.

Dies 1st die Gleichung des gesuchten Ortes, sie steigt auf den

vierten Grad, ein Resultat, welches dem Satze V. zu widersprechen

scheint. Setzt man aber:

y + (*-) =,
und demnacli:

y^ -\- x (x e)
= u + e (x e),

so verwandelt sich (11) in:

und wenn man e
2+& 9

fiir a
2

setzt, in:

oder, wenn fiir u wieder sein Werth geschrieben wird, in:

(12) \(x-e)*+y*\{x*+y*-a*\ = &amp;lt;*.

Der erste Factor wird nur Null, wenn x e, y ist,

d. h. fiir den Brennpunkt F, der, weil er auf keiner reellen Tan-

gente der Ellipse liegt, nicht zum gesuchten Orte gehbrt; es bleibt

also nur x*-\-y
*

a~ = 0, d. h. der iiber der grossen Axe

als Durchmesser beschriebene Kreis.

. 41. Construction en. Eine einfache Construction der

Tangente und Normale, wenn der Beriihrungspunkt bekannt ist,

ergiebt sich aus . 40, III. und IV.

Soil man von einem Punkte K, ausserhalb der Curve,

Tangenten an dieselbe ziehen, so denke man sich eine

solche construirt, KG (Fig. 28), verlangere das Loth FH iiber H
hinaus, bis es den verlangerten Leitstrahl F G in J trifft, dann ist

W. FGH = JGH, weil jeder = W. F GK, also sind die rechtwink-

ligen Dreiecke FGH und JGH congruent, und jeder Punkt der

Tangente von F und J gleichweit entfernt
,

z. B. KF KJ,

ausserdem ist noch F J = F G+ GF = 2a. Beschreibt man dem-

nach zwei Kreise, den einen um K mit dem Radius KF, den an-
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deren um F1 mit Za, und verbindet ihre Durchschnittspunkte J, J1

mit F , so crhalt man die Berlihrungspunkte G, G f

.

Eine andere Construction folgt aus . 40, V. Man beschrcibe

tiber der grossen Axe und iiber KF als Durchmesser zwei Kreise,

und vcrbinde deren Durchschnitte H und h mit K, so werden HK
und hK Tangenten der Ellipse sein.

. 42. Flacheninhalt der Ellipse. Beschreibt man liber

der grossen Axe AA (Fig. 29) als Durchmesser einen Kreis, so ist

. 32, II.:

777 , ^r ,
also: II 4- mil (/AA a mfi a a v

wir haben ferner:

Trapez ttpm

Trapez Wfi m = -^
iolglich:

Trapez /A^?tt : Trapez WfjCm b : a.

Denkt man sich zwischen A und beliebig viele Ellipsenpunkte

(lurch Sehnen verbunden, und ebenso zwischen A und $ die ent-

sprechenden Kreispunkte, so werden diese Sehnen, die Endordi-

naten (W, rg und W, ry ) und /r Polygone bilden, die als Summen

soldier Trapeze wiedcrum sich wie b zu a verhalten. Nach be-

kannter Schlussweise folgcrt man durch den Uebergang zur Granze,

dass das von Ir, den Ordinatcn /A5 rg und dem Ellipsenbogen
A^&amp;gt;

begranzte Flachenstiick sich zu dem entsprechenden Kreisstlicke

WQ V wie b : a verhalt. Auf die ganze Ellipse angewendet, giebt

dies, Ellipse: a?n b : a oder der Flacheninhalt der Ellipse

ist gleich abn.

Da Al\ : All! b : a und Dreieck Oil : OW = b : a, so ver

halt sich auch der elliptische Sector AOl zum Kreissector AOX
wie b : a.

Anm. Man kann sich statt der ein- auch der umschriebenen

Polygonstiicke zum Beweise dieser Satze bedienen. Weil die Tan

genten in entsprechenden Punkten A und A sich in einem Punkte

T der Axe treffen (. 37, V.), so sind wie sich leicht beweisen
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lasst die Durchsclmitte a, a zweier entsprechenden Tangenten-

paare auch entsprechend ,
d. h. ihre Ordinaten ap, a p fallen auf

einander und verhalten sich wie b zu a, ebenso verhalten sich also

auch die Trapeze Ikctp, Ik a p, und die Summon soldier Trapeze.

Fiinftes Kapitel.

Die Hyperbel.
. 43. Der Ort aller Punkte G (Fig. 30), deren Entfernungen

GF und GP von zwei festen Punktcn F und P constante Diffe-

renz = 2a haben, heisst eine Hyperbel; die festen Punkte Fund
P nennt man die Brennpunkte, ihre Entfernung FP = 2e die

Excentricitat, und die zwei Geraden GF und GF Radicn-

Vectoren oder Leitstrahlen. Da in jedem Dreieck GFP
die Differenz zweier Seiten GFGF (oder GF GF) kleiuer als

die dritte Seite FP sein muss, so ist a &amp;lt;C e.

Aufgabe. Die Gleichung der Hyperbel aufzustellen.

Die Mitte von FP sei der Anfangspunkt der rechtwinkligen

Coordinaten, OF die positive sc-Axe, dann ist fiir den Pimkt G
oder (x, y):

GP = x e\
Nun ist fur positive Werthe von x irnrner (x e)&quot;

2

&amp;lt;C (a?-)-e)
2

,

also GF&amp;lt;GF ; fiir negative, (x-e^ &amp;gt;(x+e)\ a\soGF&amp;gt;GF
r

;

die analytische Definition der Hyperbel ist demnach:

(1)

je nachdem x einen +. Werth hat.

Macht man (1) rational, so komint man, wie in . 31, 5, auf

a 2

(a
2

e
2

) (a
2

e
2

) a;
2 + cfy

1

, was, weil a
2

e
2

negativ ist,

besser:

(2) a
2

(e
2-a 2

)
= (e*-a*)x*-ay,

geschrieben wird; setzt man:

(3) e
2 a

2 = b\ oder : (3*) e
2 = a

2+ b\
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so wird die Hyperbelgleichung:

(4) ^ &amp;lt;-=!.

Da (4) nur x 2 und /

2

enthiilt, so besteht die Curve aus vier

congruenten Quadranten (. 31, Zus. 2), und es wird hinreichen,

die Gestalt desjenigen, in welchem x und y positiv sind, zu unter-

suchen. Schrcibt man statt (4):

(5) y = &amp;gt;

und: (6) = .,
so folgt aus (5), dass x wenigstens = a sein muss, damit y reell

werdc, iiber a hinaus aber jeden beliebig grossen Werth annchmen

kann
;
und dass y 0, wenn x = a, mit a; selbst aber ins Un-

begranzte wachst; der Curvenquadrant erstreckt sich demnach ins

Uncndliche. Der Bruch ist nach (6) stets kleiner als
, nahert

x a

sich aber diesem Werthe immer mehr, je grosser x, also auch y

wird; macht man daher OA = a, AP = b = j/e*- a
a

r wodurch

tangPOJ. , und erwagt, dass tang GOH, so ergiebt sich,

dass der Radius OG, wahrend G auf der Curve sich immer weitcr

entfernt, immer mehr der Richtung OP sich nahert. Sctzt man

HG = Y, so ist wegen OH = x,
-- = oder Y 2 = # 2

-^, und

fur den Hyperbelpunkt G ist ?/

2 = x 1^ b*, also F 3

y
1 = b\

72

oder Y y = ;
da mit zunehmendem x die Ordinaten Y

I /

und y iiber alle Griinzen wachsen, so wird Y y oder G G kleiner

als jedc beiiebige Grbsse, ohne jedoch je = zu werden; der

Hyperbelquadrant nahert sich also immer mehr der Geraden OP und

kornmt ihr beliebig nahe*), ohne sie jedoch je zu erreichen.

Die Anwendung derselben Betrachtungen auf die iibrigen Quadranten

ergiebt folgendes Resultat:

*) D. h. wenn man sicli zwischen der Curve und OP eine Parallele zu

OP gezogen denkt, so tritt die Curve in den Kaum zwischen beide Par-

ulleleu, wie kloin auch die Entfernung derselben genoinmen werde.
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Tragt man von der Mitte (Fig. 30*) der Excentricitat FF
die Distanz OA = OA ab, so geht die Hyperbel durch A und A ;

errichtet man ferner in A und A zwei unbegranzte Lottie zu FF ,

so liegt zwischen ihnen kein Hyperbelpunkt. Trcffen diese Lothe

den iiber FF als Durchmesser beschriebenen Kreis in P, P, ,
P

2 , P3 ,

so dass AP = ]/e*~a* = b, und zieht man die unbegranzten
durch gehendcn Geraden PP

2 , P,P3 ,
so liegt in dem unendlichen

Raume pPP.Ap3
ein unendlicber Hyperbelzweig und in p i

P
l
P

2pz

der and ere; beide zusammen bilden die durch (4) dargestellte

Hyperbel. Die Punkte A, A sind die Scheitel, AA die Hauptaxe
der Curve; die Geraden pp.^ p t p3 ,

welche sich der Hyperbel imrner

mehr niihern, so dass ihre Entfernung von der Curve beliebig klein,

aber nie == wird, heissen die Asymptoten; die Gleichung der

einen (pp 2 )
ist y = x, die der anderen (p lp 3 )

ist y x,

oder beziiglich:

(7) ^_-f = 0,
-+1 = 0.

a b a b

Eine Hyperbel heisst gleichseitig, wenn b = a; das Dreieck

POA (Fig. 30*) wird fur dieselbe gleichschenklig, also W.PO^l=45,
und \V. POP

3 90; der Asymptotenwinkel der gleichseitigen Hy
perbel ist demnach ein rechter.

. 44. Unendliche WurzeLa. einer quadratischen Glei

chung, directe Bestimmung der Asymptoten, Tangenten.
Denkt man sich in der quadratischen Gleichung:

(1) Lu*+2Mu-i-N=0
die Coefficienten veranderlich, so andern sich auch mil ihnen die

Wurzeln U
L
und /

2 ,
wo:

Um zu sehen, was aus diesen Werthen wird, wenn erstens L,

zweitens L und M gleich Null werden, schaffen wir die Wurzel-

grbssen aus den Zahlern fort, und crhalten:

- M+ ]
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und ahnlich:

N

\Vcnn L =
,

muss M statt ^M^LN gesetzt werden und

N
es kommt u

l unendlich, u
t
=

-^rr-; die eine Wurzel von (1)2M
wird also, wenn L verschwindet, unendlich, wahrend die andere

N
den Werth -^-r- bekommt. 1st auch M 0, so wird u eben-

2 ItI

falls unendlich und M, und u
%

sind als gleich anzusehen; in der

That wird die Bedingung, dass (1) zwei gleiche Wurzeln habe, nam-

lich W LN = 0, durch die Annahme L = 0, M = befriedigt.

Zu demselbcn Resultate kann man gelangen, olme (1) auf-

zulosen; setzt man in (1) u = so wird aus (1):
C

(2) L + 2Jlfo + iVc
&amp;gt; = 0.

Heissen i?
1 ,

v
z

die Wurzeln von (2), so ist u
t ,

u.
t
=

Wenn L 0, so wird (2) ZMv+ Nv 2 = 0, also v
i

= 0,

2M N
v

z
= -, also M

A
= unendlich, u

2
=

~^r y
wenn L =

und jtf
,

so wird (2) AV = ,
also ^ t?

2
=

,
und

u
{

= w
2
= unendlich, wie vorhin.

Jede Gleichung 2MM + JV kann demnach als eine qua
dratische mit einer unendlichen Wurzel, und N=Q als

eine quadratische Gleichung mit zwei gleichen unend

lichen Wurzeln betrachtet werden*).
Wir wollen jctzt die Falle untersuchen ,

wo von den Durch-

schnitten einer Gcraden und einer Hyperbel:

(3)

*) Auf gauz analoge Weise lasst sicli darthun
,

dass wenn in einer

Gleichung dritten Grades der Coefficient des hochsten Gliedes verschwindet,

die Gleichung eine unendlich grosse Wurzel hat u. s. w., und dass umge-

kehrt eine quadratische Gleichung als eiue cubische Gleichung mit einer

unendlichen, als eine biquadratische mit zwei unendlichen Wurzeln u. s. w.

angesehen werden kann. H.
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der eine Oder beide ins Unendliche fallen. Die Abscissen dieser

Durcbschnitte sirid die Wurzeln der Gleicbung:

die nothwendige und ausreichende Bedingung, damil eine dieser Wur

zeln unendlich werdc, ist 5 * = 0, d. h. entweder =
a 6 m a

oder = --
;

die Gerade (3) muss demnach einer der Asyinptoten

(. 43, Form. 7) parallel sein. Sollen beide Wurzeln von (4) unendlich

werden, so muss auch
-=-5- 0, d. h. n = sein. Fur = +
b m ~ a

und n = wird aber (3) die Gleichung einer Asymptote; wir

haben also das Resultat:

Es giebt fur die Hyperbel zwei und nicht mehr Ge

rade, die Asymptoten, von denen eine jede zwei zu-

sammenfallende, unendlich entfernle Schnittpunkte mit

der Curve g em e i n hat. Gerade, die einer Asymptote parallel sind,

und nur solche, haben mit der Hyperbel einen endlich und einen

unendlich entfernten Schnittpunkt gemein.
Da die beiden unendlich entfernten Schnittpunkte einer Asym

ptote und einer Hyperbel zusammenfallen, so ist jede Asymptote
als Tangente an einem unendlich entfernten Punkte an-

zusehen. In der That, ist (x , y ) ein Hyperbelpunkt, so erhalt

man durch dieselbe Rechnung wie bei der Ellipse (. 36) als Glei

chung der Tangente:

u b
Mit wachsendem x und y nahert sich &- dem Werthe -\

--
x a

(. 43), wenn (x , if) im ersten Oder dritten Quadranten liegt, und

dem Werthe --
, wenn (x , y ) in einem der beiden anderen Qua

dranten liegt. Entfernt sich also (x , y
1

) ins Unendliche, so muss in (6)

^7
=

&amp;gt;

|r
= gesetzt werden, d. h. geht (6) in

-^+ -^
-A =

Oder in die Gleichungen der Asymptoten iiber (. 43, 7).

Amu. Jede Gerade, die mit eincr algebraischen Curve zwei

zusamnienfallende, unendlich entfernte Punkte gemein hat, also als

i oa cli i IMS t It al Element* 1

. 2. Auil.
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Tangente an einem unendlich entfernten Beriihrungspunkte angesehen

werden kann, heisst eine Asymptote der algebraischen Curve;

man kann beweisen, dass die Asymptote einem Curvenzweige be-

liebig nahe kommt, ohne ihn je zu erreichen.

. 45. Eigenschaften der Asymptoten. Das Product

(
--h-rOv ---fr) verschwindet nur fur solche Werthe von

V a b / V a b/
x und y, fiir welche einer der Factoren wird, also nur fur

Punkte der Asymptoten; demnach stellt die Gleichung:

beide Asymptoten zusammen dar, Oder sie ist die Gleichung des

Systems b eider Asymptoten. Die Gerade:

(2) Ix -f- my+ n =
schneidet (1) in zwei Punkten, deren Abscissen X

t
und X

2
Wurzeln

sind der Gleichung:

wahrend die Abscissen #,, x
z

der Durchschnitte von (2) und der

Hyperbel durch die Gleichung (. 44, Form. 4) gegeben sind. Da

beide Gleichungen nur in dem von x freien Gliede verschieden

sind, so ist:

(4)

W T&amp;gt;

T)

Sind F, ,
F

2 , y t , yz
die zugehbrigen Ordinaten, so beweist

man ebenso, dass Y
l -\-

F
2
= y l + y2

. Demnach ist die Mitte

f-^-J -, &quot;T

)
der durch (2) bestimmten Hyperbelsehne zu-

\ ^J i

/X 4-X. Y -4- Y \
gleich die Mitte

(^ ^ L
,

*

T^
2

J
der durch (2) bestimmten

Asymptotensehne, oder:

I. Schneidet eine Gerade die Hyperbel (Fig. 31) in

C, O und die Asymptoten in D, D , so haben CO, DD 1

dieselbe Mitte, d. h. ist DC = D O und DO = D C.
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Wird die Sehne (2) Tangente, so fallen ihre Schnittpunkte

mit der Curve und ihr Mittelpunkt in den Beruhrungspunkt, und

nach I. ist HE = HE , oder:

II. Der Beruhrungspunkt H einer Tangente halbirt

das von den Asymptoten begranzte Stuck EE derselben.

Aus II. ergiebt sich eine einfache Construction der Tangente.
Durch die Asymptoten PO, P

{ (Fig. 32) und einen Punkt C der

Hyperbel ist dieselbe vollkomrnen und eindeutig bestimmt; denn

sind x und y die auf die Halbirungslinien der Asymptotenwinkel

x* v
2

bezogenen Coordinaten von C, so geben die Gleichungen ^- j^
= 1,

und = tang^POP, die Werthe von b und a. Zieht man durch

C beliebige Gerade CAA und macht A O = AC, so gehoren alle

diese Punkte C zu einer Hyperbel.

Fallt man von dem Hyperbelpunkte (x
f

, y ) oder H (Fig. 31)

Lothe auf die Asymptoten ^ 0, ~4-~ 0, so sind
a b a b

dieselben (. 23, Form. 7):

x
t y x f

y
,

a b ~^~~
~

also ihr Product:

~a
r
~~~tf

Zieht man HN, HN den Asymptoten parallel, und ist w der

Asymptotenwinkel, so sind jene beiden Lothe HNs\nw, HN sinw,

also HN-HN smw* = -
a *

6
&quot;

sinw?

1
-I- tang-
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folglich :

ffiV.fflV =-^,
mil anderen Worten:

III. Betrachtet man die Asymptoten als schiefwink-

lige Axen und nimmt die Winkel, in welchen die Hy
perbel liegt, zum ersten und dritten Quadranten, so ist

die Gleichung der Curve:

Weil fur die Tangente H die Mitte von EE , ist auch HN =
HN = ^OE, also nach dem Obigen:

lOE-OE smw* = f.

6
, 2 ,

und wegen smw? ^̂ , 2

lOE-OE sinw? = a6, d. h.

IV. Jede Tangente bestimmt mit den Asymptoten
ein Dreieck von constantem Inhalt = ab.

. 46. Durchmesser der Hyperbel; conjugirte Hy

per b el n. Eine durch den Mittelpunkt gezogene Gerade und eine

Hyperbel :

(1) y = tangy-a?, (2) ---^1,

schneiden sich in Punkten, deren Coordinaten sind:

(3) . =
1 tangy

2

/
1 tangy*

7&quot; ~V~ \~tf
~

Fiir die Entfernung Id dieser Schnittpunkte ergiebt sich:

1 tangqp cosqp siny
&quot;o

5
&quot;&quot;

~b*~ ~^~ ~F~

Die Werthe von x, y und d werden unendlich, wenn tangy = + ,
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d. h. fiir die Asymptoten, und imaginar, wenn der numerische

Werth von tangqp &amp;gt; ist, d. h. wenn (1) in denjenigen Asym-

ptotenwinkeln liegt, in welchen die ?/-Axe sich befindet. Man nennt

jede durch den Mittelpunkt gehende Gerade (1) einen Durch
messer der Hyperbel, einen re ell en, wenn sie die Curve wirk-

lich schneidet, einen Nebendurchmesser, wenn sie dieselbe

nicht trifft. Man legt dem letzteren urn gewisse Satze be-

quem aussprechen zu kbnnen ebenfalls eine Lange bei

,
wo die Grbsse unter der Wurzel po-

6
l

sitiv ist, weil fur einen Nebendurchmesser ?- -f-
a b

coso&amp;gt;

2 /6 2 A=
j:f~(

~~T tangqp ) ncgativ ist. Der ?/-Axe entspricht der

Winkel qp=90, also ist der zu ihr gehorende Nebendurchmesser 26

= BB (Fig. 30*); diese Gerade heisst die Neb en axe der Hyperbel.

Tragt man auf der die Curve nicht schneidenden Geraden gg

(Fig. 30*) Og = Og = ^ I ^. r = d ab, und sind
I/ cos(p

2 2

x, y die Coordinaten von g, so ist:

1 (cosop
2

sincp
2

)-

Oder:

woraus: 1 ^ T-
b a

Die Endpunkte g, g eines jeden Nebendurchmessers liegen also auf

eirier Hyperbel, deren Haupt- und Nebenaxe resp. die Neben- und

Hauptaxe der gegebenen Curve sind. (In Fig. 30* ist dieselbe punctirt

gezeichnet; ihre Brennpunkte sind f und f, ihre Asymptoten die der

gegebenen Curve.) Zwei solche Hyperbeln, von denen die reellen

Durchmesser der einen die Nebendurchmesser der anderen sind,

heissen conjugirte.

Anm. Eine dem Durchmesser (1) parallele Gerade:

y cos
cp -f n =
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hat mil der Hyperbel (2) zwei Punkte gemein, deren Abscissen

a?,,
x.

z
die Wurzeln sind der Gleichung:

(vgl. . 44, Form. 4). Hieraus folgt:

nun ist Kir einen reellen Durchmesser (1) der Nenner positiv, also

x
{
x.2 ncgativ, d. h. x

l
und x

2
sind reell und haben entgegen-

gesetzte Zeichen. 1st aber (1) ein Nebendurchmesser, so ist der

Nenner negativ, also x
t

x
2 positiv; d. h. entweder sind x

t
und x

z
reelle

Grossen mit demselben Zeichen oder zusammengehorige imaginare

Werthc (d. h. x
l

= A + B^ 1, x
z

A &}/ 1, woraus

x^x2
= A^-^-B

2

). Jede Gerade also, die einem reellen

Durchmesser parallel ist, schneidet beide Hyperbel-

zweige, ist sie einem Nebendurchmesser parallel, so

schneidet (beriihrt) sie entweder einen Hyperbelzweig,
oder trifft die Curve gar nicht.

. 47. Conjugirte Durchmesser; Constructionen. Es

sei (Fig. 33) LL der Durchmesser, der die Sehne PP in Q halbirt;

wir setzen OQ = t, PP = 2u, die Winkel, welche die Richtung

des positiven x mit t und dem oberen Theile von PP bildet, be-

ziiglich gleich cp und ty , dann erha lt man^enau ebenso wie in

. 34 fiir die Ellipse:

cosy
2

sinqp* = 1,

cos ff cos^ sin cp sin \p

~tf~
~~

woraus:
6

2

(3) tangy tang 1//
=

5--

Aus (2) und (3) ergiebt sich ebenso, wie bei der Ellipse, fol-

gender Satz, der auch aus . 45, I. abgeleitet werden konnte:

I. Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einem

Durchmesser, und alle diesem letzteren parallelen Sen-
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nen haben ihre Mitten in einem zweiten Durchmesser,
welcher der ersten Schaar Sehnen parallel ist. Zwei

Durchmesser, von denen jeder die Sehnen halbirt, die dem anderen

parallel sind, heissen conjugirte.
Aus (3) kann man zu jedeni Durchmesser die Richtung des

conjugirten bestimmen
;
dieselbe Gleichung lehrt, dass tangff und

tang i//
nicht gleichzeitig numerisch kleiner (grosser) als sein

konnen, weil sonst ihr Product kleiner (grosser) als T ware, also

ist numerisch tangqp ,
wenn tangi/;=

-
ist, d. h. von zwei

conjugirten Durchmessern ist der eine ein reeller, der andere ein

Nebendurchmesser, und jede Asymptote ist sich selbst conjugirt.

Nehmen wir an, dass der PP halbirende Durchmesser LL ein

reeller, also tang cp numerisch &amp;lt;C sei, und setzen LL = %cc,

den conjugirten Nebendurchmesser MM , welcher der Sehne PP

parallel ist,
== 2ft so ist nach . 46:

a a

dadurch verwandelt sich (1) in
5- -^

= 1. Nun sind t und u

oder OQ und PQ die schiefwinkligen Coordinaten von P in Bezug
auf OL und OM als Axen; also haben wir den Satz:

II. Die Gleichung der Hyperbel, bezogen auf einen

reellen Durchmesser 2a als x-Axe und auf den conju

girten Nebendurchmesser 2/9 als ?/-Axe, ist:

Durch eine wortliche, auf (6) angewendete Wiederholung des

Verfahrens in . 44 ergeben sich die Gleichungen der Asym-
ptoten, auf dieselben Axen bezogen:
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Die Tangentcn in L und L sind dem conjugirten Durchmesser

MM parallel, wie sich z. B. durch eine einfache Granzbetrachtung

aus Satz 1. ergiebt. Nun sind NL und OL ( a) die schiefwinkligen

Coordinaten des Asymptotenpunktes N, die einer Gleichung (7)

genligen ,
der ersten

,
wenn OL und OM die positiven Halbaxen

bedeulen, also ist -
-~^ = 0, d. h. NL =

ft,
NN = 2ft oder:

III. Das von den Asymptoten begranzte Stuck einer

Tangente ist dem ihr parallelen Nebendurchmesser

gleich.

Weil feriicr RQ, OQ die schiefwinkligen Coordinaten von R,

PQ, OQ die von P sind, so ist - -M- = 0, ^-^ = 1,
CC lj Gt

fj

woraus RQ* PQ* = ft
2 = (RQ + PQ)(RQ - PQ), oder wegen

RQ = R Q, p = R P-RP. Ebenso findet man, wenn PSS dem

Durchmesser LL parallel ist, a
2 = S P -SP; d. h.:

IV. Zieht man durch einen Hyperbelpunkt P eine

Transversale, welche die Asymptoten in zwei Punkten

trifft, so ist das Product der Entfernungen dieser Punkte

von P dem Quadrate des der Transversale parallelen Halb-

messers gleich. Ein specieller Fall dieses Satzes ist III.

Sind also ein Hyperbelpunkt P und die Asymptoten gegeben,

so kann man mit Hiilfe von IV. beliebig viele Durchmesser, und

namentlich auch die Axen 2a und 26 finden.

Sind (Fig. 34) zwei in sich halbirende conjugirte Durch

messer, der rcclle LL und der Nebendurchmesser MM , gegeben,

so sind zwei durch L und L mit MM parallel gezogene Gerade

zwei Tangenten der Curve, und macht man auf einer der Parallelen

LN = LN = OM, so sind nach III. ON und ON die beiden

Asymptoten. Da nun auch noch der Hyperbelpunkt L bekannt ist,

so lasst sich nach dem Vorhergehenden Richtung und Grbsse der

Axen leicht bestimmen.

Durch eine ganz ahnliche Rechnung wie in . 34, in welcher

nur 6
2
und (3* statt 6

2 und /?
2

gesetzt werden, findet man a 2
6

3

a 2

ft
2

, ab =
aftf&amp;gt;m(ce, ft), d. h. :

V. Fiir einen reellen Halbmesser a und seinen con

jugirten Nebenhalbmesser ft ist die Differenz der Qua-
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drate, so wie das von ihnen bestimrnte Parallelogramm
constant.

Der letzte Thcil dieses Satzes ist nur eine andere Aussage von

. 45, IV., well (Fig. 34) Parallelogramm MOLN = Dreieck NOW.

.48. Brennpunkte. Die - - bis auf ein Vorzeichen

vollkommene Uebereinstimmung der Ellipsen- und Hyperbelgleiclmng

hat zur Folge, dass die iiber die Tangenlen, Beriihrungssehnen

u. s. w. der Ellipse geftmdenen Satze unverandert, Oder wenigstens

mit geringen, leicht aufzufmdenden Modificationen, welche sich meist auf

die Lag e einzelner Stiicke der Figur beziehen, auch fiir die Hyperbel

gelten. So bildet z. B. bei der Hyperbel die Tangente mit den nach

dem Beriihrungspunkte gezogenen Leitstrahlen gleiche Winkel, aber

sie halbirt den Winkel zwischen den Leitstrahlen selbst und nicht, wie

bei der Ellipse, den Nebenwinkel desselben. In der That, der

/y/v ?/f/

Durchschnitt der Tangente g
---

j~ 1 mit der #-Axe hat die

Abscisse -, welche, weil numerisch ^1, ebenfalls nume-
x x

risch ^ a ist; d. h. der Durchschnitt der Tangente liegt zwischen

den Scheiteln, also urn so mehr zwischen den Brennpunkten, folg-

lich liegt auch die Tangente zwischen den Leitstrahlen. -- Sind

also eine Ellipse und eine Hyperbel um dieselben Brenn

punkte beschrieben, so ist in ihren Durchschnitts-

punkten die Tangente der einen Curve Normale der an-

deren.

Ist (Fig. 30), wie in . 43, FG = r, F G = r , so hat man:

Nun ist fur den Hyperbelzweig mit positiven Abscissen r r la,

also r 4-r -
,
wodurch:

a

a a

Dagegen ist fiir den anderen Zweig r r = &amp;lt;

2a, also r-}-r

und:

ex ex
(2) r = a-~, r&amp;lt; =--
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. 49. Leitlinien der Ellipse und Hyperbel. Die letzten

Formeln, so wie die ahnlichen (. 40, Form. 4) fur die Ellipse,

fiihren zu einer gleichmassigen Entstehungsweise beider Curven.

Fiir den Ellipsenpunkt G (Fig. 35) batten wir gefunden (. 40,

Form. 4):

ex e (a? \FG = r = a ( x)-a a \ e /

Q

Tragt man von aus auf der grossen Axe das Stuck OL =
6

auf, welches grosser ist als a, weil e &amp;lt;. a, zieht ff durch L senk-

recht zu OL, und fallt von G auf ff die Senkrechte GH, so ist,

2

wo auch G auf der Ellipse liegen mag, GH JL = x, also

nach dem Obigen:

GF e

GH^~~~a

Die Gerade ff h eisst eine L e i 1 1 i n i e Oder Directrix der Ellipse ;

da OF-OL gleich dem Quadrate des Halbrnessers (a
2

) ist, auf dem

F und L liegen, und ff dem Durchmesser parallel, der 2a conjugirt

ist (namlich der kleinen Axe), so ist (. 39, III.) ff die Polare des

Brennpunktes F, und die Tangenten an den Endpunkten irgend

einer durch F gelegten Sehne schneiden sich auf ff. Zu dem

Brennpunkte F1

gehort die Leitlinie f f und wir haben nach (1)

den Satz:

I. Die Entfernungen eines Ellipsenpunktes von dem

Brennpunkte und der zugehb rigen Leitlinie stehen in

constantem Verhaltnisse, namlich in dem der Excentri-

citat zur grossen Axe.

Derselbe Satz gilt auch fur die Hyperbel (Fig. 36); derm macht

man OL = ,
wo &amp;lt;C a, weil

&amp;lt;C 1, und zieht ff durch L
@ (s @

senkrecht zu OF, so wie von einem Gurvenpunkte G (oder G ),

GH (oder G H )
senkrecht zu ff, so ist:

GH = JO LO = x
,

GF = r^-a = ~(x-} (.48, Form. 1);
a a,

^ e
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2

G H = J O + OL = -x + ,

G F = r = a- - = (#-)-) (. 48, Form. 2);

also:

GF G F
_e_

GH
&quot;

G H
==

a

Umgekehrt:

II. Der Ort aller Punkte G, fur welche die Entfer-

nungen von einem gegebenen Punkte F (Fig. 37) und

einer gegebenen Geraden ff cin constantes Verhaltniss

A haben, ist eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdern A

/
CJTM^ \

(oder -7775-) kleiner oder grosser als 1 ist.
\ (jrH

Denn es sei ff die Ordinateiiaxe, das Loth FL von F auf diese

Linie die #-Axe, F habe die positive Abseisse h, so ist GH= ^x,
je nachdem G und F auf derselben, oder auf verschiedenen Seiten

von ff liegen, und GF ]/(# hy+y
2

; also ist die Gleichung

des gesuchten Ortes:

(1) x^Zxh+tf+y* Vx*, oder: # 2

(1 A
2

) :

welche man in:

2
2j; -4 - i-

^
I

(i

und schliesslich in:

umformt. Verschiebt man die ?/-Axe, so dass der neue Anfangs-

punkt im alten Systeme die Abseisse --
p- hat, so bleiben die

l /&amp;lt;

Ordinaten nngeandert, und die neuen Abscissen, wir wollen sie X

nennen, ergeben sich aus den alten durch die Relation X= x -
ry

1 A

^
2
A

2

(. 2). Ist ferner A eine positive Grbsse, deren Quadrat A* -^-f
(I /,

)

ist, so verwandelt sich (2) in:
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Bezeichnet man das X des Punktes F mit E, so ist

,
- = A

2

^(l A
2

)
=

A t ^i.

Dadurch geht (3) in:

iiber. Diese Gleichung stellt eine Ellipse Oder Hyperbel vor, je-

nachdcm A*^E*, d. h. A&amp;lt;^1 ist. In bciden Fallen findet man

filr die Excentricitat von (4) den absoluten Werth von IE, also

ist F einer der Brennpunkte der Curve.

Nur wenn A = 1
,

lassen sich die Transformationen
,

durch

welche man von (1) auf (2) kommt, wegen des verschwindenden

Nenners 1 V nicht ausfiihren, und man erhalt eine neue Curve,

die im nachsten Kapitel untersucht werden soil.

Sechstes Kapitel.

Die Parabel. Scheitel- und Polargleichungen der

Ellipse, Hyperbel und Parabel.

. 50. Der Ort allcr Punkte G (Fig. 38), welche von einem

gegebenen Punkte F und einer gegebenen Geraden ff gleichweit

abstehen, heisst eine Parabel, F der Brennpunkt, ff die

Directrix oder Leitlinie der Parabel. Die Gestalt der Parabel

hangt allein von der Entfernung des Brennpunktes von der Leit

linie FL ab, welche Entfernung p sein mag.

Aufgabe. Die Gleichung der Parabel zu bestimmen.

Die Mitte von FL sei der Anfangspunkt der Coordinaten
;
eine

Parallele zur Leitlinie sei die ?/-Axe; AF die positive re-Axe, also

die Abscisse von L = 1st G der Punkt (x, y), so ist das
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Loth GH = JA + AL x -j-
~

(fiir einen Punkt mil negativer

Abscisse ist es gleich + Oder
(x-\--^-\ je nachdem G zwi-

schen der Ordinatenaxe und der Leitlinie oder jenseits der letzteren

liegt) und GF = /i-.&quot;2L -J-?,
2

, also, well GF=GH:

woraus:

(1) y*
=

Der Gleichung (1) geniigt der Anfangspunkt (0, 0), also geht

die Curve durch A; dieser Punkt heisst der Scheitel. Da negative

Werthe des x fiir y imaginare Werthe ergeben wiirden, so erstreckt

sich die Curve nur innerhalb der beiden Quadranten mit positivern x,

den Werth der Abscisse kann man von x = bis x = -f- oo

wachsen lassen. Zu jedem Werthe von x gehbren zwei gleiche,

mit entgegengesetztem Zeichen behaftete Werthe von y, also theilt

die ir-Axe, die deshalb auch die Axe der Curve heisst, die Parabel

in zwei congruente Halften; y selbst wachst ebenfalls absolut von

bis oo. Wahrend aber die Parabel, sich ins Unendliche erstreckend,

sich immer mehr von der Axe entfernt, nahert sich die Gerade AG

derselben irnrner mehr, denn tang GAJ = wird mit wach-
x y

sendern y immer kleiner. Die Ordinaten der Durchschnittspunkte

einer Geraden:

(2)

mit der Curve sind durch die quadratische Gleichung gegeben:

(3) fyM- 2pniy + 2pfi = 0;

diese Gleichung hat eine unendliche Wurzel (. 44), wenn / =
;

dann ist aber (2) oder my-{-n = Q der Axe parallel; folglich

schneidet jede Parallele zur Axe die Parabel in einem endlich und

in einem unendlich entfernten Punkte. Beide Durchschnittspunkte

konnen nur ins Unendliche fallen, wenn J = 0, m ist; dann

hort (2) auf Gleichung einer Geraden zu sein
;

also hat die Parabel

keine Asymptoten (. 44, Anm.).

Um die Parabel punktweise zu conslruiren, \erbinde man F
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mit irgend einem Punkte H auf ff, errichte in der Mitte K von

FH ein Loth zu FH, und von H ein Loth zu ff, dann 1st fiir den

Durchschnitt G beider Lothe GF GH, also G ein Punkt der

Curve; /f,liegt offenbar in der y-A\e.

. 51. Secante, Tangente und Normale der Parabel.

Es seien (x
f

, !/ ), (x&quot;, y&quot;)
zwei Punkte der Parabel, also:

woraus :

&quot;- = 2*--* &quot; und:

Die Gleichung der durch beide Punkte gehenden Geraden ist:

oder, wegen der letzten Gleichung:

(l) -!f =

Soil die durch zwei andere Parabelpunkte (a?p t/ t ), (#2 , y.z )

gehende Secante der ersten parallel sein, so ist, weil beztiglich

y
~

yf und y*~ y*

gleich sind ^ und
2

.

P
,

erfor-
&quot;

&quot;

derlich und ausreichend, dass y -\-y&quot; =y { +t/2 ;
nun sind aber die

Ordinaten der Mitten beider Sehnen K^-f*/&quot;)? itoi-l-^) imd daher

fur parallele Sehnen gleich, folglich ergiebt sich der Satz:

I. In einer Parabel liegen die Mitten paralleler Seh

nen in einer Parallelen zur Axe.

Alle Parallelen zur Axe heissen Durchmesser der Parabel.

Fallt
(x&quot;, y&quot;)

mit (x
r

, y ) zusammen, so wird aus der Secante (1)

eine Tangente. Man erhalt demnach als Gleichung der Tangente

am Beriihrungspunkte (x t y ): yy = -^-(xx ), und wenn man
y

nach Wegschaffung des-Nenners y statt t/

3
den Werth 2px setzt:

(2) yy =p(x + x ).

Man fmdet aus dieser Gleichung oder als eine Folgerung aus

I., dass die Tangente am Endpunkte eines Durchmessers

den Sehnen parallel ist, die dieser halbirt; die Ordinaten-

axe ist also Tangente am Scheitel. Die Gleichung der Nor male,
die durch (x , y ) geht und auf (2) senkrecht steht, ist:
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Zur Construction der Tangente und Normale suchen wir ihrc

Durchschnitte mit der x-Axe. Setzt man in (2) y = 0, so kommt

x = x ; der Punkt P (Fig. 38), wo die Tangente in G die Axe

trifft, ist also vom Scheitel A ebenso weit entfernt, als der Fuss-

punkt J der Ordinate; weil PA-\-AF = AJ+ AL oder PF = JL

= GH, und nach . 50 GF = GH, so ist GF = PF. Hieraus er-

giebt sich die Gleichheit der Winkel PGF, GPFy oder der W. PGF,

P GH , d. h. :

II. Die Tangente bildet gleiche Winkel mit dem Ra

dius-Vector und dem Durchmesser.

Setzen wir in (3) y = 0, so kommt x = x -\-p; ist demnach

GN die Normale, so ist AN=x +p; es ist aber AJ = x , also

JN = p, d. h.:

III. Das Stiick der Axe zwischen der Ordinate und

der Normale ist constant = p.

Alle diese Eigenschaften gewahren Mittel zur Construction der

Normale und Tangente, wenn der Beriihrungspunkt gegeben ist.

Weil PF= FG = GH und PF parallel mit GH, so ist PFGH ein

Rhombus, dessen Diagonalen PG, FH sich unter rechten Winkeln

halbiren; die Mitte K von HF liegt aber auf der y-Axe (. 50),

folglich :

IV. Die Fusspunkte (K) der Lothe, welche man vom

Brennpunkte F auf die Tangenten fallt, liegen in der

Scheiteltangente.

Anm. Aus diesem Satze ergiebt sich eine Construction der

Tangenten von einem Punkte P an die Parabel, man beschreibe

(Fig. 38*) iiber P F als Durchmesser einen Kreis und verbinde die

Punkte (K und ^T ), in welchen er die Scheiteltangente schneidet,

mit P , so sind dies die verlangten Tangenten. Die Construction

passt auch fur den Fall, dass P ein Punkt der Curve selbst

ist. Weil ferner fur den Punkt P der Tangente P F = P H,

so erhalt man die Beriihrungspunkte G und G der durch P ge-

henden Tangenten, wenn man mit P F um P einen Kreis be-

schreibt, und aus den Punkten H und H , welche er mit der Leit-

linie gemein hat, Parallelen zur Axe zieht, welche die Parabel in

G und 6? treffen.
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. 52. Umformung der Parabelgleichung. Die Sehne

BB 2J (Fig. 39), werde in P durch den Durchmesser QPP hal-

birt; es sei cp
die Grbsse der positiven Drehung von PP nach PB,

ferner seien , tj die Coordinaten von P, ., ri die von Q; dann

sind die Coordinaten von B: J-j-icosqp^ 77 -|- f sin y, und die von

B : |+lcos(180+i?)&amp;gt; ^-}-&amp;lt;sin(180 +^) oder| fcosy,?? fsiny.

Setzt man diese Werthe in die Gleichung der Parabel ein ,
so

kommt:

77

2+ 1rjt sin cp -j- 1* sin
cp*
=

?^

2

27?/sin(jp + J
2

sinqp
2

Zp %pt cos
cp,

woraus durch Addition und Subtraction:

(1) 7?

2+

(2) ysmcp pcosg&amp;gt;,
oder: tangqp

=

Die Interpretation von (2) fiihrt auf den Satz I. in . 51; fer

ner ist:

2 _ tangqp
2

p
2

wodurch (1) in:

iibergeht. Da fur Q Oder ( , 17)
: iy

2 = 2p| ist, so kann man statt

(3) schreiben:

(4) f =

Nun ist:

also:

Es kbnnen aber t (d. h. BP) und ()P als Coordinaten von B
in Bezug auf ein schiefwinkliges System angesehen werden, dessen

Axen der Durchmesser QP und die (der Sehne BB parallele) Tan-

gente in Q ist; also, wenn 2L Q q gesetzl wird:
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I. Die Gleichung der Parabel, bezogen auf einen

Durchmesser als #-Axe und die Tangente am Endpunkte
oder Scheitel des Durchmessers als y-Axe, ist:

(5) y*
= 1qx,

wo q die doppelte Entfernung des Anfangspunktes von
der Leitlinie bedeutet.

1st das schiefwinklige Axensystein xQy (Fig. 40) und q = ZQL
gegeben, so ist die durch L gehende Senkrechte zur a?-Axe die

Leitlinie der Parabel. Fallt man von L auf die t/-Axe das Loth

L K und macht seine Verlangerung KF KL , so ist nach den

. 50 und 51 F der Brennpunkt.

Durch dieselbe Rechnung wie in .51 findet man die Glei

chung der Tangente in diesem schiefwinkligen Systeme:

(6) yy =
wo (x , y ) der Beruhrungspunkt B ist. Ihr Durchschnitt (Fig. 39)
P mit der neuen #-Axe QP hat die Abscisse x ; also ist

PQ = PQ; da nun fur den Punkt B oder (x
f

, y ) dasselbe gilt,

so haben wir den Satz:

II. Die Tangenten an den Endpunkten einer Sehne
schneiden sich auf demjenigen Durchmesser, welcher
die Sehne halbirt, und zwar ist der Scheitel des Durch
messers (Q) von der Mitte der Sehne (P) und dem Durch-
schnitte der Tangenten (P) gleichweit entfernt.

Um demnach von einem Punkte P (Fig. 39) ausserhalb der

Parabel Tangenten an dieselbe zu legen, ziehe man durch P eine

Parallele zur Axe, welche die Curve in Q trifft, mache QP = QP,
und lege durch P eine Gerade, welche der Tangente in Q parallel

ist, so wird dieselbe die Curve in den verlangten Bertihrungspunkten

treifen.

. 53. Die Ber iih rungs sehne. Es sei (J, tf) ein beliebi-

ger Punkt in der Ebene der auf einen Durchmesser und die Tan

gente an seinem Scheitel bezogenen Parabel y
1 = 2qx. Ist (x , y )

der Beruhrungspunkt einer Tangente yy q(x-\-x?\ und soil die

selbe durch (|, rj) gehen, so ist erforderlich und ausreichend,
dass riy

= q ( + x ) se i
5
der Beruhrungspunkt (x , y ) liegt dem

nach auf der Geraden:

Joachimsthal Elementc. 2. Aufl,
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(1) W = q

Umgekehrt, die Tangente jedes Parabclpunktes, welcher auf

(1) liegt, geht durch (, 17), also ist (1) die zu (J, 77) gehorende

Beriihrungssehne.

Die Beriihrungssehnen der Punkte (, ??), (, 17 ), (, 77&quot;)
. . .

treffen die a;-Axe in einem Punkte, dessen Abscisse =
,

wahrend die Punkte selbst in einer Parallelen zur y-Axe liegen ;
man

kann aber fiir jede Gerade AA (Fig. 41 und 42) eine ihr parallele

Tangente der Parabel bestirnmen (am Endpunkte des Durchmessers,

welcher die AA parallelen Sehnen halbirt), folglich:

I. Legt man von den Punkten einer Geraden AA
Tangentenpaare an die Parabel, so schneiden sich die

Beriihrungssehnen sammtlich in einem Punkte J; der

durch J gezogene Durchmesser trifft, nothigenfalls verlangert, AA
in einem Punkte H, so dass sein Scheitel Q die Mitte von JH ist.

Ausserdem halbirt dieser Durchmesser die mit AA parallelen Seh

nen; wenn demnach die Linie AA die Parabel schneidet, so ist sie

zugleich Beriihrungssehne von J (. 52, II.).

Aehnlich wie in . 39 beweist man auch die Urnkehrung dieses

Satzes, namlich:

II. Legt man durch einen Punkt J Gerade, von wel-

chen jede die Parabel in zwei Punkten trifft, und be-

stimmt fur jedes Punktepaar den Durchschnitt der zu-

gehorigen Tangenten, so ist der Ort desselben eine

Gerade AA ; der durch J gehende Durchmesser halbirt die mit

AA1

parallelen Sehnen, und triff t AA in einem Punkte H, so dass

sein Scheitel Q die Mitte von JH ist; konnen demnach von J aus

Tangenten an die Parabel gelegt werden, so ist AA f die Beriih

rungssehne.

Man nennt J den Pol von AA und diese Gerade die Polare

von J; ist J der Brennpunkt, so ist AA die Leitlinie.

. 54. Flacheninhalt von Parabelstiicken. Der Lehr-

satz (. 52, II.) fiihrt zu der Inhaltsberechnung des Parabel-

segments.

Es sei Q (Fig. 43) der Durchschnitt der Tangenten in A und

B, C der Scheitel des durch Q gehenden Durchmessers, der zu

gleich AB in P halbirt, also FE, die Tangente in C, der Sehne AB
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parallel. Weil QC = CP, so ist FE = \-AB und das von Q auf F

gefallte Loth gleich dem YOU C auf /ll? gefallten; das eingeschriebene

Dreieck ACE ist demnach doppclt so gross, als das umschriebene

QFE. Zieht man durch F und E wiederum Durchmesser und in

ihren Scheiteln 1) und D die Tangenten GH, G H , so wie ausser-

dern die Sehneu BD, CD, CD , AD , so sind nach derselben

Schlussfolge die Dreiecke BDC und AD C das Doppelte der Drei-

ecke HFG und H EG ; also auch durch Addition das eingeschriebene

Fttnfeck BDCD A doppelt so gi oss als die von den Tangenten ge-

bildete Figur HQH G GH. Fahrt man auf diese Weise fort, indem

man durch H, G, H , G wieder Durchmesser zieht, so findet man

endlich, nach bekannter Schlussweise, dass die von der Sehne AB
und dem Parabelbogen BCA begranzte Flache doppelt so gross ist,

als das von dem Curvenbogen und den Tangenten an den Endpunkten
der Sehne eingeschlossene Stuck; oder mit anderen Worten:

Das von einer Sehne und der Parabel begranzte Stuck
ist zwei Drittel des Dreiecks, welches die Sehne mit den

Tangenten an ihren Endpunkten einschliesst.

Steht die Sehne zur Axe senkrecht, so theilt letztere die ganze

Figur in zwei congruente Stiicke; dahcr ist auch (Fig. 38) das von

der Ordinate GJ ( */), der Abscisse AJ (= x), und dem Bogen
AG begranzte Stuck zwei Drittel des Dreiecks GPJ, also, wegen
PJ = 2x, gleich = \xy.

.55. Scheitelgleichungen der Ellipse und Hyperbel.
Die Gleichungen dieser beiden Curven nehmen eine ahnliche Form

an wie die der Parabel, wenn ein Durchmesser und die Tangente
an einem seiner Endpunkte als x- und ?/-Axen angcnornmen wer-

dcn. Es sei bei der Ellipse (Fig. 23) die Tangente in L die

t/-Axe, LL die #-Axe, also fur den Punkt P, PQ = y, LQ x.

X 2

y*
Nach . 34, III. ist

3-+ -^- 1, wo X die vom Mittelpunkte ge-

zahlte Abscisse OQ bedeutet, es ist aber fur jede Lage von P,

X = a x, also:

Oder: -_ +
woraus :
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und wenn gesetzt wird:

(2) , = ,

so kommt:

(3) y* = ^px-x\

Setzt man bei der Hyperbel (Fig. 33) die von in der Rich-

tung nach OQ positiv genommenen Abscissen X, und die vom

Scheitel L nach derselben Richtung gerechneten Abscissen = x, so

hat man (. 47, II.):

woraus :

ff
und, wenn wiederum der Kiirze wegen p statt =- geschrieben wird :

(4) y*
= 2px+ -x*.

Nimmt man demnach einen Curvenpunkt als Anfangs-

punkt, den durch ihn gehenden Durchmesser als #-Axe,
die Tangente an demselben als y-Axe, so stellt

die Gleichung einer Ellipse, Parabel Oder Hyperbel vor,

jenachdem q negativ, =0, oder positiv ist.

2tf
2

Die Linie 20 = - nennt man den Parameter des Durch-

messers, welcher als tf-Axe dient. Ist die #-Axe diejenige Hauptaxe

2a, welche die Brennpunkte enthalt, also ihr Parameter 2p = 2
,

so ist 2p die durch einen Brennpunkt gezogene zur Hauptaxe senk-

rechte Sehne. Denn die Mittelpunktsgleichung der Ellipse Oder der

X 2
t/

2

Hyperbel ist a-zh-vr 1; die Abscisse eines Brennpunktes vom

Mittelpunkte aus gezahlt e = }/a
2

IjI&
2

;
also ist die auf dem

Brennpunkte stehende Ordinate durch die Gleichung gegeben

-r 1&amp;gt;
woraus /

2

T ,
und y = p. Dasselbe gilt fur
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die auf ihre Hauptaxe bezogene Parabel
t/

2 = 2px; denn die Abscisse

des Brennpunktes ist gleich -~, also die Ordinate im Brennpunkte

= p und die in Rede stehende Sehne = 1p. Wird in (3) und

(4) die Grosse a unendlich angenommen, so erhalt man die Glei-

chung der Parabel; diese Curve kann also als eine Ellipse oder

Hyperbel angesehen werden, von welcher der Mittelpunkt und der

eine Brennpunkt unendlich entfernt sind.

. 56. Polargleichungen der Ellipse, Hyperbel und
Parabel. Es sei in der Ellipse (Fig. 21) der Radius-Vector FG r,

der von AF nach FG gezahlte Winkel AFG = t?, so dass fur A
Winkel t? 180 wird; x die Abscisse von G, vom Mittelpunkte

aus gerechnet, und x
i

die vom Brennpunkte, aber nach derselben

Richtung, gezahlte, so ist:

x
i rcost?, x

i
= xe, r = a (. 40),

also:

e
woraus:

Schreibt man:

so ist die Polargleichung der Ellipse vom Brennpunkte aus:

(V\ r P

1+Acose
Fiir die Hyperbel (Fig. 30) mbge ebenfalls dem Scheitel A, so

wie A der Werth t? = entsprechen; dann ist OF~FH=OH,
oder x = e rcosw, welche Formel fur jede Lage von G gilt.

Nun ist (. 48) fur den Hyperbelzweig, in dem F liegt, r =-- a,
(t

psv*

und fiir den anderen a--
,

also hat man die Formeln:
a

e* e e* . e
r = --- rcosi? a, r=a----- rcosfl,,

a a a a

woraus :

r (e cost? d) = e
3 a

2 = 6
2

,
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and rnit Hilfe der Abkitrzungen (1):

(3) r = -r-rS-- und: (3*) f = --?-r -

1-j-Acosi) A cost) 1

Fiir die Parabel (Fig. 38) sei wiederum \V. AFG = v
}
dann ist:

nun ist (. 50) :

r = FG = GH = r-\-x =p rcoso,
2

woraus:

Weil = A fur die Ellipse (Hvperbel) kleiner (grosser) als 1 ist,
a

so stellt also die Polargleichung:

r==_
1 -j- A cos u

die Ellipse, die Parabel Oder einen Hyperbelzweig dar,

je nachdem A&amp;lt;c 1, A = 1, oder A
&amp;gt;&amp;gt;

1 ist.

Siebentes Kapitel.

Transformation der Coordinaten.

. 57. Die folgeiiden Untersuchungen verlangen die Lbsung
der Hilfsaufgabe, ,,wenn die gegenseitige Lage zweier Goor-

dinatensysteme und die Coordinaten eines Punktes B in

Bezug aufdaseineSystembekanntsind, die Coordinaten

von B in Bezug auf das andere System zu finden&quot;. \Vir

haben in . 6 gesehen, dass, wenn beide Systeme parallel und

gleich gerichtet sind, und B in Bezug auf das erste System x, y
und in Bezug auf das zweite X, Y zu Coordinaten hat, die Glei-

chungen :

(1) X = x-, Y = y-ri
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stattfmden, wo J, 77 die Coordinate!! des zweiten Anfangspunktes

in Bezug auf das erste System sind. Wir wollen jetzt den Fall

untersuchen, dass beide Systemc den Anfangspunkt, aber nicht die

Richtungen der Axen gemein haben, und zuletzt den allgemeinen

Fall betrachten.

. 58. Transformation der Coordinaten.mit demsel-

ben Anfangspunkte. Es sei (Fig. 44) abcdef . . eine gebrochene

Linie; durch a sei eine Gerade gezogen, deren eine Halfte t

als positive Seite einer Abscissenaxe angesehen werde. Versteht

man unter (ab, f), (be, t), (cd, t) u. s. w. die Winkel, welche die

Richtung ernes Punktes, der die Seiten ab, be, cd, . . der Reihe

naeh dtirchlauft, mit t bildet*), so ist die Abscisse von a 0,

von b = abcos(ab, &amp;lt;),

von c = abcos(ab, t) -\-bccos (be, J); denn

ist (be, t) spitz, wie in Fig. 44, so ist zu der Abscisse von b das

Stuck b c = be cos (be, t) hinzuzufiigen, und ist (be, t) stumpf,

wie in Fig. 45, so ist von der Abscisse von b das Stiick

b c 6ccos(180 (be, t))
= bccos(bc, t) abzuziehen, d. h.

be cos (be, t) zu addiren. Ebenso findet sich die Abscisse von

d = abcos(ab, t) + be cos (be, t) -f- cdcos(cd, t)
u. s. w. Bildet die

gebrochene Linie ein gescblossenes Polygon abc...fga, so ist die

Abscisse des letzten Punktes a wieder = 0, und man hat:

(1) abcos(ab, t)-{-bccos(bc, t)-\

+ fgcos(fg, t) + gacos(ga, t)
= 0;

welche Formel die Grundlage der Polygonometrie bildet. Die

Richtung t bildet mit der Richtung einer Seite, wie ab, zwei Win

kel, die sich zu 360 erganzen; da aber die Co sinus zweier solchen

Winkel gleich sind, so ist es fur die Formel (1) und die folgenden

gleichgiiltig, welchen von beiden man nimmt
;

dies wurde nicht der

Fall sein, wenn die Formel (1) Sinus enthielte.

Es sei die Halbaxe / durch den Anfangspunkt eines Coor-

dinatensystems gezogen (Fig. 46); wir bezeichnen Ob durch r, den

Winkel (Ob, t) durch (r, t) und die Winkel zwischen den positi

ve n Halbaxen x und y und der Axe t beziiglich durch (x, /), (y, t} ,

dann ist das t des Punktes b gleich rcos(r, f), und auch nach dem

Vorigen gleich Oacos(0a, t) -f- abcos(ab, f), also:

(2) r cos (r, t)
= Oa cos (Oa, t) + ab cos (ab, t).

*) In der Figur sind die Winkel (ab, *), (be, *), (cd, t) . . mit a, ft, y .

bezeichnet.
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Liegt nun der Punkt b im positiven Quadranten, so 1st Oa = x,

ab = y, und die Richtungen von nach a, und von a nach b

den -{-x- und -j- ?/-Richtungen parallel; also wird aus (2):

(3) r cos (r, t)
= x cos (x, t) + y cos (y, t).

1st dagegen eine der Coordinaten negativ, wie z. B. fiir 6 die

Abscisse, so gilt zwar noch immer (2) rcos(r, t)
= Oa cos(0a , t)

-}-a b cos(a b , t), aber (Oa , t) 1st nicht = (x, t), sondern

(180 (x. 0), und rcos(r, t)
= Oa cos(x, t)+ ycos(y, Q; weil

jedoch x = Oa 1

, so geht diese Formel wieder in (3) iiber; ahn-

lich zeigt man die Giiltigkeit von (3) fiir die beiden anderen Qua
dranten der Ebene.

Bezeichnen nun (x, y), (x , y ) die Coordinaten eines und des-

selben Punktes b in Bezug auf zwei Coordinatensysteme mit dem-

selben Anfangspunkte (Fig. 47) und t eine beliebige durch ge-

zogene Halbaxe, so ist auch :

r cos (r, t)
= x cos (x , t) -(- y cos (y , t),

also:

(4) x cos (x, t)-\-y cos (y, f) x cos (x
1

, t) + y cos (y
r

, t).

Diese Gleichung stellt, da t eine beliebige Gerade ist, unzahlig

viele Relationen zwischen den vier Grossen x, y, x , y dar; nimmt

man zwei Richtungen fiir t an, so hat man zwei Gleichungen, aus

denen man das eine Paar der Grossen x, y; x
, y durch das an-

dere ausdrucken kann. Ist z. B. t auf der ?/-Axe senkrecht, also

(y} t )
= 90, und cos(/, f) 0, so erhalt man:

(#, t )
= x cos(x

t

, t )-\-y cos(y , t ),

und ahnlich, wenn t&quot; auf der #-Axe senkrecht ist:

ycos(y, t&quot;)

= x w$(x , I&quot;) + y cos (y , t&quot;),

also:

cos(w
f

, t )

cos (a?,

cos(y, i O cos(y, t&quot;)

1st namentlich das eine System (x , y
r

) ein rechtwinkliges, und giebt

man der Geraden / der Reihe nach die Richtung von -\-x und -f y ,
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so kommt, mit Beriicksichtigung von cos(x , x ) 1, cos(# , y }
= 0,

cos (y , y )
= 1 :

x cos (x, x }+ y cos (y, x }
= # ,

zcosfo / ) +ycos(y, y )
=

?/
.

Stimmen die Drehungsrichtungen von der -\-x- nach der -\-y-k\e

und von der +a;
f- nach der -[-y -Axe uberein, und ist in diesein

Sinne gemessen der Winkel von der -\-x- nach der -j-i/-Axe cp,

und von der -\-x- nach der -f-^
f-Axe = a, also nach der -\-y -h\e,

= 90-|-#j so sind die Winkel von der -{-y- nach der -\-x
- und

-f ?/
-Axe beziiglich gleich a

cp
und 90 -J-a

q&amp;gt;.
(Fallt einer dieser

Winkel negativ aus, so kann man 360 hinzuaddiren.) Wir haben dem-

nach in (6) cos(#, x }
= cosa, cos(x, y }

= cos(90+a) = sina,

cos(/,o; ) cos(a q&amp;gt;) cos(gp a), cos(y,y )
= cos(90+ y)

= sin
(ag&amp;gt;)

= sin
(qp a) zu setzen

;
man erhalt hierdurch :

= a; cos a+ 2/
cos (^

~~ a)^

/
= x sin a + y sin

(qp a).

Lost man diese Gleichungen nach x und t/ auf, so kommt, weil

cos asin
(cp o)+ sm a cos (

rP a) = sin (qp a+ a) = sin
(jp

:

(8)

(7)

x = . [x
f
sin (cp a) y cos (op a)),

sm(jp

y=
smgp

Die Formeln (7) und (8) geben die Transformation

eines beliebigen Systems (x, y) in ein rechtwinkliges

(x
f

, y ) und umgekehrt. Ist auch das (x, ?/)-System rechtwinklig,

Oder
(jp
= 90, also das (x , / )-System die Lage, in welche das

(x, y)- System durch eine positive Drehung um den Winkel a ge-

langt, so gehen die Formeln (8) in:

(9) x = x cosa y sina, y = x sin a+ y cos a

liber.

Anm. Quadrirt man die Gleichungen (7) und addirt sie, so

kommt wegen:

cos a
2

-)- sin a
2 = 1, cos a cos (qp a) sin a sin (qp a)

cos (qp a)
2

-f- sin (qp a)
2

1 :

(10) a
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eine Gleichung, die man vorhersehen konnte, weil die beiden Seiten

derselben das Quadrat der Entfernung eines Punktes vorn gemein-

schaftlichen Anfangspunkte beziiglich in dem rechtwinkligen Systeme

(x
1

, y ) und in dem schiefwinkligen (x, y) ausdriicken.

. 59. Allgemeine Transformation der Coordinaten.

Aus . 58, Form. 5 ergiebt sich, dass die Transformationsformeln,

wenn beide Systeme denselben Anfangspunkt haben, von der Form

sind:

x=ax +fty , y = a x +ft y ,

wo a, ft} a
, ft nur von den Winkelverhaltnissen zwischen den

vier Axen abhangige Coefficienten bedeuten. -r- Man habe jetzt

zwei beliebige Coordinatensysteme, x, y und x , y ; das eine mit

dem Anfangspunkte 0, das andere mit dem Anfangspunkte ;

durch lege man ein Hilfssystem (X, F), das dem ersten (x, y)

parallel und gleich gerichtet ist; dann gelten fur die Coordinaten

eines und desselben Punktes in Bezug auf die drei Systeme

die Gleichungen:

(1\ V w V 11 tn Y xvy I /?n V n ^r* -L frit
\i j A. Ju g? i y

-
/y } A. ctx -j- py f

i u JL ~j- fj y ,

wo ^, r} die Coordinaten von in Bezug auf das (x, y)- System

und a, fty
a , ft durch die Winkelverhaltnisse zwischen den Axen

(x, y) und (x f y ) nach . 58 bekannt sind. Aus (1) folgt:

(2)

und dies sind die Formeln fur die allgemeine Transfor

mation der Coordinaten. Sind z. B. (wie in Fig. 48) beide

Systeme rcchtwinklig und das zweite gegen das erste um a im

positiven Sinne gedreht, so ist in Folge von . 58, Form. 9:

(3) x = -f- x&amp;gt; cos a y sm
a&amp;gt;9 y = V -}- x

f
sin a -{- y

r ws a
;

fur andere Winkelverhaltnisse beider Systeme bekommt man andere

Werthe der Constanten a, ft; a 1

, ft .

Es seien die Gleichungen der beiden Axen Ox, Oy in Bezug
auf das andere System x O y beziiglich:

(4) A + Bd+ Cif
= Q, (5) A +B x +C y = Q.

Nun ist fiir die Oa;-Axe y = 0, also zufolge (2):
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(6) i? + a s +/ty = 0,

und t iir die Oy-Axe x = 0, also wcgen (2) :

(7) !+ * +$, =
&amp;lt;&amp;gt;.

Da (4) und (6) dieselbe Gerade in dem System x O y dar-

stellen, so kbnnen sich ihre linken Seiten nur durch einen con-

stanten (von x , \f unabhangigen) Factor unterscheiden (. 17), das-

selbe gilt fiir (5) und (7), und wenn man diese Factoren durch

8, bezeichnet, so muss sein:

rj + a x + ptf = d (A + Bat
-J-

g + ax + /% = S (A + B x + cy) ;

dies giebt den wichtigen Satz:

I. Sind p = 0, # = die Glcichungen zweier sich

schneidenden Geraden in Bezug auf ein gegebenes Coor-

dinatensystem (x
1

, y ), und macht man die erste zur ?/-,

die zweite zur aj-Axe eines neuen Systems (x., #), so

sind ie Transformationsformeln der Coordinaten x= dp,

y = q, \vo S und d zwei von Null verschiedene Con-

stanten bezeichnen.

1st die Gleichung einer Curve U = in dem System (x, y)

gegeben, und man schreibt in U = statt x und y die rechten

Seiten von (2), so erhalt man die Gleichung U = 0, welche die

selbe Curve in Bezug auf das (x
r

, y )- System darstellt. 1st die

Curve namentlich eine algebraische der wten Ordnung, so dass U aus

einer Reihe von Gliedern besteht ax 1

y
1

-\-bx
m
y

m&amp;lt;+ , wo die Expo-
nentensummen /+ / , m-\- m , . . den Werth n nicht iibersteigen, aber

wenigstens einmal erreichen, so wird U = von keiner hoheren

Ordnung sein kbnnen als U 0, denn das Glied, welches an die

Stelle von ax l

y
l/

tritt, a(g+ ax + /% )
7

(^ -f &amp;lt;* &+ P y )
1

,
ist eben-

falls von der Dimension /-j- / . Andererseits kann man durch ganz

analoge Formeln wie (2) U in (7 = zurucktransformiren,

also kann auch U von keiner hoheren Ordnung sein wie U 9 d. h.

die Ordnung einer algebraischen Curve bleibt durch
die Transformation der Coordinaten ungeandert.

. 60. Anwendungen auf die Lehre vomPunkte und
der g era den Linie. Aus der Form el (. 58, 3), namlich:
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(1) r cos (r, t) x cos (x} J) + y cos (y, t)

folgt, wenn t der Reihe nach mil r, der + #-, der -j-y-Axe zu-

sammenfallt:

(2) r x cos (x, r)+ y cos (y, r),

(3) r cos (r, x) = x+ y cos (y, x),

(4) r cos (r, y)
= x cos (ic, y) -f- y,

und wenn man xX (3) +yX (4) bildet, mil Berucksichtigung
von (2):

(5) r
2 = # 2

-|-2#ycos(;r, y) + y
2

(vgl. . 11, Form. 3).

Dividirt man (3) und (4) durch r, so lassen sich die Briiche

x 11

-, aus den neuen Gleichungen berechnen, und es koinmt:

(6)

{
1- cos (x, y)

2

)
= - cos (r, y) cos (y, x) + cos (r, x),

^-
{
1 cos (x, y)

2

|
= cos (r, x) cos (y} x) -f- cos (r, y).

Setzt man diese Werthe in die durch r dividirte Gleichung (2)

ein, so wird:

(7) 1 cos (x, yY cos (r, #)
2

cos (r, y)*

-\- 2 cos (r, x) cos (r, y) cos (y, x) = 0,

dies ist eine Gleichung zwischen den Winkeln, welche drei

durch einen Punkt gezogene Richtungen x, y, r bilden.

Giebt man den kleinen Vortheil auf, bei der Bezeichnung (r, x)

und ahnlichen von der Feststellung einer Drehungsrichturig ab-

sehen zu diirfen, so kann man Sinus einflihren und die Formeln

(6) vereinfachen sich. Gehen namlich von einem Punkte zwei

Richtungen aus a und b, und nennt man (b, a) die im posi-

tiven Sinne gezahlte Drehung (. 8) von a nach b, so ist,

wie man sich leicht iiberzeugt, (b, a) =360 (a, b) oder

= (a, 6), wenn man 360 und seine Vielfachen ausser Acht

lasst, und (c, 6) = (c, a) (b, a); ferner kann cos (a, 6) und

sin (a, b) 1iir cos (6, a) und sin (b, a) gesetzt werden. Erwagt

man, dass:
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cos(r, x) = cos{(r, y) (x, y)[
= cos(r, y)cos(#, y)

+ sin(r, y)sin(a?, y),

cos (r, y)
= cos {(r, x) (y, a;)(

= cos (r, x) cos (y, a;)

+ sin(r, a?)sin(y, x),

so gehen die Formeln (6) in die folgenden iiber:

sin(r, y) sin(r,#)
(7*) x = r .

v y
( , y r .

; \ ,

sm(a;,y) sm(y,aO

und die Substitution dieser Werthe in (5) ergiebt:

(8) sin(r,y)
2

2sin(r,y)sin(r,ic)cos(y, x) -J-sin(r,#)
2

==sin(y,;c)
2

.

Es sei (x , y )
der Endpunkt einer zweiten vom Anfange der

Coordinaten ausgehenden Geraden r ; wir wollen der Kiirze wegen
den Axenwinkel (y, x) mit

g)
und:

cos (r, aj), cos (r, y), cos (r , a?), cos (r, y)

mit a, (3,
a

, ft bezeichnen.

Aus (1) folgt dann:

(9) rcos(r, r )
= a; cos (a, r )+ ycos(y, r ),

und weil:

r1 cos (x, r )
= x -\-y cos

(p,
r cos (y, r ) x cos

cp -f y
f

,

so wird diese Gleichung:

(10) rr cos(r, r ) ## +yy + cos(p(xy -{-x y),

oder :

Setzt man in (9) oder in cos(r, r
)
=

+-p-/^
fUr y

w a /9coscp /?
a cos op

und -2- aus (6) die Werthe -. a T
:

-r^ri so
r sm 9 sin qp

kommt :

Fur sin(r ,, r)
=

sin{(r
f

, x) (r, x)\
= sin (r , x) cos (r, x)

cos (r , x) sin (r, x) erhalt man auch zwei Ausdriickc
;

schreibt
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man mil Beriicksichtigung von (7*) und (3) fur sin(r, x) und

cos(r, a;) beziiglich
---2- und - 52L, mld analog fur die

accentuirten Grbssen, so kommt:

/-io\ / i \

(13) sm(r ., r) =
} x*-\- Ixy cos

(p -j- if |V 2

-f Ix y cos
cp+ ?/

2

Schreibt man hingegen a fur cos (r, x) und fur sin (r, x) den

aus der zweiten Gleichung (6*) sich ergebenden Werth /
~

und ebenso fiir cos(r , a?), sin(r , x) beziiglich a
,
^ ?

,
so

kommt:

1st in (1) (a:, ?/)
ein Punkt einer Geraden G, und J die Rich-

tung des vom Anfangspunkte auf G gefallten Lothes, so ist

rcos(r, t) die Lange dieses Lothes p, also:

(15) p = xcos(p, x)+ycos(p, y)

die Gleichung der Geraden G, deren Lage durch die Lange von p
und die Winkel (p, x) und (p, y) vollkommen bestimmt ist. 1st

die Gleichung der Geraden unter der Form:

(16) a

gcgeben, so muss, wenn A einen .noch zu bestimmenden Factor

bed^utet:

(17) cos(p, x) = la, cos(p, y)
= Ib, p

~ Ac

sein. In Folge von (7) muss aber:

1 cos
gp

2 XV A
2
6

2

-|- 2A
2

6 cos
cp

werden, woraus:

(18) A = + -==

das Zeichen ist so zu nehmen, dass p = Ac positiv wird, also ne-

gativ, wenn c positiv, und umgekehrt; ist c 0, so geht (16) durch

den Anfangspunkt und das Zeichen ist willklihrlich. Die Lange
P eincs von einem beliebigen Punkte (|, if)

auf (16) gefallten Lo-
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thes fmdet man durch die Betrachtung, dass, wenn (, 17) zum

Anfangspimkte eines parallelen Coordinatensystems geniacht wiirde,

die Gleichung (16) in o(X+|) + 6(F+i?)+ c = 0, Oder in

aX-\- b Y -{- a +^ + c tiberginge ;
es ist demnach :

(19) P=4

Zwei Gerade:

(20) aaj + %-t-c = 0, a a; + 6 y + c =

bilden Winkel, von denen dcr cine dem Winkel (p, p ) zwischen

den vom Anfangspimkte auf sie gefalltcn Lothen p und p gleich

ist; nun haben wir :

cos(p, x) = la, cos(p, y)
= Ib,

cos(p , x) A a , cos(p , y) h b ,

-]/V
2

4-6
2
-

Vermittelst der Formeln (12) und (14) kommt demnach:

aa -f bb cos y (ab
f

-f- a b)
(21) COS(p , p)

=

(22) sin(p ,p) = -

&amp;gt;

2

2a6cosy j/a
2

-|-^
2 2a 6 cosy

(a6 a 6)siny

y a
2

-}- 6* 2a6 cos y }/a
2

4- 6
2 2a cos y

das -|~ Zeichen gilt, wenn c und c gleiches Zeichen haben, Oder

wenn cc positiv ist, das Zeichen, wenn cc f

negativ ist; ist

ccf

0, so ist das Zeichen willkiihrlich. Die Geraden (20) stehen

demnach auf cinander senkrecht, wenn cos(p ,,p)
= 0, d. h.:

(23) aa + bb cosy (ab -{- a b) = 0,

oder :

(24) a (a 6cosy) + 6 (6 acosy) = 0,

was mit . 24, Form. 7 iibereinstimmt. Dagegen sind sie parallel,

wenn sm(p ,p) 0, oder ab a b = (. 19, Anrn. 1). Die Glei

chung einer durch (^, rf) gehenden Geraden, welche auf:

(16) a

senkrecht steht, ist demnach:
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(25) (b acosy)(# ) (a bcoscp)(y ij) 0,

da sie durch den Punkt (, rj) offenbar befriedigt wird, und, weil

a = b a cosy, b = (a b cosy), der Bedingung (24) geniigt.

Der Durchschnitt von (25) und (16) oder der Fusspunkt des von

(|, rf} auf (16) gefallten Lothes fmdet sich durch eine ahnliche

Rechnung wie in . 23:

x = -f- (a ^ cos y) e,

y=y+(b-
(26)

* .

a
2

-f- 6
2

2a6 cos y

Die Lange des Lothes P wird durch die Formel :

gefunden, und ist schon weiter oben (vgl. Form. 19) auf andere

Weise abgeleitet.

Aclites Kapitel.

Discussion und Transformation der allgemeinen

Gleichung zweiter Ordnung.

. 61. Die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung
ist:

(1) ax*+2bxy+ cy*+2dx+ 2ey +f=0 ,

die Coefficienten a, b, c, . . . f konnen positiv, negativ oder Null

sein
;
der Fall, dass a, b und c gleichzeitig gleich sind, ist jedoch

ausgeschlossen. Der Zahlenfactor 2 ist mehreren dieser Glieder

beigelegt worden, urn in den folgenden Rechnungen Briiche zu ver-

meiden. Wir wollen untersuchen, welche geometrischen Gestalten

durch (1) dargestellt werden, wcnn x und y schiefwinklige Coor-

dinaten bedeuten.
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1st a von Null verschieden (eine Voraussetzung, welche in dem

ganzen Paragraphen festgehalten werden soil), so kann statt (1)

geschrieben werden:

= 0,

oder:

und weiter:

b

1st auch acb* von Null verschieden, so lassen sich die drei

letzten Glieder schreiben:

a ac s a

ac b* / aebd\* (aebd)* afd*
y+ 2

&quot;&quot;

2
&quot; ~~

-6 2 /

Die Reduction der beiden letzten Glieder giebt einen Brucb, dessen

Nenner a(ac 6
2

) und dessen Zahler:

(af d
2

) (ac 6
2

) (ae bd)*

= a*fc-

Dadurch verwandelt sich (2) schliesslich in:

(3)

+ ac-tf

Betrachtet man von den beiden Geraden:

die offenbar nicht parallel sind, die erste als F-Axe, die andere als

X-Axe eines neuen Coordinatensystems, so hat man die Formeln

(. 59, L):
J oachimstlial Elemcnte. 2. AuQ.
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wo d uud (5 von der gegenseitigen Lage der Axen abhangige Con-

stanten sind, die nicht = sein kbnnen. Durch Hilfe dieser For-

meln verwandelt sich, wenn der Kiirze wegen gesetzt wird:

(4*) a/c-ae
3

~-c&amp;lt;f--/

die Gleichung (3) in:

X 2
. ac-6 2 F 2

.

oder in:

2 ac- F

Sind nach der Annahme a und ac 6
2
von Null verschieden, so

ersetzt die einfachere Gleichung (5) die vorgelegte Gleichung (1).

\Yir unterscheiden bei der Discussion von (5) zwei Hauptfalle.

I. Es sei ac 6
2

positiv.

1) Haben A und a, gleiches Zeichen, so besteht die linke

Seite in (5) aus drei positiven Grossen, deren letzte nie gleich Null sein

kann; die Gleichung (5) wird demnach durch die Coordinate!! keines

Punktes befriedigt, und ist also ohne geometrische Bedeutung;

dasselbe muss also auch mit der Gleichung (1) der Fall sein.

2) Ist d = 0, so wird (5) nur durch X= und F= befriedigt;

d. h. (1) stellt nur den neuen Anfangspunkt, oder den

Durchschnitt der Geraden (4) dar. 3) Ist negativ = h*,

so geht (5), wenn die positive Grosse ac 6
2 = A

2

gesetzt wird,

in folgende Gleichung iiber:

-^rX
2
-i ^rnrF

2
^nr, oder: (-,

Setzt man noch - = D\ = D], so verwandelt sich

(5) schliesslich in:

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf zwei conjugirte

Durchmesser; also ist (1) auch in diesem Falle die Gleichung
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einer Ellipse; die Geraden (4) sindzwei conjugirteDurch-
messer und ihr Durchschnitt der Mittelpunkt der Curve.

II. Es sei ac 6
2

negativ = A
2
.

X2
A

2

1) 1st J = 0, dann verwandelt sich (5) in
-p-
--^ Y* = 0,

Oder in ~r+ ST
---- =

&amp;gt;

dies ist die Gleicnun g

eines Systems zweier im Anfangspunkte der X, Y sich

schneidenden Geraden. 2) Ist A von Null verschieden, so

aA
2

A 4

kann man statt (5) schreiben .^ X
2---^F2 = l. Die beiden

f

Coefficienten ^ und
~, 2

haben gleiches Zeichen, weil

ihr Produkt
2 2 nothwendig positiv ist. Sind beide

positiv, so kann rnari sie =
JJT

un(i
~f^ setzen, und erhalt

X 2 F 2
1

irr~
-|j8
= l; sind beide negativ, so wird man sie =

-=^

1 F 2 X3

und -=-? setzen kbnnen, und hatte dann -=-^
= 1. Beide

Gleichungen stellen aber eine auf conjugirte Diameter bezogene

Hyperbel dar. Die Gleichung (1) ist also eberifalls die Gleichung
einer Hyperbel, und die Geraden (4) sind zwei conju

girte Durchmesser.

III. Es sei ac b* = tf*

Die Discussion kann jetzt nicht mehr von Gleichung (3) aus-

gehen; die Reduction von (1) auf (2) ist jedoch noch moglich, weil

a von Null verschieden angenommen wird. Die Gleichung (2) wird

in gegenwartigem Falle:

/ b dV
, rt

ae bd . af d
(6) a(x-\

--
y-\
--

) +2- y + -

V
*

/ a 9 a

Ist 1) ae bd = und afd? negativ = ^
2

;
so wird (6):

oder :

b . d . u\/ b . d w\x+y + --+-!-)[x-\
--

y-\
--- L

)
= 0;a j a a/\ a J a a J

1*
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dies ist die Gleichung eines Systems zweier parallelen

Geraden:

b d-}-u b

2) 1st ae bd = und af d* = 0, so verwandelt sich (6) in

fa?-|
--

y -\
--

J
= 0, dies ist die Gleichung einer Geraden zum

Quadrate erhoben, oder, wie man sich ausdriickt, die Gleichung
einer doppelten Geraden. 3) Ist ae bd = 0, und afd*

positiv v?, also (x-\
--

y-\
--

) + -^ = 0, so ist diese Glei-
&amp;gt; (i a * ct

chung ohne geometrische Bedeutung. 4) Ist ae bd von

Null verschieden, so kann (6) geschrieben werden:

/ b . dV . _ aebdf afd \
(7) a(xA-- vA-- )+2- (y+irr-r^rJ ^

V r a y a / a ^ [

2 (ae bd) /

Nimmt man von den beiden sich schneidenden Geraden:

die erste zur X-, die zweite zur F-Axe, so hat man (. 59, I.) die

Transformationsformeln :

wo 5 und d zwei von Null verschiedene Constanten sind. Dadurch

verwandelt sich (7) in J_r^+ 2(g^ 6d) X = 1
oder in:

Dies ist aber (.52, I.) die Gleichung einer Parabel, be-

zogen auf cine Tangente als F-Axe, und den durch den

Beruhrungspunkt gezogenen Durchmesser als X-Axe*).

*) Es sind also, sowohl wenn ac 6 2
&amp;gt; oder &amp;lt;CO,

als auch wenn

ac i 2 = ist, durch die neuen Coordinatenaxen X und Y conjugirte

Richtungen in Beziehung auf die Curve (1) bestimmt, d. h. die Mittelpunkte

aller einer dieser Axen parallelen Sehnen liegen auf einer geraden Linie, wel-

che der anderen Axe parallel ist:. die eine dieser Axen, y -j , 2
=

(4)
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A n m. Weil :

(af- d*)(acb
i

)(ae-bd)*=a(acf-ae*-cd
i

-fb*-}-2bed)=aJ,

so kann man, wenn a von Null verschicden ist, statt der Bedin-

gungen ac 6
3 = und ae bd = Q, auch sagen ac &

2 = 0,

4 = 0.

.62. Besond ere Falle. Es sei jetzt a = 0, -ein Fall, der

nie eintreten kann, wenn ac b* positiv sein soil. Die Transfor-

mationen des vorigen Paragraphen sind alsdann unmbglich.

IV. *) Es sei a= 0, b von Null verschieden, also ac ft
2

negativ.

Die linke Seite der Gleichung Zbxy + cif+ Idx+ 2ey + f =
lasst sich dann iminer auf die Form bringen:

wo or, ft, y so bestimrnt werden miissen, dass:

c/?+ = 2e,

werden. Es folgt hieraus:

Zebd-cd* fb*-2bed+cd
2

?- -
~bT -p-

Die vorgelegte Gleichung transformirt sich demnach in

oder y -\- , ,,. = (8), ist parallel der ursprunglichen a;- Axe, die

zweite ist in alien drei Fallen:

ax + by -J- d =5 0;

diese Gerade ist demnach der o;-Axe selbst conjugirt, und ebenso ergiebt

sich, wenn man in dem ganzen Paragraphen die a; -Axe und 2/-Axe ver-

tauscht, die Linie :

bx+ cy -{- e =
als conjugirt der t/-Axe in Beziehung auf die Curve (t). H.

*) Die Numerirung der Falle und Gleichungen ist fortgesetzt.
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Nimmt man von den beiden sich schneidenden Geraden:

n , . . %be cd d
26a;+cjH

1
= 0, y+y = 0,

die erste zur X-Axe, die zweite zur F-Axe eines neuen Coordinaten-

systems, so ist (. 59, I.):

dadurch verwandelt sich (10) in:

(ii) Yx=y
1) 1st Ibed fb* cd* = 0, so stellt die Gleichung zwei

sich schneidende Geraden, die neuen Coordinatenaxen,
dar. 2) Ist Ibed /V cd? von Null verschieden, so ist (11) die

Gleichung einer Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten
(.45, III.). Da nun Ibed fb* cd* der Werth von A Oder

a/b ae
2

cd
2

/V+2&ee? fur a ist, so stimmen beide Falle

mit II., 1) und 2) uberein:

V. Es sei a = 0, ac 6
2 = 0, also auch b = 0; c aber

sei von Null verschieden.

Statt dieses speciellen Falles behandeln wir den allgemeineren,

dass acb* = 0, und c von Null verschieden ist, indem wir die

Werthe von a und b dabei ganz ausser Acht lassen. Die Gleichung

(1) lasst sich in diesem Falle schreiben:

&amp;lt;i $4*+$+*^^
Weil:

(ac
- 6

2

) (cf- e*)
-

(cd
-

be)* = cJ,

so lasst (12) eine ganz ahnliche Discussion zu wie (6), nur dass

iiberall cf e
2
an die Stelle von afd* tritt. Auch hier sind vier

Falle moglich, wie in 111.

Die Gleichung:

(1) a

umfasst hiernach folgende Fiille:
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Bedeutung. Bedingungen.

1) oh ne geometri- .

scheBedeutung ac 6
2

&amp;gt;&amp;gt; 0, ^^0, ;&amp;gt; 0;
a

0, af d 2

&amp;gt;0;

c^O, cf e
2

&amp;gt;0.

2) ein Punkt . . . ac 6
2

&amp;gt;0, ^ = 0.

3) eine doppelte
Gerade ..... ac 6

2

0, J = 0, a ^ 0, af~d*=Q;
ac b* = Q, 4 = 0, c ^ 0, c/* e

2 = 0.

4) zwei parallele

Geraden .... ac 6
2 ^ 0, ^ = 0, a^ 0, af d 2

&amp;lt; 0;

ac 6
2

^0, // = 0, c^O, cfe*&amp;lt;Q.

5) zwei sich schnei-

dende Geraden ac 6
2

&amp;lt; 0, ^/ = 0.

6) eine Ellipse . . ac 6
2

&amp;gt; 0, ^^0, &amp;lt; 0.
ft

7) eine Parabel. . ac 6
2 = 0, A^ 0.

8) eine Hyperbel. ac 6
2

&amp;lt; 0, ^^0.
Wir sehen demnach, dass die allgemeinste Gleichung zweiter

Ordnung keine anderen Linien enthalt, als die wir in den vorher-

gehenden Kapiteln kennen gelernt haben *).

Anm. Von wesentlicher Bedeutung fur das Folgende ist die

Bedingungsgleichung ^/ (. 61, Form. 4*). Es lasst sich

nachweisen, dass das Bestehen derselben erforderlich undhin-
reichend ist, damit der Ausdruck:

in zwei Factoren (lx-{-my-\-n) (l x-{-m
r

y-{-n ) zerlegt werden
kann. Wir wollen die Richtigkeit dieser Behauptung unabhangig

von dem Vorhergehenden beweisen.

Es sei zuerst a^ 0. Da // nothwendig = a ist, und das

Product der beiden Factoren ungeandert bleibt, wenn der erste rnit

/, der andere mit / dividirt und das ganze Product mit a multi-

*) Dieselben werden unter dem allgemeinen Namen Kegelschnitte

zusammengefasst, weil sie bekanntlich zuerst als die ebenen Durchschnitte

eines Kreiskegels betrachtet worden sind, und man spricht darum aucb von

der Gleichung (1) als der allgemeinen Gleicbung der Kegel
schnitte. H.
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plicirt wird, so kann im Falle der Zerlegbarkeit folgende Form der

Factoren angenoinmen werden:

.. a(x-\-{iy ^-v)(x -}-[& y -\-
v

).

Vergleicht man:

a(*+w+ )(*+ , + )

und:

a#
2

-|- Ibxy + ct/
2+ MX+ 2e# + f,

so sieht man, dass einc Zerlegung des zweiten Ausdrucks nur dann,

dann aber auch immer moglich ist, wenn man durch vier Grbssen

p, v, ft ,
v den fiinf Gleichungen geniigen kann:

26 c Id f\ . t . ..I I -,,* AA*lf

2,

Die vier ersten Gleichungen bestimmen p, p , v, v durch Auflb-

sung der quadratischen Gleichungen:

(14) OT _.?6 -1 w._2d fl+ ==0&amp;gt;

o
r a a a

Weil ferner:

w -\- (V -f V YWA,

so sind pv -{-p v und {jLV-^-p v Wurzeln der quadratischen Glei-

chung:

Befriedigt der Werth z = diese Gleichung, so wird auch die

letzte Gleichung in (13) erfullt und umgekehrt. Also ist die er-

fbrderliche und ausreichende Bedingung fur die Zerlegbarkeit:

^_ Sbde 4(6
2

/ +rf
2

c-ac/
&amp;gt;

)

a* a 3 a*

Oder:

(15) acfae*
1

cd* fb*+2bde = 4 = 0.
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1st zweitens a = 0, b aber J== 0, so haben im Falle der Zer-

legbarkeit die Factoren von Zbxy+ cy* -}- 2dx -{- 2ey -{- f die Form:

Die Vergleichung der entsprechenden Glieder giebt:

2fy*
=

c, bv = d, b ((*v + v) =-
e, nw =.

f,

oder:

c
, __

d e cd ( e cd \ _
^ :

&quot;26

2 T z

~b&quot;~W
} a\T~WJ-

Die letzte Gleichung, welche nach einiger Reduction in:

tibergeht, ist die Bedingung fur die Zerlegbarkeit. Sie stimmt mit

(15) iiberein, wenn dort a = gesetzt wird.

Sind a und 6 = 0, aber c^ 0, so erfordert die Zerlegbarkeit

von cy
2

-}- *2dx+ Zey + f, wie man sich leicht iiberzeugt, dass

d = sei. Sind aber a = b = d = 0, so ist (15) befriedigt.

Die Bedingung J = ist also fiir die Zerlegbarkeit der linken

Seite in (1) nothwendig und ausreichend. Die erhaltenen Factoren

selbst sind jedoch nicht immer reell; wie sich unter anderem durch

die Betrachtung der quadratischen Gleichungen (14) ergiebt.

Wir gehen jetzt zu der Aufgabe iiber, wenn die Gleichung

(1) einer Curve zweiter Ordnung zwischen schiefwink-

ligen Coordinaten gegeben ist, dieselbe auf eine der

beiden Gleichungen zwischen rechtwinkligen Coordi

naten zu reduciren:
va y2_+_ = !, F = 2PX;

eine Aufgabe, deren Lbsung immer moglich sein muss, da wir schon

gesehen haben, dass jede Curve zweiter Ordnung eine Ellipse, Hy-

perbel oder Parabel ist.

. 63. Reduction auf den Mittelpunkt. Man sagt, ein

Punkt sei Mittelpunkt einer Curve, wenn zu jedem Curvenpunkte

A ein zweiter Curvenpunkt A t
auf der Verlangerung von AO iiber

hinaus gehort, so dass AO = A O ist. Ist ein solcher Mittelpunkt

vorhanden und zugleich Anfangspunkt der Coordinaten, so muss die

Gleichung der Curve, wenn sie durch (x, y) befriedigt wird, auch

durch ( a?, y) befriedigt werden, d. h. die Gleichung der Curve

muss richtig bleiben, wenn man uberall x, y statt x, y schreibt.
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Wendet man dies auf unsere allgemeine Curve der zweiten Ordnung

an, so ergiebt sich, dass wenn das Werthepaar (x, y) der Glei-

chung :

(1) ax*+2bxy+ cy*+2dx+ 1ey+ f=

geniigt, auch die Gleichung:

(1*) ax*+ Zbxy + cy~ 2dx Zey-\-f=0

befriedigt werden muss; diese beiden Gleichungen konnen aber

offenbar nur neben einander bestehen, wenn d= unde= ist; die

andere Folgerung a = b = c = f= ist natiirlich zu verwerfen.

Fehlen also in einer Gleichung zweiter Ordnung die

Glieder der ersten Dimension, so ist der Anfangspunkt

Mittelpunkt der Curve. Umgekehrt, hat die Curve einen Mittel-

punkt, so miissen, wenn man inn zum Anfangspunkte wahlt, die

Glieder der ersten Dimension fehlen. Fur ein paralleles Coordi-

natensystem x , y mit dem Anfangspunkte (|, 13) hat man x
,

x r

,

y y=y ; oder x = x +, y=y t

-}-rj. Diese Werthe in (1)

substituirt, ergeben :

(2) ax *+ 2bx y + cy *+ 1xf (o|+ 6^ + d) + 2y (6|+ CT? + e)

Hat (1) einen Mittelpunkt, so muss es moglich sein, (|, i?) so zu

wahlen, dass die Glieder der ersten Ordnung in (2) fortfallen. Dies

giebt die Gleichungen:

(3) a + &7? + d=:0, 6|+ c7? + e=0,

und demnach als die Coordinaten des Mittelpunktes:

be cd bdaeW
^Bot^ji-

1 n ^^=
Diese Auflosung der Gleichungen (3) aber ist ohne alle Zwei-

deutigkeit moglich, wenn ac 6
2 von Null verschieden ist. In

diesem Falle, den wir jetzt ausschliesslich behandeln, hat also (1)

einen Mittelpunkt, namlich den Punkt (|, rf), dessen Coordinaten in

(4) angegeben sind. Setzt man die Werthe von g und ij in (2)

ein, so verschwinden zunachst (wegen (3)) die mit Zx und 2z/
f

multiplicirten Glieder, und das letzte Glied:
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geht wegen (3) in:

... .

, f ,be cd. bd ae.
dt+ e +f=d^-y+e-^y + f

_ acf ae* erf
2

fb*+ Zbde _ 4
ac b*

~
acb*

tiber. Also verwandelt sich (2) in:

(5)

. 64. Mb glichkeit der Transformation in rechtwink-

lige Hauptaxen als Coordinatenaxen. Der Ausdruck ax 2

-\-1bx y -\-cy
*

geht durch jede Coordinatenveranderung, bei wel-

cher der Anfangspunkt test bleibt, in die Form iiber pX
2+ 2#XF

-f rF
2

. Man kann nun immer ein solches rechtwinkliges System

(X, F) wahlen, dass nach erfolgter Transformation das mit XY
multiplicirte Glied fehlt, oder der Coefficient q = wird.

In der That, es sei der Winkel (X, x )
= a, (Y, x

)
= 90+ a,

(y } x )
=

cp,
also

cp
der Coordinatenwinkel des gegebenen Systems,

dann ist (. 58, 8):

*) Wohl zu beachten ist, dass bei dieser Transformation durch Verle-

gung des Anfangspunktes die Glieder der hochsten Dimension ungeandert
bleiben. Wenn nunmehr ac b* negativ, d. h. der Kegelschnitt (1) eine

Hyperbel ist, so stellt ax*-\- 2bxy -f- ct/
2 = das System zweier den Asym-

ptoten parallelen Geraden vor; denn verlegt man den Anfangspunkt der

Coordinaten in den Mittelpunkt, so wird die Gleichung des Kegelschnitts,

wenn man statt-rr kurz m einfuhrt:
ac 6 a

-}- cy
n = m;

die linke Seite lasst sich jetzt in zwei Factoren mit reellen Coefficienten

zerlegen ;
bezeichnet man diese durch X und Y, so wird die Gleichung der

Hyperbel :

z.r,
d. h. die Gleichung einer Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten als Coor

dinatenaxen (.45, III.); also stellt die Gleichung:

X. F= ax *+ 2fcry+ cy
z =

die Asympteten selbst dar und demnach ax z
-\- 2bxy -f cy

z =0 das System
z \vcier den Asymptoten parallelen Geraden. J4,
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,_ _1
Rl

(1)
1

y
r

: jXsinof-J- Fcoscr}.
f

sm&amp;lt;jp

l

Substituirt man diese Werthe in ax *-}-2bx y -\-cy
2

, so erhalt

man:

wo:

1

p = 2-{asin(gp #)
2

-f- 26 sin
(go a) sin a

sin cp

(3)

r = r ( a cosfcp of)
2

26 cos(a&amp;gt; cf

sm^)
w l

1
f

q = 2-j asm(cp a)cos((jp a)

+ 6 (sin (75 a) cos a cos (cp a) sin a)

-\- csincosa}.

Nun la sst sich uber den Winkel a jedesmal so disponiren, dass

q = wird. Die Gleichung q kann namlich geschrieben

werden:

sin(27&amp;gt; 2) + ^ sm(y 2a)+ Jcsin2 = 0,

Oder:

(4) asin (2y 2) + 26sin (y 2) + csin2 = 0,

woraus :

a (sin Iff cos 2 cos 2ff sin 2) + 26 (sin qp cos 2a cos cp sin 2a)

+ csin2 = 0,

also:

(5) sin2(acos2&amp;lt;jp 2&cosy+c) cos2(asin27) 26sin&amp;lt;5p)
= 0,

und schliesslich :

26sinrf

Da die Tangente alle Werthe von oo bis -f oo durchlauft,

so wird es immer mbglich sein, einen spitzen oder stumpfen Win

kel m bestimmen, (lessen Tangente dem Bruche rechts gleich ist.
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Weil nun aber alle Winkel, die sich um Vielfache von 180 unter-

scheiden, dieselbe Tangente haben, d. h. well tang (e-^-n-l 80 )
= tang*

ist, so wird man haben 2 =
e, 2 = + 180 u. s. w., oder:

u. s.w.

Diese verschiedenen Lbsungen von (6) haben fur uns jedoch

nur den Worth einer einzigen; denn da a = (X, # ), so sind die

Halbaxen -\-X, + Y, X} Y, wie sie z. B. die zweite Lbsung

ergiebt, der Reihe nach die Y-, X-, Y-, X-Axen, wie sie die

erste Lbsung bestimmt. Offenbar bleibt aber ein Ausdruck wie

pX*-{-rY* hnmer von derselben Form (d. h. ohne Glied XY),
welche Theile des Axenkreuzes man auch als -fX- und -\-Y-A\e

ansehen mag.

. 65. Ausfiihrung der Transformation. Um die Trans

formation wirklich auszufiihren, deren Mbglichkeit wir jetzt nach-

gewiesen haben, dazu bietet sich zuvbrderst der Weg, aus (6) *) die

Werthe von sina, cos or, sin
(&amp;lt;jp ), cos(9p a) und endlich die

von p und q zu berechnen. Wir ziehen es jedoch vor, die drei

Gleichungen (3) direct zu behandeln und aus ihnen die Werthe

von p, r, a vermittelst a, b, c und qp zu bestimmen. Addirt und

subtrahirt man die Werthe fur p und r, so erhalt man:

a-\- 26(sin(&amp;lt;jo a) sin a eos(qp a)cosa

(r p)sin^p
2 = a(cos(qp a)

2

sin(&amp;lt;jp a)
2

)

26 (cos (g&amp;gt; a) cos a + sm (9
~~ a

) sm a )

+ c(cosa
2

sin a 2

),

Oder:

(8) (r-j-p)sin&amp;lt;/&amp;gt;

2 = a 2& cos qp -|- c,

(9) (r p)sinqp
2 =

acos(2&amp;lt;y&amp;gt; 2a) 26 cos
(r^)

Lost man cos(2qp 2a) und cos(y 2) auf, so kann (9) ge-

schrieben werden:

(10) (r p)sinqp
2 = cos2a(acos29P 26cosqp-fc)

+ sin 2a (a sin 2qp 26 sin y),

*) Wir setzen die Numcrirung der Formeln aus . 64 fort.
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nun ist zufolge (5):

= sin 2 (a cos 2qp 26 cos
q&amp;gt; -j- c) cos 2a (a sin 2qp 26 sin

(jp) ;

wenn man also:

cos2X(10) + sin2aX(5) und: sin2aX(10) cos2X (5)

bildet, so erhalt man:

(r p) sin qp

2
cos 2 = acos2qp 26cos&amp;lt;jp + c,

(r p) sin
&amp;lt;/&amp;gt;

2
sin 2 a sin 2qp 26 sin y,

(11)

oder:

a cos 2op 26 cos op +
=

a sin 2 op 26 sin cp
sin 2a = - y -^

(r

(12)

Quadrirt man die Gleichungen (11) und addirt sie, so erhalt man:

(13) (r p)
2

sin^)
4 = (acos2qp 26cosqp+ c)

2

+ (a sin 2(jp 26 sin
&amp;lt;p)

2
.

Die Gleichungen (8) und (13) geben r+ p und r p durch

bekannte Grossen, also auch r und
/&amp;gt;;

dieFormelnwerden
aber noch einfacher, wenn man die quadratische Glei-

chung sucht, deren Wurzeln r und p sind. Wir haben zu

folge (13):

(r __p)
2
s in(p

4 a
2

cos2&amp;lt;^

2 4a6 cos 2^p cos (jp+ 46
2

cosy
2

-f 2ac cos 2qp 46c cos y+ 2

+ a sin
2&amp;lt;^

2

4a6sin29?sin(jp + 46
2

sinr^
2

,

a 2_ 4ab Cos y+ 46
2+ 2ac cos

2&amp;lt;jp

46c cos
&amp;lt;y
+ c

2

;

andcrerseits ist (8):

also:

und weil:

so ergiebt sich:

(14) rpsin^
2 = ac 6

3

;
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da nun (8):

a
r -4-p =-:

-f . rp =
sniff

so sind r und p Wurzeln der quadratischen Gleichung:

smqp sinqo

Da zufolge (8) und (13) r+p und r p stets reell sind, so

hat (15) stets reelle Wurzeln. Die Wurzeln von (15) werden

gleich sein, wenn r p = ist. Diese Bedingung zerfallt offenbar

zufolge (13) in die beiden folgenden:

acos2qp 26cos&amp;lt;]p + c = 0, asin2qp 26sin9 = 0,

oder :

a (2 cos qp

2

1) 26 cos
q&amp;gt; -)- c

= 0, 2a sin 9 cos (p 26 sin
(f^=

0.

Die letzte giebt:

6 = acosqp;

setzt man diesen Werth in die erste ein, so hat man a c; also

hat (15) nur dann gleiche Wurzeln, wenn:

(16) a c und: 6 acosqp

ist. Die transformirte Gleichung X 2
-J-rF

2

H--TO- = wird
ac 6

2

aber fur p = r im Allgemeinen die eines Kreises. Stellt dem-
nach die Gleichung zweiter Ordnung cine Curve dar,

und finden die Gleichungen (16) statt, so ist die Curve
ein Kreis.

Nachdem wir in der quadratischen Gleichung (15) die ein-

fachste Angabe der Werthe von p und r aufgestellt haben, wollen

wir auch die Bestimmung des Winkels a weiter verfolgen.

Schreibt man den Zahler von cos2a (vergl. (12) und (8)):

a(l 2sin9
2

) 26cos^p+ c = (r-f j5)siny
2

und fur cos2a den Ausdruck cos a 2
sin a 2

, so kommt:

cos a sma = -
p-p

nun ist:

cos
2+ shift

2 = 1,
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woraus :

ra 2 a p
(17) cosa ,

sine* =
r-p r~p

Statt des Zahlers in sin2a Oder 2sinacosa (12) kann man schrei-

ben 2 sin
(p (a cos cp 6), folglich ist:

acosqp b
(\ $&amp;gt;}

(r p) sin (p

Bestimmt man demnach cos a und sin a vermittelst (17), so ist die

Wahl der Vorzeichen bei Ausziehung der Quadratwurzeln so zu

treffen, dass (18) befriedigt wird.

Denken wir uns in der dritten Gleichung (3) statt q Null ge-

setzt, so bleiben die drei Gleichungen (3) ungeandert, wenn tiberall

statt a, c, a beziiglich c, a, (p
a gesetzt werden. In der That,

p und r bleiben ganz ungeandert, und die rechte Seite der letzten

dieser Gleichungen nimmt das entgegengesetzte Zeichen an, was we-

gen q = gleichgultig ist. Da (17) und (18) aber unmittelbare

Folgen jener Gleichungen sind, so konnen wir auch hier diese Ver-

tauschung vornehmen und erhalten:

r c . . , 2 _ c p

\
, ccosqp b

sin (op a) cos (cp a) = :

(r p) sin
(p

Da
cos(&amp;lt;p ) durch cos a und sin a bestimmt ist, so kann

man bei der Wurzelausziehung in (19) nicht ein beliebiges Vor

zeichen nehmen. In der That ist:

cos a cos ((p )
= cos

cp
cos a

2+ sin cp cos a sin a

und:

sin a sin ((p a) = sin (p
sin a cos a cos

qp
sin a 2

,

oder mit Berucksichtigung von (17) und (18):

(20)

rcosa&amp;gt; b

cosacos(&amp;lt;p a) =

sinasm(y o)

Diese Formeln bestimmen die Wahl des Vorzeichens fur
cos(ej&amp;gt; -)

sin (qp ).
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Vergleicht man die Formeln (17), (19) und (20), so ergiebt

sich:

(r a) (r c) = (r cos cp 6)
2

, (p a) (p c)
= (p cos

cp 6)
2

,

d. h. r und p sindWurzeln der quadratischen Gleichung:

(21) (z-d)(z c) (zcoscp b)
2 = 0,

welche Gleichung nach Auflbsung der Klainmern mil (15) genau
iibereinstimmt.

. 66. Die Falle ac~ 6
2

&amp;gt; und &amp;lt; 0. Wir haben in

dem vorhergehenden Paragraphen alle bei der Transformation des

Ausdruckes ax *-\-%bx y -\-cy
&amp;lt;*

in pX*-{-rY* vorkommenden Win-

kelfunctionen durch a, b, c, cp, p und r ausgedriickt, diese beiden

letzten Grossen aber als Wurzeln der quadratischen Gleichung ge-

geben:

2 a 26 cos cp -f- c ac 6
2

a--:
---- Z -\

--
:

-
s = 0.

sin
cp

sin
cp

Es sei nun erstens ac 6
2

positiv gleich K*, so werden, da

pr ; 5, p und r gleiches Zeichen haben, und weil:
sin

cp

-ac a

= (a

also wesentlich positiv ist, so haben in diesem Falle p und r

gleiches Zeichen mit a. Ist aber ac 6
2

negativ, so haben p und

r entgegengesetztes Vorzeichen.

Hat man demnach die Gleichung:

ax 2+ Ibxy + cy*+ 2dx+ 2ey + /&quot;

=

durch parallele VeiTiickung des Coordinatensystems auf die Form

gebracht ax?*-{-2bx y +cy *-\
---/

T^ = 0, und durch Einfuh-
CfC O

rung des passenden rechtwinkligen Systems mit dernselben Anfangs-

punkte auf pA
2+rF2

-|
--: - = 0, so braucht man nur zu

setzen :

Joachimsthal Elemcnte. 2. Ann. R
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p(ac b
2

) _1_ r(ac 6
2

) _1_
~T~

~~

A ~~^~~
:

J5

um schliesslich eine Gleichung zu erhalten von der Form:

x* r
T T

dies setzt natiirlich voraus, dass ^/^O 1st. 1st dies erfiillt, so

haben A und B gleiches Zeichen, wenn ac 6
2

positiv ist, und

P tf

zwar sind beide positiv, wenn ~-,
- -

negativ sind; da aber ap,

ar nach einer vorhergehenden Bemerkung gewiss positiv sind, und

-y
=

^-,
so werden A und B beide positiv scin, wenn // und a

X 2 F 2

entgegengesetztes Zeichen haben. Die Gleichung r+ -ir = 1

stellt alsdann eine Ellipse mit den Axen 2}4, 2}5 vor (vgl. . 61,

I. 3). Haben a und A gleiches Zeichen, so sind A und B beide

X2 Y2

negativ, und die Gleichung r- -[-
= 1 ist ohne geometrische

-4 -D

Bedeutung. Ist ac b* negativ, so haben A und 5 ungleiches
v-2 y2

Zeichen und ---
{-

1 ist die Gleichung einer Hyperbel. Die
A -D

Discussion des Falles /I = iibergehen wir, da die Untersuchung

von pX
2

-}-rF
2

schon oben geluhrt worden ist (. 61,

I. 2; II. 1).

Vereinigen wir die gefundenen Resultate, so haben wir den

Satz:

,,Die quadratische Gleichung:

,,oder:

(* a) (z c) (z

,,hat stets zwei reelle Wurzeln p und r; mit Hilfe der-

,,selben kann man einen Winkel a durch eine der Glei-

,,chungen bestimmen:
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2
r a . 2 a/?

cosa ,
sina =

r p r p

(2)

cos (cp of)

2 = r c
a)

2
~~ P

acosg) b

(r p)s mq&amp;gt;

r cos cp b
cos a cos

(q&amp;gt; a) = ,

. , ccosop b
, sm(ep a)cos(cp a)

--?--- --
,

(r p) sin 9

sin a sin ((p a) = pcoscp 6

rp
,,welche in Folge der quadratischen Gleichung zusam-

,,men bestehen.

,,Macht man alsdann in der Gleichung zweiter Ord-

,,nung:

(3) a

,,die Substitution:

x =-
be cd

Fcosa),

,,welches die Transformationsformeln eines schiefwink-

,,ligen Systems (x, y) mit dem Coordinatenwinkel
q&amp;gt;

in

,,ein rechtwinkliges (X, Y) sind, so geht (3) in:

,,iiber, wo:

p(ac~b
2

) r
(a6._6

2

)

f = acfae cd^-fb +Zbde

,,sind.&quot; Wir setzen hierbei voraus, dass J und acb* von
Null verschieden sind *), und dass (1) keine gleichen Wurzeln hat,

*) 1st z/ = und ac b- von Null verschieden, so verschwinden
A und 7?, d. li. es werden die Quadrate dor Ilalbaxm cits Kegolsclinitts (4)

8*
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d. h. dass die beiden Gleichungen a = c, a cosy = b nicht statt-

finden (. 65, 16). Es braucht kaum erwahnt zu werden, dass,

wenn der urspriingliche Coordinatenwinkel rp ein rechter ist, obige

Formeln sich sehr vereinfachen.

. 67. Der Fall ac 6
2 = 0. Ist ac 6

2

0, so kann

man im Allgerneinen die Gleichung:

(1) ax*-}- %bxy + cy
2

-{- Idx -f- %ey + f =
nicht auf einen Mittelpunkt beziehen; denn durch die Auflbsung der

Gleichungen (. 63, 3) :

erhalt man:

be cd

ac ft
2

also wegen ac tf 0, fur und ?? unendliche Werthe. Ist je-

doch be cd = und bd ae = , so werden 5 und 17
= - -

,

d. h. unbestimmt. In der That, die Bedingungen :

(4) ac b~ 0, be cd = 0, bd ae =
driicken aus, dass die linken Seiten der Gleichungen:

sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden. Eine der

beiden Gleichungen ist demnach uberfliissig, und zur Bestimmung

der beiden Grossen und 77 bleibt nur die andere ubrig. Es giebt

demnach unzahlig viele Punkte (|, ?;), welche als Mittelpunkte von

(1) in diesem Falle angesehen werden konnen, und zwar liegen

sie sammtlich in einer Geraden. Vergleicht man die Bedingungen

(4) mit den Relationen:

unendlich klein, wahrend ihr Verhaltriiss - = endlich bleibt, jenach-

dem also ac 6 2
~&amp;gt; oder &amp;lt;C

ist (. 62, V.), lasst sich der Kegelschnitt (3)

ansehen als eine Ellipse oder eine Hypeibel mit verschwindend kleineii

Axen (vgl. . 103). Im Besonderen kann man demnach jede zwei sich

durchschneidende gerade Linien betrachten als eine Hyperbel, deren Axen

sich auf Null reduciren, und in diesem Sinne den Schnittpunkt derselben

als Mittelpunkt dieser ITyperbel ansehen. H.
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j

(ac
- b

z

) (af- d 2

)
-

(ae -bdy = aJ,

(ac 6
2

) (cf e*) (be
-

erf)
2 = cJ,

so sieht man, dass aus denselben nothwendig J= erfolgt. Die Glei

chung (1) driickt also, wenn sie nicht jeder geometrischen Bedeutung

entbehrt, zwei parallele Geraden aus
;
und in der That kann jeder Punkt,

der auf einer Geraden liegt, welche von den beiden Parallelen gleich-

weit absteht, als Mittelpunkt des Systems angesehen werden.

Wahrend also im Allgemeinen, wenn ac 6
2=

ist, die Fort-

schaffung der Glieder erster Dimension nicht moglich ist, kann

man wiederum ein rechtwinkliges Goordinatensystem (X, Y) mil

demselben Anfangspunkte annehmen, so dass in der transformirten

Gleichung das mit XY behaftete Glied fehlt. Die oben gefundenen

Formeln vereinfachen sich wesentlich; denn die quadratische Glei

chung (. 65, 15) wird:

a 2&coso&amp;gt;-}-c
/ a 26cosflp-j-c\

*
2

z f-- = 0, Oder: *(* : f-i J = 0:
smqp \

sing)
/

sie hat also die beiden Wurzeln:

a 26 cos (f 4- c
p 0, r = :

~
,

smy
2

und die Translbrmationstbrmeln werden:

x = .
[Xsin(g&amp;gt; a) Fcos(fjp a)),

iXsina+Fcos[
sin9

wo (. 65, Form. 17 und 18):

acosop
2

26coscp + c 2 asinop
3

cos a -*-7--
1

sina =- --
a 26 cosy -\-c

sin op (a cos op 6)
sin a cosa =-^r

-- -- u. s. w.
a 26 cos

cp+ c

Mit Hilfe derselben wird ax*-{-2bxy-}-cy
2

, wegen p = 0, in rF3

verwandelt, der Ausdruck erster Ordnung Zdx -j- ley+ f geht in

einen ahnlichen 2DX+2EF+ F^ also die gauze Gleichung (1) in:

(5) rF2+WX+ 2EF+ F =
iiber. Schreibt man datur:
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(6)

und setzt:

-- ---- * - P
r

- &quot;&quot;

r

so wird daraus:

welche Gleichung, wenn man im Punkte (, ??) neue, dem (X, F)-

Systemc parallele Axen annimmt, in die gcwohnliche Form der

Parabelgleichung ubergeht.

Die vorhergehcnde Transformation wird fiir D = unmoglich ;

in diesem Falle stellt die vorgelegte Gleichung keine Curve, son-

dern die in . 62, IV. und V. erwahnten Ausnahmefalle dar.

. 68. Bcispiele. AlsAnwendung der in den vorhergehenden

Paragraphen cntwickelten Theoric wollen wir die Gleichung
zwischen schiefwinkligen Coordinaten:

x 1

y
2

untersuchen. Mil ax*+ Ibxy + cy
2

-}- 2dx + Zey+ f=Q verglichen,

ergiebt sich:

a==
D T b== ^ C==

DT d = 6==0 f^-rl*

also ist:

Die Gleichung ist schon auf den Mittelpunkt bezogen; urn sie auf

die rechtwinkligen Hauptaxen zu beziehen, ist die quadratische Glei

chung:

(2) j2-

aufzulbsen. Sind die Wurzeln derselben p und q, so ist die Glei

chung der Curve, auf die Hauptaxen bezogen:

X2
. Y 2

wo:
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1st. Schreibt man denmach a = =, wodurch (2) in:

J_ i- / i
. IN .

i _
**

2
&quot;

wsin^V/)*
&quot;*&quot;

J9V&quot;
1

&quot;

/&amp;gt;J0*sing&amp;gt;

9

oder in:

(3) M 2

(D
2

+D&amp;gt;)
ti + D a

l&amp;gt;J

sin ^
2 =

iibergcht, so sind ^4 und B die Wurzeln von (3); A imd 5 sind

aber die Quadrate der halben Axen eincr Ellipse, deren conjugirte

Durchmesser
2Z&amp;gt;,

und 2Z) sind und welche den Winkel
(p mil ein-

ander bilden. Weil nun:

so folgt daraus, dass die Summe der Quadrate zweier conjugirten

Halbmesser der Summe der Quadrate der Halbaxen, und dass das

Parallelograrnm zwischen zwei conjugirten Durchmessern (^DD i
sin

(p)

dem Rechtecke zwischen den Hauptaxcn (^AB) gleich ist, was

mil . 34, IV. und V. iibereinstirnmt.

Als zweites Beispiel, dessen Durchfiihrung wir dem Leser tiber-

lassen, moge die Gleichung zwischen rechtwinkligen Goor-

dinaten dienen:

wo / und m positive Grossen bedeuten. Macht man die Gleichung

rational, so erhalt man:

und daraus:

Weil ac 6
2 = 0, so stellt (5) eine Parabel vor; man liberzeugt

sich leicht, da die Annahme von y = die Gleichung (5) in

(.
--

\j
= 0, oder in eine quadratische Gleichung mil zwei gleichen

Wurzeln verwandelt, dass die Abscissenaxe Tangente der Curve ist;

dasselbe gilt fur die Ordinatenaxe (. 104). Die Transformations-
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formeln:

verwandeln die Gleichung (5) in:

4/
2 m 2

v
.A.

Neimtes Kapitel.

Fundamentalsatze aus der Theorie
der Trans versalen.

. 69. Das Verhaltniss (ax { + /%, + y) : (aa?t + /% + y).

Wir haben gesehen (. 6), dass, wenn (x, y), (x {
, y,) mid (#2 , t/2 )

drei Punkte a, b und c einer Geraden sind, die Gleichung stattfindet

x x. ab y y t ,

ab--- + ,
--- = -r

,
wo das obere Oder untere

x x.,
~
ac y ?/2

~
ac

Zeichen gilt, jenachdern a ausserhalb Oder innerhalb be liegt.

Nennen wir dies Verha ltriiss mit dem angemessenen Vorzeiehen

versehen A_, so ist x x
i
= l(x a?,,), y y l

= A(y 1/2 ),

woraus:

Eliininirt man aus diescn Formeln A, so kommt man auf die

Gleichung der Geraden, die durch b und c geht (. 18, 3).
- - Es

sei a Oder (x, y) der Durchschnitt von be und der Geraden:

(2) ax + 0y+ y = Q.

Setzt man die Werthe aus (1) in (2) ein, so erhalt man:

A^).4- (l_A) = 0,
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woraus :

__
&quot;

welchen Ausdruck man in (1) zu substituiren hat.

1st:

(3*) ax, + fty,+ r = ccx,+ fyt+ y,

so wird A 1, und zufolge (1) a; = y = oc; d, h. (3*) 1st die

Bedingung, damit die durch (#,,#,) und (#2 , t/2 ) gehende Gerade

der Linie (2) parallel sei. Erinnert man sich der Bedeutung von

A, so folgt aus (3) der Satz:

1st p = die Gleichung einer Geraden; sind ferner

p {
und /?2

die Werthe, welche die linke Seite dersel-

ben annimmt, wenn (x^ ?/,)
und (a?2 , */2 )

oder die Coor-

dinaten zweier beliebigen Punkte b und c statt der

laufendenCoordinatensubstituirtwerden, undistader

Durchschnittvon be und der Gerade n p =0, so hat man:

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem a

ausserhalb oder innerhalb be liegt*).

. 70. Anwen dung. Hieraus folgt unmittelbar das in der

Anmerkung zu . 23 Gesagte; urn auch die iibrigen Bemerkungen

aus jenem Paragraphen mit Hilfe dieses Satzes abzuleiten, fiigen

wir noch folgende einfache Betrachtungen hinzu. Sind 6, und c,

die Fusspunkte der von b und c auf die Gerade ax -f-

(oder p = 0) gefallten Lothe, so ist in jedem Falle = L
,

ac cc,

*) Wenn man bei Bezeichnung einer geradlinigen Strecke AB festsetzt,

(lass durch den ersten Buchstaben jedesmal der Anfangspunkt und durch

den zweiten Buchstaben ausser dem Endpunkt zugleich der Sinn der

Richtung, in welchera die Strecke zu nehraen ist, ausgedruckt werden soil,

so dass also AB r= BA oder AB-\-BA = ist, so kann man in dem

obigen Paragraphen das doppelte Vorzeichen zur Bezeichnung des Verhait-

nisses A = = + erubrigen, weil, je nachdem der Punkt a ausser-
Pt a &amp;lt;&amp;gt;

halb oder innerhalb be liegt, die Linien ab und ac gleiche oder-entgegen-

gesetzte Richtung haben
,

also ihr Verhaltniss positiv oder negativ wird.

Ebenso ist das Product ab.ac als positiv oder negativ anzusehen, je nach

dem a ausserhalb oder innerhalb be liegt. H.
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also nach dem vorhergehenden Satze - = + Wir wollen
cc

{

~
p2

der Einfaehheit halber b und c auf einer Seite der Geraden p =
hh /*/*

annehmen, dann 1st also - = - Fiir einen dritten Punkt
P, P,

(x3 , y3 )
oder d auf derselben Seite, der aber mil be nicht in

einer Geraden zu liegen braucht, hat man wieder -*-,
dd, p,

also - - - Nennt man den Werth dieser gleichen
Pi P* P3

Briiche Q, so ist also die Lange P
l

des von irgend eineni

Punkte (2P,, y { )
auf die Gerade ax -\- fty -\- y = Q gefallten

Lothes = Q(ax l -\- fy l +y), wo der Factor
(&amp;gt;

t iir alle Punkte

auf derselben Seite der Geraden constant bleibt und

wie wir ohne weiteren Beweis hinzufiigen
- - fur alle Punkte

der anderen Seite in @ iibergeht.

1st z. B. P das vorn Anfangspunkte auf die Gerade gefallte

Loth, so hat man P =Qy, also:

wo das obere oder untcre Vorzeichen zu nelnnen ist, jenaehdem

(a;,, y t )
mil dem Anfangspunkte auf derselben Seite der Geraden

liegt oder nicht. Eine Vergleichung unserer jetzt erhaltenen Aus-

drucke rnit den fruheren Formeln (z. B. . 60, Form. 19) giebt fur

den Ausdruck:

-J/V

Die Lange der von (x^, y { )
unter dem Winkel c nach

p
ax -\-fy-\-y gezogenen Geraden ist ^-L

,
also gleich

. 71. Transversale durch eine geradlinige Figur.

Es seien (a;,, y,), (a?a , yt ), (a?3 , y3 )
die drei Ecken ^4, JB, C eines

Dreiecks (Fig. 49); die Gerade G, oder:

schneide BC in A , AC in J?
f

, AB in (7; dann ist nach dem Satze

des . 69:



Theorie der Transversalen. 123

AC_ j^ ,BA^ _pjL ,- BO
~

PS
~ CA

~

p 3
-AB

~

Pl

Die Multiplication dieser Gleichungen giebt rechts -f- 1
, also

muss links das Vorzeichen Minus gar nicht Oder zweimal vorkommen,

d. h. von den drci Durchschnittspunkten A , Bf

, O der Geraden G
mit den Seiten des Dreiecks ABC kbnnen nur entweder zwei oder

keiner auf den Seiten des Dreiecks selbst vorkommen, und ausser-

dem ist:

(1) BC -CA -AB

Dies giebt folgendcn Lehrsatz:

Die sechs Entfernungen zwischen den Ecken des Drei

ecks A, B, C und den Durchschnitten A , B f

, O einer

Geraden G mit den Seiten (less el ben lassen sich in

zwei Gruppen theilen (AC , BA , CB und AB , BO, CA ),

so dass die Entfernungen, welche einc Gruppe bilden,

keinen gemeinschaftlicben Endpunkt haben; das Pro

duct aus den Stiicken der einen Gruppe ist gleich dem
Producte aus den Stiicken der anderen.

Dieser Satz gestattet folgende Umkehrung:

Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks BC, CA, AB
oder auf ihren Verlangerungen drei Punkte A , B , C
an mit der Bedingung jedoch, dass auf den Seiten

selbst zwei dieser Punkte liegen, oder keiner -- und
finrdet die Gleichung (1) statt, so liegen A , B , O auf

einer Geraden.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Der directe Satz gestattet eine Ausdehnung auf jedes Vieleck;

wir wollen dieselbe an einem Viereck ABCD (Fig. 50) nachweisen.

Die Gerade G schneide die Seite AB in A , BC in B , CD in C,
DA in D , so ist, mit Beibehaltung der angenommenen Bezeichnung :

. -

~BA
&quot;

Pz CB

C0 DD

Da das Product der rechten Seiten dieser Gleichungen
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giebt, so schliessen wir wie oben, dass von den vier Durchschnitts-

punkten nur eine gerade Anzahl auf den Seiten selbst liegen kann,

und dass ausserdem:

AA -BB -CO-DD = AD -BA -CB -DC .

. 72. Gleichung einer Geraden, welche durch den

Durchschnitt zweier anderen geht. Sind p und q der Kiirze

halber die Ausdriicke ax -f- % + ci a x + b y + c
r

9 ferner a und /?

zwei von x und y unabhangige constante Grbssen, so stellen die

Gleichungen:

(1) p = 0, (2) = 0, (3) ap + ftq
= Q

drei durch einen Punkt gehende Geraden dar.

In der That ist (3) wie (1) und (2) von der ersten Ordnung,

und da der Durchschnittspunkt von (1) und (2) die Ausdriicke

p und q gleich macht, so geniigt er auch der dritten Gleichung

(- 12).

Umgekehrt lasst sich die Gleichung jeder Geraden,

welche durch den Durchschnitt von (1) und (2) geht,

unter der Form (3) darstellen. Denn es sei (x { , /,)
ein

zweiter Punkt derselben, so kann man a und ft so bestimmen,

dass seine Goordinaten der Gleichung (3) genugen. Es ist dazu

erforderlich, dass:

a (ax, + by l + c) + ft (a x { + b y, + c )
= 0, oder : ap l + ftq t

=

sei; woraus ^- = ** Substituirt man diesen Werth in (3)
ft Pi

a
oder in

qp-}-q
= 0, so erhalt man:

Pi &amp;lt;li

Die Form dieser Gleichung macht es ersichtlich, dass sie eine

Gerade darstellt, welche durch (#,, t/,)
und den Durchschnitt von

(1) und (2) geht. Jede andere Gleichung derselben Geraden konnte

sich von (4) nur durch einen constanten Factor unterscheiden

(. 17, Anm.).

Anm. Die Gleichung /)-f-A&amp;lt;/
= stellt eben so allgemein

wie (3) die Gleichung einer durch den Durchschnitt von (1) und

(2) gehenden Geraden dar. Soil sie auch q darstellen , so
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muss man &amp;gt;t unendlich nehmen, wodurch in der That
-y- -f- q =

in q ilbergeht.

. 73. Transversalen durch einen Punkt und die

Ecken eines Dreiecks. Es seien wiederum
a?,, y{ ; x.

z , yt ;
o?

3 , y3

die Coordinate!! der Ecken A, B, C eines Dreiecks (Fig. 51). Man

ziehe durch einen beliebigen Punkt die Geraden AO, BO, CO,

welche die Gegenseiten in A , Bf

, C treffen. Die Gleichungen von

BO und CO seien bezuglich p = 0, q 0, also die von AO

Wir haben ferner nach . 69:

q,

Weil aber B in p
~

liegt, so ist p.2 =0; und ebenso fmdet sich

&amp;lt;73
= 0. Dadurch geht (1) Uber in:

-CA
&quot;

q, p,

&quot;

q, p3

oder :

2 P,

Es ist aber:

- PL

g,

-

l?C&quot; p,

also:

^C \&quot;^BOJy^A9

Da rechts 1 steht, so kann auf der linken Seite dieser Glei-

chung das negative Vorzeichen nur dreimal oder einmal vorkommen,
d. h. von den Punkten A , B , C1

liegen drei oder einer auf den

Dreiecksseiten selbst, und ausserdem ist:

(3) AC -BA . CB = AB - BO- CA ;

oder in Worten:

Wenn man die Ecken eines Dreiecks mit einem belie-

bigen Punkte verbindet, so bestimmen diese Geraden
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auf den Seiten des Dreiecks sechs Segmente, so dass

das Product dreier unter ihnen, welche keinen ge-

meinschaftlichen Endpunkt haben, dem Producte der

drei iibrigen gleich 1st.

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

Nirnmt man auf den Seiten cines Dreiecks EC, CA, AB
oder auf ihren Verlangerungen drei Punkte A , B , O
an -- mit der Bedingung jedoch, dass auf den Seiten

selbst eine ungerade Anzahl liegen soil und findet

die Gleichung (3) statt, so treffen sich AA , BB , CO in

einem Punkte.

Wir iibergehen den Beweis dieser Umkehrung. Um die wei-

teren Anwendungen des in . 72 ausgesprochenen Princips nicht

unterbrechen zu miissen, schalten wir die wesentlichsten Satze iiber

harmonische Punkte hier ein.

. 74. Harmonische Punkte. Aus den Elementen ist be-

kannt, dass, wenn drei Punkte a, b, c in gerader Linie (etwa auf

der Abscissenaxe) gegeben sind, man keinen \ierten Punkt d finden

kann, der mit b gleichzeitig innerhalb oder ausserhalb ac lage, und

fiir den die Proportion:

dc be

stattfande. Dies konimt, wenn wir x,x^xt1
x

3
die Abscissen von

a, b, c, d nennen, analytisch genommen, darauf liinaus, dass, wenn

und x
3 ,

x und x
t

verschiedene Grossen sind, die Gleichung

welche mit (1) gleichbcdeutend ist (.6),

3

&quot;~ x

unmoglich stattfmden kann; sic reducirt sich niimlich nach Fort-

schaffung der Nenner auf (x.A x
i )(x.i x) = 0. Setzt man aber

fest, dass d ausserhalb ac liegen soil, wenn b innerhalb ist, und

umgekehrt, so lasst sich die Gleichung (1) inimer und nur auf

eine einzige Weise erfiillen; diese neue Festsetzung verlangt namlich,

dass die Briichc - und --
gleichen Zahlenwerth, aber

^
3
-^

2 i t

entgegengeselztes Zeichen liaben sollcn, oder dass:
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woraus folgt:

In Bezug auf die Strecke bd liegen von den beiden Punkten

a und c ebenfalls der eine innerhalb, der andere ausserhalb, und

da man die Proportion (1) auch -7- = -7- schreiben kann, so se-
ab cb

hen wir, dass die Punkte a und c ihrer Lage nach zu der Strecke bd

sich ebenso verhalten, wie die Punkte b und d zu der Strecke ac.

Zwei Punktepaare einer Geraden (wic a und c, b und

d) heissen vier harmonische Punkte, wenn die Entfer-

nungen des einen Paares von dem einen Punkte des an-

deren, den entsprechenden Entfernungen von dem an-

deren Punkte proportional sind; die Punkte eines jeden
Paares heissen conjugirte *). Vermittelst (3) kann man, wenn

drei der vier harmonischen Punkte bekannt sind, den letzten ohne

Zweideutigkeit bestimmen. 1st jedoch:

x-}-xt 2#! 0,

d. h. ist b die Mitte von ac (. 6), so wird x
3 unendlich; man sagt

daher, dass der Mitte von ac der unendlich entfernte Punkt der

Geraden conjugirt sei.

Aus den Gleichungen (2) und (3) lassen sich durch passende
Wahl des Anfangspunktes der Abscissen neue Eigenschaften von

vier harmonischen Punkten ableiten, von denen wir wenigstens zwei

mittheilen wollen. Lasst man den Anfangspunkt mit a zusaminen-

fallen, so wird x = 0; dadurch verwandelt sich (2) in:

x. x
1 = 0, oder: x. #,4- x* x, Zx. x. = 0,x

2
-x

(
x

z
x

3

woraus durch Division mit 2#
1
#

2
#

3
:

*) Setzt man fest, dass die geradlinigen Strecken da, dc, ba, lc zu-

gleich deren Richtung ausdriicken (. 69, Anin.), so hat man zur Definition

der beiden harmonischen Punktepaare a, c und 6, d die Gleichung:

da ba da . ba
-r- = 7 oder: \- -=0.
dc be dc be II.
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Lasst man den Anfangspunkt mil b zusammenfallen, oder macht

in (2) x
i

= 0, so erhalt man :

1 /I 1

u. s. w., ninnnt man also einen von vier harmonischen Punkten zum

Anfangspunkte und bildet die reciproken Werthe der Abscisse seines

conjugirten Pimktes, so wie der Abscissen des anderen Paares, so

ist der erste das arithmetische Mittel aus den beiden anderen.

In Fig. 52 ist demnach:

ac \ab ad bd

und ahnlich:

db
~

Ist die Mitte o der Strecke ac Anfangspunkt der Abscissen

also x
t
= x, so verwandelt sich (3) in x.

3
= oder x

t
x

3
= x.

x
l

Da demnach x
{
und x

3 gleiches Zeichen haben miissen, so folgt

hieraus, dass von der Mitte o zweier conjugirten Punkte (a und c)

aus die- beiden anderen (b und d) nach derselben Seite zu liegen

miissen, und zwar so, dass:

2 2

(5) oa = oc =ob-od.

Die Gleicbungen (4) und (5) konnen ebenfalls als Definitionen

von harmonischen Punkten benutzt werden (. 26).

.75. Gleicbungen harmonischer Strahlen. Man nennt

harmonisches Strahlenbuschel vicr Gerade, die von einem

Punkte (Fig. 53) nach vier harmonischen Punkten A, B, C, D

gezogen sind; die Geraden OA und OC, OB und OD, welche durch

die conjugirten Punkte gehen, heissen conjugirte Strahlen.

Liegt unendlich entfernt, so sind die vier Geraden parallel.

Aufgabe. Wenn die Gleichungen der drei Geraden

OA, OB, OC gegcben sind, die Gleichung dcs zu OB con

jugirten vierten harmonischen Strahles zu finden.
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Auflosung. Es seien
a?,, y {

und a?
3 , y3 beziiglich die Coor-

dinaten von A und C, ferner:

(1) Gleichung von OA: p = 0, Gleichung von OC:
&amp;lt;/

0,

Gleichung von OB: ap -\-fiq-Q,

und die gesuchte Gleichung des viertcn harinonischen Strahles OD:

(2)

wo das Verhaltniss zu bestimmen ist. Wir haben zufolge . 69:
f.i

AB
tcfi- o

weil p (

= und g3
= 0, und ebenso :

Da von den Punkten B und D der eine innerhalb, der and ere

ausserhalb der Strecke AC liegt, so sind in (3) und (4) verschie-

dene Vorzeichen zu nebnien; und ausserdem ist - = --
CB CD

also muss -f-^- == T^-, d. h.:-

~ = -

sein. Substituirt man diescn Werth in (2) odor p -\
~-

q = 0, so
A

erba lt man:

(6) ap-ftq = Q,

welches demnach die Gleichung der zu OB conjugirten Geraden
OD ist.

.76. Transversalen durch ein harmonisches Strali-

lenbiischel. Umgekehrt sind die Schnittpunkte A, B, C, D
jeder Transversalen mit vier Geraden, deren Gleichungen der Reihe

nach sind:

(1) p = 0, a

vier hannonische Punkte. Demi nennen wir wieder
(a?,, y { ] die

Coordinate!! von A; x
3 , y A

die von C, so fmdet man, wie vor-

. AB ftq t
AD 8qhin

*

i&quot;7^w-

=
-TT- un(1 7^- = &quot; j~^- Daraus schliesst manto ap.A CD ap3

J oachimstlial Elementc. 2. Aull,
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zuerst, dass die Lage von B und D in Bezug auf AC eine ver-

schiedene ist, und dass _ __-, wir haben also den Satz:
La Lit

I. Kin harmonisches Stralileubiischcl wird vouje-
der Transversal en in vier harmonise hen Punklen ge-
sehnitten.

Ist die Transversale einer der vier Geraden (1), z. B. der Ge-

raden ap fiq
=

(), parallel, so haben die drei anderen Schnitt-

pnnkte A y B, C (Fig. 54) eine speeielle Lage. Nach . 69, Form. 3*

miissen alsdann die Werthe, welche ccp ftq annimmt, wenn man

#, , y {
und a?

3 , y3
statt x, y einsetzt, gleich sein; dies giebt

ctp^
=

ftql
oder -LiL = _ 1. Vergleicht man dies mit Glei-

ehung (3) des vorhergehenden Paragraphen, so sieht man, dass B
innerhalb AC liegen und AB = BC sein muss, d. h. B ist die Mitte

von AC; also:

II. Schneidet man ein harmonisehes Strahlenbiisehel

durch eine Parallele zu einom der vier Strahlen, so wird

der DnrchschniU mit dem eonjugirten Strahl die Mitte

der beiden anderen Durchsehnitte sein*).

Weil die Mitte zweier eonjugirten Punkte und der iinendlieli

entfernte Punkl einer Geraden als das zweite Paar eonjngirter harmo-

niseher Punkte angesehen werdeu konnen (. 74), so ist dieser Satz

mir ein specieller Fall des vorhei gehenden. Der umgekchrte Satz,

dass namlich drei Strahlen, die man von luich drei Punkten in

gerader Linie A, B und C gezogen hat, wo AB = BC, mit der Ge

raden dureh 0, die AC parallel ist, ein harmonisehes Strahlen-

*) Man kann bci eincni harmonischen Str;ihlenl)iischel das eine Paar

conjugirter Strahlen als cinu Hypcrbcl mit unendlich klcinen Axen ansehen

(. 66) und jede Durchschnittsgcrade demnach als eine Sehnc: alsdann er-

giebt sich aus Satz II., class die Mittclpunktc aller einer gegebenen Rieh-

tnng parallelen Sehnen
,
auch wenn die Hyperbcl sich auf ein System ge

rader Linien reducirt
,

auf einer geraden Linie liegen, und zvvar auf der

sour gegebeneu Richtung eonjugirten harmonischen ,
d. h. in einem har-

monischen Strahlenbiisehel lasst sich das eine System conju

girter Strahlen als eineHyperbel mit unendlichkleinenAxen,

das andere als ein System conjugirter Durchmesser auffassen.

H.
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biischel bilden, lasst sich aus dem vorhergehenden sowohl direct

als indirect leicht nachweisen.

Die Beweise in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen

sind auf cin harnionischcs Strahlenbiischel, das aus vier Parallclen

besteht, nicht anwendbar; man liberzeugt sich jedoch leicht durch

elemental-- geoinetrische Betrachtungen, dass 1 iir dieselbeii Satz I.

giiltig bleibt.

. 77. Lehrsatz. Construction des vierten harmoni-
schen Strahles. Es seien:

(1) p = 0, (2) g = 0, (3) p + /ty
= 0,

die Gleichungen dreier Geraden P, Q, Q (Fig. 55), welche sich in

a treffen. Denkt man sich durch einen Punkt b in Q zwei andere

Geraden, R und S, gezogen, deren Gleichungen:

(4) r = 0, (5) s =
sein mbgen, so wird sich Q auch durch cine Gleichung von der

Form :

(6) a r+ /ft =
darstellen lassen. Die Ausdriicke links in (3) und (6) konnen sich

nur durch einen constanten Factor unterscheiden, da sie dieselbe

Gerade darstellen; wir wollen ainiehmen, dass a und ft mit dem-
selben schon dividirt seien, dann sind die linken Seiten identiscli

gleich, d. h. ctp-\- ^q=a r-{-^s. Es folgt hieraus ap a r=fi s ftq;
da aber ap a r = die Gleichung einer durch den Durchschnitl

von P und R oder durch d, fi s pq = o die Gleichung einer

durch den Durchschnitt von S und Q odor durch f gehenden Ge

raden ist, so stellt:

(7) ap a r

die Gerade df dar. Ebenso hat man ftq a r fi s ap, und

Iblgert, wie vorhin, dass:

(S) /ty
- a r =

die Gleichung einer Geraden ist, welche sowohl durch den Durch
schnitt e von Q und R, als durch den Durchschnitt c von S und P
geht, d. h. dass (8) die Gleichung von ce ist. Zieht man (7) und (8)
von einander ab, so muss die Gerade, deren Gleichung (7) (8)

=
ist, durch den Durchschnitt o von df (7) und ce (8) gehen; das

Resultat der Subtraction ist:

9*
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(9) ap
-

flq
= 0,

cine Gleichung, welchc auch durch a, den Durchschnitt von P und Q,

befriedigt wird, d. li. (9) ist die Gleichung von oa. \Vie wir aus

. 75 und 76 wissen
,

ist (9) oder P der vicrte harmonische

Strahl zu P, Q, Q , und lelzterem conjugirt.

Da in (9) keine der Grossen cnthalteii ist, die sicli aut den

Punkt b und die Geraden R und 8 beziehen namlich a
, /? , so wie

die Ausdriicke erster Ordnuiig r und s, so folgt daraus, dass wenn

man dieselbe Construction fur andere Punkte b , b&quot; . . der Geraden

Q wiederholt, die Kreuzungspunkte o , o&quot; . . der Verbindungslinien

e c und d f , e&quot;c&quot; und
d&quot;f&quot;,

. . iinmer in derselben Geraden (9)

liegen. Wir haben also den Satz :

Nimml man in Q , einer geraden Linie, welche mit

P und Q durch denselben Punkt a gent, einen belie-

bigen Punkt b an und zieht durch inn irgcnd zwei

Geraden R, S, welchc P und () in vicr Punkten schnei-

den, so lassen sicli letztere durch zwei neue Geraden

verbinden, ec, df, deren Durchschnitt o mit a ver-

bunden, eine const-ante, d. h. nur von P, Q und Q 1 ab-

hangige Gerade ist. Dieselbe bildet mit ihnen ein har-

monisches Strahlenbuschel und ist der Geraden Q
conjugirt.

Dieser Satz giebt die ciniachste Methode an, uin zu drei har-

monischen Strahlen den viei ten zu linden. Wir wollen in dem fol-

genden Paragraphen eine andere Aussage desselben geben.

.78. Vollstandiges Vicrseit. Construction des viei

ten h arm o n i s c h e n P u n k t e s. Vier unendliche Geraden P, Q, R, S

(Fig. 56) bilden ein vollstandiges Vierseit; ihre sechs Durchschnitts-

punkte bilden drei Paare gegeniiberstehender Ecken a, b; e, c; f, d,

welche durch drei Diagonalen verbunden werden; dieselben schnei-

den sich genugsam verlangert in drei Punkten o, o
|5

o
2

. Nach

. 77 sind ab, ad, ao, ae ein harmonisclies StrahlenbUschel, worin

ab und ao, so wie ad und ae conjugirt sind. Sie schneiden dern-

nach jede Transvcrsale in vier harmonischen Punkten, solclie sind

z. B. o,, d, o, ft und o
2 , c, o, e. Zieht man also /b2 ,

so sind

f* fct f&amp;gt; fe wiederum harmonische Strahlen, und o.
2 , b, o

l ,
a

ein drittes System harmonischer Punkte. \Vir haben also den Satz:
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In jedem vollstandigen Vierseit bilden die Endpunkte
einer Diagonale und ihre Durchschnittspunkte mil

den beiden anderen vier harmonische Punkte, und

zwar sirid die Endpunkte der Diagonale das einePaar

conjugirter Punkte.

Mil Hilfe dieses Satzes kann man, wenn von vier harmoni-

schen Punkten drei, z. B. a, o^ b, gegeben sind, den vierten o
2

fmden, der zu o
l conjugirt 1st. Man ziehe zu dem Ende durch o

l

eine beliebigo Gerade o
{ df, nehme in derselben zwei Punkte an,

d und f, verbinde diese mit a und b durch vier Geraden, welche

sich noch in zwei Punkten e und c sehneiden; zieht man endlich

ec, so trifft dieselbe ab in dern gesuchten Punkte o.
t

.

Da durch a, o,, b der Punkt
2 vollstandig bestininit ist, so

muss man stets denselben Punkt o
t erhalten, welche Veranderungen

man auch mit den willkiihrlichen Elcmcnten der Construction vor-

nehmen inag. Hieraus ergiebt sich ein Satz, welcher dem in . 77

aufgestellten analog ist: er lautet:

Zieht man durch cinen Punkt 0, ,
der mit zwei an

deren a und b in gcrader Linie liegt, eine beliebige

Gerade, verbindet irgend zwei Punkte derselben d und f

mit den beiden anderen a und b, so treffen sich diese

vier Geraden in zwei neuen Punkten e und c, der en

Verbindungslinie ec die Gerade ab in einem constan-

ten, d. h. nur von a, b und o
i abhangigen Punkte

2

trifft; derselbe bildet mit ihnen vier harmonische
Punkte und ist dem Punkte o, conjugirt.

Wir bemcrken noch, dass in Fig. 56 e, d, b und der Durch-

schnitt von ao urid R, so wie f, c, b und der Durchschnitt von

ao und Q ebenfalls harmonische Punkte sind.

. 79. Homologe Dreiecke. Durch dasselbe Verfahren,

welches wir in . 77 angcwendet haben
,

konnen wir auch noch

auf andcre Siitzc kommen.

Es sei wiederum Q (Fig. 57) eine Gerade, in welcher drei Punkte

a, b, c beliebig angenomrnen worden sind; durch jeden derselben

habe man zwei Geraden P, Q; R, S; T, U gezogeri, welche bezuglich

durch die Gleichungen p 0, q = 0; r = 0, s 0; / = 0, u

dargestellt sein mogen. Dann ist die Gleichung von Q unter einer der



134 . 79, 80, 81. Neuntes Kapitel.

drei Formen darstcllbar ap -\-ftq
= 0, a r+ps = 0, a&quot;l+p u = 0.

Wir wollen voraussetzen, was erlaubt ist, die linken Seiten dieser

Gleichungen seicn durch Division init passenden constanten Factoren

identisch gleich gcniacht worden, so dass:

ap + fiq
= a r+ ps = a&quot;t + p u,

woraus:

ap a r = ps ftq,

(1)

a&quot;t = p u

Wie in . 77 schliessen wir hieraus, dass ap a r = die

Gleichung einer Geraden ist, welche sowohl durch den Durchschnitt

v von P arid R, als auch durch v
t den Durchschnitt von Q und

S&amp;gt;,

geht. Ferner geht die Gerade /? a&quot;t = durch p, den Durch

schnitt von P und T, und durch ^, den Durchschnitt von f/und Q,

und schliesslich a r a&quot;t = () durch die beidcn Punkte ^, und A
,

d. h.:

(2) p a r = 0, (3) ap a&quot; = 0, (4) a r a&quot; =
sind die Gleichungen der Geraden vv

, pp!,
AA ; und da offenbar

(4) (3) (2), so schneiden sich die drei durch sie dargestellten

Linien in einem Punkte; d. h. :

Haben zwei Dreiecke Apv und h
fi
v eine solche Lage,

dass die Seitenpaare pv , p v ; vh, v h ; &[*, A ^ sich in

drei in gerader Linie liegenden Punkten a, b, c treffen,

so gehen die Verbindungslinien der cntsprechenden
Ecken durch einen Punkt.

. 80. II mk eh rung des letzten Satzes. Die Umkehrung
dieses Satzes lautet:

Haben zwei Dreiecke A^wv und A ^V cine solche Lage,

dass die Verbindungslinien der Ecken AA
, pp ,

vv sich

in einem Punkte treffen, so licgen die Schnittpunkte
der drei Pa are entsprechender Seiten in einer Ge

raden.

Wir wollen, urn noch cine Anweridung des in . 72 erklarten

Princips zu gebcn, den directen Beweis dieses Satzes als Beispiel

hinzufugen.
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Es seieri (Fig. 57):

(1) Gleichung vori oA : p = 0,

(2)
-

Of*: q = Q,

(3)
- ov: p+ aq = 0,

(4)
- V: r = 0,

(5)
- to : p + fr = 0.

Die Gleichung von fav muss sein p-}- aq-\- y(p + /fr)
= 0, da

jUi&amp;gt;

durch den Durchschnilt von ov und Ai&amp;gt; geht. Diese Gleichung

muss jedoch auch befrierligt sein, wenn man gleichzeitig q und

r setzt, weil pv durch p, den Durchschnitt von op und hfi, geht.

Durch diese Annahmc verwandelt sich die vorhergehende Gleichung

in p(l+ y) 0, und da fur p der Ausdruck p nicht gleich Null

wird, muss y = 1 sein, also 1st:

(6) Gleichung von pv: aq fir
= 0.

Fiir die Seiten des Dreiecks A ^V findet man ahnlich:

(7) Gleichung von /X
(8)

- AV:

(9)
- ^ v : aq - ds = 0.

Bildet man die Gleichungen (5) (8)
= 0, (9) (6)

= 0, so erhalt

man beide Male:

(10) ftr Ss = ().

Dies ist demnach die Gleichung einer Gcraden, welche durch

den Durchschnitt von %v und h v , so wie durch den von fiv und

^tV geht. Da die Gerade (10) abcr offenbar durch den Durch

schnitt von r 0, 5 oder A^u und Up geht, so liegen diese

drei Durchschnittspunkte in einer Gcraden.

. 81. Die Gleichung ap -\- fiq-\- yr = 0. Es scien

p = 0, q= 0, r die Gleichungen der Seiten EC, CA, AB eines

Dreieckes. Eine bcliehige Gerade G muss wcnigstcns zwei dieser

Seiten treffen; sic moge EC in A! schneiden (Fig. 58). Ist die

Gleichung von AA : u = 0, so wird die von G: u-\-ap = ()

sein; die Gleichung u = hat aber, weil sie durch den Punkt A
erfiillt sein muss

,
die Form ftq -f- yr

=
,

also ist die Gleichung

von G unt er der Form ap+ @q+ yr
=: darstellbar.
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Sind dcmnach p = 0, q = (}, r = die Gleichungen dreier

Geraden, welche sich in drei verschiedenen Punkten

schnciden, Oder ein Dreieck bilden, so 1st die Glei-

ehung jeder beliebigcn Geraden unter der Form:

(1) ap+ ftq + yr = Q

d a r s t e 1 1 b a r.

Dieser Satz
, auf dessen Begrtindung wir spater noch einmal

korninen werden, 1st als eine Erweiterung des Satzes in . 72 an-

zusehen.

Es seien A , B , Cr
die Durchschnitte von (1) mil den Seiten

des Dreiecks ABC, so stellt flq + yr = O^oder (1) p = eine

durch den Durchschnitt A von q = und r = 0, und den Durch-

schnitt A von (1) und p = gehende Gerade, oder, wie wir

schon vorher gesehen haben, die Gerade AA dar. Ebenso sind

ap-\-yr = und ap -\-ftq beziiglich die Gleichungen von BB
und CO. In jeder Ecke des Dreiecks kommen jetzt drei Geraden

zusammen, z. B. in A die Linien AB, AC, AA ; bestirnmt man zu

diesen den vierten harmonischen Strahl, also in unserem Beispiele

den zu AA conjugirten, Aa, so wird dessen Gleichung:

(2) /?5f-yr = 0,

und ahnlich fur Bb und Cc:

(3) ccp-yr = (\ (4) ap-pq = ().

Weil aber (4) = (3) (2), so schneideri sich diese Geraden

in einem Punkte o.

Erwagt man noch, dass der Durchschnitt a und die Punkte

B, C, A vier harmonische Punkte sind und a dem Punkte A* con-

jugirt ist, dass ferner auf den beiden anderen Dreiecksseiteri das

Arialoge stattfmdet, so hat man folgenden Satz:

Nimmt man auf den drei Seiten eincs Dreiecks ABC
oder ihrcn Verliingerungen drei Punkte A , B , O in

gerader Linie, bestimmt zu je zwei Ecken des Drei

ecks (B, C) und dem auf derselben Geraden liegenden
Punkte (A

1

) den vierten harmonischen (a) und verbindet

denselben mil der Gegenecke (A), so schneiden sich

die so erhaltenen drei Geraden in einem Punkte o.
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Umgekehrt:

Zieht man durch einen Punkt o und die Ecken eines

Dreiecks drei Transversalen, wclche die Gegeriseiten

in drei Punkten treffen, und bestirnmt zu ihnen und

den Ecken des Dreiecks, die rnit ihnen bezttglich auf

einer Geraden liegen, die vierten harmonischen Punkte,

so liegen dieselben in einer Geraden.

In der That, sind #, , y l
die Coordinate!! von o, so ist:

(5)

Glcichung von Ao:

- Bo:
Pi

- Co: --
Pi &amp;lt;h

wo wir die Bcdcutung von /?,, g,, r,
ebenso wie in . 69 anneh-

nien; also ist:

A der Durchschnitt von p = und 1 0,

&amp;lt;/.

*
i

JB - - -
q = und --+ = 0,

P, ^i

Cf - - r = und - + _f

Alle drei Punkte geniigen demnach der Gleichung:

d. h. sie liegen in einer Geraden.

Man nennt zuweilen die Gerade (6) die Pol a re des

Punktes (#,, y t )
und diesen Punkt den Pol jcner Geraden

in Bezug auf das Dreieck ABC.

. 82. Die Diagonalen eiries vollstiindigen Vierseits.

Urn noch eine Anwendung des Ictztcn Princips zu geben, sci:

(7) p+ /fy + /r = 0,

eine zweite Gerade, welche die Seiten des Dreiecks ABC in
A&quot;,

B&quot;, C&quot; treffe. (In Fig. 58, auf welche wir uns noch beziehen, ha-

ben wir diese Gerade jedoch nicht gezeichnet.) Wir wollen die
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vierten harmonischen Punkte zu
A&quot;,

A , a u. s. w. bestimrnen, und

annehmen, dass A , a conjugirt seien. Bcbalten wir die Bezeich-

nungen des vorigen Paragraphen bei und selzen die Numerirung

der Gleichungen daher auch fort, so ist die Glcichung von:

Aa: (2)/fo vr =*
(siehe . 81),AA 1

:

V

AA&quot;:

Setzt man fiq yr = t, fiq -f yr
= u, so wird :

t-\-u n t

und die vorangebenden Gleichungen verwandeln sich in:

Der durcb A gebendc, zu AA 11

conjugirte Strahl ist dernnaeh:

oder :

Lost man die Klammern auf, so erhalt man ffy q-\-fpr 0,

oder:

Nennen wir daher den viertcn harmonischen Punkt zu a, A , A&quot;,

der zu A&quot; conjugirt ist, a , so ist:

a der Durchschnitt von p = und ^~-
-\
--r = 0,

und in ahnlicher Weise ist:

o

y r ct p
V der Durchschnitt von q = (\ und r +

&quot;^T

=

Die drei Punkte a ,
b

,
c liegen demnach in der Geraden:
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&amp;lt;) +

Die Aussage dieses Satzes lasst sich bei einer anderen Auf-

fassung der Figur sehr vercinfaclien. Wir haben dieselbe mit Aus-

lassung von Aa, Bb, Cc in Fig. 59 wiederholt. Weil C, A, c, B
und B , A, b, C harmonischc Punkte sind, so werden die von A aus

nach ihnen gezogenen Strahlen harraonische sein. Drei Paare dieser

Strahlen fallen aber auf einandcr (z. B. A B und A O), also wer

den auch A c und A b zusammenfallen; d. h. A , c, b liegen in

gerader Linie. Ebenso ist es init B , a, c und O, b, a. Zieht

man diese Geraden, so crbalt man ein vollstandiges Vierseit, in

welchem A a, B b, C c die drei Diagonalen sind. Die obigen Rech-

nungen beweisen demnach den Satz:

Schneidet man die drei Diagonalen eines vollstandi-

gen Vierseits durch eine Gerade und bestimmt zu je-

dem Schnittpunkte und den Endpunkten der Diago-
nale -- diese letzteren als conjugirte betrachtct den

vierten harmonischen Punkt, so liegen die drei so er-

haltenen Punkte in einer Geraden.

Anra. Es sind die Gleiclmngen von:

A 1A: pq-\-yr = (],

A B: p = Q,

A B :

also die Gleichung des dem Strahl A B conjugirten Slrahles A cb:

ebenso lassen sich die Gleichungen von B ac, Oba bestimmen.

Wahlt man demnach als die Gleichungen der Diagonalen
eines vollstandigen Vierseits:

p == 0, q = 0, r == 0,

so sind die Gleichungen der vier Seiten:

=
&amp;lt;&amp;gt;,

(12)
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.83. Unendlich enti ernte Punkte und Gerade. Essei:

(1) p = te + fiiy + w =

die Gleichuiig eirier Geraden; schreibt man dieselbe:

,+mJL +A =
,X X

so wird sic beJriedigt werden, wenn:

Die Gleichung (2) ist bei einem beliebigen n nur moglich,

wenn x unendlich ist; die Gleichung (2*) zeigt, dass in diesem Falle

u = --- x es auch wird, das Verhilltniss dieser Grossen abcr
m x

cndlich bleibt, 1st Lx-\-My-}-N= die Gleichung einer der Linic (1)

parallclcn Geraden, so wird (. 19, Form. 4)
= ~; bcide Geraden

haben demnach den unendlich entfernten Punkt (dessen unendlich

grosse Coordinate!! y, x eiu endliches Verhiiltniss -- = --
TJ-

ftl al

haben) mit einander gerneinschaftlich.

Es seien:

(3) q = I x -1- m y + n = 0, (4) r = l&quot;x + m&quot;y+ n&quot;
=

die Gleichungen zweier Geraden, welche mit (1) ein Dreieck bilden.

Danri kann man in einem gewissen Sinne behaupten, dass die Glei

chung:

(5) (I m&quot; l&quot;m )p + (l&quot;m Im&quot;) q + (lm
- l m)r = 0,

durch die unendlich entfernten Punkte sammtlicher Geraden befrie-

digt werde. Denn schreibt man dieselbe:

(I m&quot;- l&quot;m )l+m-- + -- f (l&quot;m lm&quot;)

--+ = 0,x x

so ist erstens, was auch scin mag:x
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(JO
^ CO

wie man sich durch Auflosung der Klamniern leicht iiberzeugt; und

(I m&quot;
- /W ) + (l&quot;m

-
lm&quot;) -f- (lm

- I m)XXX
wird =0 fiir x = oc. Man kann (5) deshalb die Gleichung
der nnendlich entfernten Geraden der Ebene nennen. Be-

nutzt man dieselbe statt der Gleichung (7) im vorigen Paragraphen,

so verwandelt sich die Gleichung (11) desselben in:

(6)
l m&quot;-l&quot;m

P +
l&quot;m-lm&quot;

7+ Im -l m

In dieser Geraden (6) liegen deinnach die Punkte, welch e je-

desrnal mil den Endpunkten der Diagonalen A a, B b, C c (Fig. 59)

und den unendlich entternten Punkten derselben ein System von

vier harmonischen Punkten bilden. Da aber zu A , a und dem un

endlich entfernten Punkte von A a die Mitte ^n A a als vierter har-

monischer Punkt zugehort, so lautet dieser specielle Fall des Lehr-

satzes im vorhergehenden Paragraphen:

Die Mitten der drei Diagonalen eines vollstandigen
Vierseits liegen in einer Geraden.

. 84. Anderer Beweis des letztcn Satzes. Da die

Granzbetrachtungen, rnit Ililfe deren man den Entwickelungen des

vorigen Paragraphen die Priicision und Strenge geben kann, welche

bei der gewahlten Dai-stellung ihncn fehlen
,

uns zu weit fiihren

wurden, so wollen wir den directen Beweis des zuletzt gegebenen
Satzes als letzte Anwendung der in diesem Abschnitte auseinander-

gesetzten Principien mittheilen.

Wir beziehen uns dabei auf die Heclinungen in . 82 und

auf Fig. 59. Es seien :

(1) Gleichung von BC: p Ix -\- my -(- n =0,
(2)

- CA : q = I x + m y + n = 0,

(3)
- - AB:

r^l&quot;&amp;lt;x\m&quot;ij-rn&quot;
= 0,
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(4) Gleichung von A C : ap -f- ftq+ yr = 0,

(5)
- A b:

(6)
- B a:

(7)
- C a:

(8)
- 4M:

(9)
- 04: /ty yr = 0.

Die Gleichung einer Parallelen rnit 1?C durch .4 ist:

A (fx + w y+ ) + ^ (/&quot;a? + i&quot;y+ n&quot;)
=

A^f f /ir
= 0,

wo:

= L
( . 19 ,

Fo ..n, 4) ,
&quot; m

oder:

A (I m lm ) + [i (l&quot;m

-
Im&quot;)

= 0,

woraus :

A l&quot;m lm&quot;

(.1
lm I m

Also wird die Gleichung der Parallelen :

(10) (l&quot;m

-
lm&quot;) q+ (lm I m) r = 0.

Sucbt man zu (8), (9) und (10) den vierten hannonischcn

Strahi, so schneidet er p in der Mitte von Aa.

Vergleicht man die zu Anfange des . 82 angestellten Recli-

nungen rnit der gegenwartigen Entwickclung, so sieht man, die

Mitte von A a ist der Durchschnitt von:

fl* y
2

p () und: - -~ r
,

l&quot;mlm&quot; Im l m

und Sihnlich die Mitte von B b ist der Durchschnitt von:

9 = und: -^^ r+^jj^^p
= 0,

und die Mitte von C c ist der Durchschnitt von:

Cfl
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Die drci Mitten liegen demnach in der Geraden:

a- F
r ~~

Im -Vm
welche Gleichung init (6) iin vorigen Paragraphen ubereinstimmt.

Zehntes Kapitel.

Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. Combi

nation eines Kegelschnittes und geradliniger

Transversaleri.

.85. Ideale Secante. Reelle und imaginare Schnitt-

pnnkte. Wenn die Gerade:

(1)

die Curve zweiter Ordnung

U = a

welche \vir in der Folge der Kiirze halber stets mil U bczeiclmcn

werden, nicht trifft, so liaben die quadratischen Gleichungen, welche

die Coordinate!! der burchschnittspunkte gebcn, imaginare Wurzeln;

d. b. diese Coordinate!! stellcn sich unter der Form dar:

(2)

wo /, /,, m, m
{

reelle Grusscn bedeuten, welche aus den Coeffi-

cienten in U und (1) zusarnmengesetzt sind. Man nennt in diesem

Falle die Gerade eine id eale Secante, die Punkte (a;,, /,), (a;a , yt )

imaginare Durchschnittspunktc. Die Gleichung erster Ord-

nung, welche sich (. 18, Form. 3) als die Gleichung der Verbin-

dungslinie der Punkte
a?,, */,

und a?
2 , \)i ergeben hat:

y(x,-x,)-x(y i ~-y.l}^-y [
x.

i -y,i
x

{

=
wird durch Einsetzen der Werthe von ar,, // t

und a?
2 , i/ 2

aus den

Gleichungen (2):

!//,
xm

{ -f- //w, ^m 0,

also reell, und kann von ax -\- fiy-\-y sich naturlich nur durch
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einen constanten Factor unterscheiden. Aber auch die Yerbin-

dungen x
{ -\-x.z , #,#2 , y,+#2 &amp;gt; 2/i2/2

werden reell, namlich:

2/i + yt
= 2m, y,y2

= w 2+ mj .

Erinnerl man sich der Bedeutung von X{

~^

X
*

, JliJt, so

muss man sagen, die Mitte der Durchschnittspunkte einer

idealen Secante ist reell. Das Paradoxe, von einer wirklich vor-

handenen Mitte zweier uicht existirenden Punkte zu sprechen, ver-

schwindet, wenn man sagt: auf jeder Geraden (1) lasst sich ein reeller

/ /Y* l_ S* f\l \ _ t
!% *\

Punkt P oder
(^

{

*_,
y Ji

) bestimmen, dessen Coordinate]!

von den Constanten in (1) und U abhangen, und welcher fur den

Fall, dass (1) die Curve in zwei reellen Punkteri schneidet, die

Mitte derselben ist. 1st z. B. U ein Kreis, so ergiebt sich fiir P
der Fusspunkt des vorn Centrum auf (1) gefalltcn Lothes, P ist

also stets ein reeller Punkt; er wird die Mitte der Sehne, wenn

(1) den Kreis schneidet. Fur einen beliebigen Kegelschnitt wird

P der Durchschnitt von (1) und des der Richtung dieser Geraden

conjugirten Durchmessers (. 61).

Ist (x, y) ein reeller Punkt Q in der Geraden (1), und sind

(^P y\\ (x-i^ 2/i)
tue Durchschnitte derselben mil U, so karm man

den vierten harmonischen Punkt R oder (#,, ir), der zu Q con-\3 */3/

jugirt sein soil, durch die Bcmerkung fmden, dass die Projeetionen

dieser Punkte auf beide Axen ebenfalls harmonische Punkte sind;

man hat also (. 74, Form. 2):

x x
{

x
3
-x

t = y y, , ya y,

a?

woraus :

^+^-20;
Da aber

a?, + ^
2

^
t

^
2 &amp;lt;/i

+ ^/2 y, */2
reelle Grbssen sind,

selbst wenn (1) eine ideale Secante ist, so ist auch (a;3 , yj ein

stels reeller Punkt; man kann also den vierten harmonischen Punkt

R zu drei anderen Q, A, B fmden, wenn die beiden conjugirten

A, B die imaginaren Durchschnitte einer idealen Secante mil U

sind; U bleibt reell, wciui sein conjiigirk r Punkt Q es isl. Anders



Combination eines Kegelschnittes und geradliniger Transversalen. 145

ausgedriickt: nirnmt man auf einer Geraden (1) einen Punkt Q an,

so lasst sich cm zweiter reeller Punkt R derselben bestimmen,

dessen Coordinate!! durch die von Q und die Coefficienten in (1)

und U ausgedriickt sind, so dass, wenn (1) und U zwei Durch-

schnittspunkte haben, diese letzteren mit Q und R vier harinonische

Punkte bilden.

Anm. Wie in den beiden vorhergehenden Fallen, so wird

jede Grbsse, in welcher die Goordinaten der Durchschnitte von (1)

und U rational und symmetrisch eingehen, reell blciben, selbst

wenn (1) eine ideale Secante ist. Denn da y i

=
^x l ^

cc y
und yt

= --
-g-a?2 4-, so muss sich nach bekannten algebrai-

schen Satzen jede rationale und symmetrische Function der Goor

dinaten
(a?,, y,), (xt , yt ) durch x

l -\-xt1
X

L
X

Z
rational ausdriicken

lassen.

. 86. Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln
von einem Kegelschnitt durchschnitten. Um die Durch

schnitte der Curve U und der x-Axe zu finden, sctzen wir y = 0,

wodurch U in ax 1 + Zdx+ f= ubergeht. Sind x
l ,

x
z

die

Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, so ist x
l
x

%
~ Ebenso
CL

fmdet man, wenn y l
und yt

die Ordinaten der Punkte bedeuten,

in welchen die Curve die y-Axe trifft, diese Grossen als Wurzeln

der quadratischen Gleichung cif -\-^ey -\- f 0, also y { y^
-
c

hieraus ergiebt sich:

Denken wir uns die Curve U auf ein neues paralleles Coor-

dinatensystem (x
1

, y ) bezogen, so andert sich zwar die Glei

chung der Curve, ihre ersten Glieder werden aber wiederurn

ax&quot;-\-Zbx y +cy
2

(.63). Bezeichnet man also wie oben durch

x
\t x

\-&amp;gt; y\&amp;gt; yl die Abscissen und Ordinaten der Punkte, in wel

chen die Curve die neuen Axen trifft
, so hat man

a? a?a =
,

y\y\ a

woraus:

Jo acli ims thai Elcmcntc. 2. Aull.
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(2) ?&.=
y^

Diese Formel enthalt den Satz:

Schneidet der eine Schenkel eines Winkels (Fig. 60)

einen Kegelschnitt in A und B, der andere Schenkel

in C und D, so ist das Verhaltniss fur alle
C/O \jD

Winkel mit parallelen Schenkeln constant, d. h. es ist:

OA-OB _ O A -O B
OC-OD

=a
O C -O D

Die Gleichung (2) enthalt gleichzeitig eine Bedingung tiber die

Lage der acht Durchschnitte A, B, . . C , D in Bezug auf die

Scheitelpunkte 0, . Die beiden Seiten der Gleichung miissen

namlich auch dem Zeichen nach ubereinstimmen, und ein Product

wie a;^ ist positiv Oder negativ, jenachdem der Anfangspunkt

ausserhalb oder innerhalb der Dtirchschnittspunkte liegt; wir tiber-

gehen jedoch die Aufstellung dieser Bedingung und wenden uns

zu einigen Anwendungen des Satzes.

Ist Mittelpunkt der Curve, also A = ff = u, O C
Q D = v, so hat man :

OA-OB
rf_

OC-OD
= =

0&quot;

d. h. die Producte der Entfernungen des Scheitelpunktes

eines Winkels von den Durchschnittspunkten der Schen

kel mit der Curve verhalten sich wie die Quadrate der

Halbmesser, die den Schenkeln parallel sind.

Fallen A und E9 so wie C und D zusarnmen, d. h. sind OAB

und OCD Tangenten, so hat man ?= = ,
oder -^ ,

also
UL V C/t/ V

die von einem Punkte an eine Ellipse gelegten Tan

genten verhalten sich wie die parallelen Halbmesser.

Ist in (4) u = v, d. h. (. 34, Anm.) sind die Halbmesser

u und 0, also auch die parallelen Schenkel OA, OC gegen die

Axen gleich geneigt, so wird OAOB = OC-OD (Fig. 61); dies ist

aber die Bedingung, damit A, B, C, D in einem Kreise liegen,

also: sind zwei sich schneidende Sehneri einer Ellipse

gegen die Axen gleich geneigt, so liegen ihre Endpunkte
in einem Kreise. Wie wir spater sehen werden (. 100), schnei-
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den sich ein Kreis und eine Ellipse im Allgemeinen in vier Punkten
;

man hat daher auch den umgekehrten Satz, dass die Sehnen, welche

solche vier Pimkte verbinden, gcgen die Axcn gleich geneigt sind.

. 87. Besondere Falle. Man kann sich die Frage vor-

legen, welche Form die Gleichung:

OA-OB u*
(1) OC-OD

annimmt, wenn auf dem Kegelschnitt selbst liegt, wodurch OA= 0,

OC=0 wird. Zieht man (Fig. 60) die Linie AC, so ist:

OA __ sinFCD OB sinFCD __ u*
(2) OC

~~
sinGAB OD sinGAB

~~
v*

Nahert sich der Curve, so wird AC Tangente, und man hat also

dann in Bezug auf Fig. 62 die Gleichung:

OB sinFOT) w2

(3)

hn

statt dieser Gleichung:

OD sin GOB tf

wo u und v den Sehnen OB und OD parallel sind. Schreibt man

u* sin GOB _ v smFOD
~~OB~~ ~OD

so sind die Grossen, welche sich auf die Sehnen OB und OD be-

ziehen, von einander getrennt, Um den in (4) enthaltenen Satz be-

quem aussprechen zu konnen, wollen wir OD der grossen Axe 2a

einer Ellipse, auf deren Untersuchung wir uns gegenwartig be-

schranken, parallel annehmen, also v = a. Ist die Gleichung der

x 1 V
Curve wie gewohnlich ^--fVa ^ ^^

^-&amp;gt;

mid sind x
l , y l

die

Coordinate!! von 0, so hat man nach unscrer Annahme OD = 2a?,,

und die Tangente in schneidct von der #-Axe das Stuck O G
x

\

ab. Nun ist, weil OD und O G parallel sind, W. FOD = FGO ,

also die rechte Seite in (1):

&quot;

2

wo p das vom Mittelpunkte auf die Tangente in gefallte Loth

bedeutet. Dadurch verwandelt sich (4) in:

10 *
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u sinGOB p

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber der Radius Oo eines

Kreises, der die Ellipse in beriihrt, also GF zur Tangcnte hat,

und durch B geht, wie man leicht aus der Figur ersehen wird,

wo die Construction des Mittelpunktes o ausgeflihrt ist. Hieraus

folgt:

Der Radius eines Kreises, welcher die Ellipse in be-
2

riihrt und in B schneidet, ist gleich ,
wo u den der

S ehne OB parallelen Halbmesser und p das vom Mit-

telpunkte der Ellipse auf die Tangente in gefallte

Loth bedeutet.

. 88. Fortsetzung. So wie in der Relation (. 86, Form. 3)

Segmente verschwinden konnen, so konnen dieselben auch unendlich

gross werden. Es seien AB, A B zwei parallcle Sehnen eines Ke-

gelschnittes ,
die von einer dritten CD resp. in und ge-

schnitten werden; dann ist:

OA-OB O A -O B OA-OB O A -O B n= --- oder: -- -

Ist der Kegelschnitt eine Parabel Oder Hyperbel, so kann man

die Sehne CD so um C drehen, dass D sich inimer mehr von C

entfernt. Fiir den Fall der Parabel wird endlich CD der Axe, und

fur den Fall der Hyperbel (Fig. 63) einer der beiden Asymptoten

parallel werden, und weil OD = D00 , jenachdem ausser-

OD ,
00

halb Oder innerhalb O D liegt, so geht ^^i-TJJp wenn

OD immer grosser wird, endlich in Eins liber, d. h. :

Zieht man durch einen Punkt C einer Parabel (oder

Hyperbel) eine Parallele zur Axe der Parabel (oderzu

einer Asymptote der Hyperbel) und schneidet dieselbe

zwei parallele Sehnen AB, A B in und , so ist:

OA-OB O A -O B OA-OB PC
O A -O B

&quot;

O C

Wir iibergehen alle Folgerungen aus dieser Gleichung bis auf

eine. Denkt man sich im Falle der Hyperbel die Transversalc COO
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durch parallele Verschiebung der Asymptote immer naher riickend,

OC
so entfernt sich C immer weiter von und , j^ wird eben-

falls endlich = 1, und man hat den Satz:

Schneiden zwei parallele Hyperbelsehnen, AB} A B ,

eine Asymptote in o und o , so ist Ao-Bo = A o *B o .

. 89. Die Gleichung u
i

2to+ A,\ = 0; System
zweier Tan gen ten. Wir kommen auf einfache Weise zu neuen

Satzen iiber die Durchschnitte eines Kegelschnittes und einer Trans

versalen, indem wir die Gleichung derselben unter einer anderen

Form darstellen (. 69). Es seien (#,, 2/ t ), (o?2 , y.2 ) zwei Punkte

A und C: damvsind die Goordinaten eines jeden Punktes B der

Geraden AC durch die Gleichungen gegeben:

m x-
A 1-A CB

Setzen wir diese Werthe in:

U = ax*+ Zbxy+ cy*+ 2dx +2ey+f=Q
ein, so erhalten wir, nachdem wir die Gleichung mit (1 A)

2
multi-

plicirt haben:

a (x t

- lx,Y+ 1b (x,
- JIO (y t

- A

oder, wenn wir nach A ordnen:

ax] + 2bx, yt + cy\ + 2dx
{ + ley,+ f

y2 -\-xzy l ) + cy^+ d(x

l + 2bx,y,+ cyl + Zdx,+ 2ey,+ f) = 0.

Schreiben wir der Klirze wegen:

ii,
= ax] +2K y { + cy\ + 2(te

t+ 2ey, + f,

u
t
= ax] + 2bx

z y,+ cy\

v =ax
i
x

2+ b(x l y z+ x

= x
i (ax2+ byz +d)+ y&amp;gt; (bxz+ cyz+ e) + dx

z -j- eyz -f f,

= x
z (axl + by, + d)+ yt (bx { + cy,+ e) + dx

t + ey, + f,

so verwandelt sich die vorhergehende Gleichung in:

(2) Uj

f,
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Man erhalt hieraus zwei Werthe fur A, welche in (1) einge-

setzt die Goordinaten der Durchschnitte der Curve U und der

Transversalen AC ergeben. Liegt der Punkt A auf der Curve selbst,

so wird u
v

=
, und (2) verwandelt sich in 2Ac -f ^

9

w,
= 0,

2c
oder in A(Aw2 20) = 0; hieraus ergiebt sich A und A =

M
2

Der erste Werth bezieht sich auf den Punkt A, weil -^
-

ist,
-oC

wenn .4 und B zusarmnenfallen, der zweite auf den zweiten Durch-

schnittspunkt. Soil derselbe mil dem ersten zusammenfallen, d. h.

soil die Gerade AC Tangente werden, so muss auch v = sein,

und urngekehrt, jeder Punkt, welcher der Gleichung i? genugt,

liegt auf der Tangente am Punkte (x^ ?/,),
d. h.:

die Gleichung der Tangente am Punkte (x^ ?/,)
des Ke-

gelschnittes U ist:

(3) x(ax l + by l + d) + y(bxl+ cy l + e) + dx
l + ey l +f=Q.

1st (#,, y,) kein Punkt der Curve selbst, so wird die durch

(xn 2/2 ) gehende Transversale eine Tangente, wenn die Gleichung

(2) gleiche Wurzeln hat, d. h. wenn:

(4) t^tv c
a =

ist, und umgekehrt, jeder Punkt (#2 , i/ 2 ), welcher der Gleichung (4)

genugt, liegt auf ciner der von (x^ ?/,)
an U gezogenen Tangen-

ten, d. h. schreibt man in u
2
und v statt x

z
und y2 beziiglich x

und y, so ist die Gleichung des Systems der von (x^ y { ) an U
gezogenen Tangenten :

(5) (ax*+ Zbxy+ cy*+ &amp;lt;Ldx+ ley+ f)x

(ax] + 26^^ + cy\ + 2^ + 2^ +f)
-
\x(axl+ by, + d) + y (bx,+ cy { + e) + dx

l + eyt +/
1

)

2 = 0.

Die linke Seite dieser Gleichung muss sich in Factoren des ersten

Grades in Beziehung auf x und y zerfallen lassen (vgl. . 101), die

cinzeln gleich Null gesetzt, die Gleichungen der Tangenten geben.
Lassen sich vom Punkte

(a;,, ?/,) keine Tangenten an die Curve

ziehen, so werden jene Factoren imaginar, und man kann in die-

sem Falle von zwei idealen, durch (#,, y { ) gehenden Tangenten

sprechen.
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Will man die Beriihrungspunkte fmden, so muss die Gleichung

(5) mit der Gleichung der Curve U verbunden werden. Dadurch

verwandelt sich (5) in:

(6) x (ax,+ by,+ d) + y (bx, + cy, + e) + dx
l + ey l + f=Q.

Man kann also zur Bestimmung der Beriihrungspunkte die Glei

chung f/statt mit (5) auch mit (6) verbinden; und weil diese Gleichung

nur auf den ersten Grad steigt, so ist sie die Gleichung einer Geraden,

welche durch die Beruhrungspunkte geht, Oder sie ist die Gleichung

der Beriihrungssehne. 1st (a?,, y,) ein Punkt der Curve, so fa*lit

die Beriihrungssehne mit der Tangerite zusammen (man vgl. Glei

chung (3)). Schneidet (6) die Curve nicht, so sind die beiden Be

ruhrungspunkte ideal, die sie verbindende Gerade bleibt jedoch reell.

Wir werden weiter unten (. 92) eine andere Bedeutung der Glei

chung (6) kennen lernen.

. 90. System der Asymptoten. Confocale Kegel-
schnitte. Wir wollen einige Anwendungen der vorhergehenden

Formeln angeben. Hat U einen Mittelpunkt ,
so erfiillen dessen

Coordinaten die Gleichungen (. 63, Form. 3):

ax,+ by l + d = 0, bx, + cy { + e 0,

und es wird in Folge derselben:

Setzt man diese Werthe in (. 89, Form. 5) ein und erwagt, dass :

l (bx, + cy l

so verwandelt sich die Gleichung der vom Mittelpunkte an die Curve

gezogenen Tangenten in:

ac b
2

(ac 6
2

)

2

/I A
Oder wenn man mit r - dividirt und fiir f r? schreibt

ac 6
2

ac b

,
schliesslich in:

ctc 6
2
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Man iiberzeugt sich leicht (. 62), dass die linke Seite in zwei

Factoren ersten Grades zerlegbar ist, welche, wenn ac 6
2
ne-

gativ, also im Fall der Hyperbel, reell sind. Urn kurz zu sein,

die Gleichung (1) stellt, wenn ac b* negativ ist, das

System der Asymptoten dar.

x 1
u*

Ist T -j s 1 = die Gleichung einer Ellipse, so ist das

System der von (#,, y { ]
an dieselbe gelegten Tangenten:

Oder, wenn man nach x und y ordnet und mit p^q
1

irmltiplicirt:

(3) x\y]-q
2

)
-

1xyx,y,

Die Halbirungslinien der von den Tangenten gebildeten Winkel

haben eine Neigung gegen die a:-Axe, welche durch (. 64, Form. 6)

gegeben ist, wenn man dort
cp
= 90 setzt, woraus:

tang 2a =
c a

wo im gegenwartigen Falle:

ist. Setzt man diese Werthe ein, so erhalt man:

tang 2a = r^r r

Legt man von (x^ y^ an eine zweite Ellipse + ~ 1 =

Tangenten, so wird die Neigung der Halbirungslinien des Tangen-
tenwinkels durch dieselbe Form el gegeben werden, in welch er nur

p]q\ statt p
2

^
2

steht. 1st p\ q\ jo

2

q\ so haben beide

Tangentenwinkel dieselben Halbirungslinien. Nun bedeutet ]/p
2

&amp;lt;/

2

die halbe Entfernung der beiden Brennpunkte ;
beide Curven haben

demnach dieselben Brennpunkte oder sind con focal; wir haben

also den Satz:

Legt man von einem Punkte an zwei um dieselben

Brennpunkte beschriebene Ellipsen Tangenten, so ha-
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ben die Winkel beider Paare dieselben Halbirungs-
linien.

Setzt man
/&amp;gt;

2

q*
=

e*, so ist die Gleichung aller confocalen

Ellipsen :

Hier bedeutet
2&amp;lt;y

die kleine Axe, 2]/g
8+e 2

die grosse Axe

der Curve; nimmt man q immer kleiner an, wahrend e constant

bleibt, so nahert sich die Ellipse immer mehr der von den Brenn-

punkten begranzten Strecke der grossen Axe, und diese Strecke

selbst ist als eine Ellipse mit verschwindend kleiner Axe anzusehen.

Als die von (a?,, t/,)
an diese Granzcurve des Systems gezogenen

Tangenten muss man die den Punkt
(a?,, ?/,)

mit den Brennpunkten

verbindenden Geraden betrachten. In der That, setzt man in (3)

q = 0, p = e, so erhalt man :

x*y\
-

2xyxiyi+ y* (x]
-

e*) + 2^ e
2-

y\ e* = 0,

Oder:

(4) (xy l -y(xi -e)-y l e)-(xy l y(xl + e) + y l e)
= Q.

Die beiden Factoren, einzeln gleich Null gesetzt, ergeben aber

die durch (a:,, y { )
und die Brennpunkte (e, 0), ( e, 0) gezogenen

Geraden. Als einen speciellen Fall des vorigen Satzes kann man

daher den folgenden betrachten, welcher sich auch direct aus (4)

erweisen lasst:

Legt man von einem Punkte i an eine Ellipse zwei

Tangenten ih, ik, und verbindet denselben ausserdem
mit den Brennpunkten f, /&quot;,,

so haben die beiden Win
kel hik und

fifr dieselben Halbirungslinien, Oder mit

anderen Worten: der Winkel zwischen hi und if ist

dem Winkel zwischen ki und if{ gleich (Fig. 64).

Um den Winkel zu bestirnmen, welchen zwei vom Punkte

(a?j, y { )
an eine Ellipse gezogene Tangenten bilden, brauchen wir

nur Folgendes zu erwagen : Sind die Gleichungen der Tangenten :

(5) y lx m = Q, y I x m Q,

so muss das Product derselben bis auf einen constanten Factor mit
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der Gleichung (3) iibereinstimmen; derselbe kann nur der Coeffi

cient von
?/

3
in (3) sein, namlich (x\ p

2

), also ist:

(x\ p*)(y lx m)(y~ I x m )

woraus durch Vergleichung der Coefficienten von a;
2 und xy auf

beiden Seiten:

(x\
-

p
2

) // = y\
-

q
2 und : (x\

- p
3

) (I+ I )
= 2y t

x
{

.

Nun ist der \Vinkel w zwischen den beiden Geradcn (5) durch

die Formel gegeben (. 22, 1):

l-V
,=

also in unserem Falle:

tangw = + *;-y

1st x]-\-y\ =p&quot;*--q
2

, d. h. liegt (a?1? ?/,)
auf dem Kreise,

der mit dem Radius ]/p
2

-|-5
2

urn den Mittelpunkt der Ellipse ge-

zogeri ist, so wird tangec? unendlich, also stehen dann die beiden

an die Curve gezogenen Tangenten auf einander senkrecht.

. 91. Der Carnotsche Satz. Bezeichnen wir die Coor-

dinaten von A mit (#,, y,), die von B mit (o?2 , y2 )
und sind y, y

die Durchschnitte der Geraden AB mit dem Kegelsclmitte :

U = ax*+ Ibxy+ ci/
2+ 2(te+ 2e#+ /&quot;

=
;

nennen wir ferner, wie in . 89, u
t
den Ausdruck ax\ +260;, ?/, -\

-----
\-f,

u
t

den ahnlichen Ausdruck ax\-{-1bxz y^-\
-----

\-f u. s. w., so

Ay Ay
s ind -JL^ _^L die Wurzeln der quadratischen Gleichung (. 89, 2):

(1) ii,

wo u dieselbe Bedeutung hat wie am angefiihrten Orte. Es ist

also:
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Ar Ay _ u
t

By By
~~

u
t

1st C ein dritter Punkt (a?3 , ?/3 ), und trifft BC die Curve in

or, und AC in
ft, /^ so hat man ahnlich wie in (2):

Ba Ba
&quot;I

3

&amp;lt;?

Aft Aft

wo u
3

in derselben Weise aus a?
3 , ?/3 ,

wie u
l
aus x

{
, ?/,,

zusammen-

gesetzt ist; multiplicirt man diese drei Gleichungen, so erhalt man:

Ay Ay Ba Ba Cft Cft
1

__^ ~W ~Ca~ ~CaT ~Aft lAft
1

~

Dieser Satz enthalteine Relation zwischen den Segmenten,
welche die Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes mit

den Seiten eines Dreiecks auf letzteren bestimmen. Wenn

man nachgewiesen hat (siehe weiter unten . 98), dass schon ftinf

Punkte einen Kegelschnitt bestimmen, so lasst sich leicht zeigen,

dass umgekehrt sechs Punkte a, a , ft, ft , y, y , welche der Glei-

chung (3) geniigen, auf einem Kegelschnitt liegen.

Wenn man in (3) den Punkt C des Dreiecks ABC sich ins

Unendliche entfernen lasst, so nahert sich das Verhaltniss Cft- Cft

zu Ca-Ca der Einheit, und man erhalt, wenn AC und BC end-

lich parallel geworden sind :

Ay -Ay By -By
Ba-Ba1

Dies ist ein besonderer Fall des Satzes . 86. Andere spe-

cielle Falle, die sich aus (3) ableiten lassen, wenn von den Durch-

schnittspunkten a, a , u. s. w. einige zusaminenfallen Oder ins Un
endliche riicken, tibergehen wir.

Die Gleichung (3) lasst sich noch auf jedes geschlossene
Vieleck verallgemeinern. Es seien z. B. A, B, C, D, E funf

Punkte, welche durch die Geraden AB, BC, CD, DE, EA ver-

bunden sind, also die Ecken eines Funfecks im allgemeineren Sinne.

Sind fa, i/j), (x^ y2 ),
. . (#5 , ?/5 )

die Coordinaten dieser Punkte,

ttn M
2 ,

. . w. die diesen Punkten beziiglich zugehbrigen, dern Friiheren

entsprechend gcbildeten Ausdrucke, a, a ; ft, ft ; .. t, e die

Durchschnittspunkte der Curve mit AB, BC, . . EA, so hat man :
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Act-Aa __ u^ Bfi-Bp u^ CyCy
Ba-Ba

~&quot;

1^&quot; C0-C0
1

~u~^ Dy-D/
Pd.pd _ u^ Ef-Ef u

5

E^W^V Ae-Ae!
= =

if

woraus durch Multiplication:

(4)
^

^J
/

Die in (3) und (4) enthaltenen Satze riihren von Cai-not her.

. 92. Polare eines Punktes. Behalten wir die Bezeich-

nungen der vorhergehenden Paragraphen bei, sind also A und B
die Punkte (#,, /,), (o:2 , y 2 ), y und / die Durchschnitte von AB

Ay Ay
mit der Curve (Fig. 65), also

-^
, -^ die Wurzeln der Glei-

chung:

so werden die Punkte A, B; y, y zwei Paar conjugirter harmoni-

Ay Ay
scher Punkte sein, wenn -~-

-|&quot; ~ETJ ( 74, Note). Nun ist

aber die Summe der Wurzeln der vorliegenden quadratischen Glei-

i) Ay Ay
chung gleich 2 ,

also wird ^-{--^-r = sein, wenn e =
W

2 JD^ jD^

ist; mit anderen Worten: die Punkte (#,, /,), (a?2 , ?/2 )
und die Durch-

schnittspunkte der durch sie gelegten Geraden mit der Curve U =
sind vier harmonische Punkte, wenn:

ist, und umgekehrt, d. h. legt man diirc h O\, y^ oder A eine

Schaar Transversalen und bestimmt auf jeder derselben

zu den beiden Durchschnittspunkten mit der Curve und A
den vierten, dcin Punkte A conjugirten harmonischen
Punkt (x, !/),

so geniigen alle diese Punkte der Gleichung:

(1) x(ax { + by i + d) + y (bx v + cy l + e) + dx^ -\-ey l + f=Q,
oder liegen auf einer Geraden L, und umgekehrt, jeder
Punkt dieser Geraden ist vierter harmonischer zu A und
den beiden Punkten der Curve, die mit ihm und A in

einer Geraden liegen.
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Man nennt diesc Gcrade die Polare des Punktes (a?n ?/,)

oder A in Bezug auf den Kegelschnitt und A den Pol der Ge-

raden (1)*). Da die Gleichung der Beriihrungssehne und der

Tangente (. 89) mit (1) genau iibereinstimmt, so folgt daraus, dass

fiir einen ausseren Punkt, von dem aus Tangenten an die Curve

moglich sind, die Polare zugleich Beriihrungssehne ist, und dass

fiir einen Punkt der Curve selbst die Tangente als Polare zu be-

trachten ist. Die Punkte der Curve haben iibrigens allein die

Eigenschaft, dass sie auf ihren Polaren liegen; soil dies namlich der

Fall sein, so miissen die Coordinaten x
t
und y l

statt x und y in

die Gleichung (1) gesetzt, dieselbe erfullen, dadurch ergiebt sich:

ax\ + 2bXl y { + cy\ + 1dx
v + ley, + f= 0,

d. h. der Punkt
(a?,, y t ) liegt auf der Curve U selbst.

Als specielle Falle sind folgende zu bemerken. Denkt man

sich durch den Anfangspunkt eine Gerade gezogen:

(2) roy te = 0,

auf welcher der Punkt (x l
, y t ) liegt, so ist natttrlich myt

lx
L
= 0,

oder -&.= Dividirt man die Gleichung der Polaren (1) durch
x

{
m

x. und schreibt statt seinen Werth, so erhalt man:

(3)

m x,

*) Wenn der Kegelschnitt in ein System zweier geraden Linien dege-
nerirt (. 66), so kann man mit Rucksicht auf . 76, Satz I., nach welchem

ein harmonisches Strahlenbiiscbel durch jede Transversale in vier harmo-

nischen Punkten durchschnitten wird, wenn man sich vorstellt, dass die

Transversale sich um einen beliebigen festen Punkt eines dicser Strahlen

drebt, den conjugirten harmonischen Strahl ansehen als Ort der conjugirten

harmonischen Punkte in Beziehung auf die Sehnittpunkte mit dem zweiten

Strahlenpaar, also als die Polare des festen Punktes in Beziehung auf den

durch dieses Strahlenpaar dargestellten Kegelschnitt. Es gehen demnach

die Polareu aller Punkte in Beziehung auf ein System zweier geraden Li

nien als Kegelschnitt durch den Scbnittpunkt derselben
,
und man kann

diesen Punkt als Pol irgend einer dritten geraden Linie auffassen. H.
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Je welter sich der Punkt (xt
, y { )

auf der Geraden (2) entfernt,

desto kleinere Winkel werden die durch ihn gezogenen Strahlen

mil dieser Geraden bilden, bis sie endlich als der Linie (2) parallel

anzusehen sind. Da nun als vierter harmonischer Punkt zu den zwei

Durchschnitten und dem unendlich entfernten Punkte die Mitte der

beiden Durchschnitte anzusehen ist, so hat man hieraus den Satz:

Der Ort der Mitten paralleler Sehnen eines Kegel-
schnittes ist eine Gerade.

Man erhalt die Gleichung derselben aus (3), wenn man x
l
un

endlich annimmt; sind demnach die Sehnen der Geraden:

my Ix =

parallel, so liegen ihre Mitten in der Geraden:

b )+ y(b+ C }+ d-\-e-
= 0,m/ ^\ / m

oder :

(4) m(ax+ by + d) + l(bx+ cy + e)
= 0.

Bekanntlich heisst diese Gerade ein Dur chine sser der Curve;

aus der Form der Gleichung (4) ist ersichtlich, dass alle Durch-

messer durch den Durchschnitt von:

&amp;lt;

( bx + cy+ e

gehen. Der Punkt, in wclchem die Durchmesser sich schneiden,

ist der Mittelpunkt der Curve (. 63). Wenn = -- oder
o c

ac 6
2

(also im Allgemeinen im Falle der Pai-abcl), so sind

die Geraden (5) parallel; man findet alsdann, wie schon friiher ge-

zeigt, dass alle iibrigen Durchmesser den Linien (5) ebenfalls par

allel sind.

Anm. 1. Wollte man einen directen Beweis datiir, dass die

Mitten paralleler Sehnen in einer Geraden liegen, so wiirde der-

selbe so gefuhrt werden konnen: Jede Gerade, welche (2) oder

y = x parallel ist, hat eine Gleichung von der Form y
~ xJt~

-

Die Abscissen #p x
z

ihrer Durchschnitte mit dem Kegelschnitt:
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ax^-\- 2bxy -f- cy*-

ergeben sich als Wurzeln der quadratischen Gleichung:

oder:

/ /
2
\ / / /

m m* S mm
also nach einigen Reductionen:

n f (bm -\- cl) -\-md-\-el

Sind x end y die Goordinaten der Mitte der beiden Durch

schnittspunkte, so miissen sie die Gleichung der Geraden befriedi

gen, auf welcher die Durchschnittspunkte liegen, also:

und ausserdem muss sein:

* (bm -|- cl) -f- md+ el

am* -\-2blm-\-cl*

Eliminirt man aus diesen Gleichungen f, so erhalt man :

(am + Zblm + c/
2

)a;+ m(y \x}(bm + cl)+ m(md + el)
= 0,

eine Gleichung, die nach einer einfachen Reduction auf (4) zuruck-

kommt.

Anm. 2. In Bezug auf die Ellipse oder Hyperbel:

-1=0

wird die Gleichung der Polaren des Punktes (x
r

, y ):

xx&amp;gt;

_
dieselbe besliinint auf den Axen die Stiickc -^ --

;
fur

x
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den Mittelpunkt x = 0, y = werden dieselben unendlich gross;

also ist die Polare des Mittelpunktes unendlich entfernt. Fur einen

P
2

Brennpunkt ist y = 0, x = e, also x.= die Gleichung der
6

Polaren, welche nichts auderes ist, als die zu jenem Brennpunkte

gehbrende Directrix (. 49).

. 93. Pol einer Geraden. Umgekehrt lasst sich zu jeder

Geraden :

(1) lx+ my+ n =

ein Punkt A fmden, welcher der Pol derselben in Bezug auf den

Kegelschnitt ist. Vergleicht man die Gleichung (1) mit der Glei

chung (1) des . 92, so sieht man, dass es darauf ankommt, zwei

Grbssen x
{ , y l

so zu bestimmen, dass die Grbssen /, m, n den

Ausdriicken:

nicht gleich, aber proportional werden, d. h. es muss:

/ m n

ax
{ + by l -h d

~

bx
{ -\-cy { + e

~~
dx

l

sein. Urn aus dieser Doppelgleichung a?,, y {

zu fmden, sei A der

Werth der drei gleichen Bruche, also / l(ax^by { -\-d) u. s. w.

oder:

(2)

/ = a-hx^-b-
m = b lx

{ -f- c ^y l + e -

A,

woraus:

(3)

A^ =-[l(cf-e*) +m(ed-fb)+n(be -erf)],

Ay, =-[l(ed-fb)+m(af-d*)+n(bd-ae)l

wo:

J = acf- ae*~- cd
2- fb*+ Zbde,
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und:

(4)

l(cf
_ e

2

) _|_ m (
ed fb) -f n (be cd)

1

&quot; &quot;

/ (6e ecf) -j- m (bd ae) -{- n (ac 6
2

)

l(ed fb)-}-m(af d 2

)-i-n(bd ae)
y *

l(be cd)-\~m(bd ae)-{-n(ac b *)

1st J von Null vcrschieden, ein Fall, den wir hicr, um
nicht zu weitlaufig zu werden, ausschliesslich betrachten wollen,

also U nicht in Factoren des ersten Grades zerlegbar, son-

dern die Gleichung einer (reellen oder imaginaren) Curve des zweiten

Grades, so sind die in (3) gefundenen Werthe von tac,, At/,
und

A endlich. Die Werthe von
a?,, ?/,

selbst werden aber unendlich,

wenn :

l(be cd) + m (bd ae)+n (ac 6
2

)
=

}jp ._ {*fj

ist. Da aber fiir den Fall, dass ac 6
2

;0, - = |,

--
rrr = n die Coordinaten des Mittelpunktes der Curve sind,

ac b

so driickt die vorhergehende Gleichung Oder /| -(- mrj -f- n = aus,

dass die Geradc Ix + my + n durch den Mittelpunkt der Curve

geht. Jede Gerade hat also in Bezug auf eine Curve zweiter

Ordnung ein en Pol, der ins Unendliche fallt, wenn die

Gerade durch den Mittelpunkt geht. Fur den Fall der

Parabel, oder ac 6
2

0, ergiebt sich ein unendlich ent-

fernter Pol, wenn die Gerade der Axe parallel ist.

Die oben ausgefuhrten Rechnungen ergeben auch die Be-

dingungsgleichung, welche erfiillt sein muss, damit

Ix+ my -f- n eine Tangente der Curve 17=0 sei. OfFen-

bar miissen dann die durch die Gleichungen (4) dargestellten Coor-

dinaten des Pols dieser Geraden der Gleichung:

ax] + 2bxiyi+ cy] + 2dx
{ + 2ey t + f= 0,

oder:

geniigen. Diese Gleichung verwandelt sich nach (2) in:

= oder:

d. h. der Pol der Geraden muss in dieser selbst liegen.
J o a c h i m s t li a I Klomcnto.

V

2 . Aull. \ ]_
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Substituirt man in diese Gleichung die Werthe aus (4) und schafft

den Nenner fort, so ergiebt sich:

(5) I
9

(c.f e
2

) + m 2

(af d 2

) + rc
2

(ac
- 6

2

)

+ 2ww (bd
-

ae) + 2 fa (be cd] + llm (ed
-

fb)
= 0.

Umgekehrt lasst sich leicht nachweisen, dass jede Gerade

Ix+ my -j- n = ,
i lir welche die Constanten I, m, n der vorher-

gehenden Gleichung geniigen, eine Tangente des Kegelschnittes 1st,

weil ihr durch (4) bestimmter Pol in der Geraden selbst liegt.

. 94. Polaren verschiedener Punkte einer Geraden.

Der Umstand, dass in der Gleichung der Polaren des Punktes A
oder (x , y ):

(1) x(ax
r

+by
f

+d) + y(bx
t+cy

f

+e) + dx f

+ey
t+f = 0,

Oder, wenn man die Glieder nach x und y ordnet:

a/ (ax+ by + d) + y (bx -f cy + e) + dx+ ey+f=Q,
die laufenden Coordinaten x, y und die des Punktes x , y ver-

tauscht werden kbnnen, ohne dass die Gleichung selbst sich a ndert,

tUhrt zu einer Reihe sehr merkwiirdiger Satze.

Es sei
(x&quot;, y&quot;}

ein zweiter Punkt B, dessen Polare also:

(2) x (ax&quot;+ by&quot;+ d) + y (bx&quot;-\- cy&quot;+ e) + dx&quot;+ ey&quot;+ f= ;

liegt B auf der Polaren von A, so muss zu Folge (1) sein:

x&quot; (ax
1+ by +d) + y&quot; (bx

r

-f cy -f e) -f- dx + ey + f= 0,

welche Gleichung auch:

x*(ax&quot;+ by&quot;+ d) + y (bx&quot;+cy&quot;+ e) + dx&quot;+ ey&quot;+ f=

geschrieben werden kann; dies ist aber gleichzeitig die Bedingung

dafur, dass (x , y )
auf der Polaren von

(x&quot;, y&quot;) liegt, d. h.:

I. Liegt ein Punkt B auf der Polaren eines anderen

Punktes A, so liegt auch A auf der Polaren von B.

Denkt man sich eine beliebige Gerade G und ihren Pol A, so

liegt also irgend ein Punkt B dieser Geraden auf der Polaren von

A y und die Polare von B muss durch A gehen ;
also :

II. Die Polaren aller Punkte einer Geraden G schnei-

den sich in einem einzigen Punkte A, dem Pole dieser

Geraden. (Vergl. . 39 und 53.)
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Sind (x 3 / ), (x&quot;, y&quot;)
zwei Punkte B, B , so sind die Coor-

dinaten irgend cines dritten Punktes
B&quot;,

der mit ihneu in eincr

x&amp;gt;-lx y -ly&quot;
B&quot;B

Geraden liegt, ,

-*-
f- ,

wo A = ^757- Die Polarc
1 A 1 /. D JJ

von B&quot; ist:

oder, wenn der Nenner 1 A fortgeschafft und geordnet wird:

(3) x (ax + by* + d) + y (bx
r + Cy +e) + dx + ey + f

Nennen wir die Gleichungen der Polaren von (x
1

, y } und (x
f

, ?/&quot;),

namlich die Gleichungen (1) und (2), der Ktirze halber p = und
X X t_ fatl yf_ faH ^

p&quot;

= 0, so ist demnach die Polare von f --
:

,
-2_-^_J

&amp;gt; 1 A 1 A X

gleich /? A/?&quot;
= 0; sie geht also durch den Durchschnitt der beiden

ersten. Fiir irgend einen vierten Punkt B &quot; mit den Coordinaten

ist die Polare p pp&quot;
= 0. Nach . 75

ist nunmehr A:^ = :
-~

,
wenn /?, /?, ft&quot;, fi

&quot; die Durch-

schnitte irgend einer Geraden mit den Geraden p , p&quot;
= 0,

p hp&quot;
= 0, p pp&quot; bedeuten; wir konnen also den

Satz II. vervollstandigen und sagen:

III. Sind B, B } B&quot;,
B &quot; Punkte einer Geraden G, so

gehen ihre Polaren durch einen und denselben Punkt
A (den Pol dieser Geraden), und treffen jede Transver-
sale in Punkten ft /?, fi&quot;, fl&quot;,

so dass:

B&quot;B B B_^
B&quot;B TlW ~~

Sind demnach B, B , B&quot;, B&quot;
1 vier harmonische Punkte, so

bilden ihre Polaren ein harmonisches Strahlenbiischel,

11 *
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. 95. Pole verschiedener durch einen Punkt gehen-
den Geraden. \Venn man in den Ausdriicken fiir die Coordinaten

des zu der geraden Linie:

p lx -\- my -f n

in Beziehung auf den Kegelschnitt U gehbrigen Pols (. 93, Form. 4)

der Kiirze wegen statt der Zahler und des Nenners beziiglich die

Buchstaben L, M und N einftihrt, so dass also :

L = l(cf-e*)-i-m(ed-fb)+ n(be-cd),

(1) M = m(afd*)+ n(bd ae) + l(edfb),

N= w(ac-6
2

)+ l(be cd) + m(bdae),

so werden die Coordinaten des Pols der Linie p = 0:

ebenso gehbrt zu einer zweiten geraden Linie :

i I r\

als Pol der Punkt, dessen Coordinaten:

lV, ZT,

wo Lp U/p JVj beziiglich die Werthe bedeuten von L, M, N, wenn

man in ihren Ausdriicken (1) I, m, n der Reihe nach durch
/,, m,, w,

ersetzt.

Nun ist:

im Besonderen also sind beide Seiten dieser Gleichung gleichzeitig

Null, d. h. wenn der Pol von p auf der Geraden p { liegt, so liegt

auch der Pol von p t
auf der Geraden p, und umgekehrt, also:

I. Geht eine gcrade Linie G durch den Pol einer

andcren geraden Linie G
{ ,

so geht auch G
i
durch den

Pol von G.

Es sei jetzt durch den Durchschnitt von p und p l beliebig die

gerade Linie:

pt p hp l

=
(I U^)X-\~(m ^m

i }y-}-n ^n
i



Combination eines Kegelschnittes und geradliniger Transversalen. 165

gezogen, so ergeben sich die Werthe der Coordinaten des Pols (#3 , y3 )

derselben in Beziehung auf den Kegelschnitt U aus den Gleichungen

(2), indem man in den Ausdriicken fur L, M, N (1) die Coeffi-

cienten /, m, n beziiglich durch / A/
1?
m Am

(
,

n Aw,, d. h.

diese Grossen selbst durch L AL,, MIM^ JV AiV, ersetzt,

also :

L AL, M AM,
(4) x,=

iV-AJV/

wenn man in diesen Ausdriicken von #
3
und yz

Zahler und Nenner

durch N dividirt und kurz:

l - . (be ccl) + m
( (bd ae)\

(

n (ac -6 2 + I (be
- cd)+ m (bd

-
ae)

setzt, so werden dieselben :

\w/ &quot;&quot;3

~
i fc

997&quot;
l fc

welche Gleichungen zeigen (. 69), dass (a?3 , ?/ 3 ),
der Pol von /?2 ,

auf derselben geraden Linie liegt mit den Punkten (#,, ?/,) und

(a? a , ?/ 2 ), d. h. den Polen von p und p^ also:

II. Die Pole aller durch einen und denselben Punkt

gehenden Geraden liegen auf einer geraden Linie.

Anm. Wenn der Coefficient A immer kleiner wird, d. h. die

Gerade p2 ,
sich um den Durchschnitt von p und p l drehend, un-

abhangig von dem Sinne der Drehung, der Linie p immer naher

kommt, so nahert sich auch der Pol (a?3 , ?/3 ),
weil A zugleich mit

A abnimmt, immer mehr dem Punkte (x^ ?/,),
und umgekehrt,

wenn von drei auf einer geraden Linie liegenden Punkten zwei un-

endlich nahe beisammen liegen, so unterscheiden sich von ihren

drei Polaren die den beiden letzteren zugehbrigen uncndlich wenig

in ihrer Richtung.

Nimmt man eine vierte Gerade durch den Durchschnitt von p
und

jOj an, narnlich:

so wird der Pol derselben:

x. u
x&amp;lt;&amp;gt; y. Li ii, uN.

?&amp;gt;=^r&amp;gt; ^^V/ ^^^^T



166 96. Zehntes Kapitel.

und es ergiebt sich:

also:

III. Wenn
ft, ft

1

, ft&quot;, ft&quot;
die Durchschnittspunkte sind

einer Transversalen mit vier durch einen und denselben

Punkt A gehenden Geraden, so liegen die Pole dieser

Geraden, namlich B, B , B&quot;,
B

&quot;,
auf einer geraden Linie

(der Polaren des Punktes A), und es ist:

B&quot;B B&quot; B
_ _ ft&quot;ft m ft&quot;

1

ft

B&quot;B B &quot;B

f

= ~~

p p ft
&quot;

ft

Bilden demnach Aft, Aft , Aft&quot;, Aft
1 &quot; ein harmonisches

Strahlenbiischel, so sind ihre Pole vier harmonische
Punkte.

. 96. Theorie der reciproken Polaren. Anwendung
auf die Kegelschnitte. Wenn man zu jedem Punkte die zuge-

horige Polare und zu jeder Geraden den zugehorigen Pol construirt,

so kann man mit Riicksicht auf die in den beiden letzten Paragraphen

entwickelten gegenseitigen Beziehungen von Pol und Polare eines

Kegelschnitts zu einem beliebig gegebenen System von Punkten P
und Geraden G ein zweites System von Geraden G und Punkten

Pf

herstellen, so dass jeden drei Oder mehreren Punkten P, welche

in einer geraden Linie liegen, in gleicher Anzahl Geraden G ent-

sprechen, welche durch einen und denselben Punkt gehen (. 94, II.),

und umgekehrt jeden drei Oder mehreren Geraden G, welche sich

in demselben Punkte durchschneiden, in gleicher Anzahl Punkte

P, welche dcrselben geraden Linie angehoren (. 95, II.).

Man nennt von zwei solchen zusammengehorigen Systemen das

eine das reciproke polare System des anderen und die Theorie,

vermbge deren man gewisse, und zwar vorzugsweise Situations-

eigenschaften ,
des einen Systems in bestirnmten Modificationen

auf das andere libertragen kann, die Theorie der reciproken
Polaren.

Das erste System sei eine beliebige geradlinige Figur F, so ist

die reciproke polare Figur F eine geradlinige Figur von gleichviel

Ecken und Seiten, weil jeder Ecke oder Seite der einen eine Seite

Oder Ecke der anderen entspricht. Als einfaches Beispiel zweier

solchen reciproken polaren Figuren konnen etwa ein einem Kegel-
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schnitte umschriebenes Vieleck V und dasjenige eingeschriebene Viel-

eck V dienen, dessen auf einander folgende Ecken die Beriihrungs-

punkte der auf einander folgenden Seiten des ersteren sind
;
denn nach

. 92 ist jede Beriihrungssehne (Seite von V) die Polare des Durch-

schnittspunktes der zugehorigen Tangenten (Ecke von V) und der

Beriihrungspunkt (Ecke von V) jeder Tangente (Seite von F) als

deren Pol anzusehen.

Werden die geradlinigen Bestandtheile des Umfanges L der

ersten Figur F immer zahlreicher und kiirzer, so dass L mehr und

mehr in einen continuirlichen, krummlinigen Zug, auf welchen Fall

wir uns hier beschranken, iibergeht, so nahern sich auch noth-

wendig die Eckpunkte der Figur F immer mehr; denn weil jede

gerade Linie a durch irgend zwei auf einander folgende geradli-

nige Elemente ft und ftl
von L in Punkten durchschnitten wird,

welche immer naher zusammenriicken, so fmdet (. 95, Anm. zu II.)

dasselbe fiir die geraden Linien B und B
l statt, welche von dem

Pole der Geraden a aus durch die Pole von ft und ftl gczogen

werden, d. h. es riicken auch die Eckpunkte von P, ausser die-

selben fallen ins Unendliche, einander fortdauernd naher.

Geht endlich der Umfang der einen Figur vollstandig in ihren

Griinzfall, eine krumme Linie C, tiber, so wird auch der Umfang
der zweiten Figur eine Curve O, und zwar entspricht jedem Punkte

der einen eine Tangente der zweiten und umgekehrt. Wahrend
man aber die eine dieser beiden Curven defmiren kann als erzeugt

durch die Bewegung eines Punktes, welcher fortwahrend seine Rich-

tung verandert, so hat man die andere zu betrachten als abgegranzt
durch die Drehung einer geraden Linie (einer Tangente), welche

fortdauernd ihren Drehungsmittelpunkt verandert. Diese Erzeugungs-
weise krummer Linien durch die Bewegung einer Tangente ist in

der allgemeinen Theorie der Curven von derselben Bedeutung als

die Entstehung dieser Linien durch die Bewegung eines Punktes.

Aus der gegenseitigen Beziehung zweier reciproken polaren

Curven geht hervor, dass die Anzahl der Durchschnittspunkte, welche

eine beliebige Transversale G mit der einen ergiebt, im Allge

meinen gleich ist der Anzahl der Tangenten, welche man von einem

Punkte P (dem Pol von G) an die zweite legen kann, und um
gekehrt. Wenn also die eine Curve ein Kegelschnitt ist, d. h.

wenn sich an dieselbe (. 89) von jedem Punkte aus zwei reelle

oder ideale Tangenten legen lasseri, so ergiebt die reciproke polare
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Curve mil jeder Transversale zwei reelle Oder irnaginare Durch-

schnittspunkte, d. h. diese Curve 1st vom zweiten Grade, also eben-

falls ein Kegelschnitt.

Es sei K der Kegelschnitt, in Beziehung auf welchen zu einem

zweiten Kegelschnitt C die reciproke polare Curve O gesucht wird,

so ergiebt sich, wenn wir den Fall, wo der Hilfskegelschnitt K
eine Parabel ist, der Ktirze wegen ausschliessen

,
weil nach . 93

zu jeder durch den Mittelpunkt von K gelegten Geraden der Pol

irn Unendlichen liegt, dass, jenachdem sich von diesem Mittelpunkte

aus zwei reelle, zwei ideale (d. h. koine) oder zwei zusammen-

lallende, d. h. eine einzige, Tangenten an C legen lassen, von dem

Kegelschnitt C in zwei verschiedenen Richtungen, in keiner oder

in einer einzigen Richtung ein Punkt im Unendlichen liegt; also:

Jenachdem der Mittelpunkt des Hilfskegelschnitts K
ausserhalb, innerhalb, oder auf dem Kegelschnitt C

liegt, ist der Polarkegelschnitt O eine Hyperbel, eine

Ellipse oder eine Parabel.

Anm. Zu beachten ist noch, dass die Beriihrungspunkte der

gerneinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte C und K auf K zu-

gleich Punkte von C sind, woraus sich ergiebt, dass O den Kegel

schnitt K in vier, oder in zwei Punkten, oder gar nicht durchschneidet,

jenachdem die Kegelschnitte C und K vier, oder zwei, oder gar

keine gemeinschaftlichen Tangenten haben; fallen von den gemein-

schaftlichen Tangenten zwei zusammen, so fallen von den Schnitt-

punkten von K und O zwei als unendlich nahe liegend (. 95,

Anm. zu II.) zusammen, d. h. auch die beiden Kegelschnitte K und

C haben eine Tangente gemeinschaftlich.

. 97. Beispiel zweier Kreise. Die analytische Losung

der allgemeinen Aufgabe, zu einem gegebenen Kegelschnitt
C in Beziehung auf einen zweiten gegebenen Hilfs

kegelschnitt K den Polarkegelschnitt O zu finden,

wenn man den ersteren als Granzcurve seiner Tangenten, den

letzteren also als Ort seiner Punkte betrachtet, bietet mit Riicksicht

auf die bereits dargestellten Gleichungen (. 93, Form. 4 und 5),

welche dabei in Anwendung kommen, abgesehen von der weit-

iaufigen Reehnung, keine besondere Schwierigkeit dar. Wenn man

eine beliebige gerade Linie:
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(1)

als Tangente um den Kegelschnitt C herumfuhrt, so beschreibt

gleichzeitig ihr Pol in Beziehung auf K den gesuchten Polarkegel-

sclmitt C : man erhalt demnach die Gleichung desselben, wenn

man aus der Bedingungsgleichung, dass die Linie (1) Tangente von

C ist (. 93, Form. 5), und den Gleichungen ihres Pols in Beziehung

auf K (. 93, Form. 4) die Coefficienten /, m, n, durch welche die

Lage von (1) specialisirt wird, eliminirt, In der Austuhrung wollen

wir mis hier auf den Fall beschranken, wo C und K Kreise sind,

die Gleichungen derselben seien fur rechtwinklige Coordinaten:

C=aJa

+if
8-af = 0,

so werden die Gleichungen (5) und (4) aus . 93 mit den durch

unseren besonderen Fall bedingten Modificationen:

und:

(a--

p
r^m

al -j- /3m -\-n

~~

al -f- fim -j- n

die letzten beiden Gleichungen lassen sich, wenn man:

r
2

(4) x
i

a = x
z , yi p=iji und: = d

einfuhrt, ersetzen durch:

x
2 -j- Si = und t/2+ dm = 0,

woraus sich mit Beriicksichtigung des Werthes von d ergiebt:

diese Werthe in die Gleichung (2) eingesetzt, ergiebt sich als die

Gleichung des Polarkegelschnitts:

In dieser Gleichung kann man Xi und y.2
ansehen als neue,

den anfanglichen Coordinaten x und y parallel gelegte Coordinaten,

deren Anfangspunkt der Mittelpunkt k des Hilfskreises K ist, wie

aus den Gleichungen (4) hervorgeht: alsdann ist x\-\~\j\ das
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Quadrat des Abstandes d eines beliebigen Punktes P2
der Polarcurve

von k (Fig. 66) mid (a#2 -j-$/2+ r
2

)

2
nach .23, Form. 7, ab-

gesehen von dem Factor
8

= r , wo c die Gentrale der

beiden Kreise K mid C bedeutet, das Quadrat des Lothes p vom

Punkte P
2

auf die gerade Linie:

(5) r,+ /%t+ r = 0.

Es ist also der Polarkegelschnitt O defmirt durch die Glei-

chung :

d 2
c
2 d c

(6) 2- j-, Oder: + ,

/&amp;gt;

2
a p ~a

d. h. dieser Kegelschnitt ist (. 49) Ellipse, Hyperbel oder

Parabel, jenachdem grosser, kleiner oder gleich Bins ist, also
(i

die Gentrale der gegebenen Kreise C und K grosser, kleiner oder

ebenso gross ist als der Radius des Kreises C, oder was dasselbe

ist, jenachdem der Mittelpunkt des Hilfskreises ausser-

halb, innerhalb oder auf der Peripherie des Kreises C

liegt, was mit dem Schlussresultat des vorigen Paragraphen tiber-

einkommt

In alien Fallen ist k, der Mittelpunkt des Hilfskreises K, ein

Brennpunkt des Polarkegelschnitts C , weil durch die Gleichung (6)

ausgedriickt wird, dass die Abstande eines beliebigen Punktes P
2

dieses Kegelschnittes von dem Punkte k und der geraden Linie (5) ein

constantes Verhaltniss haben (. 49), ferner geht aus der Gleichung

der Geraden (5), d. h. der zu k gehorigen Leitlinie, hervor, dass

dieselbe die Polare ist des Mittelpunktes von C in Beziehung auf

den Hilfskreis K (vgl. . 104). Die Construction des Kegelschnitts

O macht darum keine Schwierigkeit. Wenn die beiden Kreise C
und K gemeinschaftliche Tangenten zulassen, so sind ebenso viele

Punkte von C&quot; von vornherein angebbar (. 96, Anm.).

Wir werden im folgenden Kapitel noch wiederholentlich Ge-

legenheit zur Anwendung der Theorie der reciproken Polaren finden.
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Elftes Kapitel.

Combination zweier und mehrerer Kegel-
schnitte.

. 98. Bestimmung des Kegelschnittes durch fiinf

Purikte. Die allgemeine Gleichung eines Kegelschriitts:

U = ax^+ Ibxy+ cy*+ Idx + 2ey-{-f=Q

enthalt sechs Constanten, welche sich durch Division mit einer der-

selben, z. B. mit f, und Einftihrung neuer Constanten an Stelle der

Quotienten , ,
.. auf fiinf zuriickfiihren lassen : hieraus folgt,

dass em Kegelschnitt im Allgemeinen durch fiinf von einander un-

abhangige Bedingungen, z. B. durch fiinf beliebige Punkte, welche

er enthalten soil, bestimmt ist.

Urn die Gleichung des durch fiinf gegebene Punkte

gehenden Kegelschnitts zu finden, hat man etwa die Coor-

dinaten dieser Punkte der Beihe nach an die Stelle von x und y
in die Gleichung U einzusetzen, und aus den sich dadurch

ergebenden fiinf Gleichungen die Verhaltnisse der zu bestimmenden

Constanten a:b:c:d:e:f abzuleiten. Diese Gleichungen fuhren als

Gleichungen ersten Grades im Allgemeinen zu bestimmten endlichen,

reellen Werthen dieser Verhaltnisse, und demgernass ist auch der

sich ergebende Kegelschnitt, wenn man als solchen auch das System
zweier geraden Linien ansieht, abgesehen von einzelnen Ausnahme-

fallen, von denen alsbald die Bede sein wird, vollstandig bestimmt.

Eine zweite, zu einem iibersichtlicheren Besultat fiihrende Me-

thode, die Gleichung des gesuchten Kegelschnittes herzuleiten, be-

steht darin, dass man erst vier von den gegebenen fiinf Punkten

als Eckpunkte eines Vierecks durch gerade Linien verbindet: diese

Punkte seien A, B, C, D und vier ihrer Verbindungslinien AE,
EC, CD, DA der Beihe nach ausgedriickt durch die Gleichungen:

p lx -\- my + n = 0,

.

z =0,
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so 1st:

die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch die

vier Punkte A, B, C, D hindurchgeht: denn diese Gleichung

1st erstens voin zweiten Grade in Beziehung auf x und y, d. h.

einem Kegelschnitt angehorend, zweitens wird sie dureh die Werthe-

paare p ~ &amp;lt;/
0, q = r = 0, r = s = 0, s = p = erfiillt, also

geht der durch die Gleichung (2) dargestellte Kegelschnitt durch

die Durchschnittspunkte A, B, C, D der Linienpaare (1). Nunmehr

lasst sich die noch willkuhrliche Constante A dadurch leicht be-

stimmen, dass man in die linearen Ausdrucke p, q, r, s die Coor-

dinatenwerthe des fiinften Punktes E des gesuchten Kegelschnitts

cinsetzt. Diese Bestimmung von A ist nicht ausftihrbar, einmal

wenn die vier Gleichungen (1), abgesehen von constanten Factoren,

identisch werden, d. h. die vier Punkte A, B, C, D in einer ge-

raden Lime liegen; zweitens wenn von den Punkten A, B, C, D
irgend drei, z. B. A, B, C, zugleich mit E auf einer geraden Linie

liegen, weil dann durch Einsetzen der Coordinaten von E die Aus

drucke von p und q, welche den Verbindungslinien AB und BC
zugehoren, verschwinden

;
in beiden Fallen erhalt der Werth von A

aus Gleichung (2) die unbestirnmte Form
-jj,

so dass also der Kegel

schnitt durch fiinf gegebene Punkte unbestirnmt bleibt, wenn mehr

als drei derselben auf einer geraden Linie liegen.

Ist der zu suchende Kegelschnitt seiner Form oder Lage nach

irgend wrelchen Beschrankungen unterworfen, d. h. sind eine oder

mehrere Gleichungen zwischen seinen Constanten von vornherein zu

erfiillen, so verringert sich die Anzahl der zu seiner Bestimmung

erforderlichen Punkte urn einen oder mehrere; z. B. erfordert eine

Parabel (d. h. wenn ac lr ist (. 67)) zu ihrer Bestimmung

nur vier Punkte, ein Kreis (d. h. wenn a = c und b = acosq) ist

(. 65, Form. 16)) nur drei Punkte, ein Kegelschnitt, von welchem

die Axenrichtung und der Mittelpunkt bekannt sind, d. h. in dessen

Gleichung unter der Annahme conjugirter Durchmesser als Coor-

dinatenaxen die Coefficienten der Glieder mit xy, x und y ver

schwinden (. 61), nur zwei Punkte.

Anstatt gegebener Punkte, durch welche ein Kegelschnitt be-

stimmt werden kann, konnen auch gerade Linien eintreten, welche

als Tangenten des Kegelschnitts zu seiner Bestimmung dienen, und
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aus der Theorie der reciproken Polaren ergiebt sich, dass, sowie

fiinf Punkte hinreichend sirid zur Bestimmung eines durch sie zu

legenden Kegelschnitts, auch fiinf gerade Linien im Allgemeinen nur

einem einzigen Kegelschnitt als Tangenten zugehbren (vgl. . 105).

. 99. Kegelschnitte durch vier Punkte, Ort der

Mittelpunkte derselben, Verallgemeinerung. Weil durch

fiinf Punkte, von denen nicht mehr als drei auf einer geraden Linie

liegen, nur ein einziger Kegelschnitt moglich ist, so ergiebt sich die

Gleichung:

(1) pr+ Ag* = 0,

in welcher p, q, r, s durch die Gleichungen (1) des vorigen Para-

graphen defmirt werden und A ein beliebiger constanter Fatter

ist, als die allgemeinste Gleichung der durch die vier Punkte A
oder p = q = 0, B oder q r

,
C oder r = s 0, D

oder s = p = gehenden Kegelschnitte. Es kann darum unter der

Annabme veranderlicher Wcrthe von A die Gleichung (1) angesehen

werden als die Gleichung aller durch die vier Punkte

A, B, C, D zu legenden Kegelschnitte, in der \Veise, dass

jedem besonderen Werthe von A ein besonderer Kegelschnitt des

.Systems entspricht.

Die alien Kegelschnitten des Systems gemeinschaftlichen Punkte

sind hierbei aufgefasst als die Durcbschnittspunkte der beiden

Linienpaare p 0, r und q = 0, s 0; man kann diese

Linienpaare ersetzen durch irgend zwei die Punkte A, B, C, D ent-

haltenden Kegelschnitte :

U = ax* + 2bxy +CAf + 2dx +2ey +f = 0,

W = a x +Zb xy+ c y
12

-]- 2d x+ 2e y + f = 0,

und erhalt dann das System der durch dieselben vier Punkte

gelegten Kegelschnitte dargestellt durch die Gleichung:

(3) U+W =
(),

wo A wieder einen Factor bedeutet, welcher fur jeden einzelnen

Kegelschnitt des Systems einen besonderen Werth annimmt; denn

auch diese Gleichung ist im Allgemeinen vom zweiten Grade und

wird ausserdem durch jedes Werthsystern von x und y, welches

den Gleichungen (2) geniigt, befriedigt, d. h. die Gleichung (3)

stellt einen Kegelschnitt dar, welcher durch die den Kegelschnitten

U und V gemeinsatnen Punkte, also A, B, C, D geht (vgl. . 102).

(2)
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Um eine Anwendung dieser fur viele Untersuchungen hbchst

zweckmassigen Darstellungsweise (2) des dieselben vier Punkte ent-

haltenden Systems von Kegelschnitten zu geben, handle es sich um
die Lbsung der Aufgabe: den geometrischen Ort der Mittel-

punkte aller Kegelschnitte zu fin den, welche sich durch
vier gegebene Punkte legen lassen.

Alsdann hat man h, den variabeln Parameter, durch dessen

Werth der jedesmalige, die Durchschnittspunkte von U und U ent-

haltende Kegelschnitt specialisirt wird, aus den Gleichungen des

Mittelpunktes des Kegelschnitts:

U+ 1U = (a+ Aa ) x*+ 2 (6 + W) xy + (c + Ac ) y~

zu eliminiren, d. h. wenn man die Coordinaten dieses Mittelpunkts

durch |, ri bezeichnet, aus den Gleichungen (. 63, Form. 3):

(b + A6 )| + (
C + Ac

) 77 + e + Ae = 0,

odcr:

& + c??+ e + ^ (& I + c 7? + e ) ^^

woraus sich ergiebt:

(4) (a^^-btj-\-d)(b ^-\-c ^-\-e ) (a ,-{-b rj-{-d }(b,-\-cri-{-t

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade in Beziehung auf den

veranderlichen Mittelpunkt (^, /;), d. h. sie ergiebt als Ort dieses

Punktes einen Kegelschnitt. Ersetzt man in (4) und ?? be-

ziiglich durch x und y und fiihrt der Kiirze wegen:

= L b x + c n -\-e =t

ein, so erhalt diese Gleichung folgende Form:

(6) zt tz = 0,

d.h. dieselbe druckt einen Kegelschnitt aus, welch er durch

die Schnittpunkte der beiden Linienpaare , und t, *

hindurchgeht, d. h. durch die vier Punkte:

z = t = o, i = r = o, ^ =. v = o,
r = * = o,
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von denen der erste und dritte die Mittelpimkte der beiden Kegel-

schnitte (2) sind (. 63, Form. 3), der zweite und vierte aber die

Durchschnittspunkte der der Richtung der Coordinatenaxen conju-

girten Durchmesser dieser beiden Kegelschnitte (Note zu . 61),

also weil die Richtung der Coordinatenaxen eine ganz beliebige

ist, die Durchschnittspunkte der zu irgend welcher Richtung ge-

hbrigen conjugirten Durchmesser von U und U ,
so dass, wenn

man beliebige vier parallele Tangenten an die beiden Kegelschnitte

U und U legt, die Beriihrungssehnen in einem Punkte des Kegel

schnitts (6) zusammentreffen.

Slellt man zur Losung unserer Aufgabe das System der durch

die vier Punkte A, B3 C, D geheriden Kegelschnitte durch die Glei-

chung (1) dar, so ergeben sich als Punkte des gesuchten Ortes

zunachst die Punkte p r und q = s = 0, weil der Schnitt-

punkt jedes dieser beiden Systeme von Geraden als der Mittelpunkt

des durch dasselbe dargestelltenKegelschnittsangesehenwerden kann,

ferner sind die einer bestimmten Richtung G conjugirten Durchmesser

jetzt die vierten harmonischen Strahlen zu den durch die Punkte

p = r = und q = s der gegebenen Richtung G parallel ge-

zogenen Geraden in Beziehung auf die Linienpaare p, r und q, s

selbst (. 76), darum fuhrt mit Rucksicht auf die beliebige Rich

tung G der eben gefundene Ort zu folgender Erzeugungsweise der

Kegelschnitte :

Wenn man durch die Scheitelpunkte zweier gegebenen
Winkel, deren Schenkel sich in den Punkten A9 B, C, D
durchschneiden, parallele Linien zieht, so schneiden

sich die zu jeder derselben in Beziehung auf die

Schenkel des zugehorigen Winkels conjugirten har

monischen Strahlen in einem Punkte, welcher bei

veranderter Richtung der Parallelen einen Kegel-
schnitt beschreibt, und zwar den Ort der Mittelpunkte
aller durch die Punkte A, B, C, D gehenden Kegel
schnitte.

Man kann den Mittelpunkt eines Kegelschnitts als Pol einer

unendlich entfernten geraden Linie L ansehen (. 92), und in die-

sem Sinne den eben entwickelten Ort und die sich daran an-

schliessende Erzeugungsweise eines Kegelschnitts als specielle Er-

gebnisse einer allgemeineren Untersuchung betrachten, bei welcher
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die Polare L eine beliebige Lage hat. Urn die Losung auch dieser

Aufgabe allgemein zu entwickeln, moge folgender Satz vorausge-
schickt werden:

Die Polaren irgend eines Punktes in Beziehung auf alle

durch dicselben vier Punkte gehenden Kegelschnitte
durchschneiden sieh in demselben Punkte.

Das System dieser Kegelschnitte sei, wie vorher, dargestellt

durch die Gleichung (3), so ist die Polare eines beliebigen Punktes

(|, 77) in Beziehung auf einen dieser Kegelschnitte (. 94, Form. 3):

(7) P+AP = 0,

wo:

(8) \

P ==:
(a + bv+ d

) x + (b +w+ e)y + d + ev +f = o

P. = (a -i-b v+ d x b c ii+e d e =
die Polaren des Punktes (J, ij) in Beziehung auf die beiden Ke

gelschnitte U und U1

sind: die Gleichung (7) wird unabhangig
von dem Werthe der Constanten A ert iillt, wenn P = und P
sind, d. h. durch den Durchschnittspunkt der beiden Polaren (8),

also gehen durch diesen Punkt die Polaren des Punktes (, if) in

Beziehung auf alle durch verschiedene Werthe von A dargestellten

Kegelschnitte des Systems (3).

Man kann nunmehr die Gleichungen (8) auch folgendermassen

umformen:

P = (ax -f by + d) + (bx + cy + e) y+ dx + ey -f- f = 0,

P = (a x-i.b y + d ) + (b x + cry + e&amp;gt;)ii + d x+ e&amp;gt;y+r
= 0,

Oder, mit Rucksicht auf die Gleichungen (5), und wenn man noch

die Bezeichnungen :

dx+ey + f=w, d x + e y + /&quot;

= ?

einfiihrt :

P =z

woraus durch Auflbsung nach J und 77:

| : i? : 1 = (wf- w t) : (zw
f- z w) : (tz t*),

d. h. wenn jetzt (J, tf) sich auf der geraden Linie:
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bewegt, so beschreibt der Schnittpunkt der zugehbrigen Polaren den

Kegelschnitt :

ct(wt
f w f) + fi(zw *

&amp;gt;) + y(te t z)
= 0,

also :

der Ort der Pole einer geraden Linie in Beziehung auf

alle Kegelschnitte, welche durch dieselben vier Punkte

gehen, 1st ein Kegelschnitt.

Weil sich die vier Punkte zu zwei durch drei verschiedene

Linienpaare verbinden lassen, und der Pol einer beliebigen geraden

Linie in Beziehung auf ein System zweier geraden Linien deren

Durchschnittspunkt 1st (. 92) ,
so geht der Polort durch die drei

Schnittpunkte der verschiedenen Linienpaare.

Wenn man ferner die gegebenen vier Punkte darstellt als

Schnittpunkte zweier Linienpaare und demnach das System der

durch sie gelegten Kegelschnitte durch die Gleichung (1), so erhalt

man mit Rucksicht auf die in der Note zu . 92 gegebene Definition

der Polaren eines Punktes in Beziehung auf ein System zweier ge

raden Linien, nach welcher diese Polare der conjugirte harmoni-

sche Strahl ist zu der Verbindungslinie des Punktes mit dem Schnitt

punkte der beideri Linien in Beziehung auf diese Linien selber,

folgende Erzeugungsweise eines Kegelschnitts:

Wenn man die Scheitel punkte zweier der Lage nach

gegebenen Winkel mit einem Punkte P der Ebene der-

selben verbindet und zu den Verbindungslinien in Be

ziehung auf die Schenkel der zugehb rigen Winkel die

conjugirten harmonischen Strahlen zieht, so durch-

schneiden sich diese in einern Punkte Q: wenn dann

P sich auf einer geraden Linie bewegt, so beschreibt

Q ein en Kegelschnitt, welcher demjenigenDreieck um-

schrieben ist, welches die Diagonalen des durch die

Schenkel der gegebenen Winkel gebildeten vollstan-

digen Vierseits zu Seiten hat.

Anm. Die Gleichung (3) und die aus derselben hervorge-

henden Satze werden in . 102 cine allgemeinere Deutung er-

fahren.

Joachimsthal Elemeiite. 2. Aufl, 12
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. 100. Durchschneidung zweier Kegelschnitte in

vier reellen Oder imaginaren Punkten. Scheinbare Aus-
nahmefalle. Sind :

f - 0,

U = a x + Wxy + c y
9+ Zd x + Wy+ f

1 =
die Gleichungen zweier Kegelschnitte, so werden durch diejenigen

Werthsysteme von a? and y, welche beiden Gleichungen zugleich

geniigen, die Durchschnittspunkte der beiden Kegelschnitte darge-
stellt.

Um diese Werthsysteme zu erhalten, hat man eine der beiden

Unbekannten, z. B. //, aus den beiden Gleichungen zu eliminiren:

dazu multiplicirt man etwa die erste derselben rnit c , die zweite

mit c und subtrahirt alsdann, so ergiebt sich:

(ac
1 a c) a

2

-f 2 (be b c) xy+ 2 (dc d c) x

+ Z(ec e c)y+ fc f c = 0,

woraus :

d c)x+fc f c
m- i

e c

wenn man diesen Werth in die Gleichung (1) einsetzt und von

den Nennern befreit, so erhalt man als das gesuchte Eliminations-

resultat:

+ f) {(be
1

b c)x + ec r
e c\*

&amp;lt;

\y* -j- e) { (be b c) x-\-ec e c] { (etc
a c) x*

+ c {(ac
r a c) x*+ 2 (dc d c) x + fc

r

f cj
2 = 0.

Diese Gleichung ist im Allgemeinen vom vierten Grade in Be-

ziehung auf x und liefert als solche entweder vier reelle, oder vier

imaginare, oder zwei reelle und zwei imaginare Werthe von x,

welche durch | bezeichnet werden mogen. Zu jedem Werthe

lasst sich alsdann vermittelst der Gleichung (2) im Allgemeinen ein

einziger zugehbriger Werth 77 von y fmden.

Nur wenn die Glieder mit dem einfachen y in jeder der Glei

chungen (1) ganz fehlen oder zugleich mit y* bei der Elimination

herausgehen, ist diese Reduction nicht ausfiihrbar: alsdann aber fiihrt

die Elimination von y nur auf eine quadratische Gleichung von x,

ergeben sich also auch nur zwei Werthe g, und weil jetzt jedem
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derselben zwei Werthc y entsprechen, auch in diesen Ausnahme-

falien iminer vier zusammengehorige Werthe von x und y.

Wenn man nun auch fur den Fall, wo von den zusammen-

gehorigen Werthen
, ri einer Oder beide imaginar sind, dieselben

als Coordinaten eines, alsdann imaginaren Durchschnittspunktes be-

zeichnet, und falls sich gleiche Wurzelpaare ergeben, von zusam-

menfallenden Durchschnittspunkten spricht, so kann man allgemein

behaupten :

Jede zwei Kegelschnitte durchschneiden sich in vier

Punkten, von denen stets eine gerade Anzahl reell ist.

Eine scheinbare Ausnahme erleidet dieser Satz, wenn die Con-

stanten der Gleichungen (1) so beschaffen sind, dass in der Glei-

chung (3) die Glieder der hochsten Dimension verschwinden, was

eintritt, wenn die Coefficienten bc b c und ac a c verschwin

den, d. h. wenn:

a b c
(4) *

= y = 7 = *

also wenn sich in den Gleichungen der gegebenen Kegelschnitte (1)

die Glieder der hochsten Dimension nur durch einen und denselben

Factor ^ unterscheiden. Alsdann ergiebt sich:

(5) UpU = 2dx+ 2ey+ f p (Zd x + 2e y+ f )
== 0,

d. h. eine lineare Gleichung zwischen x und y, welche mit irgend

einer der beiden Gleichungen (1) verbunden, nur zwei Werthsysteme

|, ijf also auch fiir die Kegelschnitte U und U nur zwei Durch-

schnittspunkte liefert.

Um diesen Widerspruch zu losen, erinnere man sich der Be-

merkung zu . 44, nach welcher die Gleichungen (4), vermittelst

deren die Gleichung (3) sich auf die nur quadratische Gleichung:

- 4 (bx+ e) (ec
1- e c) {2 (dc

- d c) x+ fc
~-

f c]

reducirt, zugleich dahin interpretirt werden konnen, dass durch sie

zwei Wurzeln der Gleichung (3) unendlich gross werden. Dasselbe

gilt fur die aus den Gleichungen (1) durch Elimination von x her-

vorgehende Gleichung, so dass also von den Werthsystemen |, n
zwei sich als unendlich gross ergeben, welche bei dem Eliminations-

12*
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verfahren vermittelst (5) verloren gehen. Man kann jede zwei

Kreise als Kegelschnitte ansehen, fiir welche die Bedingung (2) er-

fiillt wird; denn die Beziehungen zwischen den Coefficienten ihrer

Gleichungen (. 65, 16) a = c, b = acoscp; a c , b = a coscp

kommen mil den Gleiehungen (4) uberein, also:

Jede zwei Kegelschnitte, in deren Gleichungen die

Coefficienten der hb chsten Dimension sich nur durch
einen constanten Factor unterscheiden, ins Besondere

jede zwei Kreise, durchschneiden sich ausser in zwei

reellen oder imaginaren Punkten im Endlichen, im

Allgemeinen noch in zwei reellen oder imaginaren
Punkten im Unendlichen.

Fiir den Fall, wo ac 6
2

negativ ist, also die beiden Kegel-

schnilte, abgesehen von weiteren speciellen Annahmen, Hyperbeln

sind, kann man diese Durchsclmittspunkte im Unendlichen leicht

darstellen. Es lassen sich namlich alsdann die Glieder der zweiten

Dimension durch die Producte zweier Ausdriicke des ersten Grades

mit reellen Coefficienten ersetzen (. 63, Note). Bezeichnet man

diese kurz durch p und q, so werden die Gleichungen der beiden

Hyperbeln :

=0,
ld x+ le y + f =

die beiden Geraden p und q sind den Asymptoten dieser

Hyperbeln parallel, d. h. die Hyperbeln haben parallele Asymptoten,

und weil die Asymptoten als parallele Linien einen Punkt im Un

endlichen gemein haben, der zugleich auf den zugehorigen Hyper

beln liegt, so sind die beiden im Unendlichen liegenden gemein-

schaftlichen Punkte der Kegelschnitte (5) recll, namlich die Be-

riihrungspunkte derselben mit ihren Asymptoten.

. 101. Conjugirte imaginare Schnittpunkte, innere

und aussere Punkte eines Kegelschnitts. Die imaginaren

Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte gruppiren sich, weil nach

dern vorigen Paragraphen ihre Coordinaten als Wurzeln alge-

braischer Gleichungen auftreten, stets paarweise, so dass einem Punkte

J = p-\- qi, 77
=r p -^-q i stets ein zweiter

t p qi, n { p q i

entspricht: die Verbindungslinie von je zwei solchen Punkte ist reell,
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namlich wenn man die Werthe von J, rj und Jp ij l
in die Glei-

chung dieser Linie -^
= * einsetzt und reducirt, so wird

dieselbe (vgl. . 85):

qy q x+pq p q = Q
,

man nenntsolche zusanimengehorigen imaginaren Durchschnittspunkte

conjugirte: dasselbe gilt von den imaginaren Schnittpunkten einer

geraden Linie mit einem Kegelschnitt.

Wir wollen zu deren Darstellung von der in . 89 eingefiihrten

Methode Gebrauch machen, nach welcher die Schnittpunkte y, /
der Verbindungslinie:

x -

der beiden beliebigen Punkte A Oder (a?p y t )
und B oder (#2 , yt )

mit dem Kegelschnitt:

(2) U = a# 2

-f 2bxy + c/
2+ Idx+ 2et/+ f =

gegeben wurden durch die Gleichung:

(3) fi,
2At&amp;gt;+AX =0,

wo Mp , t/
2

dieselbe Bedeutung wie in . 89 haben und die beiden

Wurzeln A die Verhaltnisse ~-^ und -~- darstellen. Die Schnitt-

By By
punkte sind reell, zusammenfallend oder imaginar, jenachdem:

(4)
2

w,M2 &amp;gt;,
= Oder &amp;lt;0

ist; es ist jedoch wesentlich zu bemerken, dass jeder reelle Durch-

schnittspunkt einer Transversalen mit einem Kegelschnitt und ein

beliebiger reeller Durchschnittspunkt desselben mit einer anderen

Transversalen durch eine reelle gerade Linie verbunden werden

konnen, wahrend ein imaginarer Durchschnittspunkt einer Ge

raden mit einem Kegelschnitt, und demnach auch zweier Kegel-

schnitte, den ihrn conjugirten in derselben Weise bedingt, wie

eine imaginare Wurzel einer Gleichung die conjugirte* so dass allein

zwischen conjugirten imaginaren Schnittpunkten, nicht aber zwi-

schen einem reellen und einem imaginaren, oder zwischen zwei

nicht conjugirten imaginaren Schnittpunkten eine reelle Verbindungs

linie moglich ist.

Ein Beispiel einer reellen Verbindungslinie conjugirter imagi-
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narer Schnittpimkte ist uns bereits bei der gemeinschaftlichen Sehne

zweier Kreise begegnet, welche auch, wcnn die beiden Kreise sicb

nicht reell durchschneiden, gewisse Eigenschaften der rcellen ge

meinschaftlichen Sehne der Kreise beibehalt und bei Betrachtung

der allgemeinen Beziehungen des Systems zweier Kreise unentbehr-

lich ist (. 30), und wir werden spater nochmals auf die reellen

Verbindungslinien conjugirter imaginarer Schnittpimkte zweier Kegel-

schnitte zuriickkommen. Wenn wir uns zunachst noch auf die Com

bination eines Kegelschnitts mit einer Transversalen beschranken,

so haben wir die Punkte der Ebene in inn ere und aussere

Punkte zu unterscheiden, jenachdem jede durch sie ge-

legte Transversale den Kegelschnitt in zwei reellen

Punkten durchschneidet, oder die Schnittpunkte auch

imaginar sein kb nnen.

Es handle sich urn die Bestimmung der Lage des Punktes A oder

(a?t , y t ):
nimmt man den Punkt B oder (a?2 , yt )

als veranderlich an,

so liegt A innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnitts, jenachdem

fiir jede Verbindungslinie AB die Bedingung &amp;gt;

2

w,w2 :&amp;gt;0 statt-

iindet, oder v^u^ auch gleich und selbst &amp;lt;CO werden kann (4).

Der Ausdruck #
2 u

i
u.z nimmt, wenn man fiir v, u

i
und u

t
ihre

Werthe (. 89) einsetzt und nach deii Potenzen der Coordinaten

des veranderlichen Punktes B, welche jetzt durch x und y be-

zeichnet werden rnogen, ordnet, folgende Form an:

(5) a?
9

+2/?a;y+ yy
9+2^+ 2^ + ^,

wo:

&amp;lt;*=A*y\-Wiy{ +^ 2 , ft=B,x, +Bt y, -B -A

y =A, -W^
l^;, * B.^xl y i -\-B3

x
l B^A^i,

und:

.4,
= cf e

2

, #, = bd ae,

A
2 fa d

2

,
B.2
= eb cd,

A
3
= ac 6

2

,
B

3
= de fb.

Die Coefficienten a, ft, y, . . geniigen der Gleichung:

d. h. erfullen die Bedingung dafiir, dass der Ausdruck (5) in zwei

lineare Factoren zerlegbar ist (. 62, Anm.): wenn nun diese
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Factoren reell sind, so giebt es reelle Werthe von x und y, fur

welche der Ausdruck v&quot;

2

w,M2
vcrschwindet und selbst das ent-

gegengesctzte Zeichen erhalt, d. h. alsdaim liegt der Punkt
(a?,, y { )

ausserhalb des Kegelschnitls; wenn dagegen die Factoren imaginar

sind, so behalt der Ausdruck v^u^ sein Zeichen unverandert bei,

derselbe bleibt also, weil M, fiir x x
t , y = y { verschwindet, und

demnach 2
u

t

u
z

sich auf c
2

, einen positiven Ausdruck, reducirt,

fortdauernd positiv, welches auch die Werthe von x und y, d. h.

die Lage des Punktes B sein mag. In diesem Falle liegt also der

Punkt A innerhalb des Kegelschnitts (2). Die Factoren von (5)

sind nunmehr reell oder imaginar (. 62), jenachdem der Ausdruck

cty {P negativ oder positiv ist; es ergiebt sich:

wo A und u
i

die fruhere Bedeutung haben, namlich:

A = acf- ae
z- cd*- fb + Ibde,

u
{

= ax\ + 26^ y, + cy\ + 2^ + 2% -f f;

jenachdem also d-u
{ negativ oder positiv ist, liegt der Punkt A ausser

halb oder innerhalb des Kegelschnitts (2). Das Vorzeichen von /I

ist unabhangig von der Lage des Punktes
(a?,, ?/,), so dass allein

durch das Vorzeichen von M,, d. h. des Resultates der Substitution

der Coordinaten (#,,#,) des Punktes A an die Stelle der laufen-

den Coordinaten (x, y) des Kegelschnitts, bestimmt wird, ob dieser

Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnitts liegt.

Die Annahme A = ist hierbei durchweg ausgeschlossen : ist

A = 0, also der gegebene Kegelschnitt, abgesehen von einigen Aus-

nahmen, ein System zweier geraden Liriien, so ist von inneren und

ausseren Punkten desselben nicht mehr die Rede.

.102. Das System U+ [*U = Q. Involution. Alle

durch dieselben vier Punkte gehenden Kegelschnitte sind (. 99) in

gleicher Allgemeinheit darstellbar durch jede der beiden Gleichungen:

(1)

und:

(2)

wo U und U als quadratische, p, q, ry s als lineare Ausdrlicke

mit reellen Coelficienten in x und y gleich Null gesetzt, die er-

steren Kegelschnitte, die letzteren gerade Linien darstellen, welche
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durch ihre Durchschneidung die vier Punkte ergeben, und p einen

veranderlichen Parameter bedeutet, durch dessen besondere Werthe

die einzelnen Kegelschnitte des Systems hervorgehen. Umgekehrt
durchschneiden sich alle Kegelschnitte, welche in der Gleichung (2)

enthalten sind, in denselben vier Punkten, namlich p r 0,

r = q = 0,
&amp;lt;/

= s = 0, s = p = 0; die Gleichung (1) dagegen
hat eine allgemeinere Bedeutung, wenn die Durchschnittspunkte der

Kegelschnitte U und U aufhbren reell zu sein, so dass man bei

Untersuchung eines durch diese Gleichung dargestellten Systems
von Kegelschnitten die Falle zu unterscheiden haben wiirde, ob

sich die Kegelschnitte in vier reellen, in zwei reellen und zwei ima-

ginaren, oder in vier imaginaren Punkten (. 100) durchschneiden.

Es giebt jedoch eine Eigenschaft, in welcher alle in der Gleichung (1)

enthaltenen Kegelschnitte ohne Rucksicht auf die gegenseitige Lage
oder die Durchschneidung der beiden Fundamentalcurven U und

U iibereinkommen, und mit dieser wollen wir uns gegenwartig be-

schaftigen.

Es seien U und U , wie friiher (. 99), die beiden Kegel

schnitte:

(3) U = ax 2 + Zbxy + cy* +
(4) IP = ax^ Wxy + c i/

2+MX + Ze y+ f =

und ein dritter Kegelschnitt :

(5)

gegeben: wenn man eine beliebige Transversale :

hindurchlegt, welche die drei Kegelschnitte der Reihe nach in den

Punktepaaren A und A , B und B , C und durchschneiden mag,

so ergeben sich, wenn C und C die Punkte (x^ y { )
und (#2 , i/2 )

CA
sind

, die Verhaltnisse der Abschnitte dieser Transversalen

CA C*R CK
und -^-, -^r (. 89) bezuglich als die Wurzeln der qua-

dratischen Gleichungen :
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\-u A
3

und
(V)

wo u
t ,

e und u
2

dieselbe Bedeutung wie in . 89 haben, und u\,

I?
1

, u\ beziiglich aus ihnen herzuleiten sind durch Vertauschung der

Coefficienten a, b, c, . . des Kegelschnitts (3) mit den entsprechen-

den Coefficienten a , b , c
,

. . des Kegelschnitts (4). Man hat darum

die Gleichungen:

CA CA f -u
t

CB CB u\- und :

C1A CA
~

2
CB OB 1

~

u\

weil nun die Punkte C und C der Annahme nach auf dem Kegel-

schnitt (5) liegen, so geniigen ihre Coordinaten den Gleichungen:

:J
= und: w

2+ i
MM

2

~
0?

at *

woraus sich durch Elimination von u ergiebt
- =

J-,
oder:

HI u\

CA-CA CB-CB
(8) CA-C A

&quot;

C B-OB

Nimmt man die Punkte (x { , y { )
und (xz , ?/2 ),

anstatt auf drm

Kegelschnitt (5), beziiglich auf den Kegelschnitten (3) und (4) an,

so erhalt man auf ganz analoge Weise zwischen den Abschnitten

der Transversalen die Beziehungsgleichungen :

AB-AB1 AC-AC
A B-A B A C-A C

und:

BC-BC BA-BA
(10) B C-B C

&quot;

B A-B A 9

welche Gleichungen man jedoch auch unmittelbar aus (8) durch

Darstellung der einzelnen in ihnen vorkommenden Strecken, mit

Beriicksichtigung ihrer Richtung (. 69, Note), herleiten kann, so

dass durch jede der drei Gleichungen (8) bis (10) die Richtigkeit

der beiden anderen bedingt wird.

Man sagt nunmehr von drei Punktepaaren einer geraden Linie,

zwischen dercn gegenseitigen Abstanden, mit Beachtung der Rich

tung derselben, die Gleichungen (8) bis (10) stattfinden, sie stehen
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in Involution. Es ergiebt sich aus dieser Definition sofort, dass

wenri zwei Paar Punkte mil einem dritten, vierten, . . Punktepaar
in Involution stehen, auch jede drei Paar derselben in Involution

stehen; denn aus den Gleichungen:

AB-AB AC-AC AB-AB AD-AD
und :

A B-A B A C-A C A B-A B
~~

A D-A D

folgt olme Weiteres die Involution der Punktepaare ^4 und A 1

,

C und C, D und D u. s. w. Die Punkte eines jeden solchen

Pa ares, wie A und A , B und B ,
. . nermt man conjugirte und

ein gauzes System solcher Punktepaare ein Punktsystem in In

volution.
S

Demnach hat man folgenden allgemeinen Satz:

I. Alle durch die Gleichung U+pU fiir ver-

schiedene Werthe von p dargestellten Kegelschnitte
werden durch jede Transversale in einem Involutions-

system von Punkten durchschnitten.

Umgekehrt seien die beiden beliebig gegebenen Kegelschnitte

U und U von der Transversalen (6) in den Punktepaaren A und A ,

B und B durchschnitten und auf (6) die Punkte C Oder
(a;,, y { )

und C1 oder (x2 , y.t ) durch die Gleichung (8) definirt, so ist bei ver-

anderter Lage der Transversalen der Ort der Punkte C ein Kegel-

schnitt, dessen Gleichung sich unter der Form (1) darstellt; denn

unter Zugrundelegung der Gleichungen (7) lasst sich die Bedingungs-

gleichung ersetzen durch die Gleichung:

u
t u\ u

t
u,-

f, woraus: - =
f- u,;

u, ;
u

\ u\

folglich geniigen die Coordinaten
(a;,, ?/,) und (a?8 , y.,)

der beiden

Punkte C und C beziiglich den Gleichungen u
i pu

l

t

= und

u^ fAul
= 0, d. h. dieselben liegen auf dem Kegelschnitt:

also:

II. Wenn man durch irgend zwei Kegelschnitte U=
und U1 = eine Transversale legt und auf derselben

zu einem beliebig angenomrnenen festen Punkte C einen
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zweiten Punkt (7 bestimmt, so dass die Producte der Ab-

stande beider Punkte von den Durchschnittspunkten

A und A , B und B der Transversalen mil beiden Kegel

schnitten dasselbe Verhaltniss haben, so dass also:

CA-CA CB-CB

CA CA CB-C B

ist, so beschreibt bei einer Drehung der Transversalen

urn den Punkt C der Punkt O einen Kegelschnitt, auf

welchem C ebenfalls liegt, und dessen Gleichung die

besondere Form hat:

U-^tU = 0,

der also, wenn U und U sich in vier reellen Punkten

durchschneiden, durch dieselben vier Punkte hindurch-

geht.

Anmerk. Der Kurze wegen soil ein durch die Gleichung

(7-j-^{/ = dargestelltes System von Kegelschnitten ein Invo-

lutionssystem oder Kegelschnittbiischel heissen.

In der reciproken polaren Figur gehen (. 94) die Involutions-

gleichungen (8) bis (10) von sechs Punkten einer geraden Linie

ungeandert auf die diesen Punkten entsprechenden sechs Strahlen

eines Strahlenbiischels (iber (. 94, III.); es ergiebt sich demnach

durch die Theorie der reciproken Polaren aus dem Satze (I.) fol-

gende Eigenschaft der demselben Vierseit eingeschriebenen Kegel-

schnitte :

III. Die von einem beliebigen Punkte der Ebene an

irgend drei, einem und demselben Vierseit eingeschrie-
bene Kegelschnitte gelegten Tangenten bilden ein Li-

nienbiischel in Involution, d. h. ihre Durchschnitts-

punkte mit einer beliebigen Transversalen stehen in In

volution.

Anmerk. Dieser Satz gestattet ebenso wie Satz (I.) eine Um-

kehrung; nur ergiebt sich dabei die Eigenschaft, dass die von jedem
Punkte der Ebene an die Kegelschnitte gelegten Tangenten ein

Strahlenbiischel in Involution bilden, als die allgemeine im Vergleich

zu der daraus abgeleiteten, dass die Kegelschnitte einem und dem

selben Vierseit eingeschrieben sind, weil von den Seiten desselben
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zwei oder auch alle vier imaginar werden konnen. (Confocale Kegel-

schnitte (. 90) sind als demselben (imaginaren) Vierseit einge-

schrieben zu betrachten.)

Die Eigenschaft der Involution von sechs Punkten einer ge-

raden Linie enthalt die der harmonischen Beziehung von vier Punkten

derselben als einen besonderen Fall; wenn namlich zwei Paar

conjugirter Punkte zusammenfallen, z. B. A mit A und B mit B ,

so giebt die Gleichung (8) zwischen diesen Punkten, welche als-

dann Doppelpunkte des Involutionssystems heissen, und irgend

zwei conjugirten Punkten des Systems die Beziehung:

~CA CB* CA CB
woraus :

OB&quot; C A -OB

das obere Vorzeichen ist zu verwerfen, weil C und O verschiedene

Punkte sind (. 74), und das untere Vorzeichen ergiebt die Punkte

C und O als conjugirt harmonisch zu den Punkten A und B, d. h. :

die Doppelpunkte eines Involutionssystems sind conju

girt harmonisch zu jeden zwei conjugirten Punkten

des Involutionssystems, und mit Anwendung auf unsern

Satz (I.):

IV. Wenn man an zwei Kegelschnitte eines Biischels

eine gemeinschaftliche Tangente legt, so wird dieselbe

durch die Bertihrungspunkte und die Durchschnitts-

punkte mit jedem dritten Kegelschnitt des Biischels har

monisch getheilt.

Die eben dargestellte Beziehung der Doppelpunkte eines Invo

lutionssystems zu den conjugirten Punkten desselben lasst sich vor-

theilhaft zur Construction conjugirter Punkte benutzen, wenn die Lage

der Doppelpunkte bekannt ist, andererseits zu einer einfachen Ueber-

sicht der Vertheilung der Punkte eines Involutionssystems; doch ist

wohl zu bernerken, dass die Doppelpunkte nicht immer reell sind.

Denn wenn beliebige sechs Punkte eines solchen Systems gegeben

sind, z. B. C und O, D und D , E und , so dass also:

CD -CD C D&amp;gt;CD

CE-CE
~~ ~~

C E-C E

ist, so erhalt man die Doppelpunkte des Systems A und B durch

die Beziehung:
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CA* __ C A* _
CB OB

Wenn nunmehr k negativ ist, d. h. in den Quotienten der bei-

den Producte in (11) entweder der Zahler oder der Nenner negativ

wird, so werden die Doppelpunkte des Involutionssystems imaginar.

Es sei A ein Doppelpunkt der Involution fur die Punkte-

paare C und O, D und D
,

so hat man zur Definition von A die

Gleichung:

CA* CD -CD

C A*~~~~ C D.C D&quot;

und es wird eins von den beiden Producten CD -CD und C D-CD
negativ, wenn die Strecken CO und DD theilweise auf einander

liegen; diese Producte aber erhalten dasselbe Zeichen, wenn diese

Strecken ganz ausser oder ganz auf einander liegen, d. h. die Doppel

punkte eines Involutionssystems sind reell, wenn die Abstande der

conjugirten Punktepaare ganz ausser oder ganz auf einander liegen,

die Doppelpunkte sind iinaginar, wenn diese Abstande theilweise

auf einander liegen.

Wenn zwei Kegelschnitte eines Biischels in Systemc gerader

Linien degeneriren, d. h. (weil gcrade Linien stets wirkliche Durch-

schnittspunkte licfern) wenn unter den sich in vier Punkten durch-

schneidenden Kegelschnitten zwei Linienpaare in Betracht gezogen

werden, welche durch die vier gemeinschaftlichen Punkte des

Systems hindurchgehen und denmach die Gegenseitenpaare eines

dem System von Kegelschnitten gemeinschaftlichen eingeschriebenen

Vierecks sind, so ergiebt sich als eine Folgerung aus dem allge-

ineinen Satze (I.):

V. Die Durchschnittspunkte jeder durch ein einem

Kegelschnitt eingeschriebenes Viereck gelegten Trans-
versalen mit den Gegenseitenpaaren desselbcn und dem
Kegelschnitt stehen in Involution.

Man kann die Gegenseitenpaare und zwei Diagonalen eines

Vierecks selbst als ein System von drei durch dieselben vier Punkte

gehenden Kegelschnitten ansehen und demnach den Satz (V.) in

folgender Form aussprechen:

VI. Die Gegenseitenpaare eines Vierecks und die
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beiden die Gegenecken verbindenden Diagonalen wer-
den durch jede Transversalc in sechs in Involution ste-

henden Punkten durchschnitten.

Geht die Transversale durch die Durchschnittspunkte der bei

den Gegenseitenpaare des Vierecks, d. h. fallt dieselbe mil der dritten

Diagonale zusammen, so reduciren sich deren sechs Durchschnitts

punkte auf vier harmonische, d. h. :

VII. Jede Diagonale eines vollstandigen Vierseits

wird durch die beiden anderen Diagonalen und die Ge

genecken des Vierseits harmonisch getheilt (. 78).

Wenn von den Eckpunkten des eingeschriebenen Vierecks zwei

unendlich nahe riicken, so geht die sie verbindende Gerade in ihren

Granzfall, die Tangente, liber; geschieht dasselbe mit den beiden

anderen Eckpunkten, so reducirt sich das eingeschriebene Viereck

auf ein System zweier Tangenten und die Beriihrungssehne, welche

letztere jedoch als eine Doppellinie anzusehen ist, weil sie durch

zwei zusammenfallende Gegenseiten des Vierecks gebildet wird.

Aus Satz (I.) ergiebt sich demnach:

VIII. Auf jeder durch einen Kegelschnitt, ein Tan-

gentenpaar und die Beriihrungssehne gelegten Trans-

versalen ergeben sich flinf Durchschnittspunkte, deren

letzterer ein Doppelpunkt der Involution in Beziehung
auf die beiden anderen conjugirten Punktepaare ist.

IX. Auf jeder durch den Schnittpunkt zweier Tan

genten eines Kegelschnitts gelegten Transversalen wer-

den durch diesen Punkt und die Durchschnittspunkte
mit der Beriihrungssehne und dem Kegelschnitt vier har

monische Punkte bestimmt (. 92).

Anm. Durch die Theorie der reciproken Polaren ergeben sich

aus den Satzen (IV.) bis (IX.) ebensoviel Satze iiber Kegelschnitte,

welche demselben Vierseit eingeschrieben sind und iiber diese Vier-

seite selbst, welche wir der Kiirze wegen iibergehen.

Wir wenden uns nunmehr schlicsslich zu den Constructionen

von Involutionssystemen von Punkten und bemerken dabei,

dass auch diese sich durch die Theorie der reciproken Polaren ver-

doppeln lassen. Mit Hilfe des Satzes (VI.) lasst sich jeder sechste
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Punkt eines Involutionssystems durch eine einfache Construction,

zu welcher nur das Lineal erforderlich ist, finderi:

Gegeben seien (Fig. 67) auf der geraderi Linie (G) die beiden

Punktepaare A, A und B, B als conjugirte Punkte und der Punkt

C; um das Involutionssystein durch den Punkt C&quot; zu vervollstan-

digen, lege man durch A, A und B drei beliebige gerade Linien,

beziiglich a, a und b, verbinde den Punkt (a, b) mit C durch die

Linie c und den Punkt (a
1

, c) mit B durch die Linie b , so schneidet

die Verbindungslinie c der beiden Punkte (a, b ) und ( , b) die gerade

Linie G in dem verlangten Punkte C ; dcnn die Linien a, a und

b, b sind die Gegenseitenpaare eines Vierecks und die Linien c

und c die Diagonalen durch die Gegenecken desselben.

Um zweitens (Fig. 68) auf einer gegebenen geraden Linie G
zu zwei gegebenen Punktepaaren A und A , B und B einen der

beiden Doppelpunkte D Oder D des Involutionssystems zu finden,

beachte man Folgendes : vermbge der Gleichung

~AD* AB-AB

~&jy
~~

A B A B

hat man die Strecke AA im Verhaltniss von a ^AB-AB
zu a

]/
A B-A B zu theilen; dazu construire man iiber der

Strecke BB den Halbkreis, und jenachdem die Punkte A und A
ausserhalb oder innerhalb desselben liegen (der Fall, wo ein Punkt

innerhalb, der andere ausserhalb liegt, ist nach den Bemerkungen
zu (11) ausgeschlossen), von A und A die Tangenten an den

Halbkreis, oder in A und A die senkrechten Halbsehnen, a und a ,

endlich ziehe man durch die Punkte A und A zwei Paralleleri von

der Lange beziiglich a und a , so liefert die Verbindungslinie der

freien Endpunkte dieser Parallclen durch ihre Durchschneidung mit

der Geraden G einen Doppelpunkt des Systems, und zwar D oder

D , jenachdem man die Parallelcn von A und A aus in derselben

Oder in entgcgengesetzter Richtung zieht. Die Losung dieser Auf-

gabe fiihrt also, wenn sie uberhaupt ausfuhrbar ist, stets zu zwei

Doppelpunkten D.

. 103. Gemeinschaftliche Sehncn, reelle, ideale,

imaginare; reeller Durchschnittspunkt der letzteren. In

der Gleichung:

(1)
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lasst sich der Coefficient ft stets so bestimmen, dass die linke Seite

ein Product zweier reellen oder imaginaren Factoren wird; denn
nach den Entwickelungen des . 62, Anm. fmdet dieses Statt, wenn
die Bedingungsgleichung :

(a+ pa ) (c + pc ) (f+ pf) (a + pa ) (e+ pe )*

+ 2 (b + fib ) (d+ fid ) (e+ pe )
=

erfiillt wird: durch Auflosen der Klammern und Ordnen nach Po-

tenzen von p ergiebt sich eine kubische Gleichung in Beziehung
auf (a von folgender Form:

(2)

wo J und 4 in der fruheren Weise aus den Constanten der bei-

den Kegelschnitte zusammengesetzt sind, namlich:

J = acf ae
2

cd
2

fb* + Zbde,

J&amp;gt;
= a c f -a e *-c d *-f b l 2

+2b d e
t

,

die Coefficienten von fi und ^ aber, weil fiir unseren Zweck ohne

Interesse, durch a und ft bezeiclmet sind. Jede kubische Glei

chung hat mindestens Eine reelle Wurzel: darum giebt es auch

mindestens Einen reellen Werth von p, welcher der Gleichung (2)

geniigt, d. h. fur welchen die linke Seite von (1) sich in zwei

reelle oder imaginare Factoren zerlegen lasst, die Gleichung (1)

also ein System zweier reellen Oder imaginaren geraden Linien

darstellt.

1st einer der beiden Kegelschnitte U oder V, wrelche dem

Buschel (1) zu Grunde liegen ,
selbst ein System zweier geraden

Linien, so lasst sich einer der Werthe von ^, fiir welche (1)

ein System zweier geraden Linien wird, sofort angeben. Es ver-

schwindet namlich alsdann (. 62) beziiglich A oder d } so dass die

Gleichung den Wurzelwerth
f.t
= oder

(.1
= oo erhalt: die

Liniensysteme U = oder U = sind demnach selbst die Granz-

falle des Involutionssystems (1) und zwar unabhangig davon, ob

U oder U sich in reelle oder imaginare Factoren des ersten Grades

zerlegen lasst.

Es gehbrt also zu einem Buschel von Kegelschnitten min

destens Ein System von reellen oder imaginaren geraden Linien.

Sind diese geraden Linien, welche durch:
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(3) p = und p {

=
bezeichnet werden rnogen, reell, und durchschneiden sich die Ke-

gelschnitte U und Ur
in vier reellen Punkten, so gehen auch die

Linien p und p,, sowie alle Kegelschnitte des Biischels (1), durch

diese vier Punkte, d. h. die Gcraden (3) sind gemeinschaftlieh e

Sehnen aller dieser Kegelschnitte; haben dagegen die Kegel

schnitte U und U keinen Punkt gemeinschaftlich, so durchschneiden

&quot;auch die Linien (3) die Kegelschnitte des Systems (1) gar nicht,

behalten jedoch dieselbe Beziehuug zu diesem System wie bei der

ersten Annahme (. 102), und man nennt sie darum ebenfalls ge-

meinschaftliche, doch zur Unterscheidung von den friiheren,

ideale Sehnen des Systems. Ebenso haben die Kegelschnitte

eines Biischels, wenn sie alle nicht mehr als zwei reelle Punkte

gemeinschaftlich haben, cine reelle und eine ideale gemeinschaft-

liche Sehne, und wenn endlich das System (1) als Granzfall ein

System zweier imaginaren geraden Linien enthalt, so nennt man diese

Linien auch alsdann noch gemeinschaftliche, und zwar imagi-
nare Sehnen des Systems, obschon man bei solchen Geraden nur

noch einen einzigen reellen Punkt, ihren sogenannten Durchschnitts-

punkt, anzugeben vermag.

Solche conjugirte imaginare Geraden namlich werden darge-

stellt durch eine Gleichung zweiten Grades mit reellen Coefficienten

von der Form:

(4) ao?
2+ Ibxy+ q/

2+ MX+ 2eij+f=Q,
unter der Voraussetzung, dass // = und ac 6

2
&amp;gt;0 ist (. 62):

die Gleichung J = ist aber zugleich die Bedingung dafiir, dass

sich die linke Seite von (4) in zwei Factoren ersten Grades zer-

legen lasst. Bezeichnet man diese, wie oben, durch p und
/?,,

so

muss also das Product pp {

reell sein, d. h. es miissen p und p {

conjugirte complexe Ausdrticke werden von der Form:

wo s und t wieder x und y nur im ersten Grade, und zwar in

reeller Zusammensetzung, enthalten. Fiir diejenigen Werthe von

x und y, durch welche s und t gleichzeitig Null werden, verschwin-

den auch p und p {
und demnach auch die linke Seite von (4),

d. h. der Schnittpunkt der beiden Linien s und t = ist zu

gleich als ein den beiden imaginaren conjugirten geraden Linien

Joachirasthal Elemcute. 2. Aull.
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p und p, gemeinschaftlicher Punkt zu betrachten, also als ein reeller,

durch die Gleichung (4) dargestellter Punkt. Ein soldier Punkt,

welcher, als Durchschnittspunkt reeller oder imaginarer Granzlinien,

passend als Granzpunkt des Biischels (1) ftir die Annahme

imaginarer Schnittpunkte der Kegelschnitte desselben anzusehen ist,

hat fur dieses System von Kegelschnitten dieselbe Bedeutung, wie

der Durchschnittspunkt jeder zwei reellen Granzlinien eines Biischels:

er ist namlich ein Doppelpunkt der Involution auf jeder durch

ihn gelegten Transversalen. Zur Erlauterung moge folgender

specielle Fall dienen:

x 2

if
Wenn in der Gleichung einer Ellipse ^ -\--JT

=
1&amp;gt;

unter

Annahme rechtwinkliger Coordinaten, die Halbaxen a und b durch

m-a und H cc ersetzt werden, wo m und n Zahlen sind, so stellt

fur verschiedene Werthe von a die Gleichung:

(5) 1+4 = ^m 2 n 2

ein System von concentrischen und mit gleicher Axenrichtung ver-

sehenen Ellipsen dar, und welche ferner in der Beziehung zu ein-

ander stehen, dass jede zwei gleich gerichtete Durchmesser dasselbe

Verhaltniss zu einander haben
;
denn setzt man in zwei Gleichun-

gen von der Form (5) mit den verschiedenen Parametern a
L
und

2
statt x und y beziiglich rcosqp und rsinqp, so ergeben sich

die Gleichungen:

2/cosop sing&amp;gt;
\ 2 /cosop . smcp \

r( ~
-{

?} = a und: r( ^-4 ? =
\ m n / N m n

und daraus fiir denselben Winkel (p, wenn man die zugehorigen

Halbmesser der beiden Ellipsen durch r
l
und r

2
bezeichnet:

die Ellipsen sind darum einander ahnlich, und die Gleichung (5)

driickt fur veranderliche Werthe des Parameters a ein Sy
stem concentrischer, ahnlicher und ahnlich licgender

Ellipsen aus; wenn nunmehr a verschwindet, so reduciren sich

auch die Halbaxen der zugehorigen Ellipse auf Null, obschon ihr

Verhaltniss noch das friihere, wie m\n, bleibt: die Gleichung dieser

Ellipse wird:
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+ = 0, ode,:m 2 n

eine solche Gleichung stellt demnach eine Ellipse dar rait unendlich

kleinen Axen, d. h. eine Ellipse, welche sich auf einen Punkt, und

zwar den Anfangspunkt der Coordinaten reducirt, und in der That

werden die letzten Gleichungen durch die einzigen Werthe x 0,

y = befriedigt. Diesem analog, driickt die Gleichung:

_=

ein System concentrischer, ahnlicher und ahnlich liegender Hyper-

beln aus, welche fur den Fall a - sich auf:

^1-4 = 0, d.h.: i+ -L=0 und: -5 *- =
&amp;lt;),m n in n m n

also auf die alien Hyperbeln gemeinschaftlichen Asymptoten re-

duciren; der Anfangspunkt der Goordinaten erscheint also jetzt als

Durchschnittspunkt zweier reellen
,
wie vorhin zweier imaginaren

geraden Linien.

Es seien nunmehr p = und p {

= 0, ohne Riicksicht darauf,

ob reell oder imaginar, die Granzlinien des Systems (1), so lasst

sich die Gleichung desselben ersetzen durch:

(6) U+wPi
= 0,

wo ft eine neue beliebige Constante bedeutet, ohne an Allgemein-

heit zu verliercn; denn wenn die Granzlinien des Systems (1) dem

Werthe p des Parameters entsprechen, so dass also, abgesehen

von einem Zahlenfactor:

PPl =

ist, so lasst sich U 1 durch U und pp, ausdriicken, so dass sich als-

dann in der That fiir (1) eine Gleichung von der Form (6) ergiebt.

Diese Gleichung (6) aber zeiclmet sich dadurch sehr vortheilhaft

vor der Gleichung (1) aus, dass sie unmittelbar zu einem Doppel-

punkt der Involution des ganzen Systems fiihrt, namlich zu dem

Punkte p = 0, p l

= 0, welcher stets reell ist.

. 104. Doppelter reeller oder imaginarer Contact

zweier Kegelschnitte. Von bcsonderem Interesse ist der Fall,

13*
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wo in dem allgemeinen Kegelschnittbuschel U+iapp i
=0 (. 103, 6)

der Kegelschnitt U durch das Quadrat eines linearen Ausdrucks q
ersetzt wird, so dass die Gleichung des Biischels wird:

(1)

die gerade Linie q = Q ist alsdann eine Doppellinie des

Systems (. 102), und im Besonderen ergiebt dieselbe mit jeder

durch den reellen Punkt p = p l
=0 gelegten Transversalen als

Durchschnittspunkt den zweiten Doppelpunkt der Involution, so dass

also jeder solche Schnittpunkt conjugirt harmonisch ist

zu dem Punkte p = p, 0, Oder kiirzer bezeichnet (p, p,),

in Beziehung auf die Durchschnittspunkte der Transver
salen mit jedem Kegelschnitt (1).

Dieser Satz, welcher als specielle Folgerung des Satzes (I.) in

. 102 auftritt, mag hier nochmals einen besonderen Beweis finden:

jede den Punkt (p, p t )
durchsclmeidende gerade Linie ist enthalten

in der Gleichung:

(2) vp+ Pl -0;

die Gleichungen (1) und (2) vereinigt ergeben die Schnittpunkte

des Kegelschnitts (1) und der Transversalen (2): eliminirt man aus

beiden Gleichungen p, ,
so erhalt man q* (,tvp^

== 0, d. h. das

System der beiden geraden Linien:

q+ y^v-p = und : q ]/ pv -p 0,

welche den Punkt (p, q) mit den Schnittpunkten von (1) und (2)

verbinden. Diese Linien aber sind (. 75) conjugirt harmonisch zu

den geraden Linien p und q = 0, woraus sich die Bichtigkeit

unseres Satzes ergiebt.

Sind in der Gleichung (1) die linearen Ausdriicke p und p,

reell, so werden p und p, Tangenten und q die zugehbrige Beriih-

rungssehne des Kegelschnitts des Systems (1), weil die alsdann

reellen Durchschnittspunkte der Doppellinie q mit den Geraden p
und p {

selbst auf dem Kegelschnitt liegen (vergl. . 68, Form. 4*):

die Kegelschnitte (1) bertihren sich also alle in diesen Punkten

(p, q) und (pp &amp;lt;/),

d. h. sie haben einen doppelten Contact:

der Analogic wegen sagt man auch von Kegelschnitten, welche durch

die Gleichung (1) dargestellt werden, wenn p und pn die gemein-

schaftlichen Tangenten, conjugirt imaginar sind, obschon alsdann
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nur ihr Schnittpunkt reell bleibt, sie haben einen doppelten

imaginaren Contact, und nennt q wie friiher die gemeinschaft-

liche Beriihrungssehne.

Wenn man in diesem Falle fiir p urid
j 1

einfiihrt s-\-t ]/ 1

und s t]/ 1, so ergiebt sich als die Gleichung eines In-

volutionssystems von Kegelschnitten, welche einen dop

pelten imaginaren Contact haben:

(3) g + /&amp;lt;(* + &amp;lt; )
= 0,

wo q, s, t lineare Ausdrticke in Beziehung auf x und y rait reellen

Coefficienten sind.

Anm. Durch eine Gleichung von der Form (3) wurde (. 97)

der in Beziehung auf den Hilfskreis x 1

-\-\f- r* = zu einem

Kreise (x )

2+ (y ftf a? = gehorige Polarkegelschnitt aus-

gedriickt, namlich durch:

(ax+ fy+ r*)*- tf^+y*) = 0;

nimmt man in dieser Gleichung a als veranderlich an, so ergiebt

sich zur Vervollstandigung der Resultate von . 97:

Zu einem System concentrischer Kreise gehb ren in Be

ziehung auf einen beliebigen Hilfskreis als Polarcur-

ven ein System von Kegelschnitten, welche einen dop

pelten imaginaren Contact haben,

und zwar ist der Mittelpunkt des&quot;*Hilfskreises x y = 0, d. h. der

gerneinschaftliche Brennpunkt aller dieser Kegelschnitte, der Granz-

punkt, und die Leitlinie, ax -)- fly -\- r
2 = 0, die gemeinsame Be

riihrungssehne des Systems.

Wenn man in der Gleichung (3) den Coefficienten
[.t,

welcher

fiir reelle Kegelschnitte nothwendig negativ sein muss, durch --5-

ersetzt, so ergiebt sich als die Gleichung eines Systems von Kegel

schnitten, welche einen doppelten imaginaren Contact haben:

(4) *
9

+*
9 vy = 0,

wofiir sich auch schreiben lasst:

vq) = 0, Oder: J
2

-f (s+ v)(s vq) = 0.

Aus den beiden letzten Formen der Gleichung geht hervor, dass

s und t die Beriihrungssehnen sind der Kegelschnitte fiir die reellen
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Tangentenpaare t-\-vq 0, tvq = Q und s-\-vq
= 0, 5

v&amp;lt;/

= 0,

d. h. dass die drei geraden Linien q 0, 5=0, t = ein Drei-

eck bilden, dessen Eckpimkte die Pole sind in Beziehung auf die

jedesmaligen Gegenseiten als Polaren. Man nennt ein solches

Dreieck ein sich selbst conjugirtes, oder kurz Poldreieck,
und hat demnacli folgenden Satz :

Kegelschnitte mit einern doppelten imaginaren Con
tact haben ein Poldreieck gemeinschaftlich,

und zwar ist der innerhalb aller Kegelschnitte liegende Punkt dieses

Dreiecks, s 0, der Granzpimkt des Systems ;
die Gleichungen

verschiedencr Kegelschnitte in der Form (4) unterscheiden sich nur

durch die verschiedenen Werthe des Parameters v.

Wir wenden uns jetzt zur Erledigung einer in . 89 ange-

regten Frage, welche Bedeutung die Gleichung:

(5) Ul uz
-v* = Q

hat, wo:

u,
= ax] + 2bx

{ y, -f cy\ + 2^ + 2cy t + f,

u
z
= ax -f 2bxy + cy* + Idx + ley -f f,

v =
(ax, + by i + d) x + (bxt + cy i + e)y+ dx

l + ey,+ f,

wenn die beiden Factoren, in welche sich die linke Seite

von (5) stets zerlegen lasst (. 101), conjugirt imaginar

sind, d. h. wenn der Punkt (a;,, y^) innerhalb des Kegelschnitts

u
z
=.

liegt. Bezeichnen wir die Factoren von u
i
u.

i
v

2

, dieselben

mbgen reell oder conjugirt imaginar sein, durch p und p,, so dass,

abgesehen von einem constanten Factor:

(6) fj
s-fi

l
ii

&amp;lt; =pp l

ist, so lasst sich die Gleichung des Kegelschnitts u
2

ersetzen

durch :

(7) v*-pp, = 0;

denn wenn man fur pp {
seinen Werth aus (6) cintragt, so ergiebt

sich MjM2
= 0, d. h. abgesehen von dein Factor #,, dem Resultate

der Substitution der Coordinaten x
t
und y t

an Stelle von x und y

in M
2 , dieselbe Gleichung als die des Kegelschnitts u.2

= 0. Aus

(7) aber ergiebt sich, dass auf jeder durch den Punkt (p, p^ ge-



Combination von Kegelschnitten. 199

legten Transversalen durch diesen Punkt und die Durchschnittspunkte

mil der geraden Linie v = und dem Kegelschnitt vier harmoni-

sche Punkte bestimmt werden, dass also t? die Polare ist des

Punktes (p, p,) in Beziehurig auf den Kegelschnitt. Sind p und
jt?,,

die Factoren von ?,,w 2
fl

2

, reell, so stellen sie, gleich Null gesetzt,

zwei Tangenten und v die zugehbrige Beriihrungssehne des

Kegelschnitts dar (vgl. . 89); sind dagegen p und p l conjugirt

imaginar, so driickt die Gleichung (5) den Pol (Durchschnittspunkt

zweier conjugirten imaginaren Tangenten) zur Polare v = aus.

. 105. Construction eines Kegelschnitts aus ge-

gebenen Elementen. Zur Anwendung der bisher entwickelten

Involutionstheorie mag die Construction beliebig vieler neuen Punkte

und Tangenten eines Kegelschnitts dienen, welcher durch cine hin-

reichende Anzahl von Punkten oder Tangenten (. 98) gegeben ist.

Die Theorfe der reciproken Polaren leistet dabei die wesentlichsten

Dienste, weil durch sie mit der Construction jeder einzelnen Auf-

gabe unmittelbar die Losung einer verwandten Aufgabe gegeben

ist, und es sind darum die entsprechenden Aufgaben einander gegen-

iibergestellt worden.

la. Wenn funf Punkte ei- lb. Wenn funf Tangenten
nes Kegelschnitts gegeben eines Kegelschnitts gege-
sind. ben sind.

Irgend vier der gegebenen Irgend vier der gegebenen Tan-

Punkte als Eckpunkte bestirnmen genten als Seiten bestimmen in

in beliebiger Reihenfolge ein Vier- beliebiger Reihenfolge ein Vier-

seit, und es ist auf jeder durch eck, und es ist fiir jeden auf

den fiinften Punkt gehenden der fiinften Tangente angenom-
Transversalen der diesern Punkte menen Punkt der dieser Geraden

conjugirte sechste Punkt eines conjugirte sechste Strahl eines

Involutionssystems, von welchem Involutionsbiischels, von welchem

zwei Punktepaare die Schnitt- zwei Strahlenpaare die Verbin-

punkte mit den Gegenseiten- dungslinien mit den Gegenecken-

paaren des Vierseits sind, ein paaren des Vierecks sind, eine

Punkt des gesuchten Kegelschnitts Tangente des gesuchten Kegel-

(. 102, V.). schnitts.

lla. Wenn vier Punkte und lib. Wenn vier Tangenten
eine Tangente gegeben sind. und ein Punkt gegeben sind.
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Die gegebenen Punkte als Eck-

punkte bestimmen in beliebiger

Reihenfolge ein Vierseit, dessen

Gegenseitenpaare die gegebene

Tangente in den Punktepaaren A
und A , B und B treffen mb-

gen: also lasst sich der Beruh-

rungspunkt C dieser Tangente,

d. h. ein fiinfter Punkt des ge

suchten Kegelschnitts, fmden als

Doppelpunkt eines Involutionssy-

stems durch Construction der

Gleichung :

~Aff AB-AB

-AC*
~

A B-A B&quot;

man erhalt dadurch zwei Pimkte

C(. 102) und demnach zwei ver-

schiedene Lbsungen der Aufgabe.

Ilia. Wenn drei Punkte
und zwei Tangenten gege-
ben sind.

Die Punkte seien (Fig. 69) p { ,

p2 , p3 ,
der Durchsehnittspunkt

der Tangenten t
t
und t

z
heisse

C, die Durchschnittspunkte fer-

ner der Verbindungssehnen p2 /? 3 ,

PaPi &amp;gt; PiPz m^ ^en Tangenten

t
i
und t

z beziiglich A
{

und 5,,

A
z
und B

z ,
A

3
und B

3
: so ist

die Beriihrungssehne S zu fin-

den; denn diese liefert mit den

gegebenen Tangenten zwei neue

Punkte des gesuchten Kegel

schnitts. Nach . 102, VIII. ist

der Durchsehnittspunkt der Be

riihrungssehne S mit irgend ei-

ner Transversalen ein Doppelpunkt

Die gegebenen Tangenten als

Seiten bestimmen in beliebiger

Reihenfolge einViereck, dessen Ge-

geneckenpaare mitdem gegebenen
Punkte verbunden die Strahlen-

paare A und A , B und B liefern

mogen : also lasst sich die durch

diesen Punkt gehende Tangente C,

d. h. eine fiinfte Tangente des

gesuchten Kegelsclmitts, fmden

als Doppelstrahl eines Involutions-

biischels durch Construction der

Gleichung:

AC AB-AB

man erhalt dadurch zwei Tangen
ten C und demnach zwei ver-

schiedene Lbsungen der Aufgabe.

Illh. Wenn drei Tangen
ten und zwei Punkte gege-
ben sind.

Die Tangenten seien
$,, t^ t^

die Verbindungslinie der Punkte

p (

und pt
heisse C, die Verbin-

dungslinien ferner der Durch

schnittspunkte (t^3 ), (t3 t
{ ), (t {

t
t )

mit den Punkten p i
und p2

be

ziiglich A l
und J?n A

z
und 5

2 ,

AS und B
3

: so ist der Schnitt-

punkt S der Tangenten an p,

und pz
zu fmden; denn dieser

liefert mit den gegebenen Punk-

ten verbunden zwei neue Tan

genten des gesuchten Kegel

sclmitts. Die Verbindungslinie

dieses Schnittpunktes S mit ir

gend eineni Schnittpunkte zweier
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der Involution dieser Transver-

salen zu deren Durchschnittspunk-

ten mit den beiden Tarigenten

und dem Kegelschnitt: bezeich-

net man also die Durchschnitts-

punkte der Beriihrungssehne mit

den beiden Transversalen p2p 3

und p 3p l beziiglich durch X und

Y, so ergeben sich zur Bestiin-

rnung dieser Punkte die Glei-

chungen :

Tangenten ist ein Doppelstrahl

des Involutionsbiischels zu den

Verbindungslinien mit den Be-

riihrungspunkten der beiden Tan

genten und den Tangenten an

den Kegelschnitt: bezeichnet man

also die Verbindungslinien des

Schnittpunktes S mit den Schnitt-

punkten der Tangentenpaare (t, J
3 )

und (/3 ^) beziiglich durch X und

Y, so ergeben sich zur Bestim-

mung dieser Linien die Gleichun

gen:

und: und:

diese Gleichungen liefern zwei

Punkte X und zwei Punkte Y,

d. h. es giebt vier verschiedene

Lagen der Beriihrungssehne S

und demnach vier verschiedene

Kegelschnitte, welche der Auf

gabe entsprechen.

A2
Y

diese Gleichungen liefern zwei

Linien X und zwei Linien Y,

d. h. es giebt vier verschiedene

Lagen des Schnittpunktes S der

Tangenten an p {
und p 2

und

dernnach vier verschiedene Ke-

gelschnitte, welche der Aufgabe

entsprechen.

. 106. Der Pascalsche Satz mit seinen Folgerungen.
Die drei Gleichungen:

(1) U = ax z+ Ibxy+ c*/

2+ 2cte

(2)

(3)

wo p, q, r lineare Ausdriicke in Beziehung auf x und y mit reellen

Coefficienten sind, driicken drei Kegelschnitte aus, welche eine Sehne,

nainlich die Linie p = 0, gemeinschaltlich haben; ausserdem sind

q
= und r die Verbindungslinien der iibrigen beiden reellen
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Oder conjugirten irnaginaren Durchschnittspunkte beziiglich des

ersten und zweiten, und des ersten und dritten Kegelschnitts. Durch

Subtraction der zweiten und dritten Gleichung ergiebt sich:

p (pq vr) = 0,

also die Gleichung eines neuen Kegelscbnittes, welcher durch die

Schnittpunkte der Kegelschnitte (2) und (3) geht, dieser Kegel-

schnitt degenerirt in das System der beiden geraden Linien p =
und pq vr 0, d. h. die letzte Gleichung gehort der Verbin-

dungslinie der beiden iibrigen Schnittpunkte der Kegelschnitte (2)

und (3) an. Die drei Linien q 0, r = 0, pq vr = Q gehen

durch denselben Punkt (q, r), also:

I. Wenn drei Kegelschnitte eine gemeinschaftliche
Sehne haben, so durchschneiden sich die drei iibrigen,

je zweien derselben gemeinschaftlichen Sehnen in einem
und demselben Punkte.

Kreise sind anzusehen als Kegelschnitte, welche eine gemein

schaftliche (ideale) Sehne im Unendlichen haben (. 100), also:

II. Die gemeinschaftlichen reellen oder imaginaren
Sehnen dreier Kreise gehen durch denselben Punkt

(. 30, II.).

Wenn die Kegelschnitte (2) und (3) Systeme zweier geraden

Linien werden, so lasst sich Satz I. folgendermassen darstellen:

Wenn durch einen Kegelschnitt U zwei Paar gerader Linien

gelegt werden (Fig. 70), namlich a, a
{

und b, 6,, von denen

sich a und b, sowie a
t
und 6, auf dem Kegelschnitt durch

schneiden, so gehen die drei Verbindungslinien der zweiten Durch

schnittspunkte der gegebenen Linienpaare mit U und unter sich,

namlich :

2 ,
die Verbindungslinie der Punkte (a, U) und (a,, I/),

& -
(6, U) -

(6P U),

c
2 ,

-
(a, 6,)

-
(at , 6),

durch denselben Punkt,

Die sechs geraden Linien a, b in der Reihenfolge a, b, 6
2 ,

ftp a,, a.2 sind die Seiten eines dem Kegelschnitt U eingeschrie-

benen Sechsecks: es ist also von einem solchen nachgewiesen, dass
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die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Seitenpaare a, b
l
und

b, a
l

durch den Schnittpunkt des Seitenpaars 2 , b.
t geht, also:

III. Bei jedem einern Kegelschnitt eingeschriebe-
nen Sechseck liegen die drei Durchschnittspunkte der

Gegenseitenpaare auf einer geraden Linie.

Dieser Satz rilhrt von Pascal her, und man nennt darum

ein einem Kegelsehnitt eingeschriebenes Sechseck gewohnlich ein

Pascalsches Sechseck. Der reciproke polare Satz ist als eine

der ersten und hauptsachlichsten Anwendungen der Theorie der re-

ciproken Polaren von Brianchon gegeben worden, namlich:

IV. Bei jedem einem Kegelschnitt umschriebenen
Sechsseit gehen die drei Verbindungslinien der Gegen-
eckenpaare durch einen und denselben Punkt.

Die Satze (III.) und (IV.) sind darum von so grosser Bedeu-

tung fur die Theorie der Kegelschnitte, weil sie auf die einfachste

Weise den geometrischen Zusarnmenhang jedes sechsten Punktes

oder jeder sechsten Tangente eines Kegelschnitts, von welchem be-

ziiglich fiinf Punkte oder fiinf Tangenten ihrer Lage nach bekannt

sind, mit diesen gegebenen Bestimmungsstucken darthun (. 105,

la. und Ib.). Wir beschranken uns hier auf wenige Folgerungen

dieser Satze: Wenn von den auf einander folgenden Eckpunkten

des eingeschriebenen Sechsecks zwei unendlich nahe riicken, so

dass die sie verbindende Sehne eine Tangente des Kegelschnitts

wird, so ergiebt sich aus (III.) der Satz:

V. In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen
Flinfeck durchschneidet die Verbindungslinie der Durch

schnittspunkte von zwei Paar abwechselnden Seiten,
z. B. der ersten und dritten und der zweiten und vierten,
die letzte (fiinfte) Seite in einem Punkte der an den

Kegelschnitt in dem der fiinften Seite gegeniiberliegen-
den Eckpunkte (2, 3) gelegten Tangente,

und der reciproke polare Satz:

VI. In jedem einem Kegelschnitt umschriebenen
Funfseit durchschneidet die gerade Linie, welche den

Schnittpunkt der Verbindungslinien von zwei Paar ab

wechselnden Eckpunkten, z. B. des ersten und dritten
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und des zweiten und vierten, mit dem letzten (fiinften)

Eckpunkte verbindet, die diesern Eckpunkt gegenilber-

liegende Seite (2, 3) in ihrem Beriihrungspunkte.

Die Anwendung dieser beiden Satze auf die Vervollstandigung

der im vorigen Paragraphen angegebenen Constructionen der Punkte

oder Tangenten eines Kegelschnitts aus gegebenen Stiicken ist ohne

Weiteres klar.

Wenn zwei Seiten des eingeschriebenen Sechsecks Tangenten

des Kegelschnitts werden, so ergiebt sich aus (III.) folgende Eigen-

schaft des eingeschriebenen Vierecks:

VII. Der Durchschnittspunkt der Tangenten an je-

den zwei Gegenecken eines einem Kegelschnitt einge
schriebenen Vierecks liegt mit den beiden Schnittpunk-
ten der Gegenseitenpaare auf einer geraden Linie,

und der reciproke polare Satz :

VIII. Die Verbindungslinie der Beriihrungspunkte

jeder zwei Gegenseiten eines einem Kegelschnitt um-
schriebenen Vierseits trifft mit den Verbindungslinien
der Gegeneckenpaare in demselben Punkte zusammen.

Aus den Satzen VII. und VIII. geht ein eigenthiimlicher Zu-

sammenhang zwischen den durch vier Punkte eines Kegelschnitts

als Eckpunkte bestimrnten eingeschriebenen drei Vierecken und den

durch dieselben vier Punkte als Beriihrungspunkte der Seiten be-

stimmten umschriebenen drei Vierseiten hervor, namlich :

IX. Die Seiten der drei eingeschriebenen Vierecke

durchschneiden sich ausser in den vier Punkten des Ke

gelschnitts noch in drei Punkten A, B, C, und die Eck

punkte der drei umschriebenen Vierseite liegen ausser

auf den vier Tangenten des Kegelschnitts noch auf

drei geraden Linien a, b, c: jede dieser Geraden geht

durch zwei jener Punkte, d. h. es wird durch die Punkte

A, B, C als Eckpunkte und die Linien a, b, c als Seiten

ein und dasselbe Dreieck bestimmt.

Man kann auf der Transversalen, welche den Durchschnittspunkt

der Diagonalen eines einem Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks

mit dem Durchschnittspunkte zweier Gegenseiten verbindet, diese
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beiden Durchschnittspunkte als Doppelpunkte der Involution ansehen

(. 102, V. und VI): darum sind diese Punkte conjugirt harmo-

nisch zu den Schnittpunkten der Transversalen mit dem Kegelschnitt

und 1st ferner die Verbindungslinie der Durchschnittspunkte beider

Gegenseitenpaare die Polare des Durchschnittspunktes der Diago-

nalen: dies auf alle drei eingeschriebenen Vierecke angewandt er-

giebt den Satz:

X. Jeder von den drei Punkten, in denen sich die

Verbindungslinien von vier auf einem Kegelschnitt lie-

genden Punkten, ausser auf dem Kegelschnitt, durch-

schneiden, ist der Pol der Verbindungslinie der beiden

anderen.

Es wird also durch diese Punkte ein sich selbst conjugates

Dreieck bestimmt (. 104); dasselbe ist gerneinschaftlich fiir alle

durch dieselben vier Punkte gehenden Kegelschnitte, also :

XI. Alle sich in denselben vier Punkten durchschnei-

denden Kegelschnitte haben ein sich selbst conjugirtes
Dreieck gemeinschaftlich, namlich dasjenige Dreieck,

welches die Schnittpunkte der paarweisen Verbindungs
linien der vier Punkte zu Ecken hat (vgl. . 104),

und der reciproke polare Satz lautet:

XII. Alle dieselben vier geraden Linien beriihren-

den Kegelschnitte haben ein sich selbst conjugirtes
Dreieck gemeinschaftlich, namlich dasjenige Dreieck,
welches die Verbindungslinien der Gegenecken der

durch die vier geraden Linien bestimmten Vierseite zu

Seiten hat.

Wenn endlich, wie in (IX.), die Eckpunkte eines einem Kegel
schnitt eingeschriebenen Vierecks die Beriihrungspunkte der Seiten

eines umschriebenen Vierseits sind, also Viereck und Vierseit sich

als reciproke polare Figuren entsprechen, so haben dieselben das

sich selbst conjugirte Dreieck gemeinschaftlich.
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