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Vorwort.

Der vorliegende Leitfaden folgt im allgemeinen der durch
v. Staudt geschaifenen, durch Herrn Reye erschlossenen

Darstellungsweise^ der Geometrie der Lage. Im einzelnen

finden sich mancherlei Abweichungen. Die wichtigsten unter

diesen sind die beiden folgenden.

In der Definition &amp;lt;

s i) der projektiven Verwandtschaft bin

ich nicht v. Staudt, sondern Herrn Thomae gefolgt. Aus-

schlaggebend war dabei ftir mich, dafs, von der Begrundug
der kollinearen und reziproken Verwandtschaft abgesehen,
bei alien Konstruktionen und Beweisen die projektiven Ge-
bilde aufgefafst werden als die Endglieder einer Kette von

perspektiven Gebilden und dafs es daher fur den Lernenden
eine Erleichterung ist, wenn ihm in der Definition gerade
diese Eigenschaft iibermittelt wird.

Die Staudtsche Theorie der imaginaren Elemente, die

sich auf einen ,,ordentlichen&quot; Wurf stiitzt, habe ich ersetzt

durch eine Theorie, die von einem beliebigen Wurfe ausgeht.
Diese Theorie macht eine Unterscheidung zwischen reellen

und imaginaren Fallen unnotig, weil sie nur Beweise kennt,
die fur alle Falle gleichzeitig gelten. Halt man namlich
stets die durch einen Wurf bestimmte Involution fest und
stiitzt die Beweise auf sie und niemals auf ihre etwa vor-

handenen Ordnungselemente oder darauf, dafs keine Ord-

nungselemente vorhanden sind, so stellt sich nirgendwo das
Bedurfnis ein, imaginare Elemente emzuiuhren^93 A; issA^goA;^
Das Wort imaginar ist aber nicht blofs unnotig, es ist ge-
radezu schadlich; denn es kann, weil ihm keine Vorstellung

entspricht, nur verwirrend wirken. Das Wort imaginar sollte

daher aus der Geometrie der Lage verbannt werden (231\

810805



IV Vorwort.

Dafs man (lurch die angegebene Verallgemeinerung

(die ich zuerst in einer Abhandlung Uber Biischel und Netze

von ebenen Polarsystemen zweiter Ordnung, Hamburg 1886, ver-

offentlicht habe; vgl. die Arbeit des Herrn H. Wiener^ 158 A
))

zu allgemein giiltigen Konstruktionen und mit ihnen zu

allgemein gtiltigen Beweisen gelangt, zeigt, neben den Lehr-

satzen von Desargues(
194s) und Hesse( 217) in ihrer allgemeinsten

Form, die Aufgabe (203)
: Eine Kurve aus ftinf (reellen oder

imaginaren) Punkten zu zeichnen. - - Diese Aufgabe liefs

sich allmahlich soweit vereinfachen und elementar begrtin-

den, dafs sie gleich an die Lehre von den konjugierten In-

volutionen angeschlossen
(10 ) und so in den Mittelpunkt des

Ganzen geriickt werden konnte. Im Grunde fiihren alle

Konstruktionen auf sie bin oder gehen von ihr aus.

In der Darstellung habe ich ein liickenloses Fortschreiten

im Beweisen erstrebt. Durch ein ununterbrochenes Zuriick-

verweisen auf die beim Schliefsen benutzten Lehrsatze soil

der Lernende in den Stand gesetzt werden, mit moglichst

geringer Mtthe die Wurzeln jedes Beweises aufzudecken und

sich Uber die Stellung jedes Satzes innerhalb des gesamten

Lehrgebaudes Klarheit zu verschaffen. Uberhaupt ist ftir

die Form der Darstellung an jeder Stelle des Buches das

Ziel gewesen, dem Lernenden den Zugang zur Geometric

der Lage zu erleichtern.

Hamburg, im November 1899.

Rudolf Boger.
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Erster Teil.

Der Kegelsclmitt

1. Perspektive Verwandtschaft.

1. Geometrie der Lag-e. Die Geometrie der Lage be- 1

schaftigt sich ausschliefslich mit den Lagenbeziehungen
geometrischer Gebilde zu einander; der Begriff des Mafses
1st ihr fremd. Fur die Zeichnung der Figuren, dieses Buches
reicht daher (von einzelnen Zusatzen abgesehen) das Lineal
aus. Dem Lernenden wird dringend geraten, jede Figur
nach den Angaben des Textes (wenn auch nur aus freier
Hand mit Bleifeder) selbstandig zu zeichnen; er wird
bald finden, dafs er durch selbstandiges Zeichneii das Ver-
stehen des Inhalts erlieblich beschleunigt. Die beigegebenen
Figuren sollen nur zur Kontrolle und zum schnellern Ver-
standnis beim Nachschlagen eines bereits durchgearbeiteten
Lehrsatzes dienen.

Wahrend in der Geometrie der Alten die Arithmetik in

ausgedehntem Mafse zum Beweisen herangezogen wird,
verzichtet die Geometrie der Lage auf jede Rechnung.
Trotzdem werden auch heute noch die grundlegenden Satze
vielfach mit planimetrischen Hiilfsmitteln bewiesen(41

); der

vorliegende Leitfaden folgt der Darstellung des grofsen
Geometers von Staudt, der die Geometrie der Lage zu
einer selbstandigen Wissenschaft machte, indem er ihr
1847 in seinem Buche Geometrie der Lage, dem von 1856
bis 1860 die Beitmge zur Geometrie der Lage folgten, eine

Grundlage aus rein geometrischem Stoff gab. Weil aber
durch Ubung und Unterricht Gleichheit und Parallelitat

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 1



2 I. Der Kegelschnitt.

wichtige Htilfsmittel fiir unser Anschauungsvermogen ge-
worden sind, so wird im folgenden (in durch ein Sternchen
* kenntlich gemachten Nummern) die Vorstellung der geo-
metrisehen Figuren durch den Hinweis auf planimetrische

Folgerungen aus den allgemeinen Lehrsatzen der Geometric

der Lage erleichtert; zu einem Fortschritt in der Beweis-

tuhrung aber werden die Begriffe der Gleichheit und Par-

allelitat nicht benutzt.

2 2. Dieg-eraden Grundg-ebilde : Punktreihe, Strahlen-

biisehel, Ebenenbiischel. Der Inbegriff der Punkte, die in

einer Gerade liegen, heifst (gerade) Punktreihe; der Inbegriff

der Geraden^ die durch einen Punkt gehen, heifst (gerader)

Straldenbuscliel; der Inbegriff der Ebenen, die durch eine Gerade

gehen, heifst (gerader) Ebenenbiischel. Fiir Punktreihe, Strahlen-

biischel und Ebenenbiischel hat man den gemeinsamen
Namen einfonnige gerade Grundgebilde oder Grundgebilde der

ersten Stufe. Die Punkte (einer Punktreihe), die Strahlen

(eines Strahlenbiischels), die Ebenen (eines Ebenenbiischels)
nennt man die Elemente (des einformigen Grundgebildes).
Die Gesamtheit der Punkte ABC..., die in der Gerade

(oder, wie man auch sagt, in dem Trdger) s liegen, be-

zeichnet man kurz als die Punktreihe s; die Gesamtheit der

Strahlen a b c . .
.,

die durch den Punkt (oder, wie man auch

sagt, durch den MittelpunJct) S gehen, als den Strahlen-

bUschel -S;
die Gesamtheit der Ebenen a /?/..., die durch

die Gerade (oder, wie man auch sagt, durch die AcJise) g

gehen, als den Ebenenbttschel g.

3 3. Uneig-entliehe Punkte und die uneig-entliehe
Gerade. Eine Gerade hat mehr Punkte, als wir zahlen konnen;
sie hat unzahlig oder unendlich viele Punkte. Ebenso hat ein

Strahlenbttschel unendlich viele Strahlen (und ein Ebenen-

btischel unendlich viele Ebenen). Verbinden wir samtliche

Punkte einer Gerade s mit einem aufserhalb der Gerade

liegenden Punkte
,

so erhalten wir samtliche Strahlen

von S bis auf einen w, der der Gerade s parallel ist. Die

Zahl der Strahlen eines Punktes ist mithin urn eins grofser

als die Zahl der Punkte einer Gerade. Wir durfen also

nicht sagen: Jeder Strahl des Biischels 5 schneidet die

Gerade s,
sondern mttssen hinzufiigen: bis auf einen u

7
der

der Gerade parallel ist. Dieser Strahl u nimmt aber, wie



1. Perspektive Verwandtschaft. Nr. 24. 3

wir im folgenden sehen werden, keine Ausnahmestellung ein;
wir wollen deswegen den lastigen Zusatz umgehen, indem
wir der Gerade s noch einen Punkt, den wir zum Unter-

schied von den iibrigen den uneigentlichen nennen wollen,

beilegen. Da dieser uneigentliche Punkt, in dem nach
unserer neuen Ausdrucksweise der parallele Strahl die

Gerade s schneidet, von jedem eigentlichen Punkt der

Gerade unendlich weit entfernt ist, so nennen wir ihn auch
den unendlich fernen Punkt der Gerade.

Der Grundsatz : Durch einen (eigentlichen) Punkt kann
man zu einer Gerade eine und nur eine Parallele ziehen,
lautet jetzt: Jede Gerade, die durch einen eigentlichen
Punkt geht, hat einen und nur einen uneigentlichen (un
endlich fernen) Punkt.

Aus diesem Grundsatz folgt, dafs alle uneigentlichen
(unendlich fernen) Punkte der Ebene in einer Gerade, der

uneigentlichen (unendlich fernen) Gerade o der Ebene, liegen.
Denn lagen sie in einer andern Linie, so konnten wir zwei
Punkte dieser Linie verbinden und somit eine Gerade mit

zwei uneigentlichen Punkten zeichnen.

In Zukunft sprechen wir also nicht mehr von parallelen

Geraden, sondern von solchen, die durch denselben Punkt
der uneigentlichen Gerade o gehen oder, was dasselbe sagt,
die sich in einem uneigentlichen Punkte schneiden.

4. Drehung-ssinn. Ein Strahl a kann sich

um einen seiner Punkte S in zweierlei Sinn
drehen (mit dem Zeiger einer Uhr oder gegen
den Zeiger einer Uhr). Ist b ein zweiter Strahl

von Sj so gelangt der Strahl a sowohl bei der

Drehung im Sinn eines Uhrzeigers als auch bei

der Drehung im entgegengesetzten Sinn nach b

(Fig. 1).
Fig. 1.

Ist c ein dritter Strahl von

&amp;gt;,

so uberschreitet a bei der

Drehung in dem einen Sinn,
bevor er nach b gelangt, den
Strahl c; bei der entgegen
gesetzten Drehung nicht. Wir
wollen nun unter a b c immer
den Drehungssinn verstehen, /

bei welchem a, ohne c zu tiber- Fig. 2.
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schreiten, nach b gelangt (Fig. 2), so dafs durch die Bezeich-

nung a b c immer ein bestimmter Drehungssinn festgelegt ist.

5. Beweg-ungssinn. Von dem Punkt A einer Gerade s

kann man sich in zweierlei Sinn fortbewegen, uni zu einem

zweiten Punkt B in s zu gelangen. Bewegt man sich in

dem einen Sinn, so mufs man den uneigentlichen^ Punkt

von s iiberschreiten, urn nach B zu gelangen; bewegt man
sich in dem andern Sinn, so iiberschreitet

_.._o
*

o man den uneigentlichen Punkt von s nicht

Bewegungen
Fig. s. wollen wir dadurch unterscheiden, dafs wir

die Bewegung, bei welcher der uneigentliche Punkt nicht

tiberschritten wird, durch AB, und die Bewegung, bei

welcher der uneigentliche Punkt tiberschritten wird, durch

A B bezeichnen.

Ist C ein dritter (eigentlicher) Punkt von s, so wollen

wir unter ABC immer den Bewegungssinn verstehen, bei

Fig. 4.

welchem man von A nach B gelangt, ohne C zu uber-

schreiten, so dafs durch die Bezeichnung ABC immer ein

bestimmter Bewegungssinn festgelegt ist (Fig. 4).

6. Perspektive Lag*e. Das Wesen der Geometric der

besteht darin, die Elemente der Grundgebilde^ einander

zuzuordnen, d. h. jedem Element des einen Grundgebildes

ein Element des andern zuzuweisen.

Zwei einander zugeordnete Elemente

heifsen homologe Elemente.

Auf die einfachste Art stellt man eine

solche Zuordnung, z. B. zwischen einer

Punktreihe s und einem Strahlenbiischel 5,

in folgender Weise her. Jedem Strahl a

, des Mittelpunktes S ordnet man den Punkt

A des Tragers s zu, in dem der Strahl a

die Gerade s schneidet (Fig. 5). Fur die so hergestellte

Beziehung zwischen den Punkten einer Gerade und den

Geraden eines Punktes hat man verschiedene Ausdrucks-

weisen. Entweder man nennt den Strahlenbiischel einen

Scliein der Punktreihe oder die Punktreihe einen Schnitt des
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Strahlenbuschels oder schliefslich man sagt: Der Strahlen

buschel und die Punktreihe sind in perspektiver Lage. In

Zeichen deutet man die perspektive Verwandtschaft an durch

/\ ^7

gelesen : Der Strahlenbuschel /S perspektiv zur Punktreihe s.

7. Perspektive Strahlenbuschel und perspektive
Punktreihen. Im folgenden stellen wir eine Reihe von Satzen

nicht hinter, sondern neben einander. Dadurch wollen wir darauf

aufmerksam machen, dafs man den rechts stehenden Satz aus

dem links stehenden Satz erhalt, indein man die Worte:
Gerade (Strahl) und Punkt, Mittelpunkt und Trager, Strahlen

buschel und Punktreihe, Schnittpunkt und Verbindungslinie,

Drehung und Bewegung mit einander vertauscht. Spater (91 z
&amp;gt;

werden wir in dem Gesetz der Dualitdt (oder Reziprozitat)
den Grund dafiir kennen lernen, dafs man durch eine solche

mechanische Vertauschung neue Satze erhalt. - - Dem Ler-

nenden wird empfohlen, den rechts stehenden Satz ohne
Hiilfe des Buches aus dem links stehenden abzuleiten.

Perspektive Strahlenbuschel.

Um die Strahlen zweier Strah

lenbtischel S und S
l
auf ein

ander zu beziehen, nimmt man
eine Punktreihe s zu Hiilfe

und weist jedem Strahl a

von 5 den Strahl a^ von
/Sj

zu, der durch den Schnitt

punkt A = s a geht.
Die beiden Strahlenbuschel

5 und S sind nach der Kon-
struktion (Fig. 6) Scheme (6)

einer und derselben Punkt
reihe s. Nennen wir zwei

solche Biischel perspektiv, so

konnen wir uns auch so aus-

driicken :

Zwei Strahlenbuschel heifsen

perspektiv, wenn sie Scheme
einer und derselben Punktreihe

sind.

In Zeichen : S 7T 5, .

Perspektive Punktreihen. Um
die Punkte zweier Punkt
reihen s und s auf einander

zu beziehen, nimmt man einen

Strahlenbuschel S zu Hiilfe

und weist jedem Punkt A von
s den Punkt A von s zu,

der auf der Verbindungslinie
a = S A liegt.

Die beideu Punktreihen s

und s
l

sind nach der Kon-
struktion (Fig. 7) Schnitte^6)

eines und desselben Strahlen

biiscliels S. Nennen wir zwei

solche Punktreihen perspektiv,
so konnen wir uns auch so

ausdriicken :

Zwei Punktreihen heifsen

perspektiv,, wenn sie Schnitte

eines und desselben Strahlen-

bilschels sind.

In Zeichen : s s.
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Fig. 6.

8. Sich selbst homologer
Strahl. Der Strahl, welcher

durch die Mittelpunkte S und

S
l geht, gehort sowohl zum

Biischel 5 wie zumBlischel Sr
Er ist also als ein zweifacher

Strahl zu betrachten und wird

als solcher haufig mit zwei

Buchstaben bezeichnet: mit
,

wenn man ihn als Strahl des

Biischels *S; mit
t ,
wenn man

ihn als Strahl des Biischels

S
l

ansieht.

Sucht man zu t vermittelst

der Punktreihe s in der an-

gegebenen
(? ) Weise den ho-

mologen (6 ) Strahl von &amp;lt;S

t ,

so findet man ^ (Fig. 6).

Daher :

zwei StrahlenbuscJiel in

perspektiver Lage, so ist die

Verbindungslinie der Mittel

punkte sich selbst homolog.

9. Draining- perspektivzu-
geordneterStrahlen. Dreht
sich ein Strahl A-urn denPunkt5

so, dafs sein Drehungssinn (4)
,

etwa a b c (Fig. 6), unver-

Sich selbst homolog:er
Punkt. Der Punkt, in dem sich

die Trager s und s schneiden,

gehort sowohl zur Reihe s

wie zur Reihe s
1

. Er ist also

als ein zweifacher Punkt zu

betrachten und wird als

solcher haufig mit zwei Buch
staben bezeichnet: mit 2]
wenn man ihn als Punkt der

Reihe s; mit T
17 wenn man

ihn als Punkt der Reihe s
l

ansieht.

Sucht man zu T vermittelst

des Biischels S in der an-

gegebenen (7) Weise den ho-

mologen (6 ) Punkt von sn
so findet man T (Fig. 7).

Daher :

Sind zwei Punktreihen in

perspektiver Lage, so ist der

Schnittpunkt der Trager sich

selbst homolog.

Beweg-ungperspektiv zu-

g-eordneter Punkte. Durch-

lauft ein Punkt X die Gerade s

so, dafs seinBewegimgssinn (5)
,

etwa ABC (Fig. 7), im-
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andert bleibt, so durchlauft

sein Schnittpunkt X mit einer

nicht durch S gehenden
Gerade s in einem bestimmten

unveranderlichen SinnABC^
die Gerade s. Der Strahl ^,
welcher den Punkt X mit

einem aufserhalb s liegenden
Punkte

/Sj verbindet, dreht

sich dann, wahrend as sich

um S dreht, um den Mittel

punkt S1
in einem bestimmten

unveranderlichen Sinn a
l
b
l c^

.

Da beiunsererKonstruktion
die Strahlenbtischel und S
(vermittelst der Punktreihe s)

perspektiv aufeinander be-

zogen sindW, so konnen wir
das Ergebnis so ausspreehen:

Dreht sich ein Strahlxum den

MittelpunktS in einem bestimm

ten unveranderlichen Sinn, so dafs
er nacheinander mitjedem Strahl

des Bilschels S zusammenfdllt,
so dreht sich ein ihm per
spektiv zugeordneter Strahl #
um seinen Mittelpunkt S

1
n

einem bestimmten unverander

lichen Sinn, so dafs er ebenfalls
nacheinander mit jedem Strahl

des Mittelpunktes S. zusammen-

fdllt.

verandert bleibt, so dreht sich

seine Verbindungslinie x mit

einem aufserhalb s liegenden
Punkte S in einem bestimmten
unveranderlichen Sinn

um S. Der Punkt X
17 in

dem die Verbindungslinie x
eine nicht durch S gehende
Gerade s

t schneidet, durch
lauft dann, wahrend X sich

auf s bewegt, den Trager s
1

in einem bestimmten unver
anderlichen Sinn A

1
J5

1
C

1
.

Da bei unsererKonstruktion
die Punktreihen s und s

l (ver
mittelst des Strahlenbuschels

^S) perspektiv aufeinander be-

zogen sind^, so konnen wir

das Ergebnis so ausspreehen:

Durchlauft ein Punkt X den

Trager s in einem bestimmten

unveranderlichen Sinn, so dafs
er nacheinander mit jedem
Punkt der Reihe s zusammen-

fcillt,
so durchlauft ein ihm

perspektiv zugeordneter Punkt
X

l
seinen Trager s

1
in einem be

stimmten unverdnderlichen Sinn,
so dafs er ebenfalls nachein

ander mit jedem Punkt des

Trdgers s
t zusammenfdllt.

10. Elliptischer und hyperboliseher Wurf. DieReihen- 10

folge von vier Punkten, die in einer Gerade liegen, sei

A B C D, so dafs ein Punkt X, der die Gerade s im Sinne

ABC(V durchlauft, der Reihe nach mit ABCD zusammen-
fallt. Fassen wir die vier Punkte in zwei Paare A B und
CD zusammen und nennen A B sowohl wie CD ein Punkt-

paar, so wird bei der angegebenen Reihenfolge das Punkt-

paar A B durch das Punktpaar CD nicht getrennt, d. h. der
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Punkt X gelangt von A nach
,
ohne C oder D zu iiber-

schreiten. - Um uns bequemer ausdriicken zu konnen,

ftthren wir ein neues Wort ein durch die

1. Definition: Der Inbegriff zweier Punktpaare heifst

ein (gerader Punkt-) Wurf; in Zeichen AB . CD.

Wir konnen dann sagen: In dem Wurf AB .CD wird

das Punktpaar A B durch das Punktpaar CD nicht getrennt.

Aus der Gruppe unserer vier Punkte konnen wir ferner

den Wurf AD .B C bilden. Unser Punkt X gelangt von A
nach D, indem er B und C ttberschreitet. Wurde er sich

im entgegengesetzten Sinne bewegen, so wurde er von A
nach D gelangen, ohne B und C zu tiberschreiten. Auch

in diesem Falle sagen wir: Das Punktpaar A D wird durch

das Punktpaar B C nicht getrennt.

Bilden wir schliefslich aus den vier Punkten A B CD
den Wurf A C . B D, so gelangt der Punkt X von A nach

C, indem er B tiberschreitet, D dagegen nicht; bewegt er

sich im entgegengesetzten Sinn, so gelangt er von A nach

(7,
indem er D iiberschreitet, B aber nicht. In diesem Fall

sagen wir : Das Punktpaar A C wird durch das Punktpaar
BD getrennt.

-

Um das Ergebnis zusammenfassen zu konnen, fithren

wir noch zwei neue Worte ein :

2. Definition : Ein Wurf, dessen Punktpaare einander

trennen, heifst elliptisch.

3. Definition: Ein Wurf, dessen Punktpaare einander

nicht trennen, heifst hyperbolisch.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen lautet demnach:

4. Lehrsatz : Aus vier Punkten lassen sich drei Wiirfe

bilden; zwei von diesen drei Wurfen sind hyperbolisch^

der dritte ist elliptiscli.

11 11. Der aus vier Strahlen g-ebildete Wurf. Verbinden

wir die vier Punkte ABCD mit einem aufserhalb ihres

Tragers s liegenden Punkte S durch die vier Strahlen abed

und bezeichnen die Verbindungslinie S(X) durch x (Fig. 7),

so ergiebt sich aus den Betrachtungen von Nr. 9, dafs die

Reihenfolge der Strahlen abed mit der Reihenfolge der

Punkte ABCD iibereinstimmt. Gebrauchen wir statt der

Worte: Wir verbinden die Punkte AB CD mit dem Punkte
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S clurch die Strahlen abed, die gleichbedeutenden : Wir

projizieren die Punkte ABCD aus S durch die Strahlen

abed, und nennen ferner noch zwei elliptische (oder hyper-

bolische) Wlirfe gleichartig, so liaben wir

1. Lehrsatz : Ein Punktwurf wird aus jedem Punkt

durch einen gleichartigen Strahlemvurf projiziert.

Es lafst sich daher der Satz Nr. 104 auf einen Strahlen-

wurf libertragen. Indem wir fiir Punkt und Strahl (und
auch Ebene) das zusammenfassende Wort Element (2) an-

wenden, konnen wir sagen :

2. Lehrsatz: Aus vier Elementen ABCD lassen

sich drei Wurfe

AB.CD; AC.BD; AD.BC
bilden; zwei von diesen drei Wiirfen sind liyperbolisch,

der dritte ist elliptisch.

Zusatz. Wir sprechen nicht blofs von einem Wurf gleich- z

artiger Elemente, sondern auch von einein Wurf, der be-

stimmt wird durch ein Punktpaar A B und ein Strahlenpaar
c d. Bezeichnen wir namlich die Punkte

,
in denen die

Verbindungslinie s = A B von den Strahlen c und d ge-
schnitten wird, durch C und D und die Strahlen, durch

welche die Punkte A und B aus dem Schnittpunkt S c d

projiziert werden, durch a und
Z&amp;gt;,

so verstehen wir miter

dem durch das Punktpaar A B und das Strahlenpaar c d

bestimmten Wurf AB . c d entweder den Punktwurf AB.CD
oder den Strahlenwurf a b . c d. Je nachdem der Wurf
AB.CD (ab . c d) elliptisch oder hyperbolisch ist, sprechen
wir von einem elliptischen oder hyperbolischen Wurf AB . cd;
oder auch wir sagen : Das Punktpaar A B ivird durch das

Strahlenpaar c d getrennt oder nicht getrennt.
Diese Ausdrucksweise dehnen wir auch auf drei Punkte

ABC und einen Strahl d (oder auf drei Strahlen a b c und
einen Punkt D) aus, indem wir z. B. sagen: Der Punkt C
wird von dem Strahl d durch die Punkte A und B getrennt
oder nicht getrennt.

12. Vorlaufig-e Inhaltsang-abe. Der Inhalt der 12

Geometric der Lage lafst sich an dieser Stelle bereits ver-

standlich machen und zwar am anschaulichsten vermittelst

der (links) konstruierten perspektiven Strahlenbiischel^.
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Denken wir uns die Strahlen a b c . . . von 5 und die

ihnen homologen ( 6)
a^ b^

C
A

. . . von
$.,

fest und dann den

einen Bttschel urn seinen Mittelpunkt gedreht (ohne dafs die

gegenseitige Lage der Strahlen sich andert), sodafs also W
nicht mehr mit ^ zusammenfallt, so liegen die Schnittpunkte
der homologen Strahlen a a,, 66

1?
c c

t
. . . nicht mehr in

einer Gerade
,s,

sondern in einer krummen Linie.

Das Aufsuchen der Eigenschaften, die die so entstandene

krumme Linie hat, bildet den Inhalt dieses ganzen Buches.

13 13.* Erlauterung- durch den Kreis. Yerstandlicher

werden die in der vorhergehenden Nummer gemachten An-

deutungen, wenn wir eine bekannte krumme Linie, den Kreis,

auf die angegebene Weise entstehen lassen.

Wir beziehen zwei Strahlenbiischel 5 und S nicht ver-

mittelst einer beliebigen Gerade s, sondern vermittelst der

unendlich fernen Gerade o der Zeichenebene (3)
perspektiv

aufeinander. Wir ordnen

also (7) jedem Strahl a von

den Strahl a
t

von S
1

zu, der durch den Schnitt-

punkt von a und o geht,
d. h. wir weisen jedem
Strahl a von S den ihm

parallelen Strahl a, von

$! zu (Fig. 8). Da Winkel
mit parallelen Schenkeln,
wenn sie in demselben

Sinn(4) gemessen werden,
einander gleich sind, so ist der Winkel zwischen zwei beliebigen
Strahlen a b gleich dem von den homologen Strahlen

1
b ge-

bildeten Winkel, so dafs die beiden Strahlenbuschel S und
-S,

einander kongruent sind. Die Gleichheit der Winkel bleibt

bestehen, wenn wir z. B. den Buschel S
1
um seinen Mittel

punkt Sj drehen. Auch in der neuen Lage ist also
x a b = ^

t tj und folglich auch, wie ein Blick in die

Fig. 8 lehrt, ^ a a -- z. b
b^ . Daraus folgt nach einem

planimetrischen Satze
,

dafs die Schnittpunkte A = a a
t ,

B = bb
l
auf einem durch 5 und

/S, gehenden Kreise liegen.
Aus ^ a a

r
= ^: t ^ folgt, nebenbei bemerkt, ferner noch,

dafs ^ in seiner neuen Lage Tangente an dem Kreise ist.
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2. Harmonische Elemente.

14. Stereometrisehe Hiilfssatze, Der Fundamental- u
satz (l5) dieses Paragraphen wircl durch Stereometrisehe Be-

trachtungen gewonnen. Wir schicken daher, um den Beweis
nicht unterbrechen zu mussen, die zu benutzenden stereo -

metrischen Satze voraus.

1. Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, schneiden

sich in einem Punkte.

2. Zwei Geraden, die sich in einem Punkte schneiden,

liegen in einer Ebene.

3. Zwei Ebenen schneiden sich in einer Gerade.

4. Schneiden sich zwei Geraden, die in zwei ver-

schiedenen Ebenen liegen, so liegt ihr Schnittpunkt in der

Schnittlinie beider Ebenen.

5. Vier Punkte lassen sich immer als die Ecken eines

(raumlichen oder ebenen) Vierecks ansehen.

Lehrsatz: Wenn zwei Gegenseiten eines Vierecks sich

schneiden, so schneiden sich auch die anderen Gegenseiten
des Vierecks.

Beweis : Wenn die Gegenseiten A A und B f des Vier
ecks A A B f sich in P schneiden, so liegen die vier Ecken
in der Ebene P A B

;
alle Verbindungslinien der Ecken liegen

daher in einer Ebene, folglich schneiden sie sich( 14
i&amp;gt;.

6. Lehrsatz : Wenn je zwei von drei Geraden sich schneiden,
so liegen die drei Geraden in einer Ebene oder gehen durch

einen Punkt.

Beweis: Nach der Voraussetzung schneiden sich b und
c in .4, c und in B, a und b in 8. Fallt A nicht mit B
(und folglich auch nicht rnit C) zusammen, so liegen die

drei Geraden in der Ebene A B C. Fallt dagegen A mit
B (und folglich auch mit C) zusammen, so gehen die drei

Geraden durch einen Punkt.

15. Perspektiv liegende Dreieeke. In einer Ebene a is

liege das Dreieck A B C mit den Seiten a b c
;
in einer zweiten

Ebene o^ (oder auch in derselben Ebene a) das Dreieck
A B T mit den Seiten a p y. Wir wollen die Ecken A und

A, B und B, C und f einander zuweisen und sie kurz

homologW nennen. Die Verbindungslinien homologer Ecken
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nennen wir homologe Seiten. Durch die Zuordmmg der

Ecken der beiden Dreiecke ist dann auch jeder Seite des

einen Dreiecks eine bestimmte Seite des andern zugeordnet.

Und umgekehrt.

1. Lehrsatz: Wenn die drei Punkte, in denen sich

die homologen Seiten zweier zugeordneten Dreiecke schneiden,

in einer Gerade liegen, so gehen die drei Geraden, ivelchc

die homologen Ecken verbinden, durch einen Punkt.

Beweis: Die beiden in derselben Ebene G liegenden,

zu;eordneten Dreiecke seien ABC und A^ B^ C
{ (Fig. 9);

die drei Punkte, in denen

die Seiten abc des Dreiecks

AB C von den homologen
Seiten a^

b
l
c des Dreiecks

A^ B^ C
{ geschnitten

werden, seien P Q R] die

Gerade, in der nach der
-

Voraussetzung die drei

Punkte P Q R liegen,

heifse t.

Wir legen durch die

Gerade t eine (in der Figur
nicht gezeichnete) beliebige

Ebene o
{
und ziehen in dieser durch die drei Punkte P QR

drei beliebige Geraden a p y, die sich in den Punkten A B r

schneiden. Wir betrachten zunachst die beiden Dreiecke

ABC und ABT. Da B C und B T sich in P schneiden,

so miissen sich auch die Verbindungslinien B B und C V

schneiden (l4
*);

ebenso miissen sich die Verbindungslinien C V

und A A und die Verbindungslinien A A und B B schneiden.

Da diese drei Verbindungslinien nicht in einer Ebene liegen,

weil die Ebenen A B C= a und A B r = o
l
nicht zusammen-

fallen, so gehen die drei Verbindungslinien A A, B B, C f

durch einen Punkt $( 14
e).

Durch Betrachtung der Dreiecke A
l
B

v
C

1
und A B T

ergiebt sich in derselben Weise, dafs die Verbindungslinien

A) A, B^ B, 6\ T durch einen Punkt S
1 gehen.

Den Punkt, in dem die Ebene a der Dreiecke ABC
und AI Bl

C
l

durch die Verbindungslinie der beiden Punkte

&amp;gt;S und S
l geschnitten wird, nennen wir T. Weil nun 5 A
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and S
1 A^ nach der Konstruktion sich in A schneiden, mussen

sich auch S S^ und A A
v

schneiden &amp;lt;

14
*),

mit andern

Worten, A A^ mufs durch T gehen. Ebenso mussen B B
l

und CC, durch T gehen.
2. Lehrsatz: Wenn die drei Gerdden, welche die

homologen Ecken zweier zugeordneten Dreiecke verbinden,

durch einen Punkt gehen, so liegen die drei Punkte, in

denen sich die homologen Seiten schneiden, in einer Gerade.

Beweis: Wir legen durch den Punkt T (Fig. 9), in dem
sich nach der Voraussetzung die drei Verbindungslinien homo-

loger Ecken AA^ B B^ C C schneiden, eine beliebige,

nicht in G liegende (in der Figur nicht gezeichnete) Gerade

und nehmen in dieser zwei beliebige Punkte S und S^ an.

Weil S S
l
und A A

l
durch T gehen ,

so mussen sich auch

AS A und S
i
A in einem Punkte A schneiden ( 14

*);
ebenso

schneiden sich *S B und S
l
B

r
in einem Punkte B, 8 C und

S^ GI in einem Punkte f. Die drei Punkte A B f bestimmen

eine Ebene a
17

die die Ebene a in der Gerade t schneiden

mbge (14a)
.

Die Geraden B C und B
l C^ schneiden sich^H weil

sie beide in der Ebene a liegen ;
die Geraden B C und B f

schneiden sich, weil B B und C f durch S gehen (14r
&amp;gt;
)

;
die

Geraden B
l
C und B r schneiden sich, weil B

l
B und 6\ f

durch S
l gehen ( 14^. Die drei Geraden B C, Bl

C
17

B
l~,

von

denen, wie wir sehen, je zwei sich schneiden, kbnnen aber

nicht in einer Ebene G liegen, weil sonst B (und i~)
und mithin

auch S gegen die Konstruktion in a liegen mufste
;

sie gehen
daher (14 e&amp;gt; durch einen Punkt P, und dieser liegt, weil z. B.

B C und B T in zwei verschiedenen Ebenen G und G
I liegen,

in der Schnittlinie t von G und o^
&amp;lt;

14
). B C und B^ C^

schneiden sich also in einem Punkte P von t. Ebenso liegt

auch der Schnittpunkt Q von CA und C A und der

Schnittpunkt R von A B und A
l
B

v
in t.

Anmerkung. Wenn von zwei zugeordneten Dreiecken A

ABC und A^ B^ C^ entweder die Schnittpunkte homologer
Seiten in einer Gerade liegen oder die Verbindungslinien

homologer Ecken durch einen Punkt gehen, so heifsen die

Dreiecke perspektiv liegend. Dieser (durch stereometriscJie

Betrachtungen gewonnene) Lehrsatz (von Desargues) iiber per

spektiv liegende Dreiecke bildet die Grundlage der Lehre von

den harmonischen Elementen und damit der Geometrie der Lage.
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16. Viereek. Vier Punkte

einer Ebene konnen (lurch

sechs Geraden verbunden wer-

den. Nimmt man die vier

Punkte zu Ecken eines Vier-

ecks und nennt die Verbin-

dungslinien Seiten, so lautet

der vorstehende Satz:

Ein Viereek hat sechs Seiten.

Zvvei Seiten, die nicht durch

dieselbe Ecke gehen, heifsen

Gegenseiten]
der Schnittpunkt zweier

Gegenseiten heifst Diagonal-

punkt
die Verbindungslinie zweier

Diagonalpunkte heifst Diago-
nallinie.

Ein Viereek hat demnach
drei Paar Gegenseiten, drei

Diagonalpunkte und drei Dia-

gonallinien.

Fig. 10.

Die vier Ecken nennen wir
A AB

I&quot;(Fig. 10); die drei von
A ausgehenden Seiten a b c,

ihre Gegenseiten a
t

6
t

cr
Ferner fiihren wir fur die Dia

gonalpunkte und Diagonal-
linien die Bezeichnung ein:

16. Vierseit. Vier Geraden
einer Ebene schneiden sich

in sechs Punkten. Nimmt
man die vier Geraden zu

Seiten eines Vierseits und
nennt die Schnittpunkte Ecken,
so lautet der vorstehende Satz:

Ein Vierseit hat sechs Ecken.
Zwei Ecken, die nicht in

derselben Seite liegen, heifsen

Gegenecken
die Verbindungslinie zweier

Gegenecken heifst Diagonal-

der Schnittpunkt zweler

Diagonallinien heifetDiagonal-

punkt.
Ein Vierseit hat demnach

drei Paar Gegenecken, drei

Diagonallinien und drei Dia

gonalpunkte.

Die vier Seiten nennen wir

dapy (Fig.ll); die drei in d

liegenden Ecken AB
(7, ihre

Gegenecken A B^ (7,
. Ferner

fiihren wir fur die Diagonal
linien und Diagonalpunkte die

Bezeichnung ein:

qr

^=T i= P; rp = Q; pq = R.
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Zusatz. Um fitr die im

folgenden sich ergebenden
Beziehungen zwischen den
Seiten und Diagonallinien
eines Vierecks einen kurzen
Ausdruck zu gewinnen, ordnen

wir die Seiten und Diagonal
linien einander zu und zwar

jeder Seite (und ihrer Gegen-
seite) dieDiagonallinie, welche
die beiden nicht in der Seite

liegendenDiagonalpunkte ver-

bindet, sodafs einander zu-

geordnet heifsen

a (aj und p; b (^) und q;
c (Cj) und r.

Anmerkung. In der Plani-

metrie legt man den Ecken
eines Vierecks eine bestimmte

Reihenfolge bei und nennt nur
die Verbindungslinie von zwei

aufeinander folgenden Ecken

Seite, sodafs ein plani-
metrisches Viereck vier Seiten

hat. Ein solches Viereck
heifst ein einfaches im Gegen-
satz zum unsrigen, das wohl
auch ein vollstdndiges genannt
wird.

Allgemein heifst ein Vieleck
ein einfaches, wenn den Ecken
eine bestimmte Reihenfolge
beigelegt ist; ein einfaches

Vieleck hat ebensoviel Seiten

wie Ecken.

Zusatz. Um fur die im z

folgenden sich ergebenden
Beziehungen zwischen den
Ecken und Diagonalpunkten
eines Vierseits einen kurzen
Ausdruck zu gewinnen, ordnen
wir die Ecken und Diagonal
punkte einander zu und zwar

jeder Ecke (und ihrer Gegen-
ecke) den Diagonalpunkt, in

welchem die beiden nicht

durch die Ecke gehenden
Diagonallinien sich schneiden,
sodafs einander zugeordnet
heifsen

A (AJ und P; B (Bj und Q;
C (CJ und R.

Anmerkung. In der Plani- A.

metrie legt man den Seiten

eines Vierseits eine bestimmte

Reihenfolge bei und nennt nur

den Schnittpunkt von zwei

aufeinander folgenden Seiten

Ecke, sodafs ein planimetri-
sches Vierseit vier Ecken
hat. Ein solches Vierseit

heifst ein einfaches im Gegen-
satz zum unsrigen, das wohl
auch ein vollstdndiges genannt
wird.

Allgemein heifst ein Vielseit

ein einfachesj wenn den Seiten

eine bestimmte Reihenfolge

beigelegt ist; ein einfaches

Vielseit hat ebensoviel Ecken
wie Seiten.

17. Konstruktion eines Viereeks. i?

Aufgabe : Es sind drei Punkte PQW gegeben,
die in einer Gerade liegen. Man soil ein Viereck

zeichnen, von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind,
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is

wahrend eine Seite des dritten Diagonalpunktes durch

W geht.

Losung: Wir legen durch P zwei beliebige Geraden

a und a
17

die von einer beliebigen durch W gelegten Gerade

c in A und T geschnitten werden. Bezeichnen wir dann den

Punkt, in welchem a von der Verbindungslinie Q f geschnitten

wird, durch A, und den Punkt, in welchem a
t
von Q A ge

schnitten wird, durch B, so bilden A A B T die Ecken eines

der verlangten Vierecke.

Anmerkung. Spater
(^Hverden wir sehen, dafs die Zeich-

nung des Punktes TF, ,
in dem die Seite A B die Diagonallinie

P Q schneidet, fur die Lehre von den harmonischen Punkten

von der grofsten Wichtigkeit ist. Der Leser hat sich daher

mit der vorstehenden Konstruktion vollstandig vertraut zu

machen
;

er hat sie fiir verschiedene Lagen der Punkte P Q W
und unter Abandoning der Lage der willktirlich angenom-
menen Geraden a a^ c zu wiederholen und einzuuben. Je

grundlicher er diese Konstruktion beherrscht und die Einzel-

heiten der Vierecksfigur in sich aufnimmt, um so schneller

wird er die folgenden Satze verstehen.

18. Zwei Diag-onalpunkte und die Gegenseiten des

dritten Diagonalpunktes. Zeichnen wir nach Nr. 17 zwei

Vierecke (Fig. 12), von denen P und Q zwei Diagonalpunkte

sind, so behaupten wir: Wenn die Seiten c und c der dritten

Diagonalpunkte R und R* sich in W schneiden, so gehen
die Gegenseiten c und c^
dieser Seiten c und c durch

einen und denselben Punkt

W der gemeinsamen Dia

gonallinie P Q, mit andern

Worten :

Wir behaupten, dafs der

w, Punkt W
l

von der Wahl
desVierecks A A B f un-

abhangig, also nur von

der Lage der drei Punkte

P Q W abhangig ist.

Reweis: Jedes der beiden gezeichneten Vierecke A A B f

und A A B f zerlegen wir in zwei Dreiecke und betrachten

zunachst ATA und A V A . Diese beiden Dreiecke liegen

Fig. 12.
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perspektiv (15 A
),

well der Schnittpunkt W von A f und
AT

,
der Sclmittpnnkt P von A A und A A

,
der Schnitt

punkt Q von A f nnd AT in einer Gerade liegen. Die drei

(in der Figur nicht gezeichneten) Verbindungslinien homo-
loger Ecken A A

,
r l~

,
A A gehen daher^i) dureh einen Punkt

T. Ferner liegen die Dreiecke A f B und A r B perspektiv;
es gehen daher ^ 15^ die drei Verbindungslinien A A

,
r

I&quot;,
B B

durch einen Punkt, mit andern Worten, B B geht durch den
Schnittpunkt von A A und T l~

,
d. i. T.

Betrachten wir schliefslich die beiden Dreiecke A B r
und A B f, so liegen diese perspektiv, well, wie wir eben
bewiesen haben, die Verbindungslinien homologer Ecken
A A

,
B B

,
r f durch einen Punkt T gehen. Weil nun B r

und B r sich in P, r A und f A sich in Q schneiden, so
miissen A B und A B durch einen und denselben Punkt W
von PQow g-ehen.

19. Vertausehbarkeit der Punktpaare. Die drei
Punkte P Q W, von denen wir beim vorhergehenden Satz aus-

gingen, sind nicht gleichartig. Wir wollen dies dadurch an-

deuten, dafs wir die Punkte Pund Q, die Diagonalpunkte unserer
Vierecke sind, ein Punktpaar nennen und beim Schreiben
von W trennen : P Q .W. Es ist dann ( 1 ) durch P Q . W der
Punkt W

l eindeutig bestimmt. Es fragt sich nun, ob wir,
ausgehend von WW^.Q, zum Punkte P gelangen.

Wir nehmen also an (Fig. 13), dafs von dem Viereck A A B r
dia beiden Punkte P und #
Q zwei Diagonalpunkte Vx
sind und dafs die beiden \\\
Punkte W und W\ auf
den Gegenseiten des drit-

ten Diagonalpunktes P
liegen. Betrachten wir die
beiden Dreiecke A A Q
und W

V
WU und ordnen

die Ecken in der hinge-
schriebenen Reihenfolge
einander zu(15

),
so sehen

wir, dafs der Schnitt

punkt P von A A und PT W, der Schnittpunkt f von A Q
und WR, der Schnittpunkt B von Q A und R W

l
in einer

Boger, Ebene Geometrie der Lage. O
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Gerade liegen. Es gehen daher &amp;lt;

15
&amp;gt;&amp;gt; die Verbindungslinien

homologer Ecken ATP,, kW, QR durch einen Punkt S. Wir

haben damit ein Viereck S R A A gezeichnet, von
dem^TF

und W zwei Diagonalpunkte sind, wahrend die Seite 8 R
des dritten Diagonalpunktes dtirch Q geht. Da die Gegen-

seite A A von S R durch P geht, so erkennen wir, dafs wir,

ausgehend von WW^.Q, zum Punkt P gelangen; die beiden

Punktpaare P Q und W W^ konnen also miteinander ver-

tauscht werden.

o 20. Harmonische Punkte. Auf den in den Nummern 18

und 19 gewonnenen Ergebnissen werden die folgenden Satze

aufgebaut; es ist daher notig, diese Ergebnisse in einem

knappen, fur die Anwendung bequemen Ausdruek zusammen-

zufassen. Zu einem solchen Ausdruek gelangen wir mit

Httlfe der

1. Definition: Zwei Diagonalpunkte eines Vierecks

und diejenigen beiden Punkte Hirer Verbindungslinie, wekhe

aitf
den Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes liegen,

heijsen vier harmonische Punkte; sie bilden, ivie man auch

sagtj einen liarmonischen Wurf^J.

Ein harmonischer Wurf besteht aus zwei gleichartigen

o^Punktpaaren PQ tmd WW^ wir bezeichnen ihn durch

PQ . WW
l

oder WW
l

. QP usw.

Die Ergebnisse von 18 und 19 konnen wir jetzt so

aussprechen :

2. Lehrsatz : Durch ein Punktpaar und einen Punkt

ist der vierte harmonische Punkt bestimmt

oder
Stimmen zwei harmonische Wurfe in einem Punkt

paar und einem Punkt uberein, so stimmen sie auch im

vierten Punkt uberein.

In Zeichen: Wenn PQ.WWr
iaAW% W.PQ

zwei harmonische Wttrfe sind, so fallt W7
2

in Wr
21 21. Harmonische Strahlen. Die folgende Konstruktion :

Wir verbinden den Punkt 5 mit dem Punkt A und bestimmen

den Schnittpunkt ^1,
dieser Verbindungslinie 5 .1 mit einer

Gerade
*, ,

beschreiben wir kurz mit den Worten : Wir pro-

jizieren (vgl. 11) den Punkt A aus dem Punkte S auf die

Gerade *
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Wenn wir nun die vier harmonischen Punkte (20 ) AB .CD
aus irgend einem Punkte S auf die beliebige Gerade t

{ pro
jizieren, so bilden A B

}
. C^ D17 wie wir beweisen wollen,

wieder einen harmonischen Wurf. Zunachst beweisen wir
den Satz aber nicht fiir eine beliebige, sondern fiir eine
durch den Punkt D gehende Gerade.

Wir projizieren (Fig. 14) den Punkt C aus A auf S (B)
und aus B auf S (A). Bezeichnen wir den Schnittpunkt
von Cj A und S (B) durch B, den Schnittpunkt von C

v
B

und S (A) durch A, so bilden
S GI A B ein Viereck, von
dem A und B zwei Diagonal-
punkte sind, wahrend eine

Seite des dritten Diagonal-
punktes durch C geht; die

Gegenseite A B mufs daher^20*)

durch D gehen. Betrachten
wir nun das Viereck AB A B,
so sehen wir, dafs von diesem
C

t
und D zwei Diagonal-

punkte sind, wahrend die ng . u.

Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes 5 durch A^ und B
l

gehen ;
A B

l
. Q D sind also^i) vier harmonische Punkte. -

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall: Wir
projizieren also die vier harmonischen Punkte A B . CD
aus S auf eine beliebige (nicht durch D gehende) Gerade t

t
und behaupten, dafs A

1 B^ . C D^ ebenfalls vier harmonische
Punkte sind.

Verbinden wir A^ und D und bezeichnen die Punkte,
in denen diese Verbindungslinie von den Projektionsstrahlen
5 (B) und 5 (C) geschnitten wird, durch B und

C&quot;,
so sind

nach dem eben geftihrten Beweise, weil AB.CD vier
harmonische Punkte sind, auch A

1
B .C D vier harmonische

Punkte; und weil A
1
B . C D vier harmonische Punkte sind,

sind es auch ^ B . C, Dr Daher:

1. Lehrsatz: Durch Projektion eines harmonischen
Wurfes erhalten wir wieder einen harmonischen Wurf.

Fiir manche Anwendungen ist es vorteilhaft, diesem
bat/, durch Einflihrung des Begriffes der harmonischen
fetrahlen eine andere Form zu geben.
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2. Definition: Vier Strahlen heifsen harmonisch,

wenn sie durch vier harmonische Punkte gehen.

3. Lehrsatz: Vier harmonische Strahlen schneiden

jede Gerade in vier harmonischen Punkten.

22. Harmonische Ebenen.

1. Definition: Vier Ebenen eines Ebenenbttschels (2)

heifsen harmonisch, wenn sie durch vier harmonische

Punkte gehen.
2. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen eines Biischels

schneiden jede Ebene in vier harmonischen Strahlen.

Beweis: Eine beliebige Ebene sv die nicht durch die

Achse (2
&amp;gt; g des Ebenenblischels geht, werde von den vier

harmonischen Ebenen a
ft .yd des Btischels in den Strahlen

a
l
b

l
.
c,
d

l geschnitten; es ist zu beweisen, dafs a
t \ .

&amp;lt;\ d^

durch vier harmonische Punkte gehen
&amp;lt;

21
&amp;gt;.

Wir verbinden einen beliebigen Punkt S der Achse g

mit den vier harmonischen Punkten AB .CD, durch welche

nach der Voraussetzung die vier Ebenen a p . y d gehen.

Weil SA und a
l

in der Ebene a liegen, so schneidet SA
den Strahl a

t
in einem Punkte .4/

14
);

ferner schneiden die

Verbindungslinien S B, S C, S D die Strahlen 6
t

c
{

d
Y

in

BI Cj !&amp;gt;,.

Diese vier Punkte .4, B }
. C, Dl

sind harmonisch,

weil sie die Projektion des harmonischen Wurfes AB.CD
bilden(21i)

.
-

3. Lehrsatz: Die vier Ebenen, durch welche vier

harmonische Strahlen aus einem beliebigen Punkte

projiziert werden, bilden einen harmonischen Wurf.

Beweis: Die vier Ebenen, welche den beliebigen Punkt T

mit den vier harmonischen Strahlen a b . c d des Mittel-

punktes 5 verbinden, gehoren dem Ebenenbttschel mit der

Achse TS an. Nach der Voraussetzung gehen ab.cd

durch vier harmonische Punkte &amp;lt;

21
&amp;gt; AB.CD; durch diese

gehen auch die vier Ebenen von T S. -

4. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen schneiden jede

Gerade in vier harmonischen Punkten.

Beweis: Wir legen durch die Gerade *,
welche von

den vier harmonischen Ebenen in den Punkten AB.CD
geschnitten wird, eine beliebige Ebene e. Diese

wjrd&amp;lt;*

s

von den vier hannonischen Ebenen in vier harmonischen
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Strahlen a I . c d gesehnitten. Da diese vier harmonischen
Strahlen durch AB.CD gehen, so 8ind AB.CD vier

harmonische Punkte (2H
23. Harmonisehe Elemente. Haben wir die beiden bar- 23

monischen Strahlenwiirfe p q . w w^ und p q . w w^ die in den
drei Strahlen pqw ttbereinstimmen, so mlissen sie auch im
vierten iibereinstimmen

;
denn die beiden harmonischen

Punktwurfe PQ.WW\ mid PQ.WWZ ,
in denen eine be-

liebige Gerade von unsern beiden harmonischen Strahlen-
wiirfen geschnitten wird(21 s)

?
sind identisch(20^

.

Da sich dasselbe von zwei harmonischen Ebenenwurfen,
die in drei Ebenen Iibereinstimmen, aussagen lafst, so ist

der Satz Nr. 20
2

nicht blofs fur Punkte, sondern fur alle

Elemente gtiltig:

Durch ein Elementenpaar und ein Element ist das
vierte liarmonische Element bestimmt.

24. Harmonisehe Punkte eines Vierecks. Bilden 2*

wir aus den vier harmonischen Punkten PQ.W W. die

drei Wurfe

PW.QWI; PW^QW; PQ.WWI}

so mufs einer und nur einer dieser drei Wiirfe elliptisch

Ware dieser Wurf P W. Q W\
(Fig. 15), so rnufste, wenn wir

ihn aus A auf A B projizierten,
A R . B W^ ein elliptischer Wurf
sein^ 11

^; gleichzeitig miifste, wie
wir durch Projektion des Wurfes
P W. QWt

aus T erkennen, B 7^. A W\
ein elliptischer Wurf sein. Da
dies nicht moglich ist^ 10

*),
so kann

P W . Q W^ kein aus zwei getrennten Punktpaaren be-

stehender Wurf sein.

Ebenso uberzeugt man sich davon, dafs auch PW^.QW
kein elliptischer Wurf sein kann. Daher besteht der Wurf
PQ. W W

l
aus zwei getrennten Punktpaaren (10*):

1. Lehrsatz: Die beiden Punktpaare, die einen har

monischen Wurf bilden, trennen einander.
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Aus dieseni Lehrsatz ergiebt sich(20 ) mit Httlfe der in

Nr. 11 Z eingefuhrten Ausdrucksweise :

2. Jtf stm Diagonalpunkte eines Vierecks werden

(torch die beiden Gegenseiten des dritten Diagonalpanktes

harmonisch getrennt.
-

\us der Fig. 15 ergiebt sich noch durch Projektion

des harmonischen Wurfes P Q . W W, aus A (oder T) auf

die Vierecksseite A B, dafs A B . R W ein harmomseber

Wurf ist^:

3. Je zwei Ecken eines Vierecks, der in ibrer Ver-

bindungslinie liegende Diagonalpunkt und die zu-

geordnete^
16 Z) Diagonallinie bilden einen barmo-

niscben Wurf.

5 25. Harmonisehe Strahlen eines Vierseits. Wir be-

tracbten ein Vierseit 6 a
ft y (Fig. 16)

mit den Gegenecken A A^ . BB
l

. CC, .

Zwei Paar Gegenecken, z. B. A A
l

und B B^ lassen sich als die Ecken

eines Vierecks auffassen, von welcbem

das dritte Paar Gegenecken C C
1

zwei Diagonalpunkte sind; die Dia-

gonallinien p und q sind die Gegen-
seiten des dritten Diagonalpunktes.
wh- konnen daber den Inbalt von

Nr. 24
2
auch vermittelst des Vierseits ausdrucken:

1 . Je zwei Diagonallinien eines Vierseits werden durch

die beiden Gegenecken der dritten Diagonallinie harmonisch

getrennt.

Weil, wie wir eben saben, CC
V .QP (Fig. 16) vier

harmonische Punkte und daber ihre Verbindungslinien mit

A vier barmonische Strablen^ 1^
sind, so baben wir:

2. Je zwei Seiten eines Vierseits, die durch ihren

Schnittpunkt gehende Diagonallinie und der zugeord-

nete&amp;lt;
16 Z) Diagonalpunkt bilden einen harmoniscben Wurf.

26. Konstruktion des vierten harmonischen

Elementes.

1. Aufgabe: Den von einem gegebenen Punkte durch

ein gegebenes Punktpaar harmonisch getrennten
Punkt

zu zeichnen.

rig. i6.
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Die Aufgabe: Den von W durch P und Q harmonisch

getrennten Punkt (Wj zu zeichnen, 1st in Nr. 17 bereits

gelost.

2. Aufgabe : Den von einem gegebenen Strahl durch

ein gegebenes Strahlenpaar harmonisch getrennten Strahl

zu zeichnen.

Die Zeichnung, die sich durch duale Ubertragungt
7 ) aus

Nr. 17 ableiten lafst, wird dem Lernenden uberlassen.

Eine andere Losung ergiebt sich dadurch, dafs man
die drei gegebenen Strahlen durch eine beliebige Gerade
schneidet und zu den drei Schnittpunkten den vierten har-

monischen Punkt zeichnet. - - Auch die Ausfiihrung dieser

Zeichnung wird dem Lernenden empfohlen.
Zusatz. Verfolgt man die Konstruktion(17 ^ fur den Fall, z

dafs der Punkt Q in den Punkt P fallt, so erkennt man,
dafs die Punkte A und B mit P zusammenfallen

;
daher fallt

auch W
1

in P. Lafst man den Punkt W in Q fallen,

so fallt A in A und B in
I&quot;,

der Punkt W also in Q.

Ahnliches ergiebt sich fiir die duale 2. Aufgabe. Daher:

Wenn ems von vier harmonischen Elementen mit einem

zweiten zusammenfallt, so fallt es auch nock mit einem

dritten zusammen.

27.* Mittelpunkt und uneig-entlieher Punkt einer 27

Streeke. Die Geometrie der Lage hat vor der Planimetrie den

grofsen Vorzug, dafs sie ihre Satze immer in der allgemeinsten
Form gewinnt, so dafs sich viele planimetrische Satze als

besondere Falle aus den Satzen der Geometrie der Lage
ablesen lassen. Wir beweisen daher in dieser und der

folgenden Nummer zwei Satze, die wir spater bei der Ab-

leitung planimetrischer Satze vielfach verwerten werden.

Aufgabe : Den Punkt einer Streeke zu finden, der

von dem uneigentlichen
(3) Punkte durch die beiden

Endpunkte harmonisch getrennt ist.

Losung: Wenn P und Q (Fig. 17) die Endpunkte der

Streeke sind und W^ der uneigentliche Punkt, so legen
wir(n) durch P zwei beliebige Strahlen, die von einem be-

liebig durch W^ gelegten Strahl, d. i. (3) von einer be-

liebigen Parallele zu P Q, in A und f geschnitten werden.

Treffen die Verbindungslinien Q f und Q A die durch P
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gelegten Strahlen in A und B, so schneidet A B die Strecke

PQ in dem vierten harmonischen Punkte W.

Wir behaupten, dafs der gezeichnete vierte harmonische

Punkt W der Mittelpunkt von P Q ist. - - Sehen wir zu-

A nachst A und dann B als Strahlen-

mittelpunkt an, so haben wir nach

einem Satze der Proportionslehre
s?\r

folglich durch Multiplikation WP-
* V

&quot;oo = WQ*. Daraus folgt entweder

WP=WQ oder WP=WQ.
Ware WP=WQ, so tielen P und Q zusammen. Es ist

daher WP= -WQ, d. h. W ist der Mittelpunkt von PQ.
Das Ergebnis sprechen wir aus in dem

1. Lehrsatz : Die Endpunkte, der Mittelpunkt und der

uneigentlichePunkt einer Strecke sind vier liarmonische Punkte.

Da durch drei Punkte der vierte harmonische bestimmt

ist (20i)
,
so lafst sich dem vorstehenden Satze die Form geben :

2. Wenn von vier harmonischen Punkten der eine

der uneigetitliche (der Mittelpunkt) ist,
so ist der zugeord-

nete der Mittelpunkt (der uneigentliche).

28 28*. Zwei Strahlen und die Halbierungslinien ihrer

Winkel.
1. Zwei Strahlen und die Halbierungslinien der beiden

von den Strahlen gebildeten Winkel bilden einen harmonischen

Wurf.
Beweis: a und b (Fig. 18) seien die beiden Strahlen

und c und d die Halbierungs
linien der durch a und b bestimm-

ten Nebenwinkel. Wir verbinden

einen beliebigen Punkt C der Hal-

bierungslinie c mit dem uneigentlichen
Punkte D ^ der zweiten Halbierungs-
linie d und bezeichnen die Punkte,
in denen diese Verbindungslinie die

Strahlen a und b schneidet, durch A
und B. Weil die Halbierungslinien
c und (/ aufeinander senkrecht stehen,

Fig 18 so ist z. S C A = S C B und daher
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Dreieck S C A ^ S C B, folglich A C= C B. Es sind

also (27i) AB . CD ^ vier harmonische Punkte und folglich
(21

&amp;gt;

a b . c d vier harmonische Strahlen.

Da durch drei Strahlen der vierte harmonische bestimmt

ist (23)
,

so lafst sich dem vorstehenden Satz auch die Form

geben :

2. Wenn von vier harmonischen Strahlen ab . cd der eine

c den WinJcel a b halbiert, so licdbiert der c zugeordnete
Stra/il d den Nebenwinkel von ab.

3. Wenn zwei zugeordnete StraJilen eines harmonischen

Wurfes auf einander senkrecht stehen, so halbieren sie die von

den beiden andern zugeordneten Strahlen gebildeten Winkel.

Beweis: Verbinden wir wieder eiuen beliebigen Punkt
C (Fig. 18) des einen der beiden senkrecht aufeinander-

stehenden Strahlen c und d mit dem unendlich fernen Punkt
D oo des andern

,
so sind, weil ab . cd nach der Voraus-

setzung harmonische Strahlen sind, A B . CD ^ vier har

monische Punkte (21a)
. Mithin ist C der Mittelpunkt von A B

&amp;lt;

27*) und daher Dreieck SCA^SCB, folglich ^ a c = c b.

3. Projektive Verwandtschaft gerader
Grundgebilde.

29. Homologe Elemente in zwei g-eraden Grund-

g-ebilden. In Nr. 6 haben wir die einfachste Art, die Elemente
eines Strahlenbuschels und einer Punktreihe einander zu-

zuordnen, kennen gelernt: Wir wiesen jedem Strahl a des

Biischels S den Punkt ^1 der Punktreihe s zu, in dem s

von a geschnitten wird. In Nr. 7 lernten wir dann z. B. zwei

Strahlenblischel *S und
/S,

aufeinander beziehen: Wir nahmen
eine Punktreihe s zu Hiilfe und wiesen die Strahlen von
*S und S

1
einander als homolog zu, die durch denselben

Punkt von s gehen.
Diese in Nr. 6 und 7 gelehrte Zuordnung zweier ge-

raden Grundgebilde (2) konnten wir die direkte nennen zum
Unterschied von der folgenden,
bei welcher wir, urn zwei bei welcher wir, urn zwei

Strahlenbuschel und -S
t
auf

einander zu beziehen, einen

dritten beliebigen Strahlen-

Punktreihen s und s
t
aufein

ander zu beziehen, eine dritte

beliebige Punktreihe o zu Hiilfe
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blischel I zu Httlfe nehmen
und diesen nach 7 vermittelst

einer beliebigen Punktreihe s

auf *S und vermittelst einer

zweiten beliebigen Punktreihe

beziehen.

Fig. 19.

Dem Strahl a von 5 (Fig. 19)
ordnen wir also einen Strahl

t
von *S

1
durch die folgende

Konstruktion zu : Wir bestim-

meu den Schnittpunkt s (a)
= A und ziehen die Verbin

dungslinie I (A) = a; der

Schnittpunkt s (a)
= A

l
wird

daun aus S
l

durch den a

homologen Strahl a
x projiziert.

nehmen und diese nach 7

vermittelst eines beliebigen
Strahlenbiischels S auf s und
vermittelst eines zweiten be

liebigen Strahlenblischels 5
t

auf s, beziehen.

Fig. 20.

Dem PunktJl von s (Fig. 20)
ordnen wir also einen Punkt
A

l
von s

t
durch die folgende

Konstruktion zu : Wir ziehen

die Verbindungslinie 5 (A)= a und bestimmen den

Schnittpunkt o (a)
= A

;
die

Verbindungslinie S
t (A) a

t

schneidet dann s^
in dem A

homologen Punkte Ar
A Anmerkung. Das Studium der eben gezeichneten Figur
wird uns von jetzt an ununterbrochen beschiiftigen. Die
vorstehende Konstruktion ist daher flir verschiedene Lagen
des Punktes I und der Hulfsgeraden s und s

l
zu wieder-

holen und insbesondere auch fur den Fall einzuubeu, dafs

s durch S
1
und s

1
durch A$ geht.

so 30. Projektive Verwandtsehaft. Die fruher (6 7
&amp;gt;

direkt aufeinander bezogenen Gebilde nannten wir per-

spektiv; fur die nach unserm jetzigen
&amp;lt;

29 ) Verfahren auf-



3. Projektive Verwandtscliaft gerader Grundgebilde. Nr. 3031. 27

einander bezogenen einformigen Grundgebilde wollen wir

das Wort projektiv einftihren. Da wir statt eines Strahlen-

btischels I zwischen S und S noch mehrere Ij I
2

. . ein-

schalten konnten, so geben wir fur das Wort projektiv die

folgende
1. Definition : Zwei gerade Grundgebilde heifsen pro

jektiv, wenn sie die Endglieder einer Kette von perspektiv

liegenden Gebilden sind.

Hat die Kette nur zwei oder drei Glieder, so sincl die

Endglieder in perspektiver Lage (6; 7)
. Die perspektive

Verwandtschaft ist also ein besonderer Fall der projektiven :

2. Perspektiv liegendeGrundgebilde sind projektiv.
Aus der Definition folgt ferner:

3. Sind zwei gerade Grundgebilde einem dritten pro-

jektivj so sind sie aucli einander projektiv.

Wenden wir den Satz (9 ) tiber die Bewegimg perspektiv

zugeordneter Elemente auf die aufeinanderfolgenden Glieder

einer Kette von perspektiv liegenden Gebilden an, so haben wir

4. Durchlauft ein Element ein einformiges Grund

gebilde in einem bestimmten unveranderlichen Sinn,
sodafs es nacheinander mit jedem Element des Gebildes

zusammenfallt, so durchlauft das homologe Element ein

projektiv zugeordnetes Grundgebilde in einem bestimmten
unveranderlichen Sinn, sodafs es ebenfalls nacheinander
mit jedem Element dieses Gebildes zusammenfallt. -

Wenden wir ebenso den Satz &amp;lt;

21 ) liber harmonische
Strahlen und fur den Fall, dafs auch Ebenenbttschel unter

den Gliedern unserer Kette sind, den Satz &amp;lt;

22
&amp;gt; liber harmonische

Ebenen auf die aufeinanderfolgenden Glieder der Kette an,
so haben wir

5. In zwd projektiven Grundgebilden sind vier Ele-

tnenten, die einen harmonischen Wurf bilden, vier Elemente

homolog, die ivieder einen harmonischen Wurf bilden.

31. Konstruktion zweier projektiven Grundg-ebilde. 31

In Nr. 7 haben wir die Elemente zweier Grundgebilde, z. B.

zweier Strahlenblischel S und 5
,
einander perspektiv zugeordnet,

indem wir die Hiilfsgerade s willkiirlich annahmen. Durch

passende Wahl von s konnen wir nun eine perspektive Ver
wandtschaft von der Art herstellen, dafs zwei gegebenen
Strahlen a b von /S zwei gegebene Strahlen a

l
b von *S

t
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homolog sind : wir brauchen nur als Hiilfsgerade s der per-

spektiven Zuordnung die Verbindungslinie derjenigen beiden

Punkte zu nehmen, in denen sich die Strablen a a^ und die

Strahlen b b^ schneiden.

In Xr. 29 haben wir die Strablen zweier Strahlenbiischel

S und S
l

einander projekliu zugeordnet, indem wir den Punkt

X und die Geraden s und s
7

willkiirlich annahmen. Wir

wollen jetzt zeigen, dafs wir durch passende Wahl von I s s
l

eine projektive Verwandtscbaft von der Art berstellen konnen,

dafs drei gegebenen Strahlen a b c von 5 .drei gegebene
Strahlen a

l
b

l c,
von 5 homolog sind.

Aufgabe : Zwei Strahlen- I Aufgabe : Zwei Punktreihen

btischel projektic so auf ein

ander zu leziehen, dafs drei

gegebenen Strahlen des einen

Biischels drei gegelene des

andern homolog sind.

Allgemeine Losung: Die Zu-

ordnung soil so erfolgen, dafs

den Strahlen a b c (Fig. 21) des

einen Biischels 5 die Strahlen

1
6
t q des andern Buschels

S
l homolog sind. Wir legen

projektiv so aufeinander zu be-

Fig. 21.

durch den Schnittpunkt zweier

homologen Strahlen, z. B. durch

a a
1
=

A, zwei beliebige Ge-

ziehen, dafs drei gegebenen
Punkten der einen Reihe drei

gegebene der andern homolog
sind.

Allgemeine Losung : Die Zu-

ordnung soil so erfolgen, dafs

den Punkten ABC (Fig. 22)
der einen Reihe s die Punkte

A^ B^ C
v

der andern Reihe

S
A homolog sind. Wir wahlen

Fig. 22.

auf der Verbindungslinie
zweier homologen Punkte,
z. B. auf A A

v
=

a, zwei be-
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raden s und s
t ,

ziehen die

Verbindungslinie ft der Schnitt-

pnnkte s (b) und s
l (bj und

die Verbindungslinie y der

Schnittpunkte s
(/) und ^ (Cj )

und bestimmen den Schnitt

punkt fty = 1.. Beziehen wir

dann S und I vermittelst s,

und I und ^ vermittelst
s,

auf einander^, so erhalten

wir die verlangte Zuordnung
der Strahlenbttschel S und Sr

- 1st z. B. d ein beliebiger
Strahl von AS, so bestimmt der

Schnittpunkt s (d) in I den

Strahl 6 und der Schnittpunkt

, (&amp;lt;5)

in ^ den gesuchten

homologen Strahl dr
-

Besondere Losungen: Unter

den verschiedenen Lagen, die

man den durch h= aa
l gehen-

den Hiilfsgeraden s und s
l

geben kann, sind zwei von

besonderer Wiehtigkeit :

1. s und
Sj

fallen mit den

Geraden zusammen, die A mit

liebige Pnnkte S und S
19

be

stimmen den Schnittpunkt B
der Verbindungslinien *S (B)
and S, (5j) und den Schnitt

punkt f derVerbindung slinien

S (C) und S
l (Ct )

und ziehen

die Verbindung-slinie B f = o.

Beziehen wir dann s und o

vermittelst S
7
und a und s

t

vermittelst S
t
auf einander (7)

,

so erhalten wir die verlangte

Zuordnung der Punktreihen s

und
Sj.

1st z. B. D ein be-

liebiger Punkt von s, so be

stimmt die Verbindungslinie
S (D) in a den Punkt A und
die Verbindungslinie S

1 (A)

in s
l
den gesuchten homologen

Punkt #,.
-

Besondere Losungen: Unter

den verschiedenen Lagen, die

man den auf A A^ lie-

genden Hulfspunkten S und

Sj geben kann, sind zwei

von besonderer Wiehtigkeit:
1. S und S

l
fallen mit den

Punkten zusammen, in denen

Fig. 23. Fig. 24.
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den Sclmittpunkten der beiden

andern Paare von homologen
Strahlen bb^ undccj verbinden

(Fig. 23);
2. s fallt mit der Verbin-

dungslinie A *S
1 a, und s

1

mit der Verbindungslinie A 5
- a zusammen (Fig. 25).

a von den Verbindungslinien
der beiden andern Paare von

homologen Punkten BB
l
und

C Cj geschnitten wird (Fig. 24) ;

2. S fallt mit dem Schnitt-

punkt as
l
= A

l
und S

l
mit

dem Schnittpunkt a s = A zu-

sammen (Fig. 26).

Fig. 25. Fig. 26.

A Anmerkuncj. Der Lernende darf nicht unterlassen, die

Zeichnungen zu diesen Losungen selbstandig auszufiihren

nnd sie mit den Fig. 23 25 zu vergleicben ;
wir werden

von den besondern Losungen ofter Gebrauch machen als

von der allgemeinen.

32 32. Fundamental satz. Unser nachstes Ziel ist, zu be-

weisen, dafs die durch die vorhergehende Konstruktion ^31)

hergestellte projektive Verwandtschaft von der Wahl der

Hitlfsgeraden und Hulfspunkte unabhangig ist, dafs wir also

immer dieselbe Zuordnung in den Grundgebilden erhalten,
wie wir auch Hitlfsgeraden und Hulfspunkte wiihlen mogen.
Um diese Behauptung z. B. fiir zwei Punktreihen * und

t

zu beweisen, habeu wir zuniichst zwei projektive Punktreihen
zu betrachten, die denselben Trager haben, mit andern
Worten, den besondern Fall zu behandem, dafs die beiden
Geraden s und s

l
zusammenfallen. Sind also A B C irgend

drei Punkte von und A
l B^ C, drei Punkte derselben

Gerade
.s,

so haben wir eine projektive Verwandtsehaft her-

zustellen, in der den Punkten A B C die Punkte A, B^ 6\

homolog sind. Wir erreichen dies, indem wir eine beliebige
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Gerade s
f

zu Htilfe nehmen, auf dieser drei beliebige Punkte
A B C wahlen und nun (31) die Punktreihen s und projektiv
so aufeinander beziehen, erstens dafs den Punkten ABC die

Punkte A B C homolog sind, und dann zweitens so, dafs

den Punkten A B
v C, die Punkte A B C homolog sind.

Auf diese Weise erhalten wir in s zwei projektive
(3 ) Punkt

reihen der verlangten Art.

Wir wenden uns jetzt dem besondern Fall zu, dafs es

in den beiden in s konstruierten projektiven Punktreihen

drei Punkte giebt, die mit ihren homologen zusammenfallen.

Bezeichnen wir diese der Reihe nach durch K L M (Fig. 27),

so setzen wir also voraus, dafs K mit K^ L mit L^ M mit

M. zusammenfallt.

Durchlauft nun X f ^f f ^ T K
dieerstePunktreihe ^ ^ ^ ^ ^
in dem unverander- Fis- 27 -

lichen Sinn KLM, so durchlauft (30*) sein homologer Punkt
X die zweite Punktreihe in dem Sinn 7^ 7^ J^ ,

d.
i.,

weil

KLM mit K
1
L

1
M

1 zusammenfallen, in demselben Sinn

wie X. Bei dieser JBewegung fallt der Punkt X nach der

Voraussetzung dreimal mit seinem homologen zusammen.
Wir wollen zeigen, dafs er immer mit seinem homologen

zusammenfallt; zunachst aber beweisen wir nur, dafs er un-

endlich oft mit seinem homologen zusammenfallt.

1st namlich N der von M durch K und L harmonisch

getrennte Punkt, so wissen wir(30
),
dafs denPunktenKL . MN

y

die einen harmonischen Wurf bilden, vier Punkte homolog
sind, die wieder einen harmonischen Wurf bilden. Zeichnen

wir also den von M
l
durch K

l
und L^ harmonisch getrennten

Punkt A7

,,
so ist dieser dem Punkt ^V homolog. Da aber

unsere beiden harmonischen WiirfeKL .MN und K
l
L

v
. M

l
N

in drei Punkten iibereinstimmen, so fallt A7
j
in N( 2()*\ Ebenso

konnen wir beweisen, dafs der von M durch K und N har

monisch getrennte Punkt mit seinem homologen zusammen
fallt usw.

Wir folgen nun dem Punkte X, wahrend er sich im
Sinn KLM von A nach L bewegt. In K fallt er noch
mit dem homologen zusammen; wtirde er also auf diesem

Wege in einem folgenden Punkte U nicht mehr mit seinem

homologen zusammenfallen, so miifste er sich beim Uber-

schreiten eines vor U liegenden Punktes P (vielleicht schon
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gleich in K) von seinem homologen getrennt haben; bei der

weitern Bewegung, also hinter U, wiirde er wieder mit seinem

homologen zusammenfallen, etwa in Q(moglicherweise erstin).
Das Ergebnis ist: In den Punkten P und Q (die auch

mit K und L zusammenfallen konnten) fallt X mit seinem

homologen zusammen; wahrend seiner Bewegung von P nach

Q aber nicht. Das ist jedoch unmoglich. Zeichnen wir

namlich den von M durch P und Q harmonisch getrennten
Punkt W, so fallt dieser, wie wir im ersten Teil unseres

Beweises gesehen haben, mit seinem homologen zusammen;
der Punkt X gelangt aber nach W, bevor er Q erreicht;

denn die Punktpaare des harmonischen Wurfes P Q . M W
trennen einander (24i)

.
- - Der Punkt X fallt also auf dem

Wege K L stets mit seinem homologen zusammen. -

Um einzusehen, dafs ein beliebiger Punkt V von K L
(5) mit seinem homologen zusammenfallt, zeichnen wir den
von V durch K und L harmonisch getrennten Punkt. Da
dieser ein Punkt von K L ist (24i)

,
so fallt er, wie wir eben be-

wiesen haben, mit seinem homologen zusammen; folglich

auch F(^).

Lehrsatz: Wenn zwei projektive Punktreihen drei

Punkte entsprechend gemein haben, so haben sie jeden
Punkt entsprechend gemein.

33 33. Kennzeiehen der Identitat zweier projektiven
Grundg-ebilde. Der vorstehende Satz lafst sich aufalle Grund-

gebilde libertragen. Wenn z. B. in zwei projektiven Ebenen-

biischeln, die eine gemeinsame Achse haben, drei Ebenen
y. A 11 mit ihren homologen y^ ^ /n l zusammenfallen, so werden
in einer beliebigen Gerade zwei zu den beiden Ebenen-

biischeln (30 ) und daher zueinander (30 )

projektive Punktreihen

ausgeschnitten, die drei Punkte und folglich jeden Punkt (32)

entsprechend gemein haben; die beiden Ebenenbtischel haben
daher auch jede Ebene entsprechend gemein.

1. Wenn zwei projektive Grundgebilde drei Elemenie

entsprechend gemein haben, so haben sie jedes Element

entsprechend gemein.

Aus diesem Satz ergiebt sich, dafs die Konstruktion(31)
,

durch welche wir zwei Grundgebilde s und
s, projektiv so

auf einander bezogen, dafs den Elementen A B C die Ele-

mente A
v
B

l C^ homolog wurden, trotz der Willkiir in der
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Wahl der benutzten Hiilfsgeraden und Hiilfspunkte eine ein-

deutige 1st. Wiirden wir namlich die Konstruktion mit
andern Hiilfsgeraden und Hiilfspunkten wiederholen, so
wiirden wir in s

1
zwei projektive^ Grundgebilde erhalten,

die die drei Elemente A^ B^ C und daher jedes Element

entsprechend gemeinsam batten, also identisch waren. Daher:

2. Die projektive Verwandtschaft ziuischen zwei ein-

formigen Grundgebilden ist durch drei Paar homologe
Elemente bestimmt.

_Zusatz. Das Zeicben fur die projektive Verwandtschaft z

ist A (gelesen: projektiv zu). Die Thatsache, dafs die

Grundgebilde s und s projektiv so aufeinander bezogen
sind, dafs den Elementen ABC..DEF... die Elemente
A

1
B C

l
. . D^ E1

F
t

. . . homolog sind, drucken wir also in
Zeichen aus durch

ABC. . DEF. ../^A ,B 1 ..J}
1
E

1
F

1 ...

oder auch kurz durch s /\ s .

1. Aus ABCD~/\ABCE
),

dafs das Element D mit dem Element E zu-
sammenfallt.

2. Aus ABCD^ A
v
B

l C, Dv
und

ergiebt sich, weil wir die projektive Verwandtschaft als be-
stimmt^) durch die drei Elementenpaare AA^ C D D^
ansehen konnen,

AECDE^A1
B

1
C

1
D

1
E

1
oder auch

ABVEJ^A^B^D^ E
t

.

3. Ist ferner noch

C
L
D

l EI jP
17 so ist auch

A
t B^ C

t
D

l
E

1
F

v
und

ADEF^A 1
D

1
E

1
F

1
u. s. w.

34. Kennzeiehen der perspektiven Lag-e zweier pro- 34

jektiven Grundg-ebilde. In Nr. 30
2 haben wir bereits be-

merkt, dafs die perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall
der projektiven ist; es handelt sich jetzt darum, ein Kenn-

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 3
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zeichen dafttr zu finden, wann zwei projektive Gebilde in

perspektiver Lage sind. In Nr. 8 sahen wir, dafs in zwei

perspektiven Grundgebilden das beiden Tragern gemeinsame

Element sich selbst homolog 1st. Es lafst sich nun um-

gekehrt zeigen:

Wenn zwei projektive Strah-
\

Wenn zwei projektive Punkt-

lenbiischel die Verbindungslinie

ihrer Mittelpunkte entsprechend

gemein haben, so sind sie in

perspektiver Lage, mit andern

Worten^\ so sind sie Scheine

einer und derselben Punkt-

reihe.

reihen den Schnittpunkt ihrer

Trdger entsprechend gemein
haben, so sind sie in per

spektiver Lage, mit andern

Worten^\ so sind sie Schnitte

eines und desselben Strahlen-

buschels.

Beweis: (Von jetzt an beschranken wir uns auf die

Anftihrung der dualen^ Satze und tiberlassen es dem

Lernenden, die Begriindung dieser dualen Satze selbst abzu-

leiten.) Die Verbindungs
linie o (Fig. 2 8) der Punkte A

und B, in denen zwei be-

Hebige Strahlen a und b

des ersten Biischels S von

den homologen Strahlen

a^ und
frj

des zweiten

Buschels 5 geschnitten

A/ A/ 6- VM \B \r werden, moge von dem
1 den beiden Btischeln ge-

meinsamen Strahle *S S
= m (m )

in M geschnitten

werden. Bezeichnen wir

#*. ferner die Punkte, in denen

Fig. 2s. a von c d . . . geschnitten

wird, durch FA...; die

. . . geschnitten wird
,

durch

m

Punkte, in denen a von c
l d^

r
i
A

1
. .

.,
so ist

ABM fA...^aimc(i...7\a1

Folglich fallen f und l~
t ,

A und A
x

. . . zusammen^3321).

Die beiden StrahlenbUschel S und S
l

sind also Scheine der

Punktreihe o.

/\ A B M f, A
t
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In Zeichen: Aus

a b c . .m . . . /\ a^ b^ c . . m . . .

folgt, dafs die Schnittpunkte
a a

t ,
b

b^ ,
c c

v
. . . in einer

Gerade liegen.

In Zeichen: Aus

folgt, dafs die Verbindungs-
linien A A^ B B

iy
C C

t
. . .

durch einen Punkt gehen.

35. Einsehalten von perspektiven Gliedern zwisehen 35

die projektiven Endglieder einer Kette.

1. Lehrsatz: Zwei pro-

jektive Punktreihen
,

deren

Trager nicht zusammenfallen,
lassen sich durch Einsehalten

einer Punktreihe, deren Trager
eine beliebige Gerade ist, in

perspektive Lage bringen.

Den Punkten

1. Lehrsatz : Zwei projek-
tive Strahlenbtischel

,
deren

Mittelpunkte nicht zusammen-

fallen, lassen sich durch Ein
sehalten ernesStrahlenbtischels,
dessen Mittelpunkt ein be-

liebiger Punkt ist, in per-

spektive Lage bringen.

Beweis : s und (Fig. 29) seien die Trager der beiden

gegebenen projektiven Punktreihen und G eine beliebige

Gerade, die s in B und s in C
l

schneidet.

B und C seien die Punkte B^ und C
homolog, aufserdem sei A A

l
ein be-

liebiges drittes Paar homologer Punkte.
Wird dann A A^ von

(7,
B B

l
und C C

in A, S^ und *S geschnitten, so sind 1. die

durch A B C /\ A B C in s und &amp;lt;r be-

stimmten^332)
projektiven Punktreihen, weil

B = s G ein sich selbst homologer Punkt

ist, Schnitte des Strahlenbtischels S(34) und
2. die durch f(JS

1 /\A1 B^ C^ in G und
s
1

bestimmten projektiven Punktreihen,
weil C = os ein sich selbst homologer
Punkt ist, Schnitte des Strahlenbtischels

Sr Durch die in G konstruierte Punktreihe ist also in der
That die Kette zwisehen s und s geschlossen.

Fallen die Trager s und s zusammen, so hat man
zuerst eine Gerade s

r

(vgl. 32) einzuschalten, auf der man
drei Punkte A B O so wahlt, dafs sie perspektiv zu AB C
liegen ;

die Punktreihe A B O bezieht man dann vermittelst

einer beliebigen Gerade &amp;lt;7 projektiv auf s^
31

).

3*
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2. Lehrsatz: Zwei projek-

tive Punktreihen, derenTrager

zusammenfallen, lassen sich

durch Einschalten zweier

Punktreihen ,
deren Trager

beliebige Geraden sind, in

perspektive Lage bringen.

2. Lehrsatz: Zwei projek-
tive Strahlenbuschel, deren

Mittelpunkte zusammenfallen,
lassen sich durch Einschalten

zweier. Strahlenbuschel, deren

Mittelpunkte beliebige Punkte

sind, in perspektive Lage

bringen.

36 36. Andere Methode des Einschaltens. Fur die in

Nr. 35 geloste Aufgabe: Zwei projektive Grundgebilde als

Endglieder einer Kette von perspektiven Gebilden darzu-

stellen, geben wir noch weitere Konstruktionen : zunachst

fUr den Fall, dafs die beiden Trager s und s
x

nicht zu

sammenfallen und dann in Nr. 37 und 38 fur zwei zu-

sammenfallende Trager. Trotzdem diese Konstruktionen als

besondere Falle in der allgemeinen Konstruktion von Nr. 35

enthalten sind, ist es notig, sie eingehend zu behandeln, da

sie uns zu wichtigen Lehrsatzen fiihren. -

Wir projizieren die Punktreihe ^ (Fig. 30) aus einem

Punkte A, der in dem Trager s liegt, im iibrigen aber be-

liebig ist; dann die Punktreihe s aus dem A homologen

Fig. 30.

Punkte A^ von sr Diese beiden projektiven Strahlenbuschel

A (A B^C^.. .)
und A

1 (ABC...) sind, weil sie den Strahl

A A^ entsprechend gemein haben, Scheme^34 einer und der-

selben Punktreihe G.
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Wir richten unser Augenmerk auf die Punkte P und

Q1?
in denen s und s

1
von o geschnitten werden. Die

Strahlen A P und A
l
P sind, weil sie durch denselben

Punkt von a gehen, homolog; der Strahl A P mufs also

den dem Punkte P homologen Punkt projizieren, d. h. der

Schnittpunkt P = s
.\

ist dem Schnittpunkt P=sa homolog.
Der Schnittpunkt s s

t
ist gleichzeitig ein Punkt von s be-

zeichnen wir ihn als solchen durch Q, so ergiebt sich in

derselben Weise
,

dafs Q dem Schnittpunkte &amp;lt;2t
a s

l

homolog ist.

Das Ergebnis ist, dafs die Hiilfsgerade a die Ver-

bindungslinie derjenigen beiden Punkte P und Q1 ist, die

dem Schnittpunkte Pl (Q) in den beiden Punktreihen von
s und s homolog sind, dafs a also unabhdngig von der Walil

des beliebig in s angenommenen Punktes A ist. Mit andern

Worten : Wir erhalten immer dieselbe Gerade
tf,

ob wir von
dem Punkte A oder irgend einem andern Punkte D aus-

gehen ;
auf der Gerade G schneiden sich daher nicht nur

A B
l

und A^ B, A C, und A
1
C u. s. w., sondern auch

irgend zwei beliebige Strahlen D E
l
und D E.

Nennen wir die Gerade P Q ,
die die dem Schnittpunkte

homologen Punkte verbindet, die Achse der projektiven Ver
wandtschaft der Punktreihen s und

,_
oder kurz die Pro-

jektionsachse, so haben wir den

Lehrsatz : Die Gerade, wel-

che einen beliebigen Punkt D
der Punktreihe s mit einem

beliebigen Punkte E der pro

jektiven Punktreihe sx ver

bindet, schneidet die Gerade,
die die homologen Punkte

DI und E verbindet, in einem
Punkte der Projektionsachse.

Lehrsatz : Der Punkt, in

dem ein beliebiger Strahl d
des Strahlenbuschels S von
einem beliebigen Strahl e l

des projektiven Strahlen

buschels Si geschnitten wird,

liegt mit dem Punkte, in dem
die homologen Strahlen d

l

und e sich schneiden, in

einem Strahle des Projektions-
zentrums.

Zusatz. Der Satz lafst sich vom Begriff der projektiven z

Verwandtschaft loslosen, indem wir ihn auf drei Punktpaare
A A^ B B^ C CL beschranken. Von diesen sechs Punkten
mtissen A B C in einer Gerade s und A^ B l C in einer

zweiten Gerade ! liegen; im iibrigen konnen sie ganz be-
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liebig sein. Unser Satz sagt dann aus, dafs die Ver-

bindungslinien A B l imd A^B; B 6\ und B C; C A l

und Cl A sich in drei Punkten einer Gerade schneiden.

Nehmen wir die sechs Punkte als Ecken eines ein-

fachen(16A) Sechsecks AB^CA^BC^ so sind die Ver-

bindungslinien die Seiten dieses Seehs-

ecks. Bequemer wird die Ubersicht,
wenn wir (Fig. 31) die Ecken dieses

Sechsecks der Reihe nach mit 123
456 bezeichnen und folgende Namen

__ einfiihren.
* * Die Ecken 1 und 4, 2 und 5,

3 und 6 heifsen Gegenecken und die

Seiten 12 und 45, 23 und 56, 34 und 61, die sich am

bequemsten aus dem Schema

1
2_3

4
5J3

ergeben, heifsen Gegenseiten. Ferner wollen wir die Ver-

bindungslinie zweier Gegenecken eine Diagonallinie und den

Schnittpunkt zweier Gegenseiten einen Diagonalpunkt nennen,

so dafs sind

Diagonallinien : 14; 25; 36;

Diagonalpunkte : (23) . (56); (34) . (61); (12) . (45).

Wir konnen demnach unserm Satz die folgende Form

geben :

Erster- Sechseckssatz. Liegen
drei Ecken eines einfachen

Sechsecks in einer Gerade
und die Gegenecken dieser

drei Ecken in einer zweiten

Gerade, so liegen die drei

Diagonalpunkte in einer

dritten Gerade.

Erster Sechsseitssatz. Gehen
drei Seiten eines einfachen

Sechsseits durch einen Punkt
und die Gegenseiten dieser

drei Seiten durch einen zweiten

Punkt, so gehen die drei Dia

gonallinien durch einen dritten

Punkt.

37 37. Das zweite Ordnung-selement einer Projektivitat.
Urn zwei projektive Punktreihen, deren Trager s und s

l
zu-

sammenfallen, in perspektive Lage zu bringen, haben wir im

allgemeinen (86s &amp;gt; zwei Hulfsgeraden s
f und a

l notig; in dem
besondern Falle aber, dafs es in dem gemeinsamen Trager s (s^
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einen Punkt K giebt, der mit seinem homologen Kt
zu

sammenfallt, genttgt eine Gerade s :

Wir legen durch den Punkt K (Fig. 32), der nach

unserer Annahme mit seinem homologen K^ zusammenfallt,
eine beliebige Gerade s

r und wiihlen auf dieser zwei be

liebige Punkte B und O.

Sind nun BB
l
und CC

l

irgend zwei Paare homo-

loger Punkte des gemein-
samen Tragers s (s ),

so

ziehen wir die Verbin-

dungslinien 55 und CO,
5, 5 und 6\ C

;
den

Schnittpunkt der beiden

ersten Verbindungslinien bezeichnen wir durch S, den

Schnittpunkt des zweiten Paares durch &amp;gt;S

1
. Es sind dann

1. die durch KBC^(KB O in s und s bestimmten (88 )

projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlenbuschels /S^
und 2. die durch KB O^\KB1

C
1

in s und s
l

be

stimmten projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlen

buschels S
1

. Durch die in s
r

konstruierte Punktreihe ist

.also in der That die Kette zwischen s und
s^ ge-

schlossen.

Zu einem beliebigen Punkte D der ersten Punktreihe

von s erhalten wir den homologen D^ der zweiten, indem
wir D aus S auf * und den gefundenen Punkt D aus S^
wieder auf s projizieren.

Wenden wir diese Konstruktion auf den Punkt L an,
in dem der Trager s von der Verbindungslinie S S^ ge-
schnitten wird, so erkennen wir, dafs der homologe Punkt
X

t
mit L zusammenfallt. Es fallt also nicht blofs der

Punkt K mit seinem homologen zusammen, sondern auch

noch ein zweiter Punkt L. (Ein dritter Punkt kann nicht

mit seinem homologen zusammenfallen(32}
,
weil nach unserer

Annahme B nicht mit 5 zusammenfallt.)

Das Ergebnis kleiden wir in Worte mit Httlfe der

folgenden beiden Definitionen :

1. Derlnbegriif zweier projektiven geraden Grund

gebilde, die einen gemeinsamen Trager haben, heifst

eine gerade Projektivitdt.
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2. Ein Element einer Projektivitat, das mit seinem

homologen zusammenfallt, heifst em Ordnungselement.

Da sich der Satz, den wir fiir zwei Punktreihen be-

wiesen haben, auf die ubrigen Grundgebilde iibertragen
lafst (33

),
so haben wir:

3. Hat erne gerade Projektivitdt ein Ordnungselementr

so hat sie auch noch ein zweites.

Anmerkung. Die eben gelehrte Herstellung der

projektiven Verwandtschaft zwischen den beiden in
s(.&amp;lt;* t }

liegenden Punktreihen kounen wir, indem wir die Projektions-
centren in eckigen Klammern hinzufiigen, in Zeichen kurz
so beschreiben :

38. Elemente, die sieh zweifach entspreehen. Fallen

die Trager s und s
l
zweier projektiven Punktreihen zusammen,

so haben wir jeden Punkt des gemeinsamen Tragers s (st )

als einen zweifachen aufzufassen, da wir ihn entweder zur

ersten oder zur zweiten Punktreihe rechnen konnen. Dem-
entsprechend wollen wir jeden Punkt des Tragers s

( t )

durch zwei Buchstaben bezeichnen, z. B. durch D (E^)\ wir
konnen dann schon durch die Bezeichnung D oder E^ an-

deuten, ob wir den Punkt als Element der ersten oder als

Element der zweiten Punktreihe ansehen wollen.

Entspricht nun dem Punkte A der ersten Punktreihe
der Punkt A der zweiten, so wird dem Punkte Av wenn
wir ihn zur ersten Punktreihe rechnen und dementsprecheud
mit B bezeichnen, ein Punkt B

l homolog sein, der im all-

gemeinen nicht mit A zusammenfallt. Fallt aber der Punkt

l
in den Punkt A, so wollen wir sagen:

Der Punkt A (Bj entspricht dem Punkte A
1 (B)

zweifach.

Wir gehen jetzt zum zweiten besondern Fall der Auf-

gabe tiber: Die Punkte zweier zusammenfallenden Trager s

und
5j projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs den Ptmkten

A B C die Punkte A
l B^ C

l homolog werden, und zwar wollen
wir die Punkte A B C und A

v B^ C^ nicht beliebig annehmen,
sondern von ihnen voraussetzen, dafs A und B^ A

l
und B

zusammenfallen, mit andern Worten, dafs der Punkt A (B^.
dem Punkt A (B) zweifach entspricht.
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Losung: Wir legen durch C (Fig. 33) die beliebige Ge-
rade G und durch C die beliebige Gerade a

,
welche a in r

schneiden moge. Durch A (B) legen wir eine beliebige
Gerade, die G in B und

ff,
in A

t schneidet. Damit haben
wir ein Dreiseit mit den Seiten (sj G o

l
und den Ecken

FCCj gezeichnet; diesem Dreiseit ist das Dreieck A(B^
B A

t eingeschrieben.

Wir wollen nun

die Trager s und o vermittelst des Strahlenbuschels An
die Trager a und a vermittelst des Strahlenbuschels A (J5J,
die Trager a

l
und s

1
vermittelst des Strahlenbuschels B

perspektiv aufeinander beziehen, was wir in Zeichen (37 A ) so

andeuten:

s [MAffl/KAflAffi [B]=i.

Fig. 33.

Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem o von A (B^ A
x

geschnitten wird, durch A und den Punkt, in dem a^ von
A (B )

B geschnitten wird, durch B
,
so konnen wir die vor-

stehende Kette auch so schreiben:

A B C[AJ K A B T [4 (B,)] K A
t
B

t
T [B] ^^ B

1 C,.

Zu einem beliebigen Punkte D von s erhalten wir nun
den homologen Dl

von s
t

durch die folgende Konstruktion :

Wir projizieren D aus A
1

atif
(7,

den erhaltenen Punkt] A
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aus A(Bl )
auf a

1?
den erhaltenen Punkt A x

aus B auf s
i ;

in Zeichen:

A B CD A A B T A A A, B
l
T A

x A AA &amp;lt;?i A- ~

Die eben angegebene Konstruktion fiihrt uns zu einem

wichtigen Lehrsatz, wenn wir jetzt wieder zum Punkte D
17

indem wir ihn zur ersten Punktreihe s rechnen und dem-

entsprechend mit E bezeichnen, den homologen E1
suchen:

Wir projizieren also E aus A
x

auf a, den erhaltenen Punkt
E aus A (BJ auf a^ den erhaltenen Punkt E

i
aus B auf

s-, sodafs wir haben:

Da das erste Glied B A C E dieser Kette mit dem
letzten Gliede A B^ C^ D1

der vorhergehenden Kette identisch

1st, so haben wir&amp;lt;^) ABCD~/\ABCE^ folglich
&amp;lt;

SSZ1
&amp;gt;

fallt E in D, mit andern Worten, der Punkt D(El )
ent-

spricht dem Punkt D
l (E) zweifach. Da D (E^) ein be-

liebiger Punkt ist, so konnen wir das Ergebnis mit Httlfe

des Begriifes der Projektivitat
(37i) so aussprechen:

Wenn in einer geraden Projektivitat ein Element

seinem homologen zweifach entspricht, so entspricht jedes
Element seinem homologen zweifach.

In Zeichen: Aus

AA
1 C..F.../\A 1

AC
1
..F

1
...

folgt

In der Zeichensprache konnen wir auf die doppelte

Bezeichnung eines und desselben Elementes einer Projek
tivitat verzichten, da aus der Stellung des Elementes (vor
oder hinter A) zu erkennen ist, ob es zum ersten oder

zweiten Grundgebilde zu rechnen ist.

z Zusatz. Auch (36 z &amp;gt; diesen Satz konnen wir von dem Be-

griff der Projektivitat loslosen, indem wir beachten, dafs

nach unserer Konstruktion s a o^ ein beliebiges Dreiseit und
A B A

x
ein beliebiges diesem Dreiseit eingeschriebenes

Dreieck ist und dafs wir, von dem beliebigen Punkte D
ausgehend, nacheinander konstruiert haben AA,.ZEE 1

.

Fassen wir wieder diese sechs Punkte als die Ecken eines

einfachen (16 A &amp;gt; Sechsecks auf und bezeichnen sie der Reihe
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nach durch 123456, so erkennen wir (Fig. 34), dafs von
diesem Sechseck s o a

t
die Diagonallinien (3e z

) und A B A
x

die Diagonalpunkte sind.

Fig. 34.

Nennen wir noch z. B. die Diagonallinie 14 und den

Diagonalpunkt (23) . (56) einander zugeordnet, so konnen wir

unsern Satz auch so aussprechen:

Zweiter Sechseckssatz. Wenn
zwei Diagonalpunkte eines

einfachen Sechsecks in den

zugeordneten Diagonallinien

liegen, so liegt auch der

dritte Diagonalpunkt in der

zugeordneten Diagonallinie.

Zweiter Sechsseitssatz. Wenn
zwei Diagonallinien eines ein

fachen Sechsseits durch die

zugeordneten Diagonalpunkte

gehen, so geht auch die dritte

Diagonallinie durch den zu

geordneten Diagonalpunkt.

39. Projektive Permutationen. Es ist haufig bequem, 39

nicht blofs, wie bisher, von perspektiven und projektiven

Grundgebilden zu sprechen, sondern auch von perspektiven
und projektiven Elementen. Z. B. der Satz: Die Punkte
ABODE sind den Punkten A B^ C D^ E projektiv, soil

aussagen: 1. ABODE liegen in einer Gerade s und
A

l B 1 Cl
D i E{ in einer zweiten Gerade s^ 2. in der etwa

durch BCD~/\B Ci D l bestimmten (33a)
projektiven Ver

wandtschaft der Punktreihen s und s^ ist dem Punkt A der

Punkt AI und dem Punkt E der Punkt EI homolog.
Da sich zwei Punktreihen immer projektiv so aufeinander

beziehen lassen, dafs drei Punkten der einen drei Punkte
der andern entsprechen, so mufs eine Gruppe mindestens
vier Elemente enthalten, wenn die Aussage, dafs die Gruppe
einer andern projektiv ist, einen Inhalt haben soil.
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Lehrsatz: Leitet man aus einer Gruppe von vier

Elementen eine Permutation ab, indem man irgend zwei

Elemente und gleichzeitig die beiden ubrigen vertauscht,

so ist die Elementengruppe Hirer Permutation projektiv.

In Zeichen: A B CD/^BA DC~/\ CDAB^D CBA.
Beweis: Handelt es sich um eine Punktgruppe, so lafst

sich z. B. die Riehtigkeit der Behauptung ABCD^BADC
in folgender Weise zeigen: Wir projizieren die vier Punkte

ABCD (Fig. 35) aus einem be-

liebigen Punkte A
L auf eine be-

liebige durch D gehende Gerade,
sodafs A B CZ&amp;gt;7\A

B r D ist. Be-

zeichnen wir noch den Punkt, in

dem die Verbindungslinie A B den

Projektionsstrahl A! C schneidet,

Fig. 35. durch B!, so haben wir

ABCD [AJ ^ A B T D [A] ^ A
L B, T C [B] ^ B A D C.

z Zusatz. Aus AB C D~s\A l
B

l C^D^ folgt demnach

A Anmerkung. Dieser Satz ist mit dem vorhergehenden
(3g ) identisch. Wir haben ihn zweimal abgeleitet und zweimal

in Worte gekleidet, um je nach den Schlttssen, die wir aus

ihm zu ziehen haben, bald die eine bald die andere Form
anwenden zu konnen.

40 40. Projektive Verwandtsehaft harmonischer Wurfe.
Haben zwei harmonische Punktwtirfe A B . CD und
A l B . Ci D den Punkt D gemeinsam, so wird die Ver

bindungslinie C Ci von A A
l
und B B^ in einem und dem-

selben Punkte geschnitten. Ist namlich S der Schnittpunkt
von C Ci und A A l ,

so mufs der Strahl 6
T B durch den

von A
l durch Ci und D harmonisch getrennten Punkt

gehen (21

);
das ist aber B l

(20 ).

In derselben Weise ergiebt sich
,

dafs C Ci auch von

den Verbindungslinien A Bl und A Y
B in einem und dem-

selben Punkte geschnitten wird. Daher:

1. Zwei harmonische Wurfe, die ein Element ge
meinsam haben, sind perspektiv auf einander bezogen, wenn

man das gemeinsame Element sich selbst, und die diesem

zugeordneten Elemente einander, zuweist. Die weitere Z(

ordnung ist beliebig.

u-
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InZeichen: Sind ,45. CD:
und A

l B^. C^D zwei har-

monische Punktwiirfe
,

so

gehen durch einen Punkt

1. CC,; AA^ BE, und
2. CC AB AB.

In Zeichen: Sind a b . c d

X .c^ cZzwei harmonische
Strahlenwiirfe

,
so liegen in

einer Gerade

1. c
Cj;

a &amp;lt;2

t ;
5 b

l
und

2. c a& 5.

Aus dem vorstehenden Lehrsatz folgt, dafs wir zwei

beliebige harmonische Punktwiirfe immer als die Endglieder
einer perspektiven Kette ansehen konnen. Verbinden wir

namlich einen beliebigen Punkt des einen Wurfs mit einem

beliebigen des andern, z. B. A mit D^ nehmen auf dieser

Verbindungslinie einen Punkt B willkiirlich an und zeichnen

den von I)
v durch A und B harmonisch getrennten Punkt

[~,

so haben wir nach dem eben bewiesenen Satze z. B.

A B CD^ A B A T ^ B l A, D, C,.

Im ganzen erhalt man acht verschiedene Arten der Zu-

ordnung. Dabei ist zu beachten, dafs zwei Elementen, die

ein Paar bilden, immer zwei Elemente zugewiesen werden

miissen, die wieder ein Paar bilden.

2. Zwei harmonische Wiirfe sind projektiv auf-

einander bezogen, wenn man einem beliebigen Element
des einen Wurfes ein beliebiges Element des andern.

und gleichzeitig die diesen zugeordneten Elemente

einander, zuweist. Die weitere Zuordnung ist beliebig.

In Zeichen: Sind AB .CD und A.B^.C.D,
zwei harmonische Wiirfe, so ist

ABCD^A^.C^D^BiA^D^B^D^ usw.

Der vorstehende Satz lafst sich umkehren:

3. Ist eine Gruppe von vier Elementen einer Per
mutation projektiv, die durch Vertauschung nur ziveier

Elemente aus HIT abgeleitet ist, so bilden die beiden ver-

tauschten und die beiden nicht vertauschten Elemente zwei

Paare eines harmonischen Wurfes.

In Zeichen: Aus A B CD A BA CD folgt, dafs

A B .CD ein harmonischer Wurf ist.

Beweis : Projiziert man A BCD aus einem beliebigen
Punkt A auf eine durch D gelegte Gerade, sodafs ABCD^\

ist, so folgt
&amp;lt;

30 ) aus der Voraussetzung A B C
Z&amp;gt;/\
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B A CD, dafs A B R I) A B A CD ist. Folglich
(34

&amp;gt; gehen

A.Z?, B-4, RC durch einen Punkt I&quot;. Das Viereck AABT
zeigt

(20i)
,

dafs A B . CD ein harmonischer Wurf 1st.

41 41*. Doppelverhaltnis. In der Geometrie des Mafses

unterscheidet man zwei Strecken durch ihre Grofse und, wenn

sie in einer und derselben Gerade oder in parallelen Ge-

raden liegen, auch durch ihre Richtung. Den Richtungssinn
unterscheidet man durch das positive und negative Vor

zeichen, sodafs AB = BA oder A B -f B A = ist.

Sind A B X drei Punkte einer Gerade
,

so ist
,
wie auch

ihre Lage sein mag, AX+XB=AB oder A X -f X B
-\-B A=0, vorausgesetzt, dafs man Strecken von entgegen-

gesetzter Richtung als positive und negative Grofsen im

algebraischen Sinn auffafst

Liegt X auf A B, so haben XA und XB entgegen-

gesetzte Vorzeichen
; liegt X auf A B&\ so haben XA und

XB gleiche Vorzeichen. Im ersten Fall ist daher das Ver-

haltnis X A : X B, welches das einfache Verhaltnis der drei

Punkte ABX genannt und kurz durch (ABX) bezeichnet

wird, negativ; im zweiten positiv.

Ist Y ein zweiter Punkt von AB, so lafst sich auch

Y als Teilpunkt der Strecke A B ansehen
;
die Teilstrecken

sind YA und YB und das Teilungsverhaltnis YA: YB
oder (A B Y). Aus den beiden Verhaltnissen (A B X) und

(AB Y) lafst sich ein neues Verhaltnis ^ ^ : bilden
r

welches das Doppelverhaltnis des Wurfes A B . X Y heifst

und kurz durch (AB XY) bezeichnet wird.

1. Aufgabe: Eine Strecke nach einem gegebenen
Verhaltnis zu teilen.

Lbsung: Ist das Verhaltnis durch die beiden Strecken

p und q gegeben, so mufs noch angegeben werden, ob das

Verhaltnis positiv oder negativ sein soil.

I. ( - -
) : Wir ziehen von den Endpunkten A und

B der gegebenen Strecke (Fig. 36) zwei parallele und

entgegengesetzt gerichtete Strecken: AP=p und -5&amp;lt;2= &amp;lt;?;

die Verbindungslinie PQ schneidet AB in dem gesuchten
Punkte X.
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II. f-f- 1 : Wir ziehen von .4 und 5 zwei parallele

nnd gleich gerichtete Strecken: AP= p und BQl =q-y

die Verbindungslinie PQl
schneidet

AB in dem gesuchten Punkte Y.

Das Doppelverhaltnis der vier

Punkte A B X Y ist

Weil J5 die Mitte von Q Q ist,

so sind, wenn wir den unendlich

fernen Punkt von Q Q durch 7

bezeichnen, QQ^.BU vier harmonische Punkte &amp;lt;

27
),

die

Verbindungslinien dieser Punkte mit P mithin (21
&amp;gt; vier

harmonische Strahlen und die vier Punkte A B . X Y, in

denen diese vier Strahlen die Gerade AB schneiden, vier

harmonische Punkte (21
). Daher

2. Lehrsatz: Vier Punkte, deren Doppelverhaltnis
1 ist, bilden einen harmonischen Wurf.

Von diesem Satz gilt auch die

3. Umkehrung: Das Doppelverhaltnis von vier

harmonischen Punkten ist 1.

Projiziert man namlich aus einem beliebigen Punkte P
die vier harmonischen Punkte A B . X Y auf eine durch B
parallel zum Projektionsstrahl PA gelegte Gerade, so sincl

UB.QQl
vier harmonische Punkte &amp;lt;

21
i&amp;gt;;

und weil U der
unendlich feme Punkt von QQ1 ist, so ist B die Mitte &amp;lt;

27
).

Weil also B Q = B Q ist, so haben wir

XA AP AP YA

folglich (ABXY) = l.

Aus der vorstehenden Proportion ergiebt sich ferner
die Gleichung XA . YB -f XB . YA = 0. Ist die Mitte
der Strecke A B, so dafs A -\- B =

ist, so haben wir

folglich

2X0. YO+(XO+ YO)(OA+OB)
folglich OA^=OX. Y.
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4. Sind A B . X Y vier harmonische Punkte und

die Mitte von A B, so ist A1 == X . Y. -

Sind ab.xy vier harmonische Strahlen des Mittel-

punktes S, von denen x und y auf einander senkrecht stehen,

so ist ^- ax= xb&^. Schneiden wir diese vier Strahlen

durch eine Gerade in den vier Punkten A B . X Y und

ziehen durch B eine Parallele zu a, welche x in C schneidet,

so ist ^ B S C= CS A= S C B, folglieh SB=BC, wobei

wir vom Vorzeichen abzusehen haben, da die Strecken in

verschiedenen Geraden liegen. Da nun SA:BC=XA:XB
ist, so ist auch SA:SB= XA:XB.

5. Schneiden wir vier harmonische Strahlen ab.xy
des Punktes S durch eine Gerade in den Punkten

AB . X Y, so ist, wenn x J_ y ist,

= YA:

Projiziert man drei Punkte AB X, die in einer Gerade

liegen, entweder aus einem endlichen Punkte auf eine

parallele Gerade oder aus einem unendlich fernen Punkte

auf eine beliebige Gerade, so folgt aus bekannten Satzen

der Proportionslehre, dafs das einfache Verhaltnis (ABX)
= (A1

B
1
X

1 ) ist, also durch die Projektion nicht geandert

wird. Wiirde man dagegen die drei Punkte aus einem end-

lichen Punkte auf eine endliche Gerade projizieren, so wiirde

das einfache Verhaltnis sich andern.

Nimmt man aber noch einen vierten Punkt Y hinzu,

so bleibt das Doppelverhaltnis (ABX Y), wie wir beweisen

wollen, bei jeder Projektion konstant. Bleibt es bei einer

Projektion konstant, so bleibt es auch bei mehreren auf-

einander folgenden konstant, so dafs wir unsern Lehrsatz

so aussprechen konnen (30i)
:

6. Zwei projektive Gruppen von vier Punkten haben

dasselbe Doppelverhaltnis.

Beweis : Projizieren wir die vier Punkte -4 B X Y der

Gerade s aus einem beliebigen Punkte 5 auf irgend eine

Gerade sv so ist zu zeigen, dafs die Doppelverhaltnisse

(ABX Y) und (A^ Bv ^ Yj einander gleich sind. Ziehen

wir durch B (Fig. 37) eine Parallele zum Projektionsstrahl

SA, welche SX und 8 Y in U und V schneidet, so ist

denn
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XA AS YA AS
T-J IT UnQ T7- -,-.XB~ BU

folglich durch Division

XA YA

YB

XB YB
BV
~B~U~

Ziehen wir ebenso durch B
l

eine Parallele zu SA, so

ergiebt sich bei entsprechen-
der Bezeichnung (A B

v X^ YJ

die Projection des einfachen

Verhaltnisses (VUB) auf eine

parallele Gerade ist, so ist, wie
schon erwahnt, nach einem be-

kannten Satz der Proportions-
lehre ( VUB) = (V1

U
J B^\ also

auch (ABXY)= (A t
B

l
X YJ.

Gilt aber der Satz fur per-

spektive Gruppen, so gilt er auch (3 i) fiir projektive

Gruppen.
-

Auf indirektem Wege beweist man den

7. Lehrsatz: Wenn zwei Gruppen von vier

Punkten, die einen Punkt entsprechend gemein haben,
dasselbe Doppelverhaltnis haben, so liegen sie per-

spektiv.

Mit Hiilfe dieses Satzes lafst sich ferner zeigen : Wenn
XY)= (A 1Bl XiY1)ist, so ist ABX YA A 1B 1X1 Y,.

Man braucht nur die Hulfslinie A Y zu ziehen und zweimal
den vorhergehenden Satz anzuwenden, urn einzusehen, dafs
A B X Y und A l B v X^ Yr perspektiv zu der in A Y kon-
struierten Punktgruppe liegen, also untereinander projektiv

8. Zwei Gruppen von vier Punkten sind projektiv,
wenn sie dasselbe Doppelverhaltnis haben. -

Ist AB = A
1
B1 ,

AX= A l X^ AY= A { Y1?
so ist

auch (A B X Y) = (A, B, X, Y,)- daher:

9. Zwei kongruente Punktgruppen sind projektiv.

Daraus ergiebt sich weiter:

10. Zwei kongruente Strahlengruppen sind projektiv.

Boger, Ebene Geometric der Lage. 4
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1st namlich ^ a b = a^ b
lt
^ a x = a x^ ^ ay

-

so konnen wir zwei zu den Strahlengruppen perspektive

und unter einander kongruente Punktgruppen zeichnen:

Wahlen wir in a und a
i

zwei Punkte A und A\ so,

dafs SA = Si A]_ ist, und errichten in A auf a das Lot s

und in A^ auf a L das Lot sh so werden s und
,.
von den

kongruenten Strahlengruppen in kongruenten Punktgruppen

geschnitten.
-

Aus den beiden vorhergehenden Satzen folgt:

11. Zwei kongruente Grundgebilde sind projektiv

(vgl. 164 Z).

A Anmerkung. Durch die Lehre vom Doppelverhaltnis

hat Steiner 1832 in seinem Werke: ,,Systematische Ent-

wickelung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von

einander&quot; die Geometric der Lage begrtindet.

4. Krumme Grundgebilde.

42 42. Erzeugnis zweier projektiven Grundg-ebilde.

Aus den projektiven Grundgebilden, deren Konstruktion im

vorigen Paragraphen gezeigt wurde, ergeben sich neue Ge-

bilde, zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. Fttr

diese Erzeugnisse projektiver Grundgebilde geben wir die

folgende

Definition: Der Inbegriff

der Punkte, in denen sich die

homologen Strahlen zweier

rojektiven geraden Strahlen-

ilschel schneiden, heifst eine

krumme Punktreihe oder eine

Kurve zweiter Ordnung.

Definition : Der Inbegriff

der Greraden, die die homologen
Punkte zweier projektiven ge
raden Panktreihen verbinden,

heifst ein krummer Strahlen-

biischel oder ein Strahlenbilschel

zweiter Ordnung.

z Zusatz* Verbindet man zwei beliebige Punkte *S und S
l

der Peripherie eines Kreises mit irgend einem Punkte A der

Peripherie durch die Strahlen a und a
1?

mit B durch b und

ftj
u. s. w., so ist nach bekannten Satzen der Planimetrie

^.ab = a
1
b
1

u. s. w. Wir erhalten also in S und S
l
zwei

kongruente StrahlenbUschel (vgl. 13); da diese projektiv

,
so konnen wir die Punkte eines Kreises auffassen
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als die Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven
Strahlenbuschel, mit andern Worten:

Der Kreis ist eine Kurve ziveiter Ordnung.

43.* Keg*elsehnitt. Es soil jetzt gezeigt werden, dafs 43

auch die Linie, in welcher ein Kreiskegel von einer beliebigen
Ebene geschnitten wird, aufgefafst werden kann als der

Inbegriff der Punkte, in denen sich die homologen Strahlen
zweier projektiven Strahlenbuschel schneiden, dafs also der

Kegelschnitt eine Kurve zweiter Ordnung ist.

Ist 6 eine zur Achse des Kegels senkrechte Ebene, die
den Kegel in einem Kreise schneidet, so lassen sich, wie
wir in Nr. 42 Z gesehen haben, zwei beliebige Punkte S
und S

l dieses Kreises zu Mittelpunkten von zwei projektiven
Strahlenbuscheln machen. Die Strahlen a be... und % ll c l ...

dieser Buschel S und S
l verbinden wir mit den beiden durch

S und S
1 gehenden Seitenlinien s und sj_ des Kegels durch die

Ebenen apy... und a l pl y l ... Schneiden diese Ebenen
der Buschel s und s1 eine beliebige Ebene e in den Strahlen
buscheln a b c ... und

&amp;lt; &/ c/ ... mit den Mittelpunkten
S und AS/, so haben wir

&amp;lt;fb c.../\apy... J^a
b c . . . /\ ai ^ d . . . A i A yi . -

A a/ &/ c/ . . .

Da demnach(30 ) a b c . . . X &amp;lt; V c/ . . .
ist, so stellen

sich die Punkte der Linie, in welcher die Ebene e den
Kreiskegel schneidet, als Schnittpunkte der homologen
Strahlen zweier projektiven Strahlenbuschel dar.

44. Erzeug-nis zweier perspektiven Grundg-ebilde. 44

Weil die perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall der

projektiven ist^30
*), so sind die Erzeugnisse perspektiver

Gebilde aufzufassen als besondere Falle der krummen Punkt-
reihen und Strahlenbuschel (42 ). Da nun die Schnittpunkte
homologer Strahlen zweier perspektiven Buschel S und S^ in
einer Gerade s liegen W; da fernerW der Strahl SSi = t

mit seinem homologen 8^8 = ^ zusammenfallt, also jeder
Punkt von tfa) als gemeinsamer Punkt zweier homologen
Strahlen aufzufassen ist, so liegen die Schnittpunkte homo
loger Strahlen zweier perspektiven Buschel S und Sl in zwei
Geraden s und t. Daher:

4*
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Die Punktreihe zweiter

Ordnuug, die von zwei per-

spektiven StrahlenbUscheln

erzeugt wird, zerfallt in zwei

Punktreihen erster Ordnung.

Der Strahlenbuschel zweiter

Ordnung, der von zwei per-

spektiven Punktreihen erzeugt

wird, zerfallt in zwei Strahlen

buschel erster Ordnung.

45. Tang-enten und Beruhrungspunkte. Sind 5 und

S die Mittelpunkte zweier projektiven Strahlenbuschel, die

mcht zugleich perspektiv sind, in denen also^34 ) der Strahl

S $ t nicht mit seinem homologen t
{
zusammenfallt, so

sind
1

und S zwei Punkte der erzeugten Kurve; denn in

ihnen schneiden sich zwei homologe Strahlen, in S
{

z. B.

t und tr
Auf jedem Strahl a, des Biischels S

l liegt aufser S^

noch ein zweiter Punkt der Kurve: der Punkt A, in dem

der Strahl a^ von seinem homologen a geschnitten wird.

Nur beim Strahl *,,
der der Verbindungslinie S 5 4

= t

entspricht, fiillt dieser zweite Schnittpunkt mit Si zusammen
;

der Strahl &amp;lt;

ly
der nur einen Punkt mit der Kurve gemein

hat, heifst eine Tangente.

Bezeichnen wir S V S als Strahl des zweiten Buschels

durch uj, so ergiebt sich in derselben Weise, dafs der

homologe Strahl u Tangente in S ist.

Die Strahlen, welche der

Verbindungslinie der Mittel

punkte entsprechen, heifsen

Tangenten derkrummen Punkt
reihe.

Die Punkte, welche dem

Schnittpunkte der Trager ent

sprechen, heifsen Berillirungs-

punkte des krummen Strahlen-

buschels.

4(1 46. Erste Konstruktion der Kurve. Die Her

folgenden drei Kurvenkonstruktionen sind nichts als eine

Wiederholung der in Nr. 31 gegebenen Konstruktionen

projektiver Grundgebilde.
-

Aufgabe: EineKurve zweiter

Ordnung zu zeichnen, von der

funf Punkte gegeben sind.

In Zeichen

Aufgabe : Einen Strahlen

buschel zweiter Ordnung zu

zeichnen, von demfilnf Strahlen

gegeben sind.

In Zeichen: ao^afty.

Losung: Die funf gegebenen Punkte seien 8 Si AST.
Wir ziehen nach A B T aus S und 5 L die Strahlen abc und

i bi ci und beziehen die Strahlenbuschel S und Si projektiv
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so aufeinander, dafs den Strahlen a b c die Strahlen % b\ c v

entsprechen (31, Allgemeine Losung). Wir legen also (Fig. 38)
durch A zwei beliebige Strahlen s und s

ly
welche b c und

bi Ci in B C imd B
v d schneiden, sodafs A B C^\ A B Cl

werden mufs
;
den Schnittpunkt von B B1

=
/? und CC1

= y
bezeichnen wir durch I.

Fig. 38.

Einem beliebigen vierten Strahle d von S ordnen wir
einen Strahl von j durch folgende Konstruktion zu: Den
Punkt D, in welchem d die Hiilfslinie s schneidet, verbinden
wir mit I und den Punkt D^ in welcheni diese Verbindungs-
linie d die Hiilfslinie s^ schneidet, verbinden wir mit Si
durch SiA = di. Der Schnittpunkt A = d di ist ein

sechster Punkt der Kurve. - - Auf die angegebene Weise
sind soviel Punkte zu zeichnen, dafs der Lauf der Kurve
erkennbar ist.

Zusatz. Da die projektive Verwandtschaft der Strahlen- z

buschel ^S und ^ durch drei Strahlenpaare bestimmt ist (33
*),

so erhalten wir dieselbe Kurve, wenn wir an die Stelle des

Punktes A (durch den wir die Hiilfsgeraden s und s
{ legten)

einen beliebigen andern Punkt der Kurve setzen, mit andern
Worten:

A ist ein beliebiger Punkt der Kurve.

47. ZweiteKonstruktion derKurve. Die vorhergehende 47

Konstruktion (46) wird einfacher, wenn wir als Hulfslinien s

und 8i nicht zwei beliebige durch A gehende Geraden nehmen,
sondern die Verbindungslinien AB und Af&amp;lt;

311
); es fallen

dann die Punkte B B (Fig. 39) und d T und folglich die

Linien /J&i_ und yc zusammen.
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z Zusatz. Fiihren wir die Konstruktion aus, so ergiebt

sich aus der Figur eine wichtige Eigenschaft des gezeichneten
Kurvensechsecks: Die drei

Punkte I 7A D, welche in

derGerade (Hiegen,lassen
sich auffassen als die

Diagonalpunkte
(36 Z) des

einfachen Sechsecks

-STAB S, A.

Die Diagonalpunkte dieses

Kurvensechsecks liegen also

in einer Gerade ^\

Anmerkung. Um sich

mit den wichtigsten Kon-

struktionen vertraut zu

machen, ist es weit

zweckmafsiger, selb-

Fig 39 . standigeZeichnungenaus-

zuftihren, als die Figuren

des Textes zu verfolgen. Um auf solche Ubungen hinzu-

vveisen, werden wir an geeigneten Stellen einige Aufgaben
in Buchstaben andeuten, wobei wir unendlich feme Elemente

durch den Index oo kenntlich machen:

Fig, 40.
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Zur Ubung: S S A B A B

(Fig. 40);

oo
B T.

48. Dritte Konstruktion der Kurve. Wir fiigen noch 43

eine dritte Losung, die filr

uns ivichtigste, hinzu, indem

wir die Hulfsgeraden S L

und s mit A S und A *S X zu-

sammenfallen lassen (31a)
.

Wir ziehen also nach

A B T (Fig. 41) aus 5 die

drei Strahlen, die s = A S{

in A B C, und aus S^ die

drei Stralilen, die s^ = kS
in A BI Cv schneiden, und

bestimmen den Schnitt-

punkt I von B B^ und C Ci.

Zu einem beliebigen
Stralil d von S erhalten wir

den zugeordneten t^ von /S
1?

indem wir den Schnittpunkt sd= D mit I durch 6 und

den Schnittpunkt s: d = A mit #! verbinden.

1. Zusatz. Da 5 und B^ wie ein Blick in die Figur z

lehrt, zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks *S SL A B und

C und Cj zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks $ Sj A f

sind, so lafst sich die vorstehende Konstruktion auch so

beschreiben:

Aus den filnf gegebenen Punkten bilden WIT die beiden

Vierecke S *Sj A B und S S
1
A T ww&amp;lt;i zeichnen in jedem Viereck

die Diagoncdlinie, wekhe der Seite S Sl zugeordnet ist (16 z
^;

der Schnittpunkt dieser beiden Diagonallinien ist der Punkt I.

Wir erhalten einen neuen Kurvenpunkt A, indem ivir zwei

Punkte D und D
}

in den Seiten A
L
und A S des Dreiecks

A S Si, die mit I in einer Gerade liegen, aus S und Si pro-

jizieren.

2. Zusatz. Diese Losung ist die fruchtbarste, weil bei ihr z

der Punkt I eine wichtige geometrische Bedeutung gewinnt.

Um diese zu erkennen, ziehen wir den (in der Figur nicht

gezeichneten) Strahl- S S
l
= m und suchen den homologen

m
l
von Sr Dazu mussen wir den Schnittpunkt sm, d. i. 517

mit I durch
(.1

und den Schnittpunkt s
i y, mit S^ verbinden.
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Wir sehen, dafs S
l
I = m L der dem Strahl S $1 = m

homologe 1st. Nach Nr. 45 1st aber der Strahl von S
ly

welcher der Verbindungslinie der Strahlenmittelpunkte ent-

spricht, eine Tangente. Da aus denselben Griinden 5 I
die Tangente in *S

ist, so ist I der Schnittpunkt der Tangenten
in S und St . Um uns immer an diese geometrische Be-

deutung zu erinnern, wollen wir an die Stelle des Buch-
staben I von jetzt an T setzen.

49 49. Bestimmungsstiicke einer krummen Punktreihe.
Bisher haben wir stets S und Si zu Mittelpunkten der die Kurve

erzeugenden Strahlenbilschel gemacht; es fragt sich nun, ob
wir dieselbe Kurve erhalten oder eine andere, wenn wir
etwa S und A zu Mittelpunkten von Strahlenbiischeln maclien

und diese vermittelst der drei Punkte Si B r projektiv auf-

y.

Fig. 42.

einander beziehen. Um diese Frage zu beantworten, ver-

folgen wir die dritte Konstruktion(48 z l

\ indem wir ausgehen
das erste Mai von 5 und S

i9
das zweite Mai von S und A.

Wir zeichnen also (Fig. 42) die der Seite S S
} zuge-

ordneten &amp;lt;

16 z
&amp;gt;

Diagonallinien BB l und C Cl der Vierecke
AS S

l
A B und S S A r und erhalten dadurch fiir die erste
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Kurve den Schnittpunkt T(48 Z2 ) der Tangenten in S und S i;
ebenso erhalten wir durch die der Seite SA zugeordneten
Diagonallinien B B

2 und (7(7
2

den Schnittpunkt TI der

Tangenten in S und A fur die zweite Kurve. Bezeichnen
wir noch die Punkte, in denen SSi von B B^ und C CL ge-
schnitten wird, durch B

2
und r o ,

so folgt
( 24 )

aus Viereck S St A B: SSj .
2
B
a ein harmonischer Wurf;

aus Viereck S S, A r : S S, . C
a
T
2 ein harmonischer Wurf;

folglich 5 5i #a
B

2 A S S
l
C
9
T
2 &amp;lt;&amp;gt;&amp;gt;. Durch Projektion dieser

Punktgruppen aus J5 und C erhalten wir zwei projektive^
Strahlengruppen B (S S, 2

B
2 ) /\ (7 (S S t

C
2 r

a ),
die in per-

spektiver
&amp;lt;

34 ) Lage sind, well sie den Strahl BC(S) ent-

sprechend gemein haben; die Schnittpunkte S T T, der drei

ubrigen Strahlenpaare liegen mithin in einer Gerade, und
der Punkt T ist von T, durch S und A Sl

(u z
) harmonisch

getrennt, weil z. B. die Gegenseiten des Vierecks SS^B,
die sich im Diagonalpunkt B schneiden, durch die beiden
andern Diagonalpunkte B und B2 harmonisch getrennt
werden (24

&amp;gt;. Die Punkte T und Tv liegen also mit S in einer
Gerade und werden durch S und A Si harmonisch getrennt.

Mit Httlfe dieses Ergebnisses lafst sich nun zeigen, dafs

jeder Punkt der ersten Kurve auch ein Punkt der zweiten
Kurve ist. Wir zeichnen einen beliebigen Punkt A (Fig. 43)
der ersten Kurve, indem wir die Punkte D und D

{ in den
Seiten A Si und A S des Dreiecks ASS

l7
die mit Tin einer

Gerade liegen, aus S und Si projizieren
&amp;lt;

48 z
D. Von dem ge-

zeichneten Kurvenviereck SSi&& sind D und D
l zwei

Diagonalpunkte; der dritte, der Schnittpunkt von S Si und
A A, heifse Z&amp;gt;

2
. Dann mufs, weil die

beiden Diagonalpunkte DI und Z&amp;gt;

2

durch die Gegenseiten des dritten

Diagonalpunktes harmonisch getrennt
werden (24

*&amp;gt;,

D D
2 durch den von T

durch S und A S
1
harmonisch ge-

trennten Punkt gehen, das ist (2 2
&amp;gt;

2\.
Benutzen wir nun den Strahl T^DD^
um einen Punkt der zweiten Kurve zu zeichnen, so haben

aber erhalten wir A.

Da wir in dieser Weise weiter schliefsen konnen, dafs
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die von den Strahlenbiischeln *S und A erzeugte Kurve die-

selbe 1st wie die von den Strahlenbiischeln A und B er-

zeugte, so ist bew&sen, dafs die Punkte S und Si ersetzt

werden konnen durch irgend
(46 z

) zwei andere Punkte, mit

andern Worten, dafs S und Si zwei beliebige Punkte der

Kurve sind, class mithin alle Eigenscliaften, die von S (oder Si)

gelten, von jedem Punkte der Kurve gelten.

Das Ergebnis, dafs sich durch fiinf Punkte nur eine

Kurve legen lafst, drucken wir so aus:

Eine Punktreihe zweiter Ord-

nung ist durch fiinf Punkte

bestimmt.

Ein Strahlenbuschel zweiter

Ordnung ist durchjunfStrahlen

bestimmt.

Zusatz. Alle Stiicke, die die projektive Verwandtschaft

zweier Strahlenbiischel S und Si bestimmen, bestimmen auch

eine Kurve zweiter Ordnung(42)
. Die projektive Verwandt

schaft von S und S
t

ist nun nicht allein durch drei Punkte

A B T bestimmt, sondern auch durch zwei Punkte A und B

und den Strahl G von AS,
der dem Strahl S

1
S von Si ent-

spricht, und ferner durch einen Punkt A und die Strahlen a

und ab welche der Verbindimgslinie S /S, in S und Si ent-

sprechen. Da a und a L die Tangenten(45) der durch die

projektive Verwandtschaft erzeugten Kurve sind, so haben wir:

Eine Kurve zweiter Ord

nung ist bestimmt sowohl

durch vier Punkte und die

Tangente in dem einen dieser

Punkte als auch durch drei

Punkte und die Tangenten in

zweien dieser Punkte.

Ein Strahlenbiischel zweiter

Ordnung ist bestimmt sowohl

durch vier Strahlen und den

Beruhrungspunkt des einen

dieser Strahlen als auch durch

drei Strahlen und die Be-

riihrungspunkte von zweien

dieser Strahlen.

so 50. Projektive Strahlenbiischel in zwei Kurven-

punkten. Noch em weiterer wichtiger Satz ist in Nr. 49

bewiesen. Zeichnen wir samtliche Kurvenpunkte A, indem

wir (Fig. 43) den Punkt I) die Dreiecksseite A Si durch-

laufen lassen, so haben

Ordnet man also dem Strahle von /S,
welcher durch den

Kurvenpunkt A geht, den Strahl von A zu, der ebenfalls

durch A geht, so sind die Strahlenbiischel -S (A) und A (A)
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projektiv auf einander bezogen. Da wir in derselben Weise
welter schliefsen konnen, dafs A (A) /\ B (A) 1st, so haben wir:

Eine Punktreihe zweiter Ord-

nung wird aus zwei beliebigen
Hirer Punkte durch zwei pro-

jektive Strahleribuschelprojiziert.

Ein Strahlenbilschel zweiter

Ordnung schneidet zwei be-

liebige seiner Strahlen in zwei

projektiven Punktreihen.

Der Strahl, welcher einen

Kurvenpunkt aus sich selbst

projiziert, ist seine Tangente.

Zusatz. Die vorstehende Fassung unsers Satzes ist z

noch mangelhaft. Unter den Punkten der Kurve, die wir
z. B. aus A projizieren sollen, ist auch der Punkt A; einen
Punkt aber kann man nicht aus sich selbst projizieren, da
eine Gerade erst durch zwei Punkte bestimmt ist. Wir
mttssen also zu unserm Beweise zuriickkehren, urn zu finden,
welcher Strahl von A dem Strahl S (A) entspricht fur den
Fall, dafs A in A fallt. A fallt aber in A (Fig. 43), wenn
D (und Z&amp;gt;,)

in A und folglich D. in den Schnittpunkt von
A i; und S Si fallt. Da dann der Strahl A A I&amp;gt;

2 durch TL

geht, mithin die Tangente in A
ist, so haben wir der obigen

Fassung unsers Satzes noch hinzuzufiigen :

Der Punkt, in dem ein

Strahl eines Btischels sich

selbst schneidet, ist sein Be-

riihrungspunkt.

51. Harmonisehe Trenmmg- von Ecke und Geg-en- 51

seite eines Kurvendreieeks. Wir haben noch nicht den
ganzen Inhalt des in Nr. 49 ge-

gebenen Beweises in Worte ge- ^
kleidet. Allein die Thatsache, i \
dafs die zur Konstruktion der

Kurve benutzten Punkte S *S : . . .

beliebif/ sind, wird uns in den
nachsten Nummern eine Flllle

von Satzen liefern, da wir Eigen- A

schaften, die wir fiir einzelne

dieser Punkte abgeleitet haben,
nunmehr als allgemein giiltig

aussprechen konnen. /
Zunachst kleiden wir das Fis- 44 -

Ergebnis^
49 ) in Worte, dafs S von A &amp;lt;S

X
durch T und jT

t

harmonisch getrennt wird. Da 5 T I\ die Tangente in S
.

ist, A 8 S
l

aber ein beliebiges Kurvendreieck, so schneidet
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A-Sj die Tangente der Gegenecke S in einem Punkte K
(Fig. 44), der von /S harmonisch getrennt wird durch die

Punkte T und T
x ,

in denen die Tangente in *S von den

Tangenten der beiden anderen Ecken Si und A geschnitten

wird. Nennen wir das von den Tangenten in drei Kurven-

punkten gebildete Dreiseit ein Kurvendreiseit, ferner (dual, 7)

das von drei Strahlen eines Bttschels zweiter Ordnung ge

bildete Dreiseit kurz ein Buscheldreiseit und das von ihren

Beruhrungspunkten gebildete Dreieck ein Biischeldreieck, so

haben wir:

1. Jede Ecke eines Bilschel-

dreiseits wird am dem Be-

rilhrungspunkte der Gegemeite
durch einen Strahl projiziert,

der von dieser Gegenseite durch

die Berilkrungspunkte der beiden

1. Jede Seite eines Kurven-

dreiecks schneidet die Tangente
der Gegenecke in einem Punkte,

der von dieser Gegenecke durch

die Tangenten der beiden andern

Ecken harmonisch getrennt

wird. andern Seiten harmonisch ge

trennt wird.

Da A 2\ die Tangente in A 1st, so konnen wir die

Thatsache, dafs die vier von A (Fig. 44) ausgehenden Strahlen

A (2\ T . S K) einen harmonischen Wurf bilden(21
*&amp;gt;,

so aus-

sprechen :

2. Jede Seite eines Kurven-

dreiseits wird von dem Strahl,

der ihren JBeruhrungspunkt mit

der Gegenecke verbindet, durch

dieBerilhrungspunkte der beiden

andern Seiten harmonisch ge

trennt.

2. Jede Ecke eines Biischel-

dreiecks wird von dem Punkte,

in dem Hire Tangente von der

Gegenseite geschnitten wird,

durch die Tangenten der beiden

andern Ecken harmonisch ge

trennt.

52 52. Sehnittpunkte einer Gerade mit der Kurve.

Schneidet eine beliebige Gerade p die Kurve in einem Punkte A,

so konnen wir(50
&amp;gt; A zum Mittelpunkt des einen von zwei die

Kurve erzeugenden Strahlenbiischeln machen; jeder Strahl

von A, also auch p, geht daher (vgl. 45) aufser durch A

noch durch einen zweiten Kurvenpunkt, durch den Punkt

namlich, in dem er von dem homologen Strahl des zweiten

Buschels geschnitten wird. Um den besondern Fall, dafs

der homologe Strahl des zweiten Buschels durch A geht,

unsere Gerade p also^45 ) eine Tangente ist, nicht gesondert

in Worte kleiden zu mttssen, sagen wir von einer Tangente,
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dafs sie die Kurve in zwei (in den Beriihrungspunkt zu-

sammenfallenden) Punkten schneidet (vgl. 50 Z).

Durch jeden Punkt eines

Strahles geht noch ein zweiter

Strahl des Buschels zweiter

Ordnunq.

enesAuf jedem Strahl

Kurvenpunktes liegt noch ein

zweiter Kurvenpunkt.

53. Tang-enten und Diag-onallinie. In Nr. 48 Z sahen 53

wir, dafs die der Seite S Si zugeordnete Diagonallinie des

Vierecks 5 S
{
A B durch den Schnittpunkt der Tangenten von

S und Si geht. Dieser Satz gilt, wie wir nunmehrt49 )

wissen,
fiir jedes Kurvenviereck

;
daher:

Die Tangenten zweier Ecken
eines Kurvenvierecks sclmeiden

sick in einem Punkte derjenigen

Diagonallinie, die der durch

die beiden Ecken bestimmten

Vierecksseite zugeordnet^
z) ist.

Die Berilhrungspunkte zweier

Seiten eines Bilschelvierseits

liegen in einem Strahle des-

jenigen Diagonalpunktes, wel-

cher der durch die beiden Seiten

bestimmten Vierseitsecke zu-

geordnet
(16 z ^ ist.

54. Pascal und Brianchon.

wir, dafs die Diagonalpunkte

In Nr. 47 Z sahen 54

des Kurvensechsecks
S f A B Si A iii einer Gerade lagen. Da wir nun an die

Stelle dieser sechs Punkte irgend sechs andere Punkte
der Kurve setzen konnen^49

),
so haben wir (vgl. 38 Z) all-

gemein :

Dritter Sechseckssatz. Die
drei Diagonalpunkte

(36 z
)

jedes

einfachen Kurvensechsecks liegen
in einer Gerade. (Pascalsche

Gerade.)

Dritter Sechsseitssatz. Die
drei Diagonallinien jedes ein

fachen jBiischelsechsseits gehen
durch einen Punkt. (Brianchon-
scher Punkt.)

Anmerkung. Dieser (linke) Lehrsatz des Pascal fafst A
unsere zweite Kurvenkonstruktion^47 ) aufserordentlich kurz
zusammen und wird daher vielfach Anwendung finden. -

Aus dem Pascalschen Sechseck kann man den Satz tlber

das Kurvenftinfeck^55 )

ableiten, indem man zwei Ecken
zusammenfallen lafst und an die Stelle der sie verbindenden
Seite die Tangente setzt; auch die Satze uber das Viereck
und Dreieck lassen sich auf diese Weise gewinnen (statt
durch die in Nr.56 und 57 gegebenen direkten Konstruktionen).
In alien diesen Fallen wendet man den Pascal am bequemsten
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ni&amp;gt;

an, indem man die sechs Ecken durch Ziffern, und zwar je

zwei zusammenfallende Ecken durch zwei gleiche Ziffern,

bezeichuet und nun aus dem Schema (36Z) die Gegenseiten
und ihre Schnittpunkte, die Diagonalpunkte, abliest und

dabei als Verbindungslinie zweier zusammenfallenden Ecken

die Tangente nimmt. - - Zu bemerken ist noch, dafs die

Reihenfolge der sechs Ecken beliebig ist und dafs es daher

zu jedem Kurvensechseck mehrere (sechzig) Pascalsche

Geraden giebt.

55. Kurvenfiinfeek.

Aufgabe : Eine Kurve zwei-

ter Ordmmg zu zeichnen,

wenn vier Punkte und die

Tangente in einem dieser

Punkte gegeben sind.

Aufgabe : Einen Strahlen-

biischel zweiter Ordnung zu

zeichnen, wenn vier Strahlen

und der Beriihrungspuukt in

einem dieser Strahlen ge

geben sind.

Losung: Sind uns die vier

Punkte 5
5.,

A B und der Strahl a

des Punktes *S gegeben, so haben

wir die beiden Strahlenbiischel S
und &amp;lt;S

t projektiv so auf einander

zu beziehen, dafs sich in den

Punkten A und B homologe Strahlen

schneiden (42) und dafs der Strahl a

dem Strahl -S, -S ent-von

Fig. 45.

Funfeckssatz. Der Punkt,
in dem eine Seite eines ein-

fachen Kurvenfilrifecks die

spricht(
45)

.

Stellen wir diese projektive Ver-

wandtschaft durch die in Nr. 47

gegebene Konstruktion her, so er-

halten wir statt des Kurvensechs-

eckes S f A B S
l
A das Kurvenfunf-

eck S A B S A (Fig. 45), bei welchem
die drei Punkte I DD

v
in einer

Gerade liegen. In Worten:

Funfseitssatz. Die Gerade,
welche eine Ecke eines ein-

fachen Biischelfunfseits mit

Tangente der gegeniiber-

liegenden Ecke schneidet,
und die beiden Schnittpunkte

dem Beriihrungspunkt der

gegenuberliegenden Seite ver-

bindet, mid die beiden Ver-
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von je zwei unter den iibrigen
vier Seiten, die nicht auf-

einander folgen, liegen in

einer Gerade.

bindungslinien von je zwei
unter den iibrigen vier Ecken,
die nicht auf einander folgen,

gehen durch einen Punkt.

Man fmdet(54A ) die Pascalsche Gerade des Fiinfecks

aus dem Schema 112345.
Zur Ubung (47 A )

: ^S S.
c* Q A 3 ^T Q Q A c?O 00 } MD(7, O oo

*-&amp;gt;!

&quot; D QQ f/
J

56. Kurvenviereek.

Aufgabe : Eine Kurve
zweiter Ordnung zu zeichnen,

von der drei Punkte und die

Tangenten in zweien dieser

Punkte gegeben sind.

$00 &i

B a; S St A
AR n- Q
OO LJ O

,
A3 oo A

CO BOO Oj
^1 00 A B G.

56

Aufgabe: Einen Strahlen-

biischel zweiter Ordnung zu

zeichnen, von dem drei

Strahlen und die Beriihruno-s-

punkte in zweien dieser

Strahlen gegeben sind.

Losung: Sind uns die drei Punkte &amp;lt;S

L
A und der

Strahl a des Punktes S und der Strahl c7
t

des Punktes 5
t

gegeben, so haben wir die beiden Strahlenbiischel S und S
l

projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs sich im Punkte A
zwei homologe Strahlen schneiden^42 ) und dafs G dem Strahl
S S und der Strahl S S

l
dem Strahl ^ entspricht^

46
).

Benutzen wir die in Nr. 48 gegebene Konstruktion, so
erkennen wir, dafs uns
der dort konstruierte

Schnittpunkt der Dia-

gonallinien, den wir&amp;lt;
48 z

)

mit dem Buchstaben T
bezeichnen wollten, durch
die beiden Tangenten G
und G

V
bereits gegeben

ist; dafs wir also nur
die Punkte D und D
der Seiten A S

l
und A S

(Fig. 46), die mit T in

einer Gerade liegen, aus
Fig&amp;gt;

46

5 und
Sj_

zu projizieren

haben, um neue Kurvenpunkte A zu erhalten.

Der Vollstandigkeit wegen sprechen wir auch diese
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Konstruktion in Form eines Lehrsatzes aus, trotzdem das

Ergebnis identisch 1st mit Nr. 53. - - Betrachten wir die

vier Kurvenpunkte S A Sj A, indem wir ihnen eine bestimmte

Reihenfolge beilegen, als die Ecken eines einfachen^
A

&amp;gt;

Vierecks, so lafst sich die Konstruktion in Form eines Lehr

satzes so aussprechen:
Vierseitssatz. Die beiden

Geraden, die die Gegenecken
eines einfachen Buschelvier-

seits verbinden, und die Ge-

Viereckssatz. Die beiden

Punkte, in denen sich die

Gegenseiten eines einfachen

Kurvenvierecks schneiden,

und der Punkt, in dem sich

die Tangenten zweier Gegen-
ecken schneiden, liegen in

einer Gerade.

rade, welche die Beruhrungs-

punkte zweier Gegenseiten

verbindet, gehen durch einen

Punkt.

Man findet (54A &amp;gt; die Pascalsche Gerade des Vierecks

innu i

durch das Schema 112334.

Zusatz. Drei Punkte S S
l
A und die Tangenten a und

o
1

in 5 und S
l

konnen wir darstellen durch vier Punkte:

S S
1
A und T, wenn wir den Schnittpunkt a o^

durch T
bezeielmen. Wir haben also ein Stuck weniger notig, als

wenn wir die Kurve als bestimmt ansehen durch ftinf

Punktew oder durch vier Punkte und die Tangente des

einen dieser Punkte (4 Z)
.

Wir wollen deswegen im folgenden, wenn nicht ausdrucklich

etwas anderes festgesetzt wird, unter den Worten : Eine Kurve

ist gegeben^ immer verstehen : S
-Sj

A und T sind gegeben ;

und umgekehrt ivollen wir die Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, als gelost ansehen, wenn wir S S A und T konstruiert

haben.

ZurUbung(47A): SS^o^, SS^^aa^ S

Sec Sj A o o^ ;
800 S 1

AOO a
t ; &amp;gt;Soo ^ oo A (7 ^ .

57 57. Kurvendreieck.

Aufgabe : Von einer Kurve
zweiter Ordnung sind drei

Punkte und die Tangenten
in zweien dieser Punkte ge-

geben ;
man soil die Tangente

des dritten Punktes zeichnen.

Aufgabe : Von einem Strah-

lenbuschel zweiter Ordnung
sind drei Strahlen und die

Beriihrungspunkte in zweien

dieser Strahlen gegeben; man
soil den Beruhrungspunkt des

dritten Strahls zeichnen.
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Losung: Die Seiten A8
t

und A S (Fig. 47) des ge-
gebenen Kurvendreiecks
A S S mogen die ge-

gebenen Tangenten der

Gegenecken S und S
l

in

den Punkten K und K^
schneiden. Die gesuchte

Tangente des Kurven-

punktes A ist von A T
durch S und S^ harmonisch

getrennt
(512

). Den von A T
durch S und

,
harmonisch

getrennten Strahl konnen
wir aber vermittelst des

Vierecks SS^KK^ von
dem A und T zwei Dia-

gonalpunkte sind, finden,
indem wir den dritten Diagonalpunkt A~

2 ,
den Schnittpunkt

der Gegenseiten S S
l
und K K^ zeichnen.

Die drei Punkte K K^ K^ die nach unserer Kon-
struktion in einer Gerade liegenj sind die Punkte, in denen
die Seiten unsers Kurvendreiecks die Tangenten der Gegen
ecken schneiden. Daher

Fig. 41

Dreieckssatz : Die drei

Punkte, in denen die Seiten

eines Kurvendreiecks die

Tangenten der Gegenecken
schneiden, liegen in einer

Gerade.

Dreiseitssatz : Die drei Ge-

raden, welche die Ecken eines

Buscheldreiseits mit den Be-

riihrungspunkten der Gegen-
seiten verbinden, gehen durch
einen Punkt.

Die Pascalsche Gerade des Kurvendreiecks erhalt man^54 A
&amp;gt;

I r-r_ I

aus dem Schema 112233.
58. Kurvendreiseit.

Aufgabe : Von einer Kurve
zweiter Ordnung sind drei

Tangenten und die Be-

ruhrungspunkte in zweien
dieser Tangenten gegeben ;

man soil den Beriihrungs-
punkt der dritten Tangente
zeichnen.

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Aufgabe : Von einem Strah-

lenbuschel zweiter Ordnung
sind drei Beruhrungspunkte
und die Strahlen durch zwei
dieser Bertihrungspunkte ge
geben; man soil den Strahl

des dritten Beruhrungspunktes
zeichnen.
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Losung : Die Tangenten der beiden gegebenen Punkte S

und &amp;lt;S (Fig. 47) mogen von der dritten gegebenen Tangente
in T! und T

2 geschnitten werden. Die Seite S S schneidet

dann die dritte Tangente T^ I\ in einem Punkte K^ der

von der gesuchten Gegenecke A durch 7\ und T
2

(51 i } har-

monisch getrennt ist. Den von K.2 durch !T
t

und T
2

harmonisch getrennten Punkt konnen wir aber vermittelst

des Vierecks S S^ T^ T
2 ,

von dem 1 und X
2
zwei Diagonal-

punkte sind, finden, indem wir den dritten Diagonalpunkt J,

den Sehnittpunkt von S T
2
und S

l
T

17 zeichnen; die Ver-

bindungslinie der beiden Diagonalpunkte T und J schneidet

dann die Tangente 2\ T
2

in dem gesuchten Bertihrungs-

punkte At24*
.

Die drei Verbindungslinien S T
2 ,
S

l
T

{
und TA, welche

nach unserer Konstruktion durch einen Punkt (J) gehen, sind

die Geraden, welche die Ecken des gegebenen Kurvendreiseits

mit den Beruhrnngspunkten der Gegenseiten verbinden. Daher

Dreiseitssatz : Die drei

Geraden, welche die Ecken

eines Kurvendreiseits mit

den Beruhrungspunkten der

Gegenseiten verbinden, gehen
durch einen Punkt.

Dreieckssatz : Die drei

Punkte, in denen die Seiten

eines Btischeldreiecks die

Tangenten der Gegenecken
schneiden, liegen in einer

Gerade.

Zusatz. Haben wir den Beruhrungspunkt der dritten

Tangente gezeichnet, so konnen wir aus S S
l
A und T die

durch die gegebenen Stucke bestimmte Kurve zeichnen &amp;lt;

56 Z)
;

die vorhergehende Konstruktion lost daher die

Aufgabe : Einen Strahlen-Aufgabe : Eine Kurve zweiter

Ordnung zu zeichnen, von der

drei Tangenten und die Be-

rlihrungspunkte in zweien

dieser Tangenten gegeben
sind.

bUschel zweiter Ordnung zu

zeichnen, von dem drei Be-

riihrungspunkte und die Tan

genten in zweien dieser Be-

rUhrungspunkte gegeben sind.

59 59. Kurvenviereek und zug-eordnetes Kurven-

vierseit. Sind A A B r (Fig. 48) vier Kurvenpunkte und

6 die Tangente in A, so wissen wir&amp;lt;
68

&amp;gt;,

weil die Tangenten
in A und A sich in der der Vierecksseite A A zugeordneten&amp;lt;

16Z
&amp;gt;

Diagonallinie QR schneiden mUssen, dafs die Tangente a

der Ecke A durch den Punkt A geht, in dem 6 von der

Diagonallinie QR geschnitten wird. In derselben Weise
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ergiebt sich, dafs die Tangenten p und y in B und f durch

die Punkte B und C gehen miissen, in denen d von den

Diagonallinien R P und P Q geschnitten wird.

A

Fig. 48.

Betrachten wir das Kurvendreieck A A B, so wird (51 i&amp;gt;

der Punkt K, in dein die Seite A B die Tangente d der

Gegenecke A schneidet, von dieser Gegenecke A durch A
und B, die Schnittpunkte von d mit den Tangenten in den
beiden andern Ecken, harmonisch getrennt. Verbinden wir
B mit diesen vier harmonischen Punkten A K . A B, so er-

halten wir vier harmonische Strahlen, die die Diagonallinie

Q R in den vier harmonischen (21 ) Punkten Q R . A A
l

schneiden, wenn wir mit A den Punkt bezeichnen, in dem
die Tangente B B= p die Diagonallinie Q R schneidet.

Durch denselben, von A durch Q und R harmonisch ge-
trennten Punkt A^ geht die Tangente r C= y (53

).
- - Ent-

sprechendes lafst sich fiir die Gegenecken BB^ und die

Diagonalpunkte R P und schliefslich fiir C C
t

. P Q zeigen.
Nennen wir den Inbegriff der vier Tangenten dapy

das dem Kurvenviereck A A B f zugewdnete Kurvenvierseit,
so konnen wir das Ergebnis so ausdriicken:

Jedes Kurvenviereck hat mit

dem zugeordneten Kurvenvierseit

das Diagonaldreieck gemeinsam ;

je zwei Gegenecken des Kurven-

vierseits werden durch zwei

Diagonalpunkte harmonisch ge
trennt.

Jedes Buschelvierseit hat mit

dem zugeordneten Buschelviereck

das Diagonaldreiseit gemein

sam] je zwei Gegenseiten des

Biischelvierecks werden durch

zwei Diagonallinien harmonisch

getrennt.
5*
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60. Identitat von Punktreihe und Strahlenbusehel
zweitep Ordnung. Es seien 5 und /S (Fig. 49) zwei

beliebige Punkte einer Kurve und o und a, ihre Tangenten.
1st dann A irgend ein weiterer Punkt der Kurve, so ist die

Kurve gegeben durch /S5 A und T=GG
I
&* Z ) und neue

Kurvenpunkte A werden gefunden, indem man die in den
Seiten A

-&,
und A S liegenden Punkte D und D^ die mit

T in einer Gerade liegen, aus S und S^ projiziert
(48 Z)

.

Wiederholen wir nun die Betrachtungen von Nr. 49,
so gelangen wir zu einem wichtigen Satz. - Von dem
Viereck S S

1
A A sind D und Z^ zwei Diagonalpunkte.

Bezeichnen wir den dritten, den Schnittpunkt der Gegen-
seiten S S^ und A A, durch R, so lafst sich zeigen, dafs,
wahrend die Diagonallinie D D

{
sich um den Punkt T

dreht, auch die beiden

andern Diagonallinien
DR undDj R sich um
feste Punkte drehen.

Weil die beiden

Gegenseiten A und

S^ A, die sich im Dia-

gonalpunkt D
schneiden, durch die

beiden andern Dia

gonalpunkte Z&amp;gt;

t
und R

harmonisch getrennt
werden

(*&amp;lt;&amp;gt;,

so geht
D R durch den von T durch S und A &amp;lt;S

1
harmonisch ge-

trennten&amp;lt;
21

&amp;gt;,

festen^) Punkt T
{

ebenso geht D1
R durch den

von T durch S
1
und A*S harmonisch getrennten, festen Punkt T

z
.

Weil ferner(53
&amp;gt; die Tangenten in S und A, da die Seite

AS A durch den Diagonalpunkt D geht, sich auf der Diagonal
linie

Z&amp;gt;j

R schneiden mtissen, so geht die Tangente von A
durch den Punkt Jf, in welchem die Tangente S T von
D

t
R geschnitten wird. Aus denselben Griinden geht die

Tangente von A durch den Punkt JV, in dem die Tangente
/S T von der Diagonallinie D R geschnitten wird. Bewegt
sich nun der Punkt Z&amp;gt; in A, so haben wir(37A):

Die Punkte M und N also, in denen die Tangenten
einer Kurve zweiter Ordnung zwei beliebige a und G^ unter
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ihnen schneiden, sind projektiv aufeinander bezogen; die

Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung lassen sich daher
auffassen als die Verbindungslinien homologer Punkte zweier

projektiven geraden Punktreihen. Den Inbegriff dieser

Verbindungslinien aber haben wir einen krummen Strahlen-

blischel genannt (42)
,
so dafs wir haben:

Die Tangenten einer krum
Punktreihe bilden einen

krummen Strahlenbuschel.

Die Beriihrungspunkte der

Strahlen eineskrummen Bilschels

bilden eine krumme Punktreihe.

Was wir demnach von den Strahlen eines krummen
Biischels bewiesen haben, gilt auch von den Tangenten
einer krummen Punktreihe und umgekehrt, so dafs wir in

Zukunft statt von einem krummen Strahlenbuschel von einem

Tangentenbuschel sprechen und auf ihn die bisher rechts

gestellten Satze anwenden konnen; von einem krummen
Buschel sagen wir, dafs seine Strahlen eine krumme Punkt
reihe umhullen.

Aus unserm Beweise (Fig. 49) ergiebt sich noch die

Kette perspektiver Glieder

In Worten : Wenn wir dem Strahle des beliebigen Kurven

punktes A, der den Kurvenpunkt A projiziert, den Punkt der

beliebigen Tangente a zuordnen, in dem sie von der Tangente 6

des Kurvenpunktes A geschnitten wird, so ist der Strahlenbuschel

des Kurvenpunktesprojektiv aufdie Punktreihe der Tangente bezogen.
Zusatz. Aus den vielen neuen Satzen, die sich mit

einem Schlage daraus ergeben, dafs die rechts gestellten
Satze auch Aussagen liber krumme Punktreihen enthalten,
heben wir vorlaufig nur den folgenden hervor, der sich aus
Nr. 49 ergiebt. Wahrend wir bisher nur wufsten, dafs eine

Kurve bestimmt ist durch 5 Punkte; 4 Punkte und 1 Tangente;
3 Punkte und 2 Tangenten konnen wir jetzt hinzufiigen :

durch 2 Punkte und 3 Tangenten; 1 Punkt und 4 Tangenten;
5 Tangenten. (Der Ubersichtlichkeit wegen ist bei dieser

Aufzahlung nicht uberall die Bedingung hinzugefiigt, dafs

Punkte und Tangenten, so weit sie paarweise auftreten, in

einander fallen mtissen).

61. Kurvenvierseit.

Aufgabe: Von einer Kurve sind vier Tangenten
und der Berlihrungspunkt in einer dieser Tangenten
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gegeben; man soil die Beriihrungspunkte der tibrigen

Tangenten zeichnen.

Losung : Das Diagonaldreieck B B^ R (Fig. 50) des

gegebenen Kurvenvierseits o
rj,

a /? ist zugleich^
59 ) das

Diagonaldreieck des gesuchten Kurvenvierecks S S
l
A B. Da

nun die Tangente o des gegebenen Punktes mid die

Fig. 50.

Tangente des gesuchten Punktes S
t

sich auf der Diagonal-

linie B B^ schneiden, so mufs die Seite S S
l

durch den

dritten Diagonalpunkt R gehen
(5* }

. Wir erhalten also S

vermittelst der Gerade S R. - - In iihnlicher Weise findet

man die iibrigen Beruhrungspunkte.
-

Haben wir in der angegebenen Weise die Beruhrungs

punkte der Tangenten a und a gezeichnet, so konnen wir

aus S S
l
A und T die durch die gegebenen Stttcke bestimmte

Kurve zeichnen &amp;lt;

56 z )

;
die vorhergehende Konstruktion lost

daher die

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen,

von der vier Tangenten und der Beriihrungspunkt in

der einen dieser Tangenten gegeben ist.

In Zeichen : S G o a
ft.

\ Zusatz* In Nr. 43 zeigten wir, dafs jeder Schnitt eines

Kreiskegels eine krumme Punktreihe ist. Wir kehren zu
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dem Beweise zurtick, urn ihm eine im folgenden benutzte

Bemerkung hinzuzufiigen.
Wir wahlten (43 ) zwei beliebige Punkte S und S

l
des

Kreises zu Mittelpunkten zweier Strahlenbiischel a b c ... und

#! b
1
c
v

. .
.,

die wir vermittelst der Kreislinie projektiv auf-

einander bezogen; die Ebenen afiy... und
! /^ ^ . .

.,
die

diese Strahlenbtischel aus den durch S und S
1 gehenden

Kegelseiten s und s
1 projizierten, schnitten dann jede Ebene

in zwei projektiven Strahlenbiischeln a b
f

c . . . /\ a^ b^ c^ ...

Wir richten jetzt unser Augenmerk auf die Kreistangente m1

in /Sj, die dem Strahl S S
1
== m entspricht

( 13)

;
die Ebene ^ ,

welche m^ aus der Kegelseite s., projiziert, schneidet in

dem Strahl m^ ,
der dem Strahle m r = S S^ entspricht;

m ist daher^45) die Tangente der in 8 liegenden krummen
Punktreihe. Da S ein beliebiger Punkt des Kreises ist,

so haben wir: Die Projektion jeder Kreistangente ist eine

Tangente der in e liegenden krummen Punktreihe. -

Mit Hillfe dieser Bemerkung konnen wir nun die

Umkehrung von Nr. 43 beweisen, also den

Lehrsatz: Jede krumme Punktreihe ist ein Kegel-
schnitt oder

Krumme Punktreihe und Kegelschnitt sind identische

Linien.

Die krumme Punktreihe, von der wir ausgehen, wollen

wir durch S- bezeichnen und die Ebene, in der S 2

liegt,

durch s. Ist a eine beliebige Tangente von S- und A ihr

Beriihrungspunkt, so legen wir durch a eine beliebige Ebene
d und zeichnen in dieser irgend einen Kreis, der die Gerade a

in A beriihrt. Sind nun bed irgend drei weitere Tangenten
von -S

2

,
die a mBCD schneiden, so ziehen wir von. BCD

in d die drei Tangenten 6 c
d^ an den Kreis. Die drei

Ebenen b bv cc
x ,
dd gehen durch einen Punkt K, und der

Kegel, welcher den Kreis aus K projiziert, schneidet, wie

wir zeigen wollen, die Ebene e in S-. Nach Nr. 43

schneidet der Kreiskegel die Ebene e in einer krummen
Punktreihe. Von dieser krummen Punktreihe, die wir zu-

nachst Si nennen wollen, sind bed Tangenten, als Pro-

jektionen der Kreistangenten b
l c^

d
{ ;

aufserdem ist a eine

Tangente und A ein Punkt von S[. Die beiden krummen

Punktreihen S- und Si haben also vier Tangenten und den
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Beruhrungspunkt der einen dieser Tangenten gemeinsam
und sind daher (60Z) identisch.

62 62. Kurvenfiinfseit.

Aufgabe: Von einer Kurve sind fiinf Tangenten
gegeben, man soil die Beruhrungspunkte der Tangenten
finden.

Losung: Um die Beruhrungspunkte 5 und S
l

von a
und G

I
zu finden, betrachten wir die Kurvenvierseite OG^afi

und a G
I
a y und zeichnen in jedem den Diagonalpunkt, der

der
JScke o G^ zugeordnet ist( ]6Z

),
vermittelst des Schemas

Gajj^fi
und des Schemas Ga^y. Die Gerade, welche die

in beiden Vierseiten gefundenen Diagonalpunkte R und R^
verbindet, schneidet G und G in den gesuchten Punkten S
und S^v. -

Haben wir in der angegebenen Weise die Bertthrungs-

punkte S S
l
A gezeichnet, so konnen wir aus S S

l
A und T

die durch die gegebenen Stttcke bestimmte Kurve zeichnen (56 Z)
;

die vorhergehende Konstruktion lost daher die

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen,
von der fiinf Tangenten gegeben sind.

z Zusatz. Die Aufgabe lafst sich noch auf eine andere
Weise losen. Da wir jetzt(

6u
&amp;gt;

wissen, dafs das Biischel-

funfseit (55 &amp;gt; identisch ist mit dem Kurvenfunfseit, so lafst sich

der Beruhrungspunkt z. B. der Tangente G nach dem Schema
I i r_ I

G G a p y 6 finden, indem man den Schnittpunkt der Ver-

bindungsiinien (G a) . (7 d) und (a (j)
. (G d) mit dem Schnitt

punkt py verbindet.

5. Die gerade Involution.

63. Involution. In Nr. 38 haben wir eine Pro-

jekti\
7itat (37^

betrachtet, in der ein Element seinem zu-

geordneten zweifach entspricht. Diese besondere Pro-

jektivitat ist fur uns ebenso wichtig wie die allgemeine;
wir ftthren daher fur sie einen neuen Namen ein durch die

1. Definition: Eine Projektivitdt, in der ein Element

seinem zugeordneten zweifach entspricht, heifst eine Involution..
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Der Fundamentalsatz138 ) lafst sich dann so fassen:

2. Lehrsatz : In einer Involution entspricht jedes
Element seinem zugeordneten zweifach.

Zwei Grundgebilde, die eine Involution bilden, heifsen

involutorisch liegend oder kurz involutorisch. Den Begriff
der involutorischen Lage kann man ausdehnen auf zwei

ungleichartige Grundgebilde, z. B. auf eine Punktreihe s und
einen Strahlenbiischel 1st die projektive Verwandtschaft
von s und S durch A B C /\ a b c bestimmt (33*) und be-

zeichnen wir die Punkte, in denen s von abc geschnitten

wird, durch A^ Bv C^ so sincl durch A B (7/\ A -^i C zwei

projektive Punktreihen in s bestimmt. Haben diese involu-

torische Lage, so sagen wir auch von der Punktreihe
ABC... und dem Strahlenbuschel a b c . .

.,
dafs sie in-

volutorische Lage haben:

3. Definition. Eine Punktreihe und ein Strahlen

buschel liegen involutorisch, wenn die Punktreihe und
der Schnittf6) ihres Tragers mit dem Strahlenbuschel

involutorische Lage haben.

Statt dafs man in Zeichen die involutorische Verwandt
schaft zweier G-rundgebilde ausdruckt durch A A^ CD . . .

~/\ A^ A C D . . .(
38

&amp;gt;, spricht man auch haufig von der In

volution A A^ . C Q . D D^ ... und nennt zwei homologe
Elemente, z. B. AA^ ein Elementenpaar der Involution und
zwei solche Elementenpaare, z. B. A A

l
. C C^ ,

einen Wurf
der Involution. - - Die allgemeine projektive Verwandtschait

zweier Grundgebilde ist bestimmt durch die willkurliche

Annahme der sechs Elemente ABC A^B^ C^
8
***;

da bei

der involutorischen Verwandtschaft der Punkt B in A^ und

B^ in A tallt(38\ so kann man nur vier Elemente A A
1
C C

1

willktirlich annehmen. Um die Zusammengehorigkeit der

Elemente kenntlich zu machen, sagt man, dafs die involu

torische Verwandtschaft durch den Wurf^ ^ AA^.CC^ be

stimmt ist. Da eine Involution atis zwei projektiven Grund-

gebilden besteht, so ergiebt sicht37^ dafs eine Involution,
die ein Ordnungselement hat, noch ein zweites Ordnungs-
element hat.

Um das, was sich uns tiber die Involution ergeben hat,
fur die Anwendung in knapper Form bereit zu haben,

sprechen wir das Vorstehende noch einmal in kurzen Satzen
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aus, indem wir die Definition in einer Fassung wiederholen,
die auch fur ungleichartige Gebilde giiltig ist. Dabei wollen

wir, trotzdem es nach der Entstehung der Involution eine

Tautologie ist, besonders aussprechen, dafs die Elemente
eines involutorischen Grundgebildes und die ihnen involu-

torisch zugeordneten projektiv sind.

4. Zwei projektive Grundgebilde liegen invotutoriscli

(bilden eine Involution) ,
wenn ein Element seinem

homologen ziveifaeh entspncM.
In Zeichen : Wenn A A

,

C D . . . A ^, A C^ D^ . . .

ist, so bilden A A^ . C C
l

. D D^ . . . eine Involution.

5. Eine Involution ist durch einen Wurf bestimmt.

6. Eine Involution, die ein Ordnungselement hat, hat

noch ein zweites Ordnungselement.
7. Die Elemente eines Grundgebildes und die ihnen

involutorisch zugeordneten sind einander projektiv.

Bezeichnen wir die Ordnungselemente einer Involution

durch P und Q und ir^end ein weiteres Elementenpaar
durch AA^ so ist PQAA^PQA.A; folglich^) ist

P Q . A A^ ein harmonischer Wurf. In Worten:

8. Hat eine Involution zwei Ordnungselemente ,
so wird

jedes Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente
harmonisch getrennt.

Anmerkung. Eine Involution kann nicht mehr als zwei

Ordnungselemente haben
;
denn sonst entsprache jedes Ele

ment sich selbst(83i)
.

64. Die Viereeksinvolution. Sind A B r (Fig. 51) die

Ecken eines Dreiecks und

A^ B^ C^ dreiPunkte in den

Gegenseiten, die in einer

Gerade 6 liegen, so werden,
wie bewiesen werden soil,

aus jedem Punkte A die

drei Ecken und die Punkte
in den Gegenseiten durch

Strahlenpaare einer Invo-

lution ACA^.B^.TCJ
projiziert.

Schneiden die dreiStrah-

len A (A B T) die Gerade d
V

Fig 51&amp;gt;



5. Die gerade Involution. Nr. 6465. 75

in AB C, so 1st, wenn wir noch den Schnittpunkt von A A
und B T durch P bezeichnen &amp;lt;

37 A )

(PA^V{k\7(AA^ C, B,^ A 4 A B, C, .

Es bilden daher(63*) AA
1
.BBi .CC1

und mithin auch
A (A A^ . B B, . f Cj) oder a a

1
. b b . c ^ eine Involution.

1. Lehrsatz: Die Ecken ernes Dreiecks und drei

Punkte der Gegenseiten, die in einer Gerade liegen,
iverden am jedem Punkte durch Strahlenpaare einer

Involution projiziert.

Da eine Involution durch zwei Strahlenpaare bestimmt
ist^63^ so gilt auch die

2. Umkehrung: Den drei Strahlen einer Involution,
die durch die Ecken eines Dreiecks gehen^ sind drei

Strahlen liomolog, die die Gegenseiten in drei Punkten

schneiden, die in einer Gerade liegen.

Zusatz. Der Inhalt unsers Lehrsatzes lafst sich noch z

in anderer Form wiedergeben.
- - Der Punkt A bildet mit

den Ecken des Dreiecks A B f ein Viereck (Fig. 51), dessen

Gegenseiten die Gerade 6 in den Punktpaaren der Involution

AA^.BB^.C C schneiden,
und die Gerade d bildet mit den Seiten des Dreiecks

ein Vierseit
,

dessen Gegenecken A A
1

. B B^ . f C
i

aus A
durch die Strahlenpaare der Involution aa^ .bb^ . cc pro
jiziert werden.

Wir konnen daher unserm Satze die folgenden beiden

Formen geben:
Vierecksinvolution. Die

Punkte, in denen eine beliebige
Gerade durch die Gegenseiten
eines Vierecks geschnitten wird,

sind Punktpaare einer In

volution.

Vierseitsinvolution. Die
Strahlen

,
durch welche die

Gegenecken eines Vierseits aus

einem beliebigen Punkte pro

jiziert iverden, sind Strahlen

paare einer Involution.

Anmerkung. Das Wort Involution wird im engern (und A

urspriinglichen) Sinn fiir den Inbegriff der drei Punktpaare
gebraucht, in denen eine beliebige Gerade von den Gegen
seiten eines Vierecks geschnitten wird. Die Verall-

gemeinerung des Satzes geben wir in Nr. 170.

65. Involutorisehe Paarung der Punkte einer &amp;lt;*&amp;gt;

Gerade. Mit Hiilfe des eben ^64 z
) gewonnenen Viereckssatzes

losen wir die
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Aufgabe : Die Punkte einer

Gerade involutorisch zu
Aufgabe : Die Strahlen

eines Punktes involutorisch

C

Fig. 52.

paaren. zu paaren.

Losung : 1st der Wurf, der die Involution des Tragers s

bestimmtf63
), AA^.BB^ so lafst sich die Aufgabe durch

ein Viereck mit drei festen und drei beweglichen Seiten in

folgender Weise losen.

Die feste durch A (Fig. 52) gelegte Gerade moge von

den festen durch B und B^ gelegten Geraden in 5 und S

geschnitten werden. Um nun
znm Punkte C den homologen
(7

t
zu finden, projizieren wir

C aus 5 auf o, Bt
und den

gefundenen Punkt I) aus A^
auf S B und schliefslich den

gefundenen Punkt D
l

aus S
auf den Trager s. Die Punkte
C und C bilden dann ein

Punktpaar^
64 z

) der durch A A^
,BB^ bestimmten Involution.

Unsere Konstruktion (und Figur) ist im Grunde eine

Wiederholung der in Nr. 38 (Fig. 33) gegebenen Kon
struktion mit der Vereinfachung, dafs die dort zum Beweise
der involutorischen Lage notwendigen Linien weggelassen
sind. Das Viereck S S I) D^ mit den drei festen und drei

beweglichen Seiten hiefs damals A
1
B A Ar

-

Identisch ist unsere Figur mit der Figur 46. Der (hier

nicht benutzte) Schnittpunkt A der projektiven Strahlen-

btischel S D und 8
t
D

l beschreibt, wenn C sich in s

bewegt, eine Kurve, die durch die Ecken des durch die

drei festen Geraden gebildeten Dreiseits geht und die

Geraden A
l
S und A

l
S
t

beruhrt.

z Zusatz. Wiederholen wir unsere Konstruktion fttr den

Fall, dafs A und A zusammcnfalien in P und B und JB
l

in Q, so erkennen wir, dafs C und C
i
durch P und Q

harmonisch getrennt werden (24 ). Da sie perspektiv liegen
zu den Strahlenbuscheln SD und S

1
D

11
die durch A

l

projektiv auf einander bezogen sind, so konnen wir sagen,

indem wir das Ergebnis auf beliebige Grundgebilde iiber-

tragen
(33)

:
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Die Elements eines Grundgebildes und die von ihnen
durch zwei feste Elemente harmonisch getrennten sind ein-

ander projektiv. Die festen Elemente sind die Ordnungs-
elemente der von den einander harmonisch zugeordneten
Elementen gebildeten Involution.

In Zeichen: Sind PQ . A A
19
P Q . B B

l
u. s. w. har-

monische Wurfe, so folgt

66. Ordmmg-spunkte einer Involution. Sind A A
1

und B BI irgend zwei Punktpaare einer in dem Trager s

liegenden Involution und X X
l irgend ein weiteres Punkt-

paar, so wird, weilW AA
l BX^ A

v
A B X

l ist, der
Punkt X, den Trager s im Sinn&amp;lt;

5
&amp;gt; A

1
AB

1 durchlaufen,
wenn der Punkt X den Trager im Sinn AA^B durch-
lauftf30*). Wir unterscheiden nun zwei Falle.

I. Der Wurf A A
1

. B B
1

ist elliptisch, d. h/ 10 ) die
beiden Punktpaare trennen einander.

In diesem Fall ist der Sinn A A B^ derselbe wie der
Sinn AA^B (siehe Fig. 53). Wenn also X die Strecken

A Bi; B^; A^B; B A
durchlauft, durchlauft X die Strecken

A^B; B A; A B^; B^A^.
Es wird daher keine Streeke von beiden Punkten gleich-
zeitig durchlaufen; X fallt Jr
also in keinem Punkt mit ~~J

----
*~^~2

--------
&amp;lt;------

X zusammen, d. h/87*) die ~~~&
-^ ^--

Involution hat keinen Ord- ^ * -------
&amp;lt;

----
&amp;lt;

------ ^~

nungspunkt: Kg. 53.

1. Eine Involution hat keinen Ordnungspunkt, wenn
einer ihrer Wurfe elliptisch ist.

^

II. Der Wurf A A . B JB ist hyperbolisch ;
d. h.(10*)

die beiden Punktpaare trennen einander nicht.

;T ^ In diesem Fall ist der Sinn A
1
AB

1 dem Sinn A A
1
B

(siehe Fig. 54) entgegengesetzt. Wenn also X die Strecken

AA^; A^B; B B ; B^A
durchlauft, durchlauft X die Strecken

B B; B A
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Da die Strecke A A^ sowohl wie B B
v gleichzeitig und

in entgegengesetztem Sinn durchlaufen wird, so giebt es

jr auf der Strecke AA^ und

&quot;&quot;^a.^
.&quot;&quot;&quot;*

auf der Strecke B B je

^
&quot;~ M einen Punkt, in dem X und

&quot;&quot;*~3if

e X
1 zusammenfallen, einen

Fig. 54. Ordnungspunkt :

2. Eine Involution hat zwei Ordnungspunkte, wenn

einer Hirer Wurfe hyperbolisch ist. -

67. Paraboliseher Wurf. Halten wir von den beiden

Punktpaaren A A^ . B B^ die eine Involution bestimmen(635)
,

drei Punkte AA^B fest und lassen B den Trager durchlaufen,

so entspricht jeder Lage von BL
eine bestimmte Involution.

Nehmen wir an, dafs B auf A A
L liegt, so sehen wir: So

lange B sich auf der Strecke A A
L befindet, hat die

Involution zwei Ordnungspunkte(
66

*&amp;gt;

; liegt Bl
auf A A^\

so hat die Involution keinen Ordnungspunkt^
66^. Von Inter-

esse ist nun noch der Augenblick des Ubergangs, wo J5

sich in A
l (oder in A) befindet. In diesem Fall ist der

Wurf A A
l

. B B^ weder elliptisch noch hyperbolisch. Wir

nennen einen solchen Wurf, dessen beide Punktpaare einen

Punkt (A L ) gemeinsam haben, parabolisch. Suchen wir fur

diese Lage der Punkte nach Nr. 65 zu einem beliebigen

Punkte C den homologen C
1?

so finden wir, dafs C
l

in A^

(Bi) fallt; es entspricht daher jedem Punkte C der

Punkt A^ d. h. jeder Wurf ist parabolisch. Nennen wir

den Punkt A
1

der alien Punkten (auch sich selbst) ent

spricht, einen Ordnungspunkt, so konnen wir den Satz aus-

sprechen :

Eine Involution hat einen Ordnungspunkt, ivenn einer

Hirer Wurfe parabolisch ist.

s 68. Eine Involution und ihre Wurfe. Flir die Er-

gebnisse von Nr. 66 und 67, die sich auf alle Grundgebilde

ubertragen lassen(S3)
,
finden wir einen kurzen Ausdruck, wenn

wir noch die folgenden Bezeichnungen einfuhren:

1. Definition: Eine gerade Involution heifst elliptisch,

hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem sie kein

Ordnungselement, zwei Ordnungselemente oder ein Ord-

nungselement hat.
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Da sich auch noch ergiebt, dafs jeder Wurf z. B. einer

elliptischen Involution elliptisch sein mufs, so konnen wir
zusammenfassend sagen:

2. Eine gerade Involution und ihre Wilrfe sind gleicli-

namig.

6. Projektive Verwandtschaft krummer
Grundgebilde.

69. Krumme Wiirfe.

1st ein beliebiger Punkt
einer Kurve zweiter Ordnung,
so schneidet jeder Strahl von
S die Kurve noch in einem
zweiten Punkte (52l Bezeichnen

wir nun die Punkte, in denen
die Strahlen a b c und x von
S die Kurve zum zweiten

Male schneiden, durch A B f

und X, so wird, wenn der

Strahl x sich um S im Sinn

abcW dreht, der Punkt X
von A nach B gelangen, ohne
mit f zusamrnengefallen zu

sein; dreht sich dagegen x
im entgegengesetzten Sinn,
so gelangt X von A nach f

und dann erst nach B:

1. Ein Punkt
-X&quot;,

der eine

krumme Punktreihe be-

schreibt, kann auf zwei
Weisen von einem Punkte A
nach einem Punkte B ge

langen, einmal indem er den
Punkt f Uberschreitet, das

andere Mai indem er den
Punkt T nicht Uberschreitet.

Wir wollen auch hier wieder
den ersten Bewegungssinn

1st s ein beliebiger Strahl

eines Biischels zweiter Ord

nung, so geht durch jeden
Punkt von s noch ein zweiter
Strahl( f)2

). Bezeichnen wir nun
die zweiten Strahlen des

Buschels, welche durch die

Punkte ABC und X von s

gehen, durch a.
ft y und #, so

wird, wenn der Punkt X sich

auf s im Sinn A B O&amp;gt; be-

wegt, der Strahl x von a
nach ft gelangen, ohne mit y
zusammengefallen zu sein;

bewegt sich dagegen X im

entgegengesetzten Sinn
,

so

gelangt x von a nach y und
dann erst nach ft:

1. Ein Strahl #, der einen

krummen Strahlenblischel be-

schreibt, kann aufzweiWeisen
von einem Strahl a nach einem
Strahl ft gelangen, einmal in

dem er den Strahl y Uber

schreitet, das andere Mai in

dem er den Strahl y nicht

Uberschreitet.

Wir wollen auch hier wieder

den ersten Bewegungssinn
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durch A T B
,

den zweiten

durch A B f bezeichnen.

Setzen wir nun fest, dafs

der Punkt X die krumme
Punktreihe ira Sinne A B f

beschreibt, so 1st damit eine

bestimmte Reihenfolge der

Kurvenpunkte festgelegt. 1st

A irgend ein vierter Punkt

der Kurve, so kann die

Reihenfolge der vier Punkte

sein: A A B
l~,

A B A V oder

A B f A. Fassen wir die vier

Punkte zu zwei Punktpaaren
zusamrnen

,
deren Inbegriff

wir zum Unterschied von

einem geraden Punktwurf^10^

einen krummen Pwiktwurf

nennen, so kann in deni Wurf
A B . T A, je nach der Lage
des Punktes A, das Punkt-

paar A B das Punktpaar f A

trennen (bei der Reihenfolge
A A B

l~)
oder nicht trennen

(bei der Reihenfolge A B A f

und bei der Reihenfolge A B

T A). Berucksichtigen wir auch

noch den Fall, dafs A in A

(oder in B) fallt, so konnen

wir fur den krummen Punkt-

wurf, wie wir es fur den ge
raden gethan haben^ 10 u - 67

&amp;gt;,

die

drei Definitionen aufstellen :

2. Ein krummer Punktwurf

heifst elliptisch, wenn seine

Punktpaare einander trennen;

hyperbolise/^ wenn seine Punkt

paare einander nic/tt trennen;

parabolisc/ij
wenn die beiden

Punktpaare einen Punkt ge-

meinsam haben.

durch a y /?,
den zweiten durch

a
ft y bezeichnen.

Setzen wir nun fest, dafs

der Strahl x den krummen
Strahlenbtischel im Sinne a fiy

beschreibt, so ist damit eine

bestimmte Reihenfolge der

Biischelstrahlen festgelegt. Ist

6 irgend ein vierter Strahl

des Buschels, so kann die

Reihenfolge der vier Strahlen

sein: adfiy, afidy oder a
(3 yd.

Fassen wir die vier Strahlen

zu zwei Strahlenpaaren zu-

sammen, deren Inbegriff wir

zum Unterschied von einem

geraden
(11) Strahlenwurf einen

krummen Strahlenwurf nennen,
so kann in dem Wurf aft. yd,

je nach der Lage des Strahles

d, das Strahlenpaar a
(3

das

Strahlenpaar y d trennen (bei

der Reihenfolge a d
/? /) oder

nicht trennen (bei der Reihen

folge apdy und bei der

Reihenfolge a p y d). Beruck

sichtigen wir auch noch den

Fall, dafs 6 in a (oder in /?)

fallt, so konnen wir fur den

krummen Strahlenwurf, wie

wir es fur den geraden ge
than haben, die drei Defini

tionen aufstellen:

2. Ein krummer Strahlen

wurf heifst elliptisch,
wenn

seine Strahlenpaare einander

trennen ; hyperbolisch ,
wenn

seine Strahlenpaare einander

nicht trennen; parabolisch, wenn

die beiden Strahlenpaare einen

Strahl gemeinsam haben.
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Vier Kurvenpunkte A B f A
werden aus irgend zwei wei-

tern Kurvenpunkten S und
S

l
durch zwei projektive

Strahlengruppen S (A B T A)

7\ Sl (A B T A) projiziert
&amp;lt;

5
).

Da zwei projektive Strahlen

gruppen die Endglieder einer

Kette von perspektiven Glie-

dern sind^30^, so folgt aus
-Nr. 11

1?
dafs zwei projektive

Strahlengruppenimmergleich-

namig sind; daher:

3. Ein krummer Punkt-
wurf wird aus jedem Kur-

venpunkt durch einen gleich-

namigen Stralilenwurf pro

jiziert.

Hieraus folgt, dafs Nr. 10
4

sich auf krumme Punktwiirfe

ausdehnen lafst:

4. Von den drei krummen

Wiirfen, die man aus vier

Kurvenpunkten bilden kann.,

sind zwei hyperbolisch und einer

elliptisch.

Vier Btischelstrahlen afiyd
schneiden irgend zwei weitere

Btischelstrahlen s und s in

zwei projektiven Punktgrup-
pen s(apyd) /\ s^afiyd)^.
Da zwei projektive Punkt-

gruppen die Endglieder einer

Kette von perspektiven Glie-

dern sind(30
),

so folgt aus
Nr. 11,, dafs zwei projektive

Punktgruppen immer gleich-

namig sind; daher:

3. Ein krummer Strahlen-

wurf schneidet jeden Biischel-

strahl in einem gleichnamigen
Punktwurf.

Hieraus folgt, dafs Nr. 11 2

sich auf krumme Strahlen-

wiirfe ausdehnen lafst:

4. Von den drei krummen

Wiirfen, die man aus vier

Buschelstrahlen bilden kann^
sind zwei hyperbolisch und
einer elliptisch.

Anmerkung. Weil fiir einen krummen Strahlenbtischel A

unsere Betrachtungen der Vorstellung schwerer zuganglich
sind als liir eine krumme Punktreihe, so sind noch einmaK34)

die dualen(7 ) Begrundungen hinzugefugt.

70. Harmonische Elemente eines krummen Grund- ?o

g&quot;ebildes. Diese und die folgende Nummer dienen dazu,
die Worte harmonisch und projektiv auf die krumme Punkt-
reihe und den krummen Strahlenbtischel zu ubertragen.
Diese Ubertragung wird vermittelt durch die geraden Ge-
bilde und stiitzt sich auf den Satz(5 ) von der projektiven
Verwandtschaft gerader Gebilde, die perspektiv zu einem
krummen Gebilde liegen. Sie bietet uns vor allem den

Vorteil grofserer Ktirze beim Ubersetzen unserer geome-
trischen Ergebnisse ins Deutsche, da wir beim Aussprechen

Eoger, Ebene Geometrie der Lage. 6
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unserer Satze die beim Beweise eingeschalteten geraden
Gebilde weglassen kbnnen.

1. Definition: Vier Punkte
einer krummen Punktreihe

heifsen harmonisch
,

wenn
sie aus einem Punkte der

Kurve durch vier harmo
nische Strahlen projiziert
werden.

2. Lehrsatz: Vier har

monische Punkte einer krummen
Punktreihe werden aus jedem
Kurvenpunkte durch vier har

monische Strahlen projiziert^.
3. Lehrsatz: Durch ein

Punktpaar und einen Punkt
einer krummen Punktreihe ist

der vierte harmonische Punkt
bestimmt &amp;lt;

2S
&amp;gt;.

4. Lehrsatz: Bilden vier

Punkte einer krummen
Punktreihe einen harmo
nischen Wurf, so geht der

Trager des einen Punkt-

paares durch den Punkt, in

dem sich die beiden Tan-

genten des andern Punkt-

paares schneiden.

wir

1. Definition: Vier Strahlen

eines krummen Strahlen

buschels heifsen harmonisch,
wenn sie einen Strahl des

Biischels in vier harmo
nischen Punkten schneiden.

2. Lehrsatz: Vier har

monische Strahlen eines krum
men Strahlenbuschels schneiden

jeden Biischelstrahl in vier

harmonischen Punkten.

3. Lehrsatz: Durch ein

Strahlenpaar und einen Strahl

eines krummen Strahlen

buschels ist der vierte har

monische Strahl bestimmt.

4. Lehrsatz: Bilden vier

Strahlen eines krummen
Strahlenbuschels einen har

monischen Wurf, so liegt

der Schnittpunkt des einen

Strahlenpaares auf der Ge-

rade, die die beiden Beriihr-

ungspunkte des andern

Strahlenpaares verbindet.

den krummen harmonischenBeweis: Projizieren
Wurf A B . T A aus A und B, so erhalten wir (70 ) die beiden

harmonischen Strahlenwurfe A (A B . T A) und B (A B . T A) ;

folglicht
40 *) A (A B f A) A B (B A T A). Da dem Strahl A B

der Strahl B A homolog ist
,

so schneiden sich (34 &amp;gt; die

Projektionsstrahlen A A und B B, das sind (6 Z) die Tangenten
in A und B, auf der Verbindungslinie FA.

Da durch das Punktpaar A B und den Punkt f der

vierte harmonische Punkt A bestimmt ist (7 s)
,
so gilt auch die

5. Umkehrung: Geht der

Trager des einen von zwei

Punktpaaren einer krummen

5. Umkehrung: Liegt der

Schnittpunkt des einen von

zwei Strahlenpaaren eines
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Keihe durch den Punkt, in

dem sich die Tangenten des

andern Paares schneiden, so

bilden die beiden Punktpaare
einen harmonischen Wurf.

krummen Biischels in der

Gerade, die die Beriihrungs-

punkte des andern Strahlen-

paares verblndet, so bilden

die beiden Strahlenpaare
einen harmonischen Wurf.

71. Projektive Verwandtsehaft krummer Grund- 71

gebilde.
1. Definition: Die Punkte

ABC... einer geraden Punkt-

reihe (Die Strahlen a b c . . . eines

geraden Biischels) heifsen zu

den Punkten A B f . . . einer

krummen Punktreihe k- pro

jektiv, wenn der Strahlen-

biischel, der die Kurven-

punkte A B f . . . aus irgend
einem Kurvenpunkte S pro-

jiziert, projektiv ist zu der

Punktreihe A B C ... (zu dem
Strahlenbiischel a be..

.).

2. Definition: Die Punkte
A B f . . . einer krummen
Punktreihe k 2 heifsen pro

jektiv zu den Punkten
A B T . . . einer krummen

Punktreihe wenn der

Strahlenbiischel, der A B !~...

aus einem Punkte S von k-

projiziert, projektiv ist zu

dem Strahlenbuschel, der die

Punkte A
1
B

1
F

1
. . . aus irgend

einem Punkte S von kl pro-

jiziert.

3. Lehrsatz: Projiziert man
jede von zwei projektiven
krummen Punktreihen aus

einem beliebigen ihrerPunkte,
so erhalt man zwei projek-
tive gerade Strahlenbuschel

50
).

1. Definition: Die Strahlen

ale . . . eines geraden
Biischels (Die Punkte ABC...
einer geraden Punktreihe)
heifsen zu den Strahlen apy. . .

eines krummen Strahlen-

biischels /.- projektiv, wenn
die Punktreihe, in der die

Biischelstrahlen a /? y . . . ir

gend einen Biischelstrahl s

schneiden, projektiv ist zu

dem Strahlenbiischel abc ...

(zu der Punktreihe ABC..
.).

2. Definition: Die Strahlen

a fiy . . . eines krummen
Strahlenbiischels /.- heifsen

projektiv zu den Strahlen

krummen

Strahlenbiischels x?, wenn
die Punktreihe, die a

(I y . . .

in irgend einem Strahl s

von x 2

ausschneiden, pro

jektiv ist zu der Punktreihe,
die die Strahlen

1 /^ y1
. . in

irgend einem Strahl s
l
von x?

ausschneiden.

3. Lehrsatz: Schneidetman

jeden von zwei projektiveu
krummen Strahlenbiischeln

durch einen beliebigen seiner

Strahlen, so erhalt man zwei

proj ektive geradePunktreihen..
6*



84 I- Der Kegelschnitt.

4. Definition: Eine krumme Punktreihe und ein

krummer Strahlenbtischel heifsen projektiv, wenn der

Strahlenbtischel, der die Punktreihe aus einem ihrer

Punkte projiziert, projektiv ist der Punktreihe, die der

Strahlenbitschel in einem seiner Strahlen ausschneidet.

Wenn wir den von den Tangenten einer krummen
Punktreihe gebildeten krummen Strahlenbuschel (60) den der

Punktreihe zugeordneten Tangentenbuschel nennen, so lafst

sich der zweite Satz in Nr. 60 kurz so aussprechen:

5. Lehrsatz: Eine krumme Punktreihe und der ihr

zugeordnete Tangentenbiischel sind einander projektiv.

In Zeichen: Sind A B f A irgend vier Punkte

einer krummen Punktreihe und a p y 6 ihre Tangenten,
so ist A B f A /\ a

ft y d.

Die weitern Satze sprechen wir fitr Punktreihe und

Strahlenbuschel gemeinsam aus, indem wir jedem Satz die

Nummer hinzufiigen, auf die er sich stiitzt.

6. Sind zwei krumme Grundgebilde einem dritten

geraden oder krummen Grundgebilde projektiv, so

sind sie einander projektiv
(30ij)

.

1. In zwei krummen projektiven Grundgebilden
sind vier Elementen, die emeu harmonischen Wurf

bilden, vier Elemente homolog, die wieder einen har

monischen Wurf bilden ^30 )
.

8. Wenn zwei projektive krumme Grundgebilde, die

in einander liegen, drei Elemente entsprechend gemein

haben, so haben sie jedes Element entsprechend

gemein (33i)
.

9. Die projektive Verwandtschaft zivischen zwei krum

men Grundgebilden ist durch drei Paar homologe Ele

mente bestimmt (33
).

72 72. Die krumme Involution. Nachdem wir in den

beiden vorhergehenden Nummern die Worte harmonisch

und projektiv auf die krummen Gebilde iibertragen

haben, stellen wir im folgenden die Satze zusammen, die

sich aus den iiber gerade Involutionen bewiesenen fur die

krumme Punktreihe und den krummen Strahlenbiischel ohne

weiteres ergeben.
1. Der Inbegriff zweier projektiven krummen Grund-
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gebilde, die in einander liegen, heifst eine krumme
Projektivitat

&amp;lt;

37
).

2. Eine krumme Projektivitat, in der ein Element
seinem homologen zweifach entspricht, heifst eine krumme
Involution ^i }

.

3. In einer krummen Involution entspricht jedes Ele
ment seinem zugeordneten zweifach

(632
).

4. Eine krumme Involution ist durcli einen Wurf be-

stimmt (&3*\

5. Eine krumme Involution, die ein Ordnungselement
hat, hat noch ein zweites Ordnungselement^^.

6. Eine krumme Involution heifst elliptisch, hyperbolisch
oder parabolischj je nachdem sie kein Ordnungselement,
zwei Ordnungselemente oder ein Ordnungselement 7ia( 68

&amp;gt;&amp;gt;.

7. Eine krumme Involution und ihre Wilrfe sind

gleichnamig
(68

).

8. Die Elemente eines krummen Grundgebildes und
die ihnen involutorisch zugeordneten sind einander pro-

jektiv
&amp;lt;

63
).

9. Ist eine krumme Involution hyperbolisch, so wird

jedes Elementenpaar durcli die beiden Ordnungselemente
harmonisch getrennt

(63s
).

73. Projektionsaehse. In einer Kurve sei uns eine 73

krumme Projektivitat
&amp;lt;

72 ) S A B . . A S
l \ B^ . . (Fig. 55) ge-

geben. Projizieren wir die Punkte S A B . . aus dem
Punkte

Sj_
und die homologen Punkte S^ A B . . aus 5,

so erhalten wir die beiden projektiven^
71s) Strahlenbtischel

S
1 (S A B .

.) /\ S (S1
A

x
B .

.).
Da die Verbindungslinie S 5

der Mittelpunkte sich selbst entspricht, so liegen die Schnitt-

punkte homologer Strahlen

in einer Gerade p (M
\ die

bestimmt ist durcli den

Schnittpunkt der Strahlen

S^ A und *S A
t

und den

Schnittpunkt der Strahlen

S B und S B
y Diese Ge

rade p ist die Pascalsche

Gerade des Kurvensechsecks

AS
A^B 5

A^B, ;
aufihr schnei-

den sich daher ( 54) auch noch die Verbindungslinien A B



36 I- Der Kegelschnitt.

und A B
1

. Wiirden wir also die beiden projektiven krum-

men Punktreihen nicht aus S
{
und /S, sondern aus A

1
und A

projiziert haben, so batten wir dieselbe Gerade p erhalten.

Die Gerade p, die demnach nur abhangig ist von der Pro

jektivitat, nicht aber von der Wahl des Punktes S (S), heifst

die Projektionsachse (Projektivitatsachse) der krummen Pro

jektivitat S A B . . A S
l
A

x B, . . .

Lehrsatz: Die Gerade, welche einen beliebigen

Punkt A einer krummen Projektivitat mit dem eben-

falls beliebigen Punkte E, verbindet, schneidet die

Gerade, die die homologen Punkte A
r
und E verbindet,

in einem Punkte der Projektionsachse (Vergl. 36).

A Anmerkung. Beschriinken wir diesen Satz auf drei

Paar homologe Punkte und befreien ihn vom Begriff der

projektiven Verwandtschaft &amp;lt;

36 Z)
,

so erkennen wir, dafs er

nur eine andere Form des Pascalschen Satzes ist. - - Da
wir (44) zwei Geraden als einen besondern Fall einer krum

men Punktreihe auffassen konnen, so liifst sich auch der

Satz 36 als ein besonderer Fall des eben bewiesenen

auffassen.

74 74. Konstruktion einer krummen Projektivitat.
Will man zwei krumme Punktreihen, die in einander liegen,

projektiv so auf einander beziehen, dafs den PunktenSAB
die Punkte S

l
A

x B^ homolog werden, so kann man &amp;lt;

71 ) die

Punkte /SAB aus einem beliebigen Kurvenpunkte und

S A
x
B

t
aus einem zweiten beliebigen Kurvenpunkte pro-

jizieren und die erhaltenen geraden Strahlenbuschel pro

jektiv auf einander beziehen (31\ Eine einfachere Kon
struktion ergiebt sich mit Hulfe der Projektionsachse

(73)
:

Wir konstruieren die Projektionsachse p als Pascalsche

Gerade des Kurvensechsecks S A
t
B 5 A B

1 (Fig. 55) und

bestimmen dann zu einem beliebigen Punkte A den homo

logen A
t

vermittelst des Strahles von 5 (oder A oder B),

der p in demselben Punkte schneidet wie S
r
A (oder A, A

oder B
1 A).

z Zusatz. Schneidet die Projektionsachse p die Kurve

in den Punkten K und Z, so ergiebt unsere Konstruktion,

dafs der Punkt K mit seinem homologen K^ und ebenso

L mit LI zusainmenfallt, dafs also die Schnittpunkte der

Projektionsachse mit der Kurve die Ordnungspunkte der
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Projektivitat sind. Ebenso ergiebt sich umgekehrt, dafs

die Verbindungslinie der Ordnungspunkte die Projektions-
achse ist.

Eine krumme Projektivitat hat demnach zwei Ordnungs

punkte oder keinen Ordnungspunkt, je nachdem die Pro-

jektionsachse zwei Punkte oder keinen Punkt mit der Kurve

gemeinsam hat. Wir konnen noch hinzufiigen, dafs die

Projektivitat einen Ordnungspunkt hat, wenn die Projektions-
achse eine Tangente der Kurve ist.

75. Ordnung-selemente einer geraden Projektivitat. 75

Die vorhergehende Konstruktion lafst sich auch fitr jede

gerade Projektivitat verwerten. Wir wahlen als Beispiel
zwei in einem und demselben Trager s liegende projektive

gerade Punktreihen ABC/^A1
B

1
C

1 (Fig. 56). Wir
nehmen eine beliebige Kurve zu Hiilfe und projizieren aus

Fig. 56.

einem beliebigen Kurvenpunkte S sowohl die Punktreihe ABC
wie die Punktreihe A B C^ und bezeichnen die zweiten &amp;lt;

52)

Schnittpunkte der Projektionsstrahlen mit der Kurve durch

A B T und A B
x

l~r Konstruieren wir dann fur die krumme

Projektivitat
^ und 71e) A B f /\ A B r

t
die Projektionsachse p

als Pascalsche Gerade des Kurvensechsecks A B
x
r A

1
B r (73)

so erhalten wir zu einem beliebigen Punkte D vermittelst

A und
AJL

den homologen Dr

Anmerkung. Diese Konstruktion empfiehlt sich, wenn A

man gleichzeitig untersuchen will, ob die gerade Pro-
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jektivitat Ordnungspunkte hat oder nicht. Schneidet die

Projektionsachse die Kurve, so liefern die Projektionen der

Schnittpunkte die Ordnungspunkte (Fig. 56). Die Kon-
struktion wird am einfachsten, wenn man als Hiilfskurve

einen Kreis (42 Z) nimmt.

76 76. Projektionszentrum. Mit einer krummen Punkt

projektivitat S A B . . /\ S, A
t B, . . ist auch immer eine

krumme Strahlenprojektivitat gegeben. Bezeichnen wir
namlich die zugeordneten Tangenten durch s a ft . . und
s
t ! fti

.
.,
so ist S A B . . /\ s a

ft
. . und S^ A

1
B

l
. . /\ s

t t ft . .
( 71

),

daher (71 ) s a
ft

. . /\ s
1
a

l ft ... Schneiden wir den krummen
Strahlenbtischel s a p . . durch die Tangente s^

und s
t
a

l ft . .

durch s, so erhalten wir die projektiven^
71^ geraden Punkt-

reihen s (s a /? .
.) /\ s (sx ^ ft .

.).
Da der Schnittpunkt s s

t
der

Trager sich selbst entspricht, so gehen die Verbindungslinien

homologer Punkte durch einen Punkt P(34
&amp;gt;. Dieser Pimkt P

ist der Brianchonsche Punkt des Kurvensechsseits s a^ ($
s
x
a ft ;

durch ihn geht auch die Verbindungslinie der Punkte cLff
und ft(

54)
. Wtirden wir also unsere beiden Strahlenbtischel

nicht durch s
1

und s, sondern durch
1
und a geschnitten

haben, so hatten wir denselben Punkt P erhalten. Der
Punkt P, der demnach unabhangig von der Wahl der

Tangente s
1 (s) und nur abhangig von der Projektivitat ist,

heifst Projektionszentrum (Projektivitatszentrum) der krummen

Projektivitat S A B . . /\ S A B
1

. . .

Hat die krumme Punktprojektivitat zwei Ordnungs

punkte K und Z, die krumme Strahlenprojektivitat safi..

7\ s
1
a

x ft . . mithin zwei Ordnungsstrahlen x und A, so ist,

weil der Strahl x(/) mit seinem homologen K (AA )
zusammen-

fallt, die Verbindungslinie der Schnittpunkte S
A
x und x

1

der Ordnungsstrahl x; das Projektionszentrum P ist daher

in diesem Fall der Schnittpunkt der Ordnungsstrahlen.

Unser Ergebnis fassen wir mit dem in Nr. 73 ge-
wonnenen zusammen zu dem

Lehrsatz: Durch eine krumme Punktprojektivitat
S A B . . /\ S A

x
B

l
. . ist die Projektionsachse p und

das Projektionszentrum P bestimmt. Die Projektions
achse ist die Pascalsche Gerade des Kurvensechs-

ecks S A
1
B /S

x
A B

x
und das Projektionszentrum der
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Brianchonsche Punkt des zugeordneten Kurvensechs-
seits. Jede Verbindungslinie A E

1
wird von der

zugeordneten A^ E in einem Punkte der Projektions-
achse p geschnitten und jeder Schnittpunkt zweier

Tangenten d ^ liegt mit dem zugeordneten d^ e in

einem Strahl des Projektionszentrums P. -

Zusatz. Hat die Projektivitat zwei Ordnungspunkte, 7.

so ist ihre Verbindungslinie die Projektionsachse und
der Schnittpunkt ihrer Tangenten das Projektions-
zentrum. Hat die Projektivitat einen Ordnungspunkt,
so ist seine Tangente die Projektionsachse (74 Z) und
der Ordnungspunkt das Projektionszentrum (5 z

).

77. Die einer krummen Projektivitat zug-eordneten 77

Projektivitaten der Projektionsaehse und des PFO-

jektionszentrums. Projizieren wir eine krumme Pro

jektivitat A B T . . 7\ A
1
B r

i
. . aus einem beliebigen M ihrer

Punkte, so erhalten wir in M zwei projektive
(71 ^ Strahlen-

biischel, die die Projektionsachse (73) p in zwei projektiven
Punktreihen A B C . . /\ A l

B C
t

. . schneiden. Es soil ge-

zeigt werden, dafs man immer dieselbe gerade Projektivitat
in der Achse erhalt, welchen Punkt der Kurve man auch
zur Konstruktion wahlt.

Ist N ein zweiter beliebiger Punkt der krummen Punkt-

reihe, so ist also zu beweisen, dafs bei der Projektion der

krummen Projektivitat aus N auf die Achse z. B. A und A
l

wieder zwei homologe Punkte werden.

Weil MA
1 (Fig. 57)

durch A
l geht, mufs M

x
A

ebenfalls durch A
1 gehen^

76)
,

d. h. der Punkt, in dem
die Verbindungslinie A A^
die Kurve zum zweiten

Male schneidet, ist der

dem Punkte M homologe
Punkt Mr Schneidet

ferner der Strahl N A
die Kurve zum zweiten

Male in A, so zeichnen

wir den homologen Punkt
A indem wir den Punkt
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Z&amp;gt;

17
in dem M

1
A die Achse schneidet, aus M auf die Kurve

projizieren
(7li)

.

Weil nun N A durch A geht, so sind auch fur die

Projektion aus N die Punkte A und A
l homolog, wenn

N A! durch A
1 gebt. Dies aber ergiebt sick aus dem

Kurvensechseck 1\/TA M, A
N_A t ;

denn von diesem liegen nach

der Konstruktion die Diagonalpunkte A und Z^ in der

Achse; es mufs daher&amp;lt;
54 ) die Seite N A

t
ihre Gegenseite A M

t

in einem Punkte der Achse schneiden, d. i. in A^.

Die gerade Projektivitat der Achse haben wir eben

dadurch konstruiert, dafs wir die krumme Projektivitat aus

einem beliebigen ihrer Punkte projizierten. Man kann aber

auch, wie die Figur zeigt, die gerade Projektivitat aus der

krummen erhalten, indem man den Kurvenpunkt A aus den

beiden homologen Punkten M und Mj projiziert. Da, wie

wir sahen, N A
t
durch A

l geht, so schneidet die (in der

Figur nicht gezogene) Verbindungslinie A A^ die Kurve zum

zweiten Male in N/73
). Projizieren wir also den Kurven

punkt A aus N und N
17

so ergeben sich ebenfalls A und A
als homologe Punkte der geraden Projektivitat. Wir konnen

daher die gerade Projektivitat auch dadurch aus der krummen

herleiten, dafs wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei festen

homologen Punkten projizieren.

1. Jeder krummen Projektivitat
ist in der Projektions-

achse eine gerade Punktj)rojektivitdt zugeordnet. Diese

zugeordnete Projektivitat
der Achse erhalten ivir,

indem

icir die Projektionsachse schneiden

entweder durch die Strahlenpaare, welcJie die homologen

Punkte der krummen Projektivitat
aus irgend einem festen

Kurvenpunkte projizieren,

oder durch die Strahlenpaare, welche die Kurven

punkte aus irgend zwei festen homologen Punkten der

krUmmen Projektivitat projizieren.

Durch die zugeordnete
(76 &amp;gt; Strahlenprojektivitat apy..

A j & ft - . erhalten wir in der beliebigen Tangente ^ zwei

projektive Punktreihen, die aus dem Projektionszentrum
P

durch zwei projektive Strahlenbuschel a b c . . /\ a
i
6
t
c . .

projiziert werden. Wahlen wir eine andere Tangente v,

so erhalten wir, wie sich durch die den vorhergehenden
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dualen (7
&amp;gt; Betrachtungen zeigen lafst, in P dieselben

projektiven Strahlenbiischel.

2. Jeder krummen Projektivitdt ist im Projektions-
zentrum eine gerade Strahlenprojektivitdt zugeordnet. Diese

zugeordnete Projektivitdt des Zentrums erhalten wir, indem

wir aus dem Zentrum projizieren
entweder die Punktpaare, in denen irgend eine feste

Kurventangente von den homologen Tangenten der krummen

Projektivitdt gesclmitten ivird,

oder die Punktpaare, in denen irgend zivei feste

homologe Tangenten der krummen Projektivitdt von den

Kurventangenten gesclmitten werden.

78. Involutionsaehse. Entspricht in einer krummen

Projektivitat
(72i) ein Punkt seinem liomologen zweifach, in

Zeichen S S^ A . . /\ *S A . ., so entspricht jeder Punkt (72 )

seinem homologen zweifach, in Zeichen 5-S^A f^
1

. . /\ *S
:1

-S A
1
A. ..

Projizieren wir die Punktreihe S A A
1

. . aus ^ (Fig. 58)
und die projektive Punkt
reihe S

1
A

t
A . . aus A$, so

erhalten wir die pro

jektiven (71 ) Strahlen-

buschel 6
, (S A Aj .

.) A
*S (xS1 Aj A .

.).
Die homo-

logen Strahlen schneiden

sich in den Punkten der

Projektionsachse p (73
\ die

also hiernach die Ver-

bindungslinie zweier Dia-

gonalpunkte des Kurven-
vierecks *S S

1
A A ist. Die

Tangenten a und a^ in

den homologen Punkten A
und A schneiden sich daher in einem Punkte von &amp;gt;

(53)
.

Nennen wir p jetzt nicht mehr Projektionsachse, sondern

Involutionsaehse^ so haben wir den

Lehrsatz : Die Schnittpunkte der Tangenten in den

homologen Punkten einer krummen Involution liegen in

einer Gerade, der Involutionsaehse.

79. Involutionszentrum. Die der krummen Punkt- 79

projektivitat S A A
1

. .
~/\ Sl

A
A
A . . zugeordnete (76 ^ Strahlen-
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projektivitat s a a . . /\ s
1 o^ . . 1st ebenfalls in involu-

torischer Lage (72 )
. Schneiden wir die Tangenten s a cc

1
. .

durch s und
.,

of
1
a . . durch s, so erhalten wir die beiden

projektiven
(71s) geraden Punktreihen s

j (saa, ..)7\(^ c^ a..).
Die Verbindungslinien homologer Punkte dieser in * und s

liegenden projektiven Punktreihen gehen durch das Pro-

jektionszentrum (?6 )

oder, wie wir hier sagen wollen, durch
das Involutionszentrum P, das also hiernach der Schnittpunkt
zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits s s

1
a a ist. Da

der Schnittpunkt zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits
ss

1
a

,
ein Diagonalpunkt des zugeordneten Kurvenvierecks

S S A A
1

ist (59
&amp;gt;,

so geht auch die Verbindungslinie A A
5

durch P. Weil A und
A^t

zwei beliebige homologe Punkte
unserer krummen Involution sind, so haben wir den

Lehrsatz : Die Verbindungslinien homologer Punkte
einer krummen Involution gehen durch einen Punkt, das

Involutionszentrum.

80. Viereek und Vierseit einer krummen Involution.
Die beiden vorhergehenden Satze (78 u - 79

&amp;gt; bilden die Grund-

lage der in 7 folgenden Polarentheorie
;

wir sprechen
sie deshalb noch in einer zweiten, fiir die spatern An-

wendungen bequemern Form aus.

In Nr. 79 sahen wir, dafs der Diagonalpunkt, durch

den die Gegenseiten S
,

und A A
t

des Kurvenvierecks
S S

l
A A gehen, das Involutionszentrum ist, und in Nr. 78,

dafs die Verbindungslinie der beiden andern Diagonalpunkte
die Involutionsachse ist. Da nun & -S

1
und A A zwei be

liebige Punktpaare unserer krummen Involution sind, so

ergiebt sich :

1. Je zwei Punktpaare einer krummen Involution

bilden ein Kurvenviereck, von dem ein Diagonalpunkt
das Involutionszentrum ist, wahrend die beiden andern

Diagonalpunkte in der Involutionsachse liegen.
In Zeichen : Ist S

1
. A A

1 irgend ein Wurf der

krummen Involution, so ist der Schnittpunkt (*SAS1)(AA1 )

das Involutionszentrum und die Verbindungslinie von

(S A) (S1
A

)
und (S AJ (S^ A) die Involutionsachse.

Ferner sahen wir in Nr. 79, dafs der Schnittpunkt
zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits s

s^
a

A
das

Involutionszentrum
ist,

und in Nr. 78, dafs sich die Seiten
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a und c^ (und ebenso s und sj in einem Punkte der
Involutionsachse schneiden :

2. Je zwei Tangentenpaare einer krummen Involution

bilden ein Kurvenvierseit, von dem eine Diagonallinie
die Involutionsachse ist, wahrend die beiden andern
durch das Involutionszentrum gehen.

In Zeichen: Sind s s
l

. a die irgend einem Wurf
der krummen Involution zugeordneten Tangenten, so

ist die Verbindungslinie (s s
) (a aj die Involutionsachse

und der Schnittpunkt von (s a) (s1 )
und

(s 1 ) (sx a)
das Involutionszentrum.

Zusatz. Ist die krumme Punktinvolution hyper- z

bolisch &amp;lt;

72
&amp;gt;,

so ist die Verbindungslinie ihrer Ordnungs-
punkte die Involutionsachse und der Schnittpunkt ihrer

Tangenten das Involutionszentrum. Ist die krumme
Involution parabolisch, so ist der Ordnungspunkt das

Involutionszentrum und seine Tangente die Involutions

achse &amp;lt;

76 Z)
.

Die erste Bemerkung kann man zur Konstruktion der

Ordnungselemente einer geraden Involution benutzen. Ist

uns z. B. eine gerade Strahleninvolution a a^ . b b
L gegeben,

so schneidet sie in einer beliebigen Gerade s eine Punkt
involution aus. Projizieren wir diese aus irgend einem
Punkte S einer beliebigen Kurve, so erhalten wir in S eine

Strahleninvolution, die die Kurve in einer krummen Punkt
involution schneidet. Trifft die Achse dieser krummen
Involution die Kurve, so hat die Involution zwei Ordnungs-

punkte. Projizieren wir diese aus S auf die Hiilfsgerade s,

so werden die erhaltenen Punkte aus dem Mittelpunkt des

gegebenen geraden Strahlenbttschels durch die gesuchten

Ordnungsstrahlen projiziert (vgl. 75).

81. Die einer krummen Involution zugeordneten si

geraden Involutionen der Involutionsachse und des

InvoJutionszentrums. Aus Nr. 77 haben wir noch einen

Satz abzuleiten, indem wir die Projektivitat zur Involution

werden lassen. Der sich ergebende Satz wird seine Ver-

wendung in der Theorie der konjugierten Involutionen ( 8)

finden.

Projizieren wir eine krumme Involution aus irgend
einem Kurvenpunkte, so erhalten wir in diesem eine gerade
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Strahleninvolutiont
71

*),
die die Involutionsackse wieder in

einer Punktinvolution schneidet. Diese Punktinvolution der

Achse ist unabhangig von der Wahl des Kurvenpunktes.
1st nun S S . A A! (Fig. 59) irgend ein Wurf der

krummen Involution, so ist der Schnittpunkt der Gegenseiten

und A A das Involutionszentrum P wahrend die

Diagonalpunkte A und A^ in denen sich die Gegenseiten

Fig. 59.

*SA und S
l Aj, S A

t
und 6\ A schneiden, in der Involutions-

achse p liegen^
80^. Projizieren wir die krumme Involution

aus S, so liefern die Strahlen S A und S A die beiden

homologen Punkte ^ und -4,
der in der Involutionsachse

liegenden Involution.

Schneiden wir ferner die der krummen Punktinvolution

zugeordnete^
76) krumme Strahleninvolution durch irgend eine

Tangente, so erhalten wir in dieser eine gerade Punkt-

involution(71
),

die aus dem Involutionszentrum wieder durch

eine Strahleninvolution projiziert wird. Diese Strahleninvolu

tion ist unabhangig von der Wahl der Kurventangente.

Wahlen wir die Tangente s,
so werden sa und s^

aus dem Involutionszentrum P durch zwei homologe Strahlen

der in P induzierten Involution projiziert. Der Schnittpunkt

sa liegt aber(53) in der Diagonallinie P A
v

des Kurven-

vierecks SS^kkv
und der Schnittpunkt *a in der Diagonal-
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lime PA. Die beiden homologen Strahlen der Strahlen-

involution des Involutionszentrums gehen also durch homologe
Punkte der Punktinvolution der Involutionsachse :

Die durch eine krumme Involution in der Involutions

achse induzierte Punktinvolution ist ein Schnitt (liegt per-

spektiv zu) der im Involutionszentrum induzierten Strahlen-

involution.

7. Pol und Polare.

82. Die einem Punkte zugeordnete krumme In- 82

volution. Ist P ein beliebiger Punkt und sind S S
}
und

A A
t irgend zwei Punktpaare der Kurve, deren Verbindungs-

linien durch P gehen, so ist P das Zentrum der durch den
Wurf S S^ . A Aj bestimmtenC72*) krummen Involution 17 ^.

Sind A und Aj irgend zwei Punkte, deren Verbindungslinie
durch P geht, so sind A und A, auch zwei homologe Punkte
unserer Involution S S

t
. A Aj ;

denn die G-erade, welche den
Punkt A mit seinem homologen verbindet, geht durch PW
und die Gerade PA schneidet die Kurve zum zweiten Male
in A/

52
).

Wir finden also den einem Punkte A homologen Punkt
A1?

indem wir PA ziehen und den zweiten Schnittpunkt dieser

Verbindungslinie mit der Kurve bestimmen. Die so vermittelst

des festen Punktes P konstruierte Involution wollen wir die

dem Punkte P zugeordnete krumme Involution nennen:

Jedem Punkte P ist eine krumme Punktinvolution

zugeordnet, deren Zentrum der Punkt P ist.

Zusatz. Gehen durch den Punkt P zwei Tangenten, so z

ist nach unserer Konstruktion der Beruhrungspunkt jeder

Tangente ein sich selbst homologer Punkt, d. h/37^ ein

Ordnungspunkt :

1. Einem Punkte P, durch den zwei Tangenten

gehen, ist eine hyperbolische^
726) krumme Involution zu-

geordnet, deren Ordnungspunkte die Beruhrungspunkte
der beiden Tangenten sind.

Ist P ein Kurvenpunkt, so ist nach unserer Konstruktion
dem Punkt P jeder Punkt, auch der Punkt P selbst, homo-

log, so dafs unsere Involution einen Ordnungspunkt hat:
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2. Jedem Karvenpunkt P ist eine parabolische
(72

&amp;gt;

krumme Involution zugeordnet, deren Ordnungspunkt
der Punkt P ist.

83 83. Die einer Gerade p zug-eordnete krumme Punkt-
involution. Ist p eine beliebige Gerade und sind s s

1
und

a
j irgend zwei Tangentenpaare der Kurve, deren Schnitt-

punkte in p liegen, so ist p die Achse der durch den Wurf
s s

1
. a a

t
bestimmten*72*) krummen Involution^78 ). Sind 6

und
dj irgend zwei Tangenten, deren Schnittpunkt in p liegt,

so sind d und d^ auch zwei homologe Strahlen unserer In

volution s
Sj

. a
ttj ;

denn der Punkt, in dem der Strahl d von
seinem homologen geschnitten wird, liegt in p(78) und durch

den Punkt p d geht die Tangente d
1
(52)

.

Wir finden also die einer Tangente d homologe 6V indern

wir p d bestimmen und durch diesen Schnittpunkt die zweite

Tangente legen. Auf die angegebene Weise konnen wir ver-

mittelst der festen Gerade p eine Tangenteninvolution kon-

struieren. Die von den Beruhrungspunkten dieser Tangenten
gebildete Punktinvolution^71^ wrollen wir die der festen Ge
rade p zugeordnete krumme Punktinvolution nennen:

Jeder Gerade p ist eine krumme Punktinvolution

zugeordnet, deren Achse die Gerade p ist.

z Zusatz. Scbneidet die Gerade p die Kurve in zwei

Punkten, so ist nach unserer Konstruktion die Tangente

jedes Schnittpunktes ein sich selbst homologer Strahl, der

Beruhrungspunkt also ein sich selbst homologer Punkt der

konjugierteti Punktinvolution:

1. Einer Gerade p, die mit der Kurve zwei Punkte

gemeinsam hat, ist eine hyperbolische krumme Punkt

involution zugeordnet, deren Ordnungspunkte die Schnitt-

punkte sind.

Ist p eine Kurventangente, so ist nach unserer Kon
struktion der Gerade p jede Tangente, auch p selbst,

homolog, so dafs unsere Tangenteninvolution eine Ordnungs-

tangente, die zugeordnete krumme Punktinvolution also einen

Ordnungspunkt hat:

2. Jeder Kurventangente p ist eine parabolische
(72e)

krumme Punktinvolution zugeordnet, deren Ordnungs

punkt der Beruhrungspunkt der Tangente p ist.
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84. Pol und Polare. Wir haben in aller Ausfuhrlichkeit 84

gezeigt, dafs mit einer kruramen Punktinvolution ein Punkt

Pj das Involutionszentrnm(79
\ und eine Gerade p, die In-

volutionsachset78
),

verbunden ist und ferner, dafs auch um-

gekehrt mit jedem Punkte P(82) und mit jeder G-erade p(83J

eine krumme Punktinvolution verbunden ist. Es ist also

auch mit jedem Punkte P eine bestimmte Gerade und mit

jeder Gerade p ein bestimmter Punkt verbunden. Fiir die

folgenden Anwendungen nun ist es vorteilhaft, diesen Zu-

sammenhang zwisehen Punkt und Gerade [scheinbar] los-

zulosen von dem vermittelnden Begriff der krummen Punkt

involution, um [wenigstens in Worten] einen direkten

Zusammenhang zwisehen Punkt und Gerade herzustellen.

Diesem Zwecke dienen die folgenden beiden Definitionen. -

Da eine Involution durch zwei Elementenpaare bestimmt
istf

72
*),

so kann es weder zwei Punkte noch zwei Geraden

geben, die dieselbe krumme Punktinvolution erzeugen
(82 u 83)

;

wohl aber kann ein Punkt dieselbe Involution erzeugen wie

eine Gerade.

1. Definition: Die Gerade, welche dieselbe krumme
Punktinvolution erzeugt wie der Punkt P, heifst die Polare

des Punktes P.

2. Definition: Der Punkt, der dieselbe krumme Punkt
involution erzeugt wie die Gerade p, heifst der Pol der

Gerade p.

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort der

3. Lehrsatz: Der Punkt P ist der Pol der Gerade

p, wenn p die Polare von P ist, oder

Die Gerade p ist die Polare des Punktes P, wenn
P der Pol von p ist;

und ferner:

4. Die Involutionsachse ist die Polare des Involutions-

zentrums oder

Das Involutionszentrum ist der Pol der Involutions

achse.

85. Poldreieck. Aus vier Kurvenpunkten A A B r lassen ss

sich drei krumme Wurfe(69) bilden : AA.BT; AB.TA;
A T . A B. Jeder Wurf bestimmt eine krumme Involution^72*)

;

von der ersten z. B. ist der Diagonalpunkt P (A A) (B l~)

das Involutionszentrum und die Verbindungslinie der beiden

B oger, Ebene Geometrie der Lags. 7
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andern Diagonalpunkte die Involutionsachse^80^. Von dem
Kurvenviereck A A B f 1st daber^ 84*)

jeder Diagonalpunkt der

Pol der gegentiberliegenden Diagonallinie. Nennen wir ein

Dreieck, dessen Ecken die Pole ihrer Gegenseiten sind, ein

Poldreieck, so konnen wir das Ergebnis kurz so aussprechen:
1. Das Diagonaldreieck jedes Kurvenvierecks ist ein

Poldreieck.

Ebenso ergiebt sich^80^:

2. Das Diagonaldreiseit jedes Kurvenvierseits ist

ein Poldreieck.

86. Punkte, die in der Polare lieg-en. Ist P der

Diagonalpunkt (5-Sj)(AAj) des Kurvenvierecks S S^ A A
t

(Fig. 60), mit andern Worten, ist P das Zentrum( 82 J der

durch *S *S
a

. A Aj bestimmten krummen Involution, so liegen

Fig. 60.

die beiden andern Diagonalpunkte in der Involutionsachse (80i)
,

also(84l) in der Polare p von P. - - Schneidet p die Seite

A Aj in Uj so ist U von P durch A und A
1
harmonisch ge-

trennt(24 \ - - Die Tangenten a und
t
in A und A

1
schneiden

sich in einem Punkte T von pW. - Wir haben also den

Lehrsatz: In der Polare eines Punktes P liegen

1. zwei Diagonalpunkte jedes Kurvenvierecks, dessen

dritter Diagonalpunkt P ist;

2. jeder Punkt U, der durch zwei Kurvenpunkte, deren

Verbindungslinie durch P geht, von P harmonisch ge-

trennt ist;

3. jeder Punkt T, in dem sich zwei Tangenten schneiden,

deren Beruhrungspunkte mit P in einer Gerade liegen.
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Zusatz. Gehen durch den Punkt P zwei Tangenten z

der Kurve, so 1st ihm eine hyperbolische Involution (82 z l)

zugeordnet; die Verbindungslinie der Ordnungspunkte ist die

Achse der hyperbolischen Involution* 80Z
),

also*84** die Polare
von P:

1. Gehen durch einen Punkt P zwei Tangenten, so

liegen die Berilhrungspnnkte dieser Tangenten in der

Polare von P.

Ist P ein Kurvenpunkt, so ist die zugeordnete Involution

parabolisch
(82Z2

); die Involutionsachse einer parabolisehen
Involution ist die Tangente(8 z)

:

2. Die Polare eines Kurvenpunktes ist seine Tangente.
3. Jeder Punkt, der in seiner Polare liegt, ist ein

Kurvenpunkt.
Ware P nicht ein Punkt der Kurve, so wttrde die

Gerade, welche P mit einem beliebigen Kurvenpunkt A ver-

bindet, die Kurve noch in einem zweiten (52
),

von P ver-

schiedenen Punkt A schneiden; die Polare von P miifste

dann durch den von P durch A und A
t
harmonisch ge-

trennten Punkt U gehen(
86

),
wahrend sie doch durch P geht.

87. Geraden, die durch den Pol g-ehen. Ist p die s

Diagonallinie (ss^) (a aj des Kurvenvierseits ss aa^ (Fig. 61),

mit andern Worten ist p die Achse (83) der durch die Be-

Fig. 61.

riihrungspunkte *S ^ . A A
1
bestimmten Involution, so gehen

die beiden andern Diagonallinien durch das Involutions-

zentrum(8 2
),

also^84 } durch den Pol P von p.
- - Wird P aus

der Ecke a a
l

durch u projiziert, so ist u von p durch a

7*
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und
1
harmonisch getrennt(

25z)
.

- - Die Beruhrungspunkte
der Tangenten a und

t liegen in einem Strahle t von PW.
Wir haben also den

Lehrsatz : Durch den Pol einer Gerade p gehen

1. zwei Diagonallinien jedes Kurvenvierseits, dessen

dritte Diagonallinie p ist;

2. jede Gerade u, die durcli zwei Tangenten, deren

Schnittpunkt in p liegt,
von p harmonisch getrennt ist;

3. jede Gerade t, die zwei Kurvenpunkte verbindet,

deren Tangenten sich in einem Punkte von p schneiden.

Zusatz. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei

Punkten, so ist ihr eine hyperbolische Involution(83 z x
&amp;gt; zu-

geordnet; der Schnittpunkt der Tangenten in den Ordnungs-
punkten ist das Involutionszentrum (8 z

\ also^84*) der Pol von p :

1. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei Punkten,
so gehen die Tangenten dieser Schnittpunkte durch den

Pol von p.

1st p eine Tangente, so ist die zugeordnete Involution

parabolisch^
8322

); das Involutionszentrum einer parabolisehen
Involution ist der Bertihrungspunkt von p(8 z

)
:

2. Der Pol einer Tangente ist ihr Beruhrungspunkt.

3. Jede Gerade, die durch ihren Pol geht, ist eine

Tangente (vgl. 86 Z 3).

88. Konstruktion der Polare. Die Polare eines

Punktes P finden wir^86 )

1. vermittelst eines Kurvenvierecks
,

dessen einer

Diagonalpunkt P ist: indem wir die beiden andern

Diagonalpunkte verbinden
;

2. vermittelst zweier Punktpaare S S und A A
t ,

deren

Trager durch P gehen: indem wir die von P durch diese

beiden Punktpaare harmonisch getrennten Punkte mit ein-

ander verbinden;
3. vermittelst zweier Tangentenpaare s s

l
und a

t ,

deren Beruhrungspunkte mit P in einer Gerade liegen: in

dem wir die Schnittpunkte dieser Tangentenpaare mit ein-

ander verbinden.

89. Konstruktion des Pols. Den Pol einer Gerade p
finden wir&amp;lt;

87 )
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1. vermittelst eines Kurvenvierseits, dessen eine Diagonal-
linie p ist: indem wir den Schnittpunkt der beiden andern

Diagonallinien bestimmen
;

2. vermittelst zweier Tangentenpaare s s und a a^
deren Schnittpunkte in p liegen: indem wir den Schnitt

punkt der durch diese beiden Tangentenpaare von p har-

monisch getrennten Geraden bestimmen;
3. vermittelst zweier Punktpaare S S

l
und A A

15
deren

Tangenten sich auf p schneiden : indem wir den Schnitt

punkt der Trager dieser beiden Punktpaare bestimmen.

90. Involutorisehe Lag-e von Pol und Polare.
1. Lehrsatz: Ist P ein beliebiger Punkt und Q

irgend ein Punkt seiner Polare, so lafst sich stets ein

Kurvenviereck zeichnen, von dem P und Q zwei

Diagonalpunkte sind und von dem eine Ecke in den

beliebigen Kurvenpunkt S fallt.

Losung: Wir verbinden den beliebigen Kurvenpunkt S

(Fig. 62) mit P und den Punkt S
17 in dem diese Ver-

bindungslinie die Kurve zum zweiten Male schneidet, mit Q.
Schneidet Q S

1
die Kurve zum zweiten Male in A, so ziehen

wir noch A P und bezeichnen den zweiten Schnittpunkt
von AP und der Kurve durch A

t
.

Da von diesem Kurvenviereck
S
S^

A A
t

nach der Konstruktion
P ein Diagonalpunkt ist, so mufs

jeder der beiden andern Diagonal
punkte in der Polare p liegen^

86^
;

es mufs daher, weil S A die Polare p ~ ~~
in Qsehneidet, S^ durch Q gehen,
so dafs S S A A

L
das verlangte

Kurvenviereck ist.

Auch die Gegenseiten S A und S
1
A

t
des gezeichneten

Kurvenvierecks schneiden sich in einem Punkte R (Fig. 62)
der Polare &amp;gt;(

86
&amp;gt;);

und da die Diagonallinie RP des Kurven
vierecks S

/S,
A A die Polare des gegeniiberliegenden

Diagonalpunktes Q ist(85
),

so haben wir gleichzeitig zum
Punkte Q die Polare, die Gerade P R, gefunden. Da Q
ein beliebiger Punkt von P ist, so haben wir den

2. Lehrsatz : Die Polaren der Punkte einer Gerade

gehen durch einen Punkt, den Pol der Gerade.
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Halten wir (Fig. 62) den Punkt P und den Punkt S,
und mithin auch /S

,
fest und lassen Q auf der Polare sich

bewegen, so 1st

Q K s (Q) A s, (A)
&amp;lt;

M
&amp;gt; A s (A) 7\ R 7\ ^ ()

Der Strahlenbuschel P (R) beschreibt also einen zu der

Punktreihe Q projektiven Strahlenbiischel. Wenn Q in R
fallt, so fallt A

1
in A, R also in Q. Der Strahlenbuschel

P(R) und die Punktreihe Q haben also involutorische Lage(
6H

Da P(R) die Polare von Q istf85)
,
so haben wir:

3. Die Punkte einer Gerade und die Strahlen Hires

Pols sind involutorisch auf einander bezogen, wenn man

jedem Punkte der Gerade seine Polare zuweist.

Wir gehen jetzt nicht wie bisher von einer Gerade p,

sondern von einem beliebigen Punkte P aus
;
a und b seien

zwei seiner Strahlen und A und B die Pole von a und b.

Ziehen wir die Verbindungslinie A B = p, so miissen, weil

a und b die Polaren von A und B sind^84^, die Polaren der

Punkte ABC... der Gerade p durch P gehen(
90z) und pro-

jektiv auf ABC... bezogen sein^90^. Da demnach den

Strahlen a b c eines beliebigen Punktes P die Punkte einer

Gerade p als Pole zugeordnet sind, so konnen wir den

beiden vorhergehenden Satzen die folgenden hinzufiigen:

4. Die Pole der Stralden eines Punktes liegen in einer

Gerade, der Polare des Punktes.

5. Die Strahlen eines Punktes und die Punkte seiner

Polare sind involutorisch auf einander bezogen, wenn man

jedem Strahl des Punktes seine Polare zuweist.

91 91. Die Pole eines krummen Strahlenbusehels. 1st

uns eine krumme Punktreihe, die wir kurz mit k 2 bezeiclmen

wollen, gegeben und aufserdem zwei projektive gerade
Punktreihen A B C . . . /\ A^ B{

C
1
... in den Tragern s und

5., ,
so wissen wir, dafs die Polaren a b c . . . der Punkte

ABC... den geraden Strahlenbuschel *S und die Polaren

a 6 c . . . von A
l B^ C . . . den geraden Strahlenbuschel S

bilden^90*) und dafs a b c . . . /\ a
t
b c . . . ist^

90 u - 30 \ Von der

Verbindungslinie A A
l
= a ist der Schnittpunkt a

a^ A
der Pol(9 8)

. Da nun die Geraden a p y . .
.,

die die homo-

logen Punkte zweier projektiven geraden Punktreihen s und

s verbinden die Strahlen eines krummen Strahlenbusehels
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5
2 (42). un(j die Punkte A B T . .

.,
in denen sich die homologen

Strahlen zweier projektiven geraden Strahlenbiischel S und /S
t

schneiden, die Punkte einer krummen Punktreihe S 2
sind,

so haben wir den
1. Lehrsatz: Die Pole der Strahlen eines krummen

Buschels bilden eine krumme Punktreihe.

Bezeichnen wir den Schnittpunkt s S
L

der Trager s

und
!

durch M, so ist die Polare von M=ss
l

die

Verbindungslinie S S^
= m(90

&amp;lt;). Ist M, der dem Punkte M.

in s
1 homologe Punkt, also(45) der Beriihrungspunkt des

Strahles s
17

und m
v

seine Polare, so ist m der dem Strahl

S S = m homologe Strahl und daher(45) die Tangente in Sr
Dem Beruhrungspunkte M^ von s

l entspricht also die Tan

gente m
1
des Poles S . Da wir zur Konstruktion von s

2

statt des Strahles s
l jeden andern Strahl des krummen

Buschels verwenden konnen(50)
,

so konnen wir dem vorher-

gehenden Satze den folgenden hinzufiigen:

2. Die Polaren der Beriihrungspunkte des krummen
Strahlenblischels s- sind die Tangenten der krummen
Punktreihe S 2

.

Zusatz. Man nennt die krummen Grundgebilde s- und
S- Polarfiguren und die Konstruktion, durch die wir die

eine Figur aus der andern erhalten haben. Polarisation.

Durch eine solche Polarisation erhalten wir zu jedem Satze

einen dualen (7)
.

Wahlen wir z. B. sechs Strahlen von s
2

,
so sind ihre

sechs Pole Punkte von S-. Nehmen wir nun an, dafs der

Satz des Pascal bewiesen ware, so wurde, weil die Polaren

dreier Punkte, die in einer Gerade (der Pascalschen) liegen,
durch einen Punkt gehen(

9 2)
,

aus unserer Polarisation der

Lehrsatz des Brianchon^ 54 )

folgen. Die hier gelehrte Polari

sation berechtigt um also zur Verwendung des Gesetzes der

DualitdtW.

8. Konjugierte Involutionen.

92. Konjugrierte Involution. Wenn der Punkt Q 92

in der Polare p von P liegt, so geht die Polare q von Q
durch P^ 9

a). Wenn also ein Punkt Q in der Polare eines

andern Punktes P liegt, so liegt auch dieser zweite Punkt P
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in der Polare des ersten Punktes Q. Wir konnen demnach
die folgende Definition aufstellen:

1. Definition. Zwei Punkte

heifsen hinsichtlich einer Kurve

konjugiert, wenn der eine in

der Polare des andern liegt.

Hieraus ergiebt sich:

2. Sind zwei Punkte einem
dritten konjugiert, so ist ihre

Verbindungslinie die Polare
des drittenPunktes (Definition).

3. Ein Diagonalpunkt eines

Kurvenvierecks ist jedem der

beiden andern Diagonalpunkte
konjugiertf

85^.

4. Zwei konjugierte Punkte
werden durch zwei Kurven-

punkte, die mit ihnen in einer

Gerade liegen ,
harmonisch

getrenntf
86

*).

1. Definition. Zwei Geraden

heifsen hinsichtlich einer Kurve

konjugiert, wenn die eine durch

den Pol der andern geht.

2. Sind zwei Geraden einer

dritten konjugiert, so ist ihr

Schnittpunkt der Pol der
dritten Gerade (Definition).

3. Eine Diagonallinie eines

Kurvenvierseits ist jeder der

beiden andern Diagonallinien

konjugiert
(85*).

4. Zwei konjugierte Ge
raden werden durch zwei

Kurventangenten, die mitihnen

durch einen Punkt gehen r

harmonisch getrennt ^ 87 )
.

Ist p eine beliebige Gerade, P ihr Pol und Q ein be-

liebiger Punkt von p ;
schneidet ferner die (durch P gehende)

Polare q von Q die Gerade p in R, so sind Q und R zwei

konjugierte Punkte, P Q und PR zwei konjugierte Geraden.
Lassen wir Q in der Gerade p sich bewegen, so bilden Q und
R zwei projektive Punktreihen in involutorischer Lage(

9o*h

5. Die konjugierten Punkte,
die in einer Gerade liegen,

sind Punktpaare einer Invo

lution; diese Involution heifst

die konjugierte Punktinvolution

der Gerade.

5. Die konjugierten StraJden,

die durch einen Punkt gehen r

sind Strahlenpaare einer Invo

lution; diese Involution lieifst

die konjugierie Strahleninvo-

lution des Punktes.

0. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade

liegt perspektiv zu der konjugierten Strahleninvolution

ihres Poles.

Schneidet die Gerade p die Kurve in einem Punkte K,
so ist die Polare von K die Tangente in ^(86Z

*&amp;gt;;

der
Punkt K ist demnach sich selbst konjugiert, also ein Ord-

nungspunkt (37*) der konjugierten Involution von p.
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1st p die Tangente in K, so fallt die Polare von K
mit p zusammen*862

*); jeder Punkt von p ist daher als dem
Punkte K konjugiert anzusehen. Die konjugierte Punkt-

involution einer Tangente ist daher parabolisch (67)
.

7. Jeder Kurvenpunkt ist

sich selbst konjugiert; er ist

daher ein Ordnungspunkt in

der konjugierten Involution

jeder durch ihn gehenden
Gerade

,
insbesondere auch

der Ordnungspunkt der para-
bolischen Involution seiner

Tangente.

7. Jede Tangente ist sich

selbst konjugiert; sie ist da
her ein Ordnungsstrahl in

der konjugierten Involution

jedes in ihr liegenden Punktes,
insbesondere auch der Ord

nungsstrahl der parabolischen
Involution ihres Beriihrungs-

punktes.

93. Elliptisehe, hyperbolisehe und parabolisehe 93

konjugierte Involutionen. Hat die konjugierte Punkt-

involution einer Gerade p zwei Ordnungspunkte K und L,
so heifst das (92i)

,
K sowohl wie L liegt in seiner Polare

;

K und L sind daher (86Z ) Kurvenpunkte, d. h. die Gerade

p schneidet die Kurve in K und L.

Ist die konjugierte Involution von p parabolisch, so

heifst das, die Polaren aller Punkte der Gerade gehen
durch den Ordnungspunkt; dieser ist also der Pol der

Gerade (9H Der Ordnungspunkt ist daher, weil er in seiner

Polare liegt, ein Kurvenpunkt (86 z
&amp;gt; und die Gerade p eine

Tangente &amp;lt;

87 z \

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen:

Die Kurve erzeugt
in jeder Gerade eine konju

gierte Punktinvolution.

in jedem Punkte eine konju

gierte Strahleninvolution.

Ist diese konjugierte Involution

1. elliptisch,

so hat die Gerade keinen Punkt

mit der Kurve gemeinsam;

so geht durch den Punkt keine

Tangente;

2. hyperbolisch,

so schneidet die Gerade

Kurve in zwei Punkten;

die so gehen durch den Punkt

zwei Tangenten;

3. parabolisch,

so ist die Gerade eine Tangente. so liegt der Punkt auf der

Kurve.
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A Anmerkung. Durch diesen Satz sind samtliche Geraden

und Punkte in Beziehung zur Kurve gesetzt, wahrend wir

bis jetzt nur von solchen Geraden und Punkten etwas aus-

zusagen wufsten (52)
,
die die Kurve in einem Punkte schnitten

oder von denen aus sich eine Tangente ziehen liefs. Da
wir unsere fernern Satze auf diese konjugierten Involu-

tionen stutzen, ergiebt sich fur uns nirgendwo das Bedurfnis,

das aus der Algebra in die Geometric eingedrungene Wort

imagindr zu gebrauchen.

94 94. Zwei Poldreieeke. Die Punkte A einer Gerade

p und ihre Polaren a sind einander projektiv
(90a)

;
die Po-

laren a schneiden daher jede Gerade p^ in einer zur Punkt-

reihe A projektiven Punktreihe A
t

. Da A und A ein

ander konjugiert sind(92
i&amp;gt;,

So konnen wir sagen:

1. Zwei gerade Punktreihen

sind projektiv anf einander

bezogen, wenn man den Punkten

der einen die ihnen konjugierten

der andern zuweist.

1. Zwei gerade Strahlen

buschel sind projektiv auf ein

ander bezogen, ivenn man den

Strahlen des einen die ihnen

konjugierten des andern zu-

weist.

1st P Q R ein Poldreieck ^85 ) und P
{ Q, Rt

ein zweites

Poldreieck, so lafst sich beweisen, dafs die Punkte QRQ^E
aus P und J\ durch projektive Strahlengruppen projiziert

werden. Da nach der Definition R der Pol von P Q 1st,

so sind P(Q) und P (R) konjugierte Strahlen (92
^&amp;gt;. Ebenso

sind P(R) und Pj (Q) konjugierte Strahlen und ferner P(Q l )

und P, (RJ, P(Rl )
und P, (QJ; mithin

P (Q R Q, RJ (94i) ~/\Pi(RQ RI Qi)
(39) A^(Q R i *i)

d. h. die sechs Punkte P QR P Q R Uegen in einer

Kurve ().

Da die Seiten der beiden Poldreieeke die Polaren ihrer

Gegenecken sind, so ergiebt sich ebenso, dafs die sechs

Seiten einem krummen Strahlenbuschel angehoren:
2. Die sechs Ecken zweier Poldreieeke gehoren

einer krummen Punktreihe, ihre sechs Seiten einem

krummen Strahlenbuschel an

oder
Es giebt immer eine Kurve, der zwei behebige

Poldreieeke eingeschrieben sind, und eine zweite Kurve,

der die beiden Poldreieeke umgeschrieben sind.
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95. Konjug-ierte Punkte und Strahlen in den Seiten 95

und Ecken eines Dreieeks. Ist ABC (Fig. 63) ein be-

liebiges Dreieck und A der Punkt der Seite B C, der der

Gegenecke A konjugiert ist;

sind ferner B
1

und C
x

die

Punkte der Seiten CA und
A B, die den Gegenecken B
und C konjugiert sind, so

soil bewiesen werden, dafs

A
l
B C

1
in einer Gerade -

liegen.
Wenn die Polare a des

Punktes A, die durch A^
geht, die Seite CA in E
und die Seite A B in F Fig. 63.

schneidet, so sind den Punkten ACBE die Punkte

FC^BA konjugiert:

A /\ F GI B A F.

Es geht daher&amp;lt;
34) B

BC und EF:
durch den Schnittpunkt A von

1. Die Punkte in den Seiten eines Dreieeks, die

den Gegenecken konjugiert sind, liegen in einer

Gerade. -

Sind ferner b und c (Fig. 63) die Polaren der Ecken
B und C des Dreieeks A B C, so bilden die drei Polaren
abc ein Dreieck, dessen Seiten die Seiten des Dreieeks
A B C in drei Punkten A^ B^ C^ schneiden, die, wie wir
eben bewiesen haben, in einer Gerade liegen. Die beiden
Dreiecke AB C und abc haben daher &amp;lt;

15)

perspektive Lage:
2. Das Dreieck, das von drei beliebigen Punkten

gebildet wird, liegt perspektiv zu dem Dreiseit, das
von den Polaren der drei Punkte gebildet wird. -

Die Verbindungslinien homologer Ecken A und (b c),B und (c a), C und (a b) gehen durch einen Punkt P &amp;lt;

15
&amp;gt;.

Weil nun (b c) der Pol von (B C) ist (90
*),

so ist A (b c) der
Strahl von A, der der Gegenseite B C konjugiert ist; ebenso
sind B(ca) und C(ab) die den Gegenseiten CA und AB
kon

jugierten Strahlen :

3. Die Strahlen in den drei Ecken eines Dreiseits,
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die den Gegenseiten konjugiert sind, gehen durch
einen Punkt. -

Da A
l

als Punkt von B C dem Pole b c von B C und
ferner dem Punkte A konjugiert ist, so ist A (b c) die Polare

von A
l

(92
&amp;gt;. Ebenso ist B (c d] die Polare von B

1
:

4. Der Punkt P, in dem sich die den Gegenseiten

konjugierten Strahlen der drei Ecken eines beliebigen
Dreiecks schneiden, ist der Pol der Gerade, in der

die drei Punkte der Seiten liegen, die den Gegenecken
konjugiert sind.

96 96. Satz von Hesse^. Sind A und A (Fig. 64) irgend
zwei konjugierte Punkte und ebenfalls B und B^ so erhalt

man, wenn man die Verbindungslinien
AB= p und A B^ =p zieht, in p
und

jo.,
zwei projektive Punktreihen,

wenn man den Punkten von p die

ihnen konjugierten von p^ zuordnet &amp;lt;

94
i&amp;gt;.

Wenn die Polare des Schnittpunktes
C von p und p die Gerade p in D
und p in J}

1 schneidet, so ist dem
Punkte C in p der Punkt D und in p
der Punkt Z&amp;gt; konjugiertf

9^:

A B CD or) X A
1
B

1 DI CW 7; Bl
A

1
CDr

Da der Schnittpunkt C der beiden Trager sich selbst

entspricht, so schneiden sich A B
l

und A B in einem

Punkte C
t
von D D^ ^\ also (92 &amp;gt; in einem dem Punkte C

konjugierten Punkte. Da AA^BB^ C C^ die Gegenecken
des von p p^ (A BJ (A^ B) gebildeten Vierseits sind, so lafst

sich das Ergebnis so in Worte kleiden:

c
Fig. 64.

Sind zwei Ecken eines Vier

seits ihren Gegenecken konju

giert, so ist auch die dritte

Ecke Hirer Gegenecke konjugiert.

Sind zwei Seiten eines Vier-

ecks ihren Gegenseiten konju

giert, so ist auch die dritte

Seite Hirer Gegenseite konjugiert.

97. Poldreieek und Kurvenviereek. Zu einem be

liebigen Punkte P und irgend einem Punkte Q seiner

Polare p haben wir, ausgehend von einem beliebigen Kurven-

punkte 5, in Nr. 90j ein Kurvenviereek gezeichnet, von

dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind. Mit Httlfe des

Begriffes der konjugierten Punkte konnen wir den Satz

Nr. 90, nunmehr so aussprechen:
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1. Wenn von einem Kurven-

viereck zwei Gegenseiten sich

in dem Punkte P schneiden

und eine dritte Seite durch

den dem Punkte P konjugierten
Punkt Q geht, so gelit auch

die Gegenseite dieser dritten

1. Wenn von einem Kurven-

vierseit zwei Gegenecken in der

Gerade p liegen und eine dritte

Ecke in der der Gerade p
konjugierten Gerade q liegt, so

liegt aucli die Gegenecke dieser

dritten Ecke in q. Die
fttnfte und sechste Ecke liegen
in der Polare r von p q.

Seite durch Q. Die fiinfte

und sechste Seite gehen durch

den Pol R von P Q (*\

Da durch die beiden konjugierten Punkte P und Q
der Pol R ihrer Verbindungslinie PQ bestimmt ist, mit

andern Worten, da durch zwei konjugierte Punkte ein Pol-

dreieck bestimmt ist, so ergiebt die vorhergehende Kon-

struktion, dafs es unendlich viele Kurvenvierecke giebt, von denen

ein beliebiges Poldreieck ein Diagonaldreieck ist.

An unsere Betrachtungen schliefsen wir die (sich selbst

duale)
2. Aufgabe: Eine Kurve zu zeichnen, von der ein

Punkt, seine Tangente und ein Poldreieck gegeben ist.

In Zeichen: Sa(PQR).
Ist uns ein Punkt P, seine Polare p und ein Kurven-

punkt S gegeben, so ist der von S durch P und p har-

monisch getrennte Punkt S
t

ein neuer Kurvenpunkt (86a)
.

Wir erhalten also aus den gegebenen Stiicken sofort drei

Fig. 65.

neue Kurvenpunkte. Ein aufmerksames Verfolgen der

Fig. 65 ergiebt, wie man neue Kurvenpunkte und durch

sie die Kurve zeichnen kann.
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Zur Ubung ^ A
&amp;gt;: S S

l
A

Sco(Pp)(Qq).
-,

SS
l a(Pp)-9

Sao
l (Pp)-

Fig. 66.

98. Konjugierte gerade und krumme Involution.

Weil die Punkte einer Gerade p und die ihnen involutorisch

zugeordneten einander projektiv sind (63
\ so erhalt man durch

Projektion der homologen Punkte einer geraden Involution

aus zwei festen Punkten 5 und S eine Kurve & 2
(42)

.

Sind Q und R (Fig. 66) zwei homologe Punkte der gegebenen

geraden Involution, die wir kurz durch p
2 bezeichnen wollen,

so schneiden sich S(R) und S
l (Q)

in einem Kurvenpunkt A und S(Q)
und S

l (R) in einem zweiten Kurven

punkt Ar Weil Q und R zwei

Diagonalpunkte des Kurvenvierecks

S S
t
A A sind, so sind sie hin-

sichtlich k&quot; konjugiert(
92s)

;
die In

volution p
2

ist also der gezeichneten
Kurve konjugiertf

92
^. Die Ver-

bindungslinie A A
x

schneidet S S^
in dem dritten Diagonalpunkt P, der von p durch S und
S

1
harmonisch getrennt istf24

*);
P ist der Pol von Q R = p(

8&J.

Das Ergebnis ist:

1. Die Schnittpunkte der

Strahlen, welche die homologen
Punkte einer geraden Punkt-

involution p
2 aus zwei beliebigen

Punkten S und S
1 projizieren,

bilden eine Kurve zweiter Ord-

nung; dieser Kurve ist die In

volution p
2
konjugiert; der Pol

des Trdgers p ist der von p
durch S und S

1
harmonisch

getrennte Punkt.

Zu derselben Figur, die wir hier benutzten, gelangten
wir in Nr. 90, als wir nicht von der Involution p

2
,
sondern

von der Kurve k 2 und den beiden konjugierten Punkten P
und Q ausgingen. Aus der damals aufgestellten Kette von

perspektiven Gliedern konnen wir die Umkehrungen des

eben bewiesenen Satzes ablesen. Diese Umkehrungen sind

zwar im Grunde nur eine Wiederholung der Polarensatze

1. Die Verbindungslinien der

Punkte, in denen die homologen
Strahlen einer geraden Strahlen-

involution P 2 zwei beliebige Ge
raden s und s

1 schneiden, bilden

einenStrahlenbiischelzweiterOrd-

nung; diesern Strahlenbilschel ist

die Involution P 2
konjugiert; die

Polare des Stra/ilenmittelpunktes
P ist die von P durch s und

s^

harmonisch getrennte Gerade.
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von Nr. 90
;
es ist aber vorteilhaft, diesen Satzen mit Htilfe

des Wortes konjugiert ein neues Gewand zu geben, da sie in

diesem sich den spatern Anwendungen bequemer anpassen.
Wir haben also die in der Kette perspektiver Gebilde(90)

enthaltene Aussage mit Htilfe des Wortes konjugiert aus

der Zeichensprache ins Deutsche zu ubersetzen.

Da ^ (A) und S (A) die Gerade p in den konjugierten
Punkten Q und R schneiden

2. Wir finden die konju-

gierte Punktinvolution einer

beliebigen Gerade p, indem
wir aus irgend zwei festen

Kurvenpunkten *S und S
11

die mit dem Pole P von p
in einer Gerade liegen, die

Kurvenpunkte auf p proji
zieren

;

und umgekehrt:
3. Wir finden die Kurven

punkte, indem wir die homo-

logen Punkte der konjugierten

2. Wir finden die konju-

gierte Strahieninvolution eines

beliebigen Punktes P, indem
wir die Schnittpunkte der

Kurventangenten mit irgend
zwei festen Tangenten s und
s

,
die sich auf der Polare p

von P schneiden, mit P ver-

binden
;

3. Wir finden die Kurven

tangenten, indem wir die

Punkte mit einander verbinden,
in denen die homologen Strah-

len der konjugierten Involution

eines beliebigen Punktes P
durch irgend zwei Tangenten
s und s

1 geschnitten werden,
die mit der Polare p von P
durch einen Punkt gehen.

Da S(A,) und 5 (A) durch die konjugierten Punkte Q
und R gehen und A und A mit P in einer Gerade liegen:

Involution einer beliebigen
Gerade p aus irgend zwei

Kurvenpunkten *S und S
l

projizieren, die mit dem Pole
P von p in einer Gerade

liegen.

4. Die einem Punkte P
zugeordnete(

8-)krummePunkt-
involution wird aus jedem
Kurvenpunkt durch eine Strah

leninvolution projiziert, die

perspektiv liegt zu der kon

jugierten geraden Punktin-

volntion der Polare p von P
L 77);

4. Die einer Gerade p zu-

geordnete(83) Tangenteninvolu-
tion wird von jeder Tangente
in einer Punktinvolution ge

schnitten, die perspektiv liegt

zu der konjugierten geraden
Strahleninvolution des Poles

P von p;
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5. Die Punktinvolution,
welche die konjugierte ge-
rade Strahleninvolution eines

Punktes P in einer beliebigen

Tangente ausschneidet, in-

duziert eine krunime Strahlen

involution, deren Achse die

Polare p von P ist.

und umgekehrt:
5. Die Strahleninvolution,

durch welche die konjugierte

gerade Punktinvolution eines

Tragersp aus einembeliebigen

Kurvenpunkte projiziert wird,
schneidet die Kurve in einer

krummen Punktinvolution
,

deren Zentrum der Pol P
von p ist.

99. Konjugierte Punkte in den Seiten eines Kurven-

viereeks. Den vorstehenden Satzen wollen wir noch eine

andere, fur manche Anwendungen sehr bequerae Form geben.

Von dem Kurvendreieck 55 A (Fig. 66 oder 62) sind

S und A nach unserer Konstruktion^90) zwei beliebige Punkte,

wahrend S
l

durch die Bedingung bestimmt ist, dafs S S
l

durch den Pol P von p geht. Wir haben daher:

1. Zwei Seiten eines Kurven-

dreiecks schneiden jede Gerade,
die der dritten Seite konju-

giert ist,
in zwei konjugierten

Punkten.

Unser Satz gilt auch fur den Fall, dafs der Punkt A

in den Punkt S fallt; nicht aber unsere Einkleidung, da wir

in diesem Fall nicht wohl von einem Kurvendreieck sprechen

konnen. Wir mussen also, urn unsern Satz vollstandig aus-

zusprechen, noch einen Zusatz machen. Da, wenn A in S

fallt, A S
l

die Gerade ist, welche S mit dem Pole P ver-

bindet, so konnen wir sagen:

1. Zwei Ecken eines Kurven-

dreiseits werden aus jedem

Punkte, der der dritten Ecke

konjugiert ist,
durch zwei kon

jugierte Strahlen projiziert.

2. Die Tangente und ein

beliebiger Strahl einesKurven-

punktes schneiden jede Ge

rade, die dem beliebigen

Strahl konjugiert ist, in zwei

konjugierten Punkten.

Ferner :

3. Jede Gerade, welche

von zwei Seiten eines Kurven-

dreiecks in zwei konjugierten

2. Der Berlihrungspunkt
und ein beliebiger Punkt einer

Tangente werden aus jedem
Punkte, der dem beliebigen

Punkt der Tangente konju

giert ist, durch zwei konju

gierte Strahlen projiziert.

3. Jeder Punkt, aus dem
zwei Ecken eines Kurven-

dreiseits durch zwei konju-
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Punkten geschnitten wird, ist

der dritten Seite konju
gierte Strahlen projiziert

werden, ist der dritten Ecke

konjugiert.

Die letzten Satze iiber das Dreieck benutzen wir zur

Ableitung eines Viereckssatzes. Schneidet die Gerade p
die Seiten 5 A und S

l
A des Kurvendreiecks S S^ A in zwei

konjugierten Punkten, so ist sie der Seite S S
t konjugiert

und schneidet daher die Seiten S B und /S B eines zweiten
Kurvendreiecks S S B, das mit dem ersten die Ecken S
und S gemeinsam hat, in zwei konjugierten Punkten.
Fassen wir die beiden Kurvendreiecke S /S

t
A und S S

1
B

als em Kurvenviereck S S
l
A B auf, so sind A S und A S^

zwei anstofsende Seiten dieses Vierecks und B S
l
und B S

die Gegenseiten dieser anstofsenden Seiten:

4. Wenn zwei anstofsende
Seiten eines Kurvenvierecks eine

Gerade in zwei konjugierten
Punkten sclmeiden, so schneiden

auch die Gegenseiten dieser

beiden anstofsenden Seiten die

Gerade in zwei konjugierten
Punkten (vgl. 215 Z).

4. Wenn zwei anliegende
Ecken eines Kurvenvierseits aus

einem Punkte durch zwei kon

jugierte Strahlen projiziert wer

den, so werden auch die beiden

Gegenecken dieser beiden an-

liegenden Ecken aus dem Punkte
durch zwei konjugierte Strahlen

projiziert.

100. Kurve durch einen Punkt und zwei konjugierte
Involutionen. Soil jedes Punktpaar einer geraden Involution

g* aus zwei Punkten bestehen, die hinsichtlich einer Kurve k*

einander konjugiert sind, so wollen wir diese Bedingung
kurz dadurch ausdriicken, dafs wir sagen: Fur eine Kurve
ist eine konjugierte Involution g* gegeben. Hat die Involu

tion Ordnungspunkte, so sind diese Punkte der Kurve^93)
,
so

dafs ittr diesen Fall unsere Bedingung gleichbedeutend ist

mit der, dafs fur die Kurve zwei Punkte gegeben sind.

Wir konnen demnach unsere Fundamentalaufgabe(46)
: Eine

Kurve zu zeichnen, von der ftinf Punkte gegeben sind, ver-

allgemeinern zu der

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, fur die ein Punkt
und zwei konjugierte Punkt-

involutionen gegeben sind.

In Zeichen: Sg*h*.
B5ger, Ebene Geometrie der Lage.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeiclmen, fur die eine Tangente
und zwei konjugierte Strahlcn-

involutionen gegeben sind.

In Zeicheii: sG 2 H-.

8
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Analysis: Die Trager g und h (Fig. 67) der gegebenen

Involutionen #
2 und h- mogen sich in U schneiden und dem

Ptmkte U moge in g- der Punkt G und in h- der Punkt

H homolog sein; dann 1st, well die Polare von U sowohl

durch den konjugierten Punkt G als auch durch den kon

jugierten Punkt H gehen mufs, die Gerade GH=u die

Polare von /(
92

); folglich ist der von S durch U und u

harmonisch getrennte Punkt L ein zweiter Kurvenpunkt&amp;lt;
8H

Die Verbindungslinie S H moge den Trager g in C und

die Kurve in dem noch unbekannten Punkte L
l schneiden;

die Verbindungslinie L G moge den Trager h in T und die

Kurve in dem noch unbekannten Punkte S^ schneiden. Von

Fig. 67.

dem Kurvenviereck S S
l
L L

l gehen die beiden anstofsenden

Seiten L S und L S^ durch die beiden konjugierten Punkte

U und G von g-, die dritte Seite S L
l geht durch C; folglich

mufs die vierte (noch unbekannte) Seite S
t L^ durch den

dem Punkte C homologen Punkt C, von g- gehen(&quot;*&amp;gt;.
Ferner

gehen die beiden anstofsenden Seiten SL und 5^ durch

die konjugierten Punkte U und H von A 2
,

die dritte Seite

LS^ geht durch l~; folglich mufs die vierte Seite S^L*
durch den dem Punkte T konjugierten Punkt 1^ von A 2

gehen. Die Kurvenpunkte S
l
und L

v
sind daher bestimmt

als die Punkte, in denen L G und S H von C, T, geschnitten

werden.
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Weil die Gerade g die Seiten LS und LS
l
des Kurven-

dreiecks LSS in zwei konjugierten Punkten U und G
schneidet, so ist sie der dritten Seite konjugiertf

99
*),

d. h.&amp;lt;

92 )

S Si geht durch den Pol von g- da ferner die Polare u vonU durch den Pol von g geht&amp;lt;

90
*), so ist der Punkt 6r

1? in
dem SS^ die Gerade u schneidet, der Pol von g- aus den-
selben Griinden ist der Punkt H

19
in dem L L die Gerade u

schneidet, der Pol von h. -

Da G
t
und H

H^ konjugierte Punkte von u sind(92
i),

so ist, weil eine Involution durch zwei Punktpaare bestimmt
istf63

*),
durch unsere Konstruktion auch die konjugierte In

volution der Gerade u gezeichnet.
Wir erhalten daher^) die Punkte der gesuchten Kurve

indem wir die konjugierte Involution

g
2 =UG.CC

1
aus S und S oder

h*= UH . T r
i

aus L und Z oder

G G
1

. H H^ aus S und L
projizieren.

Konstruktion: Schneiden die Geraden, welche den ge-
gebenen Punkt S rait den Ecken H und U des DreiecksUGH verbinden, die Gegenseiten g und u in C und Q,
schneidet ferner die Verbindungslinie C Q die Seite h in

I&quot;,

so ist der Schnittpunkt von G T und C T
1? wie sich zeigen

wird, ein Kurvenpunkt. Bezeichnen wir diesen durch S
so sind die Schnittpunkte der Strahlen, welche S und &
mit den homologen Punkten der Involution g- verbinden, die
Punkte der gesuchten Kurve.

Beweis: Weil S U und ^ G S C und S
1
C

v homologe
Punkte von g- projizieren, so sind ihre Schnittpunkte L
und LI Punkte der gezeichneten Kurve. Wie das ViereckGHCr zeigt, ist Q von U durch 5 und L harmonisch
getrennt^); GQ= u schneidet daher S S in dem von g
durch S und S

l harmonisch getrennten Punkte^21^ 6r
iy

d. i.

im Pole von g(^\ Da die Involution g
- der gezeichneten

Kurve konjugiert ist^98^, so sind die homologen Punkte U
und G einander konjugiert; G G^ = u ist daher die Polare
von U und schneidet als solche den Trager h in dem dem
Punkte U konjugierten Punkte H(^\

Es bleibt noch zu zeigen, dafs auch r dem Punkte r
i

konjugiert ist. Durch Projektion des harmonischen Wurfes

8*
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S L . U Q aus H erkennt man, dafs H Q = u die Gerade
L LI in dem von h durch L und

/&amp;gt;,

harmonisch getrennten
Punkte HI schneidet. Weil der Punkt H^ in w, der Polare

von U, liegt, so geht seine Polare durch U und da sie

ferner durch den von H^ durch L und L
{

harmonisch

getrennten Punkt geht
(86

),
so ist H^ der Pol von h. Die

Polare des in h liegenden Punktes T geht daher durch J5,(
90

&amp;gt;;

aufserdem geht sie durch den von f durch S
1
und L har-

monisch getrennten Punkt ( 86a)
;

die Verbindungslinie dieses

Punktes mit H
l geht aber durch f/

40
^; f und f

t
sind also

zwei konjugierte Punkte(92^.

z Zusatz. Fur die Ausfiihrung der Zeichnung ist noch

zu bemerken, dafs die Diagonallinie des Kurvenvierecks

SS^LL^ die den Gegenseiten S S^ und L L
L zugeordnet

ist(16 Z)
,

die Trager g und h in den Polen der Seiten S S^
und L Z, schneidetf90

*),
dafs unsere Konstruktion uns also

auch die Tangenten^
87 ZJ in den Kurvenpunkten SS^^ LL^

liefert.

A Anmerkung. Eine allgemeinere Losung dieser Funda-

mentalaufgabe geben wir in Nr. 203 (vgl. auch 200).

101 101. Der vierte g-emeinsame Punkt zweier Kurven.
Die vorhergehende Konstruktion(100) lehrt zugleich fiir eine

durch S g- h 2
gegebene Kurve den Pol von g (und h) finden:

der Pol von g ist, wie wir sahen, der Schnittpunkt T (in

der vorigen Nummer nannten wir diesen Punkt G^ von

S S
l
und u. Da wir diesen Schnittpunkt immer zeichnen

kbnnen, so diirfen wir von jetzt an eine Kurve als gegeben
ansehen durch S g

2 und 2] also durch einen Punkt, eine

Involution und den Pol des Trdgers dieser Involution: Wir
erhalten dann die Punkte der Kurve(100)

,
indem wir die

homologen Punkte der Involution g- aus S und dem Punkte

*S
1 projizieren, der von durch g und T harmonisch ge-

trennt ist. -

Damit haben wir dieselbe Vereinfachung vorgenomrnen
wie in Nr. 56 Z. Nachdem wir dort gezeigt batten, dafs

man fiir eine durch fttnf Punkte 8 S
l
A B f gegebene Kurve

immer den Schnittpunkt T der in S und S^ gezogenen

Tangenten konstruieren kann, durften wir eine Kurve als

gegeben ansehen durch SS
l
A und T. Beachten wir, dafs

wir nach unserer jetzigen Ausdrucksweise T den Pol der
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Gerade SS^1Z^ nennen wtirden und dafe S und ^ als

Ordnungspunkte einer in ihrer Verbindungslinie liegenden
Involution aufgefafst werden konnen (vgl. 100 Analysis), so
erkennen wir, dafs Nr. 56 Z einen besondern Fall unserer
jetzigen Bemerkung ausspricht.

1. Zwei Kurven, die drei

Punkte gemeinsam haben, haben
noch einen vierten Punkt ge-
meinsam.

Konstruktion des vierten gemein-
samen Punktes : Die erste Kurve sei

durch die drei gemeinsamen Punkte
SS A (Fig. 68) und den Pol T von
S Sj gegeben

f56Z
J; fur die zweite

Kurve sei T, der Pol von S Sr Ziehen
wir nun T T

t
und projizieren die

Punkte D und 2) in denen diese

Verbindungslinie die Seiten A S
l
und

1. Zwei Kurven, die drei

Tangenten gemeinsam haben,
haben noch eine vierte Tan

gente gemeinsam.

Fig. 66.

A S des gemeinsamen Kurvendreiecks S S^ A schneidet, aus
und *S

17
so erhalten wir&amp;lt;

48
&amp;gt; den vierten gemeinsamen

Punkt A.

2. Zwei Kurven, die einen

Punkt und eine konjugierte
Punktinvolution gemeinsam
haben, haben noch einen zweiten

Punkt gemeinsam.

2. Zwei Kurven, die eine

Tangente und eine konjugierte
Strahleninvolution gemeinsam
haben. haben noch eine zweite

Tangente gemeinsam.
Konstruktion des zweiten gemeinsamen Punktes: Die

erste Kurve sei durch den gemeinsamen Punkt S (Fig. 69),
die gemeinsame Involution g

2 und den Pol T von g ge-
geben; ftir die zweite Kurve sei 7^ der Pol von g. Der
von 5 durch T und g harmonisch getrennte Punkt S ist
ein zweiter Punkt der ersten Kurve,
deren Punkte wir erhalten, indem
wir aus S und S

l
die homologen

Punkte von g
2
projizieren^) ;

ebenso
erhalten wir die Punkte der zweiten

Kurve, indem wir die homologen
Punkte von g

2 aus 5 und dem von 5
durch T und g harmonisch getrennten
Punkt S

2 projizieren. Da nun die Verbindungslinien
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und T r

l\ sich in einem Punkte A von g schneident40
^, so

erhalten wir den zweiten gemeinsamen Punkt A, indem wir
den Punkt A

t ,
welcher dem Punkt A in g

2

homolog ist,

aus S projizieren; dem Strahl S A
i

sind namlich die beiden
zusammenfallenden Strahlen S

1
A und S

2
A zugeordnet.

-

Aus der Konstruktion ergiebt sich unmittelbar :

3. Drei Kurven, die einen

Punkt und eine konjugierte
Punktinvolution gemeinsam
haben, haben noch einen

zweiten Punkt gemeinsam,
wenn die drei Pole des Tragers
der konjugierten Involution

in einer Gerade liegen.

3. Drei Kurven, die eine

Tangente und eine konjugierte
Strahleninvolution gemeinsam
haben, haben noch eine zweite

Tangente gemeinsam, wenn
die drei Polaren des Mittel-

punktes der konjugierten In

volution durch einen Punkt

gehen.
A Anmerhmg. Der erste Lehrsatz ist ein besonderer Fall

des zweiten.

102 102. Kurvenbusehel. Die Gegenseiten K K^ und L L
T

eines Vierecks KK^L L^ wollen wir durch g und h be-

zeichnen; ihren Schnittpunkt, einen Diagonalpimkt des Vier

ecks, durch U- die beiden andern Diagonalpunkte durch V
und W; die Verbindungslinie V W durch u und die Punkte,
in denen u von g und h geschnitten wird, durch G und H.
Da eine Kurve erst durch vier Punkte und die Tangente
des einen dieser vier Punkte^49Z) bestimmt ist, so giebt es

unendlich viele Kurven, die unserm Viereck K K^ L Z 1
um-

geschrieben sind.

1. Definition : Der Inbegriff
der Kurven, die einem Vier

eck umgeschrieben sind, heifst

ein Kurvenbtischel.

1. Definition: Der Inbegriff
der Kurven, die einem Vier-

seit eingeschrieben sind, heifst

eine Kurvenschar.

Alle Kurven des Buschels haben, weil sie das Kurven-

viereck gemeinsam haben, folgende Eigenschaften gemeinsam :

2. Die konjugierten Involutionen der Trager g und
h sind durch die Ordnungspunkte K K^ und L L^ be-

3. die Diagonallinie u ist die Polare des Diagonal-

punktes A85
i&amp;gt;;

4. die Diagonalpunkte V und W sind fur alle

Kurven des Biischels einander konjugiertf
92^.
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Zusatz. Die Gegenseiten des Vierecks K K
v
L L

l
z

schneiden jede Gerade a in Punktpaaren einer Involution^64 z
)

;

diese Involution soil kurz die Hauptinvolution der Gerade a

heifsen (vgl. 134 A). Die Hauptinvolution der Diagonale
^, die durch die Ordnungspunkte V und W bestimmt ist,

soil zum Unterschied von den ubrigen die diagonale Involution

heifsen (vgl. 133). Ein allgemeinerer Begriff des Buschels
wird sich in Nr. 192 ergeben.

-

103. Lehrsatz des Desapg-ues. Wird eine beliebige ios

Gerade a (Fig. 70) von irgend einer Kurve des Buschels in

dem Punkte E und daher(521 noch in einem zweiten Punkte
F geschnitten, so lafst sich zeigen, dafs E und F zwei

homologe Punkte der Hauptinvolution
f102 Z) von a sind. -

Projizieren wir die vier Kurvenpunkte L L^EF aus K und

K^, so erhalten wir(50)

K(LL^E F) 7\ K^ (L Lt
E F).

Bezeichnen wir also die Punkte, in denen a von K L,
L

l geschnitten wird, durch A B S
1
A

t ,
so

TS T If T
J\. J^D -/Vj -/-&amp;gt;j

haben wir

Da der Punkt E dem Punkte F zweifach entspricht,
so bilden die sechs Punkte AA

l .BB^.EF eine Involution (63
*\

mit andern Worten: E und F sind zwei homologe Punkte
der durch AA^.BB^ bestimmten (63^ Hauptinvolution von a.

Wird eine Gerade a von
|

Lassen sich von einem
einer Kurve des Buschels

|

Punkte A an eine Kurve der

geschnitten ,
so sind die i Schar zwei Tangenten ziehen,

Schnittpunkte zwei homologe so sind diese Tangenten zwei

Punkte der Hauptpunktin- homologe Strahlen der Haupt-
volution von a. strahleninvolution von A.
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A Anmerhmg. Eine Verallgemeinerung dieses Satzes
werden wir in Nr. 169 kennen lernen.

104 104. Geraden, die durch die Gegeneeken eines
Vierseits harmoniseh getrennt sind. Geht cine Kurve
des Biischels durch den beliebigen Punkt A (Fig. 71) der

Diagonale w, so schneidet sie die Diagonale, weil V und W
zwei konjugierte Punkte sind( 102

&amp;gt;,

zum zweiten Male in dem
von A durch V und W harmoniseh getrennten Punkte B t 86

*).

1st nun a eine beliebige durch A gehende Gerade, die die
Kurve zum zweiten Mai in A schneidet, so konnen wir auf
das Kurvendreieck A B A und die Gerade g den Satz Nr. 99j
anwenden; danach wird die Gerade #, weil sie durch den
Pol U der Dreiecksseite AB = u &amp;lt;

102
&amp;gt;

geht, von A A und A B
in zwei konjugierten Punkten C und C^ gesehnitten. Da A

ebenfalls durch den Pol
U von A B geht, so wird
h ebenfalls von A A und
A B in zwei konjugierten
Punkten T und l~ ge
schnitten. Da wir von
einem beliebigen Punkte A
ausgingen und durch ihn

eine beliebige Gerade A A
legten, so sehen wir, dafs

den drei Punkten C f A,
in denen eine beliebige

Gerade von den beiden Gegenseiten g und h und der Dia

gonale u gescbnitten wird, in den konjugierten Involutionen
von g und h und in der diagonalen Involution drei Punkte
C r

i
B homolog sind, die wieder in einer Gerade liegen.

Da diese beiden Geraden durch die Punkte CT und C
1
F
1

bestimmt sind, so lafst sich das Ergebnis so aussprechen:
1. Zwei Geraden a und a

lt

die die Gegenseiten g und h

in homologen Punkten C C
t

und f f
t

der konjugierten
Involution schneiden, schnei-

den die Diagonale u in zwei

homologen Punkten A und B
der diagonalen Punktinvo-
lution.

1. Zwei Punkte A und A^ ,

die aus den Gegenecken G
und H durch homologe
Strahlen c

c^
und y y 1 pro-

jiziert werden, werden aus
dem Diagonalpunkte U durch
zwei homologe Strahlen a

und b der diagonalen Strah-

leninvolution projiziert.
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Weil A und A zwei Punkte sind, in denen eine Kurve
des Biischels die Gerade a schneidet, so sind sie homologe
Punkte der Hauptinvolution von a &amp;lt;

lor
&amp;gt;. Da die Gerade

C r
i
=

j ,
welche wir der Gerade C f = a zugeordnet

nennen wollen, durch A geht, so haben wir den (in Nr. 134A
zu benutzenden) Satz:

2. Jede Gerade a wird von
der ihr zugeordneten Gerade
a

t
und der Diagonale u in

zwei homologen Punkten
ihrer Hauptinvolution ge-
schnitten.

2. Aus jedem Punkte A
wird der zugeordnete Punkt
A

l
und der Diagonalpunkt

U durch zwei homologe
Strahlen der Hauptinvolution
von A projiziert.

Zusatz. Der erste Satz lafst sich vom Begriff der konju- z

gierten Involution und der Kurve loslosen. Die konjugierten
Punkte (Fig. 71) C C, (und T r

) werden durch die Kurven-

punkte K K^ (undZZj) harmonisch getrennt (92
*&amp;gt;;

ebenso die

konjugierten Punkte V und W ( 102 ) durch die Kurvenpunkte
A und B. Wir konnen also die drei Punkte Q r

i
B auf-

fassen als die von a durch KK^ L Lv V W harmonisch

getrennten Punkte; unser Satz sagt dann aus, dafs diese

drei Punkte in einer Gerade liegen. Da K K^ L L^ V W
die Gegenecken des von KL, L K^ K^L^ L K gebildeten
Vierseits sind, so haben wir den Satz:

Die drei Punkte, die von
einer beliebigen Gerade durch

die Gegenecken eines Vier

seits harmonisch getrennt

sind, liegen in einer Gerade.

Die drei Geraden, die von

einem beliebigen Punkte
durch die Gegenseiten eines

Vierecks harmonisch getrennt

sind, gehen durch einen

Punkt.

Wir geben fur diesen Satz noch einen direkten Beweis.

Die Gegenecken des Vierseits seien KKv L L^ V W,
(Fig. 71), die beliebige Gerade a schneide die Diagonal-
linien in C f A, die drei von a durch die Gegenecken ge
trennten Punkte seien C T

a
B. Wird die Gerade a von

der Verbindungslinie C
1
r
i

in A geschnitten, so sind

A (C Ct
. KKJ und A (C C . L LJ zwei harmonische Wtirfe,

folglich^
65 ^k(GC^KL K^ A A (C C, Kl 1^ K). Ferner ist,

weil die Gegenecken eines Vierseits aus jedem Punkte durch

die homologen Strahlen einer Involution projiziert werden (64Z)
:

V\ folglich
&amp;lt;

33 z*) A (C 6\
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VW)-f(k(CC, WV\ folglich A (C 6\ . V W) ein harmo-
nischer Wurf &amp;lt;

4
3). Es schneiden also A C und A C, ,

d. i.

C f und Cj F
17 die Diagonale u in zwei von einander durch

V und JF harmonisch getrennten Punkten (21 \ Da (7 f die

Diagonale in ^1 schneidet, so geht C, r, durch B ( 2IH
Mmmt man den besondern Fall, dafs a mit der unend-

lich fernen Gerade (3 ) zusammenfallt, so sind C
l
T

l
B die

Mitten der Strecken KK
iy
L L,, VWW. Wir erkennen

daraus
?

dafs unser Satz eine Verallgemeinerung ist von
einem Satz von Gaufs: Die Mitten der drei von den G-egen-
ecken eines Vierseits begrenzten Strecken liegen in einer

Gerade.

Anmerkung. Die allgemeinste Form dieses Satzes

werden wir in Nr. 133 kennen lernen.

9. Elliptische und hyperbolische Punkte
und Geraden.

105 105. Elliptisehe, hyperbolisehe, parabolisehe Punkte
und Geraden. In Nr. 93 haben wir gesehen, dais eine

Kurve k- in jeder Gerade eine konjugierte Punktinvolution
und in jedem Punkt eine konjugierte Strahleninvolution in-

duziert; diese konjugierten Involutionen konnten entweder

elliptisch oder hyperbolisch oder parabolisch sein. Um die

folgenden Satze kurz aussprechen zu konnen, wollen wir

uns folgender Bezeichnungen bedienen.

1. Definition: Eine Gerade,
deren konjugierte Punktin-

volution elliptisch (hyper
bolisch

, parabolisch) ist,

nennen wir eine elliptische

(hyperbolische, parabolisehe)
Gerade.

1. Definition: Einen Punkt,
dessen konjugierte Strahlen

involution elliptisch (hyper

bolisch, parabolisch) ist,

nennen wir einen elliptischen

(hyperbolischen, paraboli-

schen) Punkt.

Der Inhalt von Nr. 93 lautet dann :

2. Eine elliptische Gerade
hat keinen Punkt, eine hyper
bolische Gerade hat zwei

Punkte mit der Kurve ge-

mein; eine parabolisehe Ge
rade ist eine Tangente.

2. Durch einen elliptischen
Punkt geht keine, durch einen

hyperbolischen gehen zwei

Tangenten; ein parabolischer
Punkt ist ein Kurvenpunkt.
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Da die konjugierte Involution einer Gerade perspektiv

liegt zu der konjugierten Involution ihres Poles &amp;lt;

92
&amp;gt;,

so

haben wir:

3. Jede Gerade hat einen

gleichnamigen Pol.

3. Jeder Punkt hat eine

gleichnamige Polare.

106. Eeken und Seiten eines Poldreieeks. Sind 106

A A B f vier beliebige Punkte einer Kurve, so lassen sich

aus ihren drei krumme Wiirfe bilden (69&amp;lt;)
: A A . B l~, A B . f A,

A f . A B. Nennen wir den Punkt, in dem sich z. B. die

Verbindungslinien A A und B f schneiden, das Zentrum des

Wurfes A A . B f, so sind die Zentren unserer drei Wiirfe

die Diagonalpunkte des von A A B f gebildeten Kurven-
vierecks: P= (A A) (B T), Q = (A B) (f A), R = (A l~) (A B).

Jeder dieser Wiirfe wird aus einem beliebigen funften

Kurvenpunkte S durch einen gleichnamigen Strahlenwurf

projiziert
(69s)

;
der krumme Wurf Af.AB z. B., dessen

Zentrum der Diagonalpunkt R ist, wird aus *S durch den

gleichnamigen Strahlenwurf S (A f . A B) projiziert. Die

Strahlenpaare dieses Wurfes &amp;lt;S (A f . A B) schneiden die

Polare (85^ P Q des Wurfzentrums R in Punktpaaren der

konjugierten Involution ( 98&amp;lt;)

;
der Wurf S (A f . A B) ist also

der konjugierten Involution von P Q gleichnamig ( 8^. Diese

konjugierte Involution von P Q ist aber, weil R der Pol
von P Q ist, der konjugierten Strahleninvolution von R
gleichnamig ( 1053)

;
also ist auch der krumme Wurf Af.AB

der konjugierten Strahleninvolution seines Zentrums R gleich

namig:
1. Das Zentrum eines krum-

men Punktwurfes ist ein dem
Wurfe gleichnamiger Punkt.

Gerade.

Hieraus ergiebt sich (72

1. Die Achse eines krum-
men Strahlenwurfes ist eine

dem Wurfe gleichnamige

2. Das Zentrum (79) ener
krummen Punktinvolution ist

ein der Involution gleichnamiger

2. Die Achse einer krummen
Strahleninvolution ist eine derIn

volution gleichnamige Grerade.

Punkt.

Von den drei Wiirfen, die sich aus vier Kurvenpunktcn
A A B f bilden lassen, sind immer zwei hyperbolisch und
einer elliptisch

(6H Da von diesen drei Wiirfen die Dia-

gonalpunkte des Kurvenvierecks die Zentren sind, so er-
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giebt sich aus dem ersten der eben bewiesenen Satze der

folgende :

3. Von den drei Diagonal-

punkten eines Kurvenvierecks
ist immer einer ein elliptischer

Punkt; die beiden andern

sind hyperbolisehe Punkte.

3. Von den drei Diagonal
-

linien eines Kurvenvierseits

ist immer eine eine elliptische

Gerade; die beiden andern
sind hyperbolische Geraden.

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, da sich zu jedem
Poldreieck ein Kurvenviereck zeichnen lafst (97)

:

4. Von den drei Ecken eines Poldreiecks ist eine Ecke
ein elliptischer Punkt; die beiden andern Ecken sind

hyperbolische Punkte. Die eine Seite ist daher (106 ) eine

elliptische Gerade; die beiden andern Seiten sind hyper
bolische Geraden.

107 107. Die Strahlen eines elliptisehen Punktes. Ist

P ein elliptischer Punkt, so ist jeder Strahl q von P, wie wir

zeigen wollen, eine hyperbolische Gerade. Schneidet namlich
der Strahl q die Polare p von P in R, so ist durch die

beiden konjugierten Punkte P und R ein Poldreieck be-

stimmt &amp;lt;

97
),

dessen dritte Ecke wir durch Q bezeichnen. Da
in diesem Poldreieck P Q R nach unserer Annahme P die

elliptische Ecke ist, so ist p die elliptische Seite ( 105ii)
;

die

Seite q ist daher eine hyperbolische Gerade (106 ). 1st p
eine elliptische Gerade und R ein beliebiger Punkt von

/&amp;gt;,

so ist R ein hyperbolischer Punkt. Ist namlich r die Polare

von jR, welche p in Q schneidet, so ist q = P R die Polare
von Q (90s) und p q r bilden ein Poldreieck, von dem p die

elliptische Seite, also P die elliptische Ecke ist; R ist

daher ein hyperbolischer Punkt.

Alle Strahlen eines elliptisehen Punktes sind hyper
bolische Geraden; alle Punkte einer elliptisehen Gerade
sind hyperbolische Punkte.

108 108. Kennzeiehen fur eine elliptische und eine

hyperbolisehe Gerade. Ist p eine beliebige Gerade und

Q irgend ein Punkt von p, so wissen wir^ 107
),

dafs p eine

hyperbolische Gerade ist, wenn Q ein elliptischer Punkt ist.

Ist aber Q ein hyperbolischer Punkt, so mtissen wir
noch irgend einen zweiten (hyperbolischen) Punkt T von p
zu Htilfe nehmen. Sind die Beriihrungspunkte der von Q
und T an die Kurve gehenden Tangenten (105^ K K^ und



9. Elliptische u. hyperbolische Punkte u. Geraden. Nr. 107109. 125

L L^ so ist der Punkt P, in dem die Bertihrungssehne
KK^ von der Beruhrungssehne L L^ geschnitten wird, der
Pol von QT= pW*i*-*W. Dieser Schnittpunkt P, und
mithin (105 *&amp;gt; auch seine Polare p, ist aber ein elliptischer
oder hyperbolischer Punkt, je nachdem der Wurf K K^ .LL^
elliptisch oder hyperbolisch ist (106 i )

.

Lassensich von den Punkten Schneiden die Geraden q
Q und T die Tangenten Q
(KKJ und T(LLJ an die

Kurve ziehen, so schneidet

die Verbindungslinie Q T die

Kurve nicht, wenn die Punkt-

paare KKt
und L L

t
ein-

ander trennen; Q T schneidet

dagegen die Kurve, wenn
K K^ und L
nicht trennen.

einander

und t die Kurve in

und L Lv so geht durch den

Schnittpunkt q t keine Tan-

gente, wenn die Punktpaare
und L einander

trennen
;
durch q t gehen da-

gegen zwei Tangenten, wenn
die Punktpaare KK und
L Z einander nicht trennen.

109. Kennzeiehen fiir die Strahlen eines hyper-
bolisehen Punktes. Nennen wir, unter Einfuhrung einer

von der bisherigen abweichenden Bezeichnung, den hyper-
bolischen Punkt T (Fig. 72), die Beruhrungspunkte der durch
ihn gehenden Tangenten ss/

105 *) S S
l
und einen beliebigen

dritten Punkt der Kurve A, so ist die Kurve gegeben durch

S^A und T(66Z &amp;gt;. Jeder

Strahl a von T wird, weil er

durch den Pol T(87Z ) der

Seite S S
1
des Kurvendreiecks

S S^ A geht, von den beiden

andern Kurvenseiten A S und
A S in zwei konjugierten
Punkten D und D^ geschnit-

ten(&quot;0; ferner sind der Pol T
und der Punkt Tv in dem a . .

von der Polare /S S des Punktes T geschnitten wird, zwei

konjugierte Punkte (92i\ Die konjugierte Involution von a

ist also gegeben durch den Wurf D D
1

. T Tv Bezeichnen
wir noch den Punkt, in dem die Dreiecksseite A S

l
die

Tangente s der Gregenecke *S schneidet, durch K, so

haben wir^37 A)
:

Fig. 72.

T D k K Sr
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Der Wurf D D^ . T T
l

ist also elliptisch oder hyper-

bolisch, je nachdem der Wurf D A . K *S
t elliptisch oder

hyperbolisch ist^ 11
^, d. h. je nachdem der Strahl a des

Punktes T von dem Kurvenpunkt A durch die von T aus-

gehenden Tangenten s s
l getrennt oder nicht getrennt wird :

Ein Punkt A der hyperbo-
lischen Gerade t ist ein ellip-

tischer oder hyperbolischer

Punkt, je nachdem er von

irgend einer Tangente durch

die beiden in t liegenden Kur

venpunkte S und S getrennt
wird oder nicht getrennt wird.

Ein Strahl a des hyperbo
lischen Punktes T ist eine ellip

tische oder hyperbolischeGerade,

je nachdem er von irgend
einem Kurvenpunkte durch die

beiden von T ausgehenden

Tangenten s und
Sj getrennt

wird oder nicht getrennt wird.

no 110. Trennung- der elliptisehen und hyperbolischen
Elemente dureh die Kurvenelemente. Da nach Nr. 109
nur die Strahlen a des hyperbolischen Punktes T die Kurve

schneiden, die von dem beliebigen Kurvenpunkte A durch

die von T ausgehenden Tangenten s und s
l

nicht getrennt

werden, so ergiebt sich, dafs es nicht zwei Kurvenpunkte

giebt, die durch die Tangenten s und s
l getrennt werden:

1. Zwei beliebige Kurvenpunkte und zwei beliebige

Tangenten bilden immer einen hyperbolischen Wurf.

Ist e eine beliebige elliptische und h eine beliebige

hyperbolische Gerade, so ist ihr Schnittpunkt T=eh, als

Punkt von e, ein hyperbolischer Punkt(107)
;
seine Tangenten

seien s und
1

. Da die hyperbolische Gerade h die Kurve
schneidet(1052)

,
so mufs e von h durch die Tangenten s und

Sj getrennt sein; denn sonst wttrde auch e die Kurve
schneiden( 109

&amp;gt;:

2. Jede elliptische Gerade
e wird von jeder hyperbo
lischen Gerade h getrennt
durch die beiden Tangenten
s und Sj, die durch den

Schnittpunkt T der beiden

Geraden e und h gehen.

2. Jeder elliptische Punkt
E wird von jedem hyperbo
lischen Punkte H getrennt
durch die beiden Kurven

punkte S und Sv die in der

Yerbindungslinie t der beiden

Punkte E und H liegen.

in 111. Das zweite gemeinsame Element zweier
Kurven.

Weil durch jeden Punkt
einer elliptisehen Gerade

Weil in jedem Strahl eines

elliptisehen Punktes zwei



9. Elliptische u. hyperbolische Punkte u. Geraden. Nr. 110111. 127

zwei Tangenten gehen (107)
,

so ergiebt sich aus Nr. 1102 ,

dafs eine Gerade #, die sich

aus der elliptischen Gerade e

in die hyperbolische Gerade
h um den Schnittpunkt von
e und h dreht, wahrend dieser

Drehung einmal mit einer

Tangente (s oder s
)
zusam-

men fallen mufs. Da jede

Bewegung einer Gerade x

aufgefafst werden kann als

zusammengesetzt aus unend-
lich vielen, unendlich kleinen

Drehungen, so mufs die Ge
rade x wahrend jeder Be

wegung, durch welche sie

von e nach h gelangt, min-

destens einmal mit einer

Tangente zusammenfallen.

Sind nun k- und P zwei

Kurven, die eine Tangente s

gemeinsam haben, so ist von
den beiden Tangenten u und
v von k 2

,
welche der gemein-

samen Tangente s benachbart

sind, fUr die zweite Kurve l-

die eine eine elliptische, die

andere eine hyperbolische
Gerade. Die Tangente x
kann die Kurve k* beschrei-

ben in dem Sinn u s v und
in dem Sinn u v s (69

&amp;gt;);

bei

jeder Bewegung mufs sie,

wie wir oben sahen, minde-

stens einmal mit einer Tan

gente der Kurve I- zusammen
fallen. Die Kurve k 2 hat also

mit der Kurve I
2 aufser s

noch eine zweite Tangente
gemeinsam :

Kurvenpunkte liegen
(107)

,
so

ergiebt sich aus Nr. 110.2 ,

dafs ein Punkt X, der sich

von dem elliptischen Punkt
E zum hyperbolischen Punkt
H auf der VerbindungslinieEH bewegt, wahrend dieser

Bewegung einmal mit einem

Kurvenpunkt (S oder *S,) zu

sammenfallen mufs. Da jede

Bewegung eines Punktes X
aufgefafst werden kann als zu

sammengesetzt aus unendlich

vielen,unendlich kleinen gerad-

linigen Bewegungen, so mufs
der Punkt X wahrend jeder

Bewegung, durch welche er

von J^nach H gelangt, min-

destens einmal mit einem

Kurvenpunkte zusammen
fallen. Sind nun k- und
I* zwei Kurven, die einen

Punkt S gemeinsam haben,
so ist von den beiden Punkten
U und V von P, welche
dem gemeinsamen Kurven

punkt S benachbart sind,
fur die zweite Kurve I

2

der eine ein elliptischer, der

andere ein hyperbolischer
Punkt. Der Punkt X kann
die Kurve k 2 beschreiben im
Sinne U S V und im Sinne

UVSWJ; bei jeder Be

wegung mufs er, wie wir

oben sahen, mindestens ein

mal mit einem Punkt der

Kurve I- zusammenfallen. Die

Kurve k 2 hat also mit der

Kurve l~ aufser /S noch einen

zweiten Punkt gemeinsam:
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Haben zwei Kurven eine

Tangente gerneinsam ,
so

haben sie noch eine zweite

Tangente gemeinsamt
69 A

).

Haben zwei Kurven einen

Punkt gemeinsam, so haben
sie noch einen zvveiten Punkt
sremeinsam.

10.* Konjugierte Durchmesser.

112 112.* Zirkulare Involution. Dreht sich ein rechter

Winkel mit den Schenkeln a und I um seinen Scheitel S,

so erhalten wir in /S, wenn wir die Strahlen a und / ho-

molog nennen, zwei kongruente und daher (4l &amp;gt;

projektive
Strahlenbiischel. Diese beiden Strahlenbiischel haben invo-

lutorische Lage (63
),

weil I in a fallt, wenn a in I fallt. Die so

durch die Zuordnung auf einander senkrechter Strahlen in

S erhaltene Involution, die wir eine zirkulare nennen wollen,

schneidet jede Gerade in einer Punktinvolution. Von be-

sonderer Wichtigkeit nun ist die Punktinvolution, in der sie

die uneigentliche
(3) Gerade o schneidet. Konstruieren

wir namlich eine zweite zirkulare Strahleninvolution /S
,

so

sind je zwei homologen (auf einander senkrecht stehenden)
Strahlen von S

1
zwei homologe Strahlen von S parallel;

die homologen Strahlen von S
l

schneiden daher o in einem

Punktpaar der von S ausgeschnittenen Involution.

Wir erhalten also immer dieselbe Punktinvolution in o,

von welcher zirkularen Strahleninvolution wir auch ausgehen,
so dafs wir uns die Involution o 2

als eine fest in der un-

eigentlichen Gerade gegebene Involution zu denken haben,

die allein vom Begriff des rechten Winkels abhangig, von

der Lage eines Punktes oder einer Gerade in der Ebene

aber unabhangig ist und daher auch wohl die absolute

Involution genannt wird. Uns dient sie dazu, manchen

Satzen der Planimetrie eine in unsern Sprachgebrauch besser

passende Fassung zu geben.
Dafs wir immer dieselbe Involution o

2
erhalten, von

welchem Punkte S wir auch ausgehen, driicken wir ver-

mittelst einer Definition und eines Lehrsatzes aus.

1. Definition: Die Punktinvolution, in der eine be-

liebige zirkulare Strahleninvolution die uneigentliche

Gerade schneidet, heifst die zirkulare Punktinvolution.

2. Lehrsatz: Jede zirkulare Strahleninvolution liegt

perspektiv zu der zirkularen Punktinvolution.
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Da zwei auf einander senkrechte Strahlen nicht zu-

.sammenfallen konnen, so haben wir:

3. Jede zirkulare Involution ist elliptisch.

4. Fiir uns haben die im folgenden gebrauchten Aus-
driicke wie: Zwei Strahlen stehen auf einander senkrecht,
immer nur die Bedeutung: Die beiden Strahlen gehen durch

zwei homologe Punkte der zirkularen Punktinvolution.

Schneidet z. B. eine beliebige Gerade die uneigentliche
Gerade o in A und ist A

x
der A homologe Punkt von o 2

,

so geht durch A, (aufser unendlich vielen eigentlichen Ge-
raden auch) die uneigentliche Gerade o selbst.

Wir sagen daher:

5. Jede Gerade steht auf der uneigentlichen
Gerade senkrecht.

6. Stehen zwei Strahlen einer Strahleninvolution

auf ihren homologen senkrecht, so steht jeder Strahl

auf seinem homologen senkrecht; oder:

Eine Strahleninvolution ist zirkular, wenn zwei

Strahlen auf ihren homologen senkrecht stehen.

Denn die Strahleninvolution schneidet die uneigent
liche Gerade in einer Punktinvolution, die mit der

zirkularen in einem Wurf ttbereinstimmt und daher (63 ) mit

ihr identisch ist. -

7. Wenn in einem Viereck zwei Seiten auf ihren

Gegenseiten senkrecht stehen, so steht auch die dritte

Seite auf ihrer Gegenseite senkrecht.

Denn die Gegenseiten eines Vierecks schneiden jede
Gerade in Punktpaaren einer Involution (64 z

)

;
die Involution

aber. welche miser Viereck auf der uneigentlichen Gerade aus-

schneidet, stimmt mit der zirkularen in

zwei Punktpaaren und daher (63s) auch im
dritten Punktpaar uberein.

Nennen wir das Viereck, in dem zwei

Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht

stehen, B Bl
C C^ (Fig. 73) und die Dia-

gonalpunkte S F, so bilden die Strahlen

(S F . B C) einen harmonischen Wurf &amp;lt;

24
). c

Da C senkrecht auf B steht, so ist
t

^SOB= BOF(^: Fig&amp;lt;
73

Roger, Ebene Geomcfrie der Lage. 9
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8. Die Seiten eines Vierecks, in dem zwei Seiten

auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, halbieren die

Winkel des Diagonaldreiecks.

A Anmerkung. Die beiden letzten Satze sind identisch mit

den planimetrischen: 1. Die Hohen eines Dreiecks gehen

durch einen Punkt; 2. die Fufspunkte der Hohen eines

Dreiecks bilden ein zweites Dreieck, dessen Winkel von

den Hohen des ersten halbiert werden.

us 113.* Rechtwinkliges Strahlenpaar einer Involution.

Lehrsatz: In jeder Strahleninvolution giebt es zwei

homologe Strahlen, die auf einander senkrecht stehen.

Konstruktion des rechtwinkligen Strahlenpaares : Die

Strahleninvolution AS sei durch den Wurf aa
l
.b b

r (Fig. 74)

gegeben (63
&amp;gt;. Ein Kreis, der durch den Punkt S geht, wird,

weil der Kreis eine Kurve

zweiter Ordnung ist (42 Z)
,
von

der Strahleninvolution *S in

einer krummen Punktinvolution

geschnitten ,
die durch die

Punktpaare A A
} .BB^ in

denen die Strahlenpaare aa^.b b^

den Kreis schneiden, bestimmt

ist. Verbinden wir das Invo-

lutionszentrum (79)
,
den Schnitt-

punkt von A A^ und B B^ mit

dem Mittelpunkt des Kreises

V und projizieren die Schnittpunkte

Fig. 74. dieser Verbindungslinie und des

Kreises aus S durch I und 1
17

so sind I und
/,

die beiden

homologen Strahlen, die auf einander senkrecht stehen.

z Zusatz. 1. Ist die Involution hyperbolisch, so konnen

wir, wenn die Ordnungselemente bekannt sind, die gesuchten

Strahlen bequem zeichnen: sie sind die Halbierungslinien

der von den Ordnungsstrahlen gebildeten beiden Winkel.

Denn diese Halbierungslinien stehen auf einander senkrecht

und sind, weil sie durch die Ordnungsstrahlen harmonisch

getrennt werden (28
^, zwei homologe Strahlen der Invo

lution (63s)
.

2. Ist der Mittelpunkt der Strahleninvolution ein un-

eigentlicher Punkt, so bildet die uneigentliche Gerade mit
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der ihr homologen eigentlichen Gerade das rechtwinklige
Strahlenpaar^

112
).

114.* Konjug-ierte Durehmesser. Die in 7 bewie- 11

senen Satze liber Pol und Polare gelten allgemein itir jede
Gerade und ihren Pol; erne besondere Wichtigkeit haben
sie aber fur die unendlich feme Gerade (3) o und ihren Pol 0.
Eine Keihe von Satzen, die man in der Geometrie der
Kegelschnitte zu beweisen pflegt, sind nichts anderes als

Anwendungen unserer allgemeinen Satze auf die uneigent-
liche Gerade. Da aber ihr Zusammenhang mit den Polar-

eigenschaften einer Kurve durch eine von der unsrigen ab-
weichende Ausdrucksweise verdeckt wird, so wollen wir die
fur die uneigentliche Gerade und ihren Pol geltenden
Eigenschaften noch einmal in besondern Satzen hervorheben.
Dazu fuhren wir folgende Bezeichnungen ein.

1. Die Polare eines uneigentlichen Punktes heifst
ein Durchmesser der Kurve.

2. Der Pol der uneigentlichen Gerade, der Schnitt-

punkt der Durchmesser &amp;lt;

90
),

heifst der Mittelpunkt der
Kurve.

3. Zwei homologe Strahlen der konjugierten Strahlen-
involution des Mittelpunktes heifsen konjugierie Durch
messer oder, mit andern Worten (92i)

: Zwei Durch
messer, von denen der eine durch den Pol des andern
geht, heifsen konjugiert.

4. Zwei Richtungen heifsen konjugiert, wenn sie
zwei konjugierten Durchmessern parallel sind.

5. Ein Durchmesser, der die uneigentliche Gerade
in einem Punkte schneidet, der mit dem Pol des
Durchmessers ein Punktpaar der zirkularen Punkt-
involution (2i)

bildet, heifst eine Achse der Kurve.
6. Jede Kurve hat zwei Achsen(113

&amp;gt;.

115.* Beispiel. Wie besondere Satze aus unsern all- 115.

gemeinen gewonnen werden. soil an einem Beispiel aus-
fiihrlich gezeigt werden. - - 1st S S^ eine beliebige Sehne
der Kurve und P^ ihr unendlich ferner Punkt, so geht
die Polare von P^ 1. weil P^ in der unendlich fernen
Gerade liegt, durch den Mittelpunkt der Kurve (90

*&amp;gt;;

2. durch
den von P^ durch S und S

1 harmonisch getrennten
9*
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Punkt (86
*&amp;gt;,

also dureh die Mitte der Sehne 8 S
1

C27*
;

3. durch

den Schnittpunkt der Tangenten in 5 und S,
(86s)

.

Lehrsatz: Der Sclmittpunkt zweier Tangenten, die

Mitte ihrer Beruhrungssehne und der Mittelpunkt der

Kurve liegen in einer Gerade.

lie 116.* Parallele Sehnen.

1. Die Polaren der Punkte eines Durchmessers sind

dem konjugierten Durchmesser^ 114^
parallel*

90^. Die Polaren

der Punkte einer Achse(1145) stehen senkrecht auf der Achse (9 2)
.

2. Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einem Durch-

messer(86z)
. Jeder Durchmesser und die von ihm halbierten

Sehnen haben konjugierte Richtungen*
114

**.

3. Jeder Durchmesser, der die Kurve schneidet, wird

durch den Mittelpunkt halbiert^ 862)
;

die Tangenten in den

Endpunkten dieser Durchmesser sind einander^872^ und den

vom Durchmesser halbierten Sehnen parallel^
6
**.

4. Die Diagonalen jedes eingeschriebenen Parallelo-

gramms schneiden sich im Mittelpunkt der Kurve(85\

5. Die Diagonalen jedes umgeschriebenen Parallelo-

gramms sind konjugierte Durchmesser^92s)
;

das zugeordnete
Kurvenviereck ist ein Parallelogramm^

59
*.

6. Zwei Seiten eines Kurveudreiecks, dessen dritte Seite

ein Durchmesser ist, haben konjugierte Richtungen.

Denn die Geraden, die die Mitte der dritten Seite, den

Mittelpunkt der Kurve(116
),

mit den Mitten der beiden ersten

Seiten verbinden, sind den beiden ersten parallel und kon

jugierte Durchmesser.

117 117.* Symmetrisehe Lag-e der Kurvenpunkte zu

zwei konjugierten Durehmessern. Sind d und d
t

zwei

konjugierte Durchmesser(1143 ) und S ein beliebiger Punkt der

Kurve, so erhalt man zwei neue Kurvenpunkte S
1
und S

2 ,

indem man durch 5 Parallelen zu d und d
l

zieht und auf

diesen die beiden Pnnkte S
1
und S

2
so bestimmt, dafs die

Strecken S S und S S
2

durch d
l
und d halbiert werden*86

*).

Verbindet man uoch 5 mit dem Schnittpunkt der Durch

messer, dem Mittelpunkt der Kurve( I14a)
,
und nimnit auf dieser

Verbindungslinie einen Punkt &amp;lt;S

:{
so an, dafs S&g durch

halbiert wird, so hat man vier Kurvenpunkte S S
l S^ S.^

die

ein Parallelogramm bilden, dessen Seiten den konjugierten
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Durchmessern parallel sind. Das Ergebnis drucken wir

so aus:

Die Kurve liegt symmetrisch zu je zwei konjugierten
Durchmessern.

118.* Parallele Tang-enten. us

Aufgabe : Die Tangente zu zeichnen, die einer gegebenen

Tangente parallel ist.

Lbsung : Die Kurve sei durch S A und T gegeben(56 Z)
.

Wir wollen den Beriihrungspunkt der T parallelen Tangente
zeichnen. - - Wir wahlen auf T den Punkt K so, dafs T
die Mitte von S K ist, und zeichnen zu dem Strahl S

i
K

von S
1

den zugeordneten von S. Wir verbinden also^48 Z)

den Punkt I&amp;gt;n in dem S
1
K die Sehne A S schneidet, mit

T und den Punkt D, in dem diese Verbindungslinie Dv
T

die Sehne A^ schneidet, mit *S. Der Schnittpunkt A von
SI) und S

1
I)

1
ist der gesuchte; denn seine Tangente

wird, wie eine Anwendung von Nr. 51
2

auf das von den

Tangenten in S S^ A gebildete Dreiseit ergiebt, von dem
Strahl A T durch S und S harmonisch getrennt, schneidet

also die Tangente von S in clem von T durch S und K
harmonisch getrennten Punkte(21s)

7
d. i. im unendlich fernent272

).

Schneidet der Strahl *S D den Strahl S^ D^ im un
endlich fernen Punkt A, so ist die Tangente, weil sie den
Punkt A mit dem unendlich fernen Punkt von *S T verbindet,
die unendlich feme Gerade. Auf diesen besondern Fall

gehen wir in Nr. 127 naher ein.

Zusatz. Da sich also zu jeder Tangente eine ihr z

parallele zeichnen lafst, so konnen wir jede Kurve auch als

bestimmtt56 z
) ansehen durch zwei Punkte, deren Tangenten

sich in einem unendlich fernen Punkte T^ schneiden, und
einen beliebigen dritten Punkt A. Bezeichnen wir die beiden

ersten Punkte durch *S und 5
1 (nicht mehr, wie in der eben

angegebenen Konstruktion, durch S und A), so konnen wir

jede Kurve als gegeben ansehen durch S S^ A und T
&amp;lt;

~
K)

.

Anmerkung. Bei der Zeichnung einer Kurve empfiehlt A

es sich, jedesmal die der Tangente in S parallele Tangente
zu zeichnen, da die Verbindungslinie ihres Beriihrungspunktes
und des Punktes S, als Polare(86Z^ des unendlich fernen

Punktes TOO, ein Durchmesser (114i) und die Mitte dieses

Durchmessers der Mittelpunkt der Kurve(116s) ist.
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119 119.* Achsen der Kurve.

Aufgabe: Die Achsen einer Kurve zu zeiclmen.

Losung: Wir haben in der Strahleninvolution des Kurven-

mittelpunktes die beiden homologen Strahlen zu zeichnen,

die auf einander senkrecht

stehen(114
&amp;gt;). 1st die Kurve

durch SS A und Too (Fig. 75)

gegeben(
ll8Z)

7
die Mitte von

S*S
t

also(u8A) der Kurven-

mittelpunkt, so sind Too

und S zwei konjugierte

Durchmesser; ein zweites

Paar erhalten wir, indem wir

mit den Mitten der Seiten

A5
t
und A 5

In der durch diese beiden

Strahlenpaare bestimmten In

volution zeichnen wir nach

Nr. 113 die beiden homologen Strahlen, die auf einander

senkrecht stehen (Siehe Fig. 75).

120 ;$:?120.* Definition der Ellipse und der Hyperbel. Die

konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes

(oder die perspektiv zu ihr liegende(
92

&amp;gt; Punktinvolution der

unendlich fernen Gerade o) ist charakteristisch fur die Ge-

stalt der Kurve. Liegt auf seiner Polare o, so ist ein

Kurvenpunkt&amp;lt;
86 z

&amp;gt; und o seine Tangente und die konjugierte

Strahleninvolution ist parabolisch^A Wenn wir diesen Fall

(den wir in Nr. 127 betrachten werden) vorlaufig ausschhefsen,

also annehmen, dafs ein eigentlicher Punkt ist, so kann

die Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes elliptisch

oder hyperbolisch sein.

1. Definition: Eine Kurve, fur welche die konjugierte

Strahleninvolution des Mittelpunktes elliptisch (hyperbolisch)

ist, heifst eine Ellipse (Hyperbel).

Da die Strahleninvolution von perspektiv liegt zu

der konjugierten Punktinvolution der Polare o(*
2
\ so

haben wir:

2. Eine Ellipse hat keinen unendlich fernen Punkt;

eine Hyperbel hat zwei unendlich feme Punkte.
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121.* Durehmessep der Ellipse und dep Hyperbel. 121

1. Der Mittelpunkt der Ellipse ist em elliptischer

2. Jeder Durchmesser schneidet die Ellipse^
107

*; ins-

besondere: jede der beiden Achsen schneidet die Ellipse;
die Schnittpunkte einer Achse mit der Ellipse heifsen

Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln einer Achse stehen

senkrecht auf der Achse(87Zi)
.

3. Der Mittelpunkt der Hyperbel ist ein hyperbolischer
Punkt(105i)

;
die durch ihn gehenden Tangenten ( 105 ) heifsen

Asymptoten. Die Beriihrungspunkte der Asymptoten sind die

unendlich fernen Punkte der Hyperbel(86 z
^.

4. Je zwei konjugierte Durchmesser werden durch die

Asymptoten harmonisch getrenntf
638

).

5. Die beiden Geraden, welche die von den Asymptoten
gebildeten Winkel halbieren, sind die Achsen der Hyperbel^

13Z
^.

6. Von zwei konjugierten Durchmessern schneidet der

eine die Hyperbel, der andere nicht(uo
i&amp;gt;;

insbesondere : von
den beiden Achsen schneidet die eine die Hyperbel, die

andere nicht. Die Achse, welche die Hyperbel schneidet,
heifst die Hauptachse ;

ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel
heifsen Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln stehen

senkrecht auf der Hauptachse^
87 z*\

122.* Hypepbeltangenten. Nennen wir die beiden 122

Asymptoten der Hyperbel m und n und ihre unendlich fernen

Beriihrungspuiiktet
m ) M und N und einen beliebigen Punkt

der Hyperbel A, so bilden A M N ein Kurvendreieck, von
dem die eine Seite M N die unendlich feme Gerade ist.

Wenden wir auf dies Kurvendreieck den Satz Nr. 51
1 an,

so ergiebt sich, dafs die Seite M N die Tangente a der

gegeniiberliegenden Ecke A in einem Punkte K schneidet,
.der von A durch m und n harmonisch getrennt ist. Da aber

K der unendlich ferae Punkt von a ist, so ist A die Mitte^27^

der Strecke, die von m und n auf a begrenzt wird:

1. Die Strecke, welche auf einer beliebigen Hyperbel-

tangente von den beiden Asymptoten begrenzt wird,
wird durch den Beriihrungspunkt halbiert.

Sind A und B (Fig. 76) zwei beliebige Punkte der

Hyperbel, so bilden sie mit den beiden unendlich fernen

Punkten M und N ein Kurvenviereck, dessen einer Diagonal-
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punkt R der unendlich feme Punkt von A B 1st, wahrend

die Verbindungslinie der beiden andern P und Q die Sehne

A B in C halbiertt86*). Schneidet die Tangente a des

Punktes A die drei Diagonallinien des Kurvenvierecks A B M N

in den drei Punkten T,

A und A, so ergeben
die Verbindungslinien

TB, 4M, 4 N die

Tangente ft in B und
die beiden Asymptoten
m und 7i(53) . Die Tan

gente ft schneidet die

Asymptote m in einem
PunkteB der Diagonal-
linie PR und die

Asymptote n in einem Punkte B
l

der Diagonallinie Q R.

Da jR der unendlich feme Punkt von A B, d. h.W da

J. _g
||

A B
||
A

v
B ist, so haben wir:

2. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden zwei

beliebige Tangenten in den Ecken eines Trapezes,
dessen Grundlinien der Beriihrungssebne der beiden

Tangenten parallel sind.

Aus AB
||
A B ergiebt sich weiter: Dreieck A

l
B A

= AI B B
1 ;

addieren wir zu jedem dieser Dreiecke das

Dreieck A BO, so ist OAAi
= OBB

l
:

3. Jede Tangente begrenzt mit den beiden Asym
ptoten ein Dreieck von unveranderlichem Inhalt.

las 123.* Hyperbelsehne. Die Diagonallinie PQ (Fig. 76),

welche die Sehne A B in C halbiert( 1222
\ geht, weil sie der

Vierecksseite M N zugeordnet ist&amp;lt;

16 Z)
,
durch den Schnittpunkt

der Asymptoten m und n^\ also durch den Kurvenmittel-

punkt&amp;lt;

872^. Da ferner R der Pol der Diagonallinie PQ
ist(85^, so sind R und C konjugierte Durchmesser&amp;lt;

U4
),

werden also^121^ durch die Asymptoten m und n harmonisch

getrennt; C ist daher&amp;lt;
27*) auch die Mitte der von den

Asymptoten m und n auf der Sehne A B begrenzten

Strecke :

Die Mitte einer Hyperbelsehne ist zugleich die Mitte

der von den Asymptoten auf der Sehne begrenzten

Strecke.
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124.* Kennzeichen fiir die Ellipse und die Hyperbel. 124

1st eine Kurve durch SS A und Too gegeben(
118Z

),
so lafst

sich ein einfaches Kennzeichen dafiir angeben, ob die Kurve
eine Ellipse oder Hyperbel ist. Die unendlich feme Gerade,
die durch T& geht, hat namlich mit der Kurve keinen
Punkt oder zwei Punkte gemein, je nachdem sie von A
durch die parallelen Tangenten s und $ in S und 5 ge-
trennt ist oder nichtf 1

). Ziehen wir also durch A eine be-
liebige Gerade, welche s und

,
in C und I) schneidet, so

ist die Kurve eine Ellipse oder Tangente, je nachdem A aufCD oder auf C D&
Hegi(u*&amp;gt;. Sagen wir im ersten Fall

dafs der Punkt innerhalb, im zweiten, dafs er aufserhalb
der parallelen Tangenten s und s

liegt, so haben wir den
Lehrsatz : Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel,

je nachdem ein beliebiger ihrer Punkte durch irgend
zwei parallele Tangenten von der unendlich fernen
Gerade getrennt wird oder nicht; oder mit andern
Worten: je nachdem ein beliebiger Kurvenpunkt
mnerhalb oder aufserhalb irgend zweier parallelen
Tangenten liegt.

125.* Absehnitte auf zwei parallelen Tangenten. 125

Ist eine Kurve durch SS^k und Too (Fig. 77) gegeben(
118Z

),

so erhalten wir einen neuen Kurvenpunkt A&amp;lt;

48 z
), indem wir

irgend eine Parallele zu der Tangente SToo = s ziehen
und die Punkte D und Z&amp;gt;

,
in denen sie von den Seiten

AOj und kS des Kurvendreiecks A&/S, geschnitten wird,
aus S und S projizieren. Bezeichnen wir noch die Punkte
in denen die Tangente s von AS, und A S

1 geschnitten wird,
durch K und Z, und die Punkte, in denen die Tangente
8, Tcv=s1

von AS und AS geschnitten wird, durch K
und 7^, so ergiebt sich aus der Figur

SK PS D S SL~ ~

folglich SK.K1
S

1
= SL.L

i
S

iJ folglich

Unser Produkt hat also denselben Wert, ob wir von
dem Kurvendreieck S^A oder von dem Kurvendreieck
S S, A ausgehen, mit andern Worten: Das Produkt ist konstant.
Bezeichnen wir diesen konstanten Wert durch + 4b-, so
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lehrt die Anschauung, dafs fiir eine Ellipse, fur welche (wie
in der Figur) A innerhalb der parallelen Tangenten s und

s
l liegtf

124
),

die Strecken S K und S, K^ dieselbe Richtung

haben, ihr Produkt also (41 )

positiv ist; flir eine Hyperbel

dagegen negativ. Um das Ergebnis bequemer in Worte
kleiden zu konnen, bemerken wir noch, dafs die Seite AS

t

des Kurvendreiecks A S S die Tangente s der Gegenecke
S in einem Punkte K schneidet, der von S durch die Tan-

genten s
l

und a der beiden andern Ecken harmonisch ge-

Fig. 77.

trennt wird(6l
i&amp;gt;. Da nun s von s

t
in dem nnendlich fernen

Pnnkte Too geschnitten wird, so wird .s von a in der Mitte

.4 von SK geschnitten^
27

);
ebenso ergiebt sich, dafs s

1
von

a in der Mitte A
l
von S

l K^ geschnitten wird. Wir erhalten

daher
fur eine Ellipse : SA.S

1
A

1
= + b^-

fur eine Hyperbel: S A . S
t
A

l
= - b-.

Lehrsatz: Das Produkt aus den Strecken, die eine

veranderliche Tangente auf zvvei festen parallelen Tan-

genten abschneidet, ist konstant, und zwar fiir eine

Ellipse positiv, fiir eine Hyperbel negativ.

126.* Gleiehung-en der Ellipse und der Hyperbel.
SS

t (Fig. 77) ist als Polare(86Z i&amp;gt; des unendlich fernen

Punktes Too ein Durchmesser, die Mitte von S S
l

also der Mittelpunkt der Kurve &amp;lt;

UB A
^,
und Too und 8



10. Konjugierte Durchmesser. Nr. 126127. 139

sind zwei konjugierte Durchmesser(114s
). Schneidet die Ver-

bindungslinie A 7&quot;oo den Durchmesser 5 S, in Q, so ist

QA _S 1 Q, QA SQ
SK ~~~

S^S
] S^^^ SS^

foMich
QA 2 _ SQ.S.Q __ QS.S.Q

SK.S.K,
&quot;

SS
} .S^

~

SSI
Beziehen wir den Kurvenpunkt A auf ein schiefwinkliges

Koordinatensystem, dessen Achsen die beiden konjugierten
Durchmesser OS und Too sind, und bezeichnen daher

Q durch x und Q A durch y, so ist, wenn wir noch
&amp;lt;S S

l
= 2 a setzen, Q S .

S, Q = a 2 x- nnd ferner

O O O &amp;gt;
.&quot;&amp;gt;

flir eine Ellipse :

-|y
= - ~^

, folgiich -^-+ -fg-
= = ^

;

fttr eine Hyperbel: -^-
= ~ X

, folgiich ^- ^r = l.
o &quot;

ct~ a&quot; o ~

127 * Parabel. Wir wenden uns jetzt zu dem Fall, den 127

wir in Nr. 120 ausgeschlossen haben, dafs namlich die

konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes para-
bolisch ist.

1. Definition: Eine Kurve, fur welche die konjugierte
Strahleninvolution des Mittelpunktes parabolisch ist, heifst eine

Parabel.

2. Der Mittelpunkt der Parabel ist ein parabolischer
Punkt 1^

105^ und daher^ 05^ ein Kurvenpunkt.
3. Die unendlich feme Gerade, als Polare des Mittel-

punktes^ 142)
,

ist eine Tangente der Parabel(8G z
*\ Der Mittel

punkt, als Beruhrimgspunkt dieser Tangente, ist ein unendlich

ferner Pnnkt.

4. Jede Kurve, die die unendlich ferae Gerade beriihrt,

ist eine Parabel; denn der Pol der unendlich fernen Gerade

o, der Mittelpunktt
114 } der Kurve, ist der Beruhrungspunkt

von 0(87Z
a); die konjugierte Strahleninvolution eines Kurven-

punktes aber ist parabolisch
(92^.

5. Jeder Durchmesser schneidet die Parabel (im un
endlich fernen Mittelpunkt und daher^52

&amp;gt;

noch) in einem

eigentlichen Punkt. -

Weil die unendlich ferae Gerade eine Tangente ist, so

wird die Parabel durch vier Stiicke bestimmt(6 Z)
:
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6. Eine Parabel 1st bestimmt durch 3 Punkte und den
unendlich fernen (Mittel-) Punkt; durch zwei Punkte und
ihre Tangenten; durch 3 Tangenten und den Beriihrungs-

punkt der einen; durch 4 Tangenten.

Fig. 78.

Zur Ubung
47 A

&amp;gt;

: S A oo B&amp;lt;

55)

;
8 oo S1

A B(55)
;
SS

1
A oo

G (7
((

fis z
); Fig. 78); S G G

I f^] A oo o- G
I

128 128.* Die konjugierte Involution eines Parabel-
durehmessers. 1st eine Parabel durch zwei Punkte und ihre

Tangenten (12:
), also durch S S

l
und T gegeben, so konnen

wir, wenn wir den noch unbekannten, unendlich fernen
Punkt der Parabel mit bezeichnen, auf das Kurvendreieck
S S

l
den Satz Nr. 51, anwenden. Danach schneidet die

Seite S
l

die Tangente S T= s der Gegenecke in einem
Punkte K, der von S durch die Tangenten s

x
und o der

beiden andern Ecken 5, und harmonisch getrennt wird.

Da s von o im unendlich fernen Punkt geschnitten wird,
so ist T die Mitte von S.KW*l Verbinden wir T mit der
Mitte C von S S^ so geht T C, weil T C

\\

S
{
K

ist, durch
den Mittelpunkt 0:

1. Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier

Parabeltangenten mit der Mitte der zugeordneten Be-

rtihrungssehne verbindet, ist ein Durchmesser. -

Bezeichnen wir den eigentlichen Punkt, in dem die

Parabel einen Durchmesser schneidet^2 6
),

durch A, so sind

A und der Mittelpunkt die Ordnungspunkte der konju-

gierten Involution &amp;lt;927) des Durchmessers. Da je zwei kon-
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jugierte Punkte des Durchmessers durch A und harmonisch

getrennt werden &amp;lt;

92
&amp;lt;),

so sind sie gleich weit von A entferntf2
:

2. Der eigentliche Punkt, in dem ein Durchmesser
von der Parabel geschnitten wird, ist die Mitte zwischen

je zwei konjugierten Punkten des Durchmessers.

129.* Tang-entendreieek. Es seien SS
t
A (Fig. 79) 129

drei beliebige Punkte einer Parabel, von der der unendlich
feme Punkt sei. Auf das Kurvenviereck 5 S A wenden
wir den Satz Nr. 59 an: Das Diagonaldreieck PQR des

Kurvenvierecks S S^ A ist dasselbe

wie das Diagonaldreieck des zuge-
ordneten Kurvenvierseits s

s^ ao; drei

Ecken dieses Vierseits sind die Punkte,
in denen die drei Seiten des Dia-

gonaldreiecks PQR von der unend
lich fernen Gerade o geschnitten

werden; die Gegenecken TMM
l

dieser drei Ecken, in denen sich die Fig. 79.

Tangenten s s a schneiden, mtissen daher die Mitten (27ij) der
Seiten des Diagonaldreiecks PQR sein :

1. Die Tangenten in drei beliebigen Parabelpunkten
halbieren die Diagonallinien desjenigen Kurvenvierecks,
das von den drei Punkten und dem unendlich fernen

Punkt der Parabel gebildet wird. -

Vermittelst dieses Lehrsatzes ergiebt sich aus der Figur :

Dreieck R S
1 Q = R S

l
S

Dreieck R S A = R S^ A

Dreieck Q R A = S
l
A

Dreieck QR A = 2 TMM
v

Dreieck SS A =2 TM M^.

2. Jedes Kurvendreieck einer Parabel ist doppelt
so grofs wie das zugeordnete Kurvendreiseit. -

Schalten wir zwischen S und A einen Parabelpunkt B
und zwischen

t
und A einen Parabelpunkt f ein und

wenden auf jedes der Kurvendreiecke S A B und &amp;lt;S

4
A T

unsern Satz an, so erkennen wir durch unbegrenzt fortge-
setztes Einschalten von Parabelpunkten, dafs die von der

beliebigen Sehne S S
t

und der Parabel begrenzte Flache
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doppelt so grofs ist wie das aufserhalb der Parabel liegende

Flachenstiick des Dreiecks S S
l
T:

3. Das Dreieck, welches von zwei Parabeltangenten

und ihrer Beruhrungssehne gebildet wird, ist f mal so

grofs wie das zugehorige Parabelsegment.

130 130.* Gleichung- der Parabel. Sehen wir eine Parabel

als gegeben an durch S S
l
A und T^ ( l18 z

\ so mufs, weil

Durchmesser ist&amp;lt;
118A

),
der Punkt S, (oder S) in

den unendlich fernen Punkt der

Parabel fallen &amp;lt;

127
&amp;gt;,

so dafs T^O
(TOQ/SJ) die unendlich feme Gerade (3)

ist. Wir zeichnen einen vierten

Kurvenpunkt A&amp;lt;

48 Z)
,
indem wir irgend

zwei Punkte D und D^ (Fig. 80) in

den Seiten A und A 5 des Kurven-

dreiecks A S, die mit T^ in einer

Fig. so. Gerade liegen, aus S und projizieren,

und bezeichnen die Punkte, in denen die Tangente S T &
von A und A geschnitten wird, durch K und Kr Weil

KD= K^ DI ist,
so ergiebt sich

SK __SKlt SK _SKl

~K~K~K^XTl KD~~K^L^
SK* S K *

folghch :

-g-j-
= *

.

Ziehen wir durch A zur Tangente S T^ eine Parallele,

welche den Durchmesser S in Q schneidet, und bezeichnen

SQ = K
t
A durch x und Q A S K^ durch y, so ergiebt

sich aus der vorstehenden Gleichung, dafs Q A 2
: S Q = y- : x

einen konstanten Wert hat. Bezeichnen wir diesen durch

2pj so ist

die Gleichung einer Parabel, bezogen auf ein Achsensystem,
das gebildet wird von einer beliebigen Tangente und dem

durch ihren Beruhrungspunkt gehenden Durchmesser.

131 131* Kreis.

1. Definition: Eine Kurve, fur welche die konjugierte

Strahleninvolution des Mittelpunktes zirkular^^ ist, heifst ein

Kreis.
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2. Eine Kurve 1st em Kreis, wenn zwei Durchmesser
auf ihren konjugierten senkrecht stehen (112 e).

3. Eine Kurve, der die zirkulare Punktinvolution der

unendlich fernen Gerade konjugiert ist, ist ein Kreis (^n.m^
4. Der Mittelpunkt des Kreises ist ein elliptischer

Punkt (112 ).

5. Der Kreis wird von jedem seiner Durchmesser ge-
schnitten^107

).

6. Zwei Seiten eines Kreisdreiecks, dessen dritte Seite

ein Durchmesser ist, stehen auf einander senkrechtf 116
^; oder:

Der Peripheriewinkel ttber dem Durchmesser ist ein rechter.

7. Die Durchmesser eines Kreises sind einander gleich;

denn die Strecke, welche die Mitte der Hypotenuse mit

der Gegenecke verbindet, ist halb so grofs wie die Hypo
tenuse. -

8. Das von einem beliebigen Punkt auf seine Polare

gefallte Lot geht durch den Mittelpunkt des Kreises.

Ist namlich P ein beliebiger Punkt, so ist dem durch

P gehenden Durchmesser P das in auf P errichtete

Lot konjugiert
(131

^; die Polare des Punktes P steht daher,
weil sie durch den unendlich fernen Punkt dieses Lotes

gehen mufs(9 2
\ senkrecht auf P. -

Ein besonderer Fall des vorhergehenden Satzes ist:

9. Jede Kreistangente steht auf dem Radius ihres Be-

ruhrungspunktes senkrecht
;

denn die Polare eines Kreispunktes ist seine Tan-

gente (86 z
&amp;lt;

132.* Konstruktion des Kreises. In Nr. 100 haben
wir eine Kurve gezeichnet, fiir welche ein Punkt und zwei

konjugierte Involutionen gegeben sind. Ein besonderer Fall

dieser Aufgabe ist die folgende

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, fiir welchen ein

Punkt und eine konjugierte Punktinvolution gegeben sind.

Zu den gegebenen Stiicken tritt noch hinzu die zirkulare

Punktinvolution der unendlich fernen Gerade o^ 131 3&amp;gt;. Wir
erhalten daher, der Analysis von Nr. 100 entsprechend,
indem wir g- mit der zirkularen Punktinvolution o- zu-

sammenfallen lassen, die folgende Konstruktion. -- Ist dem
unendlich fernen Punkte U von h der Punkt H (Fig. 81)
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homolog, so schneidet das in H auf A er richtete Lot die

unendlich ferae Gerade o in dem dem Punkte U homologen
Punkte G(*\ so dafs dies Lot

die Polare u von U istf
92

&amp;gt;. Von
dem gegebenen Punkte S fallen

wir auf u das Lot /S Q und wahlen
auf diesem den Punkt L so, dafs

Q die Mitte von S L ist; von L
fallen wir auf A das Lot L V

und von dem Punkte F
17

der dem
Punkte f in A 2

homolog ist, das

Lot auf die Verbindungslinie S H,
welches L V in S

t
schneidet.

Jeder Strahl von AS wird dann
durch den auf ihm senkrechten

Flg &quot; 8L
Strahl von S

t
in einem Punkte

des Kreises geschnitten
112

*).
-

Da alle Kreise die zirkulare Punktinvolution gemeinsam
haben (131

*),
so ergiebt sich noch:

2. Zwei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben,
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam(101

).

3. Drei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben,

haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam, wenn

ihre Mittelpunkte in einer Gerade liegen(
lols)

.

11. Die diagonale Involution.

133 133. Die diag-onale Involution. In den Tragern g

und A, die sich in U schneiden, seien zwei beliebige In-

volutionen g
2 und A 2

gegeben. Entspricht dem Schnittpunkt
U in g- der Punkt G und in h- der Punkt //, so soil die

Verbindungslinie G H=u die zu (gh) gehorige Diagonallinie

heifsen. Ferner wollen wir die Involutionen g- und A 2 zwei

Gegenseiten und den Schnittpunkt U ihrer Trager einen

Diagonalpunkt nennen.

In der Diagonallinie u konstruieren wir eine Involution

auf folgendem Wege. Die Involution g
2

ist gegeben, wenn

aufser dem Punktpaar UG noch zwei homologe Punkte C
und C

l gegeben sind 63
*; ebenso ist h 2 durch den Wurf

U H. f T
1 gegeben. Wird nun die Diagonallinie u von den
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Geraden C T und C
l
T

]
in den Punkten A und B geschnitten,

so soil die durch den Wurf GH.AB in u bestimmte In
volution die den Gegenseiten (g h) zugeordnete diagonale
Involution heifsen.

Wir wollen beweisen, dafs die so konstruierte Involution

unabhangig ist von der Wahl der Gerade C r. Zuerst zeigen
wir, dafs jeder andern Gerade D A, welche durch A geht,
eine Gerade D

l
A

x entspricht, welche durch B geht.
Schneidet A D A (Fig. 82)
die Gerade

(7,
T

1
in X

und die Verbindungslinie
U X die Gerade C r in

E, so bilden XEAB
ein Viereck, von dem
zwei Paar Geg-enseiten
sowohl g als h in homo-

logen Punkten schneiden
;

es mussen daher((i4 z
) auch

die Gegenseiten A X und
BE sowohl g als h in

homologen Punkten

schneiden; BE schneidet

also g in D
}
und h in

durch B. Waren wir

Fig.

A^ mit andern Worten, D^ A
t geht

also statt von C V von D A aus-

gegangen, so batten wir denselben Punkt B erhalten.

Es bleibt noch zu zeigen, dafs ein beliebiger Strahl
C E von C und der ihm zugeordnete C E

t
von C^ die

Diagonallinie u in zwei homologen Punkten A^ und B^ der
durch GH.AB bestimmten Involution schneiden. Weil
U H. T r

x
. E E

x (die Punkte E und E
x

sind in der Figur
nicht mehr gezeichnet) Punktpaare der Involution h- sind,
so ist UH T E X H U r, E/^) , folglich C

(
UH r E)

A C^GtfC/r.E,), folglich GHAA^HGBB^ Diese

Projektivitat sagt aus&amp;lt;
6H dafs ^

x
und B

l
zwei homologe

Punkte der durch GH.AB bestimmten Involution sind.

Durch zwei Gegenseiten g
2

und h 2
-1st eine Diagonallinie

U ?md in ihr eine Punktinvolu-

tion u 2
bestimmt. Diese den

Gegenseiten (g h) zugeordnete

diagonale Involution u 2
ist mit

Boger, Ebene Geometrie der Lage.

Durch zwei Gegenecken G 2

und H 2
ist ein Diagonalpunkt

U und in ihm eine Strahlen-

involution U 2
bestimmt. Diese

den Gegenecken (G H) zugeord
nete diagonale Involution U 2

10
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den Involutionen g
2 und h 2

durch die Eigenschaft verbunden,

dafs je drei Punkten C f A
der Trager g h u, die in einer

Gerade liegen, drei Punkte

GJ f B homolog sind, die wieder

in einer Gerade liegen.

ist mit den Involutionen G 2

und H 2 durch die Eigenschaft

verbunden, dafsje drei Strahlen

C y a der Strahlenmittelpunkte

G H U, c/ie dM-rc/j 0iWn Pwnfa

gelien, drei Strahlen c
t ^ b

homolog sind, die wieder durch

einen Punkt gehen.

Zusatz. Von dem vorstehenden Satze soil noch ein

zweiter Beweis gegeben werden, da wir von den in ihm

benutzten Schliissen spater^
41 * u - 169

&amp;gt; Gebrauch zu machen

haben. Dreht sich ein Strahl a, der g und h in C und

T und u in ^4 schneidet, urn einen beliebigen Punkt *S,
so

beschreibt die Verbindungslinie a
1

der homologen Punkte

C
v
und T

1
einen krummen StrahlenbitscheK42 )

;
denn es ist

Geht der Strahl a durch (J = g h, so fallt ^ in (r

und T
:

in /^, die Diagonale u ist also ein Strahl des

krummen Biischels. Bezeichnen wir daher u(a^) durch 5,

so beschreiben A und 5 in u zwei projektive Punktreihen^50
).

Wenn a durch 6r geht, fallt a in /* und daher B in //;

wenn a durch J7 geht, fallt a
t

in g und daher 5 in G.

Der Punkt G entspricht also dem Punkt H zivei/ach, so dafs

die von A und beschriebenen Punktreihen in involutorischer

Lage sind(6H
Dreht sich der Strahl a urn einen andern beliebigen

Punkt 5
iy

so erhalten wir, wie sich in derselben Weise er-

giebt, in u wiederum eine Involution; diese ist aber mit der

ersten identisch&amp;lt;
6H weil sie mit ihr aufser dem Punktpaar

G H noch ein zweites Punktpaar gemeinsam hat, dasjenige

Punktpaar namlich, welches sich ergiebt, wenn a in die

Verbindungslinie /S S
1

fallt.

i Anmerkung. Zur Begrundung der eingefttlirten Namen

weisen wir auf den besondern Fall hin, dafs die beiden In

volutionen g- und h- hyperbolisch sind. Bezeichnen wir die

Ordnungspunkte von g- durch K und #,, die Ordnungs-

punkte von h- durch L und L^ und den Punkt, in dem die

Diagonallinie u von der Verbindungslinie K L geschnitten

wird, durch I7
,

so mufs der Punkt F, weil K und L und

daher auch die Verbindungslinie K L sich selbst entsprechen,
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ein Ordnungspunkt der diagonalen Involution u 2
sein. Aus

denselben Griinden mufs die Verbindungslinie K^ V den
Trager h in einem sich selbst entsprechenden Punkte, also
in L^ schneiden, so dafs V ein Diagonalpunkt des von den
Ordnungspunkten K K^ L L^ gebildeten Vierecks ist. Eben-
so ergiebt sich, dafs der Schnittpunkt W der Gegenseiten

K^ Zj
und K

l
L ein Ordnungspunkt der diagonalen Involution

u 2
ist. Die drei Paar Ordnungspunkte KK &amp;gt;

LL
19
VW sind

also die drei Paar Gegenecken eines Vierseits, so dafs unser
Satz eine Verallgemeinerung von Nr. 104

X
und mithin eine

weitergehende Verallgemeinerung des Gaufsschen Satzes(104 z)

ist. Den Inbegriff der beiden Involutionen g- und h-
nennt man sonst wohl imaginares Viereck; wenn wir auch
diese Bezeichnung ablehnen, so haben wir doch, urn keine
neuen Namen bilden zu miissen, die Bezeichnungen Gegen
seiten, Diagonalpunkt und Diagonallinie beibehalten.

134. Hauptinvolution. Eine beliebige Gerade a, welche 134

die Gegenseiten und ihre Diagonallinie in den Punkten C T A
schneidet, moge von der Gerade a

t ,
in der die homologen

Punkte C, f, B liegen^
133

),
in dem Punkte A genchnitten

werden. Der Wurf C T . A A bestimmt in a eine Involution^63
^,

die wir die Hauptinvolution der Gerade a nennen.

Definition : Zwei Gegen
seiten g- und h- induzieren
in jeder Gerade a eine In

volution, die wir die den

Gegenseiten (g h) zugeordnete
Hauptinvolution von a nennen.
Ein Punktpaar dieser Haupt
involution a- wird gebildet
von den Punkten C und

I&quot;,

in denen a von g und // ge-
schnitten wird; ein zweites
von den Punkten A and A,
in denen a = C r von der

Diagonallinie u und der Ver

bindungslinie der homologen
Punkte C

r
und r

i geschnitten
wird.

Definition : Zwei Gegen
ecken G- und H- induzieren in

jedem Punkte A eine Involu

tion, die wir die den Gegen
ecken (G H) zugeordnete
Hauptinvolution vonA nennen.
Ein Strahlenpaar dieserHaupt
involution A- wird gebildet
von den Strahlen c und y,
welche G und H aus A
projizieren; ein zweites von
den Strahlen a und a, durch
welche der Diagonalpunkt U
und der Schnittpunkt der

homologen Strahlen
c,

und

yl
aus A = cy projiziert

werden.

Zusatz. Geht die Gerade a durch U, so dafs C und z

10*
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r in U liegen, so fallt C in G und I\ in //, die Gerade
a
t
= C

l
r

i
also in u. Weil mithin die Punkte C und l~,

^4 und A zusammenfallen, so haben wir:

Geht die Gerade a durch

den Diagonalpunkt /,
so ist

ihre Hauptinvoltition hyper-
bolisch und hat die Ordnungs-

punkte U und A.

Liegt der Punkt A in der

Diagonallinie ?, so ist seine

Hauptinvolution hyperbolisch
und hat die Ordnungsstrahlen
u und a.

Anmerkung. Sind die Involutionen g- und A 2

hyper

bolisch, so werden die Punkte C und C
t
durch die Ordnungs-

punkte K und K harmonisch getrenntf
63

^. Wir wissen

daher aus Nr. 104
2 ,

dafs A und A zwei homologe Punkte

derjenigen Involution sind, die die Gegenseiten des Vierecks

KK L L
1

in a ausschneiden
;
da auch g und h zwei Gegen

seiten dieses Vierecks sind, so sind auch C und f zwei

homologe Punkte dieser Involution. Unsere Hauptinvolution
a 2 = C r . A A ist also fur den Fall, dafs g- und 7t

2
hyper

bolisch sind, identisch mit der Involution, welche durch die

Gegenseiten des von den Ordnungspunkten gebildeten Vierecks in

a ausgeschnitten

135 135. Darstellungr zweier Gegenseiten. Bei der

grofsen Wichtigkeit, welche den Gegenseiten g
2 und h- und

ihrer diagonalen Involution u~ fiir unsere weitern Betrach-

tungen zukommt, ist es notwendig, sich eine klare Vor-

stellung zu bilden von der Figur,

durch welche diese drei Involutionen

dargestellt werden. Sie besteht

aus fttnf Geraden (Fig. 83), die be-

liebig angenommen werden konnen :

den Tragern g h u^
die das Dreieck

UGH bilden, und zwei Geraden

a und aj, die die Seiten dieses

Dreiecks in den Punkten C V A
und Q f~j B, und einander in A

schneiden. Die Involutionen sind dann

1. Gegenseiten: g- = U G . C
(7, ;

Jr UH . V T
1 ;

2. Diagonals Involution: u- = G H . A B-,

3. Hauptinvolutionen : a- = C f . A A; a\
= C

t f, . B A.

A Anmerkung. Da zwei Gegenseiten ein Viereck dar-

stellen^
133 A)

,
wenn sie hyperbolisch sind, so stellt unsere
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Figur erne Verallgemeinerung des Vierecks dar; sie ist da-
her

filr die folgenden Betrachtungen ebenso wichtiq wie filr die
fruheren das Viereck.

136. Konstruktion von homologren Punkten der 136

diagronalen Involution. Urn weitere Punktpaare der dia-
gonalen Involution GH.ABU** ZU erhalten, legt man
durch A (Fig. 84) einen

beliebigen Strahl, welcher

g imd A in I) und A schneidet.
Die vier Punkte C, r, I) A
bilden dann ein Viereck,
von dem zwei Paar Gegen
seiten die Diagonallinie u

in homologen Punkten

schneiden; es schneiden da-
her&amp;lt;

64 z) auch die Gegenseiten
&amp;lt;?!

A und T
1
1) die Diagonal

linie u in zwei homologen Punkten G, und H, der dia^onalen
Involution.

Zusatz. Da zwei Paar Gegenseiten des Vierecks 61 r DL z
auch die Gerade Cr =a in homologen Punkten der Haupt-
mvolution **=Cr.AA&amp;lt;V schneiden, so schneiden die
Gegenseiten C, A und r, D auch die Gerade a in homologen
Punkten O und r der Hauptinvolution. Man erhdlt also
rmt den Punktpaaren der diagonalen Involution zugleich die
Punktpaare der Hauptinvolution a 2

.

137 Ordnung-spunkte zweier Geg-enseiten und ihrer 137

diag-onalen Involution. Urn aus einzelnen der folgenden
Satze besondere Falle ableiten zu konnen, haben wir uns
mit der Frage zu

beschaftigen, wann die diagonale Involution
Urdnungspunkte hat.

Sind die Punktwiirfe UG.CC^ (Fig. 83) und UH r T
beide

elliptisch, so sind auch die Strahlenwurfe A (U G Cc]
?^A(r?- r fi) beide

elliptischoio, d. h.do.) der Strahl
A(Cr) wird von dem Strahle k(U) durch a und a, getrennt und
der Strahl k(B) wird von A (U) durch a und a. getrennt- der
btrahl A(6r) wird also von dem Strahl A(H) durch a und
o
1$
mcht getrennt; d. h. die vier Strahlen k(GH.AB] und

nrfMnftU auch die Punkte GH.AB bilden einen hyper-
bohschen Wurf. Sind U G . C C

t
und UH.rr. beide
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hyperbolisch, so ergiebt sich ebenso, dafs GH.AB ein

hyperbolischer Wurf 1st.

1st der Wurf UG . C C^ elliptisch, der Wurf UH,VT^
hyperbolisch, so wird k(G) von A(/7) durch a und a

l ge-

trennt; A(JS) dagegen wird von A(/7) durch a und a
l

nicht

getrennt; folglich wird A (G) von A (H) getrennt; der Punkt-

wurf GH.AB ist daher elliptisch:

1. Sind die Wurfe, welch e

von zwei Punkten in zwei

Ecken eines Dreiseits be-

stimmt werden, entwederbeide

elliptisch oder beide hyper

bolisch, so ist der in der

dritten Ecke bestimmte Wurf

hyperbolisch.
- - Ist der eine

der beiden Wurfe elliptisch,

der andere hyperbolisch, so

ist der dritte elliptisch.
-

Jeder Wurf
*

bestimmt eine Involution^63 *)
: die beiden

Geraden a und ^ bestimmen daher in den drei Seiten des

Dreiecks UGH drei Involutionen. Sehen wir zwei von diesen

als Gegenseiten an, so ist die dritte die diagonale Involution:

1. Sind die Wurfe, welche

von zwei Geraden in zwei

Seiten eines Dreiecks be

stimmt werden, entwederbeide

elliptisch oder beide hyper

bolisch, so ist der in der

dritten Seite bestimmte Wurf

hyperbolisch.
- - Ist der eine

der beiden Wurfe elliptisch,

der andere hyperbolisch, so

ist der dritte elliptisch.
-

2. Wenn die beiden Gegen
seiten gleichnamige (ungleich-

namige) Involutionen sind, so

ist die diagonale Involution

hyperbolisch (elliptisch).
-

2. Wenn die beiden Gegen
ecken gleichnamige (ungleich-

namige) Involutionen sind, so

ist die diagonale Involution

hyperbolisch (elliptisch).
-

Sind die Gegenseiten und die diagonale Involution

hyperbolisch, so bilden, wie wir in Nr. 133 A gesehen haben,

die Ordnungspunkte die Gegenecken eines Vierseits.
^Wir

konnen daher dem ersten der beiden vorhergehenden Satze

die Form geben:

3. Zwei Geraden bestimmen

in den drei Seiten eines Drei

ecks drei Punktinvolutionen, von

denen mindestens eine Ordnungs

punkte hat. Haben alle drei

Ordnungspunkte, so bilden diese

die Gegenecken eines Vierseits.

3. Zwei Punkte bestimmen

in den drei Ecken eines Drei

seits drei Strahleninvolutionen,

von denen mindestens eine Ord-

nungsstrahlen hat. Haben alle

drei Ordnungsstrahlen, so bilden

diese die Gegenseiten eines

Vierecks.
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138.* Fluehtpunkt und Potenz einer Involution. 133

Ist X der unendlich feme Punkt einer geraden Involution

g
2 und der ihm homologe, so heifst der Fluehtpunkt

der Involution g
2

. Sind A. und A^ irgend zwei weitere

homologe Punkte von g
2

,
so ist die Involution g

2
elliptisch

oder hyperbolisch, je nachdem das Punktpaar AA^ durch das

Punktpaar X getrennt wird oder nicht getrennt wird(68
).

Da X auf A A^ liegt, so ist demnach die Involution

elliptisch, wenn aufyl^4
1 liegt; sie ist hyperbolisch, wenn

auf A A
l liegt. Im ersten Falle werden die Strecken

A und A
l

in entgegengesetztem, im zweiten in gleichem
Sinn gemessen. Das Produkt A . A^ ist also negativ
oder positiv^

41
), je nachdem die Involution elliptisch oder

hyperbolisch ist. Und umgekehrt.
-

Bezeichnen wir die unendlich feme Gerade durch o(3 )

und ihre zirkulare lnvolution(U2 ) durch o 2
,

so lassen sich

g
2 und o 2

als zwei Gegenseiten ansehen, ^
deren diagonale Involution wir nach
Nr. 133 zeichnen wollen. Entspricht

A
dem Schnittpunkt X (Fig. 85) der Trager
g und o in g

2 der Punkt und in o 2

der Punkt Y, so ist Y die Diagonale ;

weil aber X und Y durch zwei

homologe Punkte X und Y der

zirkularen Involution gehen, so ist Y
das in auf g errichtete Lot* 112

*). Sind
p

.

nun A und A
i irgend zwei homologe

Punkte von g
2 und E und E

l
zwei homologe Punkte der

diagonalen Involution, so mttssen die Geraden A E und
A

l
E

11 weil sie auch die unendlich feme Gerade in zwei

homologen Punkten der zirkularen Involution schneiden^ 133
),

auf einander senkrecht stehen(112
*&amp;gt;. Es sind also A A

l
EE

1

die Ecken eines Vierecks, dessen Gegenseiten auf einander
senkrecht stehen^ 1127

).

Da die Seiten des Dreiecks A E senkrecht stehen
auf denen des Dreiecks E A

l ,
also Dreieck A E ~~E A

l

ist, so haben wir die Proportion OA: OE= E : A^.
Da die zirkulare Involution elliptisch ist( 112

&amp;gt;,

so sind die

Involution g
2 und die diagonale Involution ungleichnamig*

137
*).

Von den Produkten A . A
1

und E . E ist also
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das eine positiv, das andere negativ, so dafs sich aus unserer

Proportion ergiebt:

OA.OA
l
= -OE.OE,.

Halten wir die homologen Punkte E und E
l

der diagonalen
Involution fest und lassen den Punkt A und damit auch A

l

den Trager g durchlaufen, so erkennen wir, dafs das

Produkt A . A
l

seinen Wert nicht andert.

Lehrsatz: Der Fluchtpunkt einer Punktinvolution teilt

jede von zwei homologen Punkten begrenzte Strecke so,

class das Produkt aus den beiden Teilstrecken konstant ist.

Dies konstante Produkt wird die Potenz der Involution

genannt. Die Potenz einer elliptischen Involution ist

negativ; die Potenz einer liyperbolischen Involution ist

139 139.* Konstruktion von Fluchtpunkt und Potenz.

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Strahlen A E und A
1
E

v

(Fig. 85) durch /S, so ist, weil die Punkte A E^ S in einem

Kreise liegen, nach einem planiinetrischen S&tz E S . E A
= EE

1
.EG. Das Produkt E S . E A bleibt also, wenn A

den Trager g durchlauft, unverandert. In der Planimetrie

wird das Produkt E S . EA die Potenz des Punktes E ittr

den liber dem Durchmesser A A
1

konstruierten Kreis ge

nannt. Da, wie wir eben gesehen haben, fur einen Kreis,

der durch irgend ein anderes Punktpaar B Bl
von g- be-

stimmt ist, die Potenz des Punktes E dieselbe ist, so ist E
ein Punkt der Potenzlinie der beiden iiber AA und BB

V

als Durchmesser konstruierten Kreise. Aus dieser Bemer-

kung ergiebt sich, dafs die planimetrische Aufgabe: Die

Potenzlinie (Chordale) zweier Kreise zu zeichnen, dazu ver-

wandt werden kann, den Fluchtpunkt und die Potenz einer

Involution g- zu finden (vgl. 191 Z).

1. Elliptische Involution: Da filr zwei Kreise, die sich

schneiden, die Potenzlinie die gemeinsame Sehne ist, so

lasst sich fur eine elliptische Involution, die durch die beiden

sich trennenden Punktpaare A A
v

und B B
l gegeben sein

mbge, der Fluchtpunkt durch die folgende Konstruktion be-

stimmen. Man schlagt Uber den Durchmessern A A^ und B B^
zwei Kreise, die sich in Q und R schneiden; die Verbin-

dungslinie Q R schneidet g in dem gesuchten Fluchtpunkt

Q- ist die Potenz der Involution g-.
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s6 .

2. Hyperbolische Involution: 1st die gegebene Involution

hyperbolisch, so hat man noch einen dritteri Kreis (Fig. 86) r

der die beiden liber

A A
l
und B B

l ge-

schlagenen Kreise

schneidet, zu zeich-

nen und von dem

Schnittpunkt der ge-
meinsamen Sehnen
das Lot auf g zu

fallen.

3. Sind von einer hyperbolischen Involution die Ord-

nungspunkte K und K
} bekannt, so ist die Mitte von KK

,

weil dem unendlich fernen Punkte homolog ist(
63 und 27a

),

der Fluchtpunkt und -f- K2 die Potenz von g-.

4. Ist die hyperbolische Involution durch die beiden

Punktpaare A A^ und B B
l gegeben, so konnen wir mit

Hiilfe des Fluchtpunktes die Ordnungspunkte finden.

Ziehen wir von (Fig. 86) die Tangente an einen der beiden

liber A A
l
und B B konstruierten Kreise, so trifft der mit

der Tangente urn geschlagene Kreis den Trager g in den

Ordnnngspunkten K und K .

5. Ist der Fluchtpunkt der hyperbolischen Involution

nicht gegeben, so lassen sich die Ordnungspunkte finden

(entweder nach Nr. 80 Z oder), indem man aus einem be-

liebigen Punkte S des iiber dem Durchmesser AA^ ge-

schlagenen Kreises die Punkte B und B^ auf die Peripherie

projiziert und von dem Punkte, in dem die Verbindungslinie
der erhaltenen Punkte B und B^ den Trager schneidet,

Tangenten an den Kreis zieht. Projiziert man die Bertihrungs-

punkte dieser Tangenten wieder aus *S auf den Trager,
so erhalt man die Ordnungspunkte der geraden Involution

AA .BBr
6. In den Anwendungen unserer Satze auf die Geometric

des Mafses werden wir noch haufig die Potenz einer Invo

lution, die einer Kurve konjugiert ist, zu bilden haben; an
dieser Stelle wollen wir die Potenz einer dem Kreise kon-

jugierten Involution bestimmen. - - Da jedem Kreise die

zirkulare Punktinvolution konjugiert ist(131
),

so ist die Polare

des unendlich fernen Punktes X des Tragers g der Durch

messer, welcher senkrecht auf g steht. Nennen wir also den
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Kreismittelpunkt E (Fig. 85) und fallen von ihm auf g das
Lot E 0, so ist der

Fluchtpunkt&amp;lt;
92

i&amp;gt; der konjugierten In
volution g-.

- - Ist ferner A ein beliebiger Punkt von #, so

geht seine Polare durch den in E liegendent
90*) Pol E

1

von g
^

und steht auf dem Durchmesser A E senkrecht ( 131s
&amp;gt;.

Schneidet diese Polare von A den Trager g in A^ so sind
A und A

l
zwei konjugierte Punkte. Nach Nr. 138 ist daher

A . A^ die Potenz der konjugierten Involution g- und
gleich

- - OE.OEr Nun ist&amp;lt;

4

OE.OE
i ==OE.(OE+EE1)=OE2 EO. EEr

Da E der Mittelpunkt des Kreises ist, so ist die konjugierte
Involution von E hyperbolise^

131 *) und zwar gleich r 2
&amp;lt;

131
).

Von dieser konjugierten Involution sind aber, weil nach
unserer Konstruktion E

1
der Pol von g ist, E

t

und zwei

konjugierte Punkte; daher ist E . EE
i
= r-. Bezeichnen

wir noch den Abstand E des Tragers g vom Kreismittel

punkt durch
c/,

so haben wir gefunden, dafs die Potenz der
dem Kreise konjugierten Involution g

2
ist

A . A
l
= r 2 d2

.

12.* Die fokale Involution.
1*0 140.* Steinersehe Parabel. Ist k- eine beliebige Kurve

und x eine ihrer beiden AchsenO 19
), so schneidet x die un-

eigentliche Gerade o in einem Punkte X, der dem Pol Y von
x in der zirkularen Punktinvolution o- homolog ist 114

^. Jeder
Strahl von Y, d. h. jede der Achse konjugierte Gerade steht
daher auf der Achse senkrechtf 11^

:

1. Jede einer Achse konjugierte Gerade steht auf
der Achse senkrecht.

Ist a eine beliebige Gerade (nicht etwa eine der Achsen)
und A ihr Pol fur die Kurve P, so giebt es unter den
durch A

L gehenden Strahlen einen, der auf a senkrecht steht.

Schneidet namlich a die uneigentliche Gerade o im Punkte A
und ist A

1
der dem Punkte A homologe Punkt in o 2

,
so ist

die Verbindungslinie A v
A

x
=

flj ,
weil sie durch A

L geht,
der Gerade a konjugiert und, weil sie durch A geht, ein
Lot auf a( U2 *&amp;gt;. Nennen wir a

A
kurz das der Gerade a kon

jugierte Lot, so haben wir:
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2. Zu jeder Gerade, welche nicht mit einer der
Achsen zusammenfallt, giebt es ein konjugiertes Lot.

Ferner ergiebt sich aus Nr. 113:

3. Durch jeden Punkt gehen zwei einander konju-
gierte Lote.

Geht der Strahl a durch den Kurvenmittelpunkt 0, so
ist sein Pol A ein uneigentlicher Punkt^ 114

^; die Verbindungs-
linie A^ A

3
ist daher die uneigentliche Gerade :

4. Das einem (nicht mit einer der Achsen zusammen-

fallenden) Durchmesser konjugierte Lot ist die un

eigentliche Gerade. -

Dreht sich a ura einen Punkt P, der in keiner der
beiden Achsen liegt, so beschreibt der Pol A^ in der Polare p
von P eine dem Strahlenbuschel P projektive Punktreihe (90 &amp;gt;

und der Punkt A
1? welcher dem Schnittpunkt o (a)

= A in &amp;lt;/

2

homolog ist, in o eine zu a projektive Punktreihe^ 63
). Die

Verbindungslinie A A = a umhiillt (60) daher eine Kurve
zweiter Ordnung und zwar eine Parabel 1 127* }

,
weil o als

Trager der einen Punktreihe eine Tangente istf
45

).
- -

Liegt
dagegen P z. B. in der Achse #, so ist x einer der Strahlen
von P; da der Pol Y von x zugleich der dem Punkte X= o

(as) mo- homologe Punkt ist, so fallen A und A
x gleich-

zeitig in Y. Die beiden von A und A
x

in p und o be-
schriebenen projektiven Punktreihen liabeu daher perspektive
Lage(34 ^ und die konjugierten Lote bilden zwei gerade Strahlen
buschel PI und Y44

); der parabolische Buschel zerfallt, wie
wir sagen, in zwei gerade Strahlenbuschel:

5. Die den Strahlen eines geraden Buschels P konju
gierten Lote bilden einen projektiven parabolischen Buschel.

Dieser Buschel heifst die Steinersche Parabel.

6. Die Steinersche Parabel zerfallt in zwei gerade
Stra/ilenbuschel, wenn P in einer der beiden Achsen

liegt.

141.* Fokale Involutionen. Geht der Strahl a des ui
Punktes P durch den uneigentlichen Punkt X der Achse x,
d. h. fallt o (a)

= A in X, so fallt A, in den Pol Y von
#(1145)

j
der p } ^ von a iiegt? weij a durch X geht, in der

Polare y von X&amp;lt;
90

&amp;lt;);

die Verbindungslinie A^ A
17 das konju

gierte Lot, ist daher die zweite Achse y. Da dasselbe von
.

gilt, wenn a parallel y ist, so ergiebt sich:



156 I. Der Kegelsehnitt.

1. Die beiden Achsen sind Tangenten jeder Steiner-

schen Parabel.

Die einander konjugierten Lote, welche durch P
gehen(14

3),
sind Tangenten der dem geraden Biischel P zu-

geordneten Steinerschen Parabel; daher^ 12^:

2. Die einem PunJcte P zugeordnete Parabel ist be-

stimmt durch die beiden Achsen der Kurve und die beiden

konjugierten Lote, welche durch P gehen.
-

Weil die Achsen Tangenten der Steinerschen Parabel

sind, schneiden die Strahlen a des geraden Biischels P jede
Achse in einer Punktreihe, die projektiv ist zu der von den

homologen Strahlen des parabolischen Biischels ausgeschnit-
tenen Punktreihe(l40

&amp;gt;. Geht a durch X, so ist #, wie wir
eben sahen, das konjugierte Lot; dem Punkte X ist daher
der Schnittpunkt x y = 0, der Mittelpunkt der Kurve, homo-

log; geht der Strahl a durch 0, so ist ihm die uneigentliche
Gerade homolog(140

*\ dem Punkt also der Punkt X. Die
beiden in x liegenden projektiven Punktreihen bilden

daher(63^ eine Involution. - - Ist Q irgend ein zweiter Punkt,
so ergiebt sich fur ihn ebenso, dafs seine Strahlen und die

ihnen konjugierten Lote die Achse in Punktpaaren einer

Involution schneiden, von der X und zwei homologe
Punkte sind. Da der Strahlenbiischel Q mit dem eben be-

trachteten P einen Strahl gemeinsam hat (vgl. 133 Z), so

haben die beiden durch P und Q in x induzierten Involutionen

auch noch das Punktpaar gemeinsam, welches von diesem

Strahl P Q und seinem konjugierten Lote ausgeschnitten

wird; die beiden Involutionen sind daher identisch(63^. Das

Ergebnis sprechen wir durch eine Definition und einen Lehr-

satz aus.

3. Definition: Die Involution, welche durch einen

beliebigen geraden Biischel und die ihm konjugierten
Lote in einer Achse bestimmt wird, heifst eine fokale

Involution.

4. Lehrsatz: Jeder Strahl und das ihm konjugierte
Lot schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen
Punkten der fokalen Involution.

Ist P ein Kurvenpunkt, so ist seine Tangente zugleich
seine Polare (86 Za)

;
das in dem Kurvenpunkte P auf der

Tangente errichtete Lot, das wir die Normale des Punktes P



12. Die fokale Involution. Nr. 142. 157

nennen wollen, 1st daher das konjugierte, so dafs wir als

besondern Fall des vorhergehenden Satzes den folgenden

aussprechen konnen:

5. Tangente und Normale eines Kurvenpunktes
schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen
Punkten der fokalen Involution.

6. Ferner folgt noch fur den Fall, dafs P ein Punkt
einer Achse 1st, der zugeordnete parabolische Biischel also

in zwei gerade Buschel P
1
und Y zerfalltf 140*)

,
dafs P und

P
l

zwei homologe Punkte der fokalen Involution sind.

142.* Brennpunkte. Wenn die Achsen x und y von dem 1*2

Strahl a in B und C und von dem ihm konjugierten Lot a

in B
l
und C^ geschnitten werden, so sind B und B

l
zwei

homologe Punkte der fokalen Involution x- und C und C
{

zwei homologe Punkte der fokalen Involution y-
( 141

*&amp;gt;. Da
a und

&amp;lt;2j

durch zwei homologe Punkte A und A
1

der zirku-

laren Punktinvolution gehen, so lassen sich die beiden fokalen

Involutionen auffassen als zwei Gegenseiten (133)
,
deren diago-

nale Involution die zirkulare Punktinvolution o- ist. Da die

zirkulare Involution elliptisch istf
112

*), so haben wir(187 &amp;gt;:

1. Von den beiden fokalen Involutionen ist die eine

elliptisch, die andere hyperbolisch. Die Achse,
welche der Trager der hyperbolischen Involution ist,

heifst die Hauptaehse, die andere die Nebenachse. -

Die in der Hauptachse liegenden Ordnungspunkte der

fokalen Involution heifsen die Brennpunkte der Kurve.

Jeder Strahl eines Brennpunktes F wird von dem ihm

konjugierten Lote in F geschnitten (Ul4)
,
mit andern Worten :

die konjugierten Strahlen des Brennpunktes stehen aufein-

ander senkrecht:

2. Die konjugierte Strahleninvolution jedes Brenn

punktes ist zirkular.

Bilden die den Strahlen eines Punktes P konjugierten
Lote einen geraden Strahlenbuschel P,, so mufs P ein

Punkt der Achse seint140* und der Mittelpunkt P des

von den konjugierten Loten gebildeten geraden Buschels

mufs der dem Punkte P in der fokalen Involution homologe
sein(141 e). Ist die konjugierte Strahleninvolution eines

Punktes P zirkular, so heifst das: die den Strahlen von P
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konjugierten Lote bilden einen geraden Biischel, dessen

Mittelpunkt mit P zusammenfallt
;
der Mittelpunkt mufs also

ein Ordnungspunkt der fokalen Involution, d. h. ein Brenn-

punkt sein:

3. Ein Punkt, dessen konjugierte Strahleninvolution

zirkular ist, ist ein Brennpunkt.
-

Sind uns fiir eine Kurve die beiden Brennpunkte F und
G gegeben, so ist ihre Verbindungslinie die Hauptachse x.

Da der uneigentliche Punkt X der Hauptachse x in der

fokalen Involution, wie wir in der Begrtindung von Nr. 141 4

sahen, dem Kurvenmittelpunkt homolog ist, so ist die

Mitte (63s) von F G der Kurvenmittelpunkt, das Mittellot von
FG also die Nebenachse. - - Je zwei aufeinander senkrechte

Strahlen von F schneiden die Nebenachse in homologen
Punkten der fokalen Involution*141*) :

4. Sind uns von einer Kurve die beiden Brenn

punkte F und G gegeben, so ist F G die Hauptachse
und das Mittellot von F G die Nebenachse. - Die
fokale Involution der Nebenachse liegt perspektiv zur

konjugierten (zirkularen) Strahleninvolutionjedes Brenn

punktes.
-

Die konjugierten Lote, die durch einen Punkt P
gehen

(U s)
,
schneiden die Hauptachse in homologen Punkten

der fokalen Involution (141^ und bilden daher mit PF und
P G einen harmonischen WurfW. Nennen wir die durch

einen Brennpunkt gehenden Strahlen PF und PG kurz

Brennstrahlen, so haben wir(28a)
:

5. Die konjugierten Lote eines beliebigen Punktes P
halbieren die von den Brennstrahlen P F und P G ge-
bildeten Winkel.

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende

(vgl. 141.):

6. Tangente und Normale eines Kurvenpunktes hal

bieren die von den Brennstrahlen des Kurvenpunktes

gebildeten Winkel.

us 143.* Hauptkreis. Da die konjugierte Strahleninvolution

des Brennpunktes zirkular(142z)
,
also elliptischt

112*)
ist, so ist

die konjugierte Punktinvolution der Hauptachse, weil diese

ein Strahl des Brennpunktes ist, hyperbolised
107

):
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1. Die Punkte, in denen die Hauptachse die Kurve
schneidet, heifsen die (Haupt-) Scheitel^ 2 ^ der Kurve.
Wir bezeichnen die Scheitel der Kurve stets durch A

und Jj und die Strecke A A^ die Lange der Hauptachse,
durch 2a. - - Der Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Kurven-
mittelpunkt zusammenfallt und dessen Radius OA

1st,
hat so vielerlei Beziehungen zur Kurve, dafs man fiir ihn
einen besonderen Namen eingefiihrt hat.

2. Definition: Der Kreis, welcher die Hauptachse
der Kurve zum Durchmesser hat, heifst der der Kurve
zugeordnete Hauptkreis (oder der Scheitelkreis).

3. Die der Kurve konjugierte Involution der Haupt
achse 1st dieselbe wie die dem Hauptkreise konjugierte
Involution,

namlich die durch die Ordnnngspunkte A und A^ bestimmte.
Da ferner dem uneigentlichen Punkte X der Hauptachse x in
der zirkularen Punktinvorution o- der Pol Y von x homolog
ist(

114 ) und jedem Kreise die zirkulare Punktinvolution kon-
jugiert ist^ 1

*),
so hat die Hauptachse fiir die Kurve und

den Hauptkreis denselben Pol. Die Strahlen von Y, d. h.&amp;lt;

112
&amp;gt;

die Lote der Hauptachse, haben daher fur die Kurve und
den Hauptkreis dieselben Pole 92

^.

Sind nun Y(Q) (Fig. 87) nnd Y (R) irgend zwei Strahlen
von Y, und Q, und 72, ihre Pole und C irgend ein Punkt
in Y(Q), so geht sowohl die Polare

y des Punktes C fiir die Kurve als

auch die Polare c des Punktes C
fiir den Kreis durch Q1? und y
schneidet Y(Q) in dem dem Punkte
C fitr die Kurve konjugierten Punkte
T

1
und c schneidet Y(Q) in dem

dem Punkte C fur den Hauptkreis
konjugierten Punkte C;. Wird Y(R)
von y und c in A

1
und D

l ge-
schnitten, so 1st JR

l
C die Polare Fig. 87.

des Punktes A, fiir die Kurve und die Polare des Punktes D.
iiir den Kreis&amp;lt;

92
). Schneidet daher R

t
C das Lot Y(R) in D,

so sind D und A
a

einander ftir die Kurve und D und D
einander fiir den Hauptkreis konjugiert. Da die Punkte Q
und 72, welche clem Punkte Y sowohl fiir die Kurve wie
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ftir den Kreis konjugiert sind, die Fluchtpunkte der konjugier-
ten Involutionen von Y (Q) und Y (R) sind, so haben wir

in Y(Q) fur die Kurve die Potenz QC.Qr^w und for

den Hauptkreis die Potenz Q C . Q C
;

das Verhaltnis der

beiden Potenzen ist also Q I~,
: Q &r Entsprechend haben

wir in Y (R) die Potenzen RD.RL^ und RD .R D^ und

das Verhaltnis R ^: R D^. Da nun nach einem Satz der

Proportionenlehre

Q r : Q C,
= R A, : R D

l

ist, so haben wir:

4. Ztoe Potenzen der Involutionen, welche der Kurve

und ihrem Hauptkreise in einem Lote der Hauptachse

konjugiert sind, haben ein konstantes Verhaltnis.

Zu den Loten der Hauptachse gehort auch die Neben
achse (1424)

,
in welcher der Hauptkreis eine Involution erzeugt,

deren Potenz -\-
o 2

ist&amp;lt;

139
). Bezeichnen wir die Involutions-

potenz, welche die Kurve in der Nebenachse induziert, durch

[6],
so ist das konstante Verhaltnis der Involutionspotenzen

[6]
: a 2

.
-- Wahlen wir ein Lot Y (Q\ welches die Kurve in

5 schneidet, so ist, wenn wir Q S = y und Q = x setzen,

die Potenz dieses Lotes fur die Kurve
-j-?/&quot;(

l39 ) und fur den

Hauptkreis a 2
a?

2
i j89

&amp;gt;. Es ist daher ?/

2
: a 2 -- x* =

[b\
: a-.

- Damit haben wir zum zweiten Male (vgl. 126) die Kurven-

gleichung abgeleitet, und zwar fur ein Koordinateusystem,
dessen Achsen mit den Kurvenachsen zusammenfallen. Ist

die Kurve eine Ellipse, so schneidet die Nebenachse die

Kurve&amp;lt;
121

),
die Potenz [b]

ist also positiv : -f 6 2
(
139

); ist sie

eine Hyperbel, so ist [b] negativ : ^ 2(121
\ so dafs sich

ergiebt als Gleichung
2 ^

fur die Ellipse : ^+^= 1
;

o o
71

77&quot;

fur die Hyperbel:
-
p-=l

z Zusatz. Die eben entwickelte Kurvengleichung ist nur

ein besonderer Fall der in Nr. 126 abgeleiteten, welche auf

zwei beliebige konjugierte Durchmesser als Achsen bezogen

war. Auch diese allgemeine Gleichung lafst sich mit Hiilfe

des hier verwendeten Begriffs der Potenz einer Involution

ableiten. Ist uns die Kurve durch S S
l
A und 2oo&amp;lt;

118Z J
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gegeben, so ist, wenn die Mitte von S 5
ist, Tec

(Fig. 88) der dem Durchmesser S
-S, konjugierte. Er wird,

weil er durch den Pol Too der Seite S S
l

des Kurven-
dreiecks S S A geht, von den beiden andern Seiten AS
und A*Sj in zwei konjugierten
Punkten A und A

geschnitten(&quot;&amp;gt;&amp;gt;.

Da der Fluchtpunkt &amp;lt;

138) von
Too ist, so ist die Potenz der

konjugierten Involution von
Too :

[b]
= OA.O Ar Ziehen

wir Q A parallel Too und be-

zeichnen Q durch #, Q A durch

y&amp;gt;

und S
l
= S durch a, so Fi - 88 -

ergiebt sich:

Qh:OA = SQ:SO und Q A

woraus unter Berucksichtigung der ZeichenregeK
41 )

folgt:

[b\ ^ . S ~~^

144.* Konstruktion dep Ellipse aus ihren beiden **

Aehsen(157)
. Fur eineEllipse^

121 ^ sowohl wie fur einenKreis^ 31^

ist der Mittelpunkt ein elliptischer Punkt. Es ist also, wenn
wir die Bezeichnung der vorigen Nummer (Fig. 87) beibehalten,
Y(0) eine hyperbolische Gerade^ 107 ) und folglich(

110i) auch
jeder Strahl Y(Q), der von Y(0) durch die Scheiteltangenten
Y(A) und Y(A l )

nicht getrennt wird; mit andern Worten:
jedes in einem Punkte der Hauptachse AA^) errichtete
Lot schneidet sowohl die Ellipse wie ihren Hauptkreis.
Errichten wir in einem solchen auf A A

{ liegenden Punkte
Q das Lot und nennen seine Schnittpunkte mit der Ellipse
und dem Hauptkreise P und P

1? so sind Q P 2 und Q P\
die Potenzen( 139 ) der der Ellipse und dem Hauptkreise kon
jugierten Involutionen desLotes; es ist daher^ 143*) QP:QPl= b : a.

Auf jedem Lote der Hauptachse werden von der

Ellipse und ihrem Hauptkreise zwei Sehnen begrenzt,
deren Verhaltnis konstant ist, und zwar gleich dem
Verhaltnis der Nebenachse zur Hauptachse.
Ziehen wir durch den Ellipsenpunkt P (Fig. 89) zum

Kreisradius P
1

die Parallele, welche die Hauptachse in
(7,

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 11
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Fig. 89.

die Nebenachse in D schneidet, so ist P C : /\ = Q P : QPt

= : a; folglich ist, da P, 0= a ist, P C --= b. P D ist gleich

P = a. Daraiis ergiebt sich eine in der Darstellenden

Geometric viel benutzte Kon-

struktion einer Ellipse, von der

die beiden Achsen gegeben sind:

Man triigt auf einem Papier-

streifen (Fig. 89) PD=a und

PC=b ab und bewegt ihn so,

dafs C auf der Hauptachse und

D auf der Nebenachse gleitet;

die mit der Bleifeder be-

zeichneten Lagen des Punktes

P sind dann Ellipsenpunkte.
-

Weil, wie wir bei der Begriindung von Nr. 143., sahen,

jedes Lot der Hauptachse fur die Ellipse und den Haupt-

kreis denselben Punkt als Pol hat, so geht die Ellipsen-

tangente in P durch den Punkt, in dem die Kreistangente

in P, die Hauptachse schneidet &amp;lt;

87Z
i&amp;gt;. Diese Bemerkung

wird *in der Darstellenden Geometrie /Air Konstruktion einer

Ellipsentangente gebraucht.

i 145.* Kurve aus den beiden Brennpunkten und

einer Tangente. Ist uns fur eine Kurve ein Brennpunkt

9 gegeben, so kennen wir, da die konjugierte Strahlen-

involution des Brennpunktes zirkular isti
142

*),
die der Kurve

in G konjugierte Strahleninvolution. Aus dieser Bemerkung

ergiebt sich die Losung der

Aufgabe(
l54)

: Eine Kurve zu zeichnen, von der die beiden

Brennpunkte und eine Tangente gegeben sind.

Die beiden Brennpunkte bezeichnen wir durch G und

//, die gegebene Tangente durch . Da je zwei homologe

Strahlen c und q der Strahleninvolution G- auf einander

senkrecht stehen und ebenso je zwei homologe Strahlen y

und ^ von //2
,

so ist der Verbindungslinie QH= u in

G- das Lot g auf u und in H- das Lot A auf u homolog;

den unendlich fernen Schnittpunkt dieser Lote g und /*

nennen wir U. - - Die gesuchte Kurve erhalten wir nun

durch Ubertragung der in Nr. 100 gegebenen Konstruktion

ins Duale&amp;lt;
7

&amp;gt;:

Werden die Punkte, in denen die gegebene Gerade s
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(Fig.^ 90) von den Seiten h und u des Dreiseits g h u ge-
schnitten wird, aus den Gegenecken G und U durch c und
g projiziert, wird ferner der Schnittpimkt c q aus der EckeH durch y projiziert, so ist

die Verbindungslinie von g y
und eine Tanente. Be-
zeichnen wir diese durch
so sind die Verbindungslinien
der Punkte, in denen s und
s
l
von den homologen Strahlen

der zirkularen Involution G 2

geschnitten werden, Tangenten
der gesuchten Kurve.

Anmerkung. Aus dem Be-
weise zu Nr. 100 ergiebt sich

dual: Weil s(u) und s^(g\
s(c) und ^(cj (Fig. 90) auf

homologen Strahlen von G-

liegen, so sind ihre Ver-

bindungslinien / und \ Tangenten der Kurve. Wie das
Vierseit ghcy zeigt, ist die Diagonallinie q von u durch s

und / harmonisch getrenntf
25 )

; g q = U wird dahert21 *) aus
s s

a
durch den von G durch 6- und s

x harmonisch getrennten
Strahl 0J, d. i.(

9Si) die Polare von 6r, projiziert.
Zwate. Wiederholt man die Konstruktion fiir den Fall,

z

dafs der Brennpunkt // ein uneigentlicher Punkt, also /* die

uneigentliche Gerade ist, so ergiebt sich s
\\

c und
||

c
;

die Verbindungslinie der Schnittpunkte s(c) und s
1 (cl ),

die

Tangente /
1?

ist daher die uneigentliche Gerade und somitf127*)

die Kurve eine Parabel:

Liegt der eine der beiden Brennpunkte unendlich

fern, so ist die Kurve eine Parabel.

146.* Richtlinie. Die in der vorigen Nummer^145 A ) kon- 146

struierte Polare gv
des Brennpunktes G hat eine besondere

Wichtigkeit und daher einen besondern Namen, den wir
einfuhren durch die

1. Definition: Die Polare eines Brennpunktes heifst
Richtlinie (oder Direktrix).

Statt der Buchstaben G und //, durch die wir in
Nr. 145 die Brennpunkte bezeichneten, wollen wir urns von

11*
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jetzt an wieder der bis dahin gebrauchten Buchstaben F
und G bedienen und dem entsprechend die Polaren von F
und 6r, die Richtlinien, durch / und g bezeichnen. 1st nun
T ein beliebiger Punkt der Richtlinie /, so geht seine

Polare durch den Punkt F und steht, da sie dem Brenn-

strahl F T konjugiert ist(92 &amp;gt;
}

,
senkrecht auf T F^-^:

2. Die Polare eines Punktes T der Richtlinie f ist

das im Brennpunkt F auf T F errichtete Lot.

1st demnach Y der uneigentliche Punkt der Richtlinie

/, so ist seine Polare das von F auf / gefallte Lot FF19

dieses schneidet die uneigentliche Gerade o in dem dem
Punkte Y homologen Punkte X der zirkularen Punkt-

involution, ist also erne Achse(114B) der Kurve und, weil es

durch F geht, die Hauptachse^
142^

:

3. Das von einem Brennpunkt auf seine Richtlinie

gefallte Lot ist die Hauptachse.

Dieser Satz ist ein besonderer Fall des folgenden.
-

Weil die konjugierte Strahleninvolution eines Brennpunktes
F elliptisch ist(112^, so ist die Richtlinie / eine elliptische

Gerade^ 105
^; durch jeden Punkt T von / gehen daher^ 107 )

zwei Tangenten s und s
17

die als Ordnungsstrahlen die

konjugierte Involution von T bestimmen^92 ) und daher die

Polare von T in zwei Kurvenpunkten schneident92^
:

4. Wenn T ein Punkt der Richtlinie f ist, so schneidet

das in dem Brennpunkte F auf TF errichtete Lot die

von T ausgehenden Tangenten in zwei Kurvenpunkten.

Man giebt diesem Satze auch wohl die Form: Die auf

einer Tangente durch ihren Beriihrungspunkt und eine Richt

linie begrenzte Strecke erscheint in dem zugeordneten Brenn

punkt unter einem rechten Winkel. -

Schneidet die Polare eines beliebigen

C Punktes T (Fig. 91) der Richtlinie /. die

Nebenachse in C, so folgt aus der Ahn-

lichkeit der Dreiecke OCF und F^FT:
OC.F

1 T=OF.FF^. Die Polare von

Fig. 91. C geht durch T und ist der Hauptachse

parallel
90

*); schneidet sie die Nebenachse

in 19 so ist C . C, die Potenz^ 138 ^ der konjugierten

Involution der Nebenachse, die wir wieder mit [b]
be-
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zeichnen wollen. Wir haben daher die auch im Vorzeichen
richtige Gleichung

[b]=OC. OC^OC.F^ T=OF.FF
lf

Ferner i

JL

Das Produkt OF.OF
i

ist die Involutionspotenz der

Hauptachse, also OF. F
t
= a-^^- bezeichnen wir nochF= G F durch

e, so haben wir

5. a 2
e
2

=[b],

147.* Zweites&amp;lt;
124

&amp;gt; Kennzeiehen fur die Ellipse und u?
die Hyperbel, Ist eine Kurve durch die beiden Brenn-

punkte^
F und G und eine Tangente t gegeben^

145
),

so
lafst sich ein Kennzeiehen dafur angeben, ob die Kurve
eine Ellipse oder Hyperbel ist. - - Schneidet die Tangente
t (Fig. 92) die Hauptachse x in

B und die Nebenachse y in
(7, so

schneidet die Normale n ihres Be-

ruhrungspunktes P die Achsen x t/
und y in den homologen Punkten
JB

1
und Cj der fokalen Involu- x̂

&amp;gt;\
tionen^ 141

^. Die Polare des un- - N^-

eigentlichen Punktes Zder TangenteBC geht durch den Beriihrungs-
punkt P*V&amp;gt; und den Kurven-

mittelpunkt 0(114
);

P und Z sind also zwei konjugierte
Durchmesser und die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel(12

i&amp;gt;,

je nachdem die konjugierte Strahleninvolution (B C . P Z}
elliptisch oder hyperbolisch ist.

Wir nehmen nun an, die Tangente schneidet (wie in
der Figur) die Hauptachse in einem Punkte B von F G^\
so dafs also B

&amp;gt;
F ist. Da B . B^ = F-

ist, so
ist OB^&amp;lt;iOF, d. h. BI liegt in B oder, wenn wir den
uneigentlichen Punkt der Hauptachse X nennen, B . B

l
X

ist ein elliptischer Wurf. Da die fokale Involution der
Nebenachse elliptisch istf142

*), so ist, wenn ihr uneigentlicher
Punkt Y genannt wird, OY.CQew elliptischer, OC.YC^
also( 10*) ein hyperbolischer Wurf. Die Verbindungslinie Bl

C
und die Verbindungslinie XY, die uneigentliche Gerade,
bestimmen also in den Seiten OB und C des Dreiecks
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B C einen elliptischen und einen hyperbolischen Wurf,

folglich&amp;lt;

137i) igt der in B C ausgeschnittene Wurf B C . P Z
elliptisch, die Kurve also eine Ellipse:

1. Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je

nachdem der Punkt, in dem eine beliebige Tangente
die Hauptachse schneidet, von dem Kurvenmittelpunkt
durch die Brennpunkte getrennt oder nicht getrennt

wird.

Bemerkt mag noch werden, dafs als besonderer Fall

aus Nr. 109 folgt:

2. Die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je

nachdem der Punkt, in dem eine beliebige Tangente
die Hauptachse schneidet, von dem Kurvenmittelpunkt
durch die Scheitel getrennt oder nicht getrennt wird.

148.* Entfernungen eines Kurvenpunktes von

Brennpunkt und Riehtlinie. Die in Nr. 145 gegebene
Konstruktion lehrt uns. zu der gegebenen Tangente 6- eine

zweite ^ und mit Htilfe der beiden Tangenten s und s
1
und

der zirkularen Strahleninvolution eines Brennpunktes die

tibrigen finden. Wir konnen daher jede Kurve erzeugen,
indem wir einen rechten Winkel sich

um seinen Scheitel F drehen lassen

und den Punkt, in dem s von dem
einen Schenkel geschnitten wird, ver-

binden mit dem Punkte, in dem s
1

von dem andern Schenkel geschnitten

wird.

Wir zeigen nun, dafs wir, aus-

gehend von zwei beliebigen Geraden

s und
Sj

und einem beliebigen Punkte

F, die Tangenten einer Kurve er-

halten, wenn wir um F einen rechten

Fig. 93. Winkel sich drehen lassen. - Die

Schenkel des rechten Winkels bezeichnen wir durch p und 7

(Fig. 93), die Schnittpunkte s (p) und s
l (q) durch A und B

v
.

Wenn p sich um F dreht, so ist

die Verbindungslinie A B^ = I umhullt also in der That

eine Kurve^42). Bezeichnen wir ferner die Schnittpunkte
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s (q) und
Sj (p) durch B mid A^ so ist, well q in p tiillt,

wenn p m q fallt, auch die Verbindungslinie .B^= /,
eine

Tangente dieser Kurve. Bezeichnen wir noch die Schuitt-

punkte s s
l
und I ^ durch T und 7\ und ihre Verbindungs-

linie T T^ durch /, so bilden die Tangenten s s
}

1
l^

ein

Arierseit, von dem AA
lt
B B^ T I\ die Gegenecken sind.

1. Da die Diagonallinien A A
i
= p und B B

l
= q

einander konjugiert sind(923)
,
so ist die konjugierte In

volution von F zirkular, P also ein Brennpunkt*
142

^;
seine Polare (852) / also die Richtlinie, und das von F
auf / gefallte Lot FF

{
die Hauptachse 1146

^; das in

F auf TF errichtete Lot schneidet s und S
L

in den

Kurvenpunktei^
146^ S und S^ -

Ist von einer Kurve ein Brennpunkt F, die zugeord-
nete Richtlinie / und eine Tangente s gegeben, die die Richt

linie in T schneidet, so kennen wir die konjugierte Strahlen-

involution von T: Von dieser ist s ein Ordnungsstrahl
(9H

/und T (F) sind zwei konjugierte Strahlen^2^
;

die zweite

Tangente s
t

ist daher die von s durch / und F harmonisch

getrennte Gerade. Da wir aus s s
l
and F die Kurve zeich-

nen konnen, so haben wir:

2. Eine Kurve ist durch einen Brennpuukt, seine

Richtlinie und eine Tangente bestiramt. -

Da das Kurvenvierseit * s I ^ und das zugeordnete
Kurvenviereck *S Sj L L^ das Diagonaldreieck p q f gemein-
sam haben^59

&amp;gt;,

so geht 5 L (Fig. 94) durch den Diagonalpunkt
qf=pv&amp;gt;V- es werden daher^4i &amp;gt; S
und L und folglich auch F(S) und
F (L) durch p und q harmonisch

getrennt. Weil p senkrecht auf q

steht, so istf
41 *) FS:FL= PS : PL.

Fallen wir nun von S und L die
j&amp;gt;

Lote S R und L R^ auf die Richt

linie /, so ist nach einem Satze /
der Proportionenlehre PS : PL
= SR:LR

1: folglich SF:SR
= LF:LRr ^ 94.

3. Das Verlmltnis aus den Entfernungen eines Kurven-

punktes von einem Brennpunkt und der zugeordneten
Richtlinie ist konstant.
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149.* Die von einem Brennpunkt auf die Kurven-
tang-enten g-efallten Lote. Wir erhalten^148*) die Tangenten
unserer Kurve, indem wir zwei aufeinander senkrechte
Strahlen p und q um F sich drehen lassen. Kommt p in die

Lage des Lotes CC
{ (Fig. 95) von s, so ist q parallel s; daher

ist die durch C^ parallel s gezogene Gerade eine Tangente
der Kurve; kommt p in die Lage des Lotes J) D

l
von

,,

so ist, wie sich in derselben Weise ergiebt, die durch D
parallel s

l gezogene Gerade eine Tangente der Kurve. Die
beiden gezeichneten Tangenten bilden mit s und s

i
ein

Parallelogramm, d. h. ein Kurven-

vierseit, dessen eine Diagonallinie
die uneigentliche Gerade ist. Der
dieser gegeniiberliegende Diagonal-

punkt, d. i.(
25

&amp;gt;) die Mitte von D Cv
ist daher der Mittelpunkt der

Kurvet85
*); durch ihn geht dieHaupt-

achse, das von F auf die Richtlinie

f gefallte Lot F F^w.
95. Wird D C\ von TF und der

Richtlinie / in E und E
i geschnitten,

so sind, well TF von / durch s und s
1
harmonisch getrennt

vvird^ 92
*),

JDC
l
.EE

i
vier harmonische Punkte, daher ( 41 *&amp;gt;

OE.OE
i
=OI) 2

. Aus dem Viereck TFC^D, in dem
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, ergiebt
sich^112

),
dafs TE senkrecht auf C^D steht; da die Haupl-

achse senkrecht auf / steht, so liegen FFl
EE

}
in einem

Kreise, so dafs nach einern planimetrischen Satze ist F . F
}

= OE.OE
1
=0 D\ Weil der Fluchtpunkt und F und

F
{
zwei homologe Punkte der konjugierten Involution der

Hauptachse sind, so ist F. F
1
^= a-(\ also I) = a,

wenn wir wieder durch a die halbe Liinge der Hauptachse
bezeichnen. Aus dem rechtwinkligen Dreieck C^ D C ergiebt
sich noch C = D, mithin OC=a:

Die Fufspunkte der von einem Brennpunkt auf die

Tangenten gefdllten Lote liegen im Ilauptkreise.

. Zmatz. Sind F und G (Fig. 96) die beiden Brennpunkte
und s eine beliebige Tangente, so miissen die Tangente und
die Normale ihres Beriihrungspunktes P die beiden Achsen
in homologen Punkten BB^ und CC

i
der fokalen Involutionen
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sclmeiden 141 ) und die von den Brennstrahlen P F und PG
gebildeten Winkel halbieren &amp;lt;

142
). Nehmen wir an, dafs

die Tangente (wie in der Figur)
die Hauptachse in einem Punkte
vonF GW schneidet, dafs alsot147 i)

die Kurve eine Ellipse ist, so

halbiert die Tangente den Neben- %
winkel von GPF. Das von F
auf die Tangente s gefallte Lot
FH trifft also die Verlangerung
der Seite P G des Dreiecks ^PF G.

Fi &quot;

Weil aus z.FPH=HPI) folgt, dafs PF
FH= HD ist, so ergiebt sich:

1. Die Snmme aus den Brennstrahlen eines Ellipsen-
punktes ist konstant und zwar gleich der Lange der

Hauptachse.
Fur eine Hyperbel ergiebt sich in derselben Weise:

2. DieDifferenz aus den Brennstrahlen eines Hyperbel-
pnnktes ist konstant und zwar gleich der Lange der

Hauptachse.

150.* Vierseit mit zwei reehtwinkligen Geg-eneeken. 150

In Nr. 148 haben wir die Aufgabe gelost: Aus zwei

Tangenten s und s und der zirkularen Involution des Punktes
F die Kurve zu zeichnen. Es bleibt noch der besondere
Fall zu erledigen, dafs die Geraden s und

.s,
aufeinander

senkrecht stehen. Da auch die

homologen Strahlenp und q (Fig. 97)
der Involution F* aufeinander senk
recht stehen, so bilden, wenn wir
die frtihere Bezeichnung

148 ) bei-

behalten, A B A^ B^ die Ecken eines

Vierecks, von dem zwei Seiten auf
ihren Gegenseiten senkrecht stehen;
es ist daher( 112

&amp;lt;) auch A B
L
= I senk

recht auf A B = /
3 ;

es stehen also

je zwei Tangenten, die sich in einem
Punkte der Eichtlinie schneiden, aufeinander senkrecht.

Kommt p bei seiner Drehung um F (vgl. 149) in die

Lage des von F auf * gefallten Lotes, so wird zugleich p

/ ^&\\^HP*A
Fig. 97.
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parallel s und q parallel s; die Tangente A^ B 1st

daher, well A
l

und B die uneigentlichen Punkte von s
{

und s sind, die uneigentliche Gerade, unsere Kurve

also (i27 4 ) e jne Parabel (vgl. 145 Z).
- - Um dies Ergebnis

in Worte kleiden zu konnen, wollen wir den Schnittpunkt
zweier Seiten eines ^7

ierseits, die aufeinander senkrecht

stehen, eine recktwinklige Ecke des Vierseits nennen und

entsprechend einen Diagonalpunkt, in dem sich zwei auf

einander senkrecht stehende Diagonallinien schneiden, einen

rechtwinkligen Diagonalpunkt :

Ein Vierseit mit zwei rechtwinkligen Gegenecken
hat einen rechtwinkligen Diagonalpunkt. Von der durch

die Seiten eines solchen Vierseits bestimmten Pambel( l21&)

ist der recktwinklige Diagonalpunkt der Brennpunkt und

die Verbindungslinie der rechtwinkligen Gegenecken die

Riclitlinie.

A Anmerkung. Man kann diesem Satze eine andere Form

geben, wenn man von dem Dreieck A A
1
B (Fig. 97) aus-

geht, in welchem die beiden Seiten B A und B A^
und ihre

Hohen unsere Tangenten s
3
ll

t
sind: Zwei Seiten eines

Dreiecks und ihre Hohen bestimmen eine Parabel, von

welcher der Fufspunkt der dritten Hbhe der Brennpunkt ist,

wahrend die Fufspunkte der beiden ersten Hohen in der

Richtlinie liegen.

151 151.* Parabelsatze. Da flir eine Parabel die uneigent-

liche Gerade eine Tangente ist (127
*\ so folgt aus Nr. 148

2
:

1. Eine Parabel ist durch einen Brennpunkt und

seine Richtlinie bestimmt.

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Richtlinie / und

der uneigentlichen Gerade o durch Y, so ist die zweite

durch Y gehende Tangente (vgl. 1482 )
der von o durch F

und / harmonisch getrennte Strahl t des Punktes Y, den

wir z. B. dadurch erhalten&amp;lt;
27

*&amp;gt;,

dafs wir durch die Mitte A
des von F auf / gefallten Lotes F F^ die Parallele zu /
ziehen. Da Y der Pol von F F^ ist(

148
i),

So schneiden die

Ordnungsstrahlen der konjugierten Involution Y 2 die Gerade

FF
r

in zwei Kurvenpunkten^
92

&amp;gt; A und A^ die zugleich die

ScheiteU143^
sind, weil F Fi

die Hauptachse ist
148

^. Der

Strahl t ist also die Tangente in dem Scheitel A der Parabel;

der zweite Scheitel A
1 ist, als Punkt von o, der uneigent-
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liche Punkt der Hauptachse, seine Tangente die uneigent-
liche Gerade.

Aus der in Nr. 148
X gezeigten Konstruktion einer Kurve

wird also fiir die Parabel, wenn wir s und s in t und o

fallen lassen, die folgende:

2. Die Tangenten einer durcli den Brennpunkt und
die (eigentliche) Scheiteltangente gegebenen Parabel
sind die Lote, die man auf den Brennstrahlen in ihren

Schnittpunkten mit der Scheiteltangente errichtet.

Der nneigentliche Scheitel A
l

1st der PoK87 z^ von o,

also der Mittelpunktt
1142 ) der Parabel. Da ferner der Mittel-

punkt und der uneigentliche Punkt der Hauptachse homologe
Punkte der fokalen Involution sind(141^ und diese beiden
Punkte zusammenfallen

,
so 1st A^ ein Ordnungspunkt der

fokalen Involution, d. h.( 142i) ein Brennpunkt:

3. Ftir eine Parabel fallen der Mittelpunkt, ein

Brennpunkt und ein Scheitel in den uneigentlichen
Punkt der Hauptachse.

Schneidet die Tangente des Parabelpunktes P die Achse
in Q17 so 1st die Polare von Ql

das von P auf die Haupt
achse gefallte Lot P&amp;lt;X

90
*&amp;gt;; Q und Q sind also zwei kon-

jugierte Punkte der Hauptachse ;
da die konjugierte Involution

der Hauptachse durch die beiden Scheitel als Ordnungs-
punkte bestimmt ist, so ist A die Mitte der (Subtangente

genannten) Strecke Q Q :

4. Jede Subtangente einer Parabel wird durch den
Scheitel halbiert.

Da Tangente und Normale die Hauptachse in homologen
Punkten Q und N der fokalen Involution schneiden^ 141

^, so

wird, weil der eine Brennpunkt der Parabel ein uneigent-
licher Punkt ist, die Strecke Q N in F halbiert, folglich

Ki F =-$Qi&\ vorher fanden wir Q1
A = Q1 Q, also

durch Subtraktion: A F= % Q N. Die Strecke QJV, die

Subnormale genannt wird, hat also den konstanten Wert
2AF. Die Grofse 2 A F heifst der halbe Parameter der

Parabel, so dafs wir haben:

5. Die Subnormale einer Parabel ist gleich dem
halben Parameter.
Da der (eigentliche) Scheitel A die Mitte von FF ist,
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also von F und / gleiche Entfernungen hat, so folgt aus

Nr. 148, :

6. Jeder Parabelpunkt hat von dem (eigentlichen)

Brennpunkt und der (eigentlichen) Kichtlinie gleichc

Entfernungen.

152 152.* Der Hauptkreis der Parabel. Verbinden wir
zwei Punkte A und A

{

mit den homologen Punkten E und

EI der zirkularen Punktinvolution, so liegen die Schnitt-

punkte der Strahlen A(E) und A^ (E )
in einem Kreise mit

dem Durchmesser AA^*-&amp;gt;). Fallt der Punkt A
l

in die

uneigentliche Gerade, so ist der Strahl A
} (Et \ so lange El

nicht in A^ fallt, die uneigentliche Gerade; fallt aber E in

den dem Punkte &amp;lt;4

1 homologen Punkt der zirkularen In

volution, E
t

also in A^ so ist jeder Strahl von A
l

als

Verbindungslinie A^ (EJ zu betrachten, mithin jeder Punkt
von A(E) als Schnittpunkt homologer Strahlen:

1. Fallt der Punkt A
t

in die uneigentliche Gerade,
so zerfallt der Kreis, der A A^ zmn Durchmesser hat,

in die uneigentliche Gerade und das in A auf A A
t

errichtete Lot.

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich(1M ):

2. Ftir eine Parabel zerfiillt der Hauptkreis
(u3a) in

die uneigentliche Gerade und die Scheiteltangente.

Nun wissen wir( 14&amp;lt;J

-\
dafs die Fufspunkte der vom Brenn-

punkte auf die Tangente gefallten Lote im Hauptkreise

liegen; ftir die Parabel miissen sie also in der uneigentlichen
Gerade und in der Scheiteltangente liegen. Fallen wir aber

von einem eigentlichen Punkte auf eine eigentliche Gerade
das Lot, so kanu der Fufspunkt kein uneigentlicher Punkt

sein, weil Tangente und Lot die uneigentliche Gerade in zwei

homologen Punkten der zirkularen Involution schneiden(112 * !

und von dieser elliptischen^
112^ Involution nicht zwei Punkte

zusammenfallen. Jede eigentliche Gerade ist aber ein Lot

der uneigentlichen Gerade( 112s\ Die Fufspunkte der vom

Brennpunkt auf die eigentlichen Parabeltangenten gefallten
Lote liegen daher in der Scheiteltangente und die Fufspunkte
der vom Brennpunkt auf die uneigentliche Gerade gefallten
Lote in der uneigentlichen Gerade :

3. Die Fufspunkte der vom Brennpunkt auf die
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(eigentlichen) Parabeltangenten gefallten Lote liegen
in der Scheiteltangente.

Anmerkung. Wir haben gezeigt, dafs der letzte Satz A

aus einem allgemeinen als besonderer Fall abgeleitet werden
kann. Kiirzer ware es gewesen, ihn direkt aus der Parabel-
konstruktion^ 150 ) abzuleiten: er ergiebt sick daraus, dafs s

und s die von T(F) und / gebildeten Winkel (Fig. 97)
halbieren.

153.* Kriimmung-skreis. Die Steinersche Parabel(14 5 &amp;gt; us
lieferte uns die fokalen Involutionen

;
diese zeigten uns ein

ganz neues Bild der Kurve, indem sie uns zu den Brenn-

punkten und Richtlinien fuhrten und den Zusammenhang
zwischen der Kurve und ihrem Hauptkreise aufdeckten.
Die fokalen Involutionen sind aber nicht die einzige Er-

weiterung unserer Kenntnisse, die wir dieser Entdeckung
Steiners verdanken; die Steinersche Parabel fiihrt uns aueh
noch zu dem Begriff des Krummnngskreises.

Wir haben gefundent
141

^, dafs dem parabolischen
Btischel, welches einem Kurvenpunkte zugeordnet ist, Tan-

gente und Normale dieses Kurvenpunktes als Strahlen an-

gehoren. Diese Strahlen, die wir durch t und n bezeichnen

wollen, beriihren die Steinersche Parabel in zwei Punkten
N und K, deren Bedeutung fur die Kurve wir aufsuchen
wollen.

Da die Polare eines Kurvenpunktes S seine Tangente
jst(S6z2

)^

go wjssen Wir(i4o5 )

?
^fg d^ den strahlen a von S

konjugierten Lote a^ die Geraden sind, welche die homologen
Punkte A^ und A

x
der in t und o liegenden projektiven

Punktreihen verbinden. Dem Schnittpunkt o(t) ist in der
zirkularen Punktinvolution, weil t senkrecht auf n steht, der
Punkt o(n) homolog. Fallt daher a in w, d. h. A in o(n)
und A, in o(t\ so fallt .4

t ,
der Pol des in die Normale

fallenden Strahles o, in den Punkt von
,

welcher dern

Schnittpunkt o t der beiden Trager in der Punktreihe von t

homolog ist, d. U45) in den Punkt AT

,
in dem t die Steiner

sche Parabel beruhrt:

1. Jede Kurventangente beruhrt die ihrem Beruhruugs-
punkte zugeordnete Steinersche Parabel im Pol der
Normale.
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Die Bedeutung des Punktes K, in dem die Normale n

die Steinersche Parabel beruhrt, finden wir durch eine Be-

weisart, von der wir bisher noch keinen Gebrauch gemacht
haben, die aber sonst vielfach, auch in der Geometric der

Lage, benutzt wird: die Betrachtung des Schnittpunktes
zweier imendlich nahen Geraden (der dual gegeniibersteht
die Betrachtung der Verbindungslinie zweier unendlich nahen

Punkte).

1st 5 ein Punkt einer Kurve & 2
,

-S
1

ein zweiter und T
der Schnittpunkt der Tangenten in S und /S

17
so ergiebt

sich, wenn wir fur den Punkt T die Steinersche Parabel

zeichnen, dafs zu ihren Strahlen auch die Normalen in S
und S

l gehoren; denn dem Strahl T(S) entspricht als kon-

jugiertes Lot die Normale in S und ebenso dem Strahle

T(S )
die Normale in S^ Lassen wir den Punkt $ sich

dem Punkte S
l unbegrenzt nahern, so dafs T(S) und 2

1

(S1 )

zwei auf einander folgende Strahlen des geraden Btischels

T werden, so werden die beiden Normalen zwei auf einander

folgende Parabeltangenten ;
ihr Schnittpunkt fallt also, wenn

S
l (mithin auch T) in *S fallt, in den Punkt, in dem die

Normale in S die zu S gehorende Steinersche Parabel be

ruhrt.

Der Schnittpunkt K zweier unendlich nahen Normalen
hat fiir das Zeichnen einer Kurve grofse Bedeutung. Ziehen

wir namlich um K mit dem Halbmesser KS einen Kreis,
so hat dieser mit der Kurve in zwei unendlich nahen

Punkten die Tangenten gemeinsam; er nahert sich also der

Kurve in der Nahe des Punktes S mehr als irgend ein

anderer Kreis. Einen solchen Kreis nennt man Krummungm
kreis und seinen Mittelpunkt Krummungsmittelpunkt:

2. Die einem Kurvenpunkte zugeordnete Steinersche

Paraltel beruhrt die Normale des Kurvenpunktes im

Krilmmungsmittelpunkt.

Fiir einen Punkt der Achse zerfallt die Steinersche

Parabel in zwei gerade StrahlenbiischeK 140
^; der Mittelpunkt

des einen ist der dem Punkte in der fokalen Involution

homologe. Daraus ergiebt sich:

3. Der einem Scheitel der Kurve zugeordnete

Kriimmungsrnittelpunkt ist der dem Scheitel in der

fokalen Involution homologe Punkt.
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4. Konstruktion des Krummungsmittelpunktes. Sind uns
von einer Kurve die Achsen und fiir den Kurvenpunkt S
(Fig. 98) die Tangente t und die Normale n bekannt, so

konnen wir die dern Punkte 5 zugeordnete
Steinersche Parabel( 141z) und damit den

Kriimmungskreis zeichnen. Werden nam-
lich die Achsen von t in B und C, von
n in B^ und C

t gescbnitten, so ist der

Schnittpunkt F von B C
T
und B

l
C der ~B

Brennpunkt der Steinerschen Parabel
und *S ein Punkt der Richtlinie (150)

;
das

in Fr auf S F erricbtete Lot scbneidet

daher die Normale n in dem Kriimmungs- Fig . 98

mittelpunkte K( l^\
5. Dieser Konstruktion soil noch eine Bemerkung an-

gefiigt werden, von der wir spater
(15T ) Gebrauch zu machen

haben. Weil (Fig-. 98) als Peripheriewinkel ^ SF C=SCi
C

und CF O^CBO ist, so ist z. S F = 1 R, wenn
z. S C

1
C= CB = R ist. Der KriimmungsmittelpunktK liegt daher in der Verbindungslinie F O, wenn die Tan

gente mit den beiden Achsen gleiche Winkel bildet.

154.* ErsteKurvenkonstruktiondurehKrummung-s- 154

kreise. Das Ergebnis der vorigen Nummer setzt uns in

den Stand, eine bessere Zeichnung einer Kurve zu geben,
als es uns bis jetzt moglich war. Unser bisheriges Ver-

fahren bestand darin, dafs wir eine Anzahl von Punkten
konstruierten und dann die fehlenden durch Schatzung ein-

fiigten. Dies Eintragen der fehlenden Punkte nun lafst sich

mit Hiilfe der Krtimmungskreise genauer ausfiihren, als es

durch blofses Schatzen moglich ist.

Gehen wir von der Aufgabe aus: Durch flinf Punkte
eine Kurve zu legen, so ist der Gang der Losung folgender.
- Wir zeichnen(48 z

) den Schnittpunkt der Tangenten in zwei

Kurvenpunkten, konstruieren(l18 A) den Mittelpunkt und dann^ lls)

die Achsen der Kurve; mit Hiilfe der Achsen und der Tan

gente und Normale eines Kurvenpunktes S lafst sich dann
der Kriimmungskreis fiir zeichnen 153

^. Statt diese

Konstruktionen, die sich an einer Figur doch nicht iiber-

sichtlich wiirden darstellen lassen, hier noch einmal im

einzelnen durchzufiihren, wollen wir von solchen gegebenen
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Stucken ausgehen, die uns die Achsen unmittelbar ergeben.
Wir losen noch einmal(l45) die

Aufgabe: Eine Kurve aus den beiden Brennpunkten
und einer Tangente zu zeichnen.

Schneidet die gegebene Tangente t (Fig. 99) die Haupt-
achse in B, so erhalten wir die Normale n ihres Beriihrungs-

punktes 5(141
\ indem wir auf t das Lot n fallen aus dem

Punkte Bv der von B durch die Brennpunkte F und G
liarmonisch getrennt ist.

Wird das Mittellot von

FG, die Nebenachse^ 142
),

von t in C und von n in

C
l geschnitten, so ist(1534)

der Schnittpunkt F1 von

BC^ und B^C der Brenn

punkt der dem Punkt $

zugeordneten Steiner-

schen Parabel und der

Punkt K, in dem das in

F auf SF errichtete

Lot die Normale schneidet, der Krummungsmittelpunkt.
-

Fallen wir von dem Brennpunkt F auf die Tangente t das

(in der Figur nicht gezeichnete) Lot FH, so ist der um die

Mitte von FG mit H
. geschlagene Kreis der Haupt-

kreis(149)
,
durch den wir die Scheitel A und A

1
der Haupt-

achse erhalten. Zeichnen wir noch den von A durch F
und G harmonisch getrennten Punkt A

,
so ist dies der dem

Scheitel A zugeordnete Krummungsmittelpunkt 153s)
.

Anmerkung. Die Figur ist allein mit Hiilfe der beiden

Krummungskreise um K und A gezeichnet.
- - Es ist vor-

teilhaft den Kreis iiber dem Durchmesser C C
l
zu zeichnen;

er geht durch S und durch F(U2J und kann (siehe Fig. 99)

zur Konstruktion des Krummungsmittelpunktes A benutzt

155 155.* Kriimmung-skreise der Parabel. Die vorher-

gehende(154) Konstruktion wird besonders einfach, wenn der

eine Brennpunkt em uneigentlicher Punkt, also (14r&amp;gt;
z ^ die Kurve

eine Parabel ist. Fttr eine Parabel ist der Mittelpunkt

ein uneigentlicher Punkt (1 - 7s)
,

die Nebenachse also die un-

eigentliche Gerade. Die Punkte C und C
}

sind daher die
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uneigentlichen Punkte von t und w
,
und B C 1

177

s*C

100.

Rechtecks, so dafs F die Mitte von
8f&quot; 1st. Daraus ergiebt sich die

folgende
Konstruktion derParabel: Schnei-

det
diegegebeneTangente dieHaupt

achse in B (Fig. 100), so schlagen
WIT urn den Brennpunkt F mitFB einen Kreis, der die Tangente
in S, die Hauptachse in B und
die Verbindungslinie FS in F
zum zweiten Male

schneidet; das
in F auf FS errichtete Lot trifft

die Normale S B^ im Krummungs-
mittelpunkt K.

156* Zweite Kurvenkonstruktion dureh Kriim-
mung-skreise. In Nr. 148 sahen wir

?
wie sich aus zTei

langenten * und
8l und dem Brennpunkte F eine Kurve

en lafst Indem wir jetzt von dem besondern Falle
ausgehen, dafs der Schmttpunkt T der Tangenten s und *em uneigentlicherPimkt 1st, geben wir eine zweite Kurven
konstruktion durch Kriimmungskreise. Das in F auf TF
errichtete Lot, welches die Tangenten in zwei Kurvenpunkten

schneideta^
Bteht in diesern Fall auch senkrecht auf der

(durch T gehenden) Kichtlinie und ist daher(^) die Haupt-

^oh!
6

; i P
16 Pa/

all
,
elen Tangenten liefern uns also die

bcheitel A und ^ der Kurve. Umgekehrt konnen wir auch
s und

8l als bestimmt ansehen durch die Scheitel A undA und unsere Aufgabe demnach so fassen:

Eine Kurve zu zeichnen, von der die beiden (Haupt-(
u^}

el und ein Punkt ihrer Verbindungslmie als Brenn
gegeben sind.

i J
St

f1 d
TT

dem BrennPunkt F in der konjugierten In
volution der Hauptachse homologe Punkt, so

J

gehen durch
ihn zwei Tangenten, die von dem im Brennpunkt F aufder Hauptachse ernchteten Lot in zwei Kurvenpunkten (U6*)

geschnitten werden. Auf diese Bemerkung und die weitere,dais die Fufspunkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten
getallten Lote im Hauptkreis

liegen&amp;lt;&quot;% stiitzt sich die folgende
Boger, Ebene Geometrie der Lage. ^o
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Konstruktion: Wir zeichnen den Hauptkreis der durch

die Scheitel A A und den Brennpunkt F (Fig. 101) ge-

gebenen Kurve und bezeichnen die Punkte, in denen er das

Mittellot von A A
,
die Nebenachse, schneidet, durch C und

C . Den Brennpunkt F projizieren wir aus 6\ auf den

Hauptkreis und verbinden den erhaltenen Punkt D mit C.

Diese Verbindungslinie CD ist, weil sie durch den dem

Brennpunkt F konjugierten Punkt F^ geht
(98* Bnd 143*) und

senkrecht auf FD steht, eine Tangente der Kurve (149
),

die

von dem im Brennpunkt F auf der Hauptachse errichteten

Lot in ihrem Bertthrungspunkte S geschnitten wird. Tan

gente und Normale von liefern uns den zugeordneten

Fig. 101.

Krummungskreist
153

*).
- - Zu bemerken ist noch: Die Nor-

male in S schneidet die Nebenachse in einem Punkte E, der

dem Punkte C in der fokalen Involution der Nebenachse

homolog ist( 141fi)
. Das von E auf A C gefallte Lot schneidet

daher die Hauptachse in dem Punkte A
,
der dem Scheitel A

in der fokalen Involution homolog ist; daraus folgt, weil

A = C ist, dafs auch A = E ist. Man erhalt also

den Krummungsmittelpunkt des Scheitels
,

indein man A

OE macht. - -

Liegt F auf A A^ F also^) auf A A^
so ist die Kurve eine Ellipse

(U7a) und das im Brennpunkt
auf der Hauptachse errichtete Lot schneidet auch den Haupt-
kreis(144)

. Nennen wir den einen Schnittpunkt S
j
so ist nach

dem Pythagoras FS 2 = a* e
2

,
also gleich 6 2

(146
*);

wir

kennen mithin auch die Punkte B und B
iy

in denen die

Nebenachse die Kurve schneidet.
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Anmerkung. Da die im Text erwahnten Kriimmungs- A
kreise zur Zeichnung der Figur 101 nicht ausreichen, so
mtifste eigentlich zwischen A und S noch ein Kurvenpunkt
eingeschaltet und auch fur diesen der Kriimmungskreis ge-
zeichnet werden. Infolge der Fehler aber, die beim Zeichnen
unvermeidlich sind, erhalt man eine ebenso gute Figur, wenn
man den letzten Kriimmungskreis durch Schatzung eintragt.

157.* Zweite^144) Konstruktion der Ellipse aus 157

ihren beiden Aehsen. Die letzte Bemerkung der vorigen
Nummer zeigte, dafs wir aus AA und F die Lange OB
der Nebenachse zeichnen konnten, wenn F auf AA

liegt,
die Kurve also eine Ellipse ist. Umgekehrt ergiebt sich,
dafs uns eine Kurve durch A A

1
und B gegeben ist. Da

sich in diesem Falle eine besonders einfache Konstruktion
fur einzelne Kriimmungskreise ergiebt, so mag hier noch
folgen die Losung der

Aufgabe: Eine Ellipse aus ihren beiden Aehsen zu
zeichnen.

Schneiden sich die Lote, welche wir in A (Fig. 102)
auf der Hauptachse und in B auf der Nebenachse errichten,
in D, so ist D, als Schnittpunkt der Tangenten in A und
B, der Pol von 45(87Z

i); das von D auf AB gefallte Lot
ist daher das der Gerade AB konjugierte und schneidet
mithint141 *) die Aehsen in zwei Punkten A und B

,
die den

Scheiteln A und B in den fokalen Involutionen homolog
sind, d. i.(

1533) in den den Scheiteln zugeordneten Krummungs-
mittelpunkten.

- - Bezeichnen wir den Fufspunkt des von D
auf A B gefallten Lotes durch P, so ergiebt sich, wenn wir
A = a und OB = b setzen, nach einem planimetrischen

Satze aus dem rechtwinkligen Dreieck A B D:

b*:V~^~Y* und

Machen wir Q= PB und errichten in Q auf der Ilaupt-
achse das Lot, so ist die Potenz der konjugierten Involution
dieses Lotes fur den Hauptkreis(

139
) a 2 b* : a-

-\- b 2
. Folg-

lich( 143*) finden wir die Potenz y
2 der der Kurve konjugierten

Involution dieses Lotes aus

a 2 b = b*:a

es ist also y = P A. Wir erhalten demnach einen Kurven-

12*
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punkt *S,
wenn wir P B und P A als Abszisse und Ordinate

benutzen, d. h. Q S = P A auf dem in Q errichteten Lote

abtragen. Nennen wir noch den nicht gezeichneten Schnitt-

punkt dieses Lotes mit dem Hauptkreis S
,
so wissen wir(148

),

dafs die Tangente des Ellipsenpunktes S die Hauptachse in

demselben Punkte Q1 schneidet, wie die Tangente des Kreis-

punktes S . Es ist also Q Q,
= Q S *

: Q, folglich Q Q,
= Q S= PA. Die Normale des Kurvenpunktes S schneidet

also die Hauptachse in einem Punkte N, so dafs NQ=QS
= PA ist. Konstruieren wir^153*) aus Tangente und

Normale und den beiden Achsen den Brennpunkt F der

Steinerschen Parabel, so liegt(
15H weil z. S F ein Rechter

ist, der Krttmmungsmittelpunkt K in F 0. Da noch ^ S Q
= QOFf

ist(1128)
,
so schneidet OF das Lot QS in einem

Punkte S
1 so, dafs Q die Mitte von S S ist. - - Aus diesen

Bemerkungen ergiebt sich die folgende

Konstruktion: Wir errrichten in dem Scheitel A (Fig. 102)

der Hauptachse und in dem Scheitel B der Nebenachse die

Lote und lallen von ihrem Schnittpunkte D das Lot auf

A B, welches A B in P und die Achsen in A und B
, ^den

zu A und B gehorigen Krummungsmittelpunkten, schneidet.

Wir machen Q = PB und schlagen urn Q mit PA einen

Kreis, der die Hauptachse in N und das in Q auf der

Hauptachse errichtete Lot in den Kurvenpunkten S und *S
3

schneidet; die Verbindungslinie SN schneidet dann 08^ in

dem dem Punkte S zugeordneten Krummungsmittelpunkte K.



Zweiter Teil.

Das Polarfeld.

13. Die resultierende Involution.

158. Art der Beweisffihrung-. Durch den Satz(5% dafs i 58

die Punkte einer Kurve aus zwei belie big-en unter ihnen
durch zwei projektive Strahlenbuschel projiziert werden,
kamen wir zum Begriif projektiver krummer Punktreihen 71

).

Indem wir zwei in derselben Kurve liegende projektive
Punktreihen betrachteten

,
in denen zwei Punkte einander

zweifach entsprechen, kamen wir zum Begriff der krummen
Punkt- und Strahleninvolution&amp;lt;

72
),

durch diese zum Begriff
der Involutionsachse(78) und des Involutionszentrums^79

),
durch

diese zu den Begriffen Pol und Polare^84
),

durch diese zum
Beg-riff der konjugierten Punkte (92

&amp;gt;. Jetzt wollen wir, in

umgekehrter Kichtung uns bewegend, von dem Begriff der

konjugierten Punkte ausgehen und mit Hiilfe der Polaren-
theorie Satze liber Involutionen und Projektivitaten beweisen.

Da es sich demnach um eine Anwendung der Satze liber
Pol und Polare handelt, so werden wir im folgenden keine
neuen Beweismittel kennen lernen. Dadurch aber, dafs wir
die so gewonnenen Satze von dem Begriff der konjugierten
Punkte loslosen konnen, gelangen wir zu Involutions- und
Projektivitatssatzen von grofser Fruchtbarkeit; sie erst er-

moglichen, die Geometrie der Lage in allgemein gilltigen Sdtzen
darzusietten.

Anmerkuncf. Die folgenden Satze (sowie solche des 14 A

und des 18) hat Herr H. Wiener in seiner Abhandlung:
Rein geometrische Theorie der Darstellung bindrer Formen
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durch Punktgruppen auf der Geraden, Darmstadt 1885, ohne

Hiilfe der Polarentheorie bewiesen.

159. Resultierende Involution.

1. Definition: Von zwei krummen Punktinvolutionen,

die in derselben Kurve liegen, heifst die eine eine resul-

tierende der andern, wenn die Zentren konjugierte Punkte

sind.

Um eine kurze Ausdrucksweise zu ermoglichen, bezeich-

nen wir im lolgenden eine krumme Punktinvolution, deren

Zentrum der Punkt P ist&amp;lt;

82
),

durch [P].

2. Sind B und B irgend zwei homologe Punkte

einer krummen Involution [Q] und B B und B^ B, zwei

Paar homologe Punkte der resultierenden Involution [P],

so sind B und B
]
wieder zwei homologe Punkte von [Q\.

Beweis : Die vier Punkte B B B
L
B

1
bilden ein Kurven-

viereck, von dem zwei Seiten B B und B
r
B

i
nach der

Voraussetzung durch das Zentrum P der Involution [P]

gehen, wahrend die dritte Seite B B durch den dem
Punkte P konjugierten Punkt Q geht; es geht dalier^

die G-egenseite B B
l

dieser dritten Seite ebenfalls durch Q;
B und &quot;B sind also zwei homologe Punkte der krummen
Involution [Q]^.

160. Ubertragrung- auf beliebige Involutionen. Urn

diesen Satz (159 &amp;gt; auf beliebige Involutionen zu iibertragen,

mtissen wir die Definition der resultierenden Involution von

dem Begriff der konjugierten Punkte loslosen. Das erreichen

wir durch die fur zwei beliebige in demselben Trager

liegende Involutionen P2 und Q 2

gitltige

1. Definition: Von zwei Involutionen P2 und Q 2
heifst

die eine eine resultierende der andern, wenn zwei homologen
Elementen von Q- in P2 zwei Elemente homolog sind, die

einander wieder in Q- homolog sind.

In Zeichen : Wenn P*= Ak.A
l
A und Q-= A A^ . A A

t

ist, so heifst von den beiden Involutionen P2 und Q- die

eine eine resultierende der andern.

2. Lehrsatz: Sind B und B
1

zwei beliebige homo

loge Elemente der Involution Q- und B B und B
1
B

i

zwei Paar homologe Elemente einer resultierenden In

volution P2
,
so sind B und B

1
einander homolog in Q

2
.
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In Zeichen : Aus P 2 == A A . A^ A . B B . B B
x

und

Q- = A A
l

. A A
1

. B B folgt, dafs B und B
x

einander

homolog sind in Q 2
.

Beweis: Wir zeigen die Richtigkeit des Satzes zunachst

fur krumme Punktinvolutionen. Betrachten wir das Kurven-

viereck A A A A (Fig. 103), so ist, weil P2 = A A . A
i
A ist,

der Schnittpunkt P der Gegenseiten A A und A^ A
t

das

Zentrum der Involution P2
und, weil Q 2 = A A . A A

1 ist,

der Schnittpunkt Q der Gegenseiten A A und A A das

Zentrum der Involution Q 2
. P und Q sind aber als Diagonal-

punkte eines Kurvenvierecks

konjugierte Punkte (92 &amp;gt;

;

daher (159^ sind B und Bj ein

ander homolog in Q 2
.

Um die Richtigkeit unsers

Satzes z. B. fiir zwei gerade
Strahleninvolutionen mit dem

Mittelpunkte darzuthun, legen
wir durch S eine beliebige
Kurve k 2

. Diese wird von den

beiden in S gegebenen In

volutionen in zwei krummen
Involutionen geschnitten. Da fiir diese krummen Involutionen

der Satz bewiesen ist, gilt er auch fiir die in /S gegebenen

geraden Strahleninvolutionen.

Anmerkung. Von jetzt an werden wir unsere Satze A

nur fiir krumme Punktinvolutionen beweisen und sie dann

gleich als giiltig fur alle Involutionen aussprechen.

161. Ordnung-selemente. Da einem Punkte P jeder iei

Punkt Q seiner Polare p konjugiert ist, so giebt es zu

einer Involution [P] unendlich viele resultierende [Q]. Ist

P ein hyperbolischer Punkt, gehen also (105ii) durch P zwei

Tangenten, die die Kurve in K und K^ beriihren, so sind

K undjKj dieOrdnungspunkte der krummen Involution
[P]&amp;lt;

82 z^

und K K ist die Polare von P(86Zi). Das Zentrum Q jeder
resultierenden Involution liegt daher, weil Q und P kon-

jugierte Punkte sind, mit K und K in einer Gerade
;
K und

K! sind also homologe Punkte von [Q]:

1. Die Ordnungselemente einer Involution sind einander

homolog in jeder resultierenden Involution.
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1st auch Q ein hyperbolischer Punkt, so dafs von ihm
die beiden Tangenten Q (L L^ an die Kurve gehen, so

bilden, weil K K^ durch Q geht, die OrdnungselementeLL einen harmonischen

2. Die Ordnungselemente einer Involution warden durck
die Ordnungselemente jeder residtierenden Involution har-
monisch getrennt.

1st [P] eine elliptische Involution, P also( 106 ) ein ellip-
tischer Punkt, so ist jeder Punkt Q der Polare p ein hyper
bolischer PunktW:

3. Hat eine Involution Jceine Ordnungselemente, so hat

jede resultierende Involution Ordnungselemente.

162 162. Konstruktion der resultierenden Involution.
Sind Q und R zwei beliebige Punkte, also [Q] und [R\
zwei beliebige Involutionen, so giebt es immer eine In

volution [P], die eine resultierende sowohl von [Q] als von

[R] ist. Es ist das die Involution, deren Zentrum P der
Pol der Verbindungslinie Q R ist. - - Es geniigt aber nicht
zu wissen, dafs es zu zwei Involutionen immer eine gemein-
same resultierende giebt; wir miissen auch die resultierende
aus den beiden komponierenden zeichnen konnen. Dazu
miissen wir die eben angestellte Betrachtung, durch welche
sich P als der Pol von QR ergab, von dem Begriffe Pol
und Polare loslosen.

1. Aufgabe: Zu zwei Involutionen die gemeinsame
resultierende zu zeichnen.

Losung: Entspricht dem beliebigen Elemente A in der
ersten gegebenen Involution Q- das Element A

l
und diesem

in der zweiten gegebenen Involution R2 das Element ^
12 ;

entspricht ferner dem Element A in R* das Element A
2

und diesem in Q 2 das Element ^4
21 ,

so ordnen wir dem
Elemente A das von A durch J

12 ~und ASI harmonisch ge-
trennte Element A zu.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafs die durch unsere
Konstruktion einander zugeordneten Elemente A und A eine

Involution bilden und dafs diese Involution eine resultierende

sowohl der Involution Q 2 wie der Involution R- ist.

Diesen Nachweis fiihren wir wieder &amp;lt;

160 A
) fur zwei krumme

Involutionen [Q] und [R]. Da nach der Konstruktion
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A AI . A
2
A

2l (Fig. 104) Punktpaare von [Q] sind, so

schneiden sich die Verbindungslinien A A^ und A
2 A^ 1

in

Q] ebenso schneiden sich AA.2
und A A

z
in R. Aus dem

Schema A A
l
A

12
A

2l A^A geht dann hervort55
),

dafs die

Tangente in A die Gerade Q R in demselben Punkte S
schneidet wie die Verbindungslinie A12

J.
21 . Der Punkt S

bestimmt also in der Kurve eine hyperbolische Involution,
von der A ein Ordnungspunkt urid Ai2 A2i zwei homologe
Punkte sind. Der zweite Ordnungspunkt dieser krummen
Involution [S] ist der von A
durch A

12 und .421 harmo-
nisch getrennte Punkt (72s&amp;gt;)

.

Das ist nach unserer Kon-
struktion der Punkt A. Die

Verbindungslinie A A ist da-

her die Polare von S t86 z
^\

und diese geht, weil S in

QR liegt, durch den Pol
P von Q R. Das durch 9

unsere Konstruktion gewon-
nene Punktpaar A A ist mithin ein Punktpaar der krummen
Involution \P\ und diese ist, weil P der Pol von Q R ist,

eine resultierende sowohl von der Involution [Q] wie von
der Involution [Rp^.

Zusatz. Um die Involutionen Q- und R- kurz bezeichnen z

zu konnen, wollen wir sie komponierende der Involution P 2

nennen.

163. Ordmmg-selemente der resultierenden Invo- ^

lution. Wenn eine der beiden komponierenden (
162 ^ In

volutionen elliptisch ist
?

so ist die resultierende P2

hyper-
bolisch^161

^. Es bleibt also noch die Frage nach den Ordnungs-
elementen der resultierenden Involution zu erledigen fur den

Fall, dafs beide komponierende hyperbolisch sind. - - Sind

Q und R die Zentren der beiden komponierenden krummen

Involutionen, so handelt es sich, weil das Zentrum der

resultierenden Involution der Pol P von Q R ist, darum,
zu wissen, unter welchen Umstanden die Verbindungslinie

QR die Kurve schneidet. Diese Frage ist in Nr. 108 er-

ledigt. Aus dieser Nummer ergiebt sich
,

dafs Q R die

Kurve nicht schneidet, also P ein elliptischer Punkt i
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wenn die Ordnungselemente von [Q] und \R] einander

trennen; trennen sie sich nicht, so 1st P em hyperbolischer
Punkt.

Lehrsatz: Die resultierende Involution hat nur dann
kerne Ordnungselemente, wenn die beiden komponieren-
den Ordnungselemeute liaben und diese einander trennen.

164 164. Staudtseher Satz. Wir unterbrechen in dieser

Nummer die Betrachtung der resultierenden Involution, um
den Satz zu beweisen, auf dem v. Staudt (D die projektive
Verwandtschaft aufgebaut hat. - - Wir wissen (161

*),
dafs die

Ordnungselemente einer Involution durch die Ordnungs-
elemente jeder resultierenden Involution harmonisch getrennt
werden. Bezeichnen wir also die Ordnungselemente der In-

volutionen P2
, Q-, R- durch E F, AS, CD, so heifst der

vorhergehende Satz(l6S
&amp;gt;, losgelost vom Begriff der resul

tierenden Involution:

1. 1st AB .CD ein hyperbolischer Wurf, so giebt
es ein Punktpaar E F, welches gleichzeitig A B und
CD harmonisch trennt.

Um mit Hiilfe dieses Satzes die Umkehrung von Nr. 305

zu beweisen, fiihren wir fiir den Augenblick das Wort har-

monische Verwandtschaft ein durch die

2. Definition: Zwei einformige Grundgebilde heifsen

harmonisch verwandt, wenn je vier harmonischen
Elementen des einen vier harmonische des andern

entsprechen.

Wir fiihren unsern Beweis fiir zwei harmonisch ver-

wandte Punktreihen s und s . Wahlen wir in s vier be-

liebige Punkte, so lassen sich aus diesen drei Wttrfe

bilden^l
\ von denen zwei hyperbolisch sind und einer

elliptisch. Bezeichnen wir die vier Punkte der Reihe nach
durch ABCD, so sind AB.CD und AD. EC die

hyperbolischen Wiirfe, wahrend AC.BD elliptisch ist. Es

giebt daher zwei Punkte E und F, welche gleichzeitig A B
und CD harmonisch trennen, und zwei Punkte G und H,
welche gleichzeitig A D und B C harmonisch trennen. Nach
der Definition miissen daher die entsprechenden Punkte E

1

und JP, gleichzeitig die Punktpaare A B und C, D^ ,
und

6r und HI gleichzeitig die Punktpaare A
t D^ und B

t C^
harmonisch trennen. Folglich sind A A . C^ D l

und
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A
D^ . B C

v hyperbolische Wiirfe, A
l
C . B

l D^ also ein

elliptischer Wurf. Unser erstes Ergebnis 1st also:

3. In zwei harmonisch verwandten Grundgebilden

entspricht jedem Wurf ein gleichnamiger Wurf.

Hieraus folgt:

4. Wenn ein Punkt X die Punktreihe s im Sinne

ABC durchlauft, so mufs der entsprechende Punkt
X

1
die Punktreihe s

1
im Sinne A B C durchlaufen.

Es gelten also flir harmonisch verwandte Grundgebilde
dieselben Satze, die wir in Nr. 32 benutzt haben, um zu

beweisen, dafs zwei projektive Grundgebilde zusammenfalien,
wenn sie drei Elemente entsprechend gemein haben. Eine

Wiederholung jenes Beweises ergiebt daher:

5. Wenn zwei harmonisch verwandte Grundgebilde
drei Elemente entsprechend gemein haben, so haben
sie jedes Element entsprechend gemein.

-

Schneiden wir die Trager s und s
1

zweier harmonisch

verwandten Punktreihen durch eine beliebige Gerade a in

B und C (vergl. Nr. 35 und Fig. 29), verbinden B mit 5,
und C mit C und bezeichnen die Punkte, in denen die

Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte A
und A^ von a, B B

1
und C C geschnitten wird, durch A,

S
1
und S, so erhalten wir in a zwei harmonisch verwandte

Punktreihen, wenn wir die Punktreihe s aus S und die

Punktreihe s
x

aus S
1

auf G projizieren. Die beiden in a

gewonnenen Punktreihen, die harmonisch verwandt sind,

haben die drei Punkte A B C^ und daher jeden Punkt ent

sprechend gemein; es lassen sich also s und
s,

als die

Endglieder einer Kette von perspektiven Gliedern auffassen;

6. Zwei einformige Grundgebilde sind projektiv, wenn

je vier harmonischen Elementen des einen vier harmonische

Elemente des andern entsprechen.

Zusatz. Da in zwei kongruenten Grundgebilden vier z

harmonischen Elementen vier harmonische Elemente ent

sprechen, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze:

Kongruente Grundgebilde sind projektiv,

ein Satz, den wir fruhert41^ nur durch die Geometric des

Mafses beweisen konnten.
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165. Kennzeiehen fur drei komponierende Involu

tionen. Weil die aus zwei Involutionen \Q] und [R] resul

tierende [P] den Pol P von QR als Zentrum hatf 162
), so

ergeben je zwei von den drei Involutionen [Q] [R] [S] die-

selbe resultierende, wenn ihre Zentren Q R S in einer

Gerade liegen. Um diesen Satz auf beliebige Involutionen

iibertragen zu konnen, mlissen wir die Bedingung, dafs die

Zentren Q R S in einer Gerade liegen, in eine andere Form

bringen.
- - Sind in [Q] [R] [S] dem Punkte A die Punkte

A^ A2
A

s
und dem Punkte B die Punkte B

l B^ Bs homolog,
so ist A B

l
B

2
B

B /\ BA l A^ A3
die notwendige und hin-

reichende Bedingung dafiir, dafs die drei Zentren Q R S in

einer Gerade liegen; denn projiziert man A B
l
B

2
B

z
aus B

und BA
1 A^A^ aus A, so erhitlt man zwei projektive

Strahlenbiischel(50)
,
in welchen dem Strahle B (A) der Strahl

A(B) entspricht, so dafs die Schnittpunkte je zweier homo-

logen Strahlen, d. h. die Involutionszentren, in einer Gerade

Lehrsatz: Wenn in den Involutionen Q 2 R 2 S 2 den

Elementen A und B die Elemente A
t A^ A s

und
B

l
B

2 BZ homolog sind, so ist A B^ B2 B^ /\ B A^ A2
A

g

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,

dafs die drei Involutionen komponierende einer und
derselben resultierenden Involution sind.

&amp;gt; 166. Gesamtheit der komponierenden Involutionen.

Soil eine Involution [Q] eine komponierende der Involution

[P] sein, so mufs ihr Zentrum Q in der Polare p von P
liegen^

69
^; soil in ihr aufserdem dem Punkte A der Punkt

A homolog sein, so mufs Q in der Verbindungslinie A ^

liegen. Q ist also bestimmt als Schnittpunkt von p und

1. Lehrsatz: Eine Involution ist bestimmt durch ein

Elementenpaar und eine resultierende Involution.

In Zeichen: Entsprechen den Elementen A und A
l

in

der resultierenden Involution P2 die Elemente A und A
17

so

ist die durch das Elementenpaar A A^ und die resultierende

Involution P2 bestimmte Involution A A^ . A A
1
(159z)

.

Wenn der Punkt Q die Polare p von P durchlauffc, so

liefert Q als Involutionszentrum samtliche Involutioneu [Q],

welche komponierende von [P] sind. Ist G ein fester Punkt
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der Knrve k- und G^ der Punkt, in dem die Verbindungs-
linie G Q die Kurve zum zweiten Male schneidet, so durch-

lauft GV wenn Q die Polare p durchlauft, die Kurve & 2
.

Wir erhalten daher samtliche komponierende Punktreihen

von [P], wenn wir irgend einem festen Punkt G der Reihe

nach alle Punkte G
l

zuordnen und die durch die Punkt-

paare G G
l

und [P] bestimmten Involutionen konstruieren.

2. Lehrsatz: Man erhalt die samtlichen kompo-
nierenden einer Involution P2

,
wenn man irgend einem

festen Elemente G der Keihe nach samtliche Elemente

(TJ als homologe zuweist und die durch diese Zu-

weisungen bestimmten Involutionen konstruiert.

Wenn P2
hyperbolisch 1st, so giebt es unter den

komponierenden zwei parabolische : diejenigen, fiir

welche G
i

mit einem Ordnungselement zusammen-

1st H em zweiter fester Punkt und H der zweite

Schnittpunkt von H(Q) und k 2

,
so beschreiben, wahrend Q

die Polare p durchliiuft, G(Q) und H(Q) zwei zu p per-

spektive Strahlenbiischel, die Punkte G und H^ also zwei

projektive Punktreihen (7i;&amp;gt;
:

3. Die Elemente G
1
und H

1?
welche zwei festen Ele-

menten G und H in den komponierenden einer Involution

P 2

homolog sind, sind projektiv auf einander bezogen,
wenn man die Elemente G und Hj einander zuordnet,
die den festen Elementen in derselben komponierenden

liomolog sind.

Sind G und H zwei homologe Elemente von P2
,

so

sind die Elemente 6r
t
und H^ welche ihnen in der kom

ponierenden Involution Q 2
homolog sind, wieder zwei

homologe Elemente von P 2
(159 )

:

4. Die Elemente G
1
und H

17
welche zwei homologen

Elementen G und H von P 2 in irgend einer komponierenden
von P 2

homolog sind, sind Elementenpaare der Involution P 2
.

Als besondere Falle sind noch hervorzuheben :

5. Fallt G
l

in H, so fallt H^ in 6r; fallt 6r
x

in

G, so fallt H in H.

167. Drei Involutionen. Sind A A A^ A
t
vier beliebige

Punkte einer Kurve k~, so 1st der Schnittpunkt P (Fig. 105)
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von A A und A
l
A

2 konjugiert dem Schnittpunkt Q von

AA
l
und AA,(

92
3&amp;gt;;

die Involution A A^ . A k^ ist daher eine

komponierende der Involution A A . A^ A/
159

-). Dasselbe gilt

von der Involution A A . A
1
A.

1. Von den drei Involutionen A A . A
1
A

t ;
A A^ . A A

t ;

,4 A . -dj A sind je zwei komponierende der dritten. -

Sind je zwei von drei krummen Involutionen [P] [Q] [R]

komponierende der dritten, so sind die

Zentren die Ecken eines Poldreiecks(159i)
.

Ist also A (Fig. 105) ein beliebiger
Punkt von P, dem in [P] [Q] [E] die

drei Punkte A^LA., homolog sind, so

bilden A A A A
t
die Ecken eines Kurven-

vierecks, von dem P Q R die Diagonal-

punkte sind(97i\ Die drei Involutionen

sind also [P]
= A A . A

l A, ; [Q]
= AA

Fig. 105.
t AA R

2. Wenn in drei Involutionen, von denen je zwei

komponierende der dritten sind, einem Elemente A die

Elemente A.1
1
A

1 homolog sind, so sind die drei In

volutionen: A A . A! A
1 ;

A A . A A
1 ;
A A

x
. A

1
A.

3. Wenn von drei Involutionen je zwei komponierende
der dritten sind, so sind zwei dieser Involutionen

hyperbolisch ;
die dritte ist elliptisch

(694)
.

IBS 168. Die konjugierten Involutionen der Strahlen

eines Punktes. Projizieren wir die konjugierte Involution

irgend einer Gerade p aus einem beliebigen Kurvenpunkte

&amp;gt;S,

so schneidet die in S gewonnene Strahleninvolution die

Kurve in einer krummen Punktinvolution, deren Zentrum

der Pol P von p istf
98

*). Ist nun A irgend ein Punkt von

p, also dem Punkte P konjugiertf
92

^, so ist die durch das

Zentrum P induzierte krumme Punktinvolution eine kompo-
nierende(162 Z)

(oder, was dasselbe ist, eine resultierende) der

durch das Involutionszentrum A bestimmten(159^. Dreht sich

der Strahl p um A, so beschreibt der Pol P von p die

Polare a von ./l^); es ergiebt sich daher, dafs die konju-

gierten Involutionen samtlicher Strahlen p von A aus S
durch komponierende Strahleninvolutionen projiziert werden

und dafs die resultierende aus diesen komponierenden In-
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volutionen die durch das Involutionszentrum A bestimmte

ist. Diese resultierende wird aber ans S durch eine In

volution projiziert, die perspektiv zu der konjugierten In

volution der Polare a von A liegt
(98*).

Lehrsatz: Die konjugierten
Strahleninvolutionen der

Punkte P einer Gerade a

schneiden jede Kurventan-

gente s in komponierenden
Punktinvolutionen. Die resul

tierende aus diesen kompo
nierenden ist diejenige, welche

die konjugierte Strahlenin-

volution des Poles A von a

in s ausschneidet. Sie

bestimmt daher eine krumme
Strahleninvolution

,
deren

Achse die Gerade a ist.

Lehrsatz: Die konjugierten
Punktinvolutionen der Strah-

len p eines Punktes A werden
aus jedem Kurvenpunkte S
durch komponierende Strah

leninvolutionen projiziert. Die

resultierende aus diesen kom
ponierenden ist diejenige,
welche die konjugierte Punkt-

involution der Polare a von
A in erzeugt. Sie

schneidet daher^98^ die Kurve
in einer krummen Punktin-

volntion, deren Zentrum der

Punkt A ist.

Zusatz. Hat die konjugierte Involution irgend eines z

Strahles p von A die Ordnungspunkte K und K^ mit andern

Worten(93z
&amp;gt; schneidet p die Kurve in den Punkten K und

K
iy

so sind S(K) und S^) homologe Strahlen der resul-

tierenden Involution von &181
i). S(K) und S^K^ schneiden

also nach unserm Satze die Polare a von A in konjugierten
Punkten. Daraus erkennen wir, dafs unser Satz eine Ver-

allgemeinerung von Nr. 984
ist. Fiir den Fall, dafs A ein

hyperbolischer Punkt ist, wufste dieser Satz nichts aus-

zusagen tiber die Strahlen, die die Kurve nicht schneiden
;

erst der Begriff der komponierenden Involution vermag diese

Liicke auszuftillen. Um ftir den Satz einen kiirzern Aus-

druck zu gewinnen, fuhren wir die adjungierte Involution ein

durch die

1. Definition: Jede resultierende einer konjugierten
Involution heifst der Kurve adjungiert.

Es schneidet also die Strahleninvolution, welche die

konjugierte Involution der Gerade a aus S projiziert, irgend
einen Strahl p des Poles A von a, das ist irgend eine der

Gerade a konjugierte (92i) Gerade, in einer adjungierten In

volution :
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2. Die Strahleninvolution,
(lurch welche die konjugierte
Punktinvolution elner belie-

bigen Gerade a aus irgend
einem Kurvenpunkte projiziert

wird, schneidet jede der Ge-

rade a konjugierte Gerade in

einer der Kurve adjungierten
Involution.

2. Die Punktinvolution, in

welcher die konjugierte Strah-

leninvolution eines beliebigen
Punktes A irgend eine Tan-

gente schneidet, wird aus

jedem dem Punkte A kon-

jugierten Punkte durch eine

der Kurve adjungierte Invo

lution projiziert.

169 169. Verallg-emeinerung
1 des Satzes von Desargrues.

S S
1
A B (Fig. 106) seien die Ecken eines beliebigen Kurven-

vierecks, p eine beliebige Gerade und P ihr Pol. Wir be-

zeichnen die Punkte, in denen p von den Gegenseiten -S A

und S
1
B geschnitten wird, durch A und A^ ,

und die Punkte,
in denen p von den Gegenseiten B und S

l
A geschnitten

wird, durch B und Br
Schliefslich mogen die

Verbindungslinien S A^
und S B^ von der Kurve
zum zweiten Male in A

A

und B, geschnitten werden.

Es bilden dann die Kurven-

S A, A S.punkte A, A
j
b b, em

Sechseck, aus dem her-

vorgeht(
54)

,
dafs auch die

Verbindungslinien A A
x
und

B B
1
sich in einem Punkte Q von p schneiden. Die krumme

Involution AA
1
.BB

1 ,
von der Q das Zentrum ist, ist, weil

Q in der Polare p von P liegt, eine resultierende der

krummen Involution, die durch den Pol P in der Kurve
induziert wird (159i\ Es wird daher aus dem Kurvenpunkte S
die krumme Involution [Q]

= AA
1
.BB

1
durch eine Strahlen

involution projiziert, die eine resultierende ist von der

Strahleninvolution, durch welche die krumme Involution [P]
aus S projiziert wird. Diese Strahleninvolution aber

schneidet p in der der Kurve konjugierten Involution von

p(
98

*);
also ist die Involution A A . B B^ welche durch die

Strahleninvolution S (AAj.BBj) in p ausgeschnitten wird,
eine resultierende der konjugierten Involution von p. Da
A A

1
. B B^ die Punkte sind, in denen zwei Paar Gegen-
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seiten des Kurvenvierecks S S
1
A B die Gerade p schneiden,

so haben wir:

1 . Die Gegenseiten eines Kur
venvierecks schneiden jede Ge
rade in einer Punktinvolution,
die eine resultierende der kon-

jugierten Involution dieser Ge
rade ist.

1. Die Gegenecken eines Kur-
venvierseits werden am jedem
Punkte durch eine Strahlen-

involution projiziert, die eine

resultierende der konjugierten
Involution dieses Punktes ist.

Hat die konjugierte Involution der Gerade Ordnungs-
punkte, d. h. schneidet die Kurve die Gerade, so sind diese

Schnittpunkte einander homolog in der resultierenden In
volution^ 61

^. Es ist unser Satz also eine Verallgemeinerung
des Lehrsatzes von Desargues(

lu3
). Die allgemeinste Form

dieses Satzes wird sich uns in Nr. 194
3 ergeben.

Mit Hiilfe des Begriffs der adjungierten Involution &amp;lt;

168Zt)

lafst sich unser Satz so aussprechen:
2. Die Gegenseiten eines Kur

venvierecks schneiden jede Ge
rade in einer der Kurve ad

jungierten Punktinvolution .

2. Die Gegenecken eines Kur-
venvierseits iverden aus jedem
Punkte durch eine der Kurve

adjungierte Strahleninvolution

projiziert.

170. Die Hauptstrahleninvolution. Zwei Gegenseiten no

g* und A 2 und ihre diagonale Involution u-^^ werden aus
einem beliebigen Punkte S durch drei Strahleninvolutionen

projiziert. Wir wollen beweisen, dafs diese durch zwei

Gegenseiten und ihre diagonale Involution in einem be

liebigen Punkte 5 induzierten drei Strahleninvolutionen

kpmponierende einer und derselben resultierenden sind.

Sind also in den drei Strahleninvolutionen den Strahlen a
und b die Strahlen

a,
a
2 a,

und_ ft,
6
2

b.
3 homolog, so ist

nachzuweisen^ 165
), dafs b a a

2
a.
3 /\ a\ b

2
6
3 ist. Schneidet a

die drei Trager ghu in CTA (Fig. 107), so liegen die drei
den Punkten C T A in ghu homologen Punkte C T, B in
einer Gerade U 33 )

?
und es ist der (in der Figur nicht ge-

zeichnete) Strahl 5 (C^ = a^ S (r )
== a

a ,
*S (B) = a

s
.

Schneidet ferner ein zweiter Strahl b von S die drei Trager
ghu in D A A

,
so liegen die drei den Punkten D A A in

g h u homologen Punkte D
1
A

A
B

v
in einer Gerade $ und es

ist S (DJ = b^ ,
S (A,)

= i
a ,

S (J5J
= 1

9
. Mit Hitlfe von

a a b p lafst sich noch zu einem dritten Strahl c von der

Boger, Ebene Georaetrie der Lage. 13
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zugeordnete y konstruieren. Bezeichnen wir namlich die

Schnittpunkte (aft), (ft a), (a b) durch PQR, so bilden a a

und b
ft

zwei Paar Gegenseiten des Vierecks *S P Q R. Da
a a und b

ft die drei Triiger g h u in Paaren homologer
Punkte schneiden, so mufs auch das dritte Paar Gegenseiten
8 Q = c und PR = y die drei Trager in Paaren homologer
Punkte schneiden(64Z) . Nun wissen wir(133Z)

,
dafs die den

Strahlen von S zugeordneten Geraden einen krummen
Strahlenbtischel bilden, dem auch ghu angehbren. Wir

haben denmach von diesem Strahlenbtischel die sechs Strahlen

aftyghu. Da irgend zwei Strahlen eines krummen Strahlen-

BX

Fig. 107.

btischels von den tibrigen in zwei projektiven J?unktreihen

geschnitten werden 150
*,

so haben wir a (y g hu) ^ ft (y g hu).

Nach der Konstruktion ist y die Verbindungslinie des Punktes

R= (ba) und des Punktes P= (a //).
Die Punkte a (y)

und ft (y) werden daher aus S durch die Strahlen 6 und a

projiziert. Die Punkte a (g h u) sind C, f
t B, sie werden

daher aus S durch a
l
a
a
a
8 projiziert; ebenso werden die

drei Punkte ft (g h u) oder D
1 A.,

B
l

aus S durch ^ 6
2 6,

projiziert. Aus &amp;lt;*(yghu)/\p (y gli_ u) ergiebt sich daher

durch Projektion aus S: b a
l
a
z 3 A a

b^
6
2
b
&

.

Lehrsatz: Zwei Gegenseiten Lehrsatz: Zwei Gegenecken

und Hire diagonale Involution

werden aus jedem Punkte durch

und Hire diagonale Involution

schneiden jede Gerade in drei
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drei komponierende Strahlen-

involutionen projiziert. Die
resultierende aus diesen drei In-

volutionen soil die Hauptstrahlen-
involution des Punktes genannt
werden.

komponierenden Punktinvolu-

tionen. Die resultierende aus

diesen drei Involutionen soil die

Hauptpunktinvolution der Ge-

rade genannt werden.

Anmerkung. Haben g- und h 2 die Ordnungspunkte KK^ A

und L L^ und folglich
(137 *&amp;gt; u* die Ordnungspunkte V W, so

1st, weil die Ordnungselemente der komponierenden Involution

homologe Elemente der resultierenden sind( 161
i),

die in S
resultierende Involution S (K K^ . L L^ . V W). Die Punkt-

paare KK^ . L L
{

. VW sind aber, wie wir wissent 137
*),

die

Gegenecken eines Vierseits. Unser Satz ist daher eine Ver-

allgemeineruiig von Nr. 64 Z : Die drei Paar Gegenecken
eines Vierseits werden aus jedem Punkte durch drei Strahlen-

paare einer Involution projiziert.

Zusatz. Sind (unter Einfuhrung einer neuen Bezeichnung) z

a und b zwei homologe Strahlen der Hauptstrahleninvolution
in A und B schneiden,

von E, welche g in A und B und h

so sind auch die Strahlen von E,
die durch die homologen Punkte A,
und J3 von g

2 und durch die

homologen Punkte A
x

und B von
A 2

gehen, einander homolog in der

Hauptinvolution E*( l
***\ Diese Be

rnerkung wenden wir an auf den
Strahl E(U) und den ihm in E-

homologen Strahl, der g h und u in

Cr und A (Fig. 108) schneiden

moge; es sind dann auch E (G)
und E(C^\ E(B) und E(V V ) je
zwei homologe Strahlen der Haupt
involution, so dafs wir haben E* = E (U C . G C

l
.

Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem h von E (Cj ge-
schnitten wird, durch A

1?
und den Punkt, in dem g von

E (f ) geschnitten wird, durch Z&amp;gt;

1 ,
so wissen wirt64

*), weil
die Strahlen E(CC^V^ den durch die Ecken des Dreiecks
U G H gehenden Strahlen E (U G H) homolog sind:

1. Die drei Punkte A D^ A liegen in einer Gerade.

Bezeichnen wir ferner die Punkte, in denen die Diagonale
13*

Fig. 108.
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u von den Strahlen E(C^) und E(r^) geschnitten wird, durch

G! und H^ so 1st die von E- in u ausgeschnittene Punkt-

involution G G
l

. H H^ . Diese mufs naeh unserm Satze (170)

eine resultierende der diagonalen Involution sein. Da nun

G und H zwei homologe Punkte der diagonalen Involution

sind*-
135

*),
so milssen auch( 166 )

6r,
und H^ zwei homologe

Punkte der diagonalen Involution sein:

2. Die Strahlen E(C^) und E(r^\ die den Strahlen

E(G) und E(H) in der Hauptinvolution E- homolog

sind, schneiden die Diagonale u in zwei homologen
Punkten G und H

1
der diagonalen Involution;

oder

3. Die Hauptstrahleninvolution von E schneidet die

Diagonale in einer komponierenden G G
l

. HH
v

der

diagonalen Involution G H . G^H^.

14. Konjugierte Projektivitaten.

171. Zwei Kurven in doppelter Beriihrung
1

. 1st uns

in einer Kurve k- die krumme Projektivitlit 5 AB . . . /\S1
A

t
B ...

gegeben, so ist durch sie die Projektionsachse p als Pascal-

sche Gerade des Kurvensechsecks *S Aj B S
l
A B,

(
73

&amp;gt; und das

Projektionszentrum P als Brianchonscher Punkt des zu-

geordneten Kurvensechsseits s
a^ fts^ a /^

(76) bestimmt, also

die Projektionsachse als Verbindungslinie der

Schnittpunkte (S A
t ) (5 A) und (B /S

) (B, S),

das Projektionszentrum als Schnittpunkt der Ver-

bindungslinien (s a^ (s a) und (/?s1 ) (^ s).

Daraus ergiebt sich^86 u - 87)
:

1. Die Projektionsachse ist die Polare des Projektions-

zentrums;
oder auch:

2. Die Pascalsche Gerade eines Kurvensechsecks ist

die Polare des Brianchonschen Punktes des /ugeord-

neten Sechsseits. -

Den Schnittpunkt von 5 A
x

und S
1 A, der in der Pro

jektionsachse p liegtf
73

), wollen wir durch X; den Punkt, in

dem sich die Verbindungslinien homologer Punkte S S
1
und

A A
t schneiden, durch Y und den dritten Diagonalpunkt des
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Kurvenvierecks S S A A
a

durch Z bezeichnen. Halten wir
die Punkte S and S

1
fest und lassen X sich in p bewegen,

so beschreibt die Diagonallinie x= Y Z, weil sie die Polare
von X ist&amp;lt;

85
i),

einen zu X projektiven Strahlenbuschel^ 903 )

und der Punkt Y, in dem A A
1

die feste Gerade S S
1

schneidet, eine zu X projektive Punktreihe.

Gehen wir nicht von den Punkten S und S^ sondern
von irgend zwei andern festen homologen Punkten L und

-j
der gegebenen krummen Projektivitat aus, so dafs sich

1
m

1 1 1 v/jvjrvu.1 V \^iJ. kJtJ.C4J.iJ.CUUUi3UJlCl U11U. tlCi

Punkt Y
1?

in dem A A
x

die feste Gerade L L^ schneidet, be-
schreibt eine zu X

l projektive Punktreihe. Wir haben also:

Die Verbindungslinie Y Y
1? das ist die Gerade A Ap be

schreibt daher einen krummen Strahlenbitschel
/w^

42
).

Es lafst sich ferner zeigen, dafs die Gerade a, welche
nach der Konstruktion die Polare des Punktes X fur die
Kurve k 2

ist, auch flir den krummen Strahlenbuschel ^ t

2 die
Polare des Punktes X ist. Weil x von X durch die

Geg-enseiten 5^ und A A, des Vierecks SS
l
^J^

1 harmonisch
getrennt ist&amp;lt;

24
),

so ist Y(X) eine der Gerade x fur p* kon-

jugierte Gerade^92
*). Schneidet L (X) die Kurve zum zweiten

Male in B, so schneidet L (X) die Kurve zum zweiten Male
im homologen Punkte B/

73
). Von dem Kurvenviereck LL B B

x

ist X der eine Diagonalpunkt; bezeichnen wir die beiden
andern durch Y

2 und Z
2 ,

so fallen^85 ) Y
2 und Z&quot;

2
in die

Polare x des Punktes X fttr F; der Gerade a? ist daher^92*)

auch y
a (X) fur p* konjugiert. Folglich(

922 ) ist X der Pol
von x fur ^. Da demnach die Polaren x der Punkte X
von p fiir A;

2 und ^ zusammenfallen, so haben k* und ^
die konjugierte Punktinvolution von p und die konjugierte
Strahleninvolution von P gemeinsam.

3. Die Geraden, welche die

komologenPunkte einerkrummen

Projektivitat von k 2
verbinden,

bildert einen krummen Strahlen

buschel fa
2

. Die krummePankt-

3. Die Punkte, in denen sich

die homologen Tangenten einer

krummen Projektivitat von k 2

schneiden, bilden eine krumme
Punktreihe i^

2
. Die beiden
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reihe k 2 und der krumme
Strahlenbuschel

fj,^
2 haben die

konjugierten Involutionen der

Projektionsachse und des Pro-

jektionszentrums gemeinsam.

krummen Punktreihen k 2 und
n 2 haben die konjugierten In

volutionen des Projektions-
zentrums und der Projektions-
achse gemeinsam.

Schneidet die Verbindungslinie der komologen Punkte
8 und S die Projektionsachse p in E, so geht die Polare

von E fur k- nach unserm ersten Satze durch das Projektions-
zentrum P und&amp;lt;

86*) den Punkt 7^, welcher von E durch S
und S harmonisch getrennt ist. Diese Verbindungslinie
PE

1
ist auch die Polare von E fiir die Kurve ^ 2

,
und da

sie durch den Pol von /S-S
17

das istf
87*) durch den Beriihrungs-

punkt von 551? geht, so ist E der Bertihrungspunkt von SS
1

:

4. Die Punkte, welche von

der Projektionsachse durch die

homologen Punkte der Pro-

jektivitdt harmonisch getrennt

4. Die Strahlen, welche von

dein Projektionszentrum durch

die homologen Tangenten der

Projektivitatharmo?iischgetrennt

sind, bilden einen krummen
Strahlenbuschel

sind, bilden die krumme Punkt-

reihe n^
2

.
-

Da der Schnittpunkt homologer Tangenten s und s
t
der

Pol der Verbindungslinie homologer Punkte S und *S istf
87 z

^,

so gehen die Kurven
1

w
1

- und w,
2
(m^

- und ^
2
)
durch Polari

sation vermittelst der Kurve F(91 Z) auseinander hervor.

A Anmerkung. Hat die konjugierte Involution von p
Ordnungspunkte und folglich*

92^ die konjugierte Involution

von P Ordnungsstrahlen, so haben k2 und fa
2 zwei Punkte

und ihre Tangenten gemeinsam^
93^. Von zwei Kurven, die

einen Punkt und seine Tangente gemeinsam haben, sagt

man, dafs sie sich beruhren. k2 und ^ 2
(m/

2
) sind also zwei

Kurven in doppelter Beruhrung.

172 172. Biisehel von Kurven in doppelter Beriihrung-.
Weisen wir dem Punkte S von k2 nicht den Punkt S

17

sondern irgend einen andern Punkt 2 von k2 als homologen

zu, so konnen wir eine Projektivitat konstruieren, fttr die p
ebenfalls die Projektionsachse ist. Wir haben nur einem

beliebigen Punkte A den Punkt A
2 zuzuordnen, den wir er-

halten, wenn wir den Schnittpunkt von S
9
A und p aus 5

auf die Kurve projizieren. Die Verbindungslinien der homo

logen Punkte A und A
2

bilden einen krummen Strahlen-
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bitschel //2

2
,
der ebenfalls mit k2 die konjugierte Involution

von p und P gemeinsam hat. Jedem weitern Punkte S
s

entspricht ein neuer Strahlenbtischel ^3
2

.

1. Die Gesamtheit dieser krummen Biischel
f.i

z nennt

man einen Buschel von Kurven in doppelter Beriihrung.

2. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S r

zu, der

mit S und P in einer Gerade liegt, so geht die Ver-

bindungslinie homologer Punkte A und A durch P(97 i)

und aus der Projektivitat wird eine Involution; der

krumme Buschel p
2 zerfallt in den geraden Buschel P.

3. Ordnet man dem Punkte S den Punkt *S selbst

zu, so fallt auch jeder andre Punkt A mit seinem

homologen zusammen; die Kurve
fj.

2
ist der Tangenten-

biischel von k2
. Die Kurve k2

,
von der wir aus-

gingen, ist also als eine Kurve des Biischels zu zahlen.

173. Buschel von Projektivitaten. Ist uns in k2 173

eine krumme Projektivitat gegeben, so konnen wir( 172
),

in-

dem wir den Punkt S
t

auf k2 sich bewegen lassen, fur jede

Lage des Punktes S eine krumme Projektivitat konstruieren,
die mit der gegebenen die Projektionsachse (und das Pro-

jektionszentrum) gemeinsam hat.

1. Den Inbegriff der krummen Projektivitaten, die

die Projektionsachse gemeinsam haben, wollen wir

einen Buschel von Projektivitaten nennen. - - Unter den

Projektivitaten eines Buschels befindet sich eine In

volution^ 172^.

Um nun unsere Betrachtungen auf beliebige Projektivi
taten iibertragen zu konnen, mtissen wir sie von dem Be-

griffe der Projektionsachse befreien. Dazu gelangen wir

auf folgendem Wege.
Jedes Element einer Projektivitat ist, weil es zum ersten

oder zweiten der die Projektivitat erzeugenden Grundgebilde

gerechnet werden kann, als ein zweifaches aufzufassen.

Einem beliebigen Elemente A (Fig. 109) entspricht daher,
wenn wir es zum ersten Grundgebilde rechnen, ein Element

A.,^ und, wenn wir es zum zweiten Grundgebilde rechnen,
ein von A verschiedenes Element A

2 ; entspricht aufserdem

noch dem beliebigen Elemente B als Element des ersten

Grundgebildes das Element B
1?

so ist die Projektivitat
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(lurch ABA2 /\A 1
B

1
A bestimmt (332)

. Nehmen wir an, dafs

unsere Projektivitat eine krumme Punktprojektivitat 1st, so

ergiebt sich die Pro-

jektionsachse(
73) aus dem

Schema :

A B
t A, A

1
BA.

Zeichnen wir nun den

von A durch A
t

und A
2

harmonisch getrennten
Punkt Aj so gehen die

Tangenten von A und A
durch den Punkt 70

*),
in

dem die Projektionsachse
von A, A.2 geschnitten wird.

Die Verbindungslinie A .1

geht daher als Polare

dieses Schnittpunktes
(86Zi) durch den Pol P von p, das

Projektionszentrum(
171

i\ Daher(82)
:

2. Zeichnen wir zu jedem Elemente A einer Pro

jektivitat das von ihm durch A
t
und A

2
harmonisch

getrennte Element ^4, so sind A und A Elementenpaare
einer Involution. Diese Involution soil die der Pro

jektivitat harmonisch zugeordnete Involution heifsen. Das
Element A wollen wir kurz das dem Elemente A har

monisch zugeordnete nennen.

3. Definition: Der Inbegriff der Prqjektivitaten, die

die harmonisch zugeordnete Involution gemeinsam haben,
heifst ein Bilschel von Projektivitdten.

Zum Punkte A (Fig. 109) finden wir den homologen
Punkt A

l
der Projektivitat, indem wir den Punkt, in dem

Aj A die Projektionsachse schneidet, mit A verbinden und
den zweiten Schnittpunkt dieser Verbindungslinie mit der

Kurve bestimmen(73
J. Da A A

l
durch P gehtf

97
^, so haben wir:

4. Sind A und A
A

zwei homologe Elemente einer Pro

jektivitat und A und A
l

die ihnen harmonisch zugeordneten,
80 ist in der Projektivitat dem Elemente A das Element

A
t homolog.

-

Mit Htilfe dieses Satzes lafst sich beweisen:



14. Konjugierte Projektivitaten. Nr. 174. 201

5. Eine Projektivitdt ist bestimmt^ wenn ein Elementen-

paar A Aj und die harmonisch zugeordnete Involution ge-

geben ist.

Konstruktion der Projektivitat: Da die harmonisch zu

geordnete Involution gegeben ist, so sind die den Elementen
A und A

x harmonisch zugeordneten Elemente A und A
v

bekannt; sie bilden, wie wir eben gesehen haben, ein zweites

Elementenpaar der Projektivitat. Konstruieren wir noch das
von

Aj_
durch A und A harmonisch getrennte Element A

2 ,

so ist diesem das Element A homolog, so dafs die Pro

jektivitat bestimmt ist durch A A A
2 /\ A

x
A A.

6. Wir erhalten samtliche Projektivitaten eines

Biischels, wenn wir einem festen Elemente A der Keihe
nach samtliche Elemente A

t
zuordnen. Fallt A

x
in das

Element J, welches dem Elemente A in der harmonisch

zugeordneten Involution homolog ist, so fallt die Pro

jektivitat mit der harmonisch zugeordneten Involution
zusammen.

174. Konjug-ierte Projektivitaten. 174.

1. Definition: Projizieren
wir die Kurvenpunkte A aus

irgend zwei festen Kurven-

punkten S und S^ so er

halten wir in S und S zwei

projektive^
50)

Strahlenbiischel,
die jede Gerade p in einer

Projektivitat schneiden. Diese

gerade Punktprojektivitat von

p soil der Kurve konjugiert
heiisen.

1. Definition: Schneiden
wir die Kurventangenten a
durch irgend zwei feste Tan-

genten s und
s,, so erhalten

wir in s und s
l

zwei pro-

jektive Punktreihen, die aus

jedem Punkte P durch eine

Projektivitat proj iziertwerden.
Diese gerade Strahlenprojek-
tivitiit von P soil der Kurve

konjugiert heifsen. -

Durch die Gerade p als Projektionsachse ist in der
Kurve ein Buschel von krummen Projektivitaten bestimmt 173

^;

jeder krummen Projektivitat des Biischels ist eine gerade
Projektivitat in der Achse zugeordnet^

77^ die wir erhalten,
indem wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei homologen
Punkten der krummen Projektivitat auf die Achse projizieren;
die den krummen Projektivitaten des Biischels zugeordneten
geraden Projektivitaten der Achse sind also der Kurve kon

jugiert :
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2. Die der Kurve konju
gierten Punktproj ektivitaten
einer Gerade bilden einen

Biischel.

2. Die der Kurve konju
gierten Strahlenprojektivita-

ten eines Punktes bilden

einen Btischel.

Da unter den krummen Projektivitaten des Buschels
eine Involution ist( 172^, so ist auch unter den geraden Pro

jektivitaten der Aclise eine Involution; es ist dieselbe, die

wir bereits friiher die der Kurve konjugierte Involution von

p genannt haben(98a)
:

3. Die einer konjugierten

Punktproj ektivitatharmonisch

zugeordnete Involution ist die

konjugierte Punktinvolution

der Gerade.

4. Sind A und A zwei

homologe Punkte einer kon

jugierten Projektivitat, so

sind auch die A und A kon

jugierten Punkte einander

homolog in der Projektivi-

3. Die einer konjugierten

Strahlenprojektivitat harmo-
nisch zugeordnete Involution

ist die konjugierte Strahlen-

involution des Punktes.

4. Sind a und a
t

zwei

homologe Strahlen einer kon

jugierten Projektivitat, so

sind auch die a und a, kon

jugierten Strahlen einander

homolog in der Projektivitat.

5. Ist uns eine konjugierte Projektivitat gegeben,
so konnen wir aus ihr die konjugierte Involution

zeichnen( 1732)
.

6. Durch die konjugierte Involution und ein Elemen-

tenpaar ist eine konjugierte Projektivitat bestimmt (1735)
.

175. Perspektive Lag-e zug-eordneter Projektivitaten.
Einer krummen Projektivitat ist in der Projektionsachse p
eine gerade Punktprojektivitat und in dem Projektions-
zentrum P eine gerade Strahlenprojektivitat zugeordnet (77)

.

Wir wollen zeigen, dafs diese beiden geraden Projektivitaten

perspektiv liegen.
Sind A und k^ (Fig. 110) zwei beliebige homologe Punkte

der krummen Projektivitat und S ein beliebiger Kurven-

punkt, so liefern uns (A) und S(A,) in der Projektions
achse p die hornologen Punkte A und ^V77l)

. Es ist zu

beweisen, dafs P(A) und P(A^) zwei homologe Strahlen

der Projektivitat von P sind. Ist B der dem Punkte A
konjugierte

(92i) Punkt von p, so dafs B der Pol von P(A)
1st, so ist BS die Polare des Punktes E, in dem die
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Tangente in S von PA geschnitten wird, und schneidet die

Kurve in einem Punkte B, der der Bertihrungspunkt der

zweiten von E an die Kurve gezogenen Tangente /?

ist^zj. die Verbindungslinie AB geht durch PW. -- 1st

nun B
l

der dem Punkte A^ konjugierte Punkt, so ist B
dem Punkte B in der Projektivitat homolog^

174
^; S (BJ

sehneidet daher die Kurve
in dem Punkte B

1? der

in der krummen Pro

jektivitat dem Punkte B

homolog ist. Die Tan-

genten /? und /^ schneiden

daher die Tangente s in

zwei Punkten E und Ev
die ausP durch homologe
Strahlen der Projek-
tivitat von P projiziert
werden^772

&amp;gt;. Weil aber

E der Pol von S (J9J
ist(

87Z
i\ so liegt E-t in

der Polare von Z?
t ;

diese

Polare ist aber PA^\
Die homologen Strahlen P(E) und P(Ei ) der Projektivitat
von P gehen also durch A und A^ :

Die geraden Projektivitaten, ivelche einer krummen

Projektivitat in derProjektionsach.se und in dem Projektions-
zentrum zugeordnet sind^r\ liegen perspektiv.

Anmerkung. Von diesem Satze ist Nr. 926 ein beson- A
derer Fall.

176.* Zirkulare Projektivitaten. IT

1. Definition : Eine Punktprojektivitat der uneigent-
lichen Gerade, der die zirkulare Punktinvolution^ 112^

harmonisch zugeordnet ist, soil eine zirkulare Punkt-

projektivitdt heifsen; eine Strahlenprojektivitat, die

perspektiv zu einer zirkularen Punktprojektivitat liegt^
soil eine zirkulare Strahlenprojektivitdt heifsen.

2. Jede Kurve, der eine zirkulare Punktprojektivitat

konjugiert ist, ist ein Kreis^174^.

Eine zirkulare Punktprojektivitat ist bestimmt durch
zwei homologe Punkte A und A/

173
*). Projizieren wir diese
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aus einem beliebigen Punkte S durch die Strahlen a und
a
17

so schneiden die in S auf a und c^ errichteten Lote a

und
!
die uneigentliche Gerade in den Punkten A und A

1J

die den Punkten A und A, in der zirkularen Punktinvolution

homolog sind (112z ) und daher (l73&) ein zweites Punktpaar der

Projektivitat bilden. Schliefslieh schneidet der von a
i
durch

a und a harmonisch getrennte Strahl
2

die uneigentliche
Gerade in einem Punkte A

2 ,
dem der Punkt A homolog 1st, so

dafs die Punktprojektivitiit bestimmt ist durch A A A.,/\ A,^ A.

Gleichzeitig haben wir die zirkulare Strahlenprojektivitat
a a

2 /\ a
l
a a erhalten. In dieser ist Winkel aa

1
= aa

l ,

weil die Schenkel aufeinander senkrecht stehen. Da
a a . a^ a2

ein harmonischer Wurf ist und a senkrecht auf

a steht, so ist &amp;lt;/ a a^
= a

2
a (2B^:

3. Die Strahlen einer zirkularen Strahlenprojektivitat
bilden mit ihren homologen gleiche Winkel oder

Zwei Strahlenbiischel, die eine zirkulare Projektivitat

erzeugen, sind einander kongruent.

Daraus ergiebt sich weiter:

4. Zwei Winkel sind gleich, wenn Hire Schenkel die

uneigentliche Gerade in zwei Paar homologen Punkten

einer zirkularen Punktprojektivitat schneiden.

Dies ist in anderer Form der planimetrische Satz iiber

die Gleichheit der Peripheriewinkel.
Da die konjugierte Involution eines Brennpunktes zir-

kular ist( li22\ so ergiebt sich:

5. Die konjugierten Strahlenprojektivitaten eines

Brennpnnktes sind zirkular.

Aus diesem Satze ergiebt sich( 174
i&amp;gt; eine Folgerung, die

in der Geometric des Mafses so ausgesprochen wird:

6. Die Strecke, welche von zwei festen Tangenten
auf einer beweglichen Tangente begrenzt wird, er-

scheint im Brennpunkt unter einem konstanten Winkel.

15. Kollineare und reziproke Verwandtscliaft.

177. Kollineare Verwandtschaft. Der Inbegriif der

Punkte und Geraden einer Ebene heifst ein ebenes System
oder Feld. Wie wir bisher die Punkte zweier Geraden oder
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die Strahlen zweier Punkte aufeinander bezogen haben, so
lassen sich auch, wie wir jetzt zeigen wollen, die Punkte
und Geraden zweier ebenen Felder a und o

l aufeinander
beziehen. Hier bieten sich zwei Wege dar: Wir konnen
jedem Punkte des ebenen Feldes G einen Punkt des ebenen
Feldes a und jeder Gerade von G eine Gerade von a zu-

ordnen; wir konnen aber auch jedem Punkte von a eine
Gerade von (7 und jeder Gerade von a einen Punkt von a
zuordnen. Danach unterscheiden wir zwei Verwandtschaften*
die die kollineare und die reziproke genannt werden. Wir
betrachten zunachst die kollineare Verwandtschaft zweier
ebenen Felder, die wir so definieren:

1. Definition: Zwei ebene Felder a und
o, heifsen

Mlinear, wenn jeder Gerade e von G eine Gerade e
t

von

Oj zugeordnet ist und jedem in e liegenden Punkte F ein
in

e^ liegender Punkt F^.

Wir konnen zeigen, dafs durch unsere Definition vier
harmonischen Punkten (Strahlen) der einen Ebene vier
harmonische Punkte (Strahlen) der andern zugewiesen
sind. Sind P Q . W W vier harmonische Punkte von a, die
in der Gerade t liegen, so entsprechen ihnen nach

?

der
Definition vier Punkte P

1 Ql
. W W\, die in einer Gerade t

t

liegen. Konstruieren wir nun in G ein Viereck A A B H 17
),

von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, wahrend W
und W auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes R
liegen, so entspricht diesem nach der Definition ein Viereck
A

i
A

i
B

i
r
i7 von dem P und Q1

zwei Diagonalpunkte sind,
wahrend TT und W\ auf den Gegenseiten des dritten

Diagonalpunktes liegen, da z. B. den beiden Gegenseiten,
die sich in P schneiden, zwei Geraden entsprechen mussen,
die sich in P schneiden. Es bilden also auch P Q .W W
einen harmonischen Wurf. Daraus folgt, dafs audi vier
harmonischen Strahlen des einen Feldes vier Strahlen des
andern homolog sind, die ebenfalls einen harmonischen Wurf
bilden. Aus Nr. 1646 ergiebt sich demnach, dafs die homo-
logen geraden Grundgebilde zweier kollinearen Felder pro-
jektiv sind.

Auch zwei homologe krumme Grundgebilde sind pro-
jektiv; denn den Punkten einer Kurve k- z. B., die durch
die beiden projektiven Strahlenbtischel S und S f

erzeugt wird,
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sind die Schnittpunkte zweier projektiven Strahlenbttschel /S
t

und S\ homolog. Wir haben daher:

2. Homologe einformige Grundgebilde zweier kollinearen

Felder sind projektiv.

ITS 178. Konstruktion zweier kollinearen Felder.

1. Aufgabe: Zwei ebene Felder kollinear auf-

einander zu beziehen.

Es bieten sich zwei Wege dar:

Wir wahlen in dem ebenen

Felde a zwei beliebige Ge-

raden a und a und in o
l
zwei

beliebige Geraden a und a

und ordnen der Gerade a die

Gerade a und der Gerade a

die Gerade a
l

zu. Dem
Schnittpunkte P von a und a

mufs der Punkt entsprechen,
der sowohl in a

t
als in a

a

liegt, also der Schnittpunkt
P von aj und ct

1
. Nun be

ziehen wir die Punktreihe a

projektiv
(31) so auf av dafs

dem Punkte P der Punkt P
und aufserdem zwei belie-

bigen Punkten A und A von
a zwei beliebige Punkte A

t

und Aj von a
v entsprechen.

Ebenso beziehen wir die

Punktreihen a und a^ pro

jektiv so aufeinander, dafs

Wir wahlen in dem ebenen
Felde a zwei beliebige Punkte
A und A und in a zwei be

liebige Punkte A^ und
A.,

und
ordnen dem Punkte A den
Punkt A

1
und dem Punkte A

den Punkt A zu. Der Ver-

bindungslinie p von A und A
mufs die Gerade entsprechen,
die sowohl durch A

l
als durch

Aj geht, d. h. die Verbindungs-
linie p t

von A und A
1

. Nun
beziehen wir den Strahlen-

btischel A projektiv so auf

den Strahlenbuschel A^ dafs

dem Strahle p der Strahl p^
und aufserdem zwei belie-

bigen Strahlen 6 und a von
A zwei beliebige Strahlen d

l

und a
i
von A

l entsprechen.
Ebenso beziehen wir die Strah

lenbuschel A und A, so aufein-

dem Punkte P der Punkt P
x ander, dafs dem Strahle p der

und aufserdem zwei belie-
j

Strahl p 1
und aufserdem zwei

bigen Punkten B und f von
i beliebigen Strahlen ft und y

a zwei beliebige Punkte B
1

und r
a
von a

l entsprechen.
Damit ist jedem Punkte

von a und ein bestimmter

Punkt von
3
und c^ zuge-

wiesen und wir konnen nun
weiter festsetzen, dafs einer

von A zwei beliebige Strahlen

fti
und y l

von A
t entsprechen.

Damit ist jedem Strahle

von A und A ein bestimmter

Strahl von A^ und A
x zuge-

wiesen und wir konnen nun

weiter festsetzen, dafs einem
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beliebigen Gerade e von
&amp;lt;7,

die a und a in E und E

schneidet, die Gerade e
l
von

G
I zugeordnet sein soil, die

die zugeordneten Punkte E
l

und E
t

von
1
und a

l
mit-

einander verbindet.

Lassen wir den Strahl e um
einen beliebigen Punkt F sich

drehen, so beschreiben E und
E zwei projektive Punktreihen
und folglich auch E

l
und Ej ,

und zwar liegen die Punkt
reihen EI und Ej perspektiv,
weil E^ und E, gleichzeitig
in P

1 fallen, namlich dann,
wenn der Strahl e durch P
geht. Die Verbindungslinie
e
l
von E

l
und E

1
dreht sich

daher um einen Punkt /^
(34 )

und dieser soil dem Punkte
F zugeordnet warden.

beliebigen Punkte E von a,

der aus A und A durch die

Strahlen e und e projiziert

wird, der Punkt E
L
von G

I
zu

geordnet sein soil, in dem sich

die zugeordneten Strahlen e
l

undfj von J.j undA 1
schneiden.

Lassen wir den Punkt E
in einer beliebigen durch ihn

gehenden Gerade / sich be-

wegen, so beschreiben e und
zwei projektive Strahlen-

btischel und folglich auch e

und ev und zwar liegen die

Strahlenbitschel e
i
und e

t per

spektiv, weil e
l
und e gleich

zeitig in pl fallen, namlich

dann, wenn der Punkt E in

p tallt. Der Schnittpunkt Ev

von
0j

und 6
1 bewegt sich

daher in einer Gerade
/j_
und

diese soil der Gerade / zuge
ordnet werden.

Damit haben wir jedem
Punkte E von G einen Punkt

E^ von a
l
und jeder Gerade

/ von (7 eine Gerade / von
CT
I zugewiesen und zwar der

art, dafs jeder durch E gehen
den Gerade / eine durch E
gehende Gerade/^ entspricht.

Damit haben wir jeder Ge
rade e von G eine Gerade e

l

von G
I
und jedem Punkte F

von G einen Punkt F
v
von &amp;lt;7

t

zugewiesen und zwar derart,
dafs jedem in e liegenden
Punkte F ein in e

1 liegender
Punkt F

L entspricht.

Da die Schnittpunkte P=aa und P
1
=

a^ av wie wir

sahen, einander zugewiesen werden muisten, so ist die

projektive Beziehung von a und a^ dadurch bestimmt, dafs

wir^
zwei beliebigen Punkten A und r von a zwei be

lie bige Punkte Aj und r, von a^ zuwiesen; ebenso ist die

projektive Beziehung von a und a^ dadurch bestimmt, dafs
wir zwei beliebigen Punkten B und T von a zwei be-

liebige Punkte B
1
und T, von a

1
zuwiesen. Da nun mit

den Punkten A A und A
t Aj auch die Geraden a und a

t
und

mit B f und B
l
r

i
auch die Geraden a und a, gegeben
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sind, so sind die Stucke, die wir willkiirlich annehmen

konnen, die vier Punkte A A B f von G und die vier Punkte

Aj A, Bj T
1
von

(7,.

2. Die kollineare Verwandt-2. Die kollineare Verwandt-

schaft zweier ebenen Felder ist

bestimmt, ivenn den Ecken eines

Vierecks von G die Ecken eines

Vierecks von G
I zugewiesen

werden.

schaft zweier ebenen Felder ist

bestimmt, wenn den Seiten eines

Vierseits von o die Seiten eines

Vierseits von G
{ zugewiesen

werden.

179 179. Reziproke Verwandtsehaft. Wichtiger als die

kollineare Verwandtsehaft ist fur uns die reziproke.

1. Definition: Zwei ebene Felder a und a
l heifsen

reziprok, wenn jeder Gerade e von o ein Punkt E
1

von

GJ
und jedem in e liegenden Punkte F eine durch E

1

geliende Gerade J\ entspricht.

Aucht 177 ) hier entsprechen vier harmonischen Punkten

P Q . WW (vier harmonischen Strahlen p q . w w
)

von

G vier harmonische Strahlen l\qv .u\w\ (vier harmonische

Punkte P
1 Ql

. W^ W\) von ar Denn dem Viereck A AB T

von
(7,

von welchem P und Q zwei Diagonalpunkte sind,

wahrend W und W auf den Gegenseiten des dritten

Diagonalpunktes liegen, eutspricht nach der Definition in G
I

ein Vierseit d
l a^ /^ y1?

von dem /?,
und q zwei Diagonal-

linien sind, wahrend w^ und w\ durch die Gregenecken der

dritten Diag-onallinie gehen. Daraus ergiebt sich dann^ 164^ der

2. Lehrsatz: Homologe einformige Grundgebilde zweier

reziproken Felder sind projektiv.

iso 180. Konstruktion zweier reziproken ebenen Felder.

1. Aufgabe: Zwei ebene Felder reziprok aufeinander

zu beziehen.

Wir wahlen in der Ebene G zwei beliebige Geraden a

und a und in der Ebene (7
X
zwei beliebige Punkte A

l
und A

und ordnen der Gerade a den Punkt A
l
und der Gerade a

den Punkt A
t
zu. Dem Schnittpunkte P von a und mufs

die Gerade entsprechen, die sowohl durch A
}

als durch A
t

geht, d. h. die Verbindungslinie p l
von A

1
und Ar Nun

beziehen wir die Punktreihe a projektiv so auf den Strahlen-

buschel A
t ,

dafs dem Punkt P der Strahl i\ und aufser-
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dem zwei beliebigen Punkten A und A von a zwei be

liebige Strahlen 6 und a von A
l entsprechen. Ebenso

beziehen wir die Punktreihe a und den Strahlenbtischel h^
projektiv so aufeinander, dafs dem Punkte P der Strahl p^
und aufserdem zwei beliebigen Punkten B und f von a zwei

beliebige Strahlen ft und y von A
x entsprechen.

Damit ist jedem Punkte von a und a ein bestimmter
Strahl von A und A zugewiesen, und wir konnen nun
weiter festsetzen, dafs einer beliebigen Gerade e von

&amp;lt;7,

die

a und a in E und E schneidet, der Punkt E^ von o
l

zu-

geordnet sein soil, in dem sich die zugeordneten Strahlen
e
l
und von A

l
und A

1
schneiden.

Lassen wir den Strahl e um den Punkt F sich drehen,
so beschreiben E und E zwei projektive Punktreihen und

folglich ^ und
e, zwei projektive Strahlenbuschel, und zwar

liegen die Strahleiibiischel ^ und s
l perspektiv, weil und

e^

gleichzeitig in
/&amp;gt;, fallen, namlich dann, wenn der Strahl e

durch P geht. Der Schnittpunkt El
von e und e

t bewegt
sich daher in einer Gerade fv und diese soil dem Punkte F
zugeordnet werden.

Damit haben wir jeder Gerade e von a einen Punkt E
von

(T.,
und jedem Punkte F von d eine Gerade fl

von ^
zugewiesen und zwar derart, dafs jedem in e liegenden
Punkte F eine durch E^ gehende Gerade /A entspricht.

Da der Schnittpunkt P= a a und die Verbindungslinie
Pi = -4

t
A

1? wie wir sahen, einander zugewiesen werden

mufsten, so ist die projektive Beziehung der Punktreihe a
und des Strahlenbuschels A

l
dadurch bestimmt, dafs wir zwei

beliebigen Punkten A und A von a zwei beliebige Strahlen

$1 und a von A^ zuweisen; ebenso ist die projektive Be
ziehung von a und A dadurch bestimmt, dafs wir zwei be

liebigen Punkten B und r von a zwei beliebige Strahlen ft
und /j von A

1
zuweisen. Da nun mit den Punkten A A B f

die Geraden a und a und mit den Strahlen d
i
a ft y die

Punkte AI und A
l gegeben sind, so sind die Stttcke, die

wir willkurlich annehmen konnen, die vier Punkte A A B r
und die vier Strahlen ^^ft^. Daher:

2. Die reziproke Verwandtschaft zweier ebenen Felder

ist bestimmt, wenn den Ecken eines Vierecks von o die

Seiten eines Vierseits von G
l zugewiesen werden.

BSger, Ebene Geometrie der Lage. 14



210 II- Das Polarfeld.

181. Kennzeichen des zweifachen Entspreehens.
Wir konnen auch die Punkte und Geraden einer und der-

selben Ebene a reziprok aufeinander beziehen, indein wir

den Ecken des Vierecks A A B T von o die Seiten des Vier-

seits (^Oj/?, ft von a zuordnen. Wir wollen, da wir dann

jeden Punkt als einen zweifachen und jede Gerade als eine

zweifache anzusehen haben, jedes Element mit zwei Buch-

staben bezeichnen, um anzudeuten, ob wir es zum ersten

oder zweiten Felde reehnen wollen. Einem Punkte A(B^)
z. B. entsprechen dann zwei Geraden und b, die im all-

gemeinen nicht zusammenfallen werden; es ist aber gerade
dieser Fall fur uns von Interesse, der Fall also, dafs dem

Punkte A (Z? )
die Gerade a

l (b) entspricht oder, wie wir

uns ausdrucken wollen, dafs dem Punkte A die Gerade b

zweifach entspricht (vgl. 38). Es lafst sich nun der Satz

beweisen:

In zwei reziproken ebenen Feldern entsprechen je zwei

zugeordnete Elemente einander zweifach, wenn die Ecken

eines Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach entsprechen.

In dem Dreieck PQR (Fig. Ill), dessen Ecken wir

mit P
l Q l

R
l
bezeichnen wollen, wenn wir sie zum zweiten

Felde reehnen, entspreche dem Punkte P die Gegenseite

QR= Pl1 dem Punkte Q die Gegenseite RP=q^ dem

Punkte R die Gegenseite PQ = r
1

. Nach der Voraus-

setzung entspricht dann dem Punkte P
a (dem zum zweiten

Felde gerechneten Punkte P) ebenfalls die Gerade p, die

wir als Gerade des zweiten Feldes durch p^ bezeichnet

haben, d. h. die Gerade p = Q R^ ebenso entsprechen den

Ecken Ql
und R

1
die Gegenseiten q(q1 )

und r(rj.
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Die Punktreihe p1
ist projektiv auf den Strahlenbiischel P

bezogen^
179 ) und zwar 1st dem Punkte Ql

von p^ der Strahl

q von P und dem Punkt R von p der Strahl r von P
zugeordnet. Da nun q durch R

v
und r durch Q1 geht, so

sind die Punktreihe p und der Strahlenbuschel P in involu-

torischer Lage (63i)
;
aus denselben Grunden ist auch die Punkt

reihe p und der Strahlenbuschel P
l

in involutorischer Lage.

Ist nun D^ irgend ein weiterer Punkt von p1? dem im
ersten Felde der durch P gehende Strahl d entspreche, so

mufs dem Schnittpunkte E1
d p^, well die Punktreihe pl

und der Strahlenbuschel P in involutorischer Lage sind, der

Strahl e = P D^ entsprechen. Nennen wir nun den Punkt

Z&amp;gt;j

als Punkt des ersten Feldes D, so mufs der ihm zu-

geordnete Strahl d^ weil D in p und e liegt, die Ver-

bindungslinie von P
l
und E sein, d. h. d

l
fallt mit d zu-

sammen. Damit ist gezeigt, dafs jeder Punkt von pl (p)
seinem durch P (P ) gehenden zugeordneten Strahle zwei-

fach entspricht. Da das
,
was wir von der Seite Q R und

der gegenuberliegenden Ecke P gezeigt haben, auch von
den beiden andern Seiten und ihren Gegenecken gilt, so

wissen wir:

Jedem Punkte, der in einer Seite des Dreiecks P Q R
liegt, entspricht der zugeordnete Strahl zweifach.

Jetzt konnen wir zeigen, dafs einer beliebigen Gerade

) der zugeordnete Punkt zweifach entspricht. Schneidet

i) die Dreiecksseiten p und q in den Punkten A(A 1 )

und B(Bl )^
so entsprechen diesen Punkten die zugeordneten

Geraden a
5 (a) und 6 (6) zweifach. Weil nun die Gerade

f (fj) durch A (A^ und B (B^ geht, so entspricht ihr nach
der Definition der reziproken Verwandtschaft im zweiten

Felde der Schnittpunkt F^ der den Punkten A und B zu

geordneten Geraden ^ und b^ ,
im ersten Felde der Schnitt

punkt der den Punkten A^ und B
l zugeordneten Geraden a

und b. Dieser zweite Schnittpunkt fallt aber mit F^ zu-

sammen, weil a
a^ und b b

l
zusammenfalien.

182. Involutorisehe Lag-e zweier homologen Grund-
gebilde. Wenn in zwei reziproken Feldern, die in einer

und derselben Ebene liegen, je zwei zugeordnete Elemente
einander zweifach entsprechen, so sagt man: Die beiden

reziproken Felder sind in involutorischer Lage.
14*
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Dieser Ausdruck erklart sich aus dem folgenden: Wir

haben bereits gesehent
181

),
dafs die Punkte von p^ (p) und

die zugeordneten Strahlen von P (PJ oder, wie wir von

jetzt an schreiben wollen, die Punkte der Gerade p und

die zugeordneten Strahlen von P in involutorischer Lage
sind. Es sind aber auch die Punkte einer beliebigen Gerade

e und die Strahlen des zugeordneten Punktes E in involu

torischer Lage. 1st namlich A ein beliebiger Punkt von e

und a der ihm zugeordnete durch E gehende Strahl, der e

in B schneidet, so mufs nach der Definition der reziproken

Verwandtschaft dem Punkte B, well er der Schnittpunkt von

a und e 1st, die Verbindungslinie von E und A entsprechen.

Die Punktreihe A von e und der zugeordnete Strahlenbuschel

a von E sind also in involutorischer Lage.

Lehrsatz: In zwei reziproken Feldern, die in involu

torischer Lage sind, liegt jede Punktreihe involutorisch zu

dem homologen Strahlenbuschel.

16. Das Polarfeld.

183. Das Polarfeld. In zwei reziproken Feldern, die

in involutorischer Lage sind, ist jedem Punkte E und jeder

durch E gehenden Gerade / von o eine Gerade e und ein

in ihr liegender Punkt F derselben Ebene a zugewiesen^
18

^.

Es liegt daher nahe, die beiden reziproken Felder als ein

einziges Gebilde aufzufassen.

1. Definition: Der Inbegriff zweier reziproken Felder in

involutorischer Lage heifst ein Polarfeld zweiter Ordnung.

Urn fur zwei zugeordnete Elemente kurzere Bezeich-

nungen zu haben, fttgen wir die folgende Definition hinzu:

2. Jeder Punkt heifst der Pol der ihm zugeordneten

Gerade. - - Jede Gerade heifst die Polare des ihr zu

geordneten Punktes.

Hit Httlfe dieser neuen Benennung lafst sich der De

finition der reziproken Verwandtschaft die Form geben:

3. Die Polaren der Punkte einer Gerade gehen

durch einen Punkt, den Pol der Gerade. - - Oder:

4. Die Pole der Strahlen eines Punktes liegen in

einer Gerade, der Polare des Punktes.
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Der in Nr. 182 bewiesene Satz lautet jetzt:

5. Die von den Punkten einer Gerade gebildete
Punktreihe und der von ihren Polaren gebildete Strahlen-

buschel sind in involutorischer Lage.
- - Oder:

6. Der von den Strahlen eines Punktes gebildete
Strahlenbiischel und die von ihren Polen gebildete
Punktreihe sind in involutorischer Lage.

184. Konjug-ierte Elemente. Liegt Q in der Polare p
von P, so liegt P in der Polare q von Q(

183
s). Wir konnen

daher folgende Definitionen und Satze aufstellen:

1. Zwei Punkte heifsen konjugiert, wenn der eine

in der Polare des andern liegt.

2. Zwei Strahlen heifsen konjugiert, wenn der eine

durch den Pol des andern geht.

3. Sind zwei Punkte einem dritten konjugiert, so

ist ihre Verbindungslinie die Polare des dritten Punktes.

4. Sind zwei Geraden einer dritten konjugiert, so

ist ihr Schnittpunkt der Pol der dritten Gerade.

Aus Nr. 1835 folgt dann:

5. Je zwei konjugierte Punkte einer Gerade sind

Punktpaare einer Involution. - - Diese Involution heifst

die dem Polarfelde konjugierte Punktinvolution der Gerade.

6. Je zwei konjugierte Strahlen eines Punktes sind

Strahlenpaare einer Involution. Diese Involution

heifst die dem Polarfelde konjugierte Strahleninvolution

des Punktes.

7. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade

liegt perspektiv zu der konjugierten Strahleninvolution

ihres Pols.

Sind P und Q zwei konjugierte Punkte, so bilden,
wenn wir den Pol der Verbindungslinie PQ = r, also^ 183*)

den Schnittpunkt der Polaren p und
&amp;lt;?,

mit R bezeichnen,
die drei Punkte P Q R ein Dreieck, in dem jede Seite die

Polare ihrer Gegenecke ist:

8. Ein Dreieck, in dem jede Seite die Polare ihrer

Gegenecke (oder, was dasselbe sagt, jede Ecke der

Pol ihrer Gegenseite) ist, heifst ein Poldreieck. -

9. Durch zwei konjugierte Punkte ist ein Poldreieck

bestimmt.
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Zusatz. Frtiher haben wir die Begriffe Pol und Polare

( 7) und den Begriff der konjugierten Elemente ( 8) ver-

mittelst einer Kurve definiert; wir werden erkennen (19
),

dafs unsere jetzige Definition die fruhere als besondern Fall

enthalt. An dieser Stelle lafst sich bereits zeigen, dafs die

in Nr. 94 96 entwickelten Satze auch fiir unsere jetzige
Definition gelten.

- - Bewegt sich ein Punkt A in der Gerade

p, so dreht sicb seine Polare a urn den Pol P von
p&amp;lt;

183 )

und schneidet jede Gerade in einer Punktreibe, die der von

A bescbriebenen projektiv ist. Zwei gerade Punktreiben

sind also projektiv aufeinander bezogen, wenn man den

Punkten der einen die ihnen konjugierten der andern zu-

weist. Da wir aus diesem Satze allein den Inhalt der

Nrn. 94 96 entwickelt haben, so gilt dieser auch fiir die

einem Polarfelde konjugierten Elemente.

185. Das Poldreieck als Bestimmung-sstuek eines

Polarfeldes. Nach Nr. 1802
erhalten wir zwei reziproke

Felder, wenn wir den Ecken eines Vierecks die Seiten

eines Vierseits zuweisen; sollen die beiden reziproken
Felder involutorische Lage haben, so mttssen nach Nr. 181

die Ecken eines Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach ent-

sprechen. Wir konnen deswegen zwei reziproke Felder in

involutorischer Lage in folgender Weise konstruieren : Wir
nehmen vier Punkte P Q R U und eine Gerade u beliebig

an und weisen, indem wir die Seiten des Dreiecks P Q R
mit p q r bezeichnen, dem Viereck P Q R U die Seiten des

Vierseits p q ru zu. Da bei dieser Zuweisung die Punkte

PQR ein Poldreieck ^ 184s &amp;gt;

bilden, so haben wir den

Lehrsatz: Ein Polarfeld ist bestimmt durch einen

Punkt, seine Polare und ein Poldreieck.

e 186. Bestimmung- eines Polarfeldes durch zwei

perspektiv lieg-ende Dreieeke.

Lehrsatz: Ein Polarfeld ist bestimmt durch zwei per

spektiv liegende Dreieeke , wenn die Seiten des einen den

Ecken des andern als Polaren zugeioiesen werden.

Die Ecken des einen Dreiecks seien UCT (Fig. 112)
und die Seiten des zweiten u c y. Bezeichnen wir die

Punkte, in denen die Seiten U C, C f und f U von den

Seiten y, u und c geschnitten werden, durch Q, A und S,
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so liegen &amp;lt;Q,

A und S, weil die Dreiecke perspektiv liegen^
15

),

in einer Gerade p. Bezeichnen wir ferner die Ecken des
zweiten Dreiecks ucy durch U^=cy, H^=y u und
G

1
= uc, so gehen die Verbindungslinien U

/,,
CH

v
und

rG durch einen Punkt P. Die Punkte A^S^R, in denen
diese Verbindungslinien die Gerade p schneiden, bilden mit
AS Q die Involution AA^.SS^.Q

^

In dem Polarfelde nun, das
durch das Poldreieck P Q J?, den
Punkt U und seine Polare u
bestimmt (185 )

ist, sind, wie wir

zeigen wollen, die Seiten des
Dreiecks UCr die Polaren der
Ecken des Dreiecks ucy. Weil
nach der Zuweisung Q der Pol
von P R und U der Pol von u

ist, so ist&amp;lt;
183*) UC die Polare

von 6r,. Ferner ist der Punkt
A als Schnittpunkt von pu der
Pol von P U und daher dem
Punkte A konjugiert^

184
^, sodafs

die konjugierte Involution von p bestimmt ist&amp;lt;

63*) durch den
Wurf QR .AA * da in dieser Involution dem Punkte S,
wie wir eben sahen, der Punkt S entspricht, so ist S der
Pol von P S

3 ,
die Seite U r (S) also die Polare des Punktes

f . Die Seiten des Dreiecks UCr sind also in der That
die Polaren der Ecken des von ucy gebildeten Dreiecks.

Zusatz. Und umgekehrt sind auch die Seiten u c y die z

Polaren der Ecken 7&quot;-
^

Fig. 112.

187. Bestimmung- eines Polarfeldes dureh zwei is?

konjugierte Involutionen und eine komponierende ihrer
diag-onalen Involution.

Lehrsatz: Ein Polarfeld istLehrsatz: Ein Polarfeld ist

bestimmt durch zwei konjugierte
Pimktinvolutionen und irgend
eine komponierende ihrer dia-

gonalen Involution.

bestimmt durch zwei konjugierte
Strahleninvolutionen und irgend
erne komponierende ihrer dia-

gonalen Involution.

In den Tragern g und h (Fig. 113), die sich in U
schneiden, seien die beiden Involutionen U . C C

l
und

Utt.rr^ gegeben. In der Diagonale GH=u bilden Gr
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und PI ein Punktpaar der diagonalen Involution(135a ) und

ferner die beiden Punkte A und B, in denen u von C f

und Cj r geschnitten wird. Wird nun irgend eine

komponierende der diagonalen Involution durch die Zu

weisung (G (r
1 )

(166 i ) bestimmt, so entspricht in dieser

komponierenden dem Punkte H der Punkt Pl^ der dem
Punkte G

l
in der diagonalen Involution zugeordnet ist (166 * }

.

Schneiden die Verbindungslinien C^G^-=c und F
1
IP

A

= y
die Trager h und g in den Punkten S und Q, so bilden

/S Q C
v T-,

ein Viereck, von dem zwei Paar Gegenseiten die

Diagonale u in den Punktpaaren G PI und G
l H^ der

diagonalen Involution treffen
;

es geht also (64 Z) -S Q durch

A. Es sind daher^ 15 ) die

beiden Dreiecke UCV und

ucy perspektiv liegend
und bestimmen (186) ein

Polarfeld. Dieses Polar

feld aber erzeugt, weil u

und c die Polaren von U
und C sind, in dem Trager

&quot;

g die konjugierte Involution

U G .C Cv und, weil u

und y die Polaren von U
und T sind, in dem Trager
h die konjugierte In

volution U H. r T
17

und

in u, weil G
l

als Schnittpunkt von c und u der Pol von g,

und HI als Schnittpunkt von y und u der Pol von h ist, die

konjugierte Involution G G . HHlt

z Zusatz. Weil die komponierende Involution von u durch

die Zuweisung der Punkte G und 6r bestimmt wurde, so

werden wir das Polarfeld, welches durch die konjugierten

Involutionen g- und h- und die durch (G Gj bestimmte

komponierende Involution von u bestimmt ist, in Zukunft

oft kurz das durch die Zuweisung (G G^) bestimmte Polarfeld

nennen. Den Inhalt unsers Beweises konnen wir danri kurz

so zusammenfassen :

In dem durch (GGt )
bestimmten Polarfeld ist Gj der

Pol von g und der dem Punkte G
t

in der diagonalen

Involution homologe Punkt H
x

der Pol von h.

Fig. 113.
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188. Bestimmungr eines Polarfeldes dureh zwei

konjug-ierte Involutionen und einen Ordnungrspunkt.
Fiir ein Polarfeld haben, wie wir sehen werclen, die Punkte

eine grofse Wichtigkeit, die in ihrer Polare liegen; wir

fiibren desbalb fiir sie einen neuen Namen ein durch die

1. Definition: Ein Punkt,

der in seiner Polare liegt, heifst

ein Ordnungspunkt des Polar

feldes.

1. Definition: Eine Gerade,
die durch i/iren Pol geht, heifst

ein Ordnungsstrahl des Polar

feldes.

Sind uns nun zwei Punktinvolutionen g- und h- und

ein Punkt E gegeben, so lafst sich immer ein Polarfeld

konstruieren, dem die Involutionen
&amp;lt;j-

und h- konjugiert
sind und fiir welches die Polare von E durch E geht, mit

andern Worten, es lafst sich der Satz beweisen:

2. Durch zwei konjugierte
Straldeninvolutionen G 2 und

H 2 und einen Ordnungsstrahl
e ist ein Polarfeld bestimmt.

2. Durch zwei konjugierte
Punktinvolutionen g

2 und h 2

und einen Ordnungepunkt E
ist ein Polarfeld bestimmt.

Wir betrachten die Hauptstrahleninvolution
(I7o;i

,
welche

die Involutionen g* und A- in E induzieren. Schneidet der

Strahl von E, welcher dem Strahle E(U) in der Haupt-
involution E- homolog ist, die Trager g und

h in Cund T (Fig. 114), so schneiden 1702*) V^
die Strahlen E(C^) und E(rj, die den

Strahlen E(G) und E(H) in der Haupt-
involution homolog sind, die Diagonale in

zwei homologen Punkten 6r
1

und U
1

der

diagonalen Involution. Wahlen wir also

das Polarfeld, welches durch die Zuweisung
(Gr (T

I)
bestimmt(187 z )

ist, so ist fur dieses

H, der Pol von A. Es ist daher C der Pol von

Fig. 114.

und T der Pol von r
i
Hv C r also&amp;lt;

188
&amp;gt; die Polare des

Schnittpunktes E von C, 6r
t
und r H^ . Fiir das Polarfeld

(6r 6rj) geht also in der That die Polare von E durch E,

Die Konstruktion fassen wir noch einmal zusammen:

3. Die Gegenseiten g- und
h- induzieren in jedem Punkte
E eine Hauptstrahleninvolu-
tion E*W Q\ Schneidet der

Strahl, welcher in E- dem

3. Die Gegenecken 6r
2 und

H 2 induzieren in jeder Ge-

rade eine Hauptpunktinvolu-
tion e-. Wird der Punkt,
welcher in e~ dem Schnitt-
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Strahle E(G) homolog ist.

die Diagonale u im Punkte
6r

,
so erhalten wir durch

die Zuweisung (G G^} ein

Polarfeld, fur welches E ein

Ordnungspunkt ist.

Ferner ergiebt sich durch

Filr das durch g
2 und h 2

und E bestimmte Polarfeld

4. ist der dem Strahle E (U)
in E 2

homologe Strahl E(C)
die Polare von E;

5. schneidet der dem Strahle

E(G) homologe Strahl E(C,)
die Diagonale u in c/em Pole
G

t
vorc g wi&amp;lt;i der dem Strahle

E(H) homologe Strahl
E(l&quot;,)

(fog Diagonale u m ctem ./We
TT 1

mit andern Worten:

6. /i^^ die Hauptstra!den-
involution E 2

perspektiv zu der

konjugierten Punktinvolution

G/~^
TT TTU. . Jtl 11, vo?i u.

punkte e (g) homolog ist, aus
dem Diagonalpunkte U durch
den Strahl gl projiziert, so

erhalten wir durch die Zu

weisung (ggj ein Polarfeld,
fur welches e ein Ordnungs-
strahl ist.

die Konstruktion :

Fur das durch G 2 und H 2

und e bestimmte Polarfeld

4. ist der dem Punkte e (u)
in e

2

homologe Punkt e(c) der

Pol von e;

5. wird der dem Punkte

e(g) homologe Punkt e(Cj) aus

c/?ft Diagonalpunkte U durch
die Polare gt

v&amp;lt;w G projiziert
und der dem Punkte e (h)

homologe Punkt e (yt )
aws c/e^

Diagonalpunkte U durch die

Polare h
t

w/i H;
mit andern Worten:

6. liegt die Ilauptpunktin&quot;

volution e
2

perspektiv zu der

konjugierten Strahleninvolution

g g . h h von U.

1S9 189. Ordnung-skurve. Fur ein Polarfeld, welches
durch die konjugierten Iiivolutionen g- und h* und den

Ordnungspunkt S (wie wir jetzt statt E schreiben wollen)
bestimmt 1882 )

ist, ist der Punkt
-S,

weil er in seiner Polare

liegt, sich selbst konjugiert und daher ein Ordnungspunkt
in der konjugierten Involution jedes durch ihn gehenden
Strahles. Es giebt daher in jedem durch S gehenden Strahl

noch einen zweiten Ordnungspunkt(G36)
. Es lafst sich zeigen,

dafs alle diese Ordnungspunkte in einer Kurve zweiter

Ordnung liegen. Da der zweite Ordnungspunkt irgend
eines durch /S gehenden Strahles der von S durch zwei

konjugierte Punkte harmonisch getrennte Punkt ist(63 }

,
so

ist z. B., weil der Punkt 6^ und der Punkt C (Fig. 115)
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seiner Polare (1885) zwei konjugierte Punkte sind, der von S
durch G^ und C, harrnonisch getrennte Punkt L ein Ord

nungspunkt; ebenso 1st der von S durch H^ und den kon-

jugierten Punkt f
t
harmonisch getrennte Punkt M ein Ord

nungspunkt.
Der Ordnungspunkt eines beliebigen durch S gehenden

Strahles lafst sich nun vermittelst der Punkte 5 und L in

folgender Weise finden. Schneidet dieser Strahl den Trager
g in E, so ist die Polare von E die Gerade, welche den

homologen Punkt E
l

von g- mit dem Pole G, von g ver-

Fig. 115.

bindet; der Punkt E
,
in dem diese Gerade den Strahl SE

schneidet, ist dem Punkte E konjugiertf
184

^. und daher ist

der von *S durch E und E harmonisch getrennte Punkt E

der zweite Ordnungspunkt des Strahles S(E). Nun sind die

beiden harmonischen Wiirfe S L . G^ C^ und S E . E E in

perspektiver Lage ;
es geht daher^40^ L E durch den Schnitt-

punkt von G^ E und 6
y

1 E, das ist durch den Punkt Er
Der Ordnungspunkt E stellt sich also dar als Schnittpunkt
zweier Strahlen von 8 und Z, die die homologen Punkte
E und E

l
von #

2

projizieren. Die Ordnungspunkte E liegen
daher in einer Kurve zweiter Ordnung^

98^.
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Lehrsatz: Hat ein Polarfeld
einen Ordnungspunkt, so hat

es unendlich vide. Die Ord-

nungspunkte eines solchen Polar-

feldes bilden eine krumme
Punktreihe. IHese krumme
Punktreihe heifst die Ordnungs-
kurve des Polarfeldes.

Lehrsatz : Hat ein Polarfeld
einen Ordnungsstrahl, so hat

es unendlich vide. Die Ord-

nungsstrahlen eines solchen

Polarfeldes bilden einen krum-
men Stra/ilenbiischel. Dieser

krumme Strahlenbiischel heifst

der Ordnungsbiiscliel des Polar

feldes.

190 190. Identisehe Polarfeldep. Wir wollen jetzt das
Polarfeld zeichnen, das durch die eben konstruierte Kurve
bestimmt ist. Da die Kurve erzeugt wnrde durch Projektion
der Involution g

2 aus den beiden mit G
l

in einer Gerade

liegenden Punkten S und L, so ist g* auch fur die Kurve
eine konjugierte Involution und 6r, der Pol von g(^\ Es
lafst sich weiter zeigen, dafs auch A 2

eine dieser Kurve

konjugierte Involution ist. Zunachst folgt, dafs G G^ die

Polare von Z7&amp;lt;

92
&amp;gt; und daher U und H zwei ittr die Kurve

konjugierte Punkte sind. Da dem Strahle L (S) Cl
der

Strahl S(C) zugeordnet ist, so ist S(C) die Tangente in 6W.
Fur die Kurve ist also auch S der Pol von C H87 z

^.

Ferner sind, weil, wie wir sahen, der von S durch H^ und

fj harmonisch getrennte Punkt M ein Punkt der Kurve ist,

Fj und HI zwei fur die Kurve konjugierte Punkte^86
^, der

Punkt H^ also, weil er auch U konjugiert ist, der Pol von
U F

1
= h. Die Polare von F geht daher durch //

t
und da

sie auch, weil F ein Punkt der Tangente von S
ist,

durch
S geht, so ist fttr die Kurve F dem Punkte F

t konjugiert.
Der Ordnungskurve sind also die Involutionen g

2 und 7t
2

konjugiert und der Punkt 6r
t

ist G konjugiert. Das durch

die Kurve erzeugte Polarfeld ist daher identisch( 187
&amp;gt; mit dem

Polarfelde, von dem wir ausgingen.

Hat ein Polarfeld eine Ordnungskurve, so ist es

identisch mit dem von dieser Ordnungskurve erzeugten
Polarfeld. Die Ordnungsstrahlen des Polarfeldes um-
htillen daher die Ordnungskurve.

A Anmerkung. In 7 haben wir vermittelst einer Kurve
zweiter Ordnung zu jedem Punkte der Ebene die Polare

und zu jeder Gerade den Pol zeichnen gelernt. Jetzt

haben wir ein Polarfeld, ohne den Begriif der Kurve zu
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benntzen, konstruiert und haben vermittelst des so kon-
struierten Polarfeldes die Kurve als Ort der Ordntmgspunkte
des Polarfeldes definieren konnen. Wir batten also auch
mit dem Polarfeld beginnen und aus seinen Eigenschaften
die Eigenschaften der Kurve entwickeln konnen. Das hat

thatsachlich v. Staudt gethan und damit die wissenschaftlich

richtigere Darstellung gegeben. In einem Buche aber, das
fiir den Lernenden geschrieben ist, mufs der anschaulichere

Weg, und das ist der von der Kurve ausgehende, dem
weniger anschaulichen, dem vom Polarfeld ausgehenden, voran-

gestellt werden. Nachdem wir nunmehr beide Wege kennen

gelernt haben, konnen wir von jetzt an unsern Betrachtungen
den allgemeinern Begriff des Polarfeldes zu Grunde legen.
Die Satze, die wir so erhalten, gelten dann f tir alle Polar-

felder, und wir haben nicht notig, bei unsern Beweisen die

Falle, in denen eine Ordnungskurve vorhanden ist, zu trennen
von den Fallen, in denen eine Ordnungskurve nicht vor
handen ist oder, wie man sonst sagt, in denen die Ordnungs
kurve imaginar ist.

191. Konstruktion der zweiten g-emeinsam kon-

jugierten Involution.

JL . Aufgabe : Von zwei Polar-

feldern, die eine konjugierte
Punktinvolution gemeinsam

haben
,

die zweite gemeinsam

konjugierte Punktinvolution zu
7&amp;gt; )St l)Ti0n

1 . Aufgab e : Von zwei Polar-

feldern, die eine konjugierte
Stra/deninvolution gemeinsam
haben, die zweite gemeinsam

konjugierte Strahleninvolution
p.ti. wtfJvn&n ,

tf IS

zeichnen.

Konstruktion: Die den beiden Polarfeldern k^- und &
2
2

gemeinsam konjugierte Punktinvolution sei g
2

,
ferner sei

G
l (Fig. 116) der Pol von g fiir k - und G

2
der Pol von g

fur i,
2

. Die Gerade G^ G2
= u schneide g in dem Punkte

G, dem in der gemeinsam konjugierten Involution g
2 der

Punkt U homolog sei. Wenn dann dem Punkte G
l

fiir das
zweite Polarfeld &

2

2 der Punkt 6r
12 von u und dem Punkte

6r
2

fiir & 2 der Punkt 6r91 von u konjugiert ist, so ist der

Trager der zweiten gemeinsam konjugierten Involution der

Strahl h von
/,

welcher von G durch 6r12 und 6r21 har-

monisch getrennt ist.

Beweis: Da dem Punkte U liir A;
1
2 die Punkte G

l
und

(r, fiir ^
2
2 die Punkte G^ und G konjugiert sind, so ist
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G
t
G = G9 G= u die Polare des Punktes U sowohl fur Jfe

1
2

wie fur &
2

~
2

( 184
&amp;gt;. Da dem Punkte G

l
fur &

2

2 der Punkt 6r
12

konjugiert 1st, so 1st 6r fiir &
2
2 der Pol von 6r12 Z7;

ebenso 1st 6r
2

ftir &
A

2 der Pol von 6r21 7.

Sind nun C und ^ irgend zwei homologe Punkte von

#
2

,
so 1st C

t
fur V2 der Pol von C G

l
und C ittr A.,

2 der

Pol von Ci (r
a

. Der Punkt P, in dem C 6^ von (r21
V ge-

schnitten wird, ist also liir k^
2 der Pol von C^ G2

und der

Punkt P,, in dem C^ 6r
2
von 6r

10
(7 g-escbnitten wird, ist

fur &
2
2 der Pol von C Gr Die

&quot;

Punkte P und P von
denen P

1
in der Polare von P fur ^

2 und P in der

Polare von P fttr /;
2

2

liegt, sind demnach fiir beide Polar-

felder einander konjugiert. Da auch die Punkte U und

Fig. 116.

G! einander fiir beide Polarfelder konjugiert sind, so be-

stimmen die beiden Punktpaare PPl
und U G noch ein

drittesPaar konjugierter Punkte (96; siehe 184 Z). Die Ver-

bindungslinie P G
l
wird von der Verbindungslinie Pl

U in

einem Punkte Q geschnitten, der fiir beide Polarfelder kon

jugiert ist dem Punkte Qv in dem P U von P^ G
l ge-

schnitten wird. Den Punkten CPQ G^ die in einer Gerade

p liegen, sind also fiir die beiden Polarfelder die Punkte
c

i
p

i Qi u konjugiert.

Diese Punkte nun, die den Punkten einer Gerade p ftir

beide Polarfelder konjugiert sind, konnen wir noch auf

einem zweiten Wege konstruiert denken, indem wir zu

jedem Punkte X von p die Polaren x
l
und ^

2
fiir k^ und

^
2

2 zeichnen und ihren Scbnittpunkt X^ bestimmen. Durch-
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lauft X die Gerade p, so beschreibt sowohl #, wie x
2
einen

zu X projektiven StrahlenbiischeU 183
^; die Punkte -X/liegen

daher in einer zu p projektiven Kurve zweiter Ordnung.
Bezeichnen wir also noch den Schnittpunkt von p und h

durch f und den (noch unbekannten) ihm fur beide Polar-

felder ^
2 und &

2
2
konjugierten durch F

1 ,
so wissen wir, dafs

die Punkte P
l Q^ Cl fj U in einer zu P Q C f G

l projektiven
Kurve liegen; es ist daher

Weil aber P Q . C f nach der Konstruktion vier harmonische
Punkte sind, so

U(P1 Q l C, r
t ).

Da die Strahlen UQ und U P
iy
UP und U Q^ UC und

U
C-L

zusammenfallen
,

so miissen auch U f und U r
i

zu-

sammenfallen (33
i),

d. h. r
i

ist ein Punkt von h und beiden

Polarfeldern ist in h die Involution UH . f f
t konjugiert.

Wenn zwei Kurven einen Punkt gemeinsam haben, so

haben sie noch einen zweiten Punkt gemeinsam^
111

). Diese

beiden gemeinsamen Punkte bestimmen als Ordnungspunkte(92^

in ihrer Verbindungslinie eine beiden Kurven gemeinsam
konjugierte Involution; die beiden Kurven haben daher nach

unserm Satze noch eine zweite konjugierte Punktinvolution

gemeinsam :

2. Haben zwei Kurven
einen Punkt gemeinsam, so

haben sie noch einen zweiten

Punkt und eine konjugierte
Punktinvolution gemeinsam.

2. Haben zwei Kurven
eine Tangente gemeinsam,
so haben sie noch eine zweite

Tangente und eine konju
gierte Strahleninvolution ge
meinsam.

Zusatz.* Da jedem Kreise die zirkulare Punktinvolution z

konjugiert ist^
131

^, so haben zwei Kreise nach unserm Satze

noch eine konjugierte Punktinvolution gemeinsam. Diese

zweite gemeinsame Punktinvolution zweier Kreise, deren

Trager in der Planimetrie Chordale genannt wird, finden

wir nach der oben gegebenen Konstruktion auf folgende
Weise:

Die den beiden Kreisen gemeinsam konjugierte Involution

ist die zirkulare t&amp;gt;

2

;
O

l
und 2 seien die beiden Pole von o,
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d. i.(
114

*&amp;gt; die Mittelpunkte cler beiden Kreise. Schneidet
die Zentrale O

l 2
= u die uneigentliche Gerade o in 0, so

erhalten wir den dem Punkt in der zirkularen Involution

o- homologen Punkt U, indem wir in
1 (oder 2 ) auf der

Zentrale das Lot errichten^ 112
*). 1st nun dem Mittelpunkt O

l

des ersten Kreises fur den zweiten Kreis der Punkt 12
und dem Mittelpunkt 2

des zweiten Kreises fiir den ersten

Kreis der Punkt
21 konjugiert, so ist&amp;lt;&amp;gt;

191 ) das in der Mitte(27a)

von 12 21 erriclitete Lot die Chordale der beiden Kreise

(vgl. 139).

17. Biischel und Schar von Polarfeldern.

192 192. Biisehel von Polapfeldepn. Wenn wir unter

Beibehaltung unserer bisherigen Bezeichnungsweise den

Punkt, der dem Schnittpunkte U der Trager g und h in g*

entspricht, durch G und den dem Punkte U in 7r homologen
Punkt durch H bezeichnen, so ist GH=u die Polare^84^

des Punktes U fiir jedes Polarfeld, dem die Involutionen g-
und h- konjugiert sind. Der Pol von g, den wir durch G^
bezeichnen wollen, mufs dahert 183*) in u liegen. Sind C und

Cj zwei weitere homologe Punkte von #
2

,
so ist C

r
G

1
die

Polare von C und der Punkt r
}

,
in dem C^ G1

den Trager
/* schneidet, der Pol der Verbindungslinie von C und f

;

Cr schneidet daher die Diagonale u in dern Pole H^ von h.

Es ist also GG^.HH^ die dem Polarfeld konjugiertet
184 )

Involution der Diagonale u. Da sie eine komponierende (167i)

der diagonalen 035*) Involution GH.G
1
H

1 ist, so konnen
wir die unserm Polarfeld in der Diagonale konjugierte
Involution als bestimmt ansehen durch die beiden Be-

dingungen^
166

^, dafs sie eine komponierende der diagonalen
Involution ist und dafs in ihr dem Punkte G der Punkt G

1

homolog ist. Jedes Polarfeld, dem die Involutionen g* und
h- konjugiert sind, lafst sich also als durch die Zuweisung
(6r6rj) bestimmt^ 87 ) ansehen. Wir erhalten daher sdmtHche

Polarfelder, denen g- und A 2
konjugiert sind, wenn wir den

Punkt G
1

die Diagonale u durchlaufen lassen und fiir jede

Lage von G
l

das durch die Zuweisung (G G^ bestimmte

Polarfeld zeichnen.

Fiihren wir fiir die Gesamtheit der betrachteten Polar-

felder einen neuen Namen ein durch die
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1. Definition: Der Inbegrif
der Polar/elder, denen zwei ge-

gebene Punktinvohitionen g
2 und

h 2

konjugiert sind, heifst ein

Buschel von Polarfeldern,

so konnen wir das Gesagte
2. Fur samtliche Polar-

felder des Biischels ist U der

Pol der Diagonallinie u.

3. Wir erhalten samtliche

Polar/elder des Bilscheh (g h),

wenn wir den Punkt G
1

die

Diagonale u durc/daufen lassen

und fur jede Lage von Gr
1
das

durch die Zuweisung (G G^)
bestimmte^187 z^ Polarfeld zeich-

1. Definition: Der Inbegrif
der Polar/elder, denen zwei ge-

gebene Strahleninvolutionen G 2

und H 2
konjugiert sind, heifst

eine Schar von Polarfeldern,

so zusammenfassen:

2. Fur samtliche Polar-

felder der Schar ist u die Po-
lare des Diagonalpunktes U.

3. Wir erhalten samtliche

Polar/elder der Schar (G H),
wenn wir den Strahl gj um den

Diagonalpunkt U sich drehen

lassen und fur jede Lage von

gj_
das durch die Zuweisung

(ggj bestimmte Polarfeld zeich-

Um die im folgenden benutzten Satze im Zusammen-
hang aufzuiiihren, wiederholen wir an dieser Stelle den In-

halt von Nr. 187 Z. In einer komponierenderi der diago-
nalen Involution, in welcher dem Punkte G der Punkt 6r

homolog ist
7 entspricht dem Punkte H der Punkt H^ ,

welcher
dem Punkte G in der diagonalen Involution u 2

homolog
ist( 16(5

&amp;lt;);

der Punkt B^ ist daher der Pol( 184
&amp;gt; von UH=h

fur das durch die Zuweisung (G 6rJ bestimmte Polarfeld.

4. Fiir das Polarfeld (GGJ
ist Gj der Pol von g und der

dem Punkte G in der diago
nalen Punktinvolution homologe
Punkt H

t
der Pol von h.

4. Fiir das Polarfeld (ggj
ist g die Polare von G und
der dem Strahl gj in der

diagonalen Strahleninvolution

homologe Strahl
h-,

die Polare

von H.

5. Far das Polarfeld (g g1 )

ist g gl
. h h, die konjugierte

Strahleninvolution des Diago
nalpunktes.

5. Fur das Polarfeld (GG.)
ist G Gj . H H

1
die konjugierte

Punktinvolution der Diagonal
linie.

Unter den Polarfeldern des Biischels heben wir das-

jenige hervor
?
welches wir durch die Zuweisung (G G) er

halten, fur welches also G in G fallt. Da der Punkt G
l

in seine Polare g fallt, so ist er ein Ordnungspunkt^
188^ des

Polarfeldes. Es ist aber auch jeder Punkt C von g ein

BSger, Ebene Georaetrie der Lage. 15
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Ordnungspunkt, denn er liegt ebenfalls in seiner Polare C
l G^

Da H
l
in H fallt, wenn G

l
in G fallt*

1 66
&amp;gt;,

so ist auch jecler
Punkt von h ein Ordnungspunkt. Daher:

6. Zu den Ordnungskurven 6. Zu den Ordnimgskurven
eines Buschels von Polar-

feldern gehort das von den

beiden Gegenseiten gebildete

Geradenpaar.

einer Schar von Polarfeldern

gehort das von den beiden

Gegenecken gebildete Punkt-

paar.

Zusatz. Haben die Involutionen g- und h- die Ordnungs-
punkte R KI und L L

l ,
so hat jedes Polarfeld eine Ord-

mmgskurve (189)
. Diese Ordnungskiirven des Buschels gehen

durch die vier Punkte R K
1
L L

} ,
so dafs in diesem Falle

unser Btischel von Polarfeldern identisch ist mit dem in

Nr. 102
t

definierten Kurvenbuschel.

Betrachten wir die vier Ordnungspunkte K K^ L L^ ,

die man Grundpunkte des Blischels nennt, als Ecken eines

Vierecks und bezeichnen die Gegenseiten K L und K
l
L

l

durch gl
und 7^, die Gegenseiten K L1

und K^ L durch #2

und A
2 ,

so sind die Diagonalpunkte V und Jr, in denen
sich die Gegenseiten gl h^ und g^ 7*

2 schneiden, die Ordnungs
punkte der diagonalen Involution w-^133A) . Bezeichnen wir

die hyperbolischen Involutionen, welche je zwei Ecken des

Vierecks KX L 7&amp;gt;

1
als Ordnungspunkte in ihrer Verbindungs-

linie bestimmen, durch g l

2
u. s. w., so ist den Gegenseiten

g^
2
h^ die diagonals Involution v2 mit den OrdnungspunktenW und lr

,
und den Gegenseiten #2

- h
z

2 die diagonale Invo

lution w2 mit den Ordnungspunkten U und V zugeordnet,
mit andern Worten:

Was von den Gegenseiten g
2 h2 und ihrer diagonalen

Involution u* gilt, gilt auch von g^ 7^
2 und v2

,
und

von
&amp;lt;?2

2
7/
2
2 und w2

.

93 193. Konstruktion eines Polarfeldes. Da die Strahlen-

involution des Poles perspektiv liegt zu der Punktinvolution

der Polare ^184 )
,
so ist mit der konjugierten Punktinvolution

von g auch die konjugierte Strahleninvolution des Poles G
l

gegeben. Sind also C und C
} irgend zwei konjugierte

Punkte des Tragers ^, so sind die Strahlen c^ und c, welche

C und Cj aus 6r, projizieren, zwei homologe Strahlen der

konjugierten Involution von G
l ;
C ist folglich

(lH4i) der Pol von c

und C
1

der Pol von cr Da der dem Punkte G
l

in der
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diagonalen Involution homologe Punkt H der Pol von h

ist(192*\ so ergiebt sich, wenn wir zwei konjugierte Punkte

von h durch f und r
i
und die Strahlen, die sie aus H^

projizieren, durch y l
und y bezeichnen, dafs f der Pol von

y und r
i

der Pol von yl
ist. Vermittelst der konjugierten

Punktinvolutionen g
2 und li

l und der konjugierten Strahlen-

involutionen G^
2 und H^ lafst sich nun zu jedem Punkte

der Ebene die Polare und zu jeder Gerade der Pol in

folgender Weise angeben (Fig. 117):

1. Ist E ein beliebiger Punkt der Ebene, der aus

6rj und H
1

durch c und y projiziert wird, so ist die

Verbindungslinie e der Pole C und f die Polare von E;
2. Ist e eine beliebige Gerade der Ebene, die g und

h in C und f schneidet, so ist der Schnittpunkt E der

Polaren c und y der Pol von e.

Dafs wir durch diese Zuweisung ein Polarfeld erhalten,
ist zwar durch das Vorhergehende bereits bewiesen; wir

geben aber noch einen direkten Beweis, weil dieser die

Grundlage fur die folgenden Betrachtungen bildet. Wir
haben also zunachst zu

zeigen
(l79

&amp;gt;&amp;gt;: Wenn E sich

in einer Gerade / bewegt,
so beschreibt die zugeord-
nete Gerade e einen ge-
raden Strahlenbiischel F.

Bewegt sich der Punkt
E in /, so beschreiben c

und y die zu / perspek-
tiven Strahlenbiischel G

l

und
jE/,, die g und A in

den projektiven Pimkt-

reihen C^ und r
i

schnei-

den. Es bilden daher auch
Cund f zwei projektive^
Punktreihen in g und

/a,
und

weil diese in perspektiver

Lage sind, gehen die Verbindungslinien CT durch
Am besten lafst sich die Bewegung der einzelnen Elemente
aus dem folgenden Schema ersehen(37 A

&amp;gt;

:

Fig. 117.

cc.&amp;gt; A C, [&amp;lt;?,] A r.

I.
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Fallt der Punkt E in den Schnittpunkt von / and w, so

fallt I. C
v

in G und C daher in
/,

2. r
x

in # und r da-

her ebenfalls in U. Die beiden projektiven Puiiktreilien C
und f, die wir in g und li erhalten, sind daher in perspek-
tiver Lage ;

die Verbindungslinie C f e beschreibt also

einen zur Punktreihe E projektiven geraden Strahlenbttschel,
dessen Mittelpunkt wir F nennen. Schneidet die G-erade /

die Trager g und h in B und B, so gehen, wie wir eben

bewiesen liaben, die den Punkten B und B zugeordneten
Geraden G

l
13

l
und H^ B

l
durch F; zeichnen wir also um-

gekehrt wieder zu F die zugeordnete Gerade, so erhalten

wir /. Je zwei zugeordnete Elemente entsprechen einander

mithin zweifach, d. h. die beiden reziproken Felder sind in

involutorischer Lage und bilden em Polarfeld( I83i)
.

z Zusatz. Die eben benutzten Strahleninvolutioneri G
}

2

und H^, die perspektiv zu g
2 und A2

liegen, erzeugen als

Gegenecken(133) eine diagonale Involution, deren Mittelpunkt
U 1st, weil dem Strahle 6? (6r) der Strahl G^(U) und dem
Strahle H^(H) der Strahl H^(U) homolog ist. Von der

diagonalen Involution U2 sind U(GrJ)
= ^l

und U(Hl )
= h

}

zwei homologe Strahlen(133)
. Ferner sind auch g mid h zwei

homologe Strahlen. Schneiden sich namlich irgend zwei

Strahlen c und y von G
l
und H^ in einem Punkte C

l
von

^, so liegen, wenn wir den Schnittpunkt von y und h durch

f
t bczeichnen, die homologen Punkte C und f in einem

Strahle c
i
von G

l ;
c

l
und y^ schneiden sich also in f, das

ist in einem Punkte von h. Die diagonale Strahleninvolution

U2 der Gegenecken Gf

1
2 und H^ liegt mithin perspektiv zu

der diagonalen Punktinvolution u2 der Gegenseiten g
2 und h2

.

m 194. Die dem Biischel adjung-ierten Involutionen.

Schneidet die beliebige Gerade e die Trager ghu in 6T A
(Fig. 118), so liegen die homologen Punkte C

l
r B ebenfalls

in einer Gerade (133)
,
und die Hauptinvolution in e ist, wenn

wir den Schnittpunkt von C f und C
v
V

l
durch A bezeichnen,

bestimmt durch den Wurf CT.^4A( 135^. Die diagonale In

volution ist bestimmt durch GH.ABV S
**\ und weitere

homologe Punkte G H^ dieser diagonalen Involution ergeben
sich( 1S6)

,
wenn wir irgend zwei Punkte D und A von g

und
//,

die mit A in einer Gerade liegen, aus C
t
und r

auf die Diagonale u projizieren. Fur das Polarfeld (G GJ
nun ist die Verbindungslinie C

l
G

l
die Polare von C; sie
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schneidet daher die Gerade e in dem dem Punkte C
konjugierten Punkte C ^J. Ferner ist die Verbindungslinie
r

i HJ 192*) die Polare von l~, sie schneidet daher e in dem
dem Punkte T konjugierten Punkte I&quot;. Die dem Polarfelde

(G 6rJ konjugierte In

volution der Gerade e

ist daher CC .rr .

Dies ist eine kom
ponierende von

aber bilden,wie das Vier-
eck C, r D A zeigt, ein

Punktpaar der Haupt- &amp;lt;?

involution C f . A A, so
Fig. 118

dafs die dem beliebigen
Polarfelde (G G^] konjugierte Involution der Gerade e eine

komponierende der durch die Gegenseiten a2 und h2 in p
induzierten Hauptinvolution ist.

1. Lehrsatz: In jeder Ge
rade werden durch die Polar

felder des Buschels konjugierte
Involutionen erzeugt, die kom

ponierende der Hauptpunkt-
involution dieser Gerade sind.

Oder, wenn wir das Wort adjungiert
(168

Polarfelder anwenden (vgl. 214):

1. Lehrsatz: Injedem Punkte
werden durch die Polarfelder
der Schar konjugierte Involu

tionen erzeugt, die komponierende
der Hauptstrahteninvolution

dieses Punktes sind.

auch auf

2. Die Hauptstrahleninvolu-
tion eines beliebigen Punktes
ist jedem Polarfelde der Schar

adjungiert.

2. Die Hauptpunktinvolution
einer beliebigen Gerade ist

jedem Polarfelde des Bilschels

adjungiert.

Befreien wir diesen Satz von dem Begriffe des Biischels,
so erhalteu wir die allgemeinste Form des Lehrsatzes von

Desargues(169):

3. Sind zwei Gegenecken
einem Polarfelde konjugiert, so

ist die Hauptstrahleninvolution,
die die beiden Gegenecken in

einem beliebigen Punkte in-

duzieren, dem Polarfelde ad

jungiert.

3. Sind zwei Gegenseiten
einem Polarfelde konjugiert, so

ist die Hauptpunktinvolution,
die die beiden Gegenseiten in

einer beliebigen Gerade in-

duzieren^lM\ dem Polarfelde

adjungiert.
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Weil jedes Polarfeld des Blischels durch cine kom-

ponierende der diagonalen Involution bestimmt istf
187

),
so

ergiebt sich (als besonderer Fall des vorstehenden Satzes) :

4. Sind zwei Gegenecken
einem Polarfelde konjugiert, so

ist Hire diagonale Involution

dem Polarfelde adjungiert.

4. Sind zwei

einem Polarfelde konjugiert, so

ist ihre diagonale Involution

dem Polarfelde adjungiert.

i9o 195. Die Polkurve. Ftir das Polarfeld (G 6r
t )

ist die

Verbindungslinie 6\ G1 (Fig. 119) die Polare von C und

f H
v

die Polare von l~; der Schnittpunkt E von C
t G^ und

r
t //, ist daher der Pol der Gerade CT--=e. Durchlauft

6rj die Diagonale (dreht sich, mit andern Worten, die zur

Konstruktion der Punktpaare 6r H^ benutzte^ 194) Gerade

DL urn A), so be-

schreiben C^ (ff )
und

r
i (51 )

zwei projektive

Strahlenbuschel, ihr

Schnittpunkt E, der Pol

von e,
daher eine zu

Gj projektive Pnnktreihc

zweiter Ordnung. Diese

Punktreihe zweiter Ord-

nung heifst die Polkurve

der Gerade e. Da sie

nach unserer Konstruk

77,

Fig. 119.

tion erhalten wird durch Projektion der diagonalen Involution

((TJ//J oder( 136Z ) der Hauptinvolution (G V) aus C
t
und r^

so ist die diagonale Involution von u und die Hauptinvolution

von e der Polkurve konjugiertf
98^ Da G und H zwei

homologe Punkte der diagonalen Involution sind^ 135
^, so ist

auch der Diagonalpunkt U ein Punkt unserer Kurve. Wir

haben daher folgenclen

Lehrsatz : Die Polaren jedes

Punktes E fur sdmtliche Polar-

felder der Schar bilden einen

Strahlenbilschelzweiter Ordnung.

Lehrsatz: Die Pole jeder
Gerade e fur sdmtliche Polar-

felder des Buscheh liegen in

einer Kurve zweiter Ordnung.
Diese Polkurve ist bestimmt

durch die diagonale Involution

u2
,

die Hauptinvolution e2 und

den Diagonalpunkt U.

Dieser Polarenbuschei ist be

stimmt durch die diagonale In

volution U 2
,
die Hauptinvolution

E2 und die Diagonallinie u.
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1. Schneidet eine beliebige
Gerade e die Trager gliu in

C r A, so geht die zugeord-
nete Polkurve e

l

2 durch C
x

und r
i?

und die Tangenten
von C

l
und T

1
sehneiden sich

in A.

Zusatz. Aus unserer Konstruktion ergiebt sich noch z

eine zweite Bestimmungsweise der Polkurve. Wir erhielten

die Polkurve, indem wir den Strahl AD A um A sich drehen

liefsen und die Punkte D und A aus C^ und r
t projizierten.

Wir haben also den einfachsten Fall der Kurvenkonstruktion

vor uns(56Z) . C, und F
1

sind als Mittelpunkte der pro-

jektiven Strahlenbiischel Punkte der Polkurve, ihre Tangenten
sehneiden sich in A, so dafs die Polkurve bestimmt ist

durch ihre drei Punkte C^ f
t
U und den Schnittpunkt A der

Tangenten in C, und f
x

:

1. Wird ein beliebiger
Punkt E aus GHU durch

cy a projiziert, so enthalt der

zugeordnete Polarenbiischel

E^
2 die Strahlen ^ und

j/,,

und die Beriihrungspunkte
von Cj

und y, liegen in a. -

Sind die Involutionen g
2 und h2

hyperbolisch, so wird

l
von C durch die Ordnungspunkte K K^ f

3
von f durch

die Ordnungspunkte L L^ harmonisch getrennt
(638)

. Da in

diesem Falle von den Tragern gv
h

v
und g% h

2
der Gegen-

seiten dasselbe gilt wie von g /*(m Z)
,
so konnen wir unsern

Satz, indem wir ihn vom Begriff des Biischels loslosen, so

aussprechen :

2. Satz vom Kegelschnitt der

9 Punkte. Die 6 von einer

beliebigen Gerade e durch je
zwei Ecken eines Vierecks

harmonisch getrennten Punkte
und die 3 Diagonalpunkte
des Vierecks liegen in einem

Kegelschnitt. Die Verbin-

dungslinien zweier Kurven-

punkte, die in zwei Gegen-
seiten des Vierecks liegen,

gehen durch den Pol von e

und haben den Schnittpunkt
von e und der zugeord-
neten*162 ) Diagonallinie zum
Pol.

2. Satz vom Kegelschnitt der

,9 Tangenten. Die 6 von
einem beliebigen Punkte E
durch je zwei Seiten eines

Vierseits harmonisch getrenn- .

ten Geraden und die 3 Dia-

gonallinien des Vierseits um-
hiillen einen Kegelschnitt.
Die Schnittpunkte zweier

Kurventangenten, die durch

zwei Gegenecken des Vier

seits gehen, liegen in der

Polare von E und haben die

Verbindungslinie von E und
dem zugeordneten Diagonal-

punkt zur Polare.



232 II. Das Polarfeld.

Fallt e mit der uneigentlichen Geracle zusammen, so
sind C

t ,
r

i
u. s. w. die Mitten (- 7 ) der Gegenseiten misers

Vierecks. Nehmen wir welter an, dafs von dem ViereckKK
V
L LI zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht

stehen, so 1st die Hauptinvolutiont
134 A J von e zirkular- die

Polkurve ist also, well ihr die Hauptinvolution von e kon-

jugiert ist, ein Kreis&amp;lt;
131

*). Als besonderer Fall des vorher-

gehenden Sat-zes ergiebt sich daher der aus der Planimetrie
bekannte

3. Satz des Feuerbach. In einem Viereck, in dem
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen,
liegen die Mitten der 6 Seiten und die 3 Diagonal-
punkte in einem Kreise. Die Verbindungslinie der
Mitten zweier Gegenseiten geht durch den

Mittelpunkt&amp;lt;
114 )

des Kreises und steht auf der zugeordneten Diagonal-
linie senkrechtf 112*) und halbiert

Die Form, in welcher der Feuerbachsche Satz ge-
wohnlich ausgesprochen wird, erhalt man^112 A

),
wenn man

beachtet, dafs ein Viereck KK^ LL^ in welchem zwei Seiten
auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, sich ansehen lafst

als em Dreieck KK^L mit dem Hohenschnittpunkt Ll
die

Fufspunkte der Hohen dieses Dreiecks sind die Diagonal-
punkte des Vierecks. -

Nebenbei mag bemerkt werden, dafs man noch durch
eine andere Spezialisierung zum Satz des Feuerbach gelangen
kann, indem man von einem Viereck KK^L L^ ausgeht, in

welchem die vierte Ecke L^ der Schwerpunkt des von den
drei andern Ecken K K^ L gebildeten Dreiecks ist. Man
hat dann den Kegelschnitt der 9 Punkte fiir diejenige Ge-
rade e zu zeichnen, die die von den Fufspunkten der Hohen
durch die Ecken des Dreiecks KK^ L harmonisch getrennten
Punkte enthalt. Hier aber soil auf die Begriindung dieser

Bemerkung und auf die aus ihr zu ziehenden Folgerungen
nicht naher eingegangen werden.

Anmerkung. Geht die Gerade e durch U, so dafs C
und T in U liegen, so fallt C, in G und I^ in //; der

Schnittpunkt E von C
1
G

1
und r

i
H

l ,
d. i. von G G

l
und

HH
t1 liegt also in u, ist aber im iibrigen unbestimmt.

Fallt 6r
x

in G, //
t

also^ 166^ in //, so wird der SchnittpunktE ganz unbestimmt. Unsere Konstruktion reicht also fur
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diesen Fall nicht aus. Wir sahen aber schont195
),

dafs wir die

Punkte -Z? auch finden konnen, indem wir die homologen Punkte
der Hauptinvolution von e aus C, und T

1?
in unserm Falle

also aus G und H projizieren. Da diese Hauptinvolution,
wenn e durch U geht, hyperbolisch ist und die Ordnungs-
punkte U und A hatf l:J4 Z)

,
so erhalten wir als Ort fiir die

Schnittpunkte homologer Strablen die von e durch g und k
harmonisch getrennte Gerade e &amp;lt;

4
i); dazu kommt als zweite

Gerade die Diagonale ,
weil die homologen Strahlen C

t (A)
und

l~j (A) mit u zusammenfallen. Dafs auch dann, wenn
e durch U geht, der Satz richtig bleibt, dafs die Pole E
von e eine zu 6r

t projektive Punktreihe bilden, beweisen
wir durch folgende Betrachtung.

Geht die Gerade e durch /7, so liegt ihr Pol in der
Polare von U und ist der Punkt E von i, welcher in der
durch die Zuweisung (G Gj bestimmten konjugierten In
volution von u dem Punkte A homolog ist. Dieser Punkt
beschreibt aber nach Nr. 166,} eine zu G

l projektive Punkt
reihe. Ftir die Kurve des Biischels, weiche aus dem
Geradenpaar gh bestehtf 192*

,
wird der Pol von e unbestimmt:

jeder Punkt der von e durch g und h harmonisch getrennten
Gerade e kann als Pol angesehen werden. Daher:

Fur eine Gerade e, weiche
|

Fiir einen Punkt E, welcher
durch den Diagonalpunkt U in der Diagonallinie u liegt,

geht, zerfallt die Polkurve in

zwei Geraden: die Diagonal
linie und die von e durch g
und h harmonisch getrennte
Gerade e .

zerfallt der Polarenbiischel

in zwei Punkte : den Diagonal
punkt und den von E durch
G und // harmonisch ge
trennten Punkt E .

196. Absolut konjugierte Punkte. In jedem Polar-
felde des Buschels ist dem beliebigen Punkte E eine be-
stimmte Gerade e als Polare zugeordnet, die wir finden( 193

i&amp;gt;

7

indem wir E aus G
l

und B^ den Polen von g und
7t,

durch c und y projizieren und die Pole C und T von c und

7 durch die Gerade e verbinden. Wir erhalten die Polaren
e des festen Punktes E fiir samtliche Polarfelder des

Buschels, indem wir den Punkt 6r
t
die Gerade u durchlaufen

lassen (192s) und fur jede Lage von G in der eben an-

gegebenen Weise die Polare e zeichnen. Bei dieser Be-

wegung des Poles G ergiebt sich die Bewegung der
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einzelnen Elemente am tibersiehtlichsten (Fig. 120) aus dem
folgenden Schema(37A

):

, [E] X GJW A #1 [E] ^ rV*) A r.A
Fallt

tf,
in G, so fallt C

3
ebenfalls in G und C daber

in U. Da gleichzeitig ^ in H falltf 192
*),

so fallt r, eben

falls in H und dalier f

in U. Die von C und
f beschriebenen Punkt-

reihen sind dalier in per-

spektiver Lage (34)
;

die

Verbindungslinie
e = C f, die Polare des

Punktes
&quot;,

beschreibt

daher einen zu G
l pro-

jektivenStrahlenbiiscbel
erster Ordnung, dessen

Mittelpunkt wir mit E^ bezeichnen wollen. Das Ergebnis
fassen wir zusammen in dem Satze:

7///
Fig. 120.

1. Zeichnet man samtliche

Polarfelder des Biischels, in-

dem man der Seite g der

Keihe nach jeden Punkt 6r,

der Diagonale u als Pol zu-

weist, und bestimmt in jedem
dieser Polarfelder die Polare

des festen Punktes Ej so er-

halt man einen Strahlen-

biischel erster Ordnung E^
der projektiv auf die von

GI in u beschriebene Punkt-
reihe bezogen ist.

Weil alle Polaren von

1. Zeichnet man samtliche

Polarfelder der Schar, indem
man der Ecke G der Reihe
nach jeden Strahl g^ des

Diagonalpunktes U als Polare

zuweist, und bestimmt injedem
dieser Polarfelder den Pol

der festen Gerade e, so er-

halt man eine Punktreihe

erster Ordnung e^ die pro

jektiv auf den von gl
um U

beschriebenenStrahlenbiischel

bezogen ist.

E (lurch E, hindurchgehen.
bilden E und E

}
ein Paar konjugierter Punkte^ 184 ) fUr jedes

Polarfeld des Biischels. Nennen wr
ir zwei solche Punkte

absolut konjugiert) so haben wir :

2. Jedem Punkte E ist Idn-

sichtlich oiler Polarfelder des

Biischels ein bestimmter Punkt
E

A konjugiert. E und E
t

2. Jeder Gerade e ist hin*

siclitlich aller Polarfelder der

Schar eine bestimmte Gerade

e
t konjugiert. e und e

1
werden
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werden zwei (hinsichtlich des

Biischels oder) absolut konju-

gierte Punkte genannt.

zwd (himiclitlirh der Schar oder)
absolut konjugierte Geraden

genannt.

197. Konstruktion des absolut konjugierten Punktes.
Wir haben gesehen^

196
),

dafs ein dem Punkte E hinsichtlich

samtlicher Polarfelder des Biischels konjugierter Punkt E^
existiert. Jetzt wollen wir zeigen, wie man E

l
findet.

1. Aufgabe: Den Punkt zu

zeichnen, der einem gegebenen
Punkte absolut konjugiert ist.

1. Aufgabe: Die Gerade zu

zeichnen, die einer gegebenen
Gerade absolut konjugiert ist.

die Trager

Wir legen durch E (Fig. 121) eine beliebige Gerade,
die die Trager ghu in C

l Aj 6r
2 schneidet; die homologen

Punkte, die wir C A /T* nennen, liegen in einer Gerade(133)
,

die die Verbindnngslinie E U im Punkte X treffen moge.
Schneidet die Verbindungslinie X G

2 die Trager g und h

in D und
l~,

so bilden CDT A ein Viereck, von dem X
und U zwei Diagonalpunkte sind. Wir behaupten, dafs der

dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt der Gegenseiten CT
und DA, der dem Punkte E absolut konjugierte Punkt E

l
ist.

Beweis : Betrachten wir das Viereck EX 6r
2 H^

(vergl. 133), so sehen wir, dafs zwei Paar Gegenseiten die

Trager g und h in homologen Punkten schneiden; es mttssen

daher auch die Gegenseiten E //
2
und X 6r

2

und h in homologen
Punkten schneidet64 z

-&amp;gt;

;

E H
z schneidet also g

und h in den den Punk-
ten D und f homologen
Punkten D^ und f

1
.
-

Durch die Zuweisung
(G 6r

2 ) ist ein Polarfeld

des Biischels bestimmt,
fur welches C der Pol
von C G

2
und f der

Pol von f, H^ CT also

die Polare von E ist.

Durch die Zuweisung (G //
2 ) ist ein zweites Polarfeld

bestimmt, fur welches G
2

der Pol von h istf192i) . Fur dieses

Polarfeld ist D der Pol von D
l
H

z
und A der Pol von

Aj 6r
2 ,

1&amp;gt; A also die Polare von E. E
1

ist mithin der

Fig. 121.
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Schnittpunkt zweier Polaren des Punktes E und daher dem
Punkte E absolnt konjugiertf

196
).

-

Aus dem Viereck CD V A ergiebt sich noch, well die

Gegenseiten des Diagonalpunktes U durch die beiden anclern

Diagonalpunkte E^ und X harmonisch getrennt werden( 24
*&amp;gt;

und E in der Diagonallinie X U liegt, der Lehrsatz (der
sich auch als eine Folgerung- aus Nr. 192 betrachten liefse):

2. Je zwei absolut konju
gierte Punkte werden durch

die Gegenseiten g und h

harmonisch getrennt.

2. Je zwei absolut konju-

gierte Geraden werden durch

die Gegenecken G und //
harmonisch getrennt.

Da wir die eben angegebene Konstruktion noch mehr-
mals anzuwenden haben, so fassen wir sie in iibersichtlicher

Form zusammen (Fig. 121):

3. Um den dem Punkte E ftir den Biischel (gh) absolut

konjugierten Punkt E
v

zu finden, projizieren wir aus E zwei

beliebige homologe Punkte 6r
2
und 7/

2
von u-. Werden die

Trager g und h von dem Stfahle E(G9 )
in C

1
und A

1?
von

dem Strahle E(H2 )
in D^ und F

1 geschnitten, so ist der

Schnittpunkt E
l

von C f und I) A der dem Punkte E
absolut konjugierte Punkt.

z Zusatz. Fallt der Punkt E zusammen mit einem Punkte
A (Fig. 122), in dem die Gerade CT von der Verbindungs-

linie der homologen Punkte C,
und r

i geschnitten wird, so lafst

sich der dem Punkte A absolut

konjugierte Punkt A, vermittelst

des Vierecks C C
}
f F

1
zeichnen.

- Fur das Polarfeld (G A] ist C,
der Pol von CA und f der Pol

von T
1 B, C, f also die Polare

von A. - - Fur das Polarfeld (G B)
ist C der Pol von

6&quot;,

B und f,

der Pol von f A, CT, also die

Polare von A. Die Geraden C^T und Cf
l
schneiden sich

also in dem dem Punkte A absolut konjtigierten Punkte A
x

:

Sind C Cj irgend zwei
j

Sind c c
v irgend zwei

homologe Punkte von g- und homologe Strahlen von G 2

V F
1 irgend zwei homologe und y }\ irgend z\vei homo-

Punkte von A 2
, so bilden loge Strahlen von //-, so
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C C^ T r
}

ein Viereck, von bilden cc
v yy l

ein Vierseit,dem U ein Diagonalpunkt ist. von dem u eine Diagonallinie
Die beiden andern Diagonal- ist. Die beiden andern Dia-
punkte sind zwei absolut gonallinien sind zwei absolut

konjugierte Punkte. konjugierte Geraden.

198. Die Kurve der absolut konjug-ierten Punkte.
Um zum Punkte E den absolut konjugierten El

zu zeichnen,
leg-ten

^wir&amp;lt;

197 ) durch E eine beliebige Gerade, die die Trager
ghu in C^Ajft, schnitt (Fig. 121). Lassen wir nun den
Pimkt E auf dieser Gerade sich bewegen, so bleiben aufser

1 A1
G auch die Punkte C L H^ fest. Bewegt sich daherE in CjAj, so beschreibt X, well EUX in einer Gerade

liegen, in C A eine zu E perspektive Punktreihe und wir

Die konjugierten Punkte E stellen sich also als die

Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven Strahlen-
biischel dar, d. h.(42 ) sie bilden eine krumme Punktreihe.
Aus dem Viereck C A D V geht hervor, dafs die Gegenseiteu
C(f) und A (D) die Diagonale u in homologen Punkten der
diagonalen Involution^ 6

-* und die Gerade C A in homo
logen Punkten ihrer Hauptinvolution(

I36Z
&amp;gt; schneiden. Die

Kurve der absolut konjugierten Punkte ist also identisch
t der Kurve der Pole von C

l
A

3
fur die Polarfelder des

Die den Strahlen eines Pank-
tes E absolut konjugierten Ge
raden bilden einen zum Strah-

lenbilschel E projektiven krum-
men StraJdenbiischel, der mit
dem Polarenbilschel von E

Die den Punkten einer Ge
rade e absolut konjugierten
Punkte bilden eine zur Punkt
reihe e projektive krumme

Punktreihe^ die mit der Pol-

kurve von e identisch ist.

identisch ist.

199. Zweite Konstruktion des absolut konjugierten
Punktes. Wir fanden&amp;lt;

197
&amp;gt; den dem Punkte E absolut kon

jugierten Punkt^, indem wir zu E die Polaren zeichneten
fttr die Polarfelder (G Gz ) und (G H^. Wir geben jetzt
noch die besondere Konstruktion, die sich ergiebt, wenn
man die Polarfelder (G G)WJ und (G H) zur Zeichnung
von EI wahlt. - - Schneidet EH (Fig. 123) den Trager g
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in C
l
und E G den Trager h in rv so ist, weil fur das

Polarfeld (G H) das Dreieck U G H ein Poldreieck^ 184*)
ist,

C der Pol von EH und r der Pol von EG, CT also die

Polare von E. Ferner sind von dem Viereck C^ f
x
G H die

Punkte U und E zwei Diagonalpunkte; zeichnet man noch
den dritten, den Schnittpunkt B von G H und (7

t
r
i7 so

geht die Verbindungslinie U B, weil sie von E durch g und
h harmonisch getrennt ist, ebenfalls durch den konjugierten
Punkt l^C

197
*). Dieser ergiebt sich also als der Schnitt

punkt von GT und U B.
Zusatz. Diese Konstruktion fuhrt uns zu einem

wichtigen Satze tiber die Hauptstrahleninvolution ,
welche

die Gegenseiten g~ und h- und die diagonale Involution u-

in einem beliebigen Punkte E induzieren( 170)
. Wir wenden

unsere Aufmerksamkeit der Gerade zu, die

den Punkt E mit seinem absolut konjugierten

Ej_ verbindet, um nachzuweisen, dafs der

E Strahl E(El )
in der Hauptinvolution von E

dem Strahle E (U) homolog ist. -- In der

ersten der beiden Strahleninvolutionen, durch

welche g- und A 2 aus E projiziert werden,
ist dem Strahle E(U) der Strahl E (G)

/G B JT\ homo i g. diesem entspricht, weil E(G) den

Trager A (Fig. 123) in V
l schneidet, in der

zweiten Involution E(V). Ferner ist dem Strahle E (U) in

der zweiten Involution der Strahl E (H} homolog; diesem

entspricht, weil E (H) den Trager g in C
l schneidet, in der

ersten Involution der Strahl E(C). Der dem Strahle E(U)
in der resultierenden Involution homologe Strahl ist also (162 )

der von E(U) durch E(r) imd. E (C) harmonisch getrennte.

Dies ist aber E(E^ weil, wie sich aus dem Viereck

GHC^r^ ergiebtf
24

, U(EB.GH) ein harmonischer Wurf

ist, El
also&amp;lt;

21 ) von UE durch C und f harmonisch ge
trennt wird:

In der Hauptstraldeninvolu-

tion, welche durch die Gegen
seiten g

2 und h 2 und die dia

gonale Involution u 2 in einem

beliebigen Punkte E induziert

icirdf sind die beiden Strahlen,

welche durch denDiagonalpunkt

In der HauptpuriJctinvolution,
welche durch die Gegenecken G2

und H 2 und die diagonale In

volution U 2 in einer beliebigen

Gerade e induziert wird, sind

die beiden Punkte, welche in

der Diagonallinie u und der
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U und den absolut konjugierten
Punkt Ej gelien, einander

absolut konjugierten Gerade e
1

liegen, einander liomolog.

liomolog.

Anmerkung. Wir liaben den vorstehendenSatz unmittelbar A.

aus der Konstruktion des absolut konjugierten Punktes ab-

geleitet, trotzdem wir ihn aus Nr. 188 hasten folgern konnen.
Da namlich zu den Polarfeldern des Biischels auch dasjenige
gehort, welches durch den Punkt E als Ordnungspunkt be-

stimmt 1st, und fiir dieses(188i) die Polare von E der Strahl

von E 1st, welcher in E- dem Strahle E(U) homolog ist,

so mufs dieser Strahl als eine der Polaren von E durch E
l

200. Konstruktion eines Polarfeldes mit geg-ebenem 200

Ordnung-spunkte. An den vorstehenden Satz knupfen
wir die Konstruktion, auf die wir bereits^100A ) hingewiesen
haben.

1. Aufgabe: Die Ordnungs-
kurve des Biischels zu zeichnen,

welche durch einen gegebenen

1. Aufgabe: Die Kurve der

Schar zu zeichnen, welche eine

gegebene Gerade berilhrt.

Punkt geht.

Weiin wir diese Aufgabe aussprechen, ohne den Begriff
eines Biischels von Polarfeldern zu benutzen, so erkennen

wir, dafs sie identisch ist mit der in Nr. 100 gelosten: Eine
Kurve zu zeichnen, fur die ein Punkt und zwei konjugierte
Punktinvolutionen gegeben sind.

Von dieser Fimdamentalaufgabe geben wir an dieser

Stelle eine zweite Losung; eine dritte folgt in Nr. 203.

Da wir die bisher benutzten Bezeichnimgen beibehalten,
so geniigt es, den Gang der Losung anzugeben. Wir
zeichnen* 1

&quot;) den Punkt E
i (Fig. 124), welcher dem gegebenen

Punkte E absolut konjugiert ist. Die Strahlen E(U) und

E(E1 )
sind einander homolog^

199 Z) in der Hauptinvolution,
welche die gegebenen Punktinvolutionen g- und h- in E
induzieren(17

),
und schneiden daher^ 188^ die Diagonale u in

zwei konjugierten Punkten J und J
{

. Zum Punkte J zeich

nen wir(136) den ihm in der diagonalen Involution homologen
Punkt K und zu J

v
den homologen Punkt Kr Es sind

dann auch K und K^ zwei einander konjugierte Punkte(166
*^

so dafs die konjugierte Involution der Diagonale J J^ . K K^
ist. Da U der Pol von u istf

192
&amp;gt;,

so ist der von E durch
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G J B K

Fig. 124.

U und u harmonisch getrennte Punkt F ein zweiter Kurven-

punkt
(86a)

. Wir erhalten also(98a) die Kurve, indem wir die

konjugierte Involution J J^ . K K^ aus E und F projizieren.

Fiir die Ansftthrung der Konstruktion ist noch zu be-

merken, dafs / der Schnittpimkt der Tangenten in E und

F istf
45

);
wenn wir also noch den Schnittpunkt der Strahlen

E(KJ und F(K) durch L bezeichnen, so konnen wir die

Kurve aus den drei Punkten EF L und dem Schnittpunkt
L der Tangenten in E und F zeichnen^56 Z)

.

z Zusatz. Hat die Involution g- die Ordnungspunkte M
und MU so sind ^(M) und E (M )

zwei homologe Strahlen

der Hauptstrahleninvolution ^2
( 16l i) und schneiden daher^ 188^

die Diagonale in zwei konjug-ierten Punkten. Wir kommen

also fitr den Fall, dafs g* Ordnungspunkte hat, zurttck auf

den Satz&amp;lt;
98

*),
dafs zwei Kurvenpunkte M und M^ die mit

U in einer Gerade liegen, aus einem beliebigen Kurven

punkte E durch zwei Strahlen projiziert werden, die die

Polare von U in zwei konjugierten Punkten schneiden.

201 201. Die absolut konjugierten Punkte als Ordnungs

punkte. In Nr. 188 haben wir die Bedeutung der Haupt
strahleninvolution E- eines beliebigen Punktes E fur das

durch g- h- und E bestimmte Polarfeld erkannt. In Nr. 199
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sahen wir dann, dafs diese Hauptstrahleninvolution E- auch
in Beziehung steht zu dem dem Pankte E absolut kon-

jugierten Punkte J
t

: der Strahl E (EJ ergab sich als der
dem Strahle E (U) in E 2

homologe. Aus diesen beiden

Beziehungen ergiebt sich nun noch ein Zusammenhang
zwischen zwei absolut konjugierten Punkten und der Haupt-
punktinvolution ihrer Verbindungslinie EEr

Schneidet der dem Strahle E (U) in E2

homologe die

Trager ghu (Fig. 125) in C T A, so sind E (G) und E(C^\
E(H) und J(r t ) ebenfalls homologe Strahlen der Haupt-
involution J

2
i lfl6 ) und schneiden h und g in zwei Punkten A,

und D die mit A in einer Gerade liegen^
1702

). Der dem

Fig. 125.

Punkte E absolut konjugierte Ei liegt^
199j in E (C) und ist von

E durch C und f harmonisch getrenntf
197^. Wir konnen ihn

also zeichnen vermittelst des Vierecks C
l
r

i D^ A
17

von dem U
und E zwei Diagonalpunkte sind; zeichnen wir noch den
dritten Diagonalpunkt, den Schnittpunkt X von C r

i
und

Q Aj ,
so schneidet die Diagonallinie X U die Gerade E C

in dem von E durch C und T harmonisch getrennten Punkte (2H
d. i. in E^. Bezeichnen wir den Punkt, in dem Or
von C fj geschnitten wird, durch A, so bilden auch A A . EE

l

einen harmonischen Wurf (24 ). A A und C T sind also zwei
Paar homologe Punkte der durch die Ordnungspunkte E und
E

l
bestimmten Involution(638)

. Der Wurf A A . C T bestimmt
aber die Hauptpunktinvolution der Gerade

Boger, Ebene Georaetrie der Lage. 16
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1. Zwei absolut konjugierte
Ptmkte sind die Ordnungs
punkte der Hauptpunkt-
involution ihrer Verbindungs-
linie.

1. Zwei absolut konjugierte
Geraden sind die Ordnungs-
strahlen der Hauptstrahlen-
involution ihres Schnitt-

punktes.

202

Die Umkehrung dieses Satzes:

2. Hat eine Hauptpunkt- 2. Hat eine Hauptstrahlen-
involution zwei Ordnungs- involution zwei Ordnungs
punkte, so sind diese ein- strahlen, so sind diese ein-

ander absolut konjugiert, ander absolut konjugiert,
ist richtig, well jede Hauptpunktinvolution den Polarfeldern

des Buschels adjungiert ist(194e) und die Ordnungspunkte einer

adjungierten Involution einander konjugiert sincU 161
^.

202. Drei Biisehel von Polarfeldern. Ebenso wie

die Gegenseiten g
2 und h- einen Biisehel von Polarfeldern

bestimmen, so bestimmen auch g- und die diagonale In

volution ii
2 und ferner IP und u2

je einen Biisehel von

Polarfeldern.

1. Die drei Biisehel (gh)

(g u) (h u) bestimmen in je-

dem Punkte E eine und die-

selbe Hauptstrahleninvolution

1. Die drei Seharen (GH)
(G U) (H U) bestimmen in

jeder Gerade e eine und
dieselbe Hauptpunktinvo

lution e
2

.

Ist a eine beliebige Gerade, welche die Trager g h u

in C r A schneidet und von der Gerade, in der die drei

homologen Punkte Q f
t
B liegen, in A geschnitten wird

r

so ist die Hauptpunktinvolution vou a (135 )

fUr den Buschel (g It): 6T..1A;
fiir den BUschel (gu): C-4.TA;
fur den Buschel (hu)\ T A . CA.

2. Die drei Buschel (gh}

(g u} (h u} erzeugen in jeder
Gerade drei Hauptpunktinvo-
lutionen, von denen je zwei

komponierende der dritten

sind(167 i). Immer zwei dieser

Hauptpunktinvolutionen
haben Ordnungspunkte, die

dritte nicht^ 6
^; das eine

2. Die drei Seharen (G II)

(G U) (H U) erzeugen in

jedem Punkte drei Haupt-
strahleninvolutionen, von

denen je zwei komponierende
der dritten sind. Immer zwei

dieser Hauptstrahleninvolu-
tionen haben Ordnungsstrah-

len, die dritte nicht; das eine
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Paar der Ordnungspunkte
wird durch das andere har-

monisch getrennt (1612
).

Paar der Ordnungsstrahlen
wird durch das andere har-

monisch getrennt.

Wie wir den dem Punkte E fur (g h) absolut kon
jugierten Punkt E gezeichnet haben^ 197^ so konnen wir
auch den dem Punkte E fur (g u) konjugierten Punkt L
und den ihm fiir (hu) konjugierten Punkt M zeichnen.
Dieselben Betrachtungen wie die in Nr. 199 Z angestellten
zeigen dann (Fig. 125), dafs in der resnltierenden Involution
von E der dem Strahle E (G) homologe -#(A t ) durch L und
der dem Strahle E(H) homologe E(DJ durch M geht; und aus
Nr. 1972 folgt, dafs L von E durch g und u und M von E
durch h und u harmonisch getrennt ist. Diese Punkte L
und M nun konnen wir durch eine Fortsetzung der in der

vorigen Nummer begonnenen Konstruktion finden. Be-
zeichnen wir noch den Punkt, in dem u von C

l
r

i geschnitten
wird, durch B (Fig. 126), so zeigt das Viereck ABE X,

Fig. 126.

von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl g als h in kon
jugierten Punktpaaren schneiden, dafs die Seite E

l
B die

Triiger g und h in den den Punkten D^ und Aj homologen
Punkten D und A schneidet. Da E E . A A vier harmonische
Punkte(201

), mithin B(EE.AA) vier harmonische Strahlen

16



244 II. Das Polarfeld.

sind, so wird E A^ von B E^ in dem von E durch C
i
und

G
l
harmonisch getrennten Punkte geschnitten^

2
^); ebenso wird

ED
{
von B E

i
in dem von E durch f

t
und //

t
harmonisch

getrennten Punkte geschnitten. Diese Schnittpunkte sind

also die dem Punkte E fur den Buschel (gu) und fUr den
Biischel (hu) absolut konjugierten Punkte L und M; denn
sie liegen in den den Strahlen E(G) und E(H) in der

Hauptstrahleninvolution E2

homologen Strahlen E (hj und
E

(Z&amp;gt;3 )
und sind von E durch g u und h u harmonisch ge-

trennt :

3. Die drei Punkte E
t
L M,

die einem beliebigen Punkte E
fur die Buschel (g h) (g u) (h u)
absolut konjugiert sind, liegen
in einer Gerade. Diese Gerade
schneidet (Fig. 126) ghu in

drei Punkten I) A B, denen
in g- A 2 u- homolog sind die

drei Punkte D
l L^A, in denen

g h u geschnitten werden von
den Strahlen, welche in der

Hauptstrahleninvolution E*
den Strahlen E(HG U) ho

molog sind.

3. Die drei Geraden e
x

1 m,
die einer beliebigen Gerade e

fur die Scharen (G- H) (G- U)
(H U) absolut konjugiert sind,

gehen durch einen Punkt. Die-

ser Punkt wird aus G H U
durch drei Strahlen d d b

projiziert, denen in G 2 H* U2

homolog sind die drei Strah

len
c/j

d
l

, durch welche aus

G H U die drei Punkte pro

jiziert werden, welche in der

Hauptpunktinvolution e~ den

Punkten e (hgu) homolog sind.

203. Allg-emeine Kupvenkonstruktion. Der Punkt L
(ebenso wr

ie der Punkt M\ den wir in der vorigen Nummer
als den dem Punkte E fiir den BUschel (gu) absolut kon

jugierten Punkt gezeichnet haben, gewinnt eine neue Be-

deutung, wenn wir beachten, dafs er in dem Strahle liegt,

welcher dem Strahle E (G) in der Hauptstrahleninvolution E-

homolog ist. Dieser Strahl schneidet( 188
*&amp;gt; die Diagonale u

in dem Punkte Gv welcher flir das durch g- und Jr und
E bestimmte Polarfeld der Pol von g ist. Der Punkt L ist

also, weil er von E durch den Punkt G^ und seine Polare g
harmonisch getrennt ist, ein Punkt der Ordnungskurve dieses

Polarfeldes, so dafs wir diese Ordnungskurve erhalten^ 8
^,

wenn wir die Involution g- aus E und L projizieren. Die

Konstruktion dieser Kurve und die Konstruktion der Haupt
strahleninvolution E 2 sind also im Grunde zwei identische Auf-

gaben, und die in Nr. 200 gegebene Losung, die sich auf
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die Konstruktion des dem Punkte E fiir den Buschel (gh)
absolut konjugierten Punktes E

l sttttzt, unterscheidet sich

nicht wesentlich von der folgenden.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, fiir die ein Punkt
und zwei konjugierte Punkt-

invotutionen gegeben sind.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, fiir die eine Tangente
und zwei konjugierte Strahlen-

involutionen gegeben sind.

Fig. 127.

Den gegebenen Punkt wollen wir (nicht wie bislier

durch E, sondern) durch S bezeichnen und den ihm fiir

den Buschel (gu) absolut konjugierten Punkt (den wir bis-

her durch L bezeichneten), durch S
l

. Wir haben dann die

Konstruktion der Nr. 197 3
von dem Buschel (g h) auf den

Biischel (g u) zu ubertragen:
Wir projizieren aus S (Fig. 127) zwei beliebige homo-

loge Punkte A und A
a
von A 2

. Werden die Trager g und u

von dem Strahle *S (AJ in C^ und 6r
2 ,

und von dem Strahle

5 (A) in
7&amp;gt;j

und B geschnitten, so ist der Schnittpunkt -S,
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von C A und I) H
2

der dem Punkte 8 f tir den Biischel (g u)

absolut konjugierte Pankt.

Ausfiihrung der Konstruktion : Wir legen durch S eine

beliebige Gerade, die die Trager ghu in C
t A, 6r

2 schneidet
;

die homologen Punkte, die wir C A H^ nennen, liegen in

einer Gerade(133)
,
die die Yerbindungslinie S G in dem Punkte

y treffen moge. Schneidet die Verbindungslinie YAj die

Trager g und u in D und .4, so bilden CD AH
2 ein Vier-

eck, von dem G und Y zwei Diagonalpunkte sind. Der
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt von CA und I) H^,
ist der dem Punkte S absolut konjugierte Punkt

/S,. Pro-

jizieren wir die Involution g- aus S und
/S^,

so erhalten wir

die gesuchte Kurve.

Bemerkungen zur Konstruktion: Die gezeichneten Linien

liefern uns noch weitere Kurvenpunkte. Das Viereck 8 Y A A
17

von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl g als u in homologen
Punkten schneiden, zeigt, dafs auch die Gegenseiten Y^
und S A die Geraden g und u in homologen Punkten

schneiden, dafs also S A den Trager g in D
v

und den

Trager u in B schneidet. - - Die Strahlen S (C) und S
x (C)

liefern, weil sie durch die homologen Punkte C^ und C von

g- gehen, den neuen Kurvenpunkt K und die Strahlen S (D^
und /S

t (D) den Kurvenpunkt Kt
. Zwei Paar Gegen

seiten des Kurvenvierecks S S KK
1
schneiden die Diagonale

in homologen Punktpaaren 6r
2
H

z
und A B der diagonalen

Involution; es schneidet daher auch das dritte Paar Gegen
seiten SSj und K K^ die Diagonale u in zwei homologen
Punkten

6r,
und H

v
von u-. Weil nun S

(&amp;lt;S ) nach unserer

Konstruktion dem Strahle S(G) in der Hauptstrahleninvolution
*S

2
homolog ist, so ist G

1
der Pol von ^i8B ) un^ folglich^

192*)

//j der Pol von h\ wir erhalten daher(98j) die Kurve auch

durch Projektion der Involution A2 aus X&quot; und ./, . Weil

der Pol von S S
l

in ^ und der Pol von K K^ in h liegt,

so schneidet die (in der Figur nicht gezeichnete) Diagonal-
lime des Kurvenvierecks S S^ K K^ welche den Gegenseiten
/S/S und KK^ zugeordnet ist(16Z)

,
den Trager g in dem

Schnittpunkte der Tangenten(53) von *S und S
1

und den

Trager h in dem Schnittpunkte der Tangenten von K und Kr
A Anmerkung. Ein besonderer Fall dieser Konstruktion

ist die in Nr. 100 gegebene. Dadurch dafs wir nicht von

einem beliebigen Strahl des Punktes S, sondern von dem
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Strahl 5 (H) ausgingen, liefs sich die Konstruktion von dem

Begriff der absolut konjugierten Punkte befreien und soweit

vereinfachen, dafs sie gleich nach der Einfiihrung der kon-

jugierten Involution begrttndet und zur Grundlage unserer

Darstellung der Geometric der Lage gemacht werden konnte.

204. Andere Definition dep Ordnung-skurve. Aus 204

der vorhergehenden Konstruktion lafst sich noch ein wich-

tiger Satz ableiten. Schneidet G* J9
3 (Fig. 128) den Trager h

in E, so bilden die Punkte C A D
l
E ein Viereck, von dem

zwei Paar Gegenseiten durch die homologen Punkte G H
und 6r

2
H

z
der diagonalen Involution gehen. Da die fiinfte

Seite A D^ durch B geht, so mufs die Seite C E durch A
gehen (64Z)

. Bezeichnen

wir noch den Schnitt-

punkt von C A und C
l
A

t

durch B, so ist die Haupt-
punktinvolution

(l35a) von
&amp;lt;7

t A, bestimmt durch

Ci^.G^B. Unser Vier

eck C h~D
l
E zeigt nun,

dafs auch S und K
zwei homologe Punkte
dieser Involution sind.

Zeichnen wir also in

jedem durch den Punkt S

gehenden Strahle den

ihm in der Hauptpunkt-
involution dieses Strahles homologen Punkt, so erkennen

wir, weil K auf der durch S als Ordnungspunkt be-

stiuimten Kurve liegt
(203)

,
den

L

Fig. 128.

Lehrsatz : Die Punkte, wel-

che einem festen Punkte in

den Hauptpunktinvolutionen
der durch ihn gehenden
Strahlen homolog sind, liegen
in einer Kurve zweiter Ord-

nung; diese Kurve ist identisch

mit der Ordnungskurve des

Biischels, die durch den festen

Punkt geht.

Lehrsatz : Die Strahlen,
welche einer festen Gerade
in den Hauptstrahleninvolu-
tionen der in ihr liegenden
Punkte homolog sind, um-
hiillen eine Kurve zweiter

Ordnung; diese Kurve ist

identisch rait der Ordnungs
kurve der Schar, die die feste

Gerade bertihrt.
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205 205. Projektive Verwandtschaft zwischen einem
Biischel von Polarfeldern und einem Grundg-ebilde.
Fiir manche Satze erhalt man eine bequeme Ausdrucksweise,
wenn man den Begriff der projektiven Verwandtschaft auf
die Polarfelder eines Buschels ausdehnt; wir werden zu
dieser Erweiterung des Begriffes der projektiven Verwandt
schaft durch den Satz( 192 )

gefuhrt, dafs wir die samtlichen
Polarfelder eines Biischels erhalten, wenn wir den Punkt G

v
die Diagonale u durchlaufen lassen.

1. Definition. Eine Schar1. Definition. Ein Biischel

(g h) von Polarfeldern und em (G H) von Polarfeldern und em
Grundgebilde heifsen projektiv, Grundgebilde heifsen projektiv,
wenn das Grundgebilde projek- wenn das Grundgebilde projek
tiv auf die Punktreihe der Pole tiv auf den Strahlenbuschel der
G

3
von g bezogen ist. I Polaren g1

von G bezogen ist.

Mit Httlfe dieser Definition konnen wir den Satz in

Nr. 196j so fassen:

2. Eine gerade Punktreihe
e ist projektiv auf die Schar
von Polarfeldern bezogen,
wenn man jedem Punkte von
e das Polarfeld zuordnet, fiir

2. Ein gerader Strahlen

buschel E ist projektiv auf
den Btisehel von Polarfeldern

bezogen, wenn man jedem
Strahle das Polarfeld zuordnet,
fiir welches er die Polare
des seinem Mittelpunkte E
absolut konjugierten Punktes
E ISt.

welches er der Pol der seinem

Trager absolut konjugierten
Gerade

,

ist.

Ferner ergiebt sich aus der Bemerkung in Xr. 195,
dafs die Pole E einer Gerade e projektiv auf G

l bezogen
sind:

3. Eine Polkurve
,

2
ist

|

3. Ein Polarenbiischel E^
projektiv auf den Biischel ist projektiv auf die Schar
von Polarfeldern bezogen,
wenn man jedem Punkte von
e
v

~ das Polarfeld zuordnet,
fiir welches er der Pol der

zugeordneten Gerade e ist.

von Polarfeldern bezogen,
wenn man jedem Strahle von

E^ das Polarfeld zuordnet,
fiir welches er die Polare des

zugeordneten PunktesE ist.

Hat die Involution g
2 die Ordnungspunkte K und A

]r

so hat jedes Polarfeld des Buschels eine Ordnungskurve&amp;lt;
l89)

.

Ein solcher Punkt K (K^, durch den siimtliche Ordnungs-
kurven hindurchgehen, soil ein Grundpunkt des Biischels-
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genannt werden. 1st c eine beliebige durch den Grand-

punkt K gehende Gerade, welche u in A schneidet, so er-

halt man die dnrch die Zuweisung (G G^) bestimmte Ordnungs-
kurve, wenn man die konjugierte Involution GG^.HH^ 2^

von u aus K nnd K
l projiziert

(9H 1st also A
l

der dem
Punkte A in dieser Involution homologe Punkt, so ist der

Schnittpunkt A von K (A) und K
t (A t ) ein Punkt der Ord-

mmgskurve des Polarfeldes (G GJ. Da nun, wenn G
l

die-

Diagonale u durchlauft, der Punkt A^ eine zu G\ projek-
tive (16fs) und A in c eine zu A

l perspektive Punktreihe be-

schreibt, so haben wir:

4. Eine gerade Punktreihe,
deren Trager durch einen

Grundpunkt desBiischels geht,
ist projektiv auf den Buschel

bezogen, wenn man jedem
Punkte der Gerade das Polar-

feld zuweist, dessen Ordnungs-
kurve durch ihn hindurchgeht.

4. Ein gerader Strahlen-

biischel, dessen Mittelpunkt
in einer Grundseite der Schar

liegt, ist projektiv auf die

Schar bezogen, wenn man
jedem Strahl das Polarfeld

zuweist, dessen Ordnungs-
kurve ihn beriihrt.

18. Die Involution dritter Ordnung.
206. Projektive Verwandtsehaft einer g-eraden und 206;

einer krummen Punktreihe.

Aufgabe: Eine gerade und eine krumme Punktreihe

projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs drei Punkten
der einen drei Punkte der andern homolog sind.

Sollen die Punkte A
1 B^ C,

der krummen Punktreihe p
2 den

Punkten A B C der geraden
Punktreihe p homolog sein, so

projizieren wir aus einem be-

liebigen Punkte von p
2

fin der

Figur 129 aus AJ die Punkte
ABC der Gerade p auf p

2 und
beziehen die erhaltene Punkt
reihe Aj B

t fj und die gegebene
A! B^ C

l projektiv aufeinander _ .

durch Konstruktion der Projek-
** B P A

tionsachse u^14\ indem wir den Fig. 129.
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Punkt. in welchem A
l
B von A, Bl geschnitten wird, ver-

binden mit dem Punkt, in welchem A C von A
t
C
t ge

schnitten wird. Zu einem beliebigen Punkte D
l
von p

2
er-

halten wir dann den homologen D von p, indem wir den
Punkt, in welchem A, Dl

die Projektionsachse schneidet,
aus

-1, auf p projizieren.

207 207. Involutorische Verwandtsehaft einer g-eraden
und einer krummen Punktreihe. Wichtiger als der eben
behandelte allgemeine Fall ist ein besonderer. Wir nehmen
an, dafs die Geraden, welche die Punkte B und C von paus dem Kurvenpimkte -4, projizieren, p

2 in den homologen
1 unkten C

t
und B

1 schneiden und dafs zugleich die Ver-
bindungslinie B, C

}
durch den dem Punkte A

t homolo-en
Punkt A gelit (Fig. 130). Nach dieser Annahme entsprechen
also den Punkten A

l B^ (von p&quot;-)
und C (von p), die in

einer Gerade liegen, die Ecken eines Dreiecks ABC
dessen Seiten durch die Punkte A

l
B

v
C gehen.

1. Von einem solchen Dreieck A B C
1? dessen Seiten

(lurch die den Gcgenecken homologen Punkte gehen, wollenmr sagen, dafs es perspektiv zu den drei Punkten ABC
topt,

und von einer geraden und krummen Punktreihe,
die in der angegelenen Weise projektiv anfeinander be-
zogen smd, dafs sie incolutorisch

liegen.
Losen wir fUr diese Lage der drei Punkte ABC und
ilmen homologen A,B1

C
1 die Aufgabe, die beiden

Punktreihen projektiv auf-

einander zu beziehen, so
haben wir(20G) die drei

Punkte ABC aus A
l
auf

die Kurve zu projizieren.
Da jetzt die Punkte B
und r, in C, und B^ fallen

(Fig. 130), so ergiebt sich
als Projektionsachse die

Gerade, welche denSchnitt-

punkt von A
r
B und A

x
B

t
mit dem Schnittpunkte von

die Polare des Punktes A&amp;lt;M. Zu enem
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beliebigen Punkt D von p
z erhalten wir jetzt den

homologen D von p, indem wir den Punkt, in dem A
1

Z&amp;gt;

1

die Projektionsachse schneidet, aus A auf p projizieren.

Projiziert man also die gerade Punktreihe p aus A
l
und die

krumme p
2 aus dem Punkte A, ,

in dem die Verbindungslinie

der beiden homologen Punkte A
l
und A die Kurve zum zweiten

Male schneidet, so liegen die beiden projektiven Strahlen-

btisehel A
l
und A perspektiv zu der Polare von A in Bezug

auf p
2

. Schneidet die Gerade A
t
D die Kurve in A

,
so

bilden A A, Dl
A

t
ein Kurvenviereck, dessen einer Diagonal-

punkt, der Schnittpankt von A
1
A

t
und D^k^ dem Punkte A

konjugiert ist. Es geht daher&amp;lt;
97i ) D

l A, durch A. Danach

erhalten wir zu einem beliebigen Punkte D von p den zu-

geordneten D^ von p
2 durch die folgende Konstruktion :

2. Zu einem beliebigen Punkte D (Fig. 130) von p

finden wir den zageordneten D, von p
3
, indem wir den

Punkt A
1 , in welchem A

1
D die Kurve schneidet, aus A

auf p
2

projizieren.

Nehmen wir an, dafs auf diese Weise zu den beiden

Punkten D und E (Fig. 131) vermittelst der Punkte A
1
und

Ej die Punkte D und E gefunden waren, so ergiebt sich,

wenn wir noch den Schnittpunkt von p
2 und D E

t
durch

X bezeichnen, aus der Betrachtung des Kurvensechsecks

i
17

dafs D
l
X

l
durch E gehtf

54
),

d. h.

wird^on D E^m einem Kurvenpunkte geschnitten.
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3. Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krurnme Punkt-
reihe in involutorischer Lage, so wird jede Gerade, welche
einen beliebigen Punkt D von p mit einem

beliebigen
Punkte Ej von p

2
verbindet, von der Verbindungslime der

homologen Punkte D
1
und E in einem Kurvenpunkte ge-

schnitten.

Um also zu einem Punkte E den homologen Punkt E
1

zu hnden, kbnnen wir statt von A und A^ wie bisher
r

auch von irgend zwei andern homologen Punkten D und Z&amp;gt;

?

ausgehen. - Wcnden wir den eben gefundenen Satz an,
urn zum Punkte X, den homologen X zu finden, so mufs,
da DX

l (Fig. 131) die Kurve in E
l schneidet, die GeradeD

l
X durch E

l gehen, d. h. D^ E^ schneidet p in X. Den
drei beliebigen Punkten E^ Xl D, die in einer Gerade
hegen, entsprechen mithin die Ecken des perspektiv lieffenden
Dreiecks EXDr

4. Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krumme Punkt-
reihe involutorisch aufeinander bezogen, so sind je drei
Punkten, die in einer Gerade Hegen, die Ecken eines

perspektw liegenden Dreiecks homolog.
5. Die involutorische Verwandtschaft einer geraden und

einer krummen Punktreihe ist durch ein Paar Jtomoloqer
Punkte bestimmt;

denn wenn dem Punkte A
L
von p* der Punkt A von

P /ugewiesen ist, so finden wir zum Punkte B den homo
logen A, mdem wir den Punkt, in welchem p

2 von A B
imitten wird, aus A auf die Kurve projizieren.
208. Die Involution dritter Ordnung-. Die involu

torische Verwandtschaft einer geraden

1
-

M
,
itte1 die EIcmente eines Grand-

geoildea zu je dreien zu ordnen.
1. Sind

;&amp;gt;-
und

;&amp;gt;

durch die Zuweisung von A
t undA

myolutorisch
auf einander bezogen(

20^) so wollen
w.r A und je zwei Punkte von P *, die mit A in

erade hegen, ein Tripel von p* nennen. Eben-
8 . nennen wir

/*, und je zwei Punkte, die mit B in
ner Gerade hegen, ein Tripel von p

f

Den Inbegriffallei so in p- konstruierten Tripel nennen wir eine

Stt^,^^(in- zumUnterschiede die bisher
betrachtete Involution eine Involution zweiter Ordnung)
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Es bilden demnach die Punktpaare, die mit A
i ein

Tripel bilden, eine krumme Involution* 82 * zweiter Ordnung
mit dem Zentrum A; ebenso die Punktpaare, die mit B^
ein Tripel bilden, eine krumme Involution mit dem Zentrum
B u. s. w. Da die Involutionszentren A B . . in einer Ge-

rade liegen, so sind die durch sie bestimmten krummen In-

volutionen komponierende einer und derselben resultieren-

den^159
^, der durch den Pol P von p bestimmten krummen

Involution. Diese Eigenschaft benutzen wir, urn unsere bis-

herige Konstruktion von der Kurve p
2 loszulosen und sie

auf ein beliebiges einformiges Gebilde zu tibertragen

(vergl. 158). Da die Gerade p durch ihren Pol P bestimmt

1st und dieser durch die von ihm induzierte krumme In

volution^ 9
), so sehen wir in dem einformigen Gebilde, in

dem wir eine Involution dritter Ordnung konstruieren wollen,
eine Involution zweiter Ordnung als gegeben an, die wir die

Hauptinvolution der gesuchten Involution dritter Ordnung
nennen wollen. Weisen wir dann dem beliebigen Elemente
A. eine Involution zu, die nur der Bedingung genttgt, eine

komponierende der Hauptinvolution zu sein, so ist die In

volution dritter Ordnung bestimmt. Da eine komponierende
der Hauptinvolution durch ein Punktpaar bestimmt ist(166j)

und dies mit dem Elemente A ein Tripel bildet, so haben
wir den

2. Lehrsatz : Eine Involution dritter Ordnung ist durch

Hire Hauptinvolution und ein Tripel bestimmt.

209. Darstellung- einer Involution driller Ordnung-. 209

1st die Hauptinvolution durch den Wurf D
1
E . Z\ G^ und

ein Tripel durch die Elemente A
1
B

1 (7, gegeben, so ist die

Involution dritter Ordnung bestimmt^208
^. Sie kann also

durch sieben Elemente dargestellt werden. Durch passende
Wahl lafst sich die Zahl auf vier verringern. Ist B^ das

dem Elemente A
t

in der Hauptinvolution zugeordnete, und

(^ das Element, das A
i
und

l
zu einem Tripel erganzt,

D
l

aber das Element, das C
1

in der Hauptinvolution homolog
ist, so ist die Hauptinvolution durch A

l B^ . C
l
D

L
und das

Tripel durch A^ B^ C1 dargestellt. Es lafst sich daher jede
Involution dritter Ordnung auch durch vier Elemente dar-

stellen.

Fiir eine Kurve p- wiirden wir also eine Involution
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drifter Ordmmg vermittelst des Kurvenvierecks A^ B^ Ct
D

t

darstellen konnen. Der eine Diagonalpimkt P, der Schnitt-

punkt von A
l
S

1
und C, 7&amp;gt;,

,
1st das Zentrum der Haupt-

involution; der zweite Diagonalpunkt, der Schnittpimkt A
von A

l
I&amp;gt;

1
und B

1 C^ ,
ist das Zentrum der dem Punkte A

1

zugewiesenen Involution und der dritte Diagonalpunkt, der

Schnittpimkt B von A^Cl
und B

1 D^ das dem Punkte B
zugewiesene Zentrum B-, die Verbindungslinie A B ist dem-
nach die Gerade p.

210 210. Ordnung selement und Ordnung-sinvolution.
Weil sich alle Satze liber projektive Verwandtschaft durch

Projektion von einem einformigen Gebilde auf jedes andere

ubertragen lassen (vergl. 160 A), so werden wir unsern

folgenden Betrachtungen als Trager immer eine Kurve p
2

zu Grunde legen. FUr diesen Fall isti207^ die Involution

dritter Ordnung konstruiert, wenn wir p und zu eiiiem

Punkte A! von p* den homologen A. von p gezeichnet
haben. Hat ein Punkt K

l
von p- die besondere Lage,

dafs seine Tangente durch den homologen Punkt K von p
geht, so giebt es unter den Punktpaaren Bv C^ die mit K
in einer Gerade liegen, also mit K^ ein Tripel*

208^
bilden,

eins von besonderer Wichtigkeit. Fallt namlich B
l

in K
iy

so fil lit auch C
t

in K^. Es giebt daher in diesem Falle

ein Tripel, dessen Elemente in A zusammenfallen.

1. Definition: Ein Tripel, dessen Elemente zusammen

fallen, Iwifst ein Ordnungselement der Involution dritter

Ordnung.

Die involutorische Beziehung der Kurve p
2 und der

Gerade p sei durch die homologen Punkte A und A
l

be-

stimmt. Ist nun a eine beliebige Tangente von
/&amp;gt;

2
,
so wird

x von dem krummen Blischel der Tangenten in den Kurven-

punkten A^B^ .. in einer projektiven Punktreihe^71 ^ AB..

geschnitten, die auch projektiv ist (71fl) zu der geraden Punkt-

reihe A B . . . Giebt es nun drei Punkte K
v
K K, die in

einer Gerade liegen, so ist, weil K^ K die Tangente in K
v

ist, K^ ein Ordnungspunkt. Da die Verbindungslinien A A,
B B . . eine Kurve x~ umhullen(42)

,
diese aber mit p

2 die

Tangente x gemeinsam hat, so haben p- und x- noch eine

Tangente k und eine konjugierte Strahlconvolution J- ge-
meinsam( iyi2)

. Der Punkt /v
17

in dem k die Kurve p- be-
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rtibrt, ist ein Ordnungspunkt, und wenn die gemeinsame
Strahleninvolution J- die Ordnungsstrahlen I und m hat, so

sind die Punkte L
{
und M^ in denen I und m die Kurve

p- beriihren, ebenfalls Ordnungspunkte. Wir nennen daher

die Strahleninvolution J- die Ordnungsinvoluticn unserer In

volution dritter Ordnung.

2. Eine Involution dritter Ordnung hat stets ein

Ordnungselement und cine Ordnungsinvolution zweiter

Ordnung.

Znsatz. Als besonderer Fall von 208.2 ergiebt sieh: z

Eiue Involution dritter Ordnung ist clurch ihre

Hauptinvolution und ein Ordnungselement bestimmt.

211. Bestimmungsstueke einer Involution dritter 211

Ordnung.
1. Eine Involution dritter Ordnung ist bestimmt durch

ein Tripel und durch die einem beliebigen Elements zu-

gewiesene Involution zweiter Ordnung.

Ist dem Punkte A
l (Fig. 132) von p* die krumme In

volution |yl](
159 ) zugewiesen, und ist aufserdem das Tripel

S
l
B

2
J9

3 gegeben, so kann man die dem Punkte B
v

zu-

zuweisende Involution B- finden. Entspricht namlich in der

Involution [A] dem Punkte B^ der Punkt X,, so ist der

Schnittpunkt B von ^4
t X^ und B^ B* das Zentrum der dem

Punkte B
1
zuzuweisenden Involution. Da der Pol der Ver-

bindungslinie A B die Hauptinvolution liefert, so ist die In

volution dritter Ordnung bestimmt 2082)
.

-

2. Eine Involution dritter Ordnung ist durch drei

Tripel bestimmt.

Die drei gegebenen Tripel seien A
l
A

2 A%, B^ B^ B.^

Cj C2
C
3

. Wir stellen uns znnachst nur die Aufgabe, eine

Involution dritter Ordnung herzustellen, von der A
l A* A

und B
V
B.2 B., (Fig. 132) zwei Tripel sind. Wir konnen

dann noch als Zentrum der dem Punkte A zuzuweisenden

Involution zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt A von

A^ A s
wahlen. Dadurch ist, wie wir eben sahen, die dem

Punkte BI zuzuweisende Involution B bestimmt: Wir haben
den Punkt X

17 in welchem AB^ die Kurve schneidet, aus

A^ auf B
2
B.

}
zu projizieren ;

die so gewonnene Gerade
A B= x bestimmt mit p- eine Involution dritter Ordnungv
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von der A A* A.
3
und B

1
B

z
B., zwei Tripel sind. Bewegt

sich nun A in ,4, A, so ist^&quot;

37 A)

B beschreibt also die projektive Punktreihe B.2 B.,, die

Gerade AB x also einen krummen Strahlenbuscbel x~.

Fallt A, und mithin auch X,, in A
2 ,

so fallt x in ^-4,; fallt A in .4
8 ,

so fallt x in -4 -4
3

. Da aufserdem

der Trager -4
2
A

3
der von A be

schriebenen Punktreihe ein Strahl des

Btischels ist,
so sind die Seiten des

Dreiecks A
{
A

2
A.

3
Strahlen des

Btischels x-.

Wiederholen wir unsere Be-

trachtungen, indem wir von den

beiden Tripeln A^ A
2
A

B
und C^ C2 C,

ausgehen, so ergiebt sich, dafs der

von AC= y beschriebene Strahlen-

Fig. 132^ btischel zweiter Ordnung y- ebenfalls

die Seiten des Dreiecks A
l A^ A :]

enthalt. Die beiden Strahlenbtischel a-
2 und y- haben also

noch einen vierten Strahl p gememsam(101
&amp;gt;;

da in diesem

,r und y zusammenfallen, so erhalten wir durch p eine

Involution dritter Ordnung, von welcher A^ A Z
A

S ,
B

1
B B.,,

C^C^C., drei Tripel sind. -

3. Eine Involution dritter Ordnung ist durch drei

Ordnungselemente bestimmt.

Fallen die Punkte jedes der gegebenen Tripel zusammen,
mit andern Worten, sind uns die Ordnungspunkte(210i) A

l
B

l
C

l

gegeben, so lafst sich die gesuchte Gerade p und mit ihr

die Involution dritter Ordnung bequem konstruieren. In

diesem Falle sind die Verbindungslinien A.2 A3 , B^B.^ C.2 CS

die Tangenten in A
1
B

1
C

1
. Bezeichnen wir die Punkte, in

denen diese Tangenten von den Gegenseiten des Dreiecks

A
1
B

1
C

1 geschnitten werden, durch A B
l~, so liegen ABf

in der Pascalschen Gerade
/&amp;gt;

(57)
. Fallt A bei seiner Be-

wegung auf A
l
A in A, so fallt X

l
in C^ und B in B, die

Pascalsche Gerade A B
;) gehort also dem von A B= x

beschriebenen krummen Buschel an. Ebenso zeigt sich. dafs

sie dem von AC= y beschriebenen Buschel y- angehort,
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also die gesuchte gemeinsame Tangente von x- und y
2

1st.

Aus der Konstruktion ergiebt sich noch:

4. Die drei Ordnungselemente bilden ein Tripel der
Involution dritter Ordnung.

212. Konstruktion der Ordnung sinvolution. 212

Aufgabe: In einer Kurve zweiter Ordnung ist erne

Involution dritter Ordnung durch Hire Hauptinvolution
und ein Ordnungselement gegeben(

2W z)
; man soil die

Ordnungsinvolution konstruieren.

Ist das Zentrum der in der Kurve gegebenen Haupt
involution P, so mtissen die Zentren der den Punkten von

p- zugewiesenen Involutionen zweiter Ordnung in der Polare

p von P liegen^
208

). Ist der gegebene Ordnungspunkt K^
so mufs die Tangente in K

{
die Gerade p in dem zugeord- -

neten Involutionszentrum K schneiden. Die gesuchte Ord

nungsinvolution finden wir nun durch eine Wiederholung der

Betrachtungen von Nr. 210
2

. Wahrend wir aber dort uns
mit dem Beweise begniigen mufsten, dafs ein Ordnungspunkt
und eine Ordnungsinvolution existiert, konnen wir jetzt, wo
uns ein Ordnungspunkt A\ gegeben ist, die gesuchte Ord

nungsinvolution wirklich zeichnen.

Die involutorische Verwandtschaft zwischen p
2 und p

ist durch die Zuweisung von K und K bestimmt (207
*). Wir

wahlen also eine beliebige Tangente x von p
2 und kon

struieren in dieser wieder wie in Nr. 210 eine zu den
Punkten A B

l
C . . von p

2 und daher auch zu den Punkten
ABC., von p projektive Punktreihe A B f . . . Durch

passende Wahl der Tangente x nun lafst sich diese Kon
struktion sehr vereinfachen. - - Wir wahlen als Tangente x
die zweite von K an p

2
gehende Tangente, deren Beruhrungs-

punkt LI sein moge. Dadurch wird die projektive Beziehung
von p und x zur perspektiven ;

denn in dem Schnittpunkte K
von p und x sind zwei homologe Punkte der Punktreihen
x und p vereinigt. Zeichnen wir^207*) den dem Punkte L^
(Fig. 133) in p homologen Punkt, so erhalten wir den Punkt

L, in dem p von K Lv der Polare von K@Q z
&amp;gt;\ geschnitten

wird. Weil die Verwandtschaft eine perspektive ist, der

krumme Strahlenbuschel x2 also in zwei gerade Strahlen-

buschel zerfallt, so mufs das Zentrum der gesuchten Ordnungs
involution auf LL^ liegen; zu seiner Auffindung braucht

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 17
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also nur noch ein Paar homologer Punkte von x und p be-

stimmt zu werden. 1st A ein beliebiger Punkt von p, so

finden wir(207 ) den zugeordneten A von p vermittelst des

Punktpaares K K (oder des Punktpaares L^ L\ indem wir

AI mit K verbinden und den zweiten Schnittpunkt B
dieser Verbindungslinie und p

2 aus K^ auf p projizieren.

Ziehen wir also noch die Tangente in A^ die x= KL
i

in

A schneidet, so sind A und A zwei homologe Punkte von x
und p, ihre Verbindungs
linie schneidet daher Z

t
L

in dem Zentrum J der

gesuchten Ordnungsinvo-
lution.

Zusatz. Ziehen wir noch
die Verbindungslinie K^k
(Fig. 133) und nennen
ihren zweiten Schnittpunkt
mit der Kurve (7, so

harmonischeKurvenpunkte,
folglich K (Kr

C . L AJ
vier harmonische Strahlen.

Diese schneiden die Gerade
A A in dem harmonischen
Wurfe Yk.JX. Pro

jizieren wir diesen wieder

aus K aufK L^ ,
so ergiebt

Fig . 133. sich, dafs K
l L^.JJl

vier

harmonische Punkte sind.

. AI Sl
vier harmonische Punkte

y . A
l
B

l ) vier harmonische Strahlen

und folglich YJ.XA vier harmonische Punkte. Projizieren
wir diese aus K auf K

l L^ ,
so ergiebt sich, dafs K J . J L

ein harmonischer Wurf ist.

Da wir in den beiden harmonischen Wttrfen K^L^ . JJ
und K

l
J.LJ

l
die drei Punkte K L

1
L als gegeben an-

sehen konnen, so haben wir durch unsere Konstruktion die

Aufgabe gelost:

1. Gegeben die drei Punkte K
V L^L] man soil zwei

Punkte J und J
l

so bestimmen, dafs K
1
L

1
.JJ

1
und

KI J . L J^ zwei harmonische Wiirfe sind.

Weil ferner

sind(70
),

so sind K
l
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Da diese Aufgabe (vgl. auch von Staudt: Beitrage zur

Geometric der Lage, Nr. 297) bei der Aufstellung eines

Polarfeldes dritter Ordnung von Nutzen sein wird, so mag
hier noch eine Bemerkung angekntipft werden, die sich aus

unserer Konstruktion ergiebt.

Halten wir die Punkte K^ und L^ fest, wahrend L sich

auf K
v L^ bewegt, so kbnnen wir fiir jede Lage von L zur

Konstruktion von J denselben Punkt i, den wir beliebig

angenommen batten, benutzen; es sind dann auch noch die

Punkte A und B fest. Wahrend L sich in K^L^ bewegt,

bewegt sich A in K
1 B^ und X in K^A^ so dafs wir

haben&amp;lt;
37A

):

folglich J /\ J^ ;

in Worten:

2. Die Punktreihen J und J sind projektiv auf

die Punktreihe L bezogen.

Schliefslich mag noch bemerkt werden, dafs der Satz

eine Verallgemeinerung des Pascalschen fiir das Kurven-
dreieck (57

&amp;gt; ist. Wenn namlich J ein hyperbolischer Punkt(1052)

ist, dessen Tangenten die Kurve in M, und N bertihren, so

ist die Gerade p die Pascalsche Gerade des Kurvendreiecks

K,M^\.
213. Konstruktion von Involutionen dritter Ord- 213

nung- durch einen Biischel von Polarfeldern zweiter

Ordnung&quot;. Die Pole einer beliebigen Gerade e fttr die Polar-

felder eines Btischels liegen in einer Kurve ^
2

,
die wir^196) die

Polkurve der Gerade e genannt haben. In dieser Polkurve e^
liegen auch die Punkte E^ die den Punkten E von e ab-

solut konjugiert sind, und zwar sind die Punkte E^ projektiv
auf die Punkte E bezogen^

198
). Sind den Punkten C A

x
6r

2

(Fig. 134), in denen e die Trager g h u schneidet, die Punkte
C A H

2 homolog, so finden wir den dem Punkte E von e absolut

konjugierten Punkt E^ 191
\ indem wir den Punkt X, in dem

C A von E U geschnitten wird, aus 6r
2

auf g und h und die

erhalteuen Punkte D und r aus A und C projizieren. Be
wegt sich nun der Punkt E auf e,

X also auf C A, D auf g
und f auf

/*,
so sehen wir: Wenn E der Reihe nach in

C
3 ,

A und den Punkt A
1 fallt, in dem C A von C L ge-

17*
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schnitten wird, so fallt E^ der Reihe nach in C, f und den

Punkt A, in dem sich C A
t
und A C

l
schneiden(197 Z)

. Die

projektive Verwandtschaft zwischen der geraden Punktreihe

E und der krummen Punktreihe E^ ist also bestimmt durch

C
t Aj Aj y\ C A A. Da das Dreieck C A A perspektiv liegt zu

den Punkten C^AjA^ so sind die beiden projektiven Punkt-

reihen in involutorischer Lage (207i)
.

Fig. 134.

1. Jede gerade Punktreihe

e ist involutorisch auf ihre

Polkurve e^ bezogen, wenn
man jedem Punkte E von e

den ihm absolut konjugierten
Punkt EI von e^ zuordnet.

Daraus
folgt&amp;lt;

207
):

2. Jede Gerade, welche einen

beliebigen Punkt A von e mit

einem beliebigen Punkte Bj von

e
x
2
verbindet, wird von der Ver-

bindungslinie der homologen
Punkte A und B in einem

Punlcte der Polkurve e
x

2
ge-

schnitten.

1. Jeder gerade Strahlen-

btlschel E ist involutorisch

auf seinen Polarenbiischel E*
bezogen, wenn man jedem
Strahle e von E den ihm ab

solut konjugierten Strahl e

von E^- zuordnet.

2. Jeder Punkt, in welchem

ein beliebiger Strahl a von E
einen beliebigen Strahl b

x
von

E
1

2
schneidet, liegt mit dem

Sclmittpunkte der homologen
Strahlen a

A
und b in einem

Strahle des Polarenbiischels E.^.

Diese Bemerkung wollen wir noch in einer etwas andern

Form aussprechen, indem wir sie aus dem Hesseschen Satz(%)

ableiten und dadurch auf die Bedeutung dieses Satzes fiir

die Involution dritter Ordnung hinweisen. Betrachten wir
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die absolut konjugierten Punkte A A und B B^ als zwei

Paar Gegenecken eines Vierseits, so ergiebt sich, dafs die

Ecke, in der sich die Seiten A B und A^B des Vierseits

schneiden, absolut konjugiert ist ihrer Gegenecke, in der

sich A B und A B schneiden :

3. Sind AA
l

und B B,
zwei Paar absolut konjugierte

Punkte, so ist auch derSchnitt-

punkt von A B und A
1
B

1
dem

Schnittpunkte von A B und

A
l
B absolut konjugiert.

-

Ferner ergiebt sich(208i):

4. Ordnet man jedem Punkte

E von e^ die krumme Punkt-

involution zu, die den absolut

konjugierten Punkt E von e

als Involutionszentrum hat, so

ist in e-,
2 eine Involution dritter

Ordnung konstruiert.

Durch die krumme Involution dritter Ordnung in

3. Sind a a
v
und b b

l
zwei

Paar absolut konjugierte Ge-

raden, so ist auch die Verbin

dungslinie von a b und a
l b^

der Verbindungslinie von ab^
und a b absolut konjugiert.

4. Ordnet man jedem Strahle

e
1
von E.^ die krumme Strahlen-

involution zu, die die absolut

konjugierte Gerade e als In-

volutionsachse hat, so ist in E
1
2

eine Involution dritter Ordnung
konstruiert. -

ist

auch eine gerade Involution dritter Ordnung in e bestimmt;
denn die beiden Punktreihen e und e

t
2 sind projektiv auf-

einander bezogen. Diese gerade Punktinvolution dritter

Ordnung von e wollen wir zeichnen. Weil zwei Paar

Gegenseiten des Vierecks CAI&amp;gt; f (Fig. 134) die Diagonale u

in homologen Punktpaaren G H und 6r
2
H

2
der diagonalen

Involution schneiden, so schneiden auch die Gegenseiten C f

und A I) die Diagonale u in zwei homologen Punkten G
1
und

ff^u z) Fiir das Polarfeld (G GJ ist daher H^ der Pol von A(192
*&amp;gt;,

ferner C G
l

die Polare von 6\ und A H die Polare von A
17

der Schnittpunkt E also der Pol von e. Fiir das Polar

feld (G Gj) ist daher dem Punkte C der Punkt C konjugiert,

in dem e von C G
l geschnitten wird, und dem Punkte A

1

der Punkt A
,
in dem e von A H geschnitten wird. Ver-

binden wir nun den Punkt E von e mit dem Punkte C der

Polkurve e
2

,
so wird diese Verbindungslinie, wie wir eben

gesehen haben, von der Verbindungslinie der homologen
Punkte E und C in dem Punkte C der Polkurve e^ ge

schnitten, der dem Punkte G absolut konjugiert ist. Den
Punkten C und C/ also, die mit E in einer Gerade liegen,
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sind in e zwei Punkte 6\ und C absolut konjugiert, die

einander homolog sind fttr das Polarfeld (G 6r
t ),

d. h. fiir

das Polarfeld, ftir welches E der Pol von e ist. Ebenso
wUrde sich ergeben, wenn wir den zweiten Schnittpunkt
von EL mit der Polkurve durch A, bezeichneten, dafs den
Punkten A und A/ in e die beiden Punkte A und A ab
solut konjugiert sind, also zwei Punkte, die ebenfalls fttr

das Polarfeld (G Gj einander konjugiert sind:

5. Ordnet man jedem Punkte

E von e die Involution zu,

welche dem Polarfelde des

Biiscliels konjugiert ist, fiir

welches der dem Punkte E ab

solut konjugierte Punkt E
A
der

Pol von e ist, so erhdlt man
in e eine gerade Punktinvolu-

tion dritter Ordnung.

5. Ordnet man jedem Stralde

e von E die Involution zu^

welche dem Polarfelde der Schar

konjugiert ist, fiir welches der

dem Strahle e absolut konju

gierte Strahl e
t

die Polare von

E ist, so erhdlt man in E eine

gerade Strahleninvolution dritter

Ordnung.

19. Die adjungierten Involutionen.

214 214. Erweiterung- des Begriffs der konjugierten
Punkte. Es seien e

(* und f2

irgend zwei einem Polarfelde

k* konjugierte Involutionen; fassen wir diese Involutionen

als zwei Gegenseiten
(l34)

auf, so erzeugen sie in jeder
Gerade a eine Hauptinvolution. Hat diese Hauptinvolution,
die dem Polarfelde k* adjungiert istf

194
*),

zwei Ordnungs-
punkte, so sind diese zwei einander fttr k* konjugierte

Diese Bemerkung ftthrt uns dazu, in der Hauptinvolution
eine ahnliche Erweiterung des Begriffs der konjugierten
Punkte zu sehen, wie wir sie in Nr. 93 durch die konjugierte
Involution fttr den Begriff der Schnittpunkte einer Gerade
mit der Kurve eingeftthrt haben. Diese Erweiterung hatte

den grofsen Vorteil, dafs unsere Beweise dieselben waren
fttr die Geraden, die die Kurve schnitten, und fttr solche,
die sie nicht schnitten. Derselbe Vorteil, also die allgemeine

Gttltigkeit der Satze, ergiebt sich auch jetzt, wenn wir zwei

konjugierte Punkte durch eine Involution ersetzen. That-

sachlich haben wir von dieser Erweiterung des Begriffs der

konjugierten Punkte bereits mehrfach Gebrauch gemacht,
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namlich uberall da, wo wir von der adjungierten Involution

gesprochen haben. An dieser Stelle sollen nun die bereits

gemachten Bemerkungen im Zusammenhange wiederholt und
durch einige bisher nicht ausgesprochene Satze erganzt
werden.

1. Definition: Jede resultierende (oder, was dasselbe

ist: jede komponierende) einer konjugierten Involution heifst

dem Polarfelde adjungiert^
168 z

^.

2. Die Ordnungselemente einer adjungierten Involution

sind dem Polarfelde konjugiert^
1^

.

3. Die resultierende aus zwei einem Polarfelde

adjungierten Involutionen, die denselben Trager haben,
ist dem Polarfelde konjugiert

(162)
.

4. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde kon-

jugiert, so ist jede ihnen zugeordnete (134) Haupt
involution dem Polarfelde adjungiertf

194
&quot;).

5. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde konjugiert,
so ist Hire diagonale Involution dem Polarfelde ad-

215. Zusatz zum Lehrsatz des Desargues. Die 215

beiden konjugierten Involutionen e
l und /

2
,

die ein Polar-

feld k- in zwei beliebigen Tragern e und / induziert, wollen

wir im folgenden der Kttrze wegen ein Sehnenpaar des

Polarfeldes nennen. (Fur die konjugierten Strahleninvo-

lutionen E2 und /T2

,
die den Punktinvolutionen e

2 und /
2

duaK7)

gegenilberstehen, steht kein dem Worte Sehne ent-

sprechendes zur Verfiigung; wir miissen uns deswegen mit

dem Worte ,,Punktpaar&quot; behelfen.) Fassen wir wieder^214)

dieses Sehnenpaar (ef) als ein Paar Gegenseiten im Sinne

von Nr. 134 auf, so induzieren die Gegenseiten (e /) in

jeder Gerade a eine Hauptinvolution. Der Satz, der den Zu-

sammenhang zwischen dieser Hauptinvolution mid der dem
Polarfelde konjugierten Involution von a ausspricht, ist der

Lehrsatz des Desargues^
194

^, den wir an dieser Stelle mit

etwas veranderten &quot;Worten wiederholen:

1. Jedes Sehnenpaar eines

Polarfeldes erzeugt in einer

beliebigen Gerade eine Haupt-

punktinvolution, die dem Po
larfelde adjungiert ist.

1. Jedes ,,Punktpaar&quot; eines

Polarfeldes erzeugt in einem

beliebigen Punkte eine Haupt-
strahleninvolution

,
die dem

Polarfelde adjungiert ist.
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Wird die Gerade a von den Sehnen e und / in den
Punkten E und F geschnitten, so sind die Punkte E und F
einander homolog in der Hauptinvolution(

134)
7
welche e

2 und

/
2

in a bestimmen. Da nun diese Hauptinvolution nach
dem eben wiederholten Satze von Desargues eine kom-

ponierende der konjugierten Involution von a ist, so ist sie

durch das Punktpaar E F bestimmt^ 166
^. Je zwei Sehnen

des Polarfeldes also, die a in denselben Punkten E und F
schneiden wie die beiden Sehnen e und }\ von denen wir

ausgingen, erzeugen in a dieselbe Hauptinvolution wie e
2

und /
2

. t)araus ergiebt sich der Zusatz zum Desarguischen
Satze:

2. Zwei Selinenpaare eines

Polarfeldes erzeugen in einer

beliebigen Gerade a dieselbe

Hauptpunktinvolution, wenn die

Trdger des einen Paares die

Gerade a in denselben Punkten

schneiden, ivie die Trdger des

andern.

2. Zwei ,,Punktpaare&quot; eines

Polarfeldes erzeugen in einem

beliebigen Punkte A dieselbe

Hauptstrahleninvolution, wenn
die Mittelpunkte des einen

Paares aus A durch dieselben

Strahlen projiziert werden wie

die Mittelpunkte des andern.

Zusatz. Sind die beiden Sehnen hyperbolisch (haben
die Involutionen e- und /

2
die Ordnungspunkte K K^ und

L L^ so bestimmen sie ein Kurvenviereck KK^LL^
dessen Gegenseiten die Gerade a in homologen Punkten der

Hauptinvolution schneiden(134A). Fur diesen besondern Fall
heifst also unser Satz:

Die Gegenseiten zweierKur-
venvierecke schneiden eine

Gerade a in Punktpaaren
einer und derselben Involu

tion, wenn zwei Gegenseiten
des einen Vierecks die Ge
rade a in denselben beiden
Punkten schneiden wie zwei

Gegenseiten des andern Vier
ecks.

Die Gegenecken zweier

Kurvenvierseite werden aus

einem Punkte A durch Strah-

lenpaare einer und derselben

Involution projiziert, wenn
zwei Gegenecken des einen

Yierseits aus dem Punkte A
durch dieselben beiden Strah

len projiziert werden wie zwei

Gegenecken des andern Vier-

seits.

Schneidet die Vierecksseite KL die Gerade a in dem
Punkte ;, der dem Punkte E, in dem a von KK^ = e

geschnitten wird, in der konjugierten Involution von a
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homolog 1st, so mufs(215i) die Gegenseite K^ Lv
die Gerade a

in dem Punkte F
l

schneiden (1G6i)
,
der dem Schnittpunkte F

von .

.Lj
= / und a in der konjugierten Involution von a

homolog ist. Wir kommen also durch diese Spezialisierung
auf den in Nr. 994 bewiesenen Lehrsatz zuriick. Da wir

auf diesen Lehrsatz die Analysis unserer Fundamentalkon-

struktion (100)
stlitzten, so zeigt sich, welcher Zusammen-

hang zwischen unserer Fundamentalkonstruktion und dem
Lehrsatz des Desargues besteht.

216. Bestimmung* des Polarfeldes dureh zwei kon- 216

jug-ierte und eine adjungierte Involution.

Lehrsatz: Durch zwei konjugierte und eine adjungierte
Involution ist ein Polarfeld bestimmt.

Beweis: Die beiden konjugierten Punktinvolutionen

seien g* und 7i
2

,
die adjungierte Involution a-. Der durch

(g h) bestimmte BiischeF 192^ induziert in a eine Hauptinvolu-
tion. Diese Hauptinvolution konnen wir mit der in a ge-

gebenen adjungierten Involution zu einer resultierenden zu-

sammensetzen(162
&amp;gt;. Ist in dieser resultierenden Involution

dem Punkte A, in dem die Diagonale u von der Gerade a

geschnitten wird, der Punkt A von a homolog, so ist die

Gerade A U, welche den Punkt A mit dem Diagonalpunkte
U verbindet, die Polare (192&amp;gt;2) von A und schneidet die Dia

gonale in dem dem Punkte A konjugierten Punkte A .

Durch das Punktpaar AA^ wird eine komponierende der

diagonalen Involution bestimmt^ 166
^. Entspricht in dieser

dem Punkte G der Punkt G^ so ist das durch die Zu-

weisung (GGj bestimmte^ 1923) Polarfeld das gesuchte.

217. Verallg-emeinerung des Hessesehen Satzes. 21?

Wir betrachten die Polarfelder, denen zwei gegebene Punkt
involutionen g- und A 2

adjungiert (nicht, wie bisher, konju-

giert) sind. Jedes dieser Polarfelder k- erzeugt in den

Tragern g und h konjugierte Involutionen, die nach der

Definition^2 14i) komponierende der in g und h gegebenen
adjungierten Involutionen sind. Entspricht in den gegebenen
adjungierten Involutionen dem Schnittpunkte U (Fig. 135)
der Trager in g der Punkt G und in h der Punkt H, so

dafs GH die Diagonale u der gegebenen Involutionen ist,

so sind fur das beliebige Polarfeld &-, fur welches dem
Punkte U in o a

der Punkt C und in h 2 der Punkt P
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konjugiert sei, auch GC^ und H r
i konjugierte Punkt-

paare(
166&amp;lt;)

;
das Polarfeld k- gehort also einem Buschel an,

der bestimmt 1st durch die konjugierte Involution U C . GC^
in g und durch die konjugierte Involution U V . H f in h.

Ftir alle Polarfelder dieses Bttschels ist Cf die Polare des

Punktes 6
T
( 192 *&amp;gt; und die in G H durch diesen Buschel be-

stimmte Hauptinvolution ist gegeben^
134) durch das Punkt-

paar GH und die Punkte A und

B, in denen G H von der gemein-
samen Polare C f und der G H
zugeordneten Gerade C^ fj ge-
schnitten wird. Diese Haupt
involution ist, wie wir sehen,
identisch mit der diagonalen In-

volution( l35a)
,

die den in g und h
/G /A

gegebenen adjungierten In-

volutionen zugeordnet ist. Da nun
diese Hauptinvolution dem Polar-

felde k~ adjungiert ist^
214

*^ so ist, mit andern Worten, die

den gegebenen Involutionen g- und A 2
zugeordnete diagonale

Involution GH.AB unserm Polarfelde adjungiert. Jedem
Polarfelde also, dem die gegebenen Involutionen g

2 und A 2

adjungiert sind, ist auch die diagonale Involution u 2
adjungiert:

Sind zwei Involutionen einem Polarfelde adjungiert, so

ist auch Hire diagonale Involution dem Polarfelde adjungiert.

Zusatz. Haben die beiden Involutionen g- und A 2

Ordnungspunkte, so sind diese konjugierte Punkte des Polar-

feldes(214
). Da in diesem Falle auch die diagonale Involu

tion Ordnungspunkte hat(137
),

so sind auch diese zwei kon

jugierte Punkte von k*. Unser Satz ist also(133A ) eine

Verallgemeinerung des Hesseschen^96
).

sis 218. Buschel adjungierter Involutionen. Es sei k~

ein Polarfeld, dem die Involution g- konjugiert und die In

volution a 2

adjungiert sei. Ist g~ = C C^ . U G, so erhalten

wir durch die Zuweisung (C U) die komponierende Involution

C U . C
1

6r( 166 ) von g~. Diese ist unserm Polarfelde adjun-

giert
(2l4

i&amp;gt;,

weil ihm g- konjugiert ist. Aufserdem ist dem
Polarfelde k- die Involution a 2

adjungiert. Mithin giebt es

noch eine Involution, die k 2
adjungiert ist: die diagonale

Involution von CU.C^G und a 2
^217 ). Ist C der Schnitt-
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punkt der Trager g und a und die adjungierte Involution

a* = CT . O r, so 1st T U die Diagonale der Gegenseiten
C U . C G und a&quot;

2

,
und mithin der Trager der unserm Polar-

felde adjungierten Involution, die bestimmt istf
134) durch das

Punktpaar U f und die beiden Punkte f
t
und H, in denen

T U von O C und V G geschnitten wird. Durehlauft U
den Trager g, so dafs uns durch C U . C G die samtlichen

komponierenden Involutionen von g
2

dargestellt werden^1662
),

so beschreibt f
( U) einen Strahlenbtischel erster Ordnung ;

in jedem Strahle r (U) dieses Biischels liefert die diagonale
Involution eine deni Polarfelde k~ adjungierte Involution.

Da k2 ein beliebiges der Polarfelder ist, denen g
2

konjugiert
und a2

adjungiert ist, so haben wir den

Lehrsatz: Alle Polarfelder,
denen eine gegebene Punkt-

involution g
2

konjugiert und
eine zweite gegebene Punkt-

involution a2
adjungiert ist,

haben noch unendlich viele

adjungierte Punktinvolutionen

gemeinsam. Die Trager dieser

adjungierten Punktinvolu

tionen bilden einen Strahlen-

buschel erster Ordnung, dessen

Mittelpunkt f derjenige Punkt
von a ist, der dem Schnitt-

punkte C der Trager g und
a in der adjungierten Punkt-

involution a2
homolog ist.

Lehrsatz : Alle Polarfelder,
denen eine gegebene Strahlen-

involution G2
konjugiert und

eine zweite gegebene Strahlen-

involution A2
adjungiert ist,

haben noch unendlich viele

adjungierte Strahleninvolu-

tionen gemeinsam. DieMittel-

punkte dieser adjungierten
Strahleninvolutionen bilden

eine Punktreihe erster Ord

nung, deren Trager y der

jenige Strahl von A
ist, der

der Verbindungslinie c der

Mittelpunkte G und A in

der adjungierten Strahlenin-

volution A 2
homolog ist.

219. Der Trager der zweiten konjugierten Involu- 219

tion. Ein Polarfeld k2 induziert in jeder Gerade a eine

konjugierte Involution(93)
;

ein zweites Polarfeld k 2
erzeugt

in der Gerade a ebenfalls eine konjugierte Involution; die

aus diesen beiden konjugierten Involutionen resultierende

ist den beiden Polarfeldern k2 und k 2
adjungiert

(214i)
. Wenn

die beiden konjugierten Involutionen von a nicht identisch

sind, so ist die resultierende immer bestimmt(162
).

1. Lehrsatz: Durch zwei

Polarfelder ist in jeder Ge-

1. Lehrsatz: Durch zwei

Polarfelder ist in jedem
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rade, die nicht der Trager
einer beiden Feldern gemein-
sam konjugierten Punktin-
volution 1st, eine den beiden
Feldern gemeinsam adjun-
gierte Punktinvolution be-

stimmt.

Punkte, der nicht der Mittel-

punkt einer beiden Feldern

gemeinsam konjugierten
Strahleninvolution ist

,
eine

den beiden Feldern gemein
sam adjungierte Strahlenin

volution bestimmt.

Wir betrachten jetzt wieder, wie in Nr. 218, solche

Polarfelder, die eine konjugierte Involution g
2 und eine ad

jungierte Involution a2
gemeinsam haben. Sind k2 und k 2

irgend zwei dieser Felder, so rnussen sie, weil sie die kon
jugierte Involution g

2
gemeinsam haben, noch eine zweite

Involution h2
gemeinsam haben^ 191

^. Sie gehoren also dem
durch die Gegenseiten (gli) bestimmten Btischel von Polar-
feldern an. Da jede Hauptinvolution des Buschels^194^ den
beiden Polarfeldern k2 und k^ adjungiert ist, so mufs die

Hauptinvolution von a mit der gegebenen adjungierten In
volution a2

zusammenfallen; weil aber jede Gerade von g
und h in zwei homologen Punkten ihrer Hauptinvolution
geschnitten wird&amp;lt;

134
),

so wird der Trager a von g und h in

zwei homologen Punkten C und f der in a gegebenen ad

jungierten Involution geschnitten. Sind g
2 und a 2

gegeben,
so ist damit der Schnittpunkt C von g und a und dadurch
auch der dem Punkte C hoinologe Punkt f von a2

gegeben.
Die Gerade h geht also, welches Polarfeld wir auch wahlen,
immer durch den Punkt f:

2. Haben zwei Polarfelder
eine konjugierte Strahleninvolu

tion G2 und eine adjungierte
Strahleninvolution A2

gemein-

sam, so liegt der Mittelpunkt
H der zweiten gemeinsam kon

jugierten Involution auf dem
Strahle y von A, der der Ver-

bindungslinie c von G und A
in der gegebenen adjungierten
Involution A2

homolog ist.

2. Haben zwei Polarfelder
eine konjugierte Punktinvolution

g
2 und eine adjungierte Punkt

involution a2

gemeinsam, so

geht der Trager h der zweiten

gemtinsam konjugierten Involu

tion durch den Punkt f von

a, der dem Schnittpunkte C
von g und a in der gegebenen

adjungierten Involution a2 homo-

log ist.

220 220. Bestimmung- eines Biisehels von Polarfeldern
durch eine konjugierte und zwei adjungierte Involu-
tionen. Alle Polarfelder, die eine gemeinsam konjugierte
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Involution g
2 und eine gemeinsam adjungierte Involution a2

haben, haben nach Nr. 218 in jedem Strahle des Punktes

T, der dem Schnittpunkt C von g und a in a2
homolog ist,

eine gemeinsam adjungierte Involution. Wahlen wir unter

diesen Polarfeldern diejenigen aus, die uberdies noch eine zweite

adjungierte Involution b2
gemeinsam haben, so gehoren diese,

wie wir zeigen wollen, einem Biischel von Polarfeldern an.

Entspricht dem Schnittpunkte D (Fig. 136) der Trager

g und b in der adjungierten Involution b2 der Punkt A, so

ist die Verbindungslinie h der Punkte f und A der Trager
einer alien Polarfeldern gemeinsam konjugierten Involution.

Schneidet namlich h den Trager g in 7, so ist, wie wir&amp;lt;
218

&amp;gt;

sahen, alien Polarfeldern, die die kon-

jugierte Involution g
2 und die adjungierte

Involution a2
gemeinsam haben, in dem

Trager h eine Involution adjungiert, die

bestimmt ist als diagonale Involution

von C U . C, G und a2
. Von ihr sind

also U und f zwei homologe Punkte^135-^
;

in einem weitern Punktpaare wird f U
geschnitten von den zwei Geraden, die

(^ und G mit irgend zwei homologen
Punkten von a2 verbinden( 133)

. Die

in h liegende adjungierte Involution fur

die Polarfelder, denen g
2
konjugiert und Gl

b2
adjungiert ist, ergiebt sich in ahn-

licher Weise durch das Punktpaar U A

und die beiden Punkte, in denen h von zwei Geraden ge
schnitten wird, die Z&amp;gt; und G mit irgend zwei einander

homologen Punkten von b2 verbinden. Die Polarfelder also,

denen g
2

konjugiert, und a2 und gleichzeitig b2
adjungiert

sind, haben in h zwei adjungierte Involutionen gemeinsam;
die aus diesen adjungierten Involutionen resultierende ist

daher alien Polarfeldern konjugiert
(214 l Weil der Inbegriff

der Polarfelder, denen zwei gegebene Involutionen konjugiert

sind, ein Biischel von Polarfeldern heifst(I92i)
,
so konnen wir

das Ergebnis so aussprechen:

&amp;gt;/

Fig. 136.

1. Durch eine konjugierte
und zwei adjungierte Punktin-

volutionen ist ein Hiischel von

Polarfeldern bestimmt.

1. Durch eine konjugierte
und zwei adjungierte Strahlen-

involutionen ist eine Schar von

Polarfeldern bestimmt.
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Hieraus
folgt&amp;lt;

216
&amp;gt;:

2. Durch eine konjugierte
und drei adjungierte Punkt-

involutionen ist ein Polarfeld
bestimmt.

2. Durch eine konjugierte
und drei adjungierte Strahlen-

involutionen ist ein Polarfeld
bestimmt.

Anmerkung. Ftir den Fall, dafs alle vier Involutionen

Ordnungspunkte haben, heifst z. B. der zweite Satz:

Durch zwei Punkte und
drei Paar konjugierte Punkte
ist eine krurame Punktreihe

bestimmt.

Durch zwei Strahlen und
drei Paar konjugierte Strahlen

ist ein krummer Strahlen-

bttschel bestimmt.

221 221. Sehnittpunkt dreier Chordalen. Aus Nr. 219
lafst sich ein weiterer wichtiger Satz folgern. Haben
zwei Polarfelder k2 und & 2 eine gemeinsam konjugierte
Punktinvolution #

2
,

so haben sie noch eine zweite gemeinsam
konjugierte Punktinvolution A2 ^ 91

^; k 2 und k^ gehoren also

dem durch die Gegenseiten (g h) bestimmten Btischel von
Polarfeldern an. Ist &

2
2

irgend ein drittes Polarfeld, das
dem Btischel (g h) nicht angehort, dem aber g

2
konjugiert ist,

so haben k- und&
2
2 ebenfalls noch eine zweite konjugierte

Punktinvolution a 2
gemeinsam. Schneidet a die Trager g

und h in C und
l~,

so mufs die Involution a 2
,
weil sie dem

Polarfelde k 2
konjugiert ist, eine komponierende der in

C r = a durch den Btischel (g h) bestimmten Hauptinvolution
sein (i942 ) Diese Hauptinvolution ist also dem Polarfelde k 2

und mithin auch &
2
2

adjungiert. Sie ist aber auch dem
Polarfelde &

x

2
,
weil dieses dem Buschel (g h) angehort, ad-

jungiert^
194

*). Den drei Polarfeldern ist also die Haupt
involution von C r = a adjungiert und die Involution g

2

konjugiert; es geht daher^219^ der Trager der konjugierten
Involution 6 2

,
die k^- und k,2

- aufser g* gemeinsam haben,
durch l~:

Haben drei Polarfelder die

konjugierte Punktinvolution g
2

gemeinsam, so gelien die Trager
der drei konjugierten Punkt-

involutionen, welche je zwei von

ihnen aufser g
2

gemeinsam
haben, durch einen Punkt.

Haben drei Polarfelder die

konjugierte Strahleninvolution

G 2
gemeinsam, so liegen die

Mittelpunkte der drei konjugier
ten Strahleninvolutionen, welche

je zwei von ihnen aufser G 2

ge
meinsam haben

,
in einer Gerade*
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Anmerkung. Haben die samtlichen vier konjugierten A

Involutionen Ordnungspunkte, so heifst der Satz:

Von drei Kurven. die durch

zwei Punkte K und K^ gehen,
schneiden sich je zwei aufser

in K und K^ noch in zwei

Punkten
;

die Verbindungs-
linien dieser drei Punktpaare

gehen durch einen Punkt.

Von drei Kurven, die zwei

Tangenten k und
&, gemein-

sam haben, haben je zwei

aufser k und k noch zwei

Tangenten gemeinsam; die

Schnittpunkte dieser dreiTan-

gentenpaare liegen in einer

Gerade.

Je zwei Kreise haben eine konjugierte Involution ge

meinsam, namlich die zirkulare Involution der unendlich

fernen Gerade ( 131s
); wir konnen also unsern Satz auf drei

beliebige Kreise anwenden. Dadurch erhalten wir den aus

der Planimetrie bekannten Satz, dafs die Chordalen dreier

Kreise durch einen Punkt gehen.

20. Zwei Polarfelder.

222. Die durch zwei konjug-ierte Punktinvolutionen 222

und einen Ordnung-sstrahl bestimmten Polarfelder.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, von der zwei konjugierte
Punktinvolutionen g

2 und h2 und

eine Tangente a gegeben sind.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, von der zwei konjugierte
Stralileninvolutionen G 2 und H 2

und ein Punkt A gegeben sind.

Analysis: Weil fur die Kurve die beiden konjugierten
Involutionen g~ und A 2

gegeben sind, so gehort sie dem
durch (g h) bestimmten Buschel von Polarfeldern an. Dieser

bestimmt in der Gerade a eine Hauptinvolution und alle

Kurven, die die Gerade a schneiden, schneiden sie in homo-

logen Punkten der Hauptinvolution
(194 oder 204)

. Da die ge-
suchte Kurve die Gerade a beriihren soil, so mufs die

Hauptinvolution von a, wenn die Aufgabe losbar sein soil,

Ordnungspunkte haben. Sind diese E und E^ so gentigt

jede der beiden Kurven des Buschels, welche durch E oder

E^ geht, den Bedingungen der Aufgabe. Die Aufgabe
hat keine oder zwei Losungen.

Konstruktion : Wird die gegebene Tangente a von den

Tragern der gegebenen Involutionen g
2 und h2 und von der
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diesen zugeordneten Diagonale u in CT A (Fig. 137) und von
der Verbindungslinie der homologen Punkte C

t
und

l~,
in

A geschnitten, so ist C f . A A die Hauptinvolution von a( l35 ).

Vermittelst der (in der Figur nur zur Halfte gezeichneten)
Htilfskreise bestimmen wir* 189^ die Ordnungspunkte E und E

l

dieser Hauptinvolution. Da E der Pol von a istf
87 z*}

,
so ist

&amp;lt;?j

E die Polare von C und sclmeidet die Diagonale w( 192 )

in dem Pole 6r von g. Wir erhalten daher^98^ die Kurve,
wenn wir die Involution g

1 aus E und dem Punkte L
projizieren, der von E durch G

i
und C

x
harmonisch getrennt

Fig. 137.

ist. - - Fur die Ausfiihrung der Konstruktion ist eine Be-

nutzung der Figur 126 in Nr. 202 zu empfehlen; aus ihr

ergiebt sich, nachdem E und E
{ gefunden sind, eine hin-

reichend grofse Zahl von Bestimiiiungsstiicken, um den Lauf
der Kurve zu erkennen (vgl. Fig. 137).

A Anmerkung. Fur den Fall, dafs g
2 und h2

Ordnungs
punkte haben, lafst sich die Aufgabe auch so fassen:

Durch vier Punkte eine Durch einen Punkt eine

Kurve zu legen, die eine ge-

gebene Gerade berlihrt.

Kurve zu legen, die vier ge-

gebene Geraden beruhrt.
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Zusatz*

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, von dem eine kon-

jugierte Punktinvolution h2 und eine Tangente a gegeben ist.

Diese Aufgabe ist mit der eben gelosten identisch, da

fur den Kreis als weiteres Bestimmungsstuck die zirkulare

Involution der uneigentlichen Gerade (die wir durch g* be-

zeichnen wollen) hmzukommt^ 131 ^. Die Diagonale u ist jetzt

(vgl. 132
t )

das im Fluchtpunktf
138) H auf /* errichtete Lot

(Fig. 138). Bezeichnen wir wieder die Punkte, in denen

die gegebene Tangente a von g h u geschnitten wird, durch

C f A, so ist die Verbin-

dungslinie der homologen
Punkte G! und f das von ^
f auf a gefallte Lotf 112

*).

Nennen wir seinen Fufs-

punkt A, so ist von der

Hauptinvolution C f . A A

der Punkt T der Flucht-

punkt, weil er dem un

eigentlichen Punkte G
homolog ist. Wir konnen
daher die Ordnungspunkte E und E auch nach Nr. 138

finden, indem wir die mittlere Proportionale zu f A und
T A zeichnen. Die Gerade, welche E mit C

t verbindet, d. h.

das in E auf der Tangente a errichtete Lot, schneidet dann
die Diagonale u im Pole G

t
von g, d. h. im Mittelpunkte

(114^

des gesuchten Kreises; der um 6r mit dem Radius G E
geschlagene Kreis ist also der verlangte.

2. Da A A F
1
H (Fig. 138) die Ecken eines Kreisvierecks

sind, so ist nach einem planimetrischen Satze f A . f A
= f H . r T

1
. Hat nun die gegebene Involution h2 die Ord

nungspunkte K und KU so dafs HK = H K und
so haben wir unter Beriick-

Fig. 138.

sichtigung des Vorzeichens(41)
:

(
r H

= rK .
(
r H+ HKI )

= r K . r ^ .

Unsere Konstruktion fuhrt also fiir den besondern Fall,
dafs die Involution h2 die Ordnungspunkte K und K hat,
auf die aus der Planimetrie bekannte Lbsung der Aufgabe:

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 18
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Einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei gegebene Punkte

K und K geht und eine gegebene Gerade a beriihrt.

223. Die dureh eine konjugierte Punktinvolution,
eine konjugierte Strahleninvolution und einen Ord-

nungspunkt bestimmten Polarfelder.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen., von der eine Tangente

1,
eine konjugierte Stralileninvo-

lution G2 und eine konjugierte
Punktinvolution a2 qeqeben ist.

Aufgabe: Eine Kurve zu

zeichnen, von der ein Punkt L,
eine konjugierte Punktinvolution

g
2 und eine konjugierte Strah-

leninvolution ($
2
gegeben ist.

1st fur die gesuchte Kurve 6r (Fig. 139) der Pol des

Tragers g und g die Polare des Mittelpunktes @ der ge-

gebenen Strahleninvolution, so ist der Schnittpunkt U von

q und a der Pol von G.(&. Die Polare von U, also 6^,u 3 1 1 /

mufs aber durch den dem Punkte U in g
2
homologen Punkt

G gehen, und weil der Pol von ($(/) = u in der Polare

von U liegt, so mufs dem Strahle u^ der Strahl (G) u

in ($
2
homolog sein. Daraus ergiebt sich, dafs wir in g

2

ein Paar homologe Punkte UG so zu bestimmen haben,
dafs (U) und (6r) gleich-

zeitig ein Paar homologe
Strahlen u u von 2 bilden.

Wir haben daher die Punkt

involution, welche die Strahlen

involution 2 in dem Trager g
ausschneidet, mit der in g ge-

gebenen konjugierten Punkt
involution g

2 zu einer re-

sultierenden zusammen-

zusetzen; die Ordnungspunkte
U und G dieser resultierenden

erfullen die verlangte Be-

dingung(
161

^. Hat die re-

sultierende keine Ordnungspunkte, so hat die Aufgabe keine

Losung.
Nehmen wir an, U und G seien zwei Punkte der ver-

langten Art, so dafs gleichzeitig U und G zwei homologe
Punkte von g

2 und (&(G) = u und (SJ(7) = M
1
zwei homo

loge Strahlen von 2
sind; dann mufs fur die verlangte

Kurve u die Polare von U oder w
t

die Polare von G sein.

Fig. 139.
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Wir verfolgen den ersten Fall. Fiir die Kurve, fur welche

() = u (Fig. 139) die Polare von U 1st, mufs der von
dem gegebenen Punkte L durch U und u harmonisch ge-
trennte Punkt .L, ein zweiter Punkt sein. Unsere Kurve

gehort daher dem Biischel an, welches bestimmt ist durch
die Involution g* und die durch die Ordnungspunkte L und
Z in L U=h bestimmte Involution A 2

.

Fiir samtliche Polarfelder dieses Buschels liegen die

Pole irgend eines Strahles e von in einer Polkurve e^m\

Schneidet diese den homologen Strahl e
l
von ($

2 in E und
E

iy
so sind fur die beiden Kurven des Buschels, fur welche

E oder E der Pol von e ist, die Bedingungen der Aufgabe
erfullt.

Als Strahl e von wahlen wir die Verbindungslinie
@ L, welche g in C schneiden moge. Ist dann C der dem
Punkte C in g

2
homologe Punkt, so liegen die Pole der

Gerade e = CL in einer Polkurve
,

die bestimmt istf
195 z

&amp;gt;)

durch die drei Punkte C L U und den Schnittpunkt der

Tangenten in C und L. Schneidet der dem Strahle e in
2
homologe Strahl e die Trager g und h und die Polare

(?!
Z(86 z

i&amp;gt; von in 7&amp;gt; A A, so ist die durch die Polkurve
e * in e

t
bestimmte Involution A.D A^&quot;i). In unserer Figur

hat die Involution die Ordnungspunkte E und J^ . Wir haben
also noch die Kurve zu zeichnen, fur welche E (oder E^}
der Pol von e ist; fur diese ist die Polare von C die Ver

bindungslinie Q E. Schneidet diese die Gerade u in G^
so ist die durch die Zuweisung (G G ) bestimmte Kurve des
Buschels (g h) die verlangte.

- - Die Aufgabe hat entweder

keine, zwei oder vier Losungen.

Anmerkung. Fiir den Fall, dafs g
2
Ordnungspunkte und A

2
Ordnungsstrahlen hat, lafst sich die Aufgabe auch so

fassen :

1. Durch drei Punkte eine

Kurve zu legen, die zwei ge-

gebene Geraden beruhrt.

1. Durch zwei Punkte eine

Kurve zu legen, die drei ge-

gebene Geraden beruhrt.

Fiir den besondern Fall, dafs die gegebene Strahlen-

involution zirkular^112 )
ist, kann man die Aufgabe auch so

2. Eine Kurve zu zeichnen,
fiir die eine Tangente, eine

18*

2. Eine Kurve zu zeichnen,
fur die ein Punkt, eine
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konjugierte Punktinvolution

und ein Brennpunkt gegeben
1st.

konjugierte Punktinvolution

und ein Brennpunkt gegeben
ist.

Zusatz*

1. Aufgabe: Einen Kreis zu zeiclmen, von dem eine kon

jugierte Strahleninvolution
2 und ein Punkt L gegeben ist.

Bezeichnen wir wieder 222 /J ) die zirkulare Involution der

uneigentlichen Gerade durch #
2

,
so sind, wie wir bei der

allgemeinen Losung gesehen haben, zunachst die beiden

homologen Strahlen von 2 zu bestimmen, die die uneigent-

liche Gerade in zwei homologen Punkten der zirkularen In

volution schneiden, mit andern Worten: Es sind die beiden

\ ID

r

Fig. 140.

homologen Strahlen von 2 zu bestimmen, die aufeinander

senkrecht stehen. Diese beiden Strahlen, die immer vor-

handen sind(113\ bezeichnen wir durch
t^und u^ (Fig. 140)

und ihre uneigentlichen Punkte durch G und U. Da fur

den gesuchten Kreis u die Polare von U oder u die Polare

von G sein mufs, so haben wir fiir den ersten Fall den

von L durch U und u harmonisch getrennten Punkt L
iy

fur den zweiten den von L durch G und u harmonisch
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getrennten Punkt X
2
zu zeichnen, d. L, nach planimetrischem

Sprachgebrauch ,
die Gegenpunkte von L in Bezug auf u

und ?, . Wir verfolgen zunachst den ersten Fall. Schneidet

die Gerade ($ L = e die uneigentliche Gerade in C, so geht
das in L auf e errichtete Lot durch C^ und die der Gerade
e zugeordnete Polkurve e^ ist bestimmt durch die uneigent-
lichen Punkte C^ und

7, den eigentlichen Punkt L und den

Schnittpunkt der Tangenten in L und Cr Schneidet nun
der dem Strahle e in @2

homologe Strahl e die Seiten des

Kurvendreiecks L C U in A D A, so ist .4 . D A die von

0J
2 in 0J bestimmte konjugierte Involution. Es ergiebt sich

fur den zweiten Fall, wenn wir noch den Schnittpunkt von
L L

z
und

tfj
durch A bezeichnen, dafs die Polkurve e^

*
in

e die konjugierte Involution A . D L bestimmt. Da nun
($ A . A A ein elliptischer Wurf(112 ) und Z&amp;gt; der uneigentliche
Punkt ist, so ist einer von den beiden Wiirfen A . D A
und & A . D L elliptisch, der andere hyperbolisch ;

unsere

Aufgabe hat also stets zwei Losungen. Ist, wie in unserer

Figur, @ A . D A der hyperbolische Wurf, so lassen sich die

Ordnungspunkte E und E
1 finden, indem wir die mittlere

Proportionale zu A A und A ($ zeichnen. Das von E (oder E^
auf e gefallte Lot triift dann, weil es die Polare des (un-

eigentlichen) Punktes C ist, u in dem Mittelpunkte G
l

(oder G^ )
des gesuchten Kreises.

2. Hat die Strahleninvolution @2 die Ordnungsstrahlen k

und k
} (Fig. 140), so sind die homologen Strahlen u und u

I7

welche aufeinander senkrecht stehen, die Halbierungslinien
der von k und k gebildeten WinkeU 113 z \ Wahlt man in

diesem Falle zur Bestimmung des Punktes E nicht den Strahl

(L) = e und seinen homologen ev sondern einen Ordnungs-
strahl z. B. k, welcher L L und die uneigentliche Gerade
in B und B schneiden moge, so hat man von dem Punkte
B
15

der von B durch L und L^ harmonisch getrennt ist,

auf k das Lot B
1
A zu fallen, um die der Polkurve kon

jugierte
(195)

Hauptinvolution
(134 &amp;gt; A . B B zu erhalten. Um

die Ordnungspunkte dieser Involution zu finden, hat man,
weil B der Fluchtpunkt ist, die mittlere Proportionale von
B ($ und B A zu zeichnen. Auf dieselbe Weise wie in

Nr. 222 Z
2

lafst sich zeigen, dafs diese identisch ist mit

der mittleren Proportionale von B L und B Lv so dafs wir

auch hier zu der aus der Planimetrie bekannten Losung der
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Aufgabe gelangen: Einen Kreis zu zeichnen, der zwei

gegebene Geraden beriihrt und durch einen gegebenen
Punkt geht.

224 224. Die zwei Polarfeldern g-emeinsam adjungierten
Involutionen. Sind uns zwei Polarfelder k^ und &

2
2

ge-

geben, so konnen wir zu jedem Punkte A die Polare a
l

fiir k^ und die Polare a
2

fiir &
2
2 zeichnen. Der Schnittpunkt

A^ von a und a
2

ist dem Punkte A fiir beide Polarfelder

konjugiert
t 184 ). Bewegt sich der Punkt A in einer Gerade

e, so beschreibt a einen geraden Strahlenbiischel, dessen

Mittelpunkt Ev
der Pol von e fiir &/

2

ist, und
2

einen

Strahlenbiischel, dessen Mittelpunkt E.2 der Pol von e fiir

&
2

2
ist. Da diese beiden Strahlenbiischel projektiv auf ^4.(

183&)

und daher auch projektiv aufeinander bezogen sind, so liegen

die Schnittpunkte A der homologen Strahlen a^ und a
2

in

einer der Gerade e zugeordneten Kurve e^-. Schneiden die

Polaren a, und a
2 (Fig. 141) die Gerade e in B und C, so

dafs A und B zwei fiir k^ konjugierte Punkte von e sind,

so geht die Polare c
2
von C fiir &

2

2
,

weil C der Schnitt

punkt von e und a
2 ist, durch E

2
und A Die Polare c^

von C geht durch E
l
und schneidet e^

2

in dem dem Punkte C fiir beide Kurven

konjugierten Punkte C
t
und die Gerade

e in dem dem Punkte C fiir ^ 2 kon

jugierten Punkte D. Die dem Polar-

^ z&amp;gt; f ^ ^elde
^&quot;

^onJu^erte Involution von e

ist daher yl-B. (7Z^; da A B und (7Z^

die Punktpaare sind, in denen zwei

Paar Gegenseiten des Vierecks E
i E.2 A1

C
i

der Kurve e^
die Gerade e schneiden, so ist die Involution A B . CD der

Kurve e* adjungiert^H In derselben Weise lafst sich

zeigen, dafs die Involution von e, welche dem Polarfelde &
2
2

konjugiert ist, der Kurve ef adjungiert ist. Die der Kurve

e,
2
konjugierte Involution von e ist daher die resultierende(2l43)

aus den beiden in e liegenden Involutionen, welche den

Polarfeldern k* und &
2
2

konjugiert sind. Wir fassen das

Vorstehende zusammen in dem

Lehrsatz: Zwei Polarfelder
k

x

2 und k
2
2 bestimmen in jeder

Gerade e eine gemeinsam ad-

Lehrsatz: Zwei Polarfelder
k

1

2 und k
2

2 bestimmen in

jedem Punkte E eine gemeinsam



20. Zwei Polarfelder. Nr. 224226. 279

jungierte Involution. Diese ist

konjugiert der der Gerade e

zugeordneten Kurve e^-, welclie

die den Punkten A von e fur
beide Polarfelder gerneinsam

konjugierten Punkte A
i

enthalt.

adjungierte Involution. Diese

ist konjugiert dem dem Punkte

E zugeordneten krummen
Strahlenbuschel E

J

2
, welcher

die den Stralden a von E fur
beide Polarfelder gemeinsam

konjugierten Geraden &^ enthalt.

225. Hauptpunkte. Ist / erne zweite beliebige Gerade 225

und /i
2 die ihr zugeordnete Kurve, welche die den Punkten

von / fiir beide Polarfelder gleichzeitig konjugierten Punkte

enthalt, so miissen die beiden Kurven e^ und J\- durch den

Punkt M gehen, der dem Schnittpunkte M von e und /
fur beide Polarfelder konjugiert ist. Daher schneiden sich

j

2 und /1

2 noch in einem zweiten Punkte Aln ). Da U
sowohl in e

2
als in /j

2
liegt, so mufs es sowohl in e als

in f einen von M verschiedenen Punkt geben, der dem
Punkte U fur beide Polarfelder konjugiert ist. Die Ver-

bindungslinie u dieser beiden Punkte S und S
1

ist daher

die Polare des Punktes U sowohl fur k^ wie fur &
2
2(I84s)

;

mit andern Worten: die Polaren des Punktes U fur k^- und

&
2

2 fallen in u zusammen. Eineu solchen Punkt
/,

dessen

Polaren fiir beide Polarfelder zusammenfallen, nennen wir

einen Hauptpunkt der beiden Felder. - - Weil die durch die

Ordnungspunkte M und U in der Verbindungslinie M1
U

bestimmte Involution beiden Kurven e^~ und/j
2
konjugiert

ist, so haben diese noch eine konjugierte Involution gemein-
sam^ 191 ^. Hat diese die Ordnungspunkte V und W, so gilt

fitr sie, da sie ebenfalls Schnittpunkte von e^ und /
2
sind,

dasselbe wie fiir U.

Lehrsatz: Zwei Polarfelder

k - und k
2

- bestimmen min-

destens einen und hochstens

drei (Haupt-)Punkte ,
deren

Polaren zusammenfallen.

Lehrsatz: Zwei Polarfelder

k^ und &
2

2 bestimmen min-

destens einen und hochstens

drei (Haupt-)Strahlen, deren

Pole zusammenfallen.

226. Hauptg-eraden. Die den Geraden e und / zu- 225

geordneten Kurven e- und f^ haben, wie wir eben schon

sahen, aufser den Schnittpunkten M^ und U noch eine ge
meinsam konjugierte Punktinvolution. Es lafst sich zeigen,

dafs der Trager dieser gemeinsam konjugierten Involution

die Gerade u ist, in welcher die Polaren des Punktes U zu-
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Fig 142.

gammenfallen. Die Polaren des Punktes 5 (Fig. 142), in

dem e von u geschnitten wird, gehen beide durch Z7; ist

daher dem Punkte U fiir k^ und k^- konjugiert; ebenso
ist dem Schnittpunkte M von e und / fiir beide Felder der
Punkt M

1 konjugiert; wir konnen daher(% ) noch zwei Punkte

finden, die einander fiir beide Felder

konjugiert sind: Der Schnittpunkt X
von e = M S und M

l
U ist dem

Schnittpunkte X^ von M U und M^ S
konjugiert. Die Polare des Punktes
X fiir k^- ist daher die Gerade,
welche den Pol E

l
von e fiir ^ - mit

X verbindet. Schneidet diese Polare
die Gerade u in Y, so ist die Polare
von Y die Verbindungslinie X U,
welche u in dem dem Punkte Y fiir

k^ konjugierten Punkte Z schneidet. Ferner ist fiir k^- die
Polare des Punktes

-S, des Schnittpunktes von e und w, die

Verbindungslinie E^ U, die u in dem dem Punkte S fttr k^
konjugierten Punkte T schneidet. Die durch k^ in u in-

duzierte konjugierte Involution ist also ST. Y Z. Dies sind
aber die Punkte, in denen zwei Paar Gegenseiten des Vier-
ecks U MI X} EI der Kurve e^- die Gerade u schneiden.
Die dem Polarfelde k^ in u konjugierte Involution ist

also(169
&amp;gt; der Kurve e^ adjungiert. In derselben Weise lafst

sich zeigen, dafs auch die dem Polarfelde &
2

2
in der Haupt-

gerade u konjugierte Involution der Kurve e^ adjungiert
ist. Die der Kurve e

l

-
in u konjugierte Involution ist da-

her(214 ) die resultierende aus den beiden Involutionen, welche
den Polarfeldern A,

2 und k^
- m u konjugiert sind. Da diese

resultierende Involution von der Wahl der Gerade e un-

abhangig ist, so ist sie dieselbe fiir alle Kurven 2.

1. Die gemeinsam adjun-
gierte Punktinvolution, welche
die beiden Polarfelder k^
und &

2

2
in der Hauptgerade

u bestimmen^224
), ist jeder

Kurve e^ konjugiert, welche
die den Punkten A einer

beliebigen Gerade e fur beide
Polarfelder gemeinsam kon-

1. Die gemeinsam adjun-

gierte Strahleninvolution,
welche die beiden Polarfelder

A;
1

2 und &
2
2

in dem Haupt-
punkte U bestimmen, ist

jedem krummen Strahlen-

biischel E^- konjugiert, wel-

cher die den Strahlen a eines

beliebigen Punktes E fiir
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jugierten Punkte A. ent-

halt.

2. Die Punkte A
3 ,

ivelche

beide Polarfelder gemeinsam
konjugierten Strahlen a ent-

halt. -

Da jede Gerade e die Hauptgerade u schneidet und die

Polaren dieses Schnittpunktes flir k^ und &
2
2 beide durch

den Pol U von u gehen, so schneiden sich samtliche Kurven

&amp;lt;?j

2
in U. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit Nr. 224:

2. Die Geraden a
17

welche

den Strahlen a eines beliebigen
Punktes E fitr zwei Polarfelder
k

3

2 und k
2
2
gemeinsam konju-

giert sind, bilden einen krummen
Strahlenbiischel E

1

2
,

C?*T &g-

stimmt ist durch die Gerade
u imr/ diejenigen Involutionen

des Punktes E und des Haupt-
punktes U, welche den beiden

Polarfeldern k
a

2 und k
2

2
(70-

meinsam adjungiert sind.

Zusatz. Hat die den beiden Polarfeldern k^ und &.
2

2

gemeinsam adjungierte Involution der Hauptgerade u die

Ordnungspunkte V und TF, so gehen nach dem eben be-

wiesenen Satze samtliche Kurven e
1

2 durch V und TF;

gleichzeitig sind F und IF einander sowohl ftir A;
3

2 wie
fiir A-

2

2
konjugiertC

61
^. Die Polaren von F und W fur

beide Polarfelder fallen daher ebenfalls zusammen und zwar
in v = UW und w = UV.

den Punkten A giwer beliebigen
Gerade e /wr ^w?^^ Polarfelder
k 2 wwcZ k

2

2
gemeinsam kon-

jugiert sind, liegen in einer

Kurve
Cj

2

,
rf^e bestimmt ist

durch den Hauptpunkt U und

diejenigen Involutionen der Ge
rade e und der Hauptgerade
u, welche den beiden Polar

feldern kj
- und k

2
~

gemeinsam

adjungiert sind.

Bestimmen zwei Polarfelder

k
t

2 und &
2

2
drei Hauptpunkte,

so sind diese die Ecken eines

beiden Polarfeldern gemein-
samen Poldreiecks (184s)

.

Bestimmen zwei Polarfelder

&j
- und k.2

2 drei Hauptgeraden,
so sind diese die Seiten eines

beiden Polarfeldern gemein-
samen Poldreiecks.

227. Die komponierenden Strahleninvolutionen der 22;

Hauptpunkte. Projiziert man aus dem Hauptpunkte U die

den beiden Polarfeldern k^ und &
2
2
gemeinsam adjungierten

Involutionen von e und M, so erhalt man in U zwei Strahlen-

involutionen, die sich zu einer resultierenden zusammensetzen.

Diese resultierende Strahleninvolution von U schneidet, weil

die adjungierten Involutionen von e und u der Kurve e^
konjugiert sind^226^, die Kurve ^

2
in Punktpaaren einer
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krummen Involution, deren Zentrum der Schnittpunkt S

(Fig. 142) von e und u istf
168

). Von dieser krummen In

volution haben wir in Nr. 226 das Punktpaar M l
X ge-

zeichnet; die resultierende Involution von U kann also als

besiimintf16^ angesehen warden durcli die homologen Strahlen

U(Xl)M und U M und durch die Bedingung, dafs sie

eine komponierende ist der Involution, durch welche die

adjungierte Involution der Hauptgerade u aus U projiziert

wird. Ist nun / eine zweite Gerade, die e in M schneidet,
so ergiebt sich durch eine Wiederholung der eben angestellten

Betrachtungen, dafs die Strahleninvolutionen, durch welche

die adjungierten Involutionen von u und / aus U projiziert

werden, sich zu einer resultierenden zusammensetzen, von

der UM und UM
l

ebenfalls zwei homologe Strahlen sind

und die die Hauptgerade u in einer komponierenden der

in ihr liegenden adjungierten Involution schneidet.

Die adjungierten Involutionen von / und u erzeugen
also in U dieselbe^t68i) resultierende Involution wie die

adjungierten Involutionen von e und u- mit andern Worten:
Die drei adjungierten Involutionen von u e f werden
aus dem Hauptpunkte U durch komponierende Strahlen-

involutionen projiziert. Da/ als beliebige Gerade eingefuhrt
wurde^25

),
so ist damit bewiesen, dafs die den Polarfeldern

k - und k2

~

gcmeinsam adjungierten Involutionen samtlicher

Geraden aus dem Hauptpunkte U durch komponierende
Strahleninvolutionen projiziert werden. Fiir den Fall, dafs

die adjungierte Involution der Hauptgerade u die Ordnungs-

punkte V und W hat, lafst sich an die Stelle von U jeder
der Hauptpunkte V und W setzen. Wir haben daher den

Lehrsatz : Die samtlichen

Punktinvolutionen
,

welche
zwei Polarfeldern k

{

- und
k
t

2
gemeinsam adjungiert sind,

werden aus jedem Haupt
punkte durch komponierende
Strahleninvolutionen proji
ziert.

Lehrsatz : Die samtlichen

Strahleninvolutionen, welche

zwei Polarfeldern k^- und
&
2

2
gemeinsam adjungiert sind,

werden durch jede Haupt
gerade in komponierenden
Punktinvolutionen geschnitten.

22s 228. Die Ordmmg-sstrahlen eines Hauptpunktes.
Die komponierenden Strahleninvolutionen, durch welche die

beiden Feldern gemeinsam adjungierten Involutionen aus
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dem Hauptpunkte U prqjiziert werden(227
\ setzen sich zu

einer resultierenden zusammen, die wir die Hauptinvolution
von U nennen wollen. Nun sind die Ordnungspunkte der

adjungierten Involutionen einander fiir & 2 sowohl wie fur

&
2

-

konjugiertf-
14

*),
und da sie aus U durch zwei homologe

Strahlen der Hauptinvolution projiziert werden, so liegen
die Punkte A^ die den Punkten A eines Strahles a von
U gieichzeitig fur k

L

- und &
2

2

konjugiert sind, in einem

homologen Strahle a
1

der Hauptinvolution von U. Hat also

die Hauptinvolution von U zwei Ordnungsstralilen g und
7i,

so sind den Punkten A von g (oder h) die Punkte A von

g (oder h) fur beide Felder konjugiert, d. h. jede der Ge-

raden g und h ist Trager einer den beiden Feldern gemein-
sam konjugierten Involution. Die resultierende Haupt
involution liefs sich(227 ) als bestimmt ansehen durch das

Strahlenpaar U(MM^ und durch die Bedingung, dafs die

durch die adjungierte Involution von u in U induzierte

Strahleninvolution eine komponierende von ihr war. Ist

nun diese komponierende elliptisch, so hat die Hauptinvolu
tion von U zwei Ordnungsstrahlen g und 7i(

161
s). Hat aber

die komponierende Involution Ordnungsstrahlen, die adjun

gierte Involution von u also die Ordnungspunkte V und W,
so hat die Hauptinvolution von U nicht immer Ordnungs
strahlen. In diesem Falle sind U(V) und U(W) zwei

homologe Strahlen der Hauptinvolution von L7
( l(51

i),
so dafs

sie bestimmt ist durch U (V W . MM
r ).

Da von den Punkten

V und W dasselbe gilt wie von (7&amp;lt;

226 z
),

so ist die Haupt
involution von V bestimmt durch V(WU.MMl ) 7

die von

W durch W(UV.MMi). Von den drei Involutionen

V(VW.MM^ V(WU.MMl ) 1
W (U V . M M^\ welche

die Punkte M und M in den Ecken des Dreiseits uvw
bestimmen, hat aber mindestens eine Ordnungsstrahlen^

3^.

1. Lehrsatz: Zwei Polar

felder haben stets zwei konju-

gierte Punktinvolutionen gemein-
sam.

1. Lehrsatz: Zwei Polar

felder haben stets zwei konju-

gierte Strahleninvolutionen ge-

memsam.

Sehen wir die beiden konjugierten Punktinvolutionen,

die die Polarfelder k^ und &
2
2
gemeinsam haben, als Gegen-

seiten an, so konnen wir, weil zwei Gegenseiten einen

Btischel von Polarfeldern bestimmen^ 192
^, unsern Satz auch

so aussprechen:
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2. Durch zwei Polarfelder

1st ein Btischel von Polar-

feldern bestimmt.

2. Durch zwei Polarfelder

1st eine Schar von Polar-

feldern bestimmt.

z Zusatz. Sind drei Hauptpunkte U VW vorhanden und
hat jede Hauptinvolution dieser drei Punkte Ordnungsstrahlen,
so bilden diese sechs Ordnungsstrahlen die Gegenseiten
eines Vierecks 03^. Da, wie wir eben sahen, jeder

Ordnungsstrahl eines Hauptpunktes der Trager einer beiden

Feldern gemeinsam konjugierten Involution ist, so mufs der

Schnittpunkt z. B. eines Ordnutigsstrahles von U und eines

Ordnungsstrahles von V ein sich selbst konjugierter Punkt

sein; die Ecken des Vierecks sind also Ordnungspimkte der

in den Seiten liegenden Involutionen. Die Ordnungskurven
der Polarfelder k^ und &

2

2 haben daher in diesem Falle

vier Punkte gemeinsam.

229 229. Die zwei Polarfeldern gemeinsamen Strahlen-

involutionen. Dafs zwei Polarfelder stets zwei konjugierte
Strahleninvolutionen gemeinsam haben, soil, obgleich es^228^

bereits ausgesprochen ist,
noch einmal durch eine Fortsetzung

der bisherigen Betrachtungen gezeigt werden, damit der Zu-

sammenhang zwischen den konjugierten Punkt- und Strahlen

involutionen hervortritt. Die Polare eines beliebigen
Punktes P fur & 2

sei p]?
ftir &

2
2

/&amp;gt;2 ,
der Schnittpunkt von

PJ und p2
sei P,. Zu jedem Strahle a von P gehort ein

Punkt A
l

von
71,

als Pol fitr k^
1 und ein Punkt A

z
von

/&amp;gt;2 als Pol ftir k2

2
- Dreht sich a nm P, so beschreiben A

L

und A* zwei zu a und daher zu einander projektive Punkt-

reihen; die Yerbindungslinie A^A2
=

a.,,
die dem Strahle a

fur beide Polarfelder konjugierte Gerade, beschreibt daher

einen Strahlenbuschel zweiter Ordnung P 2
. Zu diesem

Strahlenbuschel gehort auch die Hauptgerade ?; denn wenn
a durch U geht, so fallt a

i
in . Die Geraden a und a

1

erzeugen daher in u zwei projektive Punktreihen(5
).

Die beiden Polarfelder k^ und A:
2
2

,
welche^228^ einen

Btischel (g h) bestimmen, seien in diesem Btischel durch die

ZuwT

eisungen (6r G )
und (G 6r

2 )
bestimmt (192s)

. Geht dann
a durch G

l
und schneidet g und h in C und

|~,
so ist der

dem Punkte C in #
2

homologe Punkt C^ der Pol von
a = P G^ ftir k*. Der Pol ftir k* ist, wenn wir den dem
Punkte f in h2

homologen Punkt durch ft und den dem
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Punkte 6r
2

in der diagonalen Involution homologen Punkt
durch H^ bezeichnen, der Schnittpunkt von C G

2
und

f\ H9
v*J. Der dem Strahle a= PG

l
fur beide Polarfelder

gemeinsam konjugierte Strahl ist daher C
l
6r

2
. In der

selben Weise ergiebt sich, dafs der dem Strahle P 6r
2

f iir

beide Polarfelder gemeinsam konjugierte Strahl durch 6r
x

geht. Die von den Strahlen a und a
t

in u beschriebenen

Punktreihen haben daher involutorische Lage*
63^. Da von

dieser in u erzeugten Involution auch die Punkte //
t
und H^

die Pole von h fur &,
2 und &

2
2

,
zwei zugeordnete Punkte

sind, wie sich in derselben Weise ergeben wiirde, so ist die In

volution bestimmt durch G
l G.2 . H^ H.2 . Diese ist eine kom-

ponierende der diagonalen Involution u2 = G
1
H

l
. G

2H^ 1{)
-

Liegt der Punkt P in der Hauptgerade M, so schneiden

sich seine Polaren p 1
und pz

in dem Hauptpunkte U und
die beiden von A^ und A

2
beschriebenen Punktreihen sind

in perspektiver Lage, weil A
1
und A% gleichzeitig in U

fallen, namlich dann, wenn a in u fallt. Die konjugierte
Gerade a^ beschreibt daher einen Strahlenbiischel erster

Ordnung, dessen Mittelpunkt der dem Punkte P in der

eben konstruierten Involution 6r 6r
2

. H^ N2 homologe sein

mufs. Hat daher die Involution G
l
6r

2
. H H^ Ordnungs-

punkte, so ist jeder derselben Mittelpunkt einer den beiden

Polarfeldern gemeinsam konjugierten Strahleninvolution.

Weil die Involution G
l
G

2
. H H^ aber, wie wir eben sahen,

eine komponierende der diagonalen Involution u2
ist, so hat

sie zwei Ordnungspunkte und ( 16Is)
,
wenn u2 keine hat.

- Hat u2
dagegen die Ordnungspunkte V und TF, so braucht

-die Involution 6r,
6r

2
. //

t
H

z
keine zu haben(163)

. Dann aber

sind auch v = W U und w = UV ebenso wie u Strahlen

jedes krummen Btischels P2
. Auf ihnen schneiden daher

auch die konjugierten Geraden a und a, projektive Punkt
reihen aus, die in involutorischer Lage sind, weil die Punkte
W und

7,
U und V einander zweifach entsprechen. Die

Geraden a und a
x
bestimmen daher in den Seiten des Drei-

ecks U V W Involutionen, deren Ordnungspunkte ($ und
die Mittelpunkte der gesuchten gemeinsam konjugierten
Strahleninvolutionen sind. Von diesen drei in den Seiten

liegenden Involutionen hat aber immer mindestens eine

Ordnungspunkte^
37^. Da die Ordnungspunkte der Involution

G
l
G

2
. H H.2 einander homolog sind^ 161^ in der den beiden
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Polarfeldern gemeinsam adjungierten Involution der Haupt

gerade w, so haben wir den

Lehrsatz : Zwei beliebige
Polarfelder k 2 und &

2
2 haben

stets zwei konjugierte Punkt-

involutionen g
2 und h2 und

zwei konjugierte Strahlenin-

volutionen 2 und
&amp;lt;p

2
gemein-

sam. Die Trager g und h der

Punktinvolutionen sind die

Ordnungsstrahlen der resul-

tierenden Involution eines

Hauptpunktes ;
die Mittel-

punkte und der Strahlen-

involutionen sind zwei homo-

loge Punkte der den beiden

Polarfeldern gemeinsam ad

jungierten Involution einer

Lehrsatz: Zwei beliebige
Polarfelder k^

2 und &
2
2 haben

stets zwei konjugierte Strah-

leninvolutionen &2 und H 2

und zwei konjugierte Punkt
involutionen g

2 und
f)

2
gemein

sam. Die Mittelpunkte G und
H der Strahleninvolutionen

sind die Ordnuugspunkte der

resultierenden Involution einer

Hauptgerade ;
die Trager

und
f)

der Punktinvolutionen

sind zwei homologe Strahlen

der den beiden Polarfeldern

gemeinsam adjungierten In

volution eines Hauptpunktes.

230

Hauptgerade.
z Zusatz. Hat jede der drei in den Seiten liegenden In-

volutionen Ordnungspunkte, so bilden diese die Gegeneeken
eines Vierseits^137 5

. Da jeder Ordnungspunkt der Mittelpunkt
einer beiden Feldern gemeinsam konjugierten Strahleninvo-

lution ist, so mufs die Verbindungslinie zweier Ordnungs

punkte eine sich selbst konjugierte Gerade sein. Die Ord-

nungskurven der Polarfelder k^
2 und &

2

2 haben daher in

diesem Falle vier gemeinsame Tangenten.

230. Vier adjungierte Involutionen. Die Polarfelder,
welchen vier gegebene Involutionen a2 b2 c

2 d2
adjungiert

sind, gehoren, wie wir beweisen wollen, einem Biischel von

Polarfeldern an. - Wahlen wir in dem Trager a irgend
eine komponierende der gegebenen Involution a2

,
so be-

stimmt diese als konjugierte Involution zusammen mit den

adjungierten Involutionen b2
c2 d2 ein Polarfeld A;

1
2

(220
),
dem

die Involutionen a2 b 2 c2 d2
adjungiert sind. Wahlen wir eine

komponierende der Involution Z&amp;gt;

2
,

so bestimmt diese als

konjugierte Involution zusammen mit den adjungierten In

volutionen a2 c2 d 2 ein Polarfeld &
2
2

,
dem ebenfalls die vier

Involutionen a2 b2 c2 d 2
adjungiert sind. Diese beiden Polar

felder k 2 und k,
2 bestimmen einen BuscheK228 ),

dessen
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sdmtlichen Polarfeldern die Involutionen a2 b2 c2 d 2
adjungiert

sind, well sie zwei Polarfeldern
(/?,

2 mid &
2

2
) des Biischels

adjungiert sind.

1. Durch vier adjungierte
Punktinvolutionen ist ein

Biischel von Polarfeldern be-

stimmt.

2. Durch funf adjungierte
Punktinvolutionen ist ein Po-

larfeld

Anmerkung. Haben alle Involutionen Ordnungspunkte, A

so heifst z. B. der letzte Satz:

1. Durch vier adjungierte
Strahleninvolutionen ist eine

Sckar von Polarfeldern be-

stimmt.

2. Durch funf adjungierte
Strahleninvolutionen ist ein Po-

larfeld bestimmt.

Durch ftinf Paar konju-

gierte Pimkte ist ein Polar-

feld bestimmt.

Durch funf Paar konju-

gierte Strahlen ist ein Polar -

feld bestimmt.

231. Inhalt des Buehes. Die Bestimmung eines Polar- 231

feldes durch funf adjungierte Involutionen, die wir in der

vorigen Nummer kennen lernten, ist die allgemeinste und
bildet den Schlufs unserer Betrachtungen. Es bleibt nur

noch tibrig, die in diesem Buche gegebene Darstellung kurz

zu kennzeichnen und ihre Abweichung von der tiblichen zu

begriinden.
Wir begannen damit, vermittelst zweier Pimkte P und

Q die Punkte ihrer Verbindungslinie P Q einander zuzu-

ordnen, indem wir zu jedem Punkte A den von ihm durch

P und Q harmonisch getrennten Punkt A konstruierten.

Den Inbegriff der auf solche Weise erhaltenen Punktpaare
A A

l
nannten wir eine Involution und die beiden Punkte P

und
Q&amp;gt;

vermittelst deren wir die Punkte der Gerade P Q
einander zugeordnet batten, die Ordnungspunkte. Wir stellten

ims dann die umgekehrte Aufgabe : Aus den Punktpaaren A A^
die Ordnungspunkte P und Q zu linden. Wir sahen zu-

nachst, dafs die Gesamtheit der Punktpaare A A durch

zwei unter ihnen, die wir durch B B
1
und C C bezeichnen

wollen, bestimmt ist, und ferner, dafs nicht immer zwei

Punkte P und Q existieren, dafs ihre Existenz vielmehr an
die Bedingung geknitpft ist

,
dafs der Wurf B B^ . C C ein

hyperbolischer ist (164 i). Eine solche Bedingung nun ist ftir

den Fortgang der Untersuchungen aufserst lastig. Ein Bei-

spiel aus der Arithmetik wird dies deutlicher machen.
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Durch die Umkehrung des Addierens, durch das Sub-

trahiereu, kommt man zum Begriff der Differenz; diese

existiert aber nur so lange, als der Minuend grbfser als der

Subtrahend ist. Urn sich von dieser lastigen Bedingung zu

befreien, fiihrt man den Begriff der relativen Grofsen ein.

Durch das Dividieren, die Umkehrung des Multiplizierens,
kommt man zum Begriif der gebrochenen Zahlen und durch

das Radizieren, eine Umkehrung des Potenzierens, gelangt

man, urn sich von der Bedingung, dafs der Radikand

positiv sein mufs, zu befreien, zur Einfiihrung der imaginaren
Grofsen.

Man hat es nun fiir vorteilhaft gehalten, sich in der

Geometric der Lage von der Bedingung, dafs der Wurf

BB^.CC^ hyperboliseh sein mufs, dadurch zu befreien,
dafs man imaginare Ordnungspunkte einftlhrte. Thatsachlich

bringt aber die Einfiihrung der imaginaren Punkte keinen

Gewinn, sie wirkt vielmehr nur storend. Wahrend man
namlich in der Arithmetik den Vorteil hat, mit den neu ein-

gefiihrten Grofsen mechanisch weiter rechnen zu konnen,
ist man in der Geometric der Lage gezwungen, in der Vor-

stellung stets den Wurf, die beiden Punktpaare, durch die

man die imaginaren Punkte definiert, festzuhalten. Da also von

einer mechanischen Handhabung des Begriffs der imaginaren
Punkte keine Rede sein kann, so wirkt es nur verwirrend,
wenn man Satze, die man durch Betrachtung des Wurfes

gefunden hat, ktinstlich mit Hiilfe des Wortes imaginar so

in Worte kleidet, als ob es sich um ein Punktpaar handelte.

Solche Satze lassen sich nicht mechanisch verwenden; man
mufs sie vielmehr durch Riickiibersetzung erst wieder in

Einklang mit der Vorstellung bringen. Deshalb haben wir

in diesem Buche auf den Gebrauch des Wortes imaginar
verzichtet.

Es geniigt aber noch nicht, wie uns der Fortgang der

Untersuchungen zeigte, das Punktpaar P Q, von dem wir

ausgingen, durch den Wurf B B^ . C C zu ersetzen. In

diesem Wurfe mufsten wir noch wieder jedes Punktpaar,
B B^ sowohl wie C C^ durch einen Wurf ersetzen. Dadurch

kamen wir zum Begriff der komponierenden Involutionen,

vermittelst deren wir die resultierende Involution darstellten.

Diese letzte Verallgemeinerung, bei der wir, wie frtther, ein

Punktpaar durch zwei Punktpaare, einen Wurf durch zwei
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Wiirfe darstellten, fiihrte uns zu den adjungierten Involu-

tionen. Wir erkannten, dafs eine adjungierte Involution,
wenn sie hyperbolisch 1st, ein Paar konjugierte Punkte dar-

stellte. In der adjungierten Involution haben wir also nach

gewohnlichem Sprachgebrauch das Mittel gefunden, ein Paar

iraaginare konjugierte Punkte darzustellen.

Der Hauptsatz iiber die adjungierten Involutionen war der

verallgemeinerte Lehrsatz des Desargues(194s)
,
der die Grund-

lage f iir die Lehre vom Polarfeldbiischel bildet. Beim Polar-

feldbtischel tritt bereits die Involution dritter Ordnung auf,

die wir mit Hitlfe der komponierenden Involutionen kon-

struierten^ 18)
. Die Satze, die von der Involution dritter

Ordnung handeln, bereiten die Aufgabe vor: Ein Polarfeld

dritter Ordnung zu konstruieren. Diese Aufgabe aber, deren

Losung sich auf die von uns in Nr. 217 gegebene Ver-

allgemeinerung des Hesseschen Satzes stiitzt, geht uber die

Grenzen dieses Buches hinaus.

Boger, Ebene Geometrie der Lage. 19



Herrose & Ziemsen, Grafenhainiohen.

^

_ 30













RETURN Astronomy Mathematics Statistics Computer Science Library

TO ^ 100 Evans Hall 642-3381

UNIVERSITY OF CALIFORNIA, BERKELEY

FORM NO. DD3 BERKELEY, CA 94720



JJ&JERKELEY LIBRARIES

CD37SMSMDM




