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Prefacio

"Lo que debemas aprender a hacer lo aprendemos haciéndolo”

Aristételes, Ethica Nicomachea Il (325 A.C.)

El presente documento ha sido elaborado originatmestomo apoyo a la
asignatura deAhnalisis y Disefio de Algoritmbslel séptimo semestre de la
carrera de Ingenieria en Gestion Informatica, des$tituto Nacional de
Capacitacion (INACAP). Este documento engloba layongarte de la materia
de este curso troncal e incluye ejemplos resusit@mlgunos ejercicios que seran
desarrollados en clases.

El manual ha sido concebido para ser leido en foseraiencia pero también
para ser de facil consulta para verificar algun aesspecifico.

No se pretende que estos apuntes sustituyan aliadriafia de la asignatura ni
a las clases tedricas, sino que sirvan mas bienocoomplemento a las notas
qgue el alumnodebe tomar en clases. Asimismo, no debe considerarse
documento definitivo y exento de errores, si biea sido elaborado con

detenimiento y revisado exhaustivamente.
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El autor pretende que sea mejorado, actualizado wliado con cierta
frecuencia, lo qa probablemente desembocara en sucesivas versipmpesa
ello nadie mejor que los propios lectores para an dudas, buscar errores y

sugerir mejoras.

El Autor.

Copiap6, Enero 2003
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Presentacion

El curso de Analisis y Disefio de AlgoritmogADA) tiene como propdsito
fundamental proporciear al estudiante las estructuras y técnicas deejoade
datos mas usuales y los criterios que le permitacidir, ante un problema
determinado, cual es la estructura y los algoritmpsimos para manipular los
datos.

El curso estad disefiado para proponar al alumno la madurez y los
conocimientos necesarios para enfrentar, tanto w@nan variedad de los
problemas que se le presentaran en su vida profakfatura, como aquellos que
se le presentarén en los cursos méas avanzados.

El temario gira endrno a dos temas principales: estructuras de datosilisis de
algoritmos. Haciendo énfasis en la abstraccionpmesentan las estructuras de
datos méas usuales (tanto en el sentido de utilesocen el de comunes), sus
definiciones, sus especificacionesmo tipos de datos abstractos (TDA's), su
implantacion, analisis de su complejidad en tienymspacio y finalmente algunas
de sus aplicaciones. Se presentan también algulgositanos de ordenacion, de
busqueda, de recorridos en gréficas y para resplva@slemas mediante recursion
y retroceso minimo analizando también su complejdadque constituye una
primera experiencia del alumno con el andlisis W@rdmos y le proporcionara
herramientas y madurez que le seran utiles el mbstsu carrera.

Hay que enfatizar que el curso no es un curso derpnogciéon avanzada, su
objetivo es preparar al estudiante brindandole wision amplia de las
herramientas y métodos méas usuales para la solda@roblemas y el analisis de
la eficiencia de dichas sationes. Al terminar el curso el alumno poseera un
nutrido "arsenal® de conocimientos de los que puedbar mano cuando lo
requiera en su futura vida académica y profesiosal. embargo, dadas estas
caracteristicas del curso, marca generalmentedatdr entre un programador
principiante y uno maduro, capaz de analizar, entelyderogramar sistemas de
softwaremas o menos complejos.

Para realizar las implantaciones de las distintasueturas de datos y de los

algoritmos que se presentan en el cusgohara uso del lenguaje de programacion
MODULA-2,C++ y Java.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1  Motivacion y Objetivos

La representacion de informacion es fundamentahpas Ciencias de la
Computacion.

La Ciencia de la Computacié€dmputer Scienge es mucho mas que el
estudio de oo usar o programar las computadoras. Se ocupa de
algoritmos, métodos de calcular resultados y magsmutématas.

Antes de las computadoras, existi@tam putacién, que se refiere al uso de
meétodos sistematicos para encartsoluciones a problemas algebraicos o
simbalicos.

Los babilonios, egipcios y griegos, desarrollaronaugran variedad de
meétodos para calcular cosas, por ejemplo el areardeirculo o como
calcular el maximo comun divisor de dos numeroseerms (teoema de
Euclides).
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En el siglo XIX, Charles Babbage describido una magujue podia liberar a
los hombres del tedio de los célculos y al mismeamipo realizar célculos
confiables.

La motivacion principal de la computacion por mushafios fue la de
desarollar computo numérico mas preciso. La Ciencialal€€omputacién
crecio del interés en sistemas formales para razgn@amecanizacion de la
l6gica, asi como también del procesamiento de dat®snegocios. Sin
embargo, el verdadero impacto de la compidtawino de la habilidad de las
computadoras de representar, almacenar y transfolariaformacion.

La computacion ha creado muchas nuevas areas ca@awodé correo
electrénico, publicaciéon electréonica y multimedia.

La solucion de problemas del mundeal ha requerido estudiar mas de
cerca como se realiza la computacion. Este estudiarhpliado la gama de
problemas que pueden ser resueltos.

Por otro lado, la construccion de algoritmos es hahilidad elegante de un
gran significado practico. Compatioras mas poderosa® disminuyen el
significado de algoritmos veloces. En la mayorialakeaplicaciones no es el
hardware el cuello de botella sino méas biesdtw areinefectivo.

Pagina8
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Este curso trata de tres preguntas centrales qaesa@n cuando unguiere
gue un computador haga algo: ¢ Es posible hace@éthg se hace? y ¢ Cuan
rapido puede hacerse? El curso da conocimientogtpdos para responder
edas preguntas, al mismo tiempo intenta aumentar dpacidad de
encontrar algoritmos efectivos. Loproblemas para resolver, son un
entrenamiento en la solucién algoritmica de prokdeny para estimular el
aprendizaje de la materia.

Objetivos Generales:
1. Introducir al alumno en el andlisis de complejiddallos algoritmos,
asi como en el disefio e implemtacion de éstos con las técnicas y
meétodos mas usados.

2. Desarrollar habilidades en el uso de las técniemamalisis y disefio
de algoritmos computacionales.

3. Analizar la eficiencia de diversos algoritmos parasalver una
variedad de problemas, principgente no numericos.

4. Ensefar al alumno a disefiar y analizar nuevos digos.

5. Reconocer y clasificar los problemas de complejigatinémica y no
polinémica.

Metas del curso:
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Al finalizar este curso, el estudiante debe estaacdado para:

- analzar, disefiar e implementar algoritmos iterativosegursivos
correctos.

- medir la eficiencia de algoritmos iterativos y resiwvos, y de tipos o
clases de datos orientados por objetos.

- utilizar la técnica de disefio de algoritmos mas adéda para una
aplicacion en particular.

. definir la aplicabilidad de las diferentes técnicde busqueda y
ordenamiento, del procesamiento de cadenas de teaeac de los
métodos geométricos, del uso de los algoritmos bdog, de los
algoritmos paralelos y de los agtmos de complejidad no
polinémica.

- diferenciar entre los algoritmos de complejidad ipémica y no
polinémica.

Pagina9
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Algunas Notas sobre la Historia de los Algoritmos

El término proviene del matematico araBdKhwarizmj que escribié un
tratado sobrelos numeros. Este texto se perdid, pero su versadima,
Algoritmi de Numero Indorumsi se conoce.

El trabajo deAlI'Khwarizmipermitié preservar y difundir el conocimiento de
los griegos (con la notable excepcion del trabago Riofanto) e indios,
pilares de nuestra civilizacion. Rescat6 de los gridgasgurosidad y de los
indios la simplicidad (en vez de una larga demosérgcusar un diagrama
junto a la palabravira). Sus libros son intuitivos y practicos y su pip=d
contribucién fue simplifica las matematicas a un nivel entendible por no
expertos. En particular muestran las ventajas da& @$ sistema decimal
indio, un atrevimiento para su época, dado lo tc@aial de la cultura arabe.

La exposicion clara de como calcular de una mamsetamatica a través de
algoritmosdisefiados para ser usados con algun tipo de dtsmosecanico
similar a unabacqg mas que co lapiz y papel, muestra la intuicion y el poder
de abstraccion dal'Khwarizmi Hasta se preocupaba de reducir el niumero
de operaciones necesarias en cada calculo. Porasba, aunque no haya
sido él el inventor del primeralgoritmg merece que este concepto esté
asociado a su nombre.

Los babilonios que habitaron en la antigua Mesop@taempleaban unas
pequefias bolas hechas de semillas o pequefias pjedrananera de
“cuentas" y queran agrupadas en carriles de cafia. Mas aun,8801AC.
un matematico babilénico inventoé los algoritmos dgpermitieron resolver
problemas de calculo numeérico.

En 1850 AC., un algoritmo de multiplicacién similar al depension binaria
esusadoporlos egipcios.

La teoria de las ciencias de la computacion tratelquier objeto
computacional para el cual se puede crear un bueasheto. La investigacion
en modelos formales de computacién se inici6 erB®s y 40's por Turing,
Post, Kleene, Churchy otros. En los 50's y 60's los lenguajes de
programacion, compiladores y sistemas operativaabes en desarrollo,
por lo tanto, se convirtieron tanto en el sujetonoola base para la mayoria
del trabajo tedrico.

El poder de las computadoras en esterigqoo estaba limitado por
procesadores lentos y por pequefias cantidades dmonee Asi, se
desarrollaron teorias (modelos, algoritmos y amslipara hacer un uso
eficiente de ellas. Esto dio origen al desarrokd &rea que ahora se conoce
como "Algortmos y Estructuras de Datos". Al mismo tiempo seidibn
estudios para comprender la complejidad inheremtela solucion de
algunos problemas. Estodéddrigen a lo que se conoce como la jerarquia de
problemas computacionales y al &rea de "Complejidadputacional”.
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Fundamentos Matematicos
Monotonicidad
Una funciénf es mondtonasi es creciente o decreciente. Elsecientesi
rige la implicacion siguiente:
Ono, n1: (n=n2) = f(n) = f(n2)

Esdecrecientesirige la implicacion siguiente:
Ono, n1: (n=n2) = f(n) = f(n2)

Una funcionf(n) esmonotonicamente crecientesim < n implica que
f(m) <f(n).Similarmente, esnonoténicamente decrecientsim <n
implica quef(m) = f(n). Una funcionf(n) esestrictamente crecientesi
m < n implica que f(m) < f(n) y estrictamente decrecientesim < n
implica quef(m) > f(n).

Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de miembros o elementos distblgsi Los
miembros se toman tipicamente de alguna poblacion gnasde conocida
comotipo base. Cada miembro del conjunto es wiemento primitivo
del tipo base o es un conjunto. No hay conceptoddplicacion en un
conjunto.

Unorden lineal tiene las siguientes propiedades:

» Para cualesquier elemerdq/ b en el conjuntd, exactamente uno de
a<b,a=b,o0a>besverdadero.

 Para todos los element@s by ¢ en el conjuntoS,sia< b,y b <,
entonces a < c. Esto es conocido como Igropiedad de
transitividad .
Permutacion
Una permutacion de una secuencia es simplemente ésments de la

secuencia arreglados en cualquier orden. Si la esega contienen
elementos, existe! permutaciones.
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Funciones Piso y Techo

Piso (floor) ytecho (ceiling) de un numero reat. Son respectivamente
el mayor entero menor o igual quey el menor entero mayor o iguaka

Para cualquier niumero realdenotamos al mayor entero, menor que o igual
a x como floor(x), y al menor entero, mayogue o igual ax como
ceiling(x); (floor=piso, ceiling=techo). Para todaeal,

x-1<floor(x) £x < ceiling(x)<x+1
Para cualquier enteno,

ceiling(x/2) + floor(x/2) = n,

y para cualquier entenoy enteroaZ0y b#0,

ceiling(ceiling(n/a)/ b) = ceiling(n/ab) vy
floor (floor(n/a)/ b) = floor(n/ ab).

Las funcionegloor y ceiling son mondtonas crecientes.

Operador médulo

Esta funcidén regresa el residuo de una divisioneemt Generalmente se
escriben mod m, y el resiltado es el entero, tal quen= gm+r paraq un
entero y/0 menor o igual quey r <m.
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Por ejemplo: .nod3 =2 y 2%5o0d3=1

Polinomios

Dado un entero positivd, unpolinomio enn de grado d es una funcion
p(n) de la forma:

p(n) =5 d*aini
i=0

donde las constantem, as,..., ad son loscoeficientesdel polinimio yad #
0. Un polinomio esasintdéticamente positivosiy sélo siaqd > 0. Para un
polinomio asintdticamente positivp(n) de gradod, tenemos que(n) =
O(nd). Para cualquier auostante reala = 0, la funcién na es monétona
creciente, y para cualquier constante raal 0, la funciénn2 es mondtona
decreciente. Decimos que una funcifim) espolinomialmente acotada
si f(n) = no(), que es equivalente en decir qfig) = O(nk) para alguna
constante.

Paginal2
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Exponenciales

Para toda #0,m yn, tenemos las siguientes identidades:

a° =1
al =a
al=1/a

(am) n=gmn
(am) n:(an)m
aman=gm+n

Paratodnya=,1
lim n> conb/an =0
de lo que concluimos qu&=o0(an).

Entonces, cualquier funcién exponencial positiv&cer mas rapido que
cualquier polinomio.

i=0
exp(x) = Y xi/(iY)

Logaritmos

Un logaritmo de baséb para el valory, es la potencia al cualebe elevarse
b para obteney. Logy =x & bx=y.

Usos para los logaritmos:

¢ ¢Cual es el numero minimo de bits necesarios padificar una
coleccion de objetos? La respuestaeshdlogz n).

» Por ejemplo, si se necesitan 1000 codigos que a&mac se
requeriran al menogechq(log2 1000) = 10 bits para tener 1000
coédigos distintos. De hecho con 10 bits hay 102digms distintos
disponibles.

* Andlisis de algoritmos que trabajan rompiendo urobpema en
subproblemas méas pequefios. Por ejemplbllequeda binaria de un
valor dado en undista ordenada por valor. ¢Quas veces puede
una lista de tamafio ser divida a la mitad hasta que un sélo
elemento quede en la lista final? La respuestiagesn.

P&aginal3
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Los logaritmos tienen las siguientgsopiedades

* lognm=logn+logm

* logn/m=logn-log m

e logm=rlogn

* logan=logon/ logpa (paraayb enteros)

Esta ultima propiedad dice que el logaritmo deen distintas bases, estéa
relacionado por una constante (que es logaritmortebase en la otra). Asi
gue andlisis de complejidad que se hacen en unadafogaritmos, pueden
facimente traducirse en otra, simplemente con uactdr de
proporcionalidad.

Factoriales
La notaciénn! se define para los enterag 0 como

1 sin=0
n!=
n{(n-1)! sin>0

Entoncesnl=12-34 ---n.

Una cota superior débil de la funcion factorialrés n", pues cada uno de
losn términos en el producto factorial es a lo ma&a aproximacion de
Stirling , proporciona una cota superior ajustada, y tamhiém@a cota
inferior:

n! =sqrt{2pn} (n/e)" (1 +Q(1/n))

donde e es la base del logaritmo natural. Usando la apnaxion de
Stirling, podemos demostrar que:

n! =o(n")
n! = (2n)
lg(n!) = Q(nlg n)

Numeros deFibonacci

Losnumeros deFibonacci se definen por la siguiente recurrencia:
Fo=0
Fi=1

Fi=Fa+ F2 parai=2
Paginal4d
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Entonces cada numero dd-ibonaccies la suma de los numeros previos,
produciendo la sucesion:

0,11, 2,35,8, 13, 21, 34, 55, ...

Recursion

Un algoritmo esrecursivo si se llama a si mismo para hacer parte del
trabajo. Para que este enfoque sea exitoso, laalllandebe ser en un
problema menor que al originalmente intentado.

En general, un algoritmrecursivo tiene dos partes:

« Elcaso baseque maneja una entrada simple que puede serltasue
sin una llamada recursiva

 La parte recursiva, que contiene una o mas llamadas recursivas al

algoritmo, donde los parametros estan en un semiéds cercanal
caso base, que la llamada original.

Ejemplos de aplicacion: célculo del factorial, tesrdeHanoiy funcion de
Ackermann

Sumatorias y recurrencias

Las sumatorias se usan mucho para el analisis de la complejidad d
programas, en especial de cglga que realizan conteos de operaciones
cada vez que se entra al ciclo.

Cuando se conoce una ecuacion que calcula elteakude una sumatoria,
se dice que esta ecuacion representaaalacion en forma cerrada

Ejemplos de soluciones en forma ixda:

e Zi=n(nt+l)/2

e Z12=(2n3+3n2+n)/6
e X1l9n n =nlogn

e Z7ai=1U(La)

El tiempo de ejecucidon para un algoritmo recurségia mas facilmente
expresado por una expresion recursiva.

Unarelacion de recurrenciadefine una funcion medige una expresion
gue incluye una o mas instancias (mas pequefas)rdesma. Por ejemplo:
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nNn=mn-LY!'n,1'=0!'=1
La secuencia dEibonacci
e Fib(n)=Fib(n-1)+Fib(n-2); Fib(1)=Fib(2)=1

« 112,3,5,8,13,...

Técnicas de Demostracion Matem atica

Prudeba por contradiccién

Es la forma mas facil de refutar un teorema o emda es mediante un
contraejemplo. Desafortunadamente, no importa el nUmezoegmplos
gue soporte un teorema, esto no es suficiente partaar que es correcto.

Para probar unteorema por contradiccion, primemsuponemosjue el
teorema es falso. Luego encontramos una contrauidéigica que surja de
esta suposicion. Si la logica usada para enconlmacontradiccién es
correcta, entonces la Unica forma de resolver ferealicion es suponer que
la suposicién hecha fue incorrecta, esto es, canglue el teorema debe ser
verdad.

Prueba por induccion matematica
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La induccion matematica es como recursion y egaple a una variedad de
problemas.

La induccion proporcionaina forma util de pensar en disefio de algoritmos,
ya que lo estimula a pensar en resolver un probjemmastruyendo a partir
de pequefios subproblemas.
SeaT un teorema a probar, y expresembsn términos de un paradmetro
entero positivon. La induccibn matematica expresa quEes verdad para
cualquier valor de, si las siguientes condiciones se cumplen:

» Caso basel esverdad para=1

* Pasoinductivo. ST es verdad para-1, =>T es verdad para.

Ejemplo de demostracion del teorema:

La suma ddos primerosr numeros enteros egn+1)/ 2.
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Estimacion

Consiste en hacer estimaciones rapidas para resolveproblemaPuede
formalizarse en tres pasos:

 Determine los parametros principales que afectgrablema.

» Derive una ecuacién que relane los parametros al problema

e Seleccione valores para los parametros, y apliquecuaciéon para
obtener una solucion estimada.

Ejemplo: ¢Cuantos libreros se necesitan para guardar libros queieoeh
en total un millébn de paginas?

Se estiman que®0 péaginas de un libro requieren cerca de una palga la

repisa del librero, con lo cual da 2000 pulgadasel@sa. Lo cual da 167
pies de repisa (aprox. 200 pies). Si una repisalesdedor de 4 pies de
ancho, entoncese necesitam0 repisas. Si urlibrero contiene 5 repisas,
entonces se necesitan 10 libreros.
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Capitulo 2
Algoritmos y Problemas

2.1 Definicion de Algoritmo

El concepto intuitivo de algoritmo, lo tenemos pié@mente todosUn
algoritmo es una serie finita de pasos para resolye problema

Hay que hacer énfasis en dos aspectos para quilgomta o exista:

1. Elnimero de pasos debe ser finito. De esta maealealgoritmo debe
terminar en un tiempo finito con la solucién debplema,

2. El algoritmo debe ser capaz de determinaolacion del problema.

De este modo, podemos definir algoritmo como "eonjunto de reglas
operacionales inherentes a un cOmputde trata de un método sistematico,
susceptible de ser realizado mecanicamente, paraveesun problema
dado.

Seria un eror creer que los algoritmos son exclusivos denlforimatica.
También son algoritmos los que aprendemos en laeds@ara multiplicar y
dividir niumeros de varias cifras. De hecho, el @lgoo mas famoso de la
historia se remonta a la antigiiedad: sedrael algoritmo de Euclides para
calcular el maximo comun divisor.
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Siempre que se desee resolver un problema hay daetearse qué
algoritmo utilizar. La respuesta a esta cuestion deuelepender de
numerosos factores, a saber, el tamafio del prohlelnmodo en que esta
planteado y el tipo y la potencia del equipo disiptenpara su resolucion.

Caracteristicas de un algoritmo

1. Entrada definir lo que necesita el algoritmo

2. Salida definir lo que produce.

3. No ambiguo explicito, siempre sabe qué comangjecutar.

4. Finito: El algoritmo termina en un nimero finito de pasos

5. Correcta Hace lo que se supone gue debe hacer. La soluesin
correcta

6. Efectividad Cada instruccion se completa en tiempo finitod&a

instruccion debe ser lo suficientemente basmamo para que en
principio pueda ser ejecutada por cualquier persosando papel y
lapiz.

P&aginal8




!
o
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

2.2

INACAP

www.inocap.cl

7. General Debe ser lo suficientemente general como pardesoplar
todos los casos de entrada.

Asi podemos, decir que umlgoritmo es un conjunto finito de
instrucciones precisas pararesolverun problema

Un algoritmo es un método o proceso seguido para resolver ohlgma.
Si el problema es visto como una funcién, entorgesalgoritmo toma una
entrada y la transforma en la salida.

Un problema es una funcidn asociaciéon de entradas con salidddn
problema puede tener muchos algoritmos.

Por tanto, o algoritmo es un procedimiento para resolver un problema
CUyos pasos son concretos y no ambiguos. El algaridebe ser correcto, de
longitud finita y debe terminapara todas las entradas. rograma es
una instanciacién de un algoritmo en un lenguajergramacion.

Formulacion y Resolucién de Problemas

Los algoritmos son los procedimientos que se carystm para la resolucién
de cualquier problemde este mdo, mando se refiere a la construccion de
un programanos estamos refirienda la construccion de un algoritmdl
algoritmo no es un concepto proveniente del cam@éaccomputacion, sino
gue es un término matematico.

Los algoritmos los encontrarmo o mejor, los ejecutamos a lo largo de
nuestras actividades diarias; por ejemplo, cuandoemos una llamada
telefonica, tenemos en cuenta un conjunto de istomes minimas y el
orden en el cual debemos ejecutarlas para conseguirunicarnos con
alguien en particular; o cuando consultamos un dicaaacuando se
prepara urmengy, etc.

Podemos conceptuar que un algoritmo es un procediitoique contiene un
conjunto finito de pasos que se deben ejecutar rronden especifico y
I6gico, para solucionalos problemas.

Un algoritmo puede ser caracterizado por una fundémual asocia una
salida: s= f (E) a cada entrada E

E ALGORITMO———

s =1[E)

Se dice entonces que un algmo calcula una funcién f. Entonces la entrada
es una variable independiente basica en relacifm que se producen las
salidas del algoritmo, y también los analisis éentpo y espacio.

P&aginal9
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Cuando se tiene un problema para el cual debenpecHigar un goritmo
solucién, tendremos en cuenta varios puntos:

o Sino se conoce un método para solucionar el pnoalen cuestion,
debemos hacer un analisis del mismo para llegama solucién,
después de evaluar alternativasgencias y excepciones.

o Si se conce un "buen" método de soluciéon al problema, skede
especificar exacta y completamente el método o gdmeiento de

solucién en un lenguaje que se pueda interpretnfante.

o Los problemas pueden agruparse en conjudé¢oproblemas que son
semejantes.

o En algun sentiden general, un método para solucionar todos los
problemas de un conjunto dado, se considera suparion método
para solucionar solamente un problema del conjunto.

o Hay criterios para determinar que tan "buena" e wwolucion,
distintos de versi trabaja o no, o hasta qué punto es general la
aplicabilidad del método. Estos criterios involutraspectos tales
como: eficiencia, elegancia, velocidad, etc.

Al definir con exactitud un método de solucion paraproblema, este debe
esta en capacidad de encontrarla si existe; en casouwe np exista, el
método debereconocer esta situacidén y suspender cualquigémacc

Formular y resolver problemas constituye una adtd esencial de la vida.
Los modelos educativos se han dedicadwamtear problemas y ensefiar
como solucionarlos. Sin embargo, no se ensefia ntéaaicas de como
resolver problemas en general.

La formulacién y resoluciéon de problemas ha sidegoupacion de los

psicélogos cuando hablan de la inteligencia del bierEllos han concebido
esta capacidad como el concurso de ciertas destneeasales relacionadas
con lo que ya se ha aprendido y que incluyen:

o Capacidad de analizar los problemas.

o Larapidezy precision con que acude al pensamiento.

o Una organizacion dedeas para garantizar que se posee la
informacién esencial que asegura el aprendizaje.

o Una retencion clara del incremento de conocimiento.

No se trata de almacenar problemas y sus correspotesd soluciones, sino
de desarrollar una capacidad para hafrente con éxito a situaciones
nuevas o desconocidas en la vida del hombre. Aittecones nuevas, el

gue no sabe buscar soluciones se sentira confasgystiado y entonces no
busca una estrategia y dara una primera solucidéa paner punto final a su

agonia.
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El que sabe buscar soluciones, selecciona la esfieatjue le parece mas
cercana a la requerida y hace una habil adaptapi@nse ajusta a la nueva
demanda.

Al movernos dentro de la informatica no siempre artcamos los
problemas a puntade resolverlos, es necesario empezar por hacer su
formulacién. Se exige hacerlo en términos concisokros partiendo de las
bases o supuestos que se dispone para especifieaeguerimientos.

Solo a partir de una buena formulacion sera podilidefar una estrategia
de solucion. Es necesario aprender a desligar edtssprocesos. No se
deben hacer formulaciones pensando paralelamenpogibles soluciones.
Es necesario darle consistencia e independencia mhaterminar con
precision a gé se quieredar solucion y luego canalizar una gama de
alternativas posibles.

Si ya se ha realizado la formulaci@rel problemapodemos cuestionarla con
el fin de entender bien la naturaleza del problema.

En nuestra area, el andlisis de un problema tieme etams claramente
definidas y relacionadas:

o Formulacién o planteamiento del problema.
o Resolucion del problema.

Asu vez, la formulacion la podemos descomponeres ¢tapas:

o Definicion del problema.
o Supuestos: aserciones y limitaciones suministradas.
o Resultados esperados.

La fase deplanteamiento del problemalo que pretende un algoritmo es
sintetizar de alguna forma una tarea, célculo o miscao antes de ser
transcrito al computador. Los pasos que hay queissgn los siguientes:

Analisis prew del problema.

Primera vision del método de resolucion.
Descomposicion en modulos.
Programacion estructurada.

BlUsqueda de soluciones parciales.
Ensamblaje de soluciones finales.

O O 0O O o o

La fase deresolucién del problemase puede descomponer en tres
etapas

o Analisis de alternativas y seleccion de la solucion
o Especificacion detallada del procedimiento solucion
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o Adopcion o utilizacibn de una herramienta para su
implementacion, si es necesaria.

Hay que notar que el computador es un medio y nal 88 en la solucion de
problemas.

En otras palabras, no es el computador el que molaclos problemas,
somos nosotros quienes lo hacemos y de alguna rmdee@ontamos como
es la cosa para que él con su velocidad y exactitalaje con grandes
volimenes delatos.

En el campo de las ciencias de la computacién llacgn de problemas se
describe mediante el disefio de procedimientos Ithosalgoritmos, los
cuales posteriormente se implementan comprogramas Los
programas son procedimientos que soluciongroblemas y que se
expresan en un lenguaje conocido por el computador.

Se pueden dar problemas que por su tamafio es mecss®ddividirlos en
problemas mas simples para solucionarlos, utilizaladdosofia de "Dividir
para conquistar”. Se parte del mimio de que es mas facil solucionar varios
problemas simples como partes de un todo que seguarimplantacion de
"Todo o Nada". Desarrollar la capacidad de formulaesolver problemas
nos prepara para enfrentar situaciones desconacidas

2.3 Razones paraEstudiar los Algoritmos
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Con el logro de computadores cada vez mas rapidgsodeia caer en la
tentacion de preguntarse si vale la pena preocepay aumentar la
eficiencia de los algoritmos. ¢No seria mas semeijuardar a la siguiente
generacion deomputadores?. Vamos a demostrar que esto nd.es as

Supongamos que se dispone, para resolver un pra@bldado, de un
algoritmo que necesita un tiempo exponencial y qgea, un cierto
computador, una implementacion del mismo empled 202" segundos.
Este programa podra resolver un ejemplar de tamfit) en una décima
de segundo. Necesitara casi 10 minutos para rasolvejemplar de tamafio
20. Un dia entero no bastara para resolver un@aoheiio 30. En un afo de
célculo ininterrumpido, a duras penas s&solver4 uno de tamafo 38.
Imaginemos que necesitamos resolver ejemplares mésndes vy
compramos para ello un computador cien veces ma&goa El mismo
algoritmo conseguira resolver ahora un ejemplatastheafion en sélo 16 2n
segundos. jQué decepci@h constatar que, en un afio, apenas se consigue
resolver un ejemplar de tamafio 45!

En general, si en un tiempo dado se podia resaolvezjemplar de tamafi,

con el nuevo computador se resolvera uno de tanmefioen ese mismo
tiempo.
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Imaginemos, en calmio, que investigamos en algoritmica y encontramios
algoritmo capaz de resolver el mismo problema entiampo cubico. La
implementacion de este algoritmo en el computadaial podria necesitar,
por ejemplp 102 n3 segundos. Ahora se podria resohem un dia un
ejemplar de un tamafio superior a 200. Un afio périmialcanzar casi el
tamafno 1500.

Por tanto, el nuevo algoritmo no sé6lo permite una aceleraciérasm
espectacular que la compra de un equipo mas ragido,que hace dicha

compra mas rentadl

Dado estos argumentos, podemos resumir las sigesemédzones para
justificar el estudiar los algoritmos:

1. Evitar reinventar la rueda.

Para algunos problemas de programacion ya existemas algoritmos
para solucionarlos. Para esos algoritmos yardimeanalizadas sus
propiedades. Por ejemplo, confianza en su corretytaficiencia.

2. Para ayudar cuando desarrollen sus propios algostm

No siempre existe un algoritmo desarrollado paoher un problema.
No existe regla general de creacion dgodatmos. Muchos de los
principios de proyg#o de algoritmos ilustrados por algunos de los
algoritmos que estudiaremos son importantes engdakoproblemas de
programacion. El conocimiento de los algoritmosnbiefinidos provee
una fuente de ideas quagden ser aplicadas a nuevos algoritmos.
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3. Ayudar a entender herramientas que usan algoritpassiculares. Por
ejemplo, herranentas de compresion de datos:

» Packusa Codigo$iuffman
* CompressusaLZW.
e GzipusaLempelZiv.

4. Util conocer técnicas empleas para resolver problemas de
determinados tipos.

2.4 Formas de Representaciéon de Algoritmos

Existen diversas formas de representacion de dlgos, pero no hay un
consenso con relacion a cual de ellas es mejor.

Algunas formas de representacion de algoas tratan los problemas a un
nivel l6gico, abstrayéndose de detalles de impleta@on, muchas veces

relacionados con un lenguaje de programacion elgacPor otro lado,
existen formas de representaciéon de algoritmos pgogeen una mayor
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rigueza de detlles y muchas veces acaban por oscurecer la ideaipal, el
algoritmo, dificultando su entendimiento.

Dentro de las formas de representaciéon de algostmuas conocidas,
sobresalen:

* La descripcion narrativa

» El Flujograma convencional

 Eldiagrama Chaip

* Elpseudocddigo, o también conocido como lengusjeueturado.

La M4aquina de Turing

Alan Turing, en 1936 desarrollé sMaquina de Turing (la cual se cubre
en los cursos denominadofeoria de la Computacion o Teoria de
Automata}, estableciendo que alguier algoritmo puede ser representado
por ella.

Turing mostré también que existen problemas matematioes Befinidos
para los cuales no hay un algoritmo. Hay muchomp|es de problemas
para los cuales no existe un algoritmo. Un probledeaeste fio es el
llamado problema de parbdlting problen):

Dado un programa de computadora con sus entradparagra este
alguna vez?

Turing prob6 que no hay un algoritmo que pueda resolegrectamente
todas las instancias de este problema.

Alguien podra pensar en encontrar algunos meétodos para deteateones
gue permitan examinar el programa para cualquig¢ragia. Sin embargo,
siempre habra sutilezas que escapen al analisisgpondiente.

Alguna persona mas suspicaz, podria proponer simgiéencorrer el
programa Yy reportar éxito si se alcanza una ded@anacde fin.
Desgraciadamente, este esquema no garantiza poissiarun paro y en
consecuencia el problema no puede ser resueltdopasos propuestos.
Como consecuencia de acuerdo con laindg@bn anterior, ese ultimo
procedimiento no es un algoritmo, pues no se leegaa solucion.

Muchas veces aunque exista un algoritmo que puedblicienar
correctamente cualquier instancia de un problemdodao siempre dicho
algoritmo es satisfactariporque puede requerir de tiempos exageradamente
excesivos para llegar a la solucion.
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Capitulo 3

Eficiencia de Algoritmos

3.1

3.2

Introduccién

Un objetivo natural en el desarrollo de un prograpoanputacional es
mantener tan bajo como sea posible el consute los diversos recursos,
aprovechandolos de la mejor manera que se encueBéréesea un buen
uso, eficiente, de los recursos disponibles, sspeediciarlos.

Para que un programa sea préactien términos de requerimientos de
almacenamiento y tiempde ejecucion, debe organizar sus datos en una
forma que apoye el procesamiento eficiente.

Siempre que se trata de resolver un problema, pueeeesar considerar
distintos algoritmos, con el fin de utilizar el méa§ciente. Pero, ¢cémo
determinar cuales "el mejor"?. La estrategiampirica consiste en
programar los algoritmos y ejecutarlos en un comapot sobre algunos
ejemplares de prueba. La estratedgmdrica consiste en determinar
matematicamente la cantidad de recursos (tiemppa®@s, etc.) que
necesitara el algoritmen funcién del tamafiodel ejemplar considerado

El tamafio de un ejemplarcorresponde formalmente al nUmero de digitos
binarios necesarios para representarlo en el coagmut Pero a nivel
algoritmico consideraremos el tamafio coehaumero de elementos l6gicos
contenidos en el ejemplar.

Concepto de Eficiencia

Un algoritmo eseficiente cuando logra llegar a sus objetivos planteados
utilizando la menor cantidad de recursos posiblegecir, minimizando el
uso memoria, de pasggde esfuerzo humano.

Un algoritmo esficaz cuando alcanza el objetivo primordial, el analisés
resolucion del problema se lo realiza prioritarianeen

Puede darse el caso de que exista un algoritmazfiero no eficiente, en lo
posible debemos dmanejar estos dos conceptos conjuntamente.

La eficiencia de un programa tiene dos ingredienfesdamentales:
espacioytiempo.

« Laeficiencia en espaci®s una medida de la cantidad de memoria
requerida por un programa.
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* La eficiencia en tiempose mide ® términos de la cantidad de
tiempo de ejecucion del programa.

Ambas dependen del tipo de computador y compilagor, lo que no se

estudiara aqui la eficiencia de los programas, dmaficiencia de los

algoritmos. Asimismo, este andlisis dependerd dsietrabajamos con

maquinas de un solo procesador o de varios de.&llestraremos nuestra
atencion en los algoritmos para méaquinas de un golcesador que

ejecutan una instruccignluego otra.

Medidas de Eficiencia

Inventar algoritmos es relativamentacil. En la practica, sin embargo, no
se pretendedo disefiar algoritmos, si no mas bien duwe nosalgoritmos.
Asi, el objetivo es inventar algoritmos y probaregallos mismos son
buenos.

La calidad de un algoritmo puede ser avalada utiliiza varos criterios.
Uno de los criterios mas importantes es el tiemfilizado en la ejecucion
del algoritmos. Existen varios aspectos a considera cada criterio de
tiempo. Uno de ellos esta relacionado contielmpo de ejecucion
requerido por los diferentedgoritmos, para encontrar la solucion final de
un problema o calculo particular.

Normalmente, un problema se puede resolver por do&talistintos, con
diferentesgrados de eficienciaPor ejemplo: busqueda de un nimero en
una guia telefonica.

Cuando seusa un computador es importante limitar el consude
recursos.

Recurso Tiempa

* Aplicaciones informaticas que trabajaart‘tiempo real requieren
gque los calculos se realicen en el menor tiempdbpes

» Aplicaciones que manejan wran volumen de infomacién si
no se tratan adecuadamente pueden necesitar tiempos
impracticables.

Recurso Memoria:

* Las maquinas tienen umaemoria limitada.
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Andlisis A Priori y PruebaA Posteriori

El andlisis de la eficiencia de los algoritmos (nmogia y tiempo de ejeucion)
consta de dos fases: AnaligisPrioriy PruebaA Posteriori

ElAnélisis A Priori (o tedrico) entrega una funcion que limita el tiempo
de célculo de un algoritmo. Consiste en obtenerexpaesion que indique el

comportamiento del algoritmo enrfcion de los pardmetros que influyan.
Esto es interesante porque:

* La prediccion del costo del algoritmo puede evitamna
implementacion posiblemente laboriosa.

» Es aplicable en la etapa de disefio de los algostnconstituyendo
uno de los factores furadnentales a tener en cuenta.

En laPrueba A Posteriori (experimental o empirica3e recogen
estadisticas de tiempo y espacio consumidas pafgeritmo mientras se
ejecuta. La estrategia empirica consiste en programar lgeramos y
ejecutarlos en unamnmputador sobre algunos ejemplares de prubbaiendo
medidas para:

* unamaquina concreta,

* un lenguaje concreto,

e un compilador concretoy
* datos concretos

La estrategia tedrica tiene como ventajas que mpedde del computador ni
del lenguaje de programida, ni siquiera de la habilidad del programador.
Permite evitar el esfuerzo inatil de programar ailigoos ineficientes y de
despediciar tiempo de maquina pajacutarlos. También permite conocer
la eficiencia de un algoritmo cualquiera que seaaelafiodel ejemplar al
gue se aplique.

Concepto de Instancia

Un problema computacional consiste en una caracterizaciéon de un
conjunto de datos de entrada, junto con la espaci®n de la salida
deseada en base a cada entrada.

Un problema computacional tieruna o masnstancias, que son valores
particulares para los datos de entrada, sobredates se puede ejecutar el
algoritmo para resolver el problema.

Ejemplo: el problema computacional daultiplicar dos nimeros enteros

tiene por ejemplo, las siguitss instancias: multiplicar 345 por 4653,
multiplicar 2637 por 10000, multiplica32341 por 12etc.

Pagina27



!
<
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

3.6

INACAP

www.inocap.cl

Un problema computacional abarca a otro problemmamaacional si las
instancias del segundo pueden ser resueltas costannias del primero en
formadrecta.

Ejemplo: Problema del Vendedor Viajero

Una instancia de solucié

seria:
5 <C, G, G, G>
10
con una longitud de 27.
@3\
6

Tamafio de los Datos

Variable o expresién en funciébn de la cual inteetaos medir la
complejidad del algoritmo.

Es claro que para cada algoritmo la cantidad darnszc(tiemppmemoria)

utilizados depende fuertemente de los datos de datr&n general, la
cantidad de recursos crece a medida que crecenglfta de la entrada.

El andlisis de esta cantidad de recursos no eslevide ser realizado
instancia por instancia.

Se dénen entonces las funciones de cantidad de resurso base al
tamafo (o talla) de la entrada Suele depender del numero de datos del
problema.Este tamafio puede ser la cantidad de digitos panalunero, la
cantidad de elementos para un arreglo, la dadtide caracteres de una
cadenagn problemas de ordenaciéon es el numero de elesentodenar,
en matrices puede ser el numero de filas, colummakmentos totales, en
algoritmos recursivos es el numero de recursiondamadas propias que
hace la funion.

En ocasiones es Uutil definir el tamafio de la erdrad base a dos o mas
magnitudes. Por ejemplo, para un grafo es frecuantear la cantidad de
nodos y de arcos.

En cualquier casose debe elegir la misma variable para comparar
algoritmos disintos aplicados a los mismos datos.
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Céalculo de Costos de Algoritmos

Queremos saber la eficiencia de los algoritmosgdalocomputador. Por ello,
en lugar de medir el tiempo de ejecucion en micgaselos o algo por el
estilo, nos preocuparemos del nUmdeoveces que se ejecuta una operacion
primitiva (de tiempo fijo).

Para estimar la eficiencia de este algoritmo, pod&mreguntarnos, "si el
argumento es una frase dN numeros, ¢cuantas multiplicaciones
realizaremos?" La respuesta es que hacemos un@phtatién por cada
namero en el argumento, por lo que haceniosmultiplicaciones. La
cantidad de tiempo que se necesitaria para el ddbleimeros seria el
doble.

Calculo de eficiencia en analisis itetivo

Cuando se analiza la eficiencia, en tiempo de ejéayde un algoritmo son
posibles distintas aproximacionedesde el célculo detallado (que puede
complicarse en muchos algoritmos si se realiza ualisis para distintos
contenidos de los datosle entrada, casos mas favorables, caso peor,
hipotesis de distribucion probabilistica para lositenidos de los datos de
entrada etc) hasta el analisis asintético simplificado aplidanreglas
practicas.

En estos apuntes se seguira el criterio deisinasintético simplificado, si
bien nunca se ha de dejar de aplicar el sentidotcon€omo en todos los
modelos simplificados se ha mantener la alerta parastablecer hipotesis
simplificadoras que no se correspondan con ladeadli

En lo que sigueesrealizara una exposicion basada en el criteriexg@ner
en un apartado inicial una serie de reglas y plamientos basicos
aplicables al analisis de eficiencia en algoritnitesativos, en un segundo
apartado se presenta una lista de ejemplos que ifmrntomprender
algunas de las aproximaciones y técnicas expuestas.

Calculo de eficiencia en analisis recursivo

Retomando aqui el socorrido ejemplo del factoricdtemos de analizar el
coste de dichalgoritmo, en su versiditerativa , se tiene:

PROCEDURE Factorial(nCARDINAL) : CARDINAL
BEGIN
VAR Resultado,i CARDINAL ;
Resultada=1;
FOR i:=1TOn DO
Resultado=Resultado*
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END ;
RETURN Resultado
END Factorial

Aplicando las écnicas de analisis de coste en algoritmos itesatde forma
rapida y mentalmente (es como se han de llegaradizam algoritmos tan
simples como éste), se tiene: hay una inicializa@dtes de bucle, de coste
constante. El bucle se repite un nUmeroéeesn y en su interior se realiza
una operacion de coste constante. Por tanto etitiigo es de coste lineal o
expresado con algo méas de detalle y rigor, si lacin de coste del

algoritmo se expresa pdr(n), se tiene qu&((n) ? T.
Una versidérrecursiva del mismo algoritmo, es:

PROCEDURE Factorial(n: CARDINAL): CARDINAL,;
BEGIN
IF n=0 THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN ( n* Factorial(n-1) )
END
END Factorial;

Al aplicar el andlisis de coste aprendido para @isadle dgoritmos iterativos
se tiene: hay una instruccion de alternativa, era we las alternativas
simplemente se devuelve un valor (operacion deecoshstante). En la otra
alternativa se realiza una operacién de coste const@nultiplicacion) con
dos operados. El primer operando se obtiene por una opénade coste
constante (acceso a la variabtg, el coste de la operacion que permite
obtener el segundo operands el coste que estamos calculands!decir es
el coste de la propia funcion factorial [sgue para parametno-1).

Por tantg para conocer el orden de la funcién de coste ste algoritmo
¢debemos conocer previamente el orden de la fund®rcoste de este
algoritmo?, entramos en umacurrencia.

Y efectivamentegl asunto estd en sabesolver recurrenciasi T(n) es la
funcion de coste de este algoritmo se puede deoérTg n) es igual a una
operacion de coste constandecuandon vale0 y a una operacién de coste
T(n-1) mas una operacibn de coste constante (el acceso w la
multiplicacién) cuandm es mayor qué, es decir:

c sin=0
T(n) =
T(n-1) +c sin>0

Se trata entonces de encontrar soluciones a retciag® como esta.
Entendiendo por solucion una funcion simf(le) tal que se pueda ase@r
queT(n) es del orden d&(n).
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En este ejemplo puede comprobarse @(e) es deorden lineales decir del
orden de la funciénf(n)=n, ya que cualquier funcion linedl(n)= an+b
siendoa yb constantes, es solucion der&currencia:

T(0)=b, es deir una constante

T(n)= a.n+b= an-a+ b+a= a(n-1)+b+a= T(n-1)+a, es decir el
coste dél'(n) esigual al dg(n-1) mas una constante.

Principio de Invarianza

Dado un algoritmo y dos implementacionksy |2 (maquinas distintas o
codigos distintos) que tdanTi(n) y T2(n) respectivamente, el principio de
invarianza afirma que existe una constante ce@ly un namero naturalo
tales que para todw>=no se verifica qudi(n)<=c-Tz2(n).

Es decir, el tiempo de ejecucién de dos implemeptes distintas denu
algoritmo dado no va a diferir mas que en una camt&t multiplicativa.

Asumimos que un algoritmo tarda un tiempo del ordenT(n) si existen
una constante reat>0 y una implementacion del algoritmo que tarda
menos que-T(n), para todo tamafo dentrada.

El comportamiento de un algoritmo puede variar btamente para
diferentes secuencias de entrada. Suelen estudiaesecasos para un
mismo algoritmo: caso mejor, caso peor, caso medio.

Analisis Peor Caso, Mejor Caso y Caso Promedio

Puede aalizarse un algoritmo particular o una clase deselldna clase de
algoritmo para un problema son aquellos algoritmpse se pueden
clasificar por el tipo de operacion fundamental gealizan.

Ejemplo:

Problema: Ordenamiento
Clase: Ordenamiento pe@omparacion

Para algunos algoritmos, diferentes entradgsuts para un tamafo dado
pueden requerir diferentes cantidades de tiempo.

Por ejemplo, consideremos el problema de encordéraosicion particular
de un valorK, dentro de un arreglo de elementos. Suponiendo que soélo
ocurre una vez. Comentar sobre el mejor, peor y pasmedio.

¢, Cual es la ventaja de analizar cada caso? Si examus el peor de los
casos, sabemos que al menos el algoritmo se des&argpee esa forma.

P&agina31l



INACAP

www.inocap.cl

En cambio, cuandorualgoritmo se ejecuta muchas veces en muchos tipos
de entrada, estamos interesados en el comportam@omedio o tipico.
Desafortunadamente, esto supone que sabemos cddaro aéistribuidos los
datos.

Si conocemos la distribucién de los datos, podesacar provecho de esto,
para un mejor analisis y disefio del algoritmo. Rira parte, sino
conocemos la distribucion, entonces lo megs considerar el peor de los
casos.

Tipos de analisis

o o Peor caso: indica el mayor tiempo obtenido, teniendo en
E consideracbntodaslas entradas palsles.
—
= o Mejor caso: indica el menor tiempo obtenido, teniendo en
- consideracion todas las entradas plesi
14
O o Media: indica el tiempo medio obtenido, considerando ®di@s
LL entradas pobies.
£
- | Como o se puede analizar elm@ortamiento sobre todas las entradas posibles,
w va a existir para cada prtdma particular un andlisis et é
(v 4
- - peor caso

- mejor caso

- caso promedi¢o medio)

El caso promedio es la medida mas realista deeldormancepero es mas
dificil de calcular pues establece que todas las entradasigg@imente
probables, lo cual puede ser cierto o no. Tjateanos especificamente con

elpeor caso.
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Ejemplo
SeaA una lista den elementodr, Az, As, ... ,An. Ordenar significa permutar
est® elementos de tal forma que los mismos quedencderdo con un
orden pregablecido.

Ascendentéu<=Ax<=Ag.......... <=An

Descendent@i>=A2>=........ >An
Caso peorQue el vector esté ordenado en sentido inverso.

Caso mejarQue el vector esté ordado.

Caso medioCuando el vector esté desordenado aleatoriamente.
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Capitulo 4
Analisis de Algoritmos

4.1 Introduccién

Como hemos visto xisten muchos enfoques para resolver un problema.
¢, Como escogemos entre ellos? Generalmente hay dtessren el defio de
programas de cOmputo:

 EIl disefio de un algoritmo que sea facil de entendedificar y
depurar (Ingenieria dgoftware.

» Eldisefio de un algoritmo que haga uso eficientedeecursos de la
computadora (Analisis y Disefio de algoritmos).

El analisis de algoritmosnos permite medir la dificultad inherente de
un problemay evaluar la eficiencia de un algoritmo

4.2 Tiempos de Ejecucidon

Una medida que suele ser atil conocer esiempo de ejecucidénde un

algoritmoen funcién deN, lo que denomin@mosT(N). Esta funcién se
puede medir fisicamente (ejecutando el programdgj ren mano), o
calcularse sobre el cédigo contando instruccionegeutar y multiplicando
por el tiempo requerido por cada instruccion.
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Asi, un trozo sencillo de programaroo:
S1; FORi:=1TO N DO S2 END
requiere:
T(N):=tl1 +t2*N

siendotl el tiempo que lleve ejecutar la sergi™de sentencias,tp el que
lleve la serie S2".

Practicamente todos los programas reales incluy@guna sentencia
condicimal, haciendo que las sentencias efectivamente uggdas
dependan de los datos concretos que se le presdidemhace que mas que
un valorT(N) debamos hablar de un rango de valores:

Tmin(N) <=T(N) <=Tmax(N)
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los extremos son habitualmente coi@s como taso peoty "caso mejak.

Entre ambos se hallara algueaso promedibo mas frecuente. Cualquier
formulaT(N) incluye referencias al parametioy a una serie de constantes
"Ti" que dependen de factores externos al algoritmmacpueden sela
calidad del cédigo generado por el compilador ydbbcidad de ejecucion de
instrucciones detomputalor que lo ejecuta.

Dado que es facil cambiar de compilador y que laepoia de los
computadoes crece a un ritmo vertiginoso (en la actualidseduplica
anualmente), intentaremosnalizar los algoritmos con algunivel de
independencia de estos factores; es decir, busaemstimaciones
generales ampliamente validas.

No se puede medir el tiempo en segundos porquexisteeun computador
estandarde referencia, en su lugar medimos el nimeroogeraciones
basicas o elementales

Las operaciones béasicas son las que realiza el ctadpuen tiempo acotado
por una constante, por ejemplo:

* Operaciones aritméticas basicas

* Asignaciones de tipos predeiiios

» Saltos (lamadas a funciones, procedimientos yrreip

» Comparaciones logicas

* Acceso a estructuras indexadas basicas (vectorestsices)

Es posible realizar el estudio de la complejidadidealgoritmo sélo en base
a un conjunto reducido de sentéas; por ejemplo,las que mas influyen en
el tiempo de ejecucion.

Para medir el tiempo de ejecucién de un algoritmisten varios métodos.
Veamos algunos de ellos:

a) Benchmarking

La técnica debenchmarkconsidera una coleccién de entradas tipicas
represatativas de una carga de trabajo para un programa.

b) Profiling

Consiste en asociar a cada instruccion de un pnogran nimero que
representa la fraccién del tiempo total tomada pajecutar esa
instruccién particular. Una de las técnicas masocodas (einformal) es

la Regla 9010, que afirma que el 90% del tiempo de ejecucion se
invierte en el 10% del cédigo.
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c) Andlisis

Consiste en agrupar las entradas de acuerdo ansafi@, y estimar el
tiempo de ejecuciéon del programa en entradas deéagsafio, I (n). Esta
es la técnica que se estudiara en el curso.

De este modo, eliempo de ejecuciénpuede ser definido como una
funcion de la entraddenotaremod (n) como el tiempo de ejecucidon de un
algoritmo para una entrada de tamaiio

Concepto de Complejidad

La complejidad (o costo) de un algoritmo es una madle la cantidad de
recursos (tiempo, memoria) que el algoritmo neeedia complejidad de un
algoritmo se expresa en funcion del tamafio (o taléd problema.

La funcidon de complejidad tiene comanable independiente el tamafio del
problema y sirve para medir la complejidad (espaxitemporal). Mide el
tiempo/ espacio relativo en funcion del tamafio delgema.

El comportamiento de la funcién determina la efig&. No es Unica para
un algoritno: depende de los datos. Para un mismo tamafnoradelema,
las distintas presentaciones iniciales de los datas lugar a distintas
funciones de complejidad. Es el caso de una ordénasi los datos estan
todos inicialmente desordenados, parcialmentdenoados o en orden
inverso.

Ejemplo: f(n)= 3n2+2n+1, en donden es el tamafio del problema y expresa
el tiempo en unidades de tiempo.

¢cUnacomputadora méas rapida o un algoritmo mas rapmio?

Si compramos una computadora diez veces mas rapea,quétiempo
podremos ahora ejecutar un algoritmo?

La respuesta depende del tamafio de la entrada tes,d@si como de la
razon de crecimiento del algoritmo.

Si la razén de crecimiento deneal (es decir,T(n)=cn) entonces por

ejemplo, 100000 numeros s@&n procesados en la nueva maquina en el
mismo tiempo que 1000 numeros en la antigua computadora.

¢De q& tamafio (valor de) es el problema que podemos resolver con una
computador&X veces mas rapida (en un intervalo de tiempo fijo)?

Por ejemplo, spongamos que una computadora resuelve un probtena
tamafon en una hora. Ahora supongamos que tenemos unauwauora
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10 veces méas rapida, ¢de qué tamafo es el problgoea podemos

resolver?
f(n) n n’ cambio n/n
10n 1000 10000 n =10n 10
20n 500 5000 n =10n 10
5n logn 250 1842 V(10)n 7.37
<n <10n
2n?2 70 223 n" =v(10)n 3.16
2n 13 16 n =n+3

En la tabla de arribaf(n) es larazén de crecimientode un algoritmo.

Supongamos que tenemos una computadora que puedeta 10000
operacioneshasicas en una hora. La segunda columna muestréxeino
valor de n que puede ejecutarse con.Ql0 operaciones basicas en una
hora. Es decif(n)="total de operaciones basicas en un intervalo depid.
Por ejemplof(n)=10.000 operaciones béasicas gura.

Si suponemos que tenemos una computadora 10 vezesapida, entonces
podremos ejecutar 1000 operaciones basicas en una hora. Por lo cual
f(n)=100.000 operaciones bésicas por hora.

Ejercicio: Comentar sobre la razdr /n segun el incremento deelocidad
de la computadora y la razon de crecimiento delrdlgm en cuestion.
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Nota: los factores constantes nunca afectan la mejelaiva obtenida por
una computadora mas rapida.
4.4 Ordenes de Complejidad

Se dice queQO(f(n)) define un "orden de complejidad". Escogeremos
como representante de este orden a la funi¢irmas sencilla del mismo.

Asi tendremos

0(1) orden constante
O(logn) orden logaritmico

O(n) orden lineal

o(n2) orden cuadratico

O(na) orden polinomiald > 2)
O(an) orden expnencial &> 2)
o(n") orden factorial

Es mas, se puede identificar upgrarquia de érdenes de complejidagdie
coincide con el orden de la tabla anterior; jerdagen el sentido de que
cada orden de complejidad superior tiene a los riofes como
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subconjuntos. Si un algoritm@ se puede demostrar de un cierto ord®n
es cierto que tambmépertenece a todos los 6rdenes superiores (l@iéala
de orden cota superior es transitiva); pero enrética lo Util es encontrar
la "menor cota superior”, edecir el menor orden de complejidad que lo
cubra.

Antes de realizar un programa conviene elegir unnbakgoritmo, donde

por bueno entendemos que utilice pocos recursesdsi usualmente los
mas importantes el tiempo que lleve ejecutarsegalatidad deespacio en

memoria que requiera. Es engafioso pensar que tlogdoalgoritmos son

"més o menos iguales" y confiar en nuestra hahdlidamo programadores
para convertir un mal algoritmo en un producto a&fic Es asimismo

engafoso confiar en la creciente tggia de las maquinas y el
abaratamiento de las mismas como remedio de toogprloblemas que
puedan aparecer.

Un ejemplo de algunas de las funciones més comuwuresanalisis de
algoritmos son:

>

La mejor técnica para diferenciar la eficienciala@ealgoritmos es el estudio
de losordenes de complejidad ElI orden de complejidad se expresa
generalmenteen términos de la cantidad de datos procesados ebor
programa, denominadg que puede ser el tamafio dado o estimado.

En el analisis de algoritmos se considera usualmehtaso peor, si bien a
veces conviene analizar igualmente el caso mejaacgh#una estimacion
sobre un caso promedio. Para independizarse deréctoyunturalegales
como el lenguaje de programacion, la habilidad abelificador, la maquina
de soporte, etc. se suele trabajar con aalculo asintdticoque indica
cdno se comporteel algoritmo para datos muy grandes y salvoualg
coeficiente multiplicativo. Para problemas pequeés<ierto que casi todos
los algoritmos son "mas o menos iguales”, primapttes aspectos como
esfuerzo de codificacion, legibilidad, etc. Los omde @ complejidad sélo
son importantes para grandes problemas.
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4.5 Notacién Asintdtica

El interés principal del analisis de algoritmos icaden saber como crece el
tiempo de ejecucion, cuando el tamafo de la entra@gae. Esto es la
eficiencia asintéticalel agoritmo. Se denomina “asintética” porque analiza
el comportamiento de las funciones enlielite, es decir, su tasa de
crecimiento.

La notacion asintotica se describe por medio de fumaion cuyo dominio
es los numeros naturaleld | estimado a partir déempo de ejecucion o de
espacio de memoria de algoritmos en base a latiedgie la entrada. Se
consideran las funciones asintéticamente no negativ

La notacion asintotica captura ebmportamiento de la funcion para
valores grandes d¥.

Las notatmnes no son dependientes de los tres casos antegide vistos,
es por eso que una notacion que determine el paeb uede estar
presente en una o en todas las situaciones.

4.5.1La O Mayuscula

La notacionO se utiliza para comparar funciones. Resultatipalarmente
atil cuando se quiere analizar la complejidad dealgoritmo, en otras
palabras, la cantidad de tiempo que le toma a unpedador ejecutar un
programa.
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Definicién: Seanf yg funciones con dominio eR <0 oN esimagen en
R. Siexisten constante€ y k tales que

Ox>k,[f(x)]=Clg(x)]
es decir, que para>k,f es menor o igual a un multiplo dedecimos que:
f(x)=0(g(x))
La definicion formal es:
f(x)=0(g(x))<= Ok, N[Ox>N,[f(X) | =< k|g(X)]
¢Qué quiere decir todo esto? Basicamente, que uneidn es siempre
menor que otra funcion (por ejemplo, el tiempo @tetar tu programa es
menor quex?) si no tenemos en cuenta los factores constaessds lo que

significa lak) y si no tenemos en cuenta los valores pequefios Ekpmqe
significa laN).
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¢Por qué no tenemos en cuenta los valores pequidid$? Porqeé para
entradas pequefias, el tiempo que tarda el progmamas significativo y
casi siempre el algoritmo sera suéntemene rapido para lo que queremos.

Asi N3 +5N2-9=0 (N3) no significa que existe una funci(ﬁ)(N?’) que
es iguala3+ 5N2_9.

Debe leerse como:
“3N3+5N 2 -9 esO-GrandedeN>
gue significa:
“3N 3+5N 2 —9 estéasintéticamente dominada poN3”
La notacién puede resultar un poanéusa. Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1. Muestre que B 34 5N 2_ 9=0(N 3).

De nuestra experiencia anterior pareciera tenetidenueC = 5.
Encontremosk tal que:

N3+5N2-9 < 5N3for N>k

Agrupamos: 5N2: 2N3+ 9
Cudl k asegura quel\ﬂi2 = N3 paraN > k?
k=5

Asi que paraN > 5, N2=N3=2N3 + 9.
C=5,k=5 (noesunico!)

Ok WN P

Ejemplo 2: Muestre queN 42 O(3N3 + 5N2 - 9).
Hay que mostrar que no existery k tales que par&l >k, C* (3N3 +5N2 -

9) = N4 es siem pre cierto (usamos limites, recordandordacde Calculo).

lim x4/ C(3x@ +5x2-9) =lim x/ C(3+ 5x—-9/x3)
X=> o X => o

=lim x/ C3+0-0) = (VX .lim x = o
X o X o
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Asi que sin impotar cual sea elC que se eIija,N4 siempre alcanzara y
rebasard&* (3N3 +5N2 9).

Podemos considerarnos afortunados porque sabemigsilaza limites!
Limites seran Uutiles para probar relaciones (cormaemos en el préoximo
teorema).

Lema: Si el limitecuandox = « del cocientef| (X)/ g (x)| existe (es finito)
entonced (x) =0 (g (x)).

Ejemplo 3: N3 +5N2- 9 :O(N3). Calculamos:

lim x3/ (33 +5%-9) =lim 1/(3+9x-9/x3) =1/3
X o X = o
Listo!

4.5.2 La o MinUscula

La cota superior asintética dada por la notadidpuede o no ser ajustada
asintoticamente. La cotan2 = O(n2?) es ajustada asintdticamente, pero la
cota 2 = O(n?) no lo es. Utilizaremos la notaci@para denotar una cota
superior que no es ajustadsintdoticamente.
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Definimos formalmente(g(n)) ("o pequefia™) como el conjunto:

o(g(n)) = {f(n): para cualquier constante positiwa 0, existe una constante
no > 0 tal que: 0<f(n) <cg(n)para todan = o }.

Por ejemplo, 8= 0(n2), pero 212 no pertenece a(n2).

Las notaciones d@® y o son similares. La diferencia principal es, qué(en)

= 0O(g(n)), la cota 0 < f(n) <cg(n)se cumple paralgunaconstantec > 0,
pero en f(n) = o(g(n)), la cota 0 < f(n) < cg(n) se cumple pardodaslas
constatesc> 0. Intuitivamente en la notaciéa, la funcion f(n) se vuelve
insignificante con respecto @(n) a medida quen se acerca a infinito, es
decir:

lim (f(n)/g(n)) = 0.
X > 00
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4.5.3 DiferenciaentreOyo
Parao la desigualdad se mantiene para todas constantes positivas,
mientras que paraD la desigualdad se mantiene sélo para algunas
constantes positivas.
4.5.4 Las NotacionesQ y ©
Q Es el reverso d@.
f(x)=Q(g (x)) >€ g (x)=0(f(x))
Q Grande dice que asintoticamerit@ ) dominaag (x).

© Grande dice que ambas funciones se dominan mutosanen otras
palabras, son asintéticamente equivalentes.

f(x)=0(g (x))
>¢
f(x)=0(g (x))Of(x)=Q(g(x))

f=0(g): “f esdeordeg”
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4.5.5 Propiedades y Cotas mas Usuak

Propiedades de las notaciones asintéticas

Relaciones de orden

La notacion asintdtica nos permite definir rela@snde orden entre el
conjunto de las funciones sobre los enteros pastiv

e fOO(g (X)) « f=<g (sedicequées asintéticamertmenor o igual que)
« flo(g(x)) ~ f<g
- fO0O(gKX)) - f=9g
« fO0Q(gx)) - fzg
« flw(gkx)) - f>g
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Relaciones entre cotas
1. f(n) OO(f (n))
2. f(n) OO(f(n)) Og(n) DO(f(n)) U f(n) TOCh(n))
3. f(n) JO(g(n)) O g(n) dQ(h(n))

4. lim f(n)/g(n) =00 O(f (n)) OO(g (n))

n-> o
5. O(f (n)) =0O(g (n)) = f(n) UO(g(n))g(n) JO(f(n))
6. O(f (n)) D O(g (n)) = f(n) DO(g(n))Lg(n DO(f(n))

7. Q(f(n)) 0Q(g (M) < f(n) 0Q(g(n)Dgm) OQ(f(n))

Relaciones de inclusién

Son muy utiles a la hora de comparar funciones dstec en el caso
asintotico.

Ux,y, a, € UR>0

1. loga n OO(logbn)
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2. O(logaxn) 0 O(loga**® n)
3. O(logaxn) O O(N)

4. O(nX) OO(n*+?)

5. O(nx logay n) O O(nx+?)

6. O(nX) 0 O(2n)
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Propiedades de clausura

El conjunto de funciones del orden f{@) es cerrado respecto de la suma y
la multiplicacion de funciones:

1. fy(n) OO(gy(n)) Of2(n) O O(g2(n)) O fi(n) + fa(n) O O(gz(n) + g2(n))
2. fiy(n) O O(gy(n)) Of2(n) O O(g2(n)) O fa(n) * f2(n) O O(ga(n) * g2(n))

3. fy(n) O O(gy(n)) O f2(n) 0 O(gz2(n)) O fi(n)+f2(n) O O(max(gin), gz(n))

como consecuencia es que los polinomios de gria@a n son exactamente
del orden denk

aknk + ... +ain +ao [ O(nk)
Cotas Asintéticas Mas Usuales

1. c06(1) OcOR=0

2. ; i= (n/2)(n+1) 0OMN2)
i=1

n

3.3 2= (n/3)(n+1)(n+12) 0O(n)
i=1

n

4.5 ikOO(nk*Y) OkON
i=1

n
5. > logi 0®(nlog n)
i=1

n

6.5 (n- i)k DOk ) OkON
i=1
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4.6 Ecuaciones de Recurrencias
4.6.1Introduccién

Como ya hemos indicado, el analisis del tiempo decwgj@n de un
programa recursivo vendra en funcion del tiempouerido por la(s)
llamada(s) recursiva(s) que aparezcan en él. Deitana manera que la
verificacion de programas recursivos requiere de razowarinpduccion,

para tratar apropiadamente estas llamadas, el lodlda su eficiencia
requiere un concepto anéalogo: el de ecuaciébn deurrencia.

Demostraciones por induccion y ecuaciones de recwaia ®n por tanto los
conceptos basicos para tratar programas recursivos.

Supongamos que se esta analizando el coste de wnitalg recursivo,
intentando calcular una funcion que indique el deaecursos, por ejemplo
el tiempo, en términos del tamafio de tttos; denominémosla(n) para
datos de tamafin. Nos encontramos con que este coste se definavazsen
funcion del coste de las llamadas recursivas, &ir dde T(m) para otros
tamafiogn (usualmente menores qug Esta manera de expresar el cobte
en funcion de si misma es lo que denominaremosegnacion recurrentg
su resoluciéon, es decir, la obtencion parade una féormula cerrada
(independiente d&) puede ser dificultosa.

4.6.2Resolucion de Recurrencias

Las ecuaciones de recurrencia son uftdlas para determinar cotas
asintoéticas en algoritmos que presentan recursivida

!
<
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

Veremos dos técnicas bésicas y una auxiliar quepiEan a diferentes
clases de recurrencias:

. Método del teorema maestro
- Método de la ecuacion caracteristica
« Cambio de vaiable

No analizaremos su demostraciéon formal, sélo conmsitkenos su

aplicacion para las recurrencias generadas a patél analisis de
algoritmos.

4.6.3Método del Teorema Maestro

Se aplica en casos como:
5 sin=0

T(n) =
9T(n/3) +n sinz0
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Teorema Seana = 1, b > 1 constantesf(n) una funcién yT(n) una
recurrencia definida sobre los enteros no negattvesla forma T(n) =
aT(n/b) +f(n), donden/b puede interpretarse conit/b o /bl
Entonces valen:

1. Sif(n) O O(m'°9,2-%) paraalgine > 0 entonced (n) 0 O(nlogya).

2. Sif(n) 0©(n9y2) entonces (n) O O(n'ogsalgn).

3. Sif(n) O Q(nlogpa +#) para algiine >0, y satisfaceaf(n/b) < cf(n) para

alguna constante< 1, entonced (n) 0 O(f(n)).

Ejemplos:

1. SiT(n)=9T(n/3)+n entoncesa=9, b=3, se aplica el caso 1 caarly
T(n) O O(Nn2).

2. SiT(n)=T(2n/3)+1 entonces=1, b=3/2, se aplica el caso 2Tyn) =
O(Ign).

3. Si T(n)=3T(n/4)+nlgn entoncesa=3, b=4, f(n) O Q(nl09s3 + 0.2) y
3(n/4) Ig(n/4) < 3/4n Ign, por lo que se aplica el caso J¢n) 0 O(n
lgn)

4.6.4Método de la Ecuacion Caracteristica
Se aplica a ciertas recurrencias lineales con cieefies constantes como:
5 sin=0
T(n) = 10 sin=1
5T(n-1) + 8 (n-2)+2n sin>0
En general, para recurrencias dedanfia:
T(n) =ailT(n-1) + azT(n-2) + ...+ &T(n-k) + b"p(n)
dondeai, 1 <i<k, bson constantesp(n) es un polinomio em de grado s.
Ejemplos:
1. EnT(n)=2t(n-1)+3", a1=2,b=3, p(n)=1, s=0.
2. EnT(n)=t(n-1)+ t(n-2)+n, ai=1,a=1b=1,p(n)=n,s=1.
En general, para:

T(n) =aiT(n-1) + azT(n-2) + ...+aT(n-K) + b"p(n)
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¢ Paso 1Encontrar las raices no nulas de la ecuaciénctar@stica:
(k- amxkl- aoxk2 - .- ak)(x-b)st1=0
Raicesri, 1<i<lI<k,cada una con multiplicidach;.

¢ Paso 2 Las soluciones son de la forma de combinacionealésede
estas raices de acuerdo a su multiplicidad.

T(n) =-----
¢ Paso 3Se encuentran valores para las constaagjteal que:
1<i<|,0<jsmi-1
y di, 0<i<s- 1 segun la recurrencia gimal y las condiciones
iniciales (valores de la recurrencia par=<0,1, ..).

Ejemplo: Resolver la ecuacion de recurrencia sigige

0 sin=0
T(n) =
2T(nr)+1 sin>0
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dondeb=1yp(n)=1 de gradd®.
La ecuacién caracteristica (x-2)(x-1)%! = 0, con raices 2 y 1 de
multiplicidad 1.
Lasolucién generales entonces de la form@a(n)=c112" + c211".

A partir de las condiciones iniciales se encuerdraiguiente sistema de
ecuaciones que sirve para haltar yco1:

ci1+c21=0 den=0
Z11+c21=1 den=1
de dondei1 =1 y c1=-1.

Lasolucion es entoncest(n) = 20 — 1.
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4.6.5 Cambio de Variable
Dada la siguiente ecuacion de recurrencia:
a sin=1
T(n) =
2T(n/2) + nlogpn sin= X
No se puede aplicar el teorema maestro ni la ecuara@éacteristica.

Se define una nueva recurren8@) = T(2), con el objetivo de llevarla a una
forma en la que se pueda resolver siguiendo algéatodo anterior.

Entonces el caso general queda:
S(i) =T(2) = 2T(21/2) + 2i= 2T (2'1) +i2i = 2S(i1) + i2
Con b=2y p(i) =ide grado 1.
La ecuacion caracteristica de esta recurrencia es:
(x-2)(x-2)* =0,
con raiz 2 de grado 3.

La solucion es entonc&gi) = c112' + c2i2! + c13i22i, con loque volviendo a la
variable original queda:
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T(n) - 2T(n/2) =nlogn = (C12 - cz)n + 2azn(logn).

Se pueden obtener los valores de las constantegwendo esta solucion
en la recurrencia original:

T(n) = cun + ciz(logzn)n + ciz(logzn)2n.
de dovdeciz =c13 y 2= 1.
Por tantoT(n) O ©(nlog?n|nes potencia de).
Si se puede probar qugn) es eventualmente no decreciente, pordgla
de las funciones de crecimiento suavee puede extender el resultado

a todos losn (dado quenlog?n es de crecimiento suave).

En este casad(n) O O(nlogn).
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4.7 Ejemplosy Ejercicios
Ejemplos de célculo del tiempo de ejecucién de unrpgrama
Veamos el analisis de un simple enunciado de asignaa una variable
entera:
a=b;

Como el enuncido de asignacion toma tiempo constante, est®él).

Consideremos un simple cicléot”

sum=0;
o for (i=1; i<_=r?; i++)
E sum+=n,;
= La primera linea e®©(1). El ciclo for” es repetidon veces. La tercera linea
! toma un tiempo constante tambiéhcasto total por ejecutar las dos lineas
= gue forman el ciclofor’ es®(n). El costo por el entero fragmento de cédigo
14 es también®(n).
o
L Analicemos un fragmento de cédigo con varios cic¢fos”, algunos de los
E cuales estan anidados.
ﬁ sum=0;
for j=1; j<=n; j++)
E for (i=1; i<=j; i++)
SUMH+;
for (k=1;k<=n; k++)
Alk]= k-1,

Este codigo tiene tres partes: una asignacion syoitdos.

La asignacion toma tiempo constante, llamémosiaEl segundo ciclo es
similar al ejemplo anterior y tom@n= O(n).

Analicemos ahora el primer ciclo, que es un dobtéocanidado. En este
caso trabajemos de adentro hacia fuera. La expresion++ requiere
tiempo constante, llamemodie.

Como el ciclo interno es ejecutadoveces, tiene un costde czj. El cclo
exterior es ejecutadm veces, pero cada vez el costo del ciclo interior es
diferente.

El costo total del ciclo eszveces la suma de los numerosri, @s decirzni=1]j
=n(n+1)/ 2, que e®O(n?). Portantg O(ci+can+c3n?) es simplement®(n2).
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Comparemos el analisis asintotico de los siguiefreggmentos de codigo:

sum x0;
for(i=1; i<=n;i++)
for(j=1; j<=n; j++)
sumb+;

sumzZ0;
for(i=1; i<=n;i++)
for(j=1; j<=i; j++)
sumz+;

El primer fragmento de ejecuta el emiado sum X+, precisamenten?
veces.

Por otra parte, el segundo fragmento de codigoetien costo aproximado
de ¥%2n2. Asi ambos cédigos tienen un costoQ{@?).

Ejemplo, no todos los ciclos anidados $(m?2):
sumEQ0;
for(k=1; k<=n; k*=2)
for(j=1; j<=n; j++)
sumi+;

El costo e®d(nlogn).
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Capitulo 5

Estrategias de Diseno de
Algoritmos

5.1

5.2

Introduccién

A través de los afos, los cientificos de la computaciém ldentificado
diversas técnicas generales que a menudo produlgenitanos eficientes
para la resolucibn de muchas clases de problemste. &pitulo presenta
algunas de las técnicas mas importantes comorsmursion, dividir para
conquistar, técnicas 4&vidas, el método de retrocgs@rogramacion
dindmica.

Se debe, sinngbargo, destacar que hay algunos problemas, comd&NP
completos, para los cuales ni éstas ni otras tésnoonocidas produciran
soluciones eficientes. Cuando se encuentra algloblpma de este tipo,
suele ser util determinar si las entradas al prolleéienen caracteristicas
especiales que se puedan explotar en la busquedaalsolucion, o si puede
usarse alguna solucién aproximada sencilla, en wefadsolucion exacta,
dificil de calcular.

Recursion

La recursividad es una técnica fundamental eerdisefio de algoritmos
eficientes, que esta basada en la solucion de oregsi mas pequefias del
problema, para obtener la soluciéon general del misbna instancia del
problema se soluciona segun la solucién de una®insianciasliferentes
ymas pequefia que ella.

Es una herramienta poderosa que sirve para resolver cidgifpo de
problemageduciendo la complejidad y ocultando los detatlesproblema.
Esta herramienta consiste en que una funcion ogalicdento se llama a si
mismo.

Una gran cantidade algoritmos pueden ser descritos con mayorddarkien
términos de recursividad, tipicamente el resultadod que sus programas

serdn mas pequefios.

La recursividad es una alternativa a la iteraciérepeticion y aunque en
tiempo de computadoragnocupacion en memoria es la solucién recursiva
menos eficiente que la solucion iteratieisten numerosas situaciones en
las que la recursividad es una solucion simple tyred a un problema que
en caso contrario ser dificil de resolver. Por estadnse puede decir que la
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recursividad es una herramienta potente y Utileerekolucion de problemas
gue tengan naturaleza recursiva y, por ende, enogrgmacion.

Existen numerosas definiciones decursividad, algunas de las mas
importantes o sencillason éstas:

* Un objeto esecursivosi figura en su propia definicion.

* Una definicionrecursivaes aquella en la que el objeto que se define
forma parte de la definicion (recuerde la reglangasical: lo definido
nunca debe formar parte de la definicion)

La caracteristica importante de la recursividadgeg siempre existe un
medio de salir de la definicion, mediante la cualtermina el proceso
recursivo.

Ventajas

* Puede resolver problemas complejos.
* Solucion mas natural.

Desventajas

* Se puededgar a un ciclo infinito.
* \Version no recursiva mas dificil de desarrollar.
» Parala gente sin experiencia es dificil de proggam
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Tipos de Recursividad

 Directa o simple:un subprograma se llama a si mismo unaégs m
veces directamente.

—»| Subprograma 1 |¢——
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* Indirecta o mutua:un subprograma Allama a otro subprograma B
y éste a su vez llama al subprograma A.

Subprograma 1 |e

— » Subprograma 2

a) Propiedades para un Procedimiento Recursivo

» Debe de existir cierto criterio (criterio base) edonde el
procedimiento no se llama a si mismo. Debe exigtimenos una
solucion no recursiva.

 En cada llamada se debe de acercar al criterio @gadeicir rango). El
problema debe reducirse en tamafo, expresandoeonproblema
en términos del propio problema, pero mas pequeno.

Los algoritmos dedivide y venceds pueden ser procedimientos

recursivos.

b) Propiedades para una Funciéon Recursiva

» Debe de haber ciertos argumentos, llamados valoaes para los que
la funcion no se refiera a si misma.

» Cada vez que la funcion se refiera asi misma el ragguo de la
funciéon debe de acercarse mas al valor base.

Ejemplos:
Factorial

n=1*2*3...*(n-2) *(n-1) *n

or=1
1'=1
21=1*2
31=1*2*3

Nl=1%2%3 .. *n-2) *(n-1) *n

O n!'=n*(n-1)!
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sin=0 entoncexn!=1
sin> 0 entonce n!'=n *(n-1)!

Functionfactorial(n:integer):longint:
begin
if(n=0)then
factorial:=1
else
factorial:=n * factorial(n-1);
end,

Rastreo de ejecucion:
Sin=6
Nivel

1) Factorial(6)= 6 * factorial(5) = 720
2) Factorial(5)=5 * factoal(4) = 120
3) Factorial(4)=4 * factorial(3) = 24
4) Factorial(3)=3 * factorial(2) = 6

5) Factorial(2)=2 * factorial(1) = 2

6) Factorial(1)=1*factorial(0) = 1

7) Factorial(0)=1
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La profundidadde un procedimiento recursivo es el nimero desgce se
llama a si mismo.

Serie de Fibonacci

0,1,1,2,3,5,8, ...
FO=0
F1=1
F2=F1+F0=1
F3=F2+F1=2
FA=F3+F2=3
Fn=Fn-1+Fn-2

sin=0,1 Fn=n

sin>1 Fn=Fn-1+ -2
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Procedurefibo(var fib:longint; n:integer)

var
fibA, fibB : integer;
begin
if (n=0)or (n=1)thenfib:=n
elsebegin
fibo(fibA,n-1);
fibo(fibB,n-2);
fib:=fibA + FibB;
end,
end
functionfibo (n:integer) : integer;
begin
if (n=0)or (n=1)then
fibo:=n
else
fibo:=fibo(n-1) + fibo(n-2);
end
end;

No todos los ambientes de programacion proveerfaleBdades necesarias
para la recursion y adicionalmente, a veces su e@souna fuente de
ineficiencia inaceptable. Por lo cual se prefieliemmmar la recursionPara
ello, se sustituye la llamada recursiva por un lammde se incluyen algunas
asignaciones para recolocar los parametros dirggata funcion.
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Remover la recursion es complicado cuando existes mé una llamada
recursiva, pero una vez hecha édtaversion del algoritmo esiempre mas
eficiente.

5.3 Dividir para Conquistar

Muchos algoritmos utiles tienen una estructugaursiva de modo que para
resolver un problema se llaman recursivamentenaisinos una o mas veces
para solucionar subproblemasuy similares.

Esta estructura obedece a una estratelgvadir-y-conquistar en que se
ejecuta tres pasos en cada nivel de la recursion:

e Dividir. Dividen el problema en varios subproblemas sinme$ al
problema original pero de menor tamafio;

« Congquistar. Resuelven recursivamente los subproblemas si los
tamafios de los subproblemas son suficientementagiess, entonces
resuelven los subproblemas de manera directa;golue
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e Combinar. Combinan estas soluciones para crear una saluaié
problema origiml.

La técnica Dividir para Conquistar (0o Divide y Vencerés)consiste en
descomponer el caso que hay que resolver en suboass pequefos,
resolver independientemente los subcasos y pomalticombinar las

soluciones de los subcasos para obtener laisolde| caso original.

Caso General

Consideremos un problema arbitrario, y #ean algoritmo sencillo capaz de
resolver el problemaA debe ser eficiente para casos pequefios y lo
denominamosubalgoritmo béasico

El caso general de los algoritmos dei®é y Venceras (DV) es como sigue:

funcién DV(x)
{ sixes suficientemente pequefo o senaltonces

devolverA(x)

descomponex en casos mas pequeids x2,x3 , ... XI

parai — 1hastal hacer
y — DV(xi)

recombinar loyi para obtener una solucignde x

devolvery

}

El nimero de subejemplardssuele ser pequefo e independiente del caso
particular que haya que resolverse.
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Para aplicar la estrategiavile yVencera®s necesario que se cumplan tres
condiciones:

e La decision de utilizar el subalgoritmo béasico en lugbke hacer
llamadas recursivas debe tomarse cuidadosamente.

» Tiene que ser posible descomponer el caso en sabgarcomponer
las soluciones parciales de forma eficiente.

* Los subcasos deben ser en lo ipts aproximadamente del mismo
tamafo.

En la mayoria de los algoritmos dévide y Vencerasel tamafio de lod

subcasos es aproximadamemiéb, para alguna constante en dondem es
el tamafio del caso (o subcaso) original (cada soilpma es
aproximadanente del tamaifo /del problema original).
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El andlisis de tiempos de ejecucidn para estog#igos es el siguiente:
Seag(n) el tiempo requerido por D¥n casos de tamafimw, sin contar el
tiempo necesario para llamadas recursivas. El tengtal t(n) requerido
por este algoritmo de Divide y Venceras es pareaido

t(n) =1t(n/ b) +g(n) para=1yb=2
siempre qua sea suficientemente grande. Si existe un enker® tal que:

g(n) 0 G (nk),

se puede concluir que:

T(nk) sil < bk
t(n) O T(nk log n) sil = bk
T (nlogp') sil > bk

Se deja propuesta la demostracion esta ecuacion de recurrencia usando
analisis asintaotico.

5.4 Programacion Dinamica

Frecuentemente para resolver un problema compéjeadea dividir este

en subproblemasmés pequefios, resolver estos Uultimos (recurriendo
posiblemente a nuevas subdivise®) y combinar las soluciones obtenidas
para calcular la solucién del problema inicial.
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Puede ocurrir que la division natural del problecmnduzca a un gran
namero de subejemplares idénticos. Si se resuelda wino de ellos sin
tener en cuenta las pb#s repeticiones, resulta un algoritmo ineficiente
en cambio si se resuelve cada ejemplar distintosaol@vez y se conserva el
resultado, el algoritmo obtenido es mucho mejor.

Esta es la idea de la programacion dinadmica: ncutad dos veces lo mism
y utilizar normalmente una tabla de resultados geeva rellenando a
medida que se resuelven los subejemplares.

La programacion dindmica es un métaoaecendenteSe resuelven primero
los subejemplares més pequefios y por tanto maslesm@ombinandak
soluciones se obtienen las soluciones de ejemplavegsivamente mas
grandes hasta llegar al ejemplar original.
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Ejemplo:
Consideremos el célculo de niumeros combinatoribalgéritmo seria:
funcion C(n, k)
si k=0ok=nentoncesdevolver 1

sino devolverC(n-1,k-1) + C(n-1,k)

Ocurre que muchos valoréXi, j), coni <nyj < k se calculan y recalculan
varias veces.

Un fendmeno similar ocurre con el algoritmokibonacci

La programaciéon dinamica se emplea a menpdoa resolver problemas de
optimizacion que satisfacen erincipio de optimalidad en una secuencia
Optima de decisiones toda subsecuencia ha de sdriéa 6ptima.

Ejemplo:

Si el camino mas corto de Santiago a Copiap6 pasd.@ Serena, la parte
dd camino de Santiago a La Serena ha de ser neeasanite el camino
minimo entre estas dos ciudades.

Podemos aplicar esta téecnma:

. Camino minimo en un grafo orientado
. Arboles de blusqueda 6ptimos

!
<
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

5.5 Algoritmos Avidos

Los algoritmos avidoso voraces Greedy Algorithm}s son algoritmos que
toman decisiones de corto alcance, basadas enmmaftibn inmediatamente
disponible, sin importar consecuencias futuras.

Suelen ser bastante simples y se emplean sobreptmgoresolver problemas
de optimzacidon, como por ejemplo, encontrar la secuenciantgtpara
procesar un conjunto de tareas por un computaddigrmel camino minimo
de un grafo, etc.

Habitualmente, los elementos que intervienen son:

«+ un conjunto o lista deandidatos (tareas a procas, vertices del
grafo, etc.);

+ un conjunto delecisionesya tomadas (candidatos ya escogidos);

« unafuncién que determina si un conjunto de candidatos es una
soluciénal problema (aunque no tiene por qué ser la 6ptima
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« unafuncién que determina si urtonjunto escompletable es
decir, si afiadiendo a este conjunto nuevos candsgla@s posible
alcanzar una solucion al problema, suponiendo qteedsta,;

« una funcion de seleccibn que escoge el candidato aun no
seleccionado que es mpsometedor

« unafuncién objetivoque da el valor/ coste de una solucién (tiempo
total del proceso, la longitud del camino, etc.gye es la que se
pretende maximizar o minimizar;

Para resolver el problema de optimizacién hay qumetrar un conjunto de
candidatos queoptimiza la funcién objetivo. Los algoritmos vorace
proceden por pasos.

Inicialmente el conjunto de candidatos es vaciccodtinuacion, en cada
paso, se intenta afadir al conjunto el mejor caatmidde los aun no
escogidos, utilizando la funcién delsecion. Si el conjunto resultante no es
completable, se rechaza el candidato y no se leveu&lconsiderar en el
futuro. En caso contrario, se incorpora al conjudi¢ocandidatos escogidos y
permanece siempre en él. Tras cada incorporaciortosepruebasi el
conjunto resultante es una solucion del problema.aljoritmo voraz es
correcto si la soluciéon asi encontrada es siemptana.

El esquema genérico del algoritmo voraz es:

funcion vorazC:.conjuntg:conjunto
{ Ces el conjunto de todos los canaids }
S<=vacio {Seselconjunto en el que se construye la solucién
mientras -solucion(S) yC<>vaciohacer
X — elelemento d€ que maximizaseleccionafx)
C~C\{x}
sicompletabléSU {x}) entoncesS ~ S U {x}
si solucionS)
entonces dewlver S
sino devolverno hay solucién

El nombre voraz proviene de que, en cada pasogefti@éino escoge el mejor
"pedazo" que es capaz de "comer" sin preocuparskitiglo. Nunca deshace
una decision ya tomada: una vez incorporado un aatdia la glucion
permanece ahi hasta el final; y cada vez que unidatales rechazado, lo es
para siempre.
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Ejemplo: Minimo niumero de monedas

Se desea pagar una cantidad de dinero a un clemggeando el menor
namero posible de monedas. Los elementos esuema anterior se
convierten en:

candidato conjunto finito de monedas de, por ejemplo, 1By 25
unidades, con una moneda de cada tipo por lo menos;

« solucién conjunto de monedas cuya suma es la cantidadyarpa

« completable la suma de las m@adas escogidas en un momento dado
no supera la cantidad a pagar;

« funcion de seleccianla moneda de mayor valor en el conjunto de
candidatos aun no considerados;

« funcién objetivonimero de monedas utilizadas en la solucion.

5.6 Método de Retroceso acktracking)

El Backtrackingo vuelta atrases una técnica de resolucién general de
problemas mediante una busqueda sistematica decisoks. EIl
procedimiento general se basa en la descomposidéh proceso de
busqueda en tareas parciales de tanteo deisoles {rial and error).
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Las tareas parciales se plantean de forma recurslaconstruir
gradualmente las soluciones. Para resolver cadsatase descompone en
varias subtareas y se comprueba si alguna dealaduce a la solucién del
problema. Lasubtareas se prueban una a una, y siuna subtareanduce
a la solucion se prueba con la siguiente.

La descripcidén natural del proceso se representaupoarbol de busqueda
en el que se muestra como cada tarea se ramificabtareas. El arbol de
busqueda suele crecer rapidamente por lo que se bubearamientas
eficientes para descartar algunas ramas de busquediaiciéndose la poda
del arbol.

Diversas estrategiasheuristicas frecuentemente dependientes del
problema, establecen las reglas paraidie en que orden se tratan las tareas
mediante las que se realiza la ramificacion del Admblsqueda, y qué
funciones se utilizan para provocar la poda del Brbo

El método debacktrackingse ajusta a muchos famosos problemas de la
inteligencia artifcial que admiten extensiones muy sencillas. Algs rde
estos problemas son el de las TorredH@eoi el del salto del caballo o el de
la colocacion de las ocho reinas en el tablero jgedraz, el problema del
laberinto.
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Un caso especialmente importanéa optimizacion combinatoria es el
problema de Iseleccién 6ptima Se trata del problema de seleccionar una
solucion por sus componentes, de forma que resdgetama serie de
restricciones, de lugar a la solucién que optimiza €uncidon objetivo que se
evalla al construirla. ElI arbol de busqueda pernrigeorrer todas las
soluciones para quedarse con la mejor de entrguassean factibles. Las
estrategias heuristicas orientan la exploracion das ramas mas
prometedoras y la poda en aquellas que nonpten alcanzar una solucién
factible o mejorar la mejor solucion factible alezada hasta el momento.

El problema tipico es el conocido conpsoblema de la mochila Se
dispone de una mochila en la que se soporta un m&samo P en la que se
desean introdcir objetos que le den el maximo valor. Se dispdeeuna
coleccion den objetos de los que se conoce su peso y su valor;

(pivi);i=1,2,..n.

5.7 Método deBranch and Bound

Branch and bound(o también conocido comBamificay Poda) es una
técnicamuy similar a la deBackracking pues basa su disefio en el analisis
del arbol de busqueda de soluciones a un probl&maembargo, no utiliza
la busqueda en profundida(depth firs), y solamente se aplica en
problemas d®©ptimizacion.
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Los algoritmos geerados por esta técnica son normalmente de orden
exponencial o peor en su peor caso, pero su apicaante instancias muy
grandes, ha demostrado ser eficiente (incluso nuébgctracking.

Se debedecidir de qué manera se conforma el arbol de buUdaue

solucionesSobre el arbol, se aplicara una busqueda en ancfpueadth

first), pero considerand@rioridades en los nodos que se visitanegt

first). El criterio de seleccidén de nodos, se basa ewalar 6ptimo posible
(boungd, con el que se tomadtecisiones para hacer Ipsdasen el arbal

Modo de proceder de los algoritmBsanch and Bound

* Nodo vivo: nodo con posibilidad de ser ramificaés,decir, no se
ha realizado una poda.

* No se pueden comenzar las podas hasta que no se haya
descendido ana hoja del arbol

 Se aplicara la poda a los nodos con una cota plealer de una
solucion dada> a los nodos podados a los que se les ha aplicado
una poda se les conoce como nodos muertos

e Se ramificara hasta que no queden nodos vivos yxmaredir

* Los mdos vivos han de estar almacenados en algun-3itista
de nodos, de modo que sepamos qué nodo expandir
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Algoritmo General:

Funcién ramipodaP:problema):solucion
L={P} (lista de nodos vivos)
S= oot (Segln se aplique maximo o minimo)
Mientras L#0
n=nodo de mejor cota el
si solucionf)
si(valor(n) mejor ques)
s=valor(n)
paratodo mOLy Cotafn) peor queS
borrar nodom delL
sino
afladir aL los hijos de n con sus cotas
borrar n de L (tanto si es solucién como si ha famdo)
Fin_mientras
Devolver S

imnocap.cl
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Capitulo 6
Algoritmos de Ordenamiento

6.1 Concepto de Ordenamiento

DEFINICION .

Entrada: Una secuencia denimeros 41, az, .., an>, usualmente en la
forma de un arreglo de elementos.

Salida:Una permutacion &1, a>, ..,an> de lasecuencia de entrada tal
guear =a2=...=an.

CONSIDERACIONES. Cada numero es normalmente unlave que forma
parte de unregistro; cada registro contiene ademdatos satélitegjue se
mueven junto con la clave; si cada registro inclayechos datos satélites,
entonces movemos puertos a los registros (y no los registros).

Un método de ordenacién se denomimatable si el orden relativo de los
elementosno se altera por el proceso de ordenamiento. (hgmde cuanto
se ordena por varias claves).

Hay dos categorias importantesigjdntas de algoritmos de ordenacion:
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e Ordenacion interna:La cantidad de registros es suficientemente
pequefay el proceso puede llevarse a cabo en mamor

* Ordenacion externa: Hay demasiados registros para permitir
ordenacioén interna; deben almaceseen disco.

Por ahora nos ocuparemos solo de ordenacion interna

Los algoritmos de ordenacion interna se clasifiod® acuerdo con la
cantidad de trabajo necesaria para ordenar una&se@den elementos:

¢Cuadntascomparaciones de elementos y cuardomovimientos de
elementos de un lugar a otro son necesarios?

Empezaremos por los métodos tradicionalessercion y seleccion)Son
faciles de entendepero ineficientes, especialmente para juegos desda
grandes. Luego prestaremos mas atenciéon arlds eficientesheapsorty
quicksort
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6.2 Ordenamiento por Insercién

Este es uno de los métodos mas sencillos. Constardar uno por uno los
elementos de un arreglo y recorrerlo hacia su pasicon respecto a los
anteriormente ordenados. Asi empiera €l segundo elemento y lo ordena
con respecto al primero. Luego sigue con el tergeoocoloca en su posicion
ordenada con respecto a los dos anteriores, aggsamente hasta recorrer
todas las posiciones del arreglo.

Este es el algoritmo:

Sean el niumero de elementos en el arrefjlo

Andlisis del algoritmo:

> | NSERTION-SORT(A) :

(i} {Para cada valor dginsertaA[j] en la posicion que le corresponde en la
; secuencia ordenads1..j— 1]}

- | forj~ 2tondo

= k — Alj]

i i« j—1

O whilei>00OA[i] >kdo
LL Ali + 1] « A[i]
= i i-1

:: Ali+1 < k

w

(v 4

o

Numero de comparacionesi(n-1)/2 lo que implica unT(n) = O(n?). La
ordenacién por insercion utiliza aproximadamemeé4 comparaciones y
n2/8 intercambios en el caso medio y dos veces méad peor de los casos.
La ordenacién por insercion es lineal para los amashcasi ordenados.

6.3 Ordenamiento por Seleccion

El método de ordenamiento por seleccion consisterszontrar el menor de
todos los elementos del arreglo e intercambiario €oque esta en la prima
posicion. Luego el segundo m@equefio, y asi sucesivamente hasta ordenar
todo el arreglo.

SELECTION-SORT(A) :

{Para cada valor dgselecciona el menor elemento de la secuencia no
ordenadd&\[j ..n] y lo intercambia com\[j]}

for j - 1ton-1do
K]
fori « j+ 1tondo
if A[i] <A[K]thenk i
intercambie A[j] « A[K]
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Andlisis del algoritmo:

La ordenacion por seleccién utiliza aproximadamemw{e comparaciones y
n intercambios, por lo cudl(n) = O(n2).

6.4 Ordenamiento de la Burbuja (Bubblesort)

6.5

El algoritmo bubblesort también conocido como ordenamiento burbuja,
funciona de la siguiente manera: Se recorre elgwrentercambiando los
elementos adyacentes que estén desordenados. &eeret arreglo tantas
veceshasta que ya no haya cambipse realizarPracticamente lo que hace es
tomar el elemento mayor y lo va recorriendo de @idsi en posiciéon hasta
ponerlo en su lugar.

Procedimient®BubbleSort

for (i=n;i>=1;i--)
for (j = 2;j <=1 j++)
{1f A[j-1] > A[j]) then intercambe(A,j-1,]);
}

Andlisis del algoritmo:

La ordenacion de burbuja tanto en el caso medioccemel peor de los casos

utiliza aproximadamente?/ 2 comparaciones g/ 2 intercambios, por lo cual
T(n) = O(n2).

Ordenamiento Rapido (Quicksort)

Vimos que en un algoritmo deordenamientopor intercambio, son
necesarios intercambios de elementos en sublistata que no son posibles
mas. En el burbujeo, son compaosdtems correlativoen cada pso de la
lista. Por lo tanto para ubicar un item en su ottagosicion, pueden ser
necesarios varios intercambios.

Veremos el sort de intercambio desarrollado gbA.R. Hoareconocido
comoQuicksort. Es mas eficiate que el burbuje@ubblesor) porque los
intercambios involucran elementos que estdn masrtagas, entonces
menos intercambios son requeridos para poner emeito en su posicion
correcta.

La idea bésicadel algoritmoes elegir un elemento llamadwivote, y
ejecutar una secuencia de intercambios tal quesodos elementos
menores que epivote queden a la izquierda y todos los mayores a la
derecha.
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Lo Unico que requiere este proceso es que todoslémsentos a la izquierda
sean menores que pivote y que todos los de la dereck@an mayores luego
de cada paso, no importando@tden entre ellos, siendo precisamente esta
flexibilidad la que hace eficiente al proceso.

Hacemos dos busquedas, una desde la izquierda ydesa@e la derecha,
comparando el pvote con los elementos que vamos recorriendo, buscando
los menores o iguales y los mayores respectivamente

DESCRIPCION. Basado en el paradigma divieyrconquistar, estos son los
tres pasos para ordenar un subarréglo...r]:

Dividir. ElarregloA[p ...r] es particionado en dos subarreglos no vacios
Alp ...q]y A[gtl...r]—cada dato d&\[p ... q] es menor que cada dato
de Alg+1 ...r]; el indice q se calcula como parte de este proceso de
particion.

Conquistar. Los subarreglo®A[p ... q] y A[g+1 ... r] son ordenados
mediante sendas llamadas recursiveBJECKSORT.

Combinar. Ya que los subarreglos son ordenadositu, no es necesario
hacer ningun trabajo extra para combinarlos; toldaresglo A[p ...r]
esta ahora ordenado.

QUICKSORT(A, p, I) : PARTITION (A, p, ) :
if p<r then X« Alplii < p-Lj< r+l
g « PARTITION(A, p,T) w hile 1
QUICKSORT(A, p, Q) repeatj « j—luntil A[j] =x
QUICKSORT(A, g+1,1) repeati « i+luntil Afi] =x
ifi<jthen

intercambieA[i]  A[j]
elsereturn j

Para ordenar un arreglo compléigpla llamada inicial eQUICKSORT(A, 1,n).
PARTITION reordena el subarregld[p ...r] in situ, poniendo datos menores
que elpivote x=A[p] en la parte baja del arreglo y datos mayores>qee
la parte alta.

Andlisis del algoritmo:

Depende de si la particion es o no balanceadauy®asu vez depende de
coémo se elige los pivotes:

* Si la particién es balancead&UICKSORT corre asintdticamente tan
rapido como ordenacion por mezcla.
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* Sila particién es desbalancea@@ICKSORT corre asintoticamente tan
lento como la ordenacion por insercion.

El peor caso ocurre cuandBARTITION produce una regiéon com—1
elementos y otra con sélo un elemento.

Si este desbalance se presenta en cada paso detmlg, entonces, comla
particion toma tiemp® (n) y (1) = © (1), tenemos la recurrencia:

n
o(n)=o(n-1)+0O (n) = Z O(K) = o 2.
k=1

Por ejemplo, este tiempo@(nz) de ejecucion ocurre cuando el arreglo esta
completamente ordenado, situacion en la CUNGERTIONSORT corre en
tiempoO(n).

Si la particion produce dos regiones de tamaii@, entonces la recurrencia
es:

a(n) = 20(n/2) + ©(n) = ©(n log n).

Tenemos un algoritmo mucho mas rapido cuando seldaejor caso de
PARTITION.

El caso promedio dQuICKSORTes muchanas parecido al mejor caso que al
peor caso; por ejemplo, $#ARTITION siempre produce una division de
proporcionalidad 9 a 1.

o Tenemos la recurrenc@n) =o(9n/10) +a(n/10) +n.

o En el arbol de recursion, cada nivel tiene cast@ a lo masn mas
alla de la profundidadlogign), y la recursién termina en la

profundidadogig;gn = ©(logn) ...0

o0 ...el costo total para divisiones 9 a 1@&log n), asintéticamente lo
mismo que para divisiones justo en la mitad.

o Cualquier division de proporcionalidad constanter, pjemplo, 99 a
1, produce un arbol de recursion de profundid&dog n), en que el
costo de cada nivel e®(n), lo que se traduce en que el tiempo de
ejecucion e®(nlogn).

En la practica, en promedid?ARTITION produce una mezcla de divisiones
buenas y malas, que en el arbol de recursion ed&iribuidas
aleatoriamente; Suponemos que aparecen alternadamente por niveles:

 En laraiz, el costo de la particion ey los arreglos producidos tienen
tamafiosn-1y 1.
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 En el siguiente nivel, el arreglo de tamaiiel es particionado en dos
arreglos de tamafign-1)/2, y el cost de procesar un arreglo de
tamafio les 1.

 Esta combinacion produce tres arreglos de tamafi¢s-1)/2 y
1)/2 a un costo combinado da-Z2L =O(n) ...

e ...nopeor que el caso de una sola particiéon quedypee dos arreglos de
tamanosn-1)/2 + 1y 6—1)/2 a un costo den = O(n), y que es muy
aproximadamente balanceada.

Intuitivamente, el cost®(n) de la division mala es absorbido por el costo
©(n) de la divisién buena:

[ ladivision resultante es buena.
O EI tiempo de ejecucion dQUICKSORT, cuando los niveles producen
alternadamente divisiones buenas y malas, es cdrtienepo de ejecuciéon
para divisiones buenas Unicamente:

O(nlogn), pero on una constante mas grande.

6.6 Ordenamiento por Monticulo (Heapsort)

DEFINICIONES. Un heap(binario) es un arreglo que puede verse como un
arbol binario completo:

» Cadanodo del &rbol corresponde a un elemento del &yeg
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* El arbol esta lleno en toddss niveles excepto posiblemente el de mas
abajo, el cual esté lleno desde la izquierda hasteierto punto.
Un arregloA que representa a un heap tiene dos atributos:
 MA[A] es el numero de elementos en el arreglo;

» 0O[A] es el numero de elementos enhelapalmacenado en el arreglo
o[A] = A[A];

* A[1. A[A]] puede contener datos validos, pero ningun dato atldde
Alo [A]] es un elemento déleap

Laraizdel arboleA[1]; y dado el indice de un nodo, los indices de su padre,
hijo izquierdo, e hijo derecho se calculan como:

P@i) :return L200L(3): return 2i R(i) :return 2i+ 1
Un heapsatisface lpropiedad de heap

» Paracualquier noda distinto de la aiz, A[P(i))] = A[i];

« Elelemento méas grande en un heap esta en la raiz;
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* Los subéarboles que tienen raiz en un cierto nodo coetievalores mas
pequefios que el valor contenido en tal nodo.

La altura de urheapden elementos e®(logn).

RESTAURACION DE LA PROPIEDAD DE HEAP. Consideremos un arregly un
indicei en el arreglo, taque:

* Los arboles binarios con raices kfi) y R(i) son heaps;

* A[i] puede ser mas pequefio que sus hijos, violandprdpiedad de
heap.

HEAPIFY hace “descender” poel heap el valor enA[i], de modo que el
subarbol con raiz ense vuelva utheap en cada paso:

 determinamos el méas grande entidi], A[L()] y A[R()], y
almacenamos su indice &n

* sielmas grande no &Yi], entonces intercambiamad¥i] con A[k], de
modo que ahora el nody sus hijos satisfacen la propiedaditap;

* pero ahora, el nodd& tiene el valor originalmente eA[i]—el subarbol
con raiz erk podria estar violando la propiedad lteap...

*« ...siendo necesario llamarHEAPIFY recursvamente.

HEAPIFY(A, i) :
I L(@); r « R()
if |=o[A] OA[l]>Afilthenk — lelsek « i
if r=0o[A] OA[r] >Alk]thenk « r
ifk?ithen
intercambieA[i] -~ A[K]
HEAPIFY(A, k)

El tiempo de ejecucién delEAPIFY a partir de un nodo de altureesO(h) =
O(log n), en quen es el numero de nodos en el subéarbol con raiz endd de
partida.

CONSTRUCCION DE UN HEAP. UsamosHEAPIFY de abajo hacia arriba para
convertir un arregl@[1..n]—n =A[A] —en unheap

« Comolos elementos eA[([/2}+ 1) ..n] son todos hojadel arbol, cada
uno es urheapde un elemento;

* BuUILD-HEAP pasa por los demas nodos del arbol y ejeddEaPIFY en
cada uno.
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e EI orden en el cual los nodos son procesados gaeandque los
subarboles con raiz en los hijos del nodg@ son heaps cuanddeAPIFY
es ejecutado en el nodo

BUILD-HEAP(A) :
O[A] « A[A]
for i « A[A]/20dow nto1 doHEAPIFY(A, i)

El tiempo que tomdEAPIFY al correr en un nodo varia con la altura del nodo,
y las alturas de la mayoria de los nodos son peggsief

En unheapde n elementos hay a lo mag 2"+ nodos de alturh, de modo

Un heapes un arbol binario con las siguientes caractiesist

g que el costo total dBUILD-HEAP es:
; Oogno L dogng L
= 5
e > r?+1§)(h) = Oa" Z—th = 0(n)
- h=0 % 2'd
o
LL ©
aque § N
E o Zzh =2
o h=0
Ll
(1 4
q

o0 Es completo. Cada nivel es completo excepto posiblete el ultimo,
y en ese nivel los nodos estan en las posicionesana izjuierda.

0o Los items de cada nodson mayores e iguales que lofftems
almacenadosrelos hijos.

(43) 27)

2 B ¢y 2 G %
2 & @ &

Para implementarlo podemos usar estructuras ernd@zaol vectores
numerando los nodos por nivel y de derecha a izqaier
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Es decir:

4 5 6 7

De este modo,=facil buscar la direccion del padre o de losdhge un nodo.
El padre dees:idiv 2. Los hijosdason: 2*i y 2*i+ 1

Un algoritmo para convertir un arbol binario cortm en unheap es basico
para otrasoperaciones deneap Por ejemplo un arbol en el que ambos
subéarboles soheappero el arbol en sino lo es.

2
9 4
1 5 3

La Unica razon por la que no es heapes porque la raiz es menor que uno
(o dos como en este aasubarboles)

El primer paso es intercambiar la raiz con el mal@rlos dos hijos:

9

Esto garantiza que la nueva raiz sea mayor que amijms y que uno de
estos siga siendo ulmeap(en este caso el derechpjjue el otro pueda ser o
no. Si es, el &rbol entero lo es, sino simplemeerpetimos elswapdow ren
este subarbol.

Swapdown
1. Done :=false
2.Ccc=2%r
3.Whilenot Doneand c<=nDo
a.if c<nandHeap[c] <Heagdc+1] thenc:=c+1;
b.if Heap[r] < Heafdc] then
I. IntercambiaHeagdr] y Heagdc]
ii. r:=c
lii. c:=2*¢
elseDone :=true
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Heapify

Recibe unArbol Binario Completo(ABC) almacenado en un arreglo
desde posicién 1 a posicign Convierte el &rbol en umeap

SwapDowrarbol cuya raiz esta en
Veamos un jemplo:
Sean los siguientes element8%;,15,77,60,22,41
El arreglo contiendos itemscomo un ABC.
35
15 77
60 22 41
UsamosHeapifypara convertirlo eHeap.
77
60 41
15 22 35
Esto pone al elemento mas grande en la raiz, es ldegosicion 1 del vector.
Ahora usamos la estrategia dseort de seleccion y posicionamos
correctamente al elemento mas grande y pasamogdenar la sublista
compuesta por lostros 5 elementos
35
60 41
15 22 T T-mmmmm oo 35,60,41,15,22,77
En términos del arbol estamos cambiando, la raiz lpohoja mas a la
derecha. Sacamos ese elemento del arbol. El Aumigeda no es uheap.

Como slo cambiamos la raiz, los subarboles $®aps entonces podemos
usarswapdowren lugar delHeapify que consume mas tiempo.
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60
35 41

15 22

Ahora usamos la misma técnica de intercambiar ia can la hoja mas a la
derecha queodamos.

22
E 35 41
— (T Y N > 35,22,41,1%0.77
b !
= |
(v Volvemos a usaBwapDow npara convertir en uhleap.
E 41
=
- 35 22
o
w 15
(v 4
- | Y volvemos a hacer el intercambio hejaiz.
15
35 22
4] - - 35,15,2241,60.77
15
35 22

Volvemos a usagwapDown

35
15 22 Intercambiamos hgjaiz y podamos
22 mmemmemeneemeoeeeeeaeneeeeaneeneaa———- > 22,1535.41.60.77
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Finalmente, el &arbol de dos elementos es convertésho un heap e
intercambialo la raiz con la hoja y podado

15

7 S— > 1522.35.41.60.77

El siguiente algoritmo resume el procedimiento disc

Consideramos X como un arbol binario comple{dBC) y usamo$eapify
para convertirlo en uheap.

For i=ndownto 2do

* IntercambiarX[1] y X[i], poniendo el mayor elemento de la sublista
X[1]...X[i] alfinal de esta

 Aplicar SwapDown para convert en heap el arbol binario

correspondiente a la sublista almacenada en laisiposs 1 ai - 1de
X.

6.7 Otros Métodos de Ordenamiento

Existen varios otros algoritmos de ordenamiento. céntinuacion se
mencionaran brevemente algunos otros mas.
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6.7.1 Ordenamiento por IncrementosDecrecientes

Denominado asi por su desarrolladwnald Shel(1959).El ordenamiento
por incrementos decrecientes (0 métagloellsort) es una generalizacién
del ordenamiento por insercion donde se gana rapide permitir

intercambiosentre elementos que se encuentran muy alejados.

La idea es reorganizar la secuencia de datos paeacgmpla con la
propiedad siguiente: si se toman todos los elemersgparados a una
distanciah, se obtiene una secuencia ordenada.

Se dice que la secoeia h ordenada esta constituida pdr secuencias
ordenadas independendientes, pero entrelazadas shtse utiliza una
serie decrecientlk que termine en 1.

for (h=1h<=n/9;h=3*h+1);
for (;h>0;h/=3)
for (i=h+ 1ji<=n;i+=1)
{ v=All;
=1
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w hile (j>h && A[j-h] > v )then
{ Alll = Alj-11;
j-=h;
}
Aljl =v;
}

Analisis del algoritmo:

Esta sucesion de incrementos es facil de utilizaonyducea una ordenacion
eficaz. Hay otras muchas sucesiones que conducenenaciones mejores.
Es dificil mejorar el programa anterior en mas de 20%, incluso paran
grande. Existen sucesiones desfavorables como jporpdo: 64, 32, 16, 8, 4,
2, 1, donde sélee comparan elementos en posiciones impares culanilo

Nadie ha sido capaz de analizar el algoritmo, por lo gqealiicil evaluar
analiticamente los diferentes incrementos y su coma@ién con otros
meétodos, en consecuencia no se conoce su formdofualcdel tiempo de
ejecucion.

Para la sucesion de incrementos anterior se tien€(m) = n( log n)2 y n1.25,

La ordenacion de Shell nunca hace mas mf&2 comparaciones (para los
incrementos 1,2,13, 40.....)

6.7.2 Ordenamiento por MezclasSucesivas (nergesort)
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Se aplica la técnica dividg-venceras, dividiendo la secuencia de datos en dos
subsecuencias hasta que las subsecuencias tenganiemelemento, luego

se ordenan mezclando dos subsecuencias ordenadasn&nsecuencia
ordenada, en forma sucesivasha obtener una secuencia Unica ya ordenada.
Sin = 1 solo hay un elemento por ordenar, sino se huae ordenacion de
mezcla de la primera mitad del arreglo con la segumditad. Las dos mitades
se ordenan de igual forma.

Ejemplo: Se tiene un arregle @ elementos, se ordenan los 4 elementos de
cada arreglo y luego se mezclan. El arreglo de metdos, se ordenan los 2
elementos de cada arreglo y luego se mezclan. Elgharrde 2 elementos,
como cada arreglo sélo tieme= 1 elemento, solo se mezclan.
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void ordenarMezcla(TipoEle A[], int izq, int der)
{ if (izq < der)
{ centro = (izq + der ) % 2;
ordenarMezcla( A, izq, centro);
ordenarMezcla( A, centro+1, der);
intercalar( A, izqg, centro, der );

<
3]
-
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=
14
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e
=z
o
L }
™

<

voidintercalar(TpoEle A[], int a, intc, intb)
{ k=0;

i=a;

j=c+1,

n = b- a;

while (i<c+1)&&(j<b+1)

{ it (ALl < Aljl)

{ BIK] = Alil;
=i+ 1
}
else
{ BIk] = Alll;
=ity
}
k=k+ 1;
while (i<c+1)
{ BIK] = Afil;
i++:
k++;
¢

while (j<b+1)
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{ BIK] = Alil;
j++;
k++;
I3
i=a;
for(k=0;k<n;i++)
{ Alil = BIKJ;
i++;
¢

Andlisis dd algoritmo:

La relacion de recurrencia del algoritmoTg4)= 1, T(n) = 2T(n/2) +n, cuya
solucién esl(n) =nlog n.
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Capitulo 7

Algoritmos de Busqueda

7.1

7.2

Introduccién

En cualquier estructura de datos puede plantearsetesidad de saber si
un cierto dato esta almacenado en ella, y en su casquenposicion se
encuentra. Es el problema de la busqueda.

Existen diferentes métodos de busqueda, todos padee un esquema

iterativo, en el cual se trata una parte o la tdtad de la estructura de te
sobre la que se busca.

El tipo de estructura condiciona el proceso de bés@q debido a los
diferentes modos de acceso a los datos.

Busqueda Lineal

La busqueda es el proceso de localizar un regigtieanento) con un valor de
llave particular. Lablusqueda termina exitosamente cuando se localiza el
registro que contenga la llave buscada, o termimaéxito, cuando se
determina que no aparece ningun registro con asa.ll

Blusqueda lined, también se le conoce como busquedacuenail.
Supongamosuna coleccién de registros organizados como una liseal. El
algoritmo béasico de busquediaeal consiste en empezar al inicio de la lista e
ir a través de cada registro hasta encontrar i lladicadak), o hasta al
final de la listaPosteriormete hay que comprobar sia habido éxito en la
busqueda.

Es el método més sencillo en estructuras line&asestructuras ordenadas
el proceso se optimiza, ya que al llegar a un dat timero de orden
mayor que el buscado, no hace falta seguir.

La situacion oOptima es que el registro buscado sea el gmamen ser
examinado. El peor caso es cuando las llaves destéas n registros son
comparados conk (lo que se busca). El caso promedio @52
comparaciones.

Este método de busqueda es muy lento, pielas slatos no estan en orden
es el unico método que puede emplearse para hasdsdsquedas. Si los
valores de la llave no son unicos, para encontweps$ los registros con una
llave particular, se rguiere buscar en toda la lista.
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Mejoras en la eficiencia de la busqueddineal
1) Muestreo de acceso

Este método consiste en observar que tan frecuarmitanse solicita
cada registro y ordenarlos de acuerdo a las pradidalies de acceso
detectadas.

2) Movimiento hacia el frente

Este esquema consiste en glaelista de registros se reorganicen
dindAmicamente. Con este método, cada vez que buaqledna llave
sea exitosa, el registro correspondiente se muevia g@rimera
posicién de la lista y se recorren una posicidnidaajo los que
estaban antes qué é

3) Transposicidn

Este es otro esquema de reorganizacion dinamiczousiste en que,
cada vez que se lleve a cabo una busqueda exitdseggisstro

correspondiente se intercambia con el anterior. Ceste

procedimiento, entre @& accesos tenga el registmas rapidamente
avanzaé hacia la primera posicion. Comparado con el métdeéo
movimiento al frente, el método requierésntiempo de actividad
para reorganizar al conjunto de registros. Una jande@ método de
transposicién es que no permite que eluegmiento aislado de un
registro, cambie de posicion todo el conjunto dgistos. De hecho,
un registro debe ganar poco a poco su derechoamzdc el inicio de
la lista.
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4) Ordenamiento

Una forma de reducir ellmero de comparaciones esperadas cuando
hay una significativa frecuencia de busqueda sintoéxis la de
ordenar los registros en base al valor de la ll&sta técnica es util
cuando la lista es una lista de excepciones, ted@so una lista de
decisiones, en cuyo caso la mayoria de las busguedatendran
éxito. Con este método una busqueda sin éxito teantuando se
encuentra el primer valor de la llave mayor quéwicado, en lugar
de la final de la lista.

En ciertos casos se desea localizar un elementoretnde un arreglo. En
una busqgada lineal de un arreglo, se empieza con la prinoaslla del
arreglo y se observa una casilla tras otra haseasguencuentra el elemento
buscado o se ha visto todas las casillas. Comeseilrado de la busqueda es
un solo valor, ya sea la posiciénlddemento buscado o cero, puede usarse
una funcién para efectuar la busqueda.
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En la funcibn BUSQLINEAL, n&ese el uso de la variable booleana
encontrada.

Function BUSQ_LINEAL (nombres: tiponomTam: integer;
{Regresa el indice de leldaque contieneel elementadbuscado o
regresa) sino esé en el arreglo}
Var encontradoboolean

indice; integer:

Begin
encontrado= false
indice = 1:
Reapeat
If nombres {indice} = sebusdhen
begin
encontrado : true;
BUSQ LINEAL :=indice
end
else

indice := indice + 1
until (encontradodr {indice > tam);

If not encontradohen BUSQ LINEAL: =0
End;

Busqueda Binaria

Una busqueda lineal funciona bastante bien paralisteapequefa. Pero si
se deseabuscar el numero de teléfono de JorBerez en el directorio
telefonicode Santiagp no seria sensato empezar con el primer nombre y
continuar la busqueda nombre por nombre. En un deétoas eficiente se
aprovechara el orden alfabético de los nombres pananediatamente a un
lugar en la segunda mitatkl directorio.

La busqueda binaria es semejante al método usatlmmaicamente al
buscar un numero telefénico. En la blUsqueda binas@ reduce
sucesivamente la operaciéon eliminando repetidassvée mitad de la lista
restante. Es claro que para podealizar una busqueda binaria debe tenerse
una lista ordenada.

Se puede aplicar tanto a datos en listas linealesocen arboles binarios de
busqueda. Los prerrequisitos principafeara la busqueda binaria son:

o Lalista debe estar ordenada en un ordspeeifico de acuerdo
al valor de la hve.

o Debe conocerse el nUmero de registros.
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Algoritmo

1. Se compara la llave buscada con la llave localizatl@entro del
arreglo.

2. Sila llave analizada corresponde a la buscadadibibsqueda si no.

3. Sila llavebuscada es menor que la analizada repetir procesoitad
superior, sino en la mitad inferior.

4. El proceso de partir por la mitad el arreglo seiteepasta encontrar el
registro o hasta que el tamafo de la lista restaetecero , lo cual
implica que kvalor de la llave buscada no &€ la lista.

El esfuerzo maximo para este algoritmo es derdo@&l minimo de 1y en
promedio ¥ logn.

7.4 Arboles de BlUsqueda

Son tipos especiales de arboles que los hacenuades para almacenar y
recuperar infornacion. Como en un arbol binario de busqueda buscar
informacion requiere recorrer un solo camino ddsdaiz a una hoja. Como
en un arbol balanceado el maslargo camin@dailz a una hoja €3(log

n). A diferencia de un arbol binario cada nodo g&econtener varios
elementos y tener varios hijos. Debido a esto ya gs balanceado, permite
acceder a grandes conjuntos de datos por camirrbssco

7.5 Busqueda por Transformacion de Clavesiklashing)
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Hasta ahora las técnicas de localizacion de reggstistas, emplean un
proceso de busqueda que implica cierto tiempo wergb. El siguiente
meétodo nos permite encontrar directamente el registiscado.

La idea basica de este método consiste en aplitarfuncion que traduce un
conjunto de posiblevalores llave en un rango de direcciones relatils.
problema potencial encontrado en este procesouedal funcion no puede
ser uno a uno; las direcciones calculadas puedesentodas Unicas, cuando
R(k1)= R(kz2) . Pero:K: diferente deKz decimos que hay unaolision. Ados
llaves diferentes que les corresponda la mismacdiée relativa se les llama
sinéonimos.

Alas técnicas de d¢éulo de direcciones también se les conoce como:

Técnicas de almacenamiento disperso
Técnicas aleatorias

Métodosde transformacion de llava-direccion
Técnicas de direccionamiento directo
Métodos de tablédash

Métodos deHashing

O O O 0o o o
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Pero el término @6 usado es el dhashing Al calculo que se realiza para
obtener una direccion a partir de una llave sedroce cano funcion
hash.

Ventajas:

1. Se pueden usar los valores naturales de la llavesio que se
traducen internamente drélcciones faciles de localizar.

2. Se logra independencia logica y fisica, debido a lps valores de las
llaves son independidges del gsacio de direcciones.

3. No se requiere almacenamiento adicional para ldgés.

Desventajas

No pueden usargegistros de longitud variable.
El archivo no esta ordenado.

No permite llaves repetidas

Solo permite acceso por una sola llave

ENSENES

Costos:

« Tiempo de procesamiento requerido para la aplicacié la funcion
hash

- Tiempo de procesamiento y los accesos E/S requerigara
solucionar las colisiones.

La eficienciade una funciénhashdepende de:

1. La distribucion de los valorede llave que realmnte se usan.

2. El nimero de valores de llave que realmente estdn en coso
respecto al tmafio del espacio de direcciones.

3. El numero de registros que pueden almacenarse en umraddir
dadasin causar una colision.

4. Latécnica usada para resale problema de las colisiones.

Las funcioneshash mas comunes son:

Residuo de la division
Método de la Multiplicacion
Medio del cuadrado
Pliegue

O O O o

Hashingpor Residuode laDivision
En este casd(k) = kmod m ,en quem = nUmero primo no muy cercano

a una ptencia de2—si m = 2P, entoncesh(k) es losp bits menos
significativos dek.
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La idea de este método es la de dividir el valodadkave entre undmero
apropiado, y después utilizar el residuo de la d@wscomo direccion
relativa para el registro (diccion = llavemod divisor).

Mientras que el valor calculado real de una dir@etdielativa, dados tanto
un valor de llave como el divisor, es directo; laceion del divisor apropiado
puede no ser tan simple. Existen varios factoresdapben considarse para

seleccionar el divisor:

1. Elrango de valores que resultan de la operacitavelmoddivisor”, va
desde cero hasta el divisor 1. Luego, el divisoredmina el tamafo del
espacio de direcciones relativas. Si se sabe gaechlivo va a contener
por lo menosn registros, entonces tendremos que hacer que di%isp
suponiendo que solamente un registro puede sercainmaalo en una
direccion relativa dada.

2. El divisor debera seleccionarse de tal forma quepidababilidad de
colisibn sea minimizada.c.Como escoger estenimero? Mediante
investigaciones se ha demostrado que los divisgues son numeros
pares tienden a comportase pobremente, especiadmeonh los
conjuntos de valores de llave que son predominaetdm impares.
Algunas investigaciones segen que el divisor deberd ser uimrero
primo. Sin embargo, otras sugieren que los divisare primos trabajan
tan bién como los divisores primos, siempre y cuandodoisores no
primos no contengan ningun factor primo menor del20mas comun
es eleg el nUumero primo nas préximo al total de direcciones.

Independientemente de que tan bueno sea el divis@ndo el espacio de
direcciones de un archivo @éstompletamente lleno, la probabilidad de
colision crece draméticamente. La saturacion déigocde mide mediante
su factor de carga, el cual se define como la relaciéon délmero de
registros en el archivo contra eimero de registros que el archivo podria
contener seéstuviese completamente lleno.

Todas las funcioned®iash comienzan a trabajaprobablemente cuando el

archivo esd casi lleno. Por lo general maximo factor de carga que puede
tolerarse en un archivo para un rendimiento razomablde entre el 70% vy

80%.
Por ejemplq st

e n = 2,000 strings de caracteres de 8 bits, en quka &iring es
interpretado como un namero entdren base 256,y

e estamos dispuestos a examinar un promedio derBegleos en una
busqueda fallida,
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Entonces podemos

e asignar una tabla de mezcla de tamatie 701y
e usar la funcion de mezclkgk) =k mod 701.

Hashing por Método de la Multiplicacion

En este casoh(k) = [th (k Amod 1) []

en que 0 <A < 1; el valor dem no es critico y tipicamente se usa una
potencia de 2 para facilitar el calculo computaaeilthe la funcion.

Por ejemplo, sik = 123456,m = 10,000, yA = (*\E) -1)/2=06180339887,
entoncedi(k) = 41.

Hashing porMedio del Cuadrado

En esta técnica, la llave es elevada al cuadradepués algunos digitos
especificos se extraen de la mitad del resultada panstituir la direccion
relativa. Si se desea una direccida n digitos, entonces los digitos se
truncan en ambos extremos de la llave elevada atlado, tomandm
digitos intermedios. Las mismas posiciones daligitos deben extraerse
para cada llave.

Ejemplo:

Utilizando esta funciérhashingel tamafio del ahivo resultante es de 10
donden es el numero de digitos extraidos de los valoeekdlave elevada al
cuadrado.

Hashingpor Pliegue

En esta técnica el valor de la llave es particiamad varias partes, cada una
de las cuales (excepto (dtima) tene el mismo amero de digitos que tiene
la direccién relativa objetivo. Estas particiones sdespués plegadas una
sobre otra y sumadas. El resultado, es la direcadativa. Igual que para el
meétodo del medio del cuadrado, el tamafio del espde direcciones
relativas es una potencia de 10.

Comparacidon entre las Funcionesiash

Aunque alguna otra técnica pueda desempefiarse mnegjosituaciones
particulares, la técnica del residuo de la divisiproporciona el mejor
desempefio. Ninguna funcibhash se desempefia siempre mejor que las

Paginag4



!
o
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

INACAP

www.inocap.cl

otras. El método del medio del cuadrado puede ade&e en archivos con
factores de cargas bastantes bajas para dar gemertd un buen
desempefio. El método de pliegues puede ser lac&omis facil de calcular
pero prauce resultados bastante erraticos, a menos qlontatud de la
llave sea aproximadamente igualla longitud de la direccién.

Si la distribucién de los valores de llaves no esacida, entonces el método
del residuo de la divisién es preferible. Notpie elhashingpuede ser
aplicado a llaves no numéricas. Las posiciones ddemamiento de
secuencia de los caracteres en un valor de llaesl@u ser utilizadas como
sus equivalentes "numeéricos". Alternativamenteakgoritmo hashactia
sobre las represdaciones binarias de los caracteres.

Todas las funcionesash presentadas tienen destinado un espacio de
tamafo fijo. Aumentar el tamafio del archivo relatoreado al usar una de
estas funciones, implica cambiar la funcibash para que se refiera & u
espacio mayor y volver a cargar el nuevo archivo.

Métodos paraResolver elProblema de lasColisiones

Considere las llaveK1y K2 que son sinénimas para la funcibashR. SiK1
es almacenada primero en el archivo y su direce®rR(Ki), entonceses
dice queKiesta almacenado en su direccion de origen.

Existen dosmétodosbésicospara determinar@hde debe ser alojadty:

« Direccionamiento abierto. Se encuentra entre direcciéon de origen
paraKz dentro del archivo.

« Separacién de desbordg Areade desborde) Se encuentra una
direccion paraK: fuera del area principal del archivo, en un area
especial de desborde, que es utilizada exclusivaegata almacenar
registro que no pueden ser asignados en su diredadrigen

Los métodos mas conocidospara resolver colisiones son:

Sondeo lineal

Es una técnica de direccionamiento abierto. Esteneproceso de blsqueda
secuencial desde la direccidon de origen para emaofd siguiente localidad
vacia. Esta técnica es también conocida como meétmdesbordamiento
consecutivo.

Para almacenar un registro pbashingcon sondeo lineal, la direcciéon no
debe caer fuera déimite del archivoEn lugar de terminar cuando mhite
del espacio de direccion se alcanza, se regresaniaib idel espacio y
sondeamos desde ahi. Por lo que debe ser posibéxtdetsi la direccion
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base ha sido encontrada de nuevo, lo cual indi@ejw@archivo estlleno y
no hay espacio para la llave.

Para la busqueda de un registro pashingcon sondeo lineal, los valores
de llave de los registros encontrados en la ditecae origen, y en las
direcciones alcanzadas con el sondeo lineal, det@rgpararse con el valor
de la llave buscada, para determinar si el regishjetivo ha sido localizado
ona

El sondeo linealpuede usarse para cualquier técnica hdesshing Si se
emplea sondeo lineal para almacenar registros, tEmtéebed emplearse
para recuperarlos.

Doble hashing

En esta técnica se aplica una segunda funti@ashpara combinar la llave
original con el resutido del primerhash El resultado del segundbash
puede situarse dentro del mismo archivo o en urhiaocde sobreflujo
independiente; de cualquier modo, sera necesagionamétodo de solucién
si ocurren coliones durante el seguntiash

La ventaja demétodo de separacion de desborde es que redwstibcion
de una doble colision, la cual puede ocurrir con rakétodo de
direccionamiento abierto, en el cual un registre qu esd almacenado en
su direccion de origen desplaaax otro registro, el quéespués buscara su
direccion de origen. Esto puede evitarse con dioe@miento abierto,
simplemente moviendo el registro extrafo a otralidad y almacenando al
nuevo registro en laiceccién de origen ahora vacia.

Puede ser aplicado como cualquiéredcionamiento abierto o téica de
separacion de desborde.

Para ambas métodos para la solucion de colisionistea técnicas para
mejorar su desempefio como:

1. Encadenamiento de sinénimos

Una buena manera de mejorar la eficiencia de uhiasque utliza el
calculo de direcciones, sin directorio auxiliar parguiar la
recuperacion de registros, es el encadenamientosidénimos.
Mantener una lista ligada de registros, con la naisdireccion de
origen, no reduce elimero de colisiones, pero reduce lkismpos de
acceso para recuperar los registros que no se atr@éue en su
localidad de origen. El encadenamiento de sindénipuesde emplearse
con cualquier técnica de solucion de colisiones.

Cuando un registro debe ser recuperado del archolo,los ;n6nimos
de la llave objetivo son accesados.
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2. Direccionamiento por cubetas

Otro enfoque para resolver el problema de las iooiss es asignar
bloques de espacio (cubetas), que pueden acomodarremcias

multiples de registros, en lugar de asignar asldindividuales a
registros. Cuando una cubeta es desbordada, alyuewa localizaciéon

deber& ser encontrada para el registro. Los métpdoa el problema
de sobrecupo son basicamenlitss mismos que los métodos para
resolver colisiones.

Comparacion entre SondeolLinealy Doble Hashing

De ambos métodos resultan distribuciones diferemlisindnimos en un
archivo relativo. Para aquellos casos en que ébfade carga es bajo (< 0.5),
el sondeo lineal tiende a agrupar los sinénimosemras que el ddé
hashing tiende a dispersar los sinébnimos snampliamente a trasédel
espacio de direcciones.

El doble hashingtiende a comportarse casi también como el sontheall
con factores de carga pequefios (< 0.5), pero agtig@poco mejor para
factores de caja mayores. Con un factor de carga > 80 %, el sonideal
por lo generglresulta tener un comportamiento terrible, mientga el
doblehashinges bastante tolerable para busquedas exitpgass no asi en
busquedas no exitosas.
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7.6 Busquedaen Textos

La busqueda de patrones en un texto es un probiemaimportante en la
practica. Sus aplicaciones en computacion son gasacomo por ejemplo
la busqueda de una palabra en un archivo de tegtolblemas relacionados
con biologia computacional, en donskerequiere buscar patrones dentro de
una secuencia de ADN, la cual puede ser modeladeoaona secuencia de
caracteres (el problema es mas complejo que lordes@uesto que se
requiere buscar patrones en donde ocurren altarasiocon cierta
probabildad, esto es, la busqueda no es exacta).

En este capitulo se considerara el problema dedsuacocurrencia de un
patrén dentro de un texto. Se utilizaran las sigtésrconvenciones:

ndenotara el largo del texto en donde se buscapatebn, es ddc, texto

a1 az ... &a. Dondem denotara el largo del patron a buscar, es dpeitr,0n
b1 b2 ... bn.
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Por ejemplo:

Texto = "analisis de algoritmos" n=22 ym=4
Patron = "algo"

7.6.1Algoritmo de Fuerza Bruta

Se alinea la prinra posicién del patrén con la primera posiciéon del
texto, y se comparan los caracteres uno a uno lpstase acabe el
patron, esto es, se encontré una ocurrencia debpan el texto, o
hasta que sencuentre una discrepancia.

o Texto: |a|nlall]ils|ils] [d]e]| [a]ll]a]a]r]i]t|m]|a]s]
= v X
E Patron: [a|l|[o]o]
= Si se detiene la busqueda por una discrepancidesieza el patron en
o una posicion hacia la derecha y se intenta calzarpa&iron
o nuevamente.
(T8
& Textn: [a[nfafi[i[s]i]s| [dfe[ [a]i[glar[i[t[m]a]s]
-8 P
E Patran: |a| Il |og]|o]
L= | v Vv X

[ali]afo]

v Y

En el peor caso este algoritmo realiggm-n)comparaciones de
caracteres.

7.6.2Algorimo Knuth-Morris-Pratt

Suponga que se esta comparando el patrén y el axtona posicion
dada, cando se encuentra una discrepancia.
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'
—_—
Tedor [ | [ [ [ ]]]
v VAV VX
Patran: LTI
1T 2 ..+ ... m
"'\-\_v—r
bt

SeaX la parte del patron que calza con el texté,la correspondiente
parte del texto, y suponga que el largoXesj. El algoritmo de fuerza
bruta mueve el patrén una posicién hacia la dereshmembargo,
esto puede o no puede ser lo correcto en el sequ@dos primero§

1 caracteres d¥ pueden o no pueden calzar los ultinpdscaracteres
deY.

La obseracion clave que realiza el algoritmnuth-Morris-Pratt (en
adelante KMP) es gu¢ es igual a Ypor lo que la pregunta planteada
en el parrafo anterior puede ser respondida mirasalamente el
patron de busqueda, lo cual permite precalcularrdapuestay
almacenarla en una tabla.

Por lo tanto, si deslizar el patron en una posiadnfunciona, se
puede intentar deslizarlo en 2, 3, ..., hggiasiciones.

Se define Iduncién de fracas¢failure function) del patrén como:
f(j) = max(i<j|b1 ..bi =bj=i+1..b))

un sufijo
de largo |

T2 0 R
"'\-\_V—r
un prefijo
de largoi

Intuitivamente f(j) es el largo del mayor prefijo d€ que ademas es
sufijo deX. Note qug = 1 es un caso especial, puesto que si lay

discrepancia ebiel patron se desliza en una posicién.
Si se detecta una discrepancia entre el patréntgxb cuando se

trata de calzarbj+1, se desliza el patron de manera dquwg se
encuentre dondl se encontraba, y se intenta calzar noesate.
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Tedor [ | [ [ [ [ ]]]

Patran: |||| [ | |

Suponiendo que se tienf§)) precalculado, la implementacién del
algoritmo KMP es la siguiente:

/1 n=largo del texto
/1 m = largo del patrd
/! Los indices comienzan desde 1

int k=0;

int j=0;

w hile (k<n && j<m)

w hile (j>0 && texto[k]!=patron([j])
j=flil;

if (textok+1])==patronj+1]))
{
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j++;
}

k++;

}

/1 j==m => calcej el patrén no estaba en el texto
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Ejemplo:

Patron="aabaaa"
1234586

j|1234568
fjflo 10122

Texto: "aaaabaabaaabhb"
=012
12
12345
23456 — calcel

El tiempo de ejecucion de este algoritmo no e<ididie analizar, pero
es necesario ser cuidadoso al hacerlo. Dado guesen dos cios
anidados, se puede acotar el tiempo de ejecuciGnepnimero de
veces que se ejecuta el ciclo externo (menor oligmapor el nimero
de veces que se ejecuta el ciclo interno (mengualiam), por lo que
la cota es igual ®(mn), jque es iguad lo que demora el algoritmo de
fuerza brutal.

El analisis descrito es pesimista. Note que el niontetal de veces
gue el ciclo interior es ejecutado es menor o igdaiimero de veces
gue se puede decrementprdado quef(j)<j. Peroj comienza desde
cero y es siempre mayor o igual que cero, por le dicho numero es
menor o igual al numero de veces ques incrementado, el cual es
menor quen. Por lo tanto, el tiempo total de ejecucion@®). Por
otra partek nunca es decrementado, lo que implgee el algoritmo
nunca se devuelve en el texto.

Queda por resolver el problema de definir la funcite fracasof(j).
Esto se puede realizar inductivamente. Para empdégBs0 por
definicién. Para calculafi(j+1) suponga que ya se tienen almacenados
los valores def(1), f(2), ..., f(j) Se desea encontrar ufl tal que el
(i+1)-ésimo caracter del patron sea igual(gil)-ésimo caracter del
patron.

1 2 I i+
VARV ANV N S
HEREN
1T 2 .0 iH

Para esto se debe cumplir qi(j) . Si bi+1=bj+1, entonced(j+1)=i+1 .
En caso contrario, se reemplazpor f(i) y se verifica nuevamente la
condicion.
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El algoritmo resultante es el siguiente (note que smilar al
algoritmo KMP):

/1 m es largo diepatrn
/1 los hdices comienzan desde 1
int[] f=new intjm];
f[1]=0;
int j=1;
int i
w hile (j<m)
i=fjl;
w hile (i>0 && patronfi+1]!=patronj+1])
{
I=f[1];
)
if (patron[+1]==patronj+1])

{
f[j+1]=i+1;
else
{
fli+1]=0;
jt+;
}
El tiempo de ejecucion para calcular la funcionfideeaso puede ser

acotado por los incrementos y decrementos de lalvkr i, que es
Oo(m).
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Por lo tanto, el tiempo total de ejecucién del aigoo, incluyendo el
preprocesamiento del patréamsO(n+m).

7.6.3Algoritmo de Boyer-Moore

Hasta el momento, los algoritmos de busqueda emotsiempre
comparan el patréon con el texto de izquierda a dexeBin embargo,
suponga que la comparacion ahora se realiza de ll@reézquierda:
si hay una discqeancia en el ultimo caracter del patrén y el cagact
del texto no aparece en todo el patréon, entoncessespuede deslizar
m posiciones sin realizar niguna comparaciéon extrapB&rticular, no
fue necesario comparar los primenosl caracteres del textto cual
indica que podria realizarse una blusqueda en e menos dae
comparaciones; sin embargo, si el caracter diserepdel texto se
encuentra dentro del patron, éste podria desplazrsen numero
menor de espacios.
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El método descrito ek base del algoritm@oyerMoore, del cual se
estudiaran dos varianteldorspooly Sunday

Boyer-Moore-Horspool(BMH)

El algoritmo BMH compara el patron con el texto derecha a
izquierda, y se detiene cuando se encuentra unaegiagncia con el
texto. Cuando esto sucede, se desliza el patron de rmaper la letra
del texto que estaba alineada cbf, denominadac, ahora se alinie
con algunbj, conj<m, si dicho calce es posible, o cdm, un caracter
ficticio a la izquierda dé1, en caso contrarieste es el mejor caso del
algoritmo).

Para determinar el desplazamiento del patron senddé funcion
siguientecomo:

0 sic no pertenece a los primeros 1 caracteres del patréon (¢ Por qué
no se considera el caractes?).

j si c pertenece al pain, dondej<m corresponde al mayor indice tal
guebj==c.

Esta funcion sélo depende del patron y se puedeapselar antes de
realizar la busqueda.
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El algoritmo de busqueda es el siguiente:

/1 m es el largo del patron
// los indices comienzan desde 1

int k=m,;
int j=m;
while (k <=n && j>=1)

i{f (texto[k-(m-j)]==patron]j])
i

}

else

{

k=k+(m-siguiente(aK]));
J=m;

}

/1 j==0 => calce!j>=0 => no hubo calce.
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Ejemplo de uso del algoritmo BMH:

Texta: la[nlali]ils]ils] [d]le] [alt]glalr]ilt]m|als]

Tahla siguiente:

x
Patran: |a| | |g|o]

siguiente(n) = 3
X siguiente(l) =2
EIEIE siguientefa) = 1

x
[a[1]g]o]
bt
[al1]g]o]

v Y

Se puede demostrar que el tiempo promedio que telnagoritmo
BMH es:

donde ¢ es el tamafio del alfabet¢c<<n). Para un alfabeto

!
<
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

hn
°f)
razonablemente grande, el algoritmc ./,

En el peor caso, BMH tiene el mismo tiempo ¢ececion que el
algoritmo de fuerza bruta.

Boyer-Moore-Sunday (BMS)

El algoritmo BMH desliza el patrén basado en el sitobdel texto
gue corresponde a la posicién del ultimo caractelr ghtron. Este
siempre se desliza al menos una posicién si se egrica una
discrepancia con el texto.

Es facil ver que si se utiliza el caracter una piosiecnas adelante en el
texto como entrada de la funcidon siguiente el atgoo también
funciona, pero en este caso es necesario considéepatron completo
al mometo de calcular los valores de la funcién siguienEsta
variante del algoritmo es conocida comBoyerMoore-Sunday
(BMS).
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¢Es posible generalizar el argumento, es decir, s=d@n utilizar
caracteres mas adelante en el texto como entrad# dancién
siguiente? La respuesta es no, dado que en es@uoasi@ ocurrir que
se salte un calce en el texto.
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Capitulo 8
Teoria de Grafos

Un grafo (o multigrafo) es una estructura muy importante utilizada en
Informatica y también en ciertos ramos dat&maticas, como por ejemplo, en
Investigacion de Operaciones. Muchos problemasifieldesolucion, pueden ser
expresados en forma de grafo y consecuentementeltesusando algoritmos de
busqueda y manipulacién estandar.

Entre las multiples aplicaai@s que tienen estas estructuras podemos mencionar:

« Modelar diversas situaciones reales, tales congiesias de aeropuertos,
flujo de tréfico, etc.

* Realizar planificaciones de actividades, tareasabehputador, planificar
operaciones en lenguaje de nufitas para minimizar tiempo de ejecucion.

Simplemente, ungrafo es una estructura de datos no lineal, que puede se
considerado como un conjunto dertices (o nodos, dependiendo de la
bibliografia) yarcos que conectan esos vértices.

Matematicamente temosG=(V, E). Siuy v son elementos d¥, entonces un
arcose puede representar par,\).
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Los grafos también se pueden clasificar como:

« GrafoNo Dirigido

+ GrafoDirigido (o Digrafo)
En el primer caso, los arcos no tienen una direcgidpor lo tano, (1,v) y (v,u)
representan el mismo arco. En Wrafo No Dirigido, dos vértices se dicen
adyacentes si existe un arco que une a esos dbosegr
En el segundo caso, los arcos tienen una direcdiéimida, y asiu,v) y @,u)
entonces representancas diferentes. UnGrafo Dirigido (o digrafo) puede

también ser fuertemente conectado si existe un mandesde cualquier vértice
hacia otro cualquier veértice.
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CGrafo No-Dirigido Grafo Dirigido (Digrafo)

Ejemplos de grafos (dirigidos y no dirigidos):

G1= (V1 E1)

Vi={1, 2, 3,4} E1={(1,2), (L 3), (1 4), (2, 3), (2, 4), @)}
G2 = (V2, E2)

V2=1{1,2,3,4,56} E2={12),(1 3)2(4), (2,5), (3, 6)}

G3 = (V3, E3)

V3 ={1, 2, 3} B = <1, 2>, <2, 1>, <2, 3>}

Graficamente estas tres estructudasvértices y arcos se pueden regantar
de la siguiente manera:
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8.1 Definiciones Basicas
Un grafo puede sericeccional o no direccional.

Ungrafo direccionalG es un par\(, E):
* Ves un conjunto finito deérticesy
« Ees un conjunto daristasque representa una relacion binaria sobre
V—EOVXV.

Enungrafo no direccionalG = (V, E), el conjunto de astasE consiste
enpares no ordenados de vértices.
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Una arista es un conjunto{u, v}, en queu, v LV y u # v, y que
representamos coma,(v).

Si (U, v) es unarista en un grafo:

« dirigido, entoncesy, v) esincidente desdeo saledel vérticeu y es
incidente ao entra al vérticev;

* nodirigido, entoncesu(Vv) esincidente sobreuyv.

v esadyaentea u; si el grafo es no dirigido, entonces la relaciba
adyacencia es simétrica.

Un camino (o ruta) es una secuencia de vértices...vn tal que ¥i,vi1)
pertenece &. Lalongitud de un camino es la cantidad de arcos gate
contiene.

Un camino delongitudk desde un vértica a un vérticat’en un grafoG =
(V, E) es una secuencia, vy, .., Vk de vertices tal que:

* U=V,

e U=W VY

* (Vi Vi) OEparai=1, 2, ..k.

Sihayuncamino pdesdeu au’, entoncedas’ esalcanzabledesdeu viap.

Un camino {en rojo)

Uncamino simple es aquel donde todos sus vértices son distintie.e&
primero y elultimopueden coincidir. Unciclo en un grafo dirigido el
camino de longitud mayor o igual que 1 donde = wn. Se llamaa ciclo
simple si el camino es simple.

Sia={u,v} es una arista d& escribiremos séla=uv, y diremos quea une
los vérticesu yv o0 queuy Vv sonextremosdea. Una aristaa=uu se llama
bucle. Unaarista que aparece repetidaese llamaarista multiple.
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Unciclo es un camino simple y cerrado.

Un cicle {en rojo)

Un grafo esconexo si desde cualquier vérticexiste un camino hasta
cualquier otro vértice del grafo.

Un grafo esconexosi para cada par de vérticasy v existe un camino de
uav.SiGes un grafo no conexo (o disconexo), cada unoudessibgrafos
conexos maximales se llancamponente conexaeG.

Un digrafo D=(V,E) esfuertemente conexosi para todo par de vértices
y v existe un camino dirigido que va deav.

Dado un digrafoD, podemos considerar el gra@®no dirigido que se obtiene
al sustituir cada arcai(v) por la arista\,v). Si ese grafo es conexo, diremos
gue el digrafoD esdébilmente conexo

Se dice que un grafo no dirigido esanbol si es conexo y aciclico.

Un arbol

En alguna textosllaman grafo al que aqui se denomingrafo simple
permitiendo la presencia de aristas multiples ennbaultigrafosy de bucles
en losseudografos
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Dos vérticesson adyacentessi son extremos de una misma arista. Dos
aristas sonadyacentessi tienen o extremo comun. Un vértice y una
arista sonincidentes si el vértice es extremo de la arista. Un vérese
aislado si no tiene otros vértices adyacentes.

Un grafo completo es un grafo simple en el que todo par de vértices e
unido por una arista. $epresenta coi, al grafo completo da vértices.

Un grafoG=(V,E) se llamabipartito (o bipartido)si existe una particiéon
deV, V=X UY, tal que cada arista d&@ une un vértice d& con otro deY.
(Se designa poK: s algrafo bipartito completoen qugX|=r e|Y|=Ss,
y hay una arista que conecta cada vérticX @den cada vértice d¥).

El nimerode vértices de un graf@ es suorden y elnimerode aristas su
tamafo. Designaremos el orden cary el tamafio com y utilizaremos la
notacion de grafon(q).

Dos grafosG=(V,.E) y G=(V,E) sonisomorfos si existe una biyeccién
f:-V >V’ que conserva la adyacencia. Es ddc¢wm,yv OV, u y v son
adyacentese® - f(u) y f(v) son adyacentes &#.

Un subgrafo deG=(V,E) es otro grafdH=(V",E) tal quevV’OV yE OE. Si
'=V se dice quéd es un subgrafgenerador.

Se llamagrado de un vértice v al nUmero de aristas que lo tienemo
extremo, (cada bucle se cuenta, por tanto, dossyee designa pat(v).
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Un grafo regular es un grafo simple cws vértices tienentodos los
mismos grados

A la sucesién de los grados de los vérticesGdse le denomingucesion
de grados del grafo G. Una sucesiéon de enteros no negativos se dice
sucesidémgrafica sies la sucesion de grados de un grafo simple.

8.2 Representaciones de Grafos

Existen dos formas de mantener un gr&o en la memoria de una
computadora, una se llamRepresentacion secuencialeG, la cual se
basa en la matriz de adyacencia

La otra forma, es la llamadRepresentacion enlazaddeG y se lasa en
listas enlazadas de vecinos. Independientementeaderina en que se
mantenga un grafdc en la memoria de una computadora, el gr&fo
normalmente se introduce en la computadora poredinidion formal: Un

conjunto de nodos y un conjunto de aristas
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8.2.1 Matrizy Lista de Adyacencia
Dado un grafoG = (V, E), podemos representar un grafdravés de una
matriz de dimension V x V, donde el contenido pod&& de numeros
binarios (0;1) o de numero entereg;0;1).

Para gmplificar, anaemosel grab G:

!
o
<
=
14 . -
O La cardlnz_:llldad de vérticesdel grafo_G es 6, por tanto, para su
LL representeidon, deberemos teer una matriz de agacencias 6)6. Utilizando
= valores birarios, podemos represenlardeesta forma:
- 4 B CDEF
L A0 1 1 1 0 0O
(v Elo oo 1 1 0
q .. T oo o0 1 00
mali,j] = Do oo oo 1
Elo oo oo 1
F|o oo 0 0o 0

Conforme observamoda matriz de agaencias estaformada guiendo la

siguiente reda: mali,j] = 1, si i es adyacente aj, y 0 en caso

contrario. Como estamos trafgndo com un digrafo, dbemos establecer
cualesel origeny cualesel destino.En elejemplo presentade|l origen esta

definido por la letra indicadora ddrea. Por ggmplo,A esta conectado no
B, mas noen sentid@ontrario, poresomalA,B] es1y ma[B,A] esO.

Para resolver esb, podemoshacer wna representaon alternativa:mali,j]
= -1 si i es origen de adyacencia con j, 1 9 i es el destino @
adyacencia con j,y es0 paralos demas vértices no enueltosen la
adyacencia . Esto essintetizadcen la dguiente matriz:
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A B T D E F

A -1 -1 -1 0 0]

Eli o o -1 21 0

Cli o o -1 0 o

mafijl= Df1 1 1 0 0o -1
Elo 1 o 0o o -1

Floo o 1 1 0

Como gmplo, observemosl elementomalA,B], maA,C]e mal[A,D] que
poseen valor -1. Esto indica queéA esorigem de arcos pai@, Dy E. Tambén
observemosnalF,D] y ma[F,E] , con valor 1, indicando queF redbe los
arcos deDy E.

A pesar deal metodologa empeada, se observa quepara unaaplicacion
dadaque necesite de altetsién dd grafo, sefa inadeuadala representaon
através de estaturas fjas, exigendo, entaces estricturas dirdmicas.

Lista de Adyacencias

Para que sea pdde remodela un grafo en tiempo de jecucién, setorna
necesria la utilizacion dindmica de su represendi#@n. Por eso, la
representeién de ad/aencias entre vérticesupde serhechaa través de
listas linedes.

Su constuccion esrealizada por i vector dinamico con listas encadeadas
formando n indice de vértices. De cada elemento de indicéepana lista
encadeada desdbiendolos vértices aglacentes conectados.

Como gmplo, pareelgrafoG presentado anteriorent, visualizaremoda
siguiente representadn:

A ! m| B —| —1—| D *
B ——w| D ——m| E | x
C — | D *
] ——®| F *
E| | w
F *
F *
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La lista encadeadaesformada por nodos que coemenel dato delvértice
(letra)y el puntero pareelvértice agacente doindicadoen el indice (vetor
descrptor de vértices). Eventualmentdos nodos pu@en exigir otros
campos, tes como marca de visita al vértice, dédos adiciondes para
procesanento @ la seuencia celgraf, etc.

Estaesla forma de represendidn mas flexible parala represent@édn de
grafos. Obviamente que aplicanes especificas permitin el uso de otras
formas de representan. Cabe aqidestaar quees posble la descrpcion
de grafos dravés desus arstas,lo que pmede demandamuna matriz para su
descrpcion

La suma de las longitudes de todas las listaslEs, si G es direccional, y
2[E[si G es no direccional—la cantidad de memoria necesaria es siempre
O(max(V, E)) = O(V + E).

La matriz de adyacenciasle G = (/, E) supone que los vértices estan
numerados 1, 2, ..L\VO arbitrariamente, y consiste en una ma#&iz (aij)

de VIX[V[, tal que:

_El si (i, J) OE,
&ij = 0  enotro caso.

Esta representacion requier@(vz) memoria, independientementeel
numero de aristas €.

!
o
-
!
=
14
o
LL
=
o
Ll
[ 4
o

La matriz de adyacenciasiempre es simétrica porqueg = aji . La lista
de Adyacencia es unalista compuesta por vértices y una sublista
conteniendo las aristas que salen de él.

En el caso de laistas de adyacenciael espaio ocupado e®(V + E), muy
distinto del necesario en la matriz de adyacencize e de O(V?). La
representaciéon por listas de adyacencia, por tasgi mas adecuada para

grafos dispersos.

8.2.2 Matrizy Lista de Incidencia

Este tipo de matriz representa grafo a partir de sus istas. Como exige
muchas vees la utilizacibn deuna matriz mgor dado queel método @ h
matriz de aglacencias, noestatan utilizadaen wantoa aquédla. La matriz
alojada déeré tener dimensones V xE.

El principio deestarepresentaidnestaenlareda: mi[i,j] = 1 si el vértice

i incide con la aristaj, y 0 encaso contario . Eemplificando a partir
delgrafoG anteriormente presentadontFemos ma matriz:
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—_ -

mifi,j] =

m om O o M-

00 = 0O 0O = M
0O 0 0O = O =
o O~ O — O B
0O 0O = = O O
[ TP o T e U o B 1
— = O O O O -]
—_ 0 = 0O 0O O @

o O O O

8.3 Recorridos de Grafos

En muchas aplicaciones es necesario visitar todssvértices del grafo a
partir de un nodo dado. Algunas apticanes son:

e Encontrar ciclos
« Encontra componentes conexas
» Encontrar arboles cobertores

Hay dosenfoquesbasicos:

* Recorrido (0o busqueda) en amplitubreadth-first search:
Se visita a todos los vecinos directos del nodeiahi luego a los
vecinos de los vecinos, etc.

* Recorrido (o baqueda) en profundidadqdepth-first search:
La idea es alejarse lo méas posible del nodo in{gal repetir nodos),
luego devolverse un paso e intentar lo mismo poo oamino.
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8.3.1 Recorridos en Amplitud

La Busqueda en Amplitud (BFS) es uno de losratlgmos mas simples para
recorrer un grafo y es el modelo de muchos algargmmobre grafos.

Dado un grafoG = (V, E) y un vértice de partides, BFS explora
sistematicamente las aristas d& para descubrir todos los vértices
alcanzables desde

e Calcula ladistancia— minimo nimero de aristas-de s a cada
vértice alcanzable.

* Produce un éarbol con raig que contiene todos los vértices
alcanzables.

e Para cualquier vértice alcanzable desds, la ruta desav en el

arbol contiene el minimo ndmero de aristases unaruta mas
corta

* Funciona en grafos direccionales y no direccionales
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BFS expande la frontera entre vértices descubiertosoydescubiertos
uniformemente en toda la amplitud de larftera.

Descubre todos los vértices a distankiantes de descuip cualquier vértice
a distanci&k + 1.

BFSpinta cada vérticBLANCO, PLOMOO NEGRQ segUn su estado:
= Todos los vértices empiez@®nANCOS.

= Un vértice eglescubiertda primera vez que es encontrado, y se pinta
PLOMO.

= Cuando se ha descubierto todos V@rtices adyacentes a un vértice
PLOMO, éste se pintalEGRQ

= Los vérticesPLOMOs pueden tener vértices adyacen@®aNCOs —
representan la frontera entre vértices descubigrtosdescubiertos.

BFSconstruye urarbol de amplitud
* Inicialmente, el &rbl s6lo contiene su raizel vértices.
 Cuando se descubre un vértiBeANCO v mientras se explora la lista
de adyacencias de un vértiggv y la arista (¢, v) se agregan al arbol,
y u se convierte en glredecesoi padre der en el arbol.

En la siguente version d8FS:

» Elgrafo se representa mediante listas de adyaasnci
» Para cada vérticel, se almacenael color encolorf[u], el predecesor

en T{[u], y la distancia desdeend[u].
* Elconjunto de vérticeBLOMGCs se maneja en la cola

El &rbol de amplitud grafo predecesode G se define como
G n=(V 1 Ep,enque:
V ={vOV:T[v] #NIL} O{s}Ly
En={ Tv],v) DE:vOV g—{s}}

Las aristas el ;se llamanraristas de arbol
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BFS@G, s):
foreachuOOV-{s}do

colorfu] « BLANCO
d[u] « o
TT[u] « NIL
color[s] < PLOMOQ;
d[s] « O;
T{[S] « NIL

Q « {s}
while Q#@do

u « headQ]

foreachv O [u] do
if colofv] = BLANCOthen

colofv] « PLOMO
dlv] « du] +1

TT{[v] < u
ENQUEUHQ, V)
DEQUEUHQ)

colofu] < NEGRO

El tiempo total de ejecucion de BFS@§V +E).

8.3.2Recorridos en Profundidad

A medida que recorremos el grafo, iremos nume@anorrelativamente los
nodos encontrados (1,2,...). Suponemos que todi@s @simeros son cero
inicialmente, y utilizamos un contador globa] también inicializado en
cero.

La Busqueda en Profundidad (DFS) busca mas ademtied grafo mientras
sea pogble:

» Las aristas se exploran a partir del vérticemas recientemente
descubierto.

 Cuando todas las aristas dehan sido exploradas, la busqueda
retrocede para explorar aristas que salen delogdipartir del cual
se descubri@.

 Continuamos hasta que se ha descubierto todos los vértices
alcanzables desde el vértice de partida.
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Si quedan vértices no descubiertos, se elige umoocouevo vértice
de partida y se repite la busqueda.

DFS construye usubgrafo predecesor

Cuando descubre weérticev durante la exploracién de la lista de
adyacencias de un vérticgasignau al predecesoTl[v] dev.
Este subgrafo dosque de profundidapuede constar de varios

arboles de profundidagdporque la busqueda puede repetirse desde
varios vértices de partida.

El subgrafo predecesor se define como cddyg= (V, E 1p):

Eqr={( T{[v],v) : vOVOTI[Vv] #NIL}

las aristas elyrse llamanaristas de arbal

DFS pinta cada vérticBLANCO, PLOMOO NEGRQ

Todos los vértices empiez@anANCOS.

Cuando un vértice edescubiertose pintaPLOMQ

Cuando un vértice germinado—se ha examinado toda lista de
adyacencias del vértice- se pintaNEGRQ

Se garantiza que cada vértice forma parte de séloatbol de
profundidad— éstos son disjuntos.

En la siguiente version recursiva de DFS:

G puede ser direccional o no direccional.
A cada vértieu, se le asocia los tiempos
d[u] al descubrirlo—cuandou se pintaPLOMO—Y

flu] al terminar la exploracion d@[u] —cuandau se pintaNEGRQ

DFS@) :
foreachullVvdo
colofu] « BLANCO
TT[u] < NIL
t <0

foreachuldVvdo
if color[u] = BLANCOthen
VISITAR(U)

VISITAR(U) :
color[u] « PLOMO
PaginalQ7
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t —«t+1
d[U](—t

foreachv O [u]do
if color[v] = BLANCO then

TT[v] < u
VISITAR(V)

colofu] <« NEGRO
t «t+1
flu] < t

El tiempo total de ejecucién de DFS &(V +E).

Grafos con Pesos

Un grafo con peso (o grafo con costo) es un gr&donas una funcién de
pesoo costo:

f. E(G - R

En general, salvo mencién expresa en contrario, id@namos solo grafos
con pesos no negativos en las aristas.

Definicion Sea G un grafo con peso, y seld un subgrafo deG. El costo
total o peso total dil es:

w(H) = > w(e)
eldH

Arboles

En esta parte del curso vamos estudiar un caso paatialé la Teoria de
Grafos que son lodrboles Primero, vamos definir el concepto de arbol.

Simplemente, urarbol es un grafoconexosin ciclos. Notar que como un
grafo requiere contener un minimo de weértice, un arbol contiene un
minimo de un vértice. También tenemos que un aesoln grafo simple,
puesto arcos y aristas paralelas forman ciclos.gthfo no conexo que no
contiene ciclos sera denominath@sque En ese caso tenemos un grafo
donde cadaamponente es un arbol.
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Arboles cobertores

Dado un grafo G no dirigido, conexo, se dice quesubgrafoT de G es un
arbol cobertor si es un arbol y contiene el misrapjento de nodos qu@.

Un arbel ccbertor {(en rojo)

Todo recorrido de un grafo conexo genera un arbbkctor, consistente del
conjunto de los arcos utilizados para degor primera vez a cada nodo.

Para un grafo dado pueden existir muchos &arbolebertores. Si
introducimos un concepto de "peso" (o "costo") sobre hrcos, es

interesante tratar de encontrar un arbol cobert@ tgnga costo minimo.

Arbol Cobertor Minimo

En general estamos interesados en el caso enHjue T es un arbol de
cobertura deG. Ya que G es finito, la funcionw (t) alcanza su minimo en

algtn arboll. Nos interesa hallar algiin arbblque minimice el costo total;
dicho grafo no tiene por qué se Unico.

En esta seccién veremos dos algoritmos para enaontm arbol cobertor
minimo para unmafo no dirigido dado, conexo y con costos asocsaados
arcos. El costo de un arbol es la suma de los saktcsus arcos.

8.6.1Algoritmo de Kruskal

Este es un algoritmo del tipo "avaro'gfeedy’). Comienza inicialmente con
un grafo que contiene soéloslmodos del grafo original, sin arcos. Luego, en
cada iteracion, se agrega al grafo el arco mastbagae no introduzca un
ciclo. El proceso termina cuando el gnadsta completamente conectado.

En general, la estrategia "avara" no garantiza quercuatre un optimo
global, porque es un método "miope"”, que solo o#érias decisiones de
corto plazo. Por otra parte, a menudo este tipo deodps proveen buenas
heuristicas, que se acercan al 6ptimo global.
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En este caso, afortunadamente, se puede dearogtie el método "avaro”
logra siempre encontrar el 6ptimo global, por laalcun arbol cobertor
encontrado por esta via esta garantizado que eshah @bertor minimo.

Una forma de ver este algoritmo es diciendo queralcipio cada nodo
constituyesu propia componente conexaslado de todos los demés nodos.

Durante el proceso de construccion del arbol, segegun arco sélo si sus
dos extremos se encuentran en componentes conétastals, y luego de

agregarlo esas dos componentes conexasssanfan en una sola.

Descripciéon del Algoritmo
Entrada: Un grafoG con costos, conexo.

Idea Mantener un subgrafo aciclico cobertérde modo que en cada paso
exista al menos un arbol de cobertura de costommunT, tal que H sea
subgrafo deT. Considéense las aristas d@ ordenadas por costo en forma
no decreciente, los empates se rompen arbitrariaenen

Inicializacion E(H) =@

Iteracion: Si la siguiente aristee de G (en el orden dado) une dos
componentes dH, entonces agregamesE(H). Si no, & ignoramos.

Terminaciéon: Terminese el algoritmo cuande sea conexo o cuando se
acaben las aristas d&

funcidén Kruskal (G = <N, A>: grafo; longitud: A - R*): conjunto de
aristas
{Iniciacién}
OrdenarA por longitudes crecientes
n — elnimero de nodosug hay erN
T — O {contendra las aristas del arbol de recubrimiemiaimo}
Iniciar n conjuntos, cada uno de los cuales contiene un eém
distinto deN
{bucle greedy}
repetir
e « {u,v} < arista mas corta aun no considerada
compu«~ buscaru)
compv- buscar{)
sicompuzcompventonces
fusionar(compuycompyv)
T-TO{e}
hasta queT contengan - 1 aristas
devolverT
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Complejidad del Algoritmo

El algoritmo requiere que lag|| aristas estén ordenadas previamente. Esto
tomaO(|E| log(|E|)) operaciones.

El proceso de examinar lag||aristasdma a lo ma®(|E|) iteraciones; de
ellas, n-1 requieren actualizar la lista de componentes aglespertenecen
losn vértices. Esto puede ser hecho en un totaD@dogzn) operaciones, o
incluso en forma mas astuta &na (n)), donde:

o a(n) <min| 7 : }ogg(logg(‘ .. (logs(n)) . .. )1 = L

E 1 veces

- | : :

— Ejemplo:

14 1 6

O ® ® o

LL

= 2 9 3
4 7

ﬁ ] ® ]

(v 4

X 10 12 5

» ® -

13 11

8.6.2Algoritmo de Prim

La caracteristica principal del algoritmo deuskal es que éste selecciona
las mejores aristas sin preocuparse de las conegioton las aristas

selecionadas antes. El resultado es una prolifénaadle arboles que
eventualmente se juntan para formar un arbol.

Ya que sabemos que al final tenemos que producsalmarbol, por qué no
intentar hacer como que el arbol crezca naturalmbéatta la obtencion de
un arbol geerador minimo?Asi, la proxima arista seleccionada seria
siempre una que se conecta al arbol que ya existe.

Esaes laidea dedlgoritmo de Prim. Se caracteriza por hacer la seleccién

en forma local, partiendo de un nodeleccionado y construyendo el arbol
en forma ordenada.
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Dado que el arco es seleccionado de aquellos qutempalel arbol ya
construido, la viabilidad est4d asegurada. També&puede demostrar que el
algoritmo de Prim es correcto, es decir que devuelvein arbol de
recubrimiento minimal en todos los casos.

Al inicio el conjunto B contiene un vértice arbitario. Encada paso.el
algoritmo consideatodaslas aistas que tooa aB y selecciona ala de
menor peso. Dgpués, el algoritmo amentaen B el vértice ligad por esa
arista que no estm en B. El proceso contitahast queB contergaatodos
los vértices dé&.

Una descpcidéndelalgoritmose describe a continuacion

funcién Prim(G =(N, A): grafo): conjunto de aristas
T:={

B := Un vértice d&5

Mientras B no contenga todos los vértices

(u,v):= arista de menor peso talquéV - BevEB
T:= TU{u,v)}

B:= BU/{u}

Retornar T

Complejidad del Algoritmo

Para implementar este algoritmo eficientemente,gooos mantener una
tabla donde, para cada nodo WeA, almacenamos el costo del arco mas
barato que lo conectal conjuntoA. Estos costos pueden cambiar en cada
iteracion.

Si se organiza la tabla como una cola de prioridddiempo total esO(m
log n). Si se deja la tabla desordenada y se busca hrerdtle en cada
iteracion, el costo e®(n?). Esto ultimo esnejor que lo anterior si el grafo es
denso, pero no si esta cerca de ser un grafo cample

Distancias Minimas en un Grafo Dirigido

Dado un grafo (o digrafo) ponderado y dos veértisgst se quiere hallar
d(s,t) y el camino con dicha longitud. Los pnieros algoritmos que
presentamos obtienen todos los caminos de longiinima desde un
vértice dadas al resto de vértices del grafo. El ultimo algor@mesuelve el
problema para un par cualquiera de vértice&de

Si el vérticeu se encuentra en un cam C de longitud minima entre los
vérticess y z entonces, la parte decomprendida entre los vértices/ u
es un camino de longitud minima entsg/ u. Por tanto, el conjunto de
caminos minimos desdea los restantes vértices del grdoes un arbol,
llamado elarbol de caminos minimosdesdes.
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Definicion: En un grafo con pesos, thstanciaentre dos vértices es:
d(u,v) = min{w(P) : Pes un camino que umney Vv }.

Note que en particular, esto coincide con la defim usual de distancjasi

consideramos la funcién de pesodondew (€)= 1para tode L] E(G).

Nos interesa hallar la distancia mas corta entre \otices dadosi y v, 0
bien hallar todas las distancias mas cortas entrgéutice dadou y todos
los otros vértices d&.

En general, no es mucho mas eficiente hallar la ratis corta entray v
gue hallar todas las rutas mas cortas emntyelos otros vértices. Para esto
usamos edlgoritmo de Dijkstra

8.7.1 Algoritmo de Dijkstra

La idea basica del algoritmo es la siguienteP&%s un camino de longitud
minimas-z y P contiene al vértices, entonces la parts— v de P es
también camino de longitud minima deav. Esto sugiere que si deseamos
determinar el camino 6ptimo dea cada vérticeg deG, podremos hacerlo
en orden creciente de la distandigs,z)

Descripcion del algoritmo
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Entrada Un grafo (o digrafo)G con pesos no negativos, y un vértice de
partidau. El peso de una aristey esw(xy); sixy no es una arista diremos

quew (Xxy) = co.
Idea: Mantener un conjunt® de vértices a los que conocemos la distancia

maés corta desda, junto con el predecesor de cada vérticeSlen dicha
ruta. Para lograr esto, mantenemos una distanaitatiea t(2) desdeu a

cadaz [J V(G). Siz O S, t(z2) es la distancia mas corta encontrada hasta

ahora entrauy z. Siz [1S, t(2) es la distancia méas corta entuey z. En
cualquier casqredz] es el predecesor dela rutau — z en cuestion.

Inicializacion: S = {u}, t(u)=0,t(2 =w(u? ypredz = u paraz#u.

lteracion: Seav L1 V(G) - S, tal que:
t(z) = min{t(v) : vl V(G) - S}

Agrégasev aS.
Paraz L1 V(G) — S actualiceset(2) = min{t(2),t(v)+w(v2) }.
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Si cambiat(z), cambieseredz] av.

Terminacion: Terminese lealgoritmo cuandoS = V(G) o cuandot(z) = o
paratodaz L1 V(G)-S .

Al terminar, la distancia més corta entrgv esta dada pord(u,v) = t(v).
Analisis de lacomplejidad

En cada iteracion se afiade un vértic€,duego el timerode iteraciones
esn. En cada una se elige una etiqueta minima, la @ranvez entrer-1, la
segunda entra-2, ..., luego la complejidad total de estas elatemes
O(n2). Por otra parte cada arista da lugar a una aicamadn de etiqueta,
que se puede hacer en tiemganstanted(1), en total pue®(q). Por tanto
la complejidadotaldel algoritmo e$(n2).

8.7.2 Algoritmo de Ford
Es una variante del algoritmo dPijkstra que admite la asignacion de
pesos negativos en los arcos, aunque no perméxgiséencia en el digraf

de ciclos de peso negativo.

Descripcion del algoritmo
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Entrada: Un digrafo ponderado con pesos no negativos eratloss, un
vértice $1V. Elpeso del arcouv se indica pow (uv), poniendow (uv)= o
siuv no es arco.

Salida:La distancia desdea cada ertice del grafo

Clave:Mejorar en cada paso las etiqguetas de los vérti¢e)s
Inicializacion: SeaTl ={s}, t(s)=d(s,9=0,t(z)= w paraz#s.

Iteracion: Mientras existan arcog=xz para los que(z) > t(x) + w(e)
actualizar la etiqgueta deamin{t(z), t(x)+w(x2}.

Andlisis de la complejidad

En primer lugar debemos observar que cada arco @umdasiderarse
varias veces. Empecemos ordenando los arcos delfdifp siendo este el
orden en que se consideraran los arcos en el atgoriDespués de la
primera pasada se repite el proceso hasta que empaseda completa no
se produzca ningun cambio de etiquetasDSio contiene ciclos negativos
puede demostrarse que, si el camino minist®u contiene k arcos

entonces, después de pasadas se alcanza la etiqueta definitiva para
Comok <n y el nimerode arcos eq, resulta que la complejidad del
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algoritmo deFord esO(gn). Ademas podemos detectar un ciclo negativo si
se produce una mejoem las etiquetas en la pasada nunmrero

8.7.3 Algoritmo de Floyd-Warshall

A veces no es suficiente calcular las distancias r@specto a un vérticg

si no que necesitamos conocer dastancia entre cada par de vértices.
Para ello se puede aplicar reiteaatente alguno de los algoritmos
anteriores, variando el vérticede partida. Asi tendriamos algoritmos de
complejidad O(n3) (si usamos el algoritmo d®ijkstra) u O(n2qg) (si
usamos el algoritmo dieord).

A continuacion se describe un algoritmo, debidélayd y Warshall con
una estructura sencilla, que permite la preseneiardos de peso negativo
y que resuelve el mismo problema. (Naturalmente dmwdos de peso
negativo siguen estando prohibidos).

La idea basica del algoritmo es la construccidmua sucesion de matrices
Wo, W1 ..., Wn, donde el elementd de la matriz WK nos indique la
longitud del camino minimad—>j utilizando como vértices interiores del
camino los del conjuntov{, vz, ..., vk}. La matrizWO es la matriz de pesos
del digrafo, conw %j=w (ij) si existe el arce>j, w0%i=0 yw9jj=c si no existe
elarcoi—|.

Para aplicar este algoritmo, los nodosisgneran arbitrariamente 1,23..Al
comenzar la iteracidérk-ésima se supone que una matbfg,j] contiene la
distancia minima entrey j medida a través de caminos que pasen solo por
nodos intermedios de numeraciék.
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Estas distancias se comparamdas que se obtendrian si se pasara una vez
por el nodok, y si de esta manera se obtendria un camino mé® co
entonces se prefiere este nuevo camino, de lo aoiotnos quedamos con el
nodo antiguo.

TN (3)

Al terminar esta iteracién, las distancias calcalsdahora incluyen la
posibilidad de pasar por nodos intermedios de natién <=k, con lo cual
estamos listos para ir a la iteracion siguiente.
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Para inializar la matriz de distancias, se utilizan las distas obtenidas a
través de un arco directo entre los pares de n@a@sfinito si no existe tal
arco). La distancia inicial entre un nodo y si mises cero.

Descripciéon del algoritmo

Entrada: Un digrafo ponderado sin ciclos de peso negativos. Eb pkd
arcouv se indica pow (uv), poniendow (uv)= o siuv no es arco.

Salida:La distancia entre dos vértices cualesquiera oafbg

Clave: Construimos la matriaVk a partir de la matriaVk1 observano

PR N S
quewﬂ-mgn{w# IH?#} ‘w&'. }

T I e k-1
lteracién: Para cad&=1,...n, hacer" v R Wy Wi 4 W) 0i,j=1,...n
El elementoij de la matriz Wnos da la longitud de un camino minimo

entre los verticesyj.

Andlisis de la complejidad

Se deben construim matrices de tamafioxny cada elemento se halla en
tiempo constante. Por tanto, la complejidad algoritmo e(n3)

El algoritmo deFloyd-Warshalles mucho més eficiente @sde elpunto de
vista de amacenamento dado que puede ser implementadana vez
atualizadola distancia € la matriz co cada edccidén en k; no hay ninguna
necesidad dealmacena matrces diferentes.En muchas aplicaiones
especificasesmas rapido queualquier versionde algoritmo deDijkstra.

Ejemplo:
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Valores Inicialesde d(i,j)

V1 V2 V3 V4 V5 V6
0 1 3 X 1 4
V1
V2 1 0 1 X 2 X
V3 3 1 0 3 X X
! va | x | x | 3] o | 1| 2
E V5 1 2 X 1 0 2
—
g ve | 4 | x | x| 2 | 2 0
14
E Obs: X significa quemivérticecualquiera no tieneligazéndirecta cm otro.
= Menor Camino
o
[y V1 V2 V3 V4 V5 V6
(v 4
0 1 2 2 1 3
< V1
V2 1 0 1 3 2 4
V3 2 1 0 3 3 5
V4 2 3 3 0 1 2
V5 1 2 3 1 0 2
V6 3 4 5 2 2 0
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Capitulo 9

Complejidad Computacional

9.1

9.2

9.3

Introduccion

La complejidad computacional considera globalmetddos los posibles
algoritmos para resolver un problemadab.

Estamos interesados en la distincion que existeeelots problemas que
pueden ser resueltos por un algoritmo en tiempoinpaiico y los
problemas para los cuales no conocemos ningun iggorpolinémico, es
decir, el mejor es ngolinémico.

La teoria de la NP-Completitud no proporciona un método para obtener
algoritmos de tiempo polindmiconi dice que que estos algoritmos no
existan. Lo que muestra es que muchos de los prddepara los cuales no
conocemos algoritmos polinémicos estancomputacionbnente
relacionados

Algoritmos y Complejidad

En loscapitulos anteriored©iemos vistaque los algoritmos cuya complejidad
es descrita por una funcién polinomial pueden $ecwgados para entradas
grandes en una cantidad de tiempo razonable, migrgra los algoritmos
exponenciales son de poca utilidad excepto pareadas pequefias.

En esta seccion se trataran los problemas cuya kjithgpd es descrita por
funciones exponenciales, problemas para los cualesnejor algoritmo
conocido requeriria deushos afios o centurias de tiempo de célculo para
entradas moderadamente grandes.

De esta forma se presentaran definiciones que pdete distinguir entre los
problemas tratables (aquellos que no son tan duros) y lpsoblemas
intratables (duros o que congnen mucho tiempo). La mayoria de estos
problemas ocurren como problemas de optimizaciénkdoatoria.
ProblemasNP Completos

Definicion Formal de la ClaseNP

La definicion formal deNP-completo usa reducciones, o transformaciones,
de un problema a oa.
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Una definicion formal dé&NP-completoes

Un problema P es NP-completo si éste esta elNP y para cada otro
problemaP 'enNP, P'u P

Del teorema anterior y la definicion d&P com pletose deduce el siguiente
teorema:

Si cualquier problemd&P-com pletoesta en P, entoncés=NP

Este teorema indica, por un lado, que tan valiosoias encontrar un
algoritmo polinomialmente acotado para cualquieslpema NP-completo

y, por otro, que tan improbable es que tal algooitexista pues hay muchos
problemas en NP para los cuales han sido buscados algoritmos
polinomialmente acotados sin ningun éxito.

Como se sefald antes, el primer problema de decipide se propuso como
un problema NP-completo es elsatisfacibilidad de la Ildogica
proposicional. Tods los problema®&P para los cuales se puede comprobar
gue pueden ser reducibles al problema de satididald, son NP-
completos.

Asi tenemos que los siguientes problemas soncbipletos:rutas y
circuitos de Hamilton, asignacion de trabajos con pemationes, el
agente viajero, el problema de la mochila.
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Actualmente para probar que un problem&®scompleto, es suficiente con
probar que algun otro probleniNP-completo es polinomialmente reducible
a este debido a que la relacién de reducibilidatrassitiva. La logica de lo
dicho es la siguiente:

- SiP’esNP-completo entonces todos los problemasiR pu P’
+ SisedemuestraquE p P

+ Entonces todos los problemasidP 1 P

+ PorlotantoP esNP-completo

Supongase un problemB, P* es el complemento del problemaP si el
conjunto de simbolos en la cadena s de la faseddgnacion del algoritmo
no deterministico que codifican las instancias si B son exactamente
aquellas que no estan codificando las instancidse Bi

Por ejemplo, el ptdema delcircuito Hamiltoniano es: dado un grafo
G=(V, E), esG Hamiltoniano. Y el complemento del problema detgito
Hamiltoniano es: dado un gra@=(V, E), esG no Hamiltoniano.

Supdéngase un problem® en P, entonces hay un algoritmo acotado
polinomialmente que resuelv®. Un algoritmo acotado polinomialmente
gue solucione el complemento d@ es exactamente el mismo algoritmo,
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Unicamente con la sustitucién de no por si cuanglolstiene una solucion
afirmativa y viceversa. El siguiente teorema eega lo mencionado

SiPesun problema en P, entonces el complementeRP esta también en
P.

Los mismos argumentos no pueden ser aplicados gamaostrar que un
problema erNPesta también eNP. Esto motiva la siguiente definicion:
La clase coNPes la clase de todos los problemas que son congrleonde
problemas emNP.

Decir que el complemento de todos los problemabl Besta también eNP
es equivalente a decir qudP = co-NP. Sin embargo, hay razones para
creer queNP! co-NP. La evidencia esan circunstancial como la que se
establecio para la conjetura de qié NP: Muchos investigadores han
tratado por largo tiempo, sin éxito, de construingbas sucintas para el
complemento del problema del circuitblamiltoniang asi como para
muchos otre problemas. Sin embargo, puede ser mostrado (cmmoP?!
NP) que si la conjetura es verdadera, esta en loblpmasN P-completo
testificar su validez.

Si el complemento de un problenNP-completoesta en NP, entoncésP =
co-NP.

Asi de todos los ptdemas en NP, Los problemd$P-completo son
aquellos con complementos de estar en NP. Contnamde, si el
complemento de un problema éhP esta también ehP, esto es evidencia
de que el problema no esta en NP.

Cuando todos los problemas éwiP se tranforman polinomialmente al
problema Ppero no es posible demostiaf]l NP, se dice qu® es tan dificil
como cualquier problema ésPy por lo tantoNP-hard.

NP-hard es usado también en la literatura para referirkes gproblemas de
optimizacion de losuales su problema de decision asociadd Bompleto
Problemas que pueden ser solucionados por algositongas operaciones
pueden ser confinadas dentro de una cantidad decespgue esti acotado
por un polinomio del tamafio de la entrada, pertenexla clasePSPACE.
P,NP yco-NP son subconjuntos d@SPACE

Se dice que un problema BSPACEcompleto si éste esta eRSPACEy
todos los otros problemas &8 PACEson polinomialmente reducibles a él.
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Problemas Intratables

Garey & Johnson, planteanna situacion de intratabilidad interesante que
describimos a través del siguiente caso:

Si trabajas para una compafiia que esta pensandaremtuna nueva era
globalizadoradegobierno y tu jefe te propone que ologas un método para
determinar si o naualquier conjunto dado de especificaciones pama u
nuevo componente pueden ser satisfechas de algam&ma y, si es asi, se
deberé construir el disefio que satisfaga dichas@fipadones. La realidad
es que despsede un tiempo comprob@s que no hagpnanera de obtener tal
método. De modo que tendras dos alternativas:

1. Renunciar para evitar la pa de que te corran por inepto.

2. Esperar a que te corran por inepto. Seria muy pganmsro tendrias
gue confesar que no pudiste resolver el problema fatta de
capacidad.

Para evitar la situacion anterioé podrias tratar de tomar una actitud de
una persona mas valiente y demostrar que en rehlideho método no se
puede obtener. Si eso fuera asi entortégsodrias ir con tu jefe y aclararle
que el probdma no lo resolviste porque no se puede resohv&mtatable.

Sin embargo, es muy probable que a tu jefe estactaristica del problema
le tenga sin cuidado y, de todas maneras, te coosreangas que renunciar.
Es decir regresaras a las alternatvly 2 antes citadas.

Una situacion ras prometedora, es tratar de probar que el problemsolo
es tan dificil qgue nose puede resolver, singue aderds pertenece a una
clase de problemas tales que cientos y miles desgmers famosas e
inteligentestampoco pudieron resolver. Aun asi, no estamos saguros
aun de tu permanencia en la com palti

En realidad el conocimiento de que un problemaneésatable es de gran
utiidad en problemasde tipo computacional. Dado que el problema
completo es intratble, tu podrias resolver el problema para ciertas
instancias del mismo, o bien, oéger un problemamenos ambiciosd?or
ejemplo, podé conformarte con obtener un método para las egpacibnes

de solo cieto tipo de componentes para determinadosjuntos de entrada

y no para “"cualquier conjunto dado de especificaes). Esto seguramente
te llevara a tener mejor relaciones con tu compafiia

En general, nognteresa encontrar el algoritmo mas eficiente pasolver
un problema determinado. Desde epanto de vista tendriamos que
considerar todos los recursos utilizados de manera @ algoritmo mas
eficiente seria aquél que consumieranm® recursos. ¢Cuales recurs8$?
pensamos nuevamente que tu jefe te encarga quegastel algoritmo mas
eficiente, es decir el que consume menos recursos so gerpie si no lo
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obtienes seas eliminado de la nomdela compafiia, estoy seguro, en que
pensaias en todos los recursos posibles (hehasmnbre para construir el
algoritmo, tiempo de sintonizacion, tiemprequerido para olkher una
solucion, numero de procesadores empleados, cahtida memoria
requerida, etc.). Para simplificar un poco la tareansideraremos que tu
jefe te permite que la eficiencia la midas sobresalo recurso: El tiempo de
ejecucion Pensemos por un momento que solo se tiene alaansdquina de
modo que el nUmero de procesadores no requierendandlisis. ¢Qué le
pasoé a tu jefe? ¢De pronto se volvio comprensivotigo? En realidad los
otros parametros los ha tomado en cuenta coostocdirecto del programa
en cuestion. Esto es en realidad lo que se hatecia de complejidad. Para
el andlisis de complejidad, se considera por loegahla eficiencia sobre el
tiempo, para un solo procesador en cémputo secakngara coOmputo
pardelo se considera también el nUmero de procesadores

Los algorimos han sido divididos como buenos o madbgoritmos. La
comunidad computacional acepta que un buen algoriem aquél para el
cual existe un algoritmo polinomial deterngtico que lo resuea. Tambén
se acepta que un mal algoritmo es aquel para el dicho algoritmo
simplemente no existe. Un problemadiee intratable, si es muy difii que
un algoritmo de tiempo no polinomial lo resuelva. No obstanésta
clasificaciéon de algoritmosn buenos y malos puede resultar a veces
engafiosa, ya que se podria pensar que los algaigrmonenciales no son
de utilidad practica y que habra que utilizar solatee algoritmos
polinomiales. Sin embargo se tiene el caso derl@éodos simplex y Branch
and Bound los cuales son muy eficientes para muchos proaspracticos.
Desafortunadamente ejemplos como estos dos sors,rdeomodo que es
preferible seguir empleando como regla de clagifima en buenos y malos
algoritmos, la que lo hace dependiende si son o no polinomiales; todo
esto con la prudencia necesaria.

La teoria de laNP-Completésfué presentada inicialmente p@ookdesde
1971. Cookprdbd que un problema particular que se estudia enchlo@no
necesitamos ahora estudiarlo) y que sem#a "EI Problema de
Satisfactibilidad", tenia la propiedad de que cualquier problema que
perteneciera a lalase NP, podia ser reducido a él a través de una
transformacion de tipo polinomialEstosignificaba que si el pmblema de
satisfactibilidad po@ ser resuelto en tiempo polinomial, todos los
problemas No Polinomiales también podrian resokersn tiempo
polinomial, lo que significaria que la clabi® dejaria de existir!!.

De esta forma, si cualquier problema &hP es intratable, entonces
satisfactbilidad es un problema intratabl€ook también sugiri6 que el
problema de satisfactibilidad y otros problemdP tenian la caracteristica
de ser los problemasénduros. Estos problemas tienen dos versiones: de
decision y deoptimizacion. El conjunto deseos problemas de optimizacion
se denominanNP Completos mientras que a sus correspondientes
problemas de optimizacién, reciben el nombréNdReHard.
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9.5 Problemas de Decisién

Aqui hemos hablado de problemas de optimizacion camaoél donde
buscamos el mamo o el minimo de una funon donde existero no un
conjunto de restricciones. Sin embargon problema de optimizacion
combinatoria puede también ser formulado de mameéa relajada como
sigue:

Dado un problema de optimizacion, podemescontrar elcosto de la
solucién optima

Se sabe que dado un problema de optimizacién, saewefinir un
problema de decision asociado a él, esto es, uegumta que puede ser
contestada por si o no. Por otro lado, varios protds computacionales
bien conocidos so problemas de decision. Entre los problemas désibec
se pueden mencionar por ejemplo:

« El problema de parpHalting Problem): dado un algoritmo y su
entrada, ¢ Parara éste alguna vez?

- Elproblema de satisfaibilidad: dada una férmulbooleana ¢ Es éta
satisfatible?

« El problema del circuitoHamiltoniana dado un grafoG, ¢Hay un
circuito enG que visite todos los nodos exactamente una vez?.
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La definicién de problema de decisién a partir pledblema de optimizacién
permite estudiar ambos tipode problemas de una manera uniforme.
Ademas, como se ha puntualizado que un problemaedssidn no es mas
dificil que el problema de optimizacion original,aquier resultado negativo
probado sobre la complejidad del problema de décisera aplicable al
problema de optimizacién también.

Se esta interesado en clasificar los problemaseabésin de acuerdo a su
complejidad. Se denota pét a la clase de problemas de decisién que son
polinomialmente acotados, esto es, la clase delpmds de decision cu
pueden ser solucionados en tiempo polinomial. dlase P puede ser
definida muy precisamente en términos de cualqufermalismo
matematico para algoritmos, como por ejemplMidquina de Turing.

Se puede decir quB es la clase de problemas de decisiélativamente
faciles, para los cuales existe un algoritmo gusesioluciona eficientemente.
Para una entrada dada, una "solucién" es un olfjgipo ejemplo un grafo
coloreado) que satisface el criterio en el problgmastifica una respuesta
afirmativa de si. Una "solucion propuesta"” es simplememtehjeto del tipo
apropiado, este puede o no satisfacer el critdnformalmente se puede
decir qgue NP es la clase de problemas de decision para losesuaha
solucién propuesta dada para una entraddadguede ser cljeeada
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rapidamente (en tiempo polinomial) para ver si éstarealmente una
solucion, es decir, si ésta satisface todos loseeiqnientos del problema.

Una solucién propuesta puede ser descrita por @u@rca de simbolos a
partir de algin conjunto finito. Simplemente se necesita algaaavencion
para describir grafos, conjuntos, funciones, egando estos simbolos. El
tamafio de la cadena es el numero de simbolos en @iguer una
solucién propuesta incluye cheear que la cadenanga sentido (esto es,
gue tenga una siatis correcta) como una descripcion del tipo de tibje
requerido, también como cheear que ésta satisface el criterio del
problema.

Algoritmos No Deterministicos
Un algoritmo no deterministico tiene dos fases:

Fase no Deterministicaalguna cadena de caractergscompletamente
arbitraria es escrita a partir de algun lugar demmoega designado. Cada vez
gue el algoritmo corre, la cadena escrita puederdifEsta cadena puede
ser vista como una adivinacién thesolucion para el problema, por lo que a
esta fase se le da el nombre de fase de adivinagénos también podria ser
ininteligible o sin sentido).

Fase Deterministica Un algoritmo deterministico (es decir ordinario)
siendo ejecutado. Ademas de émtrada del problema de decision, el
algoritmo puede lees, 0 puede ignorarla. Eventualmente éste para can un
salida de si 0 no, o puede entrar encdiglo infinito y nunca parar (véase ésta
como lafase de chquear, el algoritmo deterministico verifica para ver si
ésta es una solucién para la entrada del problesndedision).

El nUmero de pasos llevados a cabo durante la @f@tue un algoritmo no
deterministico es definido como la suma de los paso ambas fases; esto
es, el niumero de pasosnados para escribs (simplemente el numero de
caracteres ers) mas el numero de pasos ejecutados por la segtasia

deterministica.

Normalmente cada vez que se corre un algoritmo aomisma entrada se
obtiene la misma salida. Esto no ocurre con @aigms no deterministicos;
para una entrada particulayla salida a partir de una corrida puede diferir
de la salida de otra debido a que ésta dependealenque los algoritmos no
deterministicos no son realistas (algoritmos Gtdesla practica), alls son
Utiles para clasificar problemas.

Se dice que un algoritmo no deterministico es polilmlmente acotado si
hay un polinomio p tal que para cada entrada deafeorn para la cual la
respuesta es si, hay alguna ejecucion del algordgmmproduce unsaalida si

en cuando muchp(n) pasos.
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De esta forma se puede decir qINP es la clase de problemas de decisién
para los cuales hay wun algoritmo no deterministicacotado
polinomialmente (el nombre de NP viene de no deteirshico
polinomialmente acotay).

Un algoritmo ordinario (deterministico) para un plama de decision es un
caso especial de un algoritmo no deterministico.oBmas palabras, sh es

un algoritmo deterministico para un problema deigiéa, entonce#\ es la
segunda fase de un algomo no deterministicoA simplemente ignora lo
gue fue escrito por la primera fase y procede concélculo usual. Un
algoritmo no deterministico puede hacer cero paswosla primera fee
(escribiendo la cadena nulapsi, si A corre en tiempo polinomiakl
algoritmo no deterministico coA como su segunda fase corre también en
tiempo polinomial. De lo mencionado se deduce dues un subconjunto
propio deNP.

La gran pregunta esR = NP o esP un subconjunto propio ddP? Se cree
gqueNP es un conjuntonucho mayor qué®, pero no hay un solo problema
enNP para el cual éste haya sido probado que el problemesta erP. No
hay un algoritmo polinomialmente acotado conocid@arg muchos
problemas er\NP, pero ningun limite inferior mayor que un polinama
sido probado para estos problemas.

NP-completo es el término usado para describir loslemas de decision
gue son los més dificiles el P en el sentido que, si hubiera un algoritmo
polinomialmente acotado para un probleMB-com pleto, entonces habria
un algoritmo polinomialmente acotado para cada [emla enNP.
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