Erikoisalgoritmit 155

6 Erikoisalgoritmit

Tama luku siséltdd rekursiivisia funktioita seké erikoisalgoritmeja. Léhes klassisena
voisi pitdd Hanoin tornit -ongelman ratkaisemista tietokoneella.

6.1 Hanoin tornit

Hanoin tornit muodostavat klassisen ongelman, jossa levyt on sijoitettava oikealla
tavalla kolmeen eri pylvddseen. Levyt ovat pyoreiti ja niiden halkaisijat vaihtelevat.
Levyjen keskelld on reikd pylvdisiin sijoittamista varten. Vasemmassa pylvédssa ovat
aluksi kaikki levyt suuruusjérjestyksessé halkaisijan mukaan (suurin levy on
alimpana).

Kuvassamme levyji on 3 kappaletta:

P1 P2 P3

]

Ongelma on nyt seuraavanlainen:
Kaikki levyt on siirrettdvd vasemmasta pylvadsti oikeanpuolimmaiseen pylvadseen
siten, ettd

* vain yksi levy siirretddn kerrallaan
* levyd ei saa koskaan sijoittaa pienemmaén levyn péille

* levyjen on oltava aina jossakin pylviissa (paitsi tietenkin siirrettivan levyn)

Kuinka monta siirtoa tarvitaan, on myds yksi kysymys, johon haetaan vastausta.
Mutta tarkeintd on 10ytda siirtojérjestys.

Pylviiti on siis kolme kappaletta, joten siirtoja voidaan tukea kayttamailla jotakin
pylvéstd aina apupylvaddna.
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Esimerkiksi, jos levyja olisi kaksi kappaletta, voidaan siirtdd ensimmdiinen levy
keskimmadiseen pylvééseen ja sen jilkeen vasemman pylvadn viimeinen (toinen) levy
oikeanpuoleiseen pylvdiseen. Lopuksi keskimmaiisen pylvdin levy siirretdén oikeaan
pylvdiseen paallimmaiseksi.

Aina siis pétee se, ettd vasemman pylvddn viimeinen levy siirretddn tyhjdné olevaan
oikeanpuoleiseen pylvddseen (muutoin sddntd 1 ei toteudu). Jos siis levyjd on X
kappaletta, tulee X-1 kappaletta saada ensin keskimmaiiseen pylvddseen kayttden
apuna oikeanpuoleista pylvéstd ja sen jdlkeen taas keskimmaéisen pylviin levyt
oikeanpuoleiseen pylvdidseen kiyttden apuna vasemmanpuoleista pylvistd. Ndin
ongelma on hyvé ratkaista rekursiivisesti.

Jos numeroimme pylvéét kuten kuvassamme oikealta vasemmalle P1, P2, P3, niin
ensin tehdavit siirrot voidaan tehda algoritmilla:

Hanoin tornit:

#i ncl ude <i ostream h>

void siirra (int kiekkoja, char V, char Q char K);
voi d main()

{

const char V="A";

const char K="B;

const char O="'C;

i nt ki ekkoj a;

cout << "Mntako ki ekkoa on? ";
ci n >> ki ekkoj a;

siirra (kiekkoja, V, Q K;

}

void siirra(int x, char V, char Q char K
{

if (x>0) {

siirra(x-1, V, K O;
cout << "Siirran pylvaasta
siirra(x-1, K Q V);

}

}

<< V << " pylvaaseen " << O << "\n";

Hanoin tornien ratkaisualgoritmin suoritusaika on pahimmassa tapauksessa O(N?),
kun N>0.
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6.2 Rekursiivisia algoritmeja

Rekursiossa proseduuri tai funktio kutsuu itsedédn. Téllaista kutsua sanotaan
rekursiiviseksi. Rekursion etuina on mm., ettd koodi on hyvin suppeaa ja tiivisti ja
rekursiossa kdytetddn paikallisia muuttujia. Rekursio on ldhes valttdmiton joissakin
ohjelmointiratkaisuissa, kuten bindéripuun kasittelyssa.

6.2.1 Kertoma rekursiolla

Kertoma on perdkkdisten, jarjestyksessd olevien kokonaislukujen tulo. Kertoman
merkkind kiytetddn matematiikassa yleisesti huutomerkkié (!). Esimerkiksi kertoma
3! =1*2*3 = 6. Luku nolla (0) lasketaan kokonaislukuihin ja sen kertoma (0!) on
yksi.

kertoma(0) = 1
kertoma(n) = n * kertoma(n-1); n>0

Kertoman algoritmi rekursiomuodossa nikyy seuraavassa ohjelmalistauksessa.

Kertoma (rekursio):

#i ncl ude <i ostream h>
int kertoma(int n);

voi d mai n()

{

int a;

cout << "M nka | uvun kertona | asketaan? \n";
cin >> a;

cout << "Kertoma on " << kertoma(a) << "\n";

}

int kertoma(int n)

{

int k;

if (n==20) return(l);

el se

return(n * kertona(n-1));

}
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Huomautus
Tarkista, ettd kertoman arvo sopii tietotyypin arvoalueelle. Kayta tarvittaessa
vaikkapa double-tyyppid suurentaaksesi arvoaluetta.

Rekursion toiminta

Jokaisessa kutsussa varataan parametrille muistitila, joten parametrien ilmentymid on
useita samaan aikaan (niin myds paikallisten muuttujien ja funktion ilmentymid). Tuo
itsensd kutsuminen tapahtuu ikdan kuin toisesta funktiosta, joka on alkuperidisen
funktion toinen, muistissa oleva ilmentyma.

Ajossa mennddn nollaan saakka (n = 0), jonka jdlkeen puretaan syntyneet
funktioilmentymat; ne lasketaan viimeisestd ensimmaéiseen seuraavassa simuloinnissa
kuvatulla tavalla:

Josx =4

1. funktioilmentyma on 4 * kertoma(3)

2. funktioilmentyma on 3 * kertoma (2)

3. funktioilmentyma on 2 * kertoma (1)

4. funktioilmentyma on 1* kertoma (0)
kertoma (0) on 1, jonka jalkeen puretaan (koska if-ehto tosi):
kohdasta 4 tulee 1 * 1, tulos on 1 (kertoma (0) oli siis 1)
kohdasta 3 tulee 2 * 1, tulos on 2 (kertoma (1) oli siis 1)
kohdasta 2 tulee 3 * 2, tulos on 6 (kertoma (2) oli siis 2)
kohdasta 1 tulee 4 * 6, tulos on 24 (kertoma (3) oli siis 6)

6.2.2 Fibonaccin luvut

Fibonaccin luku muodostetaan perdkkéisistd kokonaisluvuista. Luku on aina summa
kahdesta edellisestd Fibonaccin luvusta. Fibonaccin luvut muodostavat sarjan, jonka
perdkkiisten jasenten suhde supistuu kohti ns. kultaisen leikkauksen suhdelukua
(noin 1.612).

Esimerkiksi 9 ensimmaistd Fibonacci-lukua ovat seuraavat:

Jarjestys: 1 {2 (314|516 |7 |8 |9

Fibonacci-luku: (1 |1 |2 [3 |5 |8 |13 |21 |34

Ensimmaiset kaksi Fibonacci-lukua on méiritelty ykkosiksi.
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Algoritmi, jolla saadaan tietyssd kohdassa oleva Fibonacci-luku, on seuraavanlainen:
Ensiksi tarkistetaan, onko annettu kohta jarjestyksessa 1. tai 2. Fibonaccin luku,
jolloin sen arvo on siis 1.

Fibonaccin luvut:

#i ncl ude <i ostream h>
int fibonacci(int n);

voi d main()

{
int a;
cout << "Monesko fibonacci-I| uku haetaan? \n";
cin >> a;
cout << "Fibo on " << fibonacci(a) << "\n";
}
int fibonacci (int n)
L
int arvo;
if ( n=1]| n=2)
arvo = 1,
el se
arvo = fibonacci (n-1) + fibonacci(n-2);
return(arvo);
}

Fibonaccin luvut muodostavat siis jonon. Muitakin jonoja on kétevdd muodostaa
rekursiolla. Yleisesti, jotta jokin lukujono olisi mééritelty, on tunnettava sdantd, jonka
mukaan voidaan muodostaa jonon yleinen jdsen k, . Jono voidaankin méaritella
kuvaamalla yleisen jdsenen k, méaérittely. Rekursiossa annetaan yleensda muutama
alkuarvo, joiden perusteella aletaan laskea muita arvoja.

Aritmeettinen jono
Aritmeettisessa jonossa kahden perdkkiisen jasenen erotus on vakio.
Siis k, - k,.; = vakio c. Jdsenet ovat tilloin positiivisia kokonaislukuja.

Jos aritmeettisen jonon ensimmadinen jdsen on k ja perdkkéisten jdsenten erotus c,
voidaan jono muodostaa rekursiolla seuraavasti:

klzk

kn+1 = kn +C
(taik, =k, +c¢)
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Jokin jonon jdsen (esimerkiksi 11. jdsen) haetaan lausekkeella:
k, =k + (n-1)c

Geometrinen jono
Geometrisessa jonossa kahden perdkkéisen jasenen suhde on vakio q. Eli k,, / k,.; =q.
Jos ensimmdinen jisen k; = k ja suhdeluku on g, saadaan:

kn-*-l = qkn

Ja yleinen jisen on k, = kq™'

6.2.3 SYT

Kahden positiivisen kokonaisluvun suurin yhteinen tekija (SYT) saadaan seuraavasti:
syt(a,b) =a,josb=0
= syt(b, a % b) muulloin (a % b on a modulo b)

Suurin yhteinen tekija (SYT)

#i ncl ude <i ostream h>
int syt(int a, int b);
voi d main()

{
int ab,s;
cout << "Anna 2 positiivista kokonai sl ukua\n";
cout << "Anna 1. kokonai sl uku\ n";
cin >> a;
cout << "Anna 2. kokonai sl uku\ n";
cin >> b;
if (a>=Db) s =syt(a, b);
else s = syt(b, a);
cout << "\nSYT = " << s;
}

int syt(int a, int b)

if (b) return syt(b, a %b);
el se return a;
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6.2.4 Lukujen summa

Lukujen summa lasketaan seuraavassa rekursiivisesti. Yhteenlaskettavia positiivisia
kokonaislukuja voi olla n kappaletta.

Lukujen summa (rekursio):

#i ncl ude <i ostream h>

void main()

{
int summa(int |uku), |km
cout << "Mont ako | ukua | asketaan yhteen: ";
cin >> | km
cout << "Lukujesi summa =" << summa(l knj;
}
int summa(int | uku)
{
if (!luku) return | uku; /* Palauttaa nollan */
el se return | uku + summa(l uku-1);
}

Jos luvut ovat taulukossa, saadaan summa algoritmilla:

int sunma(int a[], int ind)

{
if ('ind) return afind];
el se return a[ind] + summa(a,ind-1);

6.2.5 Tyhjien alkumerkkien poistaminen merkkijonosta

Merkkijono-operaatioita kasitteleviassd luvussa on algoritmi tyhjien alkumerkkien
poistamiseen. Tama voidaan toteuttaa myos rekursiivisesti, kun kidytossd on C++-
tyokalu, joka tukee uusinta standardiehdotusta. Uudessa standardiehdotuksessa on
string-luokka, joka sisdltdd muun muassa metodin remove(n, k).

Metodi remove(n, k) poistaa merkkijonosta n merkkié alkaen kohdasta k.
Kyseinen string-luokka saadaan C++-ohjelmaan komennoilla

#include <string>
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Nyt voisimme kirjoittaa rekursiivisen algoritmin tyhjien alkumerkkien poistamiseen.

Tyhjien alkumerkkien poistaminen merkkijonosta:

poi stat yhjat (string s)

if (s[O0] =" ")

s.renove(1,0) // poistetaan tyhjaksi mnerkiksi havaittu merKkkKi
poi st at yhj at (s)

Samanlaisella menettelylld voisimme poistaa myds tyhjét loppumerkit. Télldin on
vain otettava selville merkkien lukumiird merkkijonossa ja poistettava aina
viimeinen merkki ennen uutta funktiokutsua.
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