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9 Grafiikka

Téassd luvussa késitelldén geometriaa ja graafisia kohteita. Mukana on padosin
alkeisoperaatioita.

9.1 Kolmio

Seuraavana tutkimme kolmiota:

Minka tahansa kolmion ala saadaan kaavasta:

A = [s(s-a)(s-b)(s-¢)]", jossa
a, b ja ¢ ovat kolmion sivujen pituudet
s =kolmion piirielia+b +c¢

Tutkimme kolmiosta seuraavia asioita:
1. Muodostavatko annetut sivut todella kolmion
2. Minka tyyppisestd kolmiosta on kysymys

3. Mika on sitten ala

Kohtaan 1 saamme vastauksen laittamalla ensin sivut suuruusjérjestykseen ja
tarkastamalla sitten, onko kahden lyhimmén sivun summa pienempi kuin pisin sivu.

Kohtaan 2 saamme eri vastauksia seuraavasti:
Jos kaikki kolme sivua ovat yhti pitkié, on kyseessa tasasivuinen kolmio.
Jos kaksi sivua on yhti pitkid, on kyseessé tasakylkinen kolmio.

Jos kahden lyhyimmaén sivun nelididen summa on sama kuin pisimmén
sivun nelid, on kyseessd suorakulmainen kolmio.
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Algoritmi voisi olla seuraavanlainen:

Kolmion tutkiminen:

Annetaan kolmon sivut a, bjac

Lajitel l aan sivut suuruusjarjestykseen (lyhin ensin) taul ukkoon

S vut|[ 3]

Lasketaan, onko Sivut[0] + Sivut[1l] < Svut[?2]

Jos on, kyseessd on kolmo. Miuutoin tulostetaan ('E kolmo'). Loppu
Verrataan, onko Sivut[0] = Sivut[1] = Sivut[?2]

Jos on, tulostetaan (' Tasasivui nen')

Jos ei, verrataan, onko Sivut[0] = Sivut[1] CR Sivut[0] = Sivut[?2]
R Svut[1l] = Svut[2].

Jos jokin ehto toteutuu, tul ostetaan (' Tasakyl ki nen')

Jos ei, verrataan, onko Sivut[0]2 + Sivut[1] 2 = Sivut[2] 2 (sivut
ol i vat suuruusj arj est yksessa).

Jos kyll&, tulostetaan (' Suorakul mai nen')

Lasketaan A = [s(s-a)(s-b)(s-c)]1/2.

9.2 Suora

Viiva tai vektori on kuva-alkio, joka sisdltyy kaikkiin grafiikkasovelluksiin. Viiva-
alkioiden avulla voidaan taas approksimoida mitd tahansa muita graafisia kuvioita.
Téssd luvussa késitelldédn hieman parametrisia menetelmid muodostaa vektori ja
ympyrd. Parametrista menetelmii kutsutaan my06s nimelld DDA (Digital Differential
Analyzer).

Kuten tiedetddn, mika tahansa tasokdyrd voidaan esittdd parametrimuodossa.

X =X(t)
y=y®

(Parametrimuodon liséksi kdyrd voidaan esittdd ratkaistussa muodossa y = y(x) tai
ratkaisemattomassa muodossa f(x,y) = 0).

Kahden pisteen (x1,y1) ja (x2,y2) vélisen vektorin (katso kuva) parametriesitys on:

x =x1 +delta xt
y=yl +delta yt
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Vektorin parametrimuodon havainnollistamiseksi katsotaan seuraavaa esimerkkié.
Jos meilld on kaksi pistettd (1,2) ja (5,5), niin niiden vilisen janan parametriesitys

on:

x=1+t(5-1)=1+ 4t
y=2+1t(5-2) =2 + 3t
0<=t<=1

Laskemme muutaman pisteen arvon ja piirrdmme suoran koordinaatistoon.

t X |y
0 1 |2
1/4 |2 [23/4
172 13 |31/2
1 5 15
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(Jos poistamme yhtédloparista t:n sisdltavit termit esimerkiksi kertomalla ylempi
yhtilo 3:1la ja alempi -4:114 ja laskemalla yhtdlot yhteen saadaan 'normaali yhtalo',
eliy=3/4x+5/4).

Parametrimuotoinen kiyra, x = x(t), y = y(t) voidaan esittdd integraalia
approksimoimalla muodossa

x=x1+2Zdx ja
y=yl + Zdy

Kéyrin pisteitd generoidaan siis lisdamalld pienid siirtymédosia (dx ja dy) ldhtien
annetusta alkupisteesta.

Vektorien kohdalla uusi piste saadaan edellisestd seuraavasti:

x2 =x1 + delta_x dt
y2 =yl + delta_y dt

Yhtéloparissa dt kuvaa askelpituutta ja x- ja y-suuntaiset siirtymét ovat:

delta x dt =dx
delta y dt =dy

Koska koordinaattiarvot on pyo0ristettdva kokonaisluvuiksi, on dt valittava harkitusti,
jotta vektoriin ei tulisi esimerkiksi katkoksia.
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Jos dt:n arvoksi valitaan esimerkiksi 0.2, saataisiin edelld olevan janaesimerkin
mukaan (pisteiden (1,2) ja (5,5) védlinen jana) seuraavat askelarvot:

delta x=5-1=4
delta y=5-2=3
dx =delta xdt=4*0.2=0.8
dy=delta ydt=3*0.2=0.6

Siirtymit ndyttdvit melko sopivilta. dt:n arvo kannattaa kuitenkin sitoa esimerkiksi
vektorin pituuteen, josta dt on tietty osa.

Seuraavana on algoritmiluonnos vektorin piirtamiselle.
(Funktio TulostaPiste(x,y,c) kuvaa pikselin piirtoa tiettyyn kohtaan.)

Viivan generointi:

Olkoot alku- ja loppupisteet (x1, y1) ja (x2, y2)).
Esitellidan muuttujat, joista delta x ja delta y ovat kokonaislukuja.
delta x =x2 - x1
delta y=y2 -yl
dt = vektorin pituus/10
dx = delta x * dt
dy = delta y * dt

x =x1

y=yl

TulostaPiste(x,y)

1= 1 to vektorin pituus
Xx=x+dx
y=y+dy
Pyoristé piste(x,y)
TulostaPiste()

Algoritmia voi kehittdd edelleen esimerkiksi siten, ettd x-siirtymén arvo méaritetdan
kiintedsti 1:ksi ja sen perusteella lasketaan y-siirtymén arvo.

Copyright © IT Press — Taman e-kirjan kopiointi, tulostaminen ja jakeleminen eteenpain luvatta on kielletty.



210 Grafiikka

9.3 Ympyra

Ympyrian parametrimuoto (olkoon keskipiste (x1,y1) ja sidde r) on seuraava:

X = x1 + rcost

y =yl + rsint
0<=t<=2m
AN

Ympyrén yhtilo on siis
P =x2+y?

Jos ratkaisemme yhtdl6sta y:n, saamme
y =+ (r2 _X2)1/2

Derivointi antaa tuloksen

y' =dy/dx = - x/(r* x*)"? = -2x/y (Koska (1 -x*)"* =vy)
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Eli yhtdl6std suoraan saamme
dy = - dx* 2x/y

Jos nyt asetamme x-siirtyméan dx kiintedsti 1:ksi, saamme kayttad y-siirtymén arvoa
dy = - 2x/y

Niilla tiedoilla saammekin ympyréin kehén pisteen edellisesti kehdn pisteesti:

x2=x1+1
y2 =yl - 2x/y

Muuntamalla edelld olevaa vektorin algoritmia voimme piirtdd my0s ympyrian kehéan
samalla menettelyll4.

9.4 Muita kayria

Kéayttdméilla napakoordinaatistoa (polaarisia koordinaatteja) voidaan erikoiskayria
generoida suhteellisen helposti. Pisteen (x,y) paikka ilmaistaan napakoordinaatistossa
seuraavasti:

X =rcosb
y = rsinf

Antamalla kulmalle 0 askeleittain sopivat arvot (esimerkiksi valiltd (-Tt..+17)) ja
méérittelemadlld arvo r kdyran yhtdlon mukaan, voidaan piirtdéd esimerkiksi spiraali.

Spiraalin yhtdl6 on:
r=20.

Algoritmissa on siis r = 0 ja alkupisteeksi (x1,y1) voidaan valita vaikka nayton
keskipiste. Pisteitd saadaan siis madriteltyd yhtaloilla:

x =x1 +rcosB ja
y =yl + rcos@.

Pisteiden viéliset viivat voidaan piirtda tdssé tapauksessa vaikka ohjelmointikielen
grafiikkakirjaston funktioilla.
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Ympyré saadaan piirrettyd antamalla sdteen arvo, ellipsin yhtilo on taas muotoa
r = 4/(2+cos0).

Jotta kdyra saataisiin piirrettyd nayttdalueelle, voidaan kdyran alkupisteeksi maarittaa
esimerkiksi puolet vaaka- ja pystyresoluutiosta.

9.5 Geometriset muunnokset

Téarkeimpid graafisiin kuvioihin kohdistuvia muunnosoperaatioita ovat skaalaus,
kierto ja siirto. Késittelemme néitd hieman seuraavaksi.

9.5.1 Siirto

Siirto-operaatiossa pisteelle (x,y) annetaan siirtoarvo koordinaattien x ja y lisdyksena.
Merkitdén lisdystekijoita Lx:114 ja Ly:l14.

Uusi piste on siis:
x2=x1+1x
y2=yl+Ly

Seuraava esimerkki havainnollistaa tapahtumaa:

Olkoon kohteena jana, jonka alku- ja loppupisteet ovat (1,1) ja (3,4).
Siirtoarvot olkoot

Sx =42 ja
Sy =-1.

Kuten kuvasta ndemme janan alku- ja loppupisteiksi tulevat (3, 0) ja (5, 3).
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41 (3,4}

S (5.3)

Samalla ndhdddn, ettd suoran siirtdmiseen riittdd, kun suoran paatepisteet siirretddn.

9.5.2 Skaalaus

Skaalauksessa pisteiden koordinaatit kerrotaan skaalaustekijoilla.
Talloin pisteiden koordinaatit muuttuvat seuraavasti:
Olkoon skaalaustekijit Sx ja Sy.

x2 =x1 * Sx
y2=yl * Sy

Kuva havainnollistaa skaalausta:
Esimerkissimme Sx = 1/2 ja Sy = 3/4
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9.5.3 Kierto

Pisteen kiertoa kisitelladn seuraavaksi vain origon suhteen. Pisteen paikka origon
suhteen saadaan lausekkeista:

X =1 cosd
y =1 sind

Lausekkeissa o kuvaa kulmaa x-akselista vastapaivdan. Jos pistettd kierretddan origon
ympéri (edelleen vastapdivddn) kulman (3 verran l4htien alkusijainnista, saadaan
uuden pisteen paikka x- ja y-koordinaatteina lausekkeista:

x2 =x1 cosf - yl sinf3
y2 =x1 sinf3 + y1 cos

Antamalla kulmalle B pienié siirtyméarvoja saataisiin ylldolevilla kaavoilla piirrettya
my0s origokeskeisid ympyroita.

Ohjelma-algoritmit on helppo kehittdd aiemmin laaditun vektorin piirtoalgoritmin
pohjalta.

Tehtdessd operaatioita tasossa satunnaisen pisteen kautta, tehddén yleensa aina ensin
siirto origoon, jonka jalkeen suoritetaan muunnosoperaatiot. Lopuksi kuvio siirretdan
takaisin alkuperdiseen paikkaan muunnettuna. Téallaista proseduuria helpottaa, kun
kdytetddn matriisimuotoja ja matriisimatematiikkaa.
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9.6 Rekursiiviset kuviot

Rekursiiviset kuviot muodostuvat ns. 'fraktaaligeometrian' mukaisesti eli niitd
muodostettaessa ei kdytetd tarkoin madriteltyjd matemaattisia (usein monimutkaisia
ja hankalia) yhtdloitd, vaan ldhes satunnaisuutta. Rekursiivisuuden mukaisesti
muodostuvasta kuvion osasta tulee saman muodostamisfunktion sisddnmeno.
Rekursiiviset kuviot ovat herédttineet viime aikoina huomiota. Niiden avulla on voitu
hiammastyttivilla tavalla muodostaa luonnossa esiintyvid kuvioita kuten pilvet ja
puut, mutta myos mitd tahansa muita kuvioita.

Tallaisten kuvioiden perusta on itse asiassa muunnoksissa, joista osa esiteltiin edella.
Jos lahtokuviona on esimerkiksi piste, voidaan rekursiivisia kuvioita saada aikaan
tekemalld pisteelle lukuisia muunnoksia ja tulostamalla pisteet ndytolle. Kuuluisa
rekursiivinen kuvio, Sierpinskin kolmio, kiyttid itse asiassa vain kolmea muunnosta.
Muunnosten suorittamistaajuuteen ja -jarjestykseen vaikutetaan antamalla
muunnoksille todennikdisyysarvo (0...1), jolloin esimerkiksi todennékdisyysarvolla
0.1 tapahtuva muunnos suoritetaan harvemmin kuin 0.4 arvolla oleva muunnos.

Kuvion pisteitd voidaan muodostaa yhtéloilla:

X uusi=aX+b¥Y+c
Y wusi=dX+cY+f

Kirjaimet a, b, d ja e kuvaavat nimenomaan muunnosten arvoja. Koska kyseessa on
kertolasku, ne kuvaavat skaalausta ja kiertoa. Tekijdt ¢ ja f kuvaavat siis siirtoa.

Lukija voi kokeilla muodostaa rekursiivisia kuvioita antamalla esimerkiksi
alkupisteen tai vaikkapa janan, jonka uudet pisteet saadaan em. yhtiloilld. Tekijoille a
... fvoi koettaa antaa eri arvoja. Tulostus on suoritettava tarpeeksi monelle pisteelle
(ehka sadoille). Pisteen vérin voi sitoa esimerkiksi suoritettavaan muunnokseen.
Satunnaislukugeneraattori voi valita tehtdvin muunnoksen, mihin voidaan liittda
muunnoksille médritetyt todennédkoisyydet.

9.7 Bezier-kayra

Otamme grafiikkaluvun lopuksi esille erdén kehittyneen kéyrityypin, nimittdin
Bezier-kdyrin. Bezier-kdyrd on my0dskin parametrimuotoinen kdyréd, jossa parametri t
saa arvoja valiltd 0...1. Kéyra kehitettiin jo 1970-luvulla l&hinna autoteollisuuden
tarpeisiin ranskalaisen matemaatikon, Bezierin, toimesta. Kédyréin avulla haluttiin
madrittdid mm. autojen pintamuotoja.
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Bezieria kuvaava yhtilo on polynomiyhtilo, jonka asteluku voi olla mielivaltaisenkin
suuri. Asteluvun valintaa rajoittaa tietenkin tietokoneen suoritusteho.

Kolmannen asteen (kuutiollisen) Bezier-kdyra voidaan esittdd yhtiloilla:

x(t) = (1-t)’x; + 3t(1-t)*x, + 3t%(1-t)x5 + x4 ja
y(t) = (1-t)’y; + 3t(1-t)%y, + 3t3(1-t)y; + 'y,

Piste (x;, y1) kuvaa kéyran alkupistetta ja (x4, y4) taas loppupistetté. Pisteet (x,, y»)
ja (X3, y3) ovat niin sanottuja ohjauspisteitd, jotka sijaitsevat kehyslaatikon
vasemmassa ja oikeassa yldkulmassa. Kéyrin alku- ja loppupisteitd voidaan samalla
pitdd kehyslaatikon alimpina ohjauspisteind. Bezier-kdyra madrittyy siis erdénlaisen
laatikon sisdén. Kéyrd ei mene missddn laatikon ulkopuolelle.

Kéyrian hyvid puolia on mm. se, ettd kdyrddn voidaan kohdistaa geometrisia
muunnosoperaatioita, joita kasittelimme aiemmin tissi luvussa.

Kéyrin pisteitd saadaan antamalla t:lle arvoja véliltd 0...1 ja laskemalla vastaavat x ja
y.

9.8 Hieman 3D-kuvioista

3D-kuvioita joudutaan yleisesti esittamddan 2D-pinnalla. Jotta kuvio hahmottuisi
oikein, kdytetddn apuna perspektiivejd. Talloin haetaan piste, jota kohti kuvio
kapenee, jolloin kuvio koetaan 3-ulotteiseksi. Suoraviivaisten kuvioiden
generoiminen ndin ei ole vield ongelma, mutta kuvioiden tullessa
monimutkaisemmiksi niiden méiérittdminen tulee vaikeammaksi. My0s
katsomissuunnan valinnalla on merkitystd kuvion maarittdmisen vaikeusasteeseen.
Kuvamme havainnollistaa perspektiiviajatusta. Kuvassa kuvatasossa olevaa pistettd A
(X,Y) katsotaan origosta péin ja sitd vastaa kauempana oleva piste P (x,y,z).
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Pisteiden A ja P koordinaattien suhde on siis:

X =x*d/z
Y =y*d/z

Talld menettelylld voidaan muodostaa suoraviivaisia 3D-kuvioita méérittelemallad
ensin kauempana olevat pisteet ja projisoimalla ne 1dhemmaiksi (kuvatasolle).
Lopuksi pisteet yhdistetdan viivalla.

Yleisesti mikd tahansa pinta voidaan esittda ratkaistussa muodossa, z = z(x,y),
ratkaisemattomassa muodossa, f(X,y,z) = 0 tai parametrimuodossa, X = x(t,u),

y =y(t,u), z = z(t,u). Avaruuspintaa esittdd yksi yhtilo. Avaruuskiyrad saadaan
esitettyd kahden pinnan leikkauskayrand eli tilloin riittdd kaksi yhtdlod kuvaamaan
avaruuspintaa. Esimerkiksi 'kierukka' saadaan esitettyd yhtdloilld x = cosz, y = sinz.
Yhtilo z = x* - y* médrittelee erddn satulapinnan. Ratkaisemalla yhtilostd x ja y
voidaan pinta piirtdd kuvaruudulle. Kaikissa generoinneissa on padtettiva
katselusuunta sekd projisioitava pisteet kuvatasolle ylempéna esitettyjd koordinaattien
suhteita kayttdmalla.
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