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4 Matemaattiset algoritmit

Tama luku siséltid erilaisia matemaattisia ongelmanratkaisuja. Luvun aiheita voi
hyodyntdd my6s matematiikan opetuksessa. Vaihtelu virkistdd! Juuri tdimén luvun
myG6td voi todeta tietokoneen tyOskentelytavan ihmiseen verrattuna: ihminen laskee
valmiilla kaavalla, kun taas tietokone pyrkii tekemidin runsaasti tyota ja lahestymédéan
ratkaisua askel askeleelta.

4.1 Kertoma

Kertoma on kokonaislukujen tulo. Kertoman merkkina kéytetddn matematiikassa
yleisesti huutomerkkii (!). Esimerkiksi kertoma 3! = 1*2*3 = 6. Luku nolla (0)
lasketaan kokonaislukuihin ja sen kertoma (0!) on yksi.

Kertoma:

#i ncl ude <i ostream h>

voi d mai n()

r

int i, j, &

=1

cout << "M nka | uvun kertona | asketaan? \n";
cin > a;

for (i=1;, i<=a; i++)
[ I

cout << "Kertoma on " << << "\n";

}

Huomautus

Jos kertoman arvo kasvaa niin suureksi, ettd tulos ei mahdu tietotyypin arvoalueelle,
kiepsahtaa arvoalue uudelleen nollaan ja lisdi jiljelle jadneen osan tulokseksi.
(Tietenkin, jos tietotyyppi on etumerkillinen (signed), hypétidin arvoalueen
ylittimisen jdlkeen pienimpaddn negatiiviseen arvoon nollan sijaan.)

Tamin takia kertomassa voisikin suuria lukuja varten kdyttad double-tyyppié.
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4.2 Likiarvoja

Suhteellisen nopeutensa ansiosta tietokone soveltuu ithmistd paremmin erilaisten
likiarvojen laskemiseen. Monet paittymattomaét likiarvot voidaan laskea sarjojen
avulla.

4.2.1 Neperin luvun (e) likiarvon laskeminen

Sovellamme tdssd esimerkissd edelld kuvattua kertoman algoritmia Neperin luvun
likiarvon saamiseksi. Neperin luku (e) on erittdin tirked esimerkiksi
eksponenttifunktion kantalukuna, koska tilloin funktion derivaattafunktio on sama
kuin alkuperdinen funktio.

Neperin luku saadaan péaédttymittomén sarjan avulla seuraavasti:
e=2 (1/k!)
k=0

Jotta ohjelma olisi jarkevé, asetetaan yldrajaksi jokin kokonaisluku, joka tallennetaan
muuttujaan.
Jo yldrajalla 8 saadaan Neperin lukuun 5 oikeata desimaalia.

Neperin luku:

#i ncl ude <i ostream h>
int kertoma(int a);
float neper(int n);

voi d mai n()

{

int a;

cout << "Kuinka tarkka neper |asketaan? \n";
cin >> g;

cout << "Neper on " << neper(a) << "\n";
}

int kertoma(int a)

L

int i;

int j =1,

if (a==20) return 1,
for (i=1;, i<=a; i++)
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o= %

return j;

}

float neper(int n)

{

int |askuri;

float tulos = 0O;

for (laskuri = n; laskuri >= 0; laskuri--)
{
tulos = tulos + 1/(fl oat)kertoma(l askuri);
cout << tulos << " " << laskuri << "\n";

return(tul os);

}

Liséa ylle laskentatarkkuus esimerkiksi kahden peréttdisen Neperin luvun vilisen
erotuksen avulla.

Neperin luvun likiarvo voitaisiin laskea my06s lukujonon raja-arvosta

e =lim (1 + 1/n)", kun n->o0
Lausekkeen hyva puoli on se, ettd n on positiivinen kokonaisluku. Laskentatarkkuus
riippuu mm tietokoneen ominaisuuksista. Mikéli arvo oo tuntuu oudolta, voi sen

sijaan kayttia raja-arvoa:

e =1lim (1 + 1/h)"™, kun h->0

4.2.2 €, cos(x) ja sin(x) sarjakehitelmilla

Edelld kuvattua kertomaa voidaan hyodyntad vield reaalialueen sarjakehitelmissa.
e =1+x+x721+x/3 + ...
cos(x) =1 - x*/2! +x%4! - ...

sin(x) = 1 - x°/3! + x°/5! - ...

Lasketaan e*:

Maari t et 4an eksponentti x
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Maaritetaan tarkkuus e, jota verrataan kahden perakkai sen tul oksen
er ot ukseen

(toinen vai htoehto on naéarittad tarpeeksi pieni ylaraja sumalle)
Maaritetdaan jokin ylaraja, MX

Tulos =0

i =0 to MAX

Tulos = Tulos + xi/i!

Vastaavasti voidaan miiritelld likiarvo lausekkeelle cos(x). Hankaluutena on tdssi
tapauksessa se, ettd jokaisen perdkkdisen summatekijan etumerkki vaihtuu.
Etumerkkid ei voida mairittdd myoskddn summausindeksin parillisuuden/parit-
tomuuden perusteella. Siksi algoritmissa kdytetddn kahta eri summaa, joissa toisessa
ovat negatiiviset ja toisessa positiiviset tekijiat. Lopuksi osasummat lasketaan yhteen.

Lausekkeen cos(x) likiarvo:

Tulosl =0
Tulos2 =0
i =0to MM i =i + 4
Tulosl = Tulosl + xi/i!
i =2to MM i =i + 4

Tul 0s2 = Tulos2 - xi/i!
Tul os = Tul os1l + Tul 0s2

Lausekkeen sin(x) likiarvo:

Tulosl =0
Tulos2 =1
i =3 to M | =i +4
Tulosl = Tulosl - xi/i!
i =5to M | =i +4

Tul 0s2 = Tulos2 + xi/i!
Tul os = Tul os1 + Tul 0s2

mn likiarvo voidaan méiaritella likiarvo hieman ‘nurinkurisesti’ esimerkiksi
hyddyntiden Pascalin arcustangentti-funktiota. Kun tiedetdan, ettd arctan(1) = 174,
saadaan Tt= arctan(1) * 4.

4.3 Derivaatta, differentiaali ja yhtalot
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Tassd aliluvussa kasitelldan derivaatan ja differentiaaliyhtdlon numeerista késittelya.
Mukana on myos tavallisten yhtdldiden ratkaiseminen.

4.3.1 Derivaatan likiarvo

Téssé kasitellddn hieman derivaatan laskemista 1dhinnd sen mééritelmén pohjalta.
Allaoleva kuva havainnollistaa derivaatan maaritelmaa erotusosamaéaran késitteella:

y = f(x)

¥ 2 sekantti

;{ AN % !-I- AN D}{

Kun delta_x ldhestyy nollaa, segmentti muuttuu tangentiksi. Tangentin kulmakerroin
kertoo kdyrdn kasvunopeuden sivuamispisteen kohdalla. Edelléd olevassa kuvassa
funktion keskimddrdinen kasvunopeus vililld (x ... x + delta_x) saadaan
erotusosamairén avulla.

Erotusosaméiri on delta_y/delta x. Kyseinen erotusosamiiri kertoo suoraan
lineaarisen kidyrdn muuttumisnopeuden eli se on samalla itse kdyrdn (eli suoran)
kulmakerroin. Epilineaarisilla funktioilla kdyridn kasvunopeus riippuu tietylld valilla
x-arvojen valinnasta.

Derivaatta y'(x) = f'(x) = lim delta_y/delta x (kun delta x->0)

= lim (f(x+delta_x) - f(x))/delta_x) (kun delta x->0)

Derivaatta edustaa siis funktion paikallista kasvunopeutta eli kasvunopeutta
ddrettomin lyhyelld vélilla.
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Funktion kasvunopeus voidaan approksimoida tietokoneella muuttamalla arvoa
delta_x mahdollisimman pieneksi ja méérittelemalld haluttu tarkkuus. Erityisesti
approksimointi soveltuu kiytettidvéksi silloin, kun funktion suoraa derivointia ei
voida jostain syystd tehdd. Monissa yhteyksissa riittdd myos funktion keskiméariisen
muuttumisnopeuden laskeminen tietylld vélilla.

Numeerinen derivointi suoritetaan yleisemmin ottamalla delta_x molemmin puolin x-
arvoa. Kuvamme selvittdi tilanteen:

y = f(x)

AN sekantii

;-:t—ﬂ;-a , A .—I— AN D
¥

f'(x) on siis tangentin kulmakerroin = sekantin kulmakerroin.
Eli kuvasta saadaan f'(x) = (f(x + delta_x) - f(x - delta x))/ 2*delta_x

Edelleen saadaan f'(x) = (f(x + delta_x) * 2f(x) + f(x - delta_x))/ delta_x"

4.3.2 Differentiaali

Differentiaalin avulla kuvataan funktioissa tapahtuvia muutoksia. Alla oleva kuva
selvittda differentiaalin késitettd ja antaa samalla perusteet differentiaalin
approksimointiin tietokoneella.
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y = f(x)

:-1 PN HE-I- AN D

®

Kun funktio on sopiva ja delta x ldhestyy nollaa, kuvaa delta y differentiaalia dy.

Differentiaali dy on siis kasvunopeus kadyran alkupisteessd * vilin pituus, eli
dy = f'(x) * delta_x

Havainnollistamme differentiaalin laskentaa esimerkilla:
Jos funktio on muotoa 1/3 x’ ja halutaan tietid, paljonko funktio muuttuu, kun x
kasvaa arvosta 2 arvoon 2.1.

delta x=0.1
f(x) = 1/3 x>, jolloin f\(x) = x*
dy = f(x) * delta x =x"*0.1=2°%0.1=0.4.

Funktio kasvaa siis 0.4 yksikkod, kun x kasvaa arvosta 2 arvoon 2.1.

Differentiaalin avulla voidaan siis laskea funktiossa tapahtuva muutos (dy), kun
tiedetddn x:n muutos (delta x). Approksimointi on nyt helppo tehda, koska olemme
aiemmin jo kdyneet ldpi derivaatan approksimoinnin. Nyt f'(x):n likiarvo tietyssa
pisteessd saadaan aiemmasta algoritmista, jolloin tarvitaan vain antaa delta_x, jotta
dy saadaan laskettua.
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4.3.3 Differentiaaliyhtalon numeerinen ratkaiseminen

Differentiaaliyhtilon y' = r(x,y) yleisté ratkaisua edustaa kiyrdparvi, jossa jokaisella
C:n arvolla on oma kiyrédnsa. Jos jonkin tunnetun pisteen (Xo,yo) kautta kulkevan
kdyrdn suunta halutaan tietdd, voidaan laskea y', joka on siis kyseisen kdyran
tangentin kulmakerroin pisteessé (Xo,Yo).

Eulerin menetelmdlld voidaan saada esille ratkaisukdyrin likimadrdisia pisteitad
ratkaistaessa yhtaloa:

y' = 1(X,y), missi ratkaisufunktion y = y(x) tulee toteuttaa alkuehto y(x,) = yo.
Talloin edetddn radan tangentin suuntaan lyhyitd askelia. Askelpituus delta x = h.

Kuva havainnollistaa menettelya:

Menettelylld saadaan ratkaisukdyrin pisteitd seuraavasti:
Xo ja Yo siis tiedetadn.

X1:X0+h
X2:X1+h
jne

y1 = y(Xo T h) =y + 1(x0, yo)h
Y2 =y T (X1, y)h
jne
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Algoritmissa annetaan alkuarvopiste ja r(X,y):n lauseke ja maaritetddn askelpituus
sekd vili, jolta pisteitd halutaan.

Runge-Kuttan menetelmdd pidetidan yleisesti Euleria tarkempana menetelména.
Runge-Kutta siséltdd Eulerin periaatteen, mutta uusi piste lasketaan (ekstrapoloidaan)
paremmalla menetelmalla.
Runge-Kutta-menetelméssa kéiytetdén kaavaa

Vi1 = Y[Xo + (n+1)h] =y(X,11) =y, + h/6(k; + 2k, + 2k3 + ky), missd

ki = 1(Xs, Yn)

ky =1(x, + h/2, y, + h/2 ky)

ks =1(x, + h/2, y, + h/2 ky)

k4 - r(Xn + h: Yn +h k3)
Kyseiset kertoimet kuuluvat neljinnen kertaluvun Runge-Kutta-menettelyyn. Toisen
kertaluvun Runge-Kutta-menettely on melko l1dhelld Euleria, mutta siind haetaan
pisteet kohdasta, jossa askel on h/2.

Algoritmi on Euleria tyolaampi, mutta sindnsd yksinkertainen laadittava.

4.3.4 Toisen asteen yhtalo

Yhtilo kirjoitetaan yleismuodossa seuraavasti:
ax’ +bx+c =0
Yhtdlon juuret saadaan muodosta:
x = (-b = V(b* - 4ac))/2a
Yhtilolld voi olla kaksi reaalijuurta x; ja x, tai kaksoisjuuri x, ; tai silld ei ole

reaalijuuria (vaan imagindarijuuret), jolloin funktion kuvaaja ei leikkaa tai sivua x-
akselia.
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2. asteen yhtalo:

Yhtdlon juuret voidaan tarkistaa lauseketta (b2 - 4ac) tutkimalla.

Jos lausekkeen arvo > 0, yhtdlolld on kaksi reaalijuurta.
Jos lausekkeen arvo = 0, yhtdl6lld on reaalinen kaksoisjuuri.
Jos lausekkeen arvo < 0, yhtdl6lla on kaksi imaginéérijuurta.

Juurten muotojen ja yhtdlon ratkaisun algoritmi on

x1 = (-b + V(b2 - 4ac))/2a
x2 = (-b - V(b2 - 4ac))/2a

Huomautus

Otsikkotiedostoa complex.h kdyttden voit laskea myds imaginéariset juuret. Myos
muita mahdollisuuksia on kompleksiluvuille eri tydkaluissa.

Muutoin negatiivisten lukujen nelidjuurien syntymisen tulisi heittidd poikkeus, joka
ohjelmassa kisitellddn. Heitettdvani poikkeusluokkana on yleenséd runtime error ja
sen aliluokka numeric_error.

4.3.5 Muut yhtalot

Usein korkeampiasteisia yhtdloitd ei saada hajotettua osiin, jolloin niitd voitaisiin
sieventdmisen jdlkeen ratkaista vahemmalla ty6lld. Yksi mahdollisuus on
luonnostella kuvaajaa ja maarittaa siitd X-akselin leikkauspisteitd. Kuvaajasta
voidaan saada myos alkuarvo tarkemmalle iteroinnille, jolloin juuren arvosta saadaan
tarkempi.

Tietokone on kuin luotu tekeméén raskaita iterointitehtdvid. Seuraavassa esitellddin
yksi malli kolmannen asteen yhtdlon ratkaisemiseen iteroinnin kautta. Mikali
yhtél6lld on kokonaislukujuuri, murtolukujuuri tai pdéttyva desimaalilukujuuri,
voidaan sen avulla yhtdlod sieventdd edelleen, jolloin muiden juurien ratkaisu
helpottuu.

Olettakaamme, ettd yhtilo olisi muotoa X° + 2X* - 3X +4 =0,

Ensin tarvitaan alkuluku, jota kasvatetaan sopivalla lisdykselld, kunnes padstddn joko
tdysin oikeaan juuriarvoon tai hyviksyttavaan likiarvoon.
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Iterointi voidaan suorittaa seuraavasti:

3-asteisen yhtalon juuren hakeminen:

#i ncl ude <i ostream h>

voi d mai n()

{

float x;

float y, tulos;

X = -3;

do

{
X =x + 0.1,
y = X*X*X + 2*X*X + 3*X + 6;
tulos =vy;

tulos = (tulos <0 ? (-1)* tulos: tulos);
if (tulos < 0.001) {cout << x; break; };

}
while(x < 2);

}

Juurta kasvatetaan siis kymmenykselld jokaisen kierroksen jidlkeen. Algoritmiin tulee
lisdta negatiivisen alkuluvun kdyttoémahdollisuus seka riittdvin likiarvon
hakutoiminto.

Esimerkiksi tuloksen vaihtaessa merkkid voitaisiin palata askel taaksepéin ja
pienentédd askellusarvoa sadasosiin. Myos kahden peridkkaisen tuloksen erotusta
voidaan tarkkailla.

Edelld kaytetty menettely vaatii runsaasti laskentaa ja etsintdd, jotta juurta paistéisiin
lahestymddn. Niinpd yleisesti kdytetddn toista menetelméd, jolla etsintd nopeutuu,
koska kohdetta (juuren likiarvo) padstddn ldhestymddn huomattavasti edellistd
menettelyd nopeammin. Kyseinen menettely juuren etsintdin on Newton-Raphson-
menetelmd, joka hakee juuren seuraavasti:
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Kuvamme esittid Newton-Raphson-menetelméin etenemista:

Menetelmassa piirretddn annettua kéyrdi tietyssad pisteessd sivuava tangentti.
Kyseinen alkupiste (kuvassamme x,) on yhtdlon juuren ensimmaéinen approksimaatio.
Tangentti leikkaa x-akselia tietyssd pisteessd, josta saadaan uusi kdyrdn piste, josta
piirretyn tangentin ja x-akselin leikkauspiste on aiempaa ldhempéna oleva juuren
likiarvo. Néin tangenttien avulla jatketaan, kunnes on saatu riittdva tarkkuus juurelle.

Yhtiloina menetelma on seuraavanlainen:

Jos X, on ensimméiinen yhtdlon juuren approksimaatio, niin pisteeseen (X,, y,) piirretty
tangentti leikkaa x-akselin pisteessa:

X1 = XO - f(Xo)/f’(Xo)
Uuteen pisteeseen (X, y,) piirretty tangentti leikkaa x-akselin pisteessi

X, =X, - f(x,)/f(x))
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Eli yleismuoto on:
X = X, - f(X,)/T(X,)
SIIS (yleismuodosta saatu) muutos Ax = X, - X, = - f(x,)/f’(x.)
Ohjelmallisesti voidaan uusi approksimaatio laskea joko laskemalla ensin Ax ja
lisdamalld vanhaan approksimaatioon tai laskemalla suoraan uusi arvo yleismuodon

mukaan. Ehkai riittdvén tarkkuuden méérittelemisessd on helpompi seurata Ax:n
pienenemistd suoraan kuin laskea juurten likiarvojen erotus.

Newton-Raphson-menetelma:

Maaritell @an ensin f(x) ja f’ (x)
Annet aan al kuarvot x0 ja nahdol |isesti tarkkuus, johon tul osta

verrat aan

Lasketaan uusi likiarvo x1 = x0 - f(x0)/f’ (x0)

Verrataan vanhan ja uuden |ikiarvon erotusta tarkkuuteen

Jos tarkkuus ei riitéd, |asketaan taas uusi likiarvo x2... xn kunnes

tul os on tyydyttava.

4.3.6 Moniasteisen yhtalon kaikkien reaalijuurten
etsinta

Yhtdlod kuvaava kédyrd y = f(x) vaihtaa merkkidén sellaisella osavililld (x; < x <Xx.,),
jonka sisélld kdyra leikkaa x-akselia eli kyseisen osavilin sisélli sijaitsee yksi yhtdlon
juurista. Talloin on siis ensin haettava osavélejd, joissa yhtdlon etumerkin
vaihtuminen tapahtuu ja sen jilkeen haettava kyseinen juuri esimerkiksi edell
kuvatulla menetelmilld. Etumerkki saadaan selville esimerkiksi kertomalla aiempaa
x-arvoa vastaava kdyrin (y:n) arvo uutta x:n arvoa (x + askel) vastaavalla kidyrdn
arvolla: jos tulo on negatiivinen, ovat tulon tekijat siis erimerkkiset. Mikéli tulo on
nolla, on 'vahingossa' I6ydetty yksi juuri.

4.3.7 Neliojuuren approksimointi

Nelidjuuren likiarvon saamiseksi on olemassa useita erilaisia matemaattisia
menettelyjd. Erds kiytetyimmisté tavoista on hyodyntédé edelld kuvattua Newton-
Raphsonin approksimointimenettelya.
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Lahtokayrd on nyt muotoa:

fx)=y-x2=0
joten

(x) =-2x
ja

Ax = (y - x?)/2x

Neligjuurta laskettaessa on huolehdittava siitd, ettd nelidjuuren sisilld oleva arvo on
positiivinen.

Nelidjuuren approksimointi:

#i ncl ude <i ostream h>
float juuri(float arvo);

voi d main()

{

float | uku;

/|l Lasketaan neli 6j uuri |uvusta

cout << "Anna | uku \n";

cin >> | uku;

cout << "Nelidjuuri on " << juuri(luku) << ™ \n";

}

float juuri(float arvo)
{
float x = arvo/ 10; / *ensi mm@i nen appr oksi naati o j uur est a*/
fl oat dx;
float tarkkuus = 0.001
float nmuutos; /*approksimaation ja oi kean tul oksen erotus*/
if (arvo < 0) arvo = arvo * (-1);
if (arvo == 0) return (0); /*juurta ei oteta negatiivisesta
| uvust a*/
do
{
dx = (arvo - x * x) / (2.0 * x);
X = X + dx;
cout << x << "\n";
muutos = arvo - XxX* X;
}
while ( (muutos < 0 ? (-1)*rmuutos : muutos) > tarkkuus);
[ *t ar peeksi | ahel | &?*/
return (x);
}
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4.4 Kompleksiluvut ja vektorit

Téssd aliluvussa késitelladn kompleksilukujen eri muotojen seké tasovektorien
laskemista. Myos kirjastotiedosto tarjoaa funktioita kompleksilukujen késittelyyn.

4.4.1 Kompleksiluvut

Kompleksiluku voidaan esittdd summa-, polaari-, eksponentti- tai osoitinmuodossa.
Téssa tarkastellaan hieman summa- ja osoitinmuotoa.

Summamuotoinen kompleksiluku on tyyppid Z = a + bi, jossa a kuvaa reaaliosaa ja bi
imagindéiriosaa.

Kompleksilukua kuvaavan vektorin pituus R Re-Im-koordinaatistossa on
kompleksiluvun itseisarvo ja vektorin kulma (Re-akseliin nihden my6tapaivaan)
saadaan trigonometrisesti laskemalla kulma = arcussin (a/R).

Arcus-funktioissa voi olla eroja riippuen kdantdjdstd. Tulos on kuitenkin yleisesti
radiaanimuodossa. Ttn likiarvo (jos se joudutaan laskemaan) saadaan kirjassa
toisaalla olevalla algoritmilla.

Kompleksiluku on siis muotoa z = a + bi. Tamé kompleksiluvun perusmuoto on
summamuoto. Kompleksiluvun z itseisarvo (vektorin pituus), |z| = (a® + b*)"*.
Kompleksiluvuilla lasketaan kuten tavallisilla kirjainmerkeilld, ainoastaan
sievennysvaiheessa otetaan huomioon, ettd i* = -1.

Kompleksiluvun polaarinen muoto on z = r(cos¢ + isin). Komponentit a ja b
saadaan seuraavasti: a = rcosd ja b =rcos¢, jossa r on vektorin pituus eli
kompleksiluvun itseisarvo. Tdssd muodossa kompleksiluvut kerrotaan keskendin
siten, ettd pituudet kerrotaan keskenidin ja vaihekulmat lasketaan yhteen, eli

712, =1 15 [cos(d; + §,) +isin(d; + §,). Jakolaskussa vastaavasti pituudet jactaan
keskenddn ja vaihekulmat vihennetdin toisistaan.

Kompleksiluvun osoitinmuoto on yleinen sahkdtekniikassa. Télloin polaarisesta
muodosta z = r(cos¢ + isin¢) kdytetddn lyhyempad muotoar [¢ (luetaan 'r kulmassa

¢").
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Kompleksiluvusta on vield eksponenttimuoto, jossa hyddynnetddn Eulerin kaavaa el

= cosQ + isind. Nyt kompleksiluku z = r(cosd + isind) tai r [ voidaan esittda
muodossa z=r ' .

Muodostetaan seuraavassa algoritmi summamuotoisen kompleksiluvun
muuntamiseksi osoitinmuotoon:

Summamuotoinen kompleksiluku osoitinmuotoon:

Annetaan reaal i - ja i nmagi ndari osat
Lasketaan pituus r (algoritm edelld)
Kul nra_rad = arctan(b/a)

Kul ma_ast = Kul na_rad*360/ m

Tul osta esi mer ki ksi rmuodossa ' Annettu konpl eksiluku z = a + bi on
0so0i ti nmuodossa

r kul massa Kul na_ast.'

Algoritmiin on helppo lisdtd myds polaarimuodon tulostus, koska mitdin
lisélaskentoja ei tarvita. Sama koskee eksponenttimuotoa.

Summamuotoon muuttaminen tehddén muista muodoista (eli tiedetddn r ja §)
muodostamalla ensin z = r(cos¢ + isind) ja laskemalla erikseen rcos¢ ja rsind sekd
lisddmaélld tulostuksessa viimeksimainittuun arvoon imagindariyksikko i.

Huomaa myds, ettd C++ sisdltdd standardikirjaston complex.h, jonka avulla voidaan

kasitelld kompleksilukuja. Math.h-tiedoston funktiot hyviksyvét myos usein tietyssa
muodossa olevan kompleksiluvun (esimerkiksi abs() ).

4.4.2 Vektorit

Tason vektori voidaan esittdd muodossa a = xi + yj eli a = [x,y] ja vastaavasti
avaruusvektori muodossa a = xi + yj + zk eli a = [x,y,Z].

Tarkastellaan seuraavassa kahta tason vektoria a ja b, jotka esittdvét vektoreita

a=x1+ty
ja
b= Xzi + y2J

Vektoreiden summa lasketaan siten, ettd vektoreiden komponentit lasketaan yhteen.
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at+b=xt+x)1+(y; +y2).
Erotus lasketaan vastaavalla tavalla.

Vektorin a pituus, |a|, lasketaan summaamalla vektorin komponenttien neliot ja
ottamalla summasta nelijuuri.

Vektorin a pituus = [a| = (x;* + y,°)"*

Vektoreilla on kaksi erilaista tuloa: pistetulo (eli skalaaritulo) ja ristitulo (eli
vektoritulo). Pistetuloa merkitddn notaatiolla piste . (esimerkiksi a . b) ja ristituloa
notaatiolla x (esimerkiksi a x b). Pistetulo lasketaan kertomalla vektoreiden
pituuksien tulo vektoreiden vilisen kulman kosinilla.

Kahden vektorin a ja b pistetulo, a . b = |a] |b| cos(a,b). Pistetulon tulos on skalaari.
Nyt vektorin a pituus saadaan my6s pistetulosta eli |a| = (a . a) " . Tason (ja
avaruuden) vektoreiden pistetulo saadaan my0s kertomalla vektoreiden
vastinkomponentit keskendén ja summaamalla tulot eli vektoreiden a ja b pistetulo,

a.b=x1y; +x ¥,

Ristitulo saadaan ottamalla determinantti matriisista, jonka alkioina ovat i ja j seka
vektoreiden komponentit.

Kahden tason vektorin a ja b ristitulo,
a x b= |a] |b| sin(a,b) e,
missd e on yksikkovektori.

Avaruusvektoreiden a ja b ristitulo voidaan esittdd ndpparassid matriisimuodossa
seuraavasti:

aX b = det [ (i,j,k), (Xl, Yi, Zl), (Xz, Yo, Zz) ] T .
Vektorin a projektio vektorilla b eli projektiovektori a, saadaan seuraavasti:

Vektorin a projektio vektorillab , a,= (a.b)/(b.b) *b.

Kahden vektorin a ja b vdlinen kulma, (a,b) saadaan seuraavasti:
Vektoreiden a ja b vilinen kulma,
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(a,b) = arcos ((a . b)/(|a] |b|)).
Tulos on radiaaneissa ja se muutetaan asteiksi kertomalla luvulla 360 /Tt

Vektorin a yksikkovektori, ay, saadaan jakamalla vektori a sen pituudella |a|.
vektorina yksikkovektori:

ap = a/|al.

Lopuksi tarkistetaan kahden vektorin a ja b yhtdsuuruus. Kaksi vektoria ovat

yhtdsuuria, jos ne ovat samansuuntaisia ( eli a | | b ) ja niiden pituudet ovat samat (eli
laf = [b]).

Samansuuntaisuus saadaan selville siten, ettd lasketaan determinantti matriisista,
jonka alkioina ovat a:n ja b:n komponentit eli det [(x; y1), (X2 y2)] © . Jos determinantti
= 0, ovat vektorit samansuuntaisia.

Algoritmi vektorioperaatioille:

Suoritetaan ensin operaatioita tason vektoreille a ja b eli a = x1
+yl] jab =x2i +y2.

Annetaan ensin vektoreiden a ja b konponentit (x1, yl, x2, y2).

Hel poi nta | i enee antaa konponentit nuodossa [ konponentti 1
konponent ti 2] .

Lasketaan pituudet |a] ja |b| eli |a] = (x12 + y12)1/2ja |b] =
(x22 + y22)1/2

Lasketaan vektoreiden a ja b pistetuloa . b =x1yl + x2 y2.
Kayt et aan nyt tata kaavaa, koska toi sessa kaavassa (a . b = |al |b|
cos(a, b)) tarvittaisiin vektoreiden valista kul maa, jota emre

toi st ai seksi saa kaavaa varten esille.

Lasket aan vektoreiden a ja b valinen kulma (a, b) hyédyntanal | &
edel | & | askettua pistetul oa sekd ai emmn | askettuja vektoreiden
pituuksia: (a,b) = arcos ((a . b)/(]al |b])).

Lasket aan tamén j al keen nyos pistetulo (b . b.)

Miut et aan saat u kul na-arvo (radi aanei ssa) asteiksi:

Kul ma_ast = Kul na_rad*360/ m

Lasketaan vektorin a projektio vektorilla b: ab= (a . b)/(b . b) *
b.

Lopuksi tarki stetaan vektorei den yht &suur uus:

Vektorit a ja b ovat yhtésuuria, jos det [(x1 yl), (x2y2)] T=0
AND |a] = |b].
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Suoritetaan vield joitakin operaatioita avaruusvektoreille a, b, c, jotka ovat muotoa

a=xj1+yj+tzk
b=xi+yj+t2z
c=xX31ty3 +2zk

Vektoreiden a ja b ristitulo saatiin siis seuraavasti:

axb=|(i,j.k), (X1, y1. Z)(X2,¥2 22)| " , josta saadaan
axb=|(y.z) (22| i-|(X1.21) X, 20| j+ | (X1, 7)) (X2, Y2 " Kk

Avaruusvektoreiden a, b, ¢ skalaarikolmitulo muodostetaan vield lopuksi:

axb.c=|(X1 Yy, z1(X2y2 22), (X3,y3, Zs)|T

Molemmat determinanttimuodot (2x2) ja (3x3) voidaan laskea téssd teoksessa
toisaalla olevilla algoritmeilla.

4.5 Alkuluvut, jakojaannos, Pascalin kolmio,
potenssi ja syt

Tahin lukuun on koottu muutamia kiinnostavia ja lahes klassisia aiheita, jotka
kuitenkin ovat hyvin hyodyllisid monessakin eri sovelluskohteessa.

4.5.1 Alkuluvut

Alkuluvuiksi kutsutaan kokonaislukuja, joita ei voida jakaa muilla luvuilla kuin
omalla itsellddn. Alkulukuja ovat siis kokonaisluvut: 2, 3, 5, 7, 9, 11, ... jne (yleensa
luku 1 kisitetddn myos alkuluvuksi). Alkulukuja hyodynnetddan monissa yhteyksissa
kuten esimerkiksi salausalgoritmeissa. Kun luku on suuri (esimerkiksi yli 100
numeroa), joudutaan luvun alkuluvuksi todentamiseen tekemédén runsaasti tyota. Se,
onko jokin luku alkuluku, voidaan tarkistaa useallakin eri menetelmalld. Seuraavassa
on kaksi erilaista menettelytapaa:
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Tapa 1: Ensiksikin, koska luku 2 on ainoa parillinen alkuluku, riittda, kun
tarkastellaan parittomia lukuja. Seuraavaksi tutkitaan jaollisuutta: onko luku jaollinen
luvuilla 3, 5,7, 9, ..., n-2, jossa n on siis tarkastettava luku. Tarkastusalgoritmissa
lahdetddn luvusta 3, jota lisdtddn silmukassa aina kahdella yksikolld. Tarkastus
voidaan tehdi katsomalla, onko jakojdidnnds nolla tai onko tarkastettavan luvun ja
jakajan osamééré kokonaisluku.

Tapa 2: Tdssd menettelyssd tehostetaan edellistd tapaa ldhtien litkkeelle kddnteisestd
tapauksesta: jos luku ei ole alkuluku, se voidaan esittdd tulona, jonka tekijéit ovat
suurempia kuin yksi. Siis tarkasteltava luku n = x*y, jos se ei ole alkuluku. Jos nyt

X <=y, niin x> <= n ja x <= Vn. Tarkasteltavan luvun jaollisuutta ei siis kannata tutkia
pitemmalle kuin Idhimpéén parittomaan kokonaislukuun, joka on pienempi tai
yhtisuuri kuin vVn. Jos tutkimme esimerkiksi, onko luku 197 alkuluku, voimme
yksinkertaisesti hakea 1dhimmén parittoman kokonaisluvun, jonka nelié on 1dhinné
lukua 197. Téllainen luku on nyt 13, koska 13* = 169 (lukua 14 ei hyviksyti ja luvun
15 nelid (225) menee yli 197:n).

Nyt siis riittdd, ettd tutkitaan, onko luku 197 jaollinen luvuilla 3, 5,7, 9, 11, 13 vai ei.
Oikeastaan lukua 13 ei tietenkddn tarvitsisi endd testata. Kyseessa on siis alkuluku.

Alkulukujen testaamisessa kannattaa viela tietdd, ettd, mikali luku ei ole jaollinen
jollakin testiluvulla, niin se ei ole jaollinen my0dskéén kyseisen testiluvun
monikerroilla. Edellisessd esimerkissimme ei meidén siis olisi tarvinnut tehdé
testaamista luvulla 9, koska testaaminen tapahtui jo luvulla kolme. Millainen jono
muodostuu siis testiluvuista? Testilukuja ovat: 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, 37, 41,
43,47, ...

Alkulukuja voidaan tulostaa esimerkiksi seuraavalla algoritmilla.

Alkulukujen generointi:

#i ncl ude <i ostream h>

voi d mai n()
{
int | uku;
i nt naara;
for (luku = 1; luku <= 30; | uku++)
{
if (luku == 1)

cout << "Luku " << luku << " on al kul uku\ n";
for (maara = 2; maara <= | uku; ++naara)
if (maara == | uku)
cout << "Luku " << luku << " on al kul uku\ n";
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else if (luku %nmaara == 0)
br eak; /*ei ol e al kul uku*/

4.5.2 Jakojaannos

Seuraavalla algoritmilla voidaan korvata jakojaédnnds- ja jakolaskuoperaattorit.
Algoritmi suorittaa kahden kokonaisluvun vélisen jakolaskun ja kertoo
jakojdaannoksen kokonaislukuna.

Jakojaannos:

#i ncl ude <i ostream h>

voi d main()
{
int Jaettava, Jakaja, Kokonaisia, Jakojaannos;
Kokonai sia = 0;
cout << "Anna jaettava \n";
cin >> Jaettava,
cout << "Anna jakaja \n";
cin >> Jakaj a;
Jakoj aannos = Jaettava,
whi | e ((Jakojaannos - Jakaja) >= 0)
{
Jakoj aannos = Jakoj aannos - Jakaj a;
Kokonai si a = Kokonai sia + 1;
}
cout << "Jakojaannds on " << Jakojaannos << "\n";
cout << "Kokonai sosa on " << Kokonaisia << "\n";

4.5.3 Luvun numeroiden lukumaara

Joskus eri sovelluksissa on tarkistettava numeroiden lukumééré luvussa. Algoritmi
tahdn on seuraavana.

Luvussa olevien numeroiden maara:
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#i ncl ude <i ostream h>

voi d mai n()

{

int Lukunaara = 0;

int Annettu_l uku;

cout << "Anna | uku ";

cin >> Annettu_ | uku;

/1 Annetaan | uku, jonka nurneroi den nmaara | asket aan

do

{
Annettu | uku = Annettu | uku / 10;
Lukumaara = Lukurmaara + 1;

}

while (Annettu_|l uku !'= 0);

cout << "Antanassasi |luvussa on " << Lukunaara << " nroa \n";

4.5.4 Pascalin kolmio

Pascalin kolmio antaa kertoimet korotettaessa kahden tekijan summaa
kokonaislukupotensseihin. Laskettava lauseke on (a + b)". Kertoimia varten on
kehitetty ns. Pascalin kolmio, joka on seuraavanlainen:

(a+b)° 1

(a+b) 1 1
(a+b) 1 2 1
(a+b)’ 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1

Matemaattisella kaavalla kertoimet saadaan seuraavasti:
(n/k) = n!/k!(n-k)!
Seka kertoimet etté tekijoiden a ja b eksponentit saadaan esille kaavalla:

SUM((n/k)a™* b*

Pascalin kolmion kertoimet:
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#i ncl ude <i ostream h>
[1(n/K) = nl/K!I'(n-K)!
int kertoma(int a);
voi d mai n()

{

int n, Kk

n = 4,

for (int i =0; i <=n; i++)
{

int kerroin = (kertonma(n))/(kertoma(i) * kertonma(n-i));
cout << kerroin << "\t";

}

}

int kertona(int a)

{
if (a==20) return 1;
int j =1;
for (int 1=1; i<=a; i++)

=0

return j;

}

4.5.5 Potenssiin korotus

Seuraavassa algoritmissa korotetaan kokonaisluku kokonaislukupotenssiin.

Potenssiin korotus:

#i ncl ude <i ostream h>
int korotus(int a, int b);
voi d main()

{

int x, vy;

cout << "Anna kantal uku \n"; // kantal uku voi olla nyds |iukul uku
cin >> x;

cout << "Anna eksponentti \n";

cin >> vy,

cout << "Luku " << x << " korotettuna potenssiin " <<y << " on " <<
kor ot us(x,Yy);

int korotus(int a, int b)

{

int |askuri;
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int tul os=1;

if (b ==0)
return(l);

for (laskuri = 1; laskuri <= b; |askuri++)
tulos = tulos * a;

return(tul os);

Potenssiin korotus voidaan toteuttaa my0s standardikirjastoa math.h kdyttamalld, kun
tiedetdén ettd

<Y = e(y Inx)

Nyt sekd eksponenttina ettd kantalukuna voi olla liukuluku.

Seuraavana on ohjelma, joka hyodyntda ylla olevaa kaavaa.

Potenssiin korotus:

#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <nat h. h>

doubl e korota(doubl e x, double y)

{
return exp(y * log(x)):
}
mai n()
{

doubl e a=2.2, b=3.3;
cout << "2.2 pot 3.3 on " << korota(a,b);

return O;

}
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4.5.6 Kokonaislukujen suurin yhteinen tekija (SYT)

Manuaalisesti laskemalla kahden kokonaisluvun SYT saadaan jakamalla molemmat

tarked monissa yhteyksissd. Esimerkiksi salausmenetelméssd RSA (jonka otamme
esille myohemmissa luvuissa) haetaan lukuja, joilla ei saa olla yhteisid tekijoita.

Esimerkiksi kokonaislukujen 27 ja 6 SYT saadaan seuraavasti:
27 =3%*3*3

6=2%3
SYT on siis 3.

SYT

#i ncl ude <i ostream h>
int syt(int a, int b);

voi d mai n()
{
int x, vy,
cout << "Anna eka | uku \n";
cin >> x;
cout << "Anna toka | uku \n";
cin >> vy,
cout << "SYT on " << syt(X,Y);
}
int syt(int a, int b)
{
int sy,
a=(a<0?(-D*a a);
b=(b<0?(-1)*b: b)

while (a !'= b)

{

if (a>b) a=ab
else b = b-a;

sy = a;

}

return sy;

}

Kuten ndemme, annetuista kokonaisluvuista otetaan itseisarvot, jolloin on
mahdollista syottdd myos negatiivisia kokonaislukuja. SYT on tietenkin sama seka
negatiivisilla ettd positiivisilla kokonaisluvuilla.
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Simulaatio:

Olkoona=27jab=6
while 27 1= 6
if27>6 a=27-6; (a=21)
if21>6 a=21-6; (a=15)
if15>6a=15-6; (a=9)
if 9>6 a = 9-6; (a=3)
if 3>6 b = 6-3; (b=3)
a =b = 3 (while-ehto paiittyy)
-->SYT =3
LOPPU

4.6 Tasokuvion pinta-alan likiarvo

Jos meilld on tasokuvio, jota x- ja y-akselien lisdksi rajoittaa jokin n-asteinen funktio,
voimme laskea pinta-alan likiarvon usealla eri tavalla. Otamme téssé esille kaksi
menettelyé: puolisuunnikaskaavan ja ns. Simpsonin kaavan. Allaolevasta ndhdidin
sekd tilanne ettd kaytettavit parametrit:

Copyright © IT Press — Taman e-kirjan kopiointi, tulostaminen ja jakeleminen eteenpain luvatta on kielletty.



124 Matemaattiset algoritmit

4.6.1 Puolisuunnikaskaava

Jos funktio y = f(x) rajoittaa x-y-koordinaatistossa alueen, saadaan alueen pinta-alan
likiarvo puolisuunnikaskaavalla seuraavasti:

A)=h(12ys+y; tys+ ...+ yo1 + 1/2y,)

Yleensa (etenkin manuaalisessa laskennassa) on osavilejd kolme, jolloin kaavaa
kutsutaan trapetsikaavaksi. Télloin siis alue saadaan kaavasta:
AB)=h(12yy+y; +y,+ 1/2y3)

Kehittelemme seuraavana likiarvon laskenta-algoritmia esimerkin valossa kayttiden
trapetsikaavaa.

Olettakaamme, ettd rajoittava funktio on muotoa y = f(x) = 2x” + x +1 ja pinta-ala
haluttaisiin saada aikaan vililtd 1<= x <= 3. Matemaattisesti tdmi saataisiin
integraalilla:

3
A=J(x+2x*-1) dx
1

Kun integroitava funktio on positiivinen koko intergoimisvililldén, voidaan
trapetsikaavalla hakea pinta-alan likiarvoa seuraavalla algoritmilla:

Tasokuvion pinta-ala (puolisuunnikaskaava):

Maaritel l @an ensin funktio: Nyt f(x) = 2x2 + x +1
Annetaan integrointirajat: siisajab, nyt a=1, b
Annet aan osaval i en | ukun@éréd n (trapetsi kaavassa n =
Lasket aan osavalin leveys: h = (b-a)/n

Lasketaan 1/2y0 ja 1/2y3 eli funktion arvot/2 x:n arvoilla 1l ja 3 ja
| i sat 4an sunma- nuut t uj aan

=3
3)

Lasket aan sil mukassa nuut arvot eli i =1 ton-1
summa = summa + f(a + i*h)
next i

Tul ost et aan

Muuttamalla n:n arvoa suuremmaksi voidaan likiarvon tarkkuutta parantaa. Lukija
voi verrata algoritmin tulosta matemaattisesti laskettuun tulokseen. Tietokoneella
laskenta tulee sitd hyodyllisemmaéksi mitd vaikeammin integroitavasta funktiosta on
kysymys.
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Seuraavana on ohjelma, joka laskee integraalin:

#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <mat h. h>

doubl e arvio(float (*funktio)(float x), double a, double b, long int
n);

doubl e integraali(float (*funktio)(float x), double a, double b,
doubl e tarkkuus = 0.001);

float al kufunktio(float Xx)

{
}

return xX*x*x;

nmai n()

{

doubl e a
double b

2;
4,

cout << "Funktiosi integraali valilta " << a << " ja" << b;
cout << " on " << integraali(al kufunktio, a, b) << "\n" ;

}

doubl e integraali(float (*funktio)(float x), double a, double b,
doubl e t ar kkuus)
{

l ong int n=1;
doubl e edel linen = arvio(funktio, a, b, n),
nykyinen = arvio(funktio, a, b, n = 2*n);

whi | e(fabs(nykyi nen-edel | i nen) > tarkkuus)

{
edel I i nen = nykyi nen;
n = 2*n;
nykyi nen = arvi o(funktio, a, b, n);
}
return nykyinen;
}

doubl e arvio(float (*funktio)(float x), double a, double b, long int
n)
{
double h = (b-a)/n;
doubl e s = (funktio(a)+funktio(b))/2;
for (long int i=1; i<=n-1; i++)
s = s + funktio(a+i *h);

Copyright © IT Press — Taman e-kirjan kopiointi, tulostaminen ja jakeleminen eteenpain luvatta on kielletty.



126 Matemaattiset algoritmit

return s*h;

}

4.6.2 Simpsonin kaava pinta-alan likiarvon
laskemiseksi

Simpsonin kaavassa on arvon n oltava parillinen.
Simpsonin kaava on muotoa:
A(n) =h/3(yo + 4yy + 2y, +4ys + 2y4 ... + 2ynp + 4y + ¥n)
Likiarvon laskenta-algoritmi on helppo johtaa puolisuunnikaskaavan algoritmista.
Menettelyjen tarkkuutta voi lukija vertailla. Selvia tietenkin on, ettd osavélien

lahestyessd ddretontd myos likiarvot 1dhestyvit samaa arvoa.

Molempia yllé esiteltyjd likiarvokaavoja voidaan kdyttdd myos tilavuuslaskuissa.
T&lloin y;:t korvataan pinta-alasiivuilla.

4.7 Murtoluvut ja polynomit

Murtoluku (rationaaliluku) on likiarvoa tarkempi, joten sen kisittelyn osaaminen
ennen mahdollisia pyoristelyjd on hyoddyllistd. Tédssd aliluvussa kédytetddn myos
hy6dyksi syt-funktiota, jolla operaatioiden tulokset sievennetién.

4.7.1 Murtoluvut

Seuraavissa murtolukualgoritmeissa kdytamme SY T-laskentaa hyodyksi.
Murtoluvut voidaan tallentaa esimerkiksi luokkaan, jolloin rakenne voitaisiin
madritelld seuraavasti:

Murtoluku-luokka:

cl ass Mirtol uku

{

int jakaj a;
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int jaettava,

publ i c:

Murt ol uku() ;

Mirtoluku(int a, int b){jakaja = b;jaettava = a;}

friend main();
friend Murtol uku operator /(Mirtol uku& cl, Mirtol uku& c2);
friend Murtol uku Sievenna(Mirtol uku & cl);

};

Kaksi murtolukua summataan (ja vdhennetdén toisistaan) manuaalisesti sieventdmalla
ensin molemmat murtoluvut, jonka jialkeen lukujen nimittdjaksi haetaan nimittdjien
pienin yhteinen jaettava ja kerrotaan osoittaja. Tamén jdlkeen osoittajille tehddan
laskentaoperaatio ja lopuksi mahdollisesti sievennetdén tulosta.

Hyo6dyntdamalld SY T-operaatiota, voidaan ohjelmallisesti tehda sieventdminen vasta
lopputulokselle. Kahden murtoluvun yhteenlaskussa tuloksen osoittaja ja nimittdja
voidaan laskea ensin seuraavasti:

Murtolukujen yhteenlasku:

tulos.osoittaja = lukul.osoittaja * luku2.nimttga a +
| uku2. osoittaja * lukul.nimttg a

tulos.nimttd d = lukul.nimttga * luku2.nimttg a
S evennys tapahtuu | askenal | a:

tul os.osoittaja/ SYT(tul os.osoittaja, tulos.nimttg &)
tulos.nimttéd & SYT(tul os.osoittaja, tulos.nimttg &)

Kokeilemme manuaalisesti:
Olkoot murtoluvut: 1/6 ja 3/4
osoittaja = 1*4 + 3*6 =22
nimittdjd =6 * 4 =24
tulos = 22/24, jota on siis sievennettava

Sieventdminen tapahtuu hakemalla ensin SYT(22, 24), joka on siis 2.
Osoittaja ja nimittdjad voidaan nyt jakaa luvulla 2, jolloin tulos on 11/12.
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Murtolukujen erotus

Er ot us saadaan edel | i sen nukaan:

tulos.osoittaja = lukul.osoittaja * luku2.nimttg a -
| uku2. osoittaja * lukul.nimttg a

tulos.nimttd ad = lukul.nimttga * luku2.nimttg a
Lopuksi si evennet dan kuten edel | &.

Kahden murtoluvun tulo

Miurt ol ukuj en tul o | asketaan kertonal | a osoittaj at keskendan ja
nimtta at keskenaan, eli

tul o.osoittaja = lukul.osoittaja * |uku2.osoittaja
tulo.nimttda = lukul.nimttda * luku2.nimttaja

Lopuksi si evennet dan kuten edel | &.

Kahden murtoluvun osamaara

GCsanéédr 4 saadaan seuraavasti :

osamosoittaja = lukul.osoittaja * luku2.nimttaja
osamnimttda = lukul.nimttdja * |uku2.o0soittaja
Lopuksi si evennet aan kut en edel | a.

Seuraavana on oliopohjainen esimerkki:

#i ncl ude <i ostream h>

cl ass Mirtol uku

{

int jakaja;

int jaettava,

publi c:

Mur t ol uku() ;

Mirtoluku(int a, int b){jakaja = b;jaettava = a;}

friend main();
friend Murtol uku operator /(Mirtol uku& cl, Mirtol uku& c2);
friend Murtol uku Sievenna(Mirtol uku & cl);

H
Mur t ol uku: : Murt ol uku()
{

jakaja = 0;
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jaettava = 0;

}

Murt ol uku S evenna(Murtol uku & cl)
{
int syt;
int a =cl.jaka a;
int b =cl.jaettava;
while (a!=b)
{ if (a>Db) a=ab;
else b = b-a;
syt = a;
}
cl.jakaja = cl.jakaj a/syt;
cl.jaettava = cl.jaettava/syt;
/[l return cl;

}

Murt ol uku operator /(Mirtol uku& cl, Mirtol uku& c2)

{

Murt ol uku tul os;

tulos.jakaja = cl.jaettava * c2.jakaj a;
tul os.jaettava = c2.jaettava * cl.jakaj a;
return tul os;

}
mai n()
{
int p;

Murt ol uku Lukul(2, 3);
Murt ol uku Luku2(5, 6);
Murt ol uku Luku3 = Lukul/ Luku2;

cout << "3. nurtoluvun jakaja on " << Luku3.jakaja << "\n";
cout << "3. nurtoluvun jaettava on " << Luku3.jaettava << "\n";

S evenna( Luku3);

cout << "3. nurtoluvun jakaja on " << Luku3.jakaja << "\n";
cout << "3. nurtoluvun jaettava on " << Luku3.jaettava << "\n";

return O;

}

tul os.jakaja = cl.jaettava * c2.jakaj a;
tulos.jaettava = c2.jaettava * cl.jakaj a;
return tul os;

}
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4.7.2 Polynomit

Polynomin normaalimuoto on A,x" + Ay X" + ... + Aix' + Agx’
Viimeinen termi Aox” kuvaa vakiotekijad. Polynomi voi siis olla esimerkiksi lauseke
2x° +3x° +x - 8.

Polynomien yhteenlasku

Kaksi polynomia lasketaan yhteen summaamalla samanasteisten x-arvojen kertoimet.
Ellei samaa astetta 10ydy kahdesta polynomista kuin yksi tekija, lisdtdén kyseinen
tekijd summapolynomiin.

Esimerkiksi: (2x° + 3x* + x - 8) + (x* + 2x* + x) =x" + 2x° + 5x° + 2x -8

Kumpikin yhteenlaskettava polynomi tallennetaan kahteen tiedostoon tai listaan,
joissa kerroin ja aste ovat alkion kenttind. Molempia polynomeja verrataan toisiinsa
jarjestyksessd ja haetaan samaa astetta olevia tekijoitd. Ellei paria 10ydy, lisdtidin
tekijd summapolynomiin suoraan ja siirrytddn ensimmadisessd polynomissa yksi tekijé
eteenpdin. Jos pari 10ytyy, summataan kertoimet ja lisdtdén summa ja aste
summapolynomiin.

Edelli tulee samalla lasketuksi myos polynomien erotus, koska polynomien
tekijoiden etumerkki voi olla positiivinen tai negatiivinen.

4.8 Likiarvo 1tlle satunnaisluvuilla

Kuten tiedimme, ympyrin ala = Ttx R”. Kun sdde on yksi, puhumme
yksikkoympyréstd. YksikkGympyrin ala on siis = Tt
Ympyrin yhtils on R*~X* + Y. Kun tieddmme, etti R = 1, voimme ratkaista

yhtildstd Y:n, eli saamme Y = +-(1 - X*)"2.

Seuraavassa kuvassa yksikkOympyrin se neljdnnes, jossa sekd X ettd Y saavat
positiivisia arvoja, on piirretty nelion sisdén. Jos nyt generoimme suuren méérin
pisteitd valiltd 0...1, voimme ajatella, ettd tietty osa pisteistd sattuu ympyran
neljinneksen alueelle, kun taas loput osuvat nelion alueelle. Nelion ala on siis tissé
tapauksessa 1 x 1 =1 yksikkoa.
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Kun nyt generoimme satunnaislukuja, saamme ympyrén alan eli siis Ttn selville
seuraavasti:

Tt= generoitujen, ympyrin neljanneksen sisélle osuneiden pisteiden suhde
kaikkiin pisteisiin x 4.

Jos satunnaisluku Y on suurempi tai yhtdsuuri kuin neljinnesympyria
kuvaavan yhtilén oikea puoli eli (1 - X*)"?, niin Y ei ole ympyrin
sisdpuolella. Muutoin taas tilanne on pédinvastoin. Ndin saadaan laskettua
satunnaislukujen méaarét ja lopulta laskettua likiarvo Ttlle.
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