Taulukot ja lukujoukot

1 Taulukot ja lukujoukot

Téssd luvussa késitellddn pddosin matriisilaskentaa. Luvussa kisitellddn determi-
nantin, kddnteismatriisin sekd transponoidun matriisin laskemisalgoritmit. Matriisi-
laskentaa sovelletaan yhtdloryhmien ratkaisemisessa. Luvun viimeisind aiheina ovat
dynaamisen taulukon kehittiminen luokan avulla seké turvallisen vektorin
muodostaminen.

1.1 Matriisin laatiminen

Luomme ensin matriisirakenteen (esimerkiksi 2-ulotteinen).
Matriisi:
[/ Matriisin alkioiden arvot sijoitetaan sisakkai sissa sil nukoi ssa:

for (i =0; i <m i++) [/ 1 on rivi-indeksi
for (j =0; J <n; j++) [/ J on sarakei ndeksi
matriisi[i][j] = 0; [// nollataan al ki ot

Seuraavana on koko ohjelma:

#i ncl ude <i ostream h>
mai n()
o
int i, j;
const int m= 3;
const int n = 2
int matriisi[n[n];
/] Matriisin alkioiden arvot sijoitetaan
/] sisakkai si ssa sil nukoi ssa:
for (i =0; I <m i++)
for (j =0 j <n; j++)
matriisi[i][j] = 0;
/] Matriisin tul ostus
for (i =0; 1 <m 1++)
for (j =05 j <n; j+4)
cout << matriisi[i][j] << "\n";
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Tassa viela matriisimuotoon jasennelty tulostus:

// Matriisin tul ostus
for (i =0; 1 <m 1++)
{
for (j =0; ] < n; j++)
cout << matriisi[i][j] << "\t";
cout << "\n";:

}

1.2 Laskutoimituksia matriiseilla

Tassd aliluvussa kdsittelemme matriisilaskentaa: yhteenlasku, kertominen,
determinantti, transponointi ja kdénteismatriisi.

1.2.1 Matriisien yhteenlasku

Kaksi matriisia, A ja B, voidaan laskea yhteen vain, jos ne ovat samaa kertalukua eli
niissd on yhtd monta rivié ja saraketta. Olkoot seuraavassa molemmat matriisin
esimerkiksi kertalukua m x n.

Matriisien summa on tekijdmatriisien vastinalkioiden summa.
Matriisi C = A + B ja cij = aij + bij; 1=1,...,m; j=1,....,n

Matriisit on tietenkin ensin perustettava ja yhteenlaskettavat matriisit myos taytettava
arvoilla.

Matriisien yhteenlasku:
for (i =0; 1 <m 1++)

for (j =0; ] <n; j++)

qillil = Al +8illil;
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1.2.2 Matriisin kertominen vakiolla

Matriisi kerrotaan vakioluvulla siten, ettd jokainen alkio kerrotaan erikseen kyseiselld
luvulla.

Matriisin kertominen vakiolla:

for (i =0; i <m i++)
for (j =0; ) <n; j+4)
matriisi[i][j] =k * matriisi[i][j];

1.2.3 Matriisien tulo

Kahden matriisin, jotka ovat muotoa A, ja By, tulomatriisi C on tyyppid m x p.

Tulomatriisin C alkiot saadaan kertomalla matriisi B vaakariveittdin matriisin A
pystyriveilld. Eli kaavana

11

Cji = 2 ayby
=1

Matriisien tulo:

#i ncl ude <i ostream h>
nmai n()

r
int i, j;
const int m
const int n
const int p
int k;

int Matriisil[nj[n];
int Matriisi2[n][p];
int Tulo[n[p];

/1 Matriisin arvot sijoitetaan sisakkai sissa sil nukoi ssa:
for (i =0; I <m i++)
for (j =0; j <n; j++)
Matriisi1[i][j] =i+;

3
2;
3.
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for (i =0; i <n; i+
for (j =0; ) <p; j+d
Matriisi2[i][j] =i * j;

for (i =0; 1 <m i++)
for (j =0, j <p; j++)
Tulo[i][j] = 0;

/1l muotoa AmMx nja Bn x p tulonatriisi C on tyyppia mx p.
for (i =0; 1 <m 1++)
for (j =0; j <p; j++)
for (k =0; k <n; kt++)
Tulo[i][j] = Tulo[i][j] + Matriisil[i][k] *
Matriisi 2[K][j];

/1 Tul ost us
int a=0;
for (i =0; 1 <m 1++)
for (j =0; ] <n; j++)

{
a++;
cout << Matriisil[i][j] << "\t";
if (a %2 ==0) cout << "\n";
}
cout << "\n\n";
a=_0;
for (i =0; I <n; i++)
for (j =0; ] <p; j+t)
{
a++;
cout << Matriisi2[i][j] << "\t";
if (a %3 ==0) cout << "\n";
}

cout << "\n";

for (i =0; I <m i++)
for (j =0; j <p; j+4)
cout << Tulo[i][j] << "\t";
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1.2.4 Determinantti

Matriisin determinantti on hyvin tirked monissa eri yhteyksissd. Determinantin avulla
voidaan tehdd matriisioperaatioita ja esimerkiksi ratkaista erilaisia yhtdloryhmia.
Determinantti voidaan laskea vain neliomatriisille.

Determinantti merkitdén det A tai | A |.

Tarkastelemme seuraavana eri tapoja laskea matriisin determinantti. Tutustumme
ensin permutaatio-kisitteeseen, koska permutaation avulla saamme méariteltya
matriisin determinantin.

Permutaatio

Permutointi tarkoittaa jonon asettamista eri jarjestykseen. Esimerkiksi luvut 1, 2 ja 3
voidaan esittdd seuraavina permutaatioina:

p(1,2,3),
p2,3, 1),
pG3, 1,2),
p(1, 3, 2),
p(3,2,1)ja
p(2, 1, 3).

Eri jarjestyksessd olevia jonoja tuli siis kuusi kappaletta, joka saadaan myds
kayttimalld kertomaa, eli méérd on 3! (=1 * 2 * 3 = 6). Permutaatio on keskeisessa

asemassa laskettaessa neliOmatriisin determinanttia.

Determinantti voidaan laskea permutaatioita hyodyntden seuraavasti:

det A = 2 p((jl: . jn)aljl * ;2 * * Anjn ),
jossa (ji, ..., Jn) kulkee kaikki N,:n permutaatiot.

Indeksi j kuvaa matriisien pystyriveja.

Katsomme laskentatapaa esimerkin valossa: 2 x 2 -matriisin determinantti lasketaan
seuraavasti:
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Olkoon matriisi A kuvattuna seuraavasti:

a1 a1

dy1 | A2

detA = 311* dy - Ay * an

Ylldoleva tapa laskea 2x2-matriisin determinantti on helposti muistettava menettely.
Jos katsomme laskentatapaa ylempéna olevan permutaatiokaavan valossa, saamme
j:n arvoksi 2.

Jono muodostuu siis luvuista 1 ja 2, jotka voidaan asettaa jirjestykseen
p(1,2)jap(2, 1).

Talloin siis permutaatio p(1,2) (pystyrivien arvot j; ja j, ) ndkyy 2 x 2 -matriisin
determinantin laskussa alkioiden a;; ja a,, pystyrivin indeksind. Toinen mahdollinen
permutaatio eli p(2,1) ndkyy seuraavan summattavan tulon (a,; * a;,) alkioiden
pystyrivin indeksind. Mutta mista tulikaan miinusmerkki?

Se, onko ylldolevan determinantin laskukaavan summattavien tekijoiden etumerkki
positiivinen tai negatiivinen, riippuu ns. parillisuusindeksisti eli siitd, onko
permutaation inversioiden madra parillinen tai pariton (permutaatiossa (ji, j2, ---» Jn)
oleva pari muodostaa inversion, jos js >j; ja s<t)). Jos inversioiden médéra on
parillinen, on etumerkki + ja midrin ollessa pariton, etumerkki on -. Esimerkiksi
permutaatioiden p(1, 2) ja p(2, 1) kohdalla ndhddén, ettd permutaation p(1, 2)
inversioiden midra on nolla ja permutaation p(2, 1) taas 1 eli pariton méaéré, joka
selittdd 2 x 2 -matriisin determinantin laskennassa kdytetyn negatiivisen etumerkin.

Otamme vield kaavan sovellusesimerkiksi 3 x 3 -matriisin determinantin laskemisen,
johon on kehitetty my0s ndppéard muistisdinto.

Jos matriisi A on muotoa

al d12 [ i3

21 dyy [ a3
431 | 432 | 433

ondet A =ay; ay as3+aj; a3 @31 +a53 ay; A3 - A5 A3 A3 - @13 A A3) - A1 Ay A33

Perusteluina lausekkeelle haemme ensin kaikki permutaatiot. Pystyriveji ovat siis
rivit 1,2 ja 3.
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Niama rivit voidaan asettaa 3! eli kuuteen eri jarjestykseen, jotka ovat:

N W[ —=]|W|N|—
— DN | W= W N
W= | NN = | W

Taulukosta ndhdédédnkin nyt determinantin lausekkeessa esiintyvien tulojen alkioiden
pystyrivien indeksit. Indeksit ovat nyt samassa jérjestyksessd kuin determinantin
laskulausekkeen alkioissa. Kolmen viimeisen tulotekijén etumerkki on negatiivinen,
mika johtuu siitd, ettd permutaatioiden p(1, 3, 2), p(3, 2, 1) jap(2, 1, 3) inversioiden
madrd on pariton. Esimerkiksi permutaation p(1, 3, 2) inversioita on yksi kappale eli
(3, 2) ja permutaation p(3, 2, 1) taas 3 kappaletta eli (3, 2), (3, 1)ja (2, 1).

Kun matriisin koko kasvaa, on muistisddntojen tai manuaalisen laskennan
suorittaminen determinantin hakemiseksi liian ty6lasta.

Seuraava algoritmi kuvaa determinantin laskentaa edella selvitetylld menettelylla:

Matriisin n x n determinantin laskeminen:

Qetetaan, ettd matriisi (n x n) on jo muodostettu.

Annet aan neli dmatriisin koko n

Varataan tilaa pernmutaatioille ja parillisuusindeksille (voi olla
nyds truel/fal se)

Miodost et aan per nut aat i ot

Tutkitaan parillisuusindeksi eli inversioiden naéréa

Miodost et aan determ nantin kuki n summat eki j & kehi ttanél | & al ki oi den
tulo siten, ettd al kion vaakarivin indeksi on 1...n ja pystyrivin

i ndeksi vuorotell en kukin permutaatio. Tul ontekijan etumerkki

naar aytyy parillisuusi ndeksi std, ja etunerkki voidaan ottaa sanasta
taul ukosta, jossa permutaatiot ovat (yksi sarake ko. taul ukossa).
Suoritetaan |laskenta ja tul ostetaan determnantti.

Ennen laskentaa tai tietojen syottdmistd matriisiin kannattaa myds tarkistaa, onko
matriisissa kahta identtista rivid, jolloin determinantin arvo on nolla.

Matriisin determinantti voidaan laskea myos alideterminanttien avulla, mika saattaa
olla kiteva keino erityisesti silloin, kun padmatriisi on 4 x 4 -matriisi. Talloin
nimittdin alideterminantti on muotoa 3 x 3 ja se on vield jarkevad laskea
manuaalisesti. Emme téssé ota titd menettelyd sen tarkemmin esille, koska kaavan
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mukaan on joka tapauksessa pystyttiva laskemaan (tdssd tapauksessa alemman
kertaluvun matriisin) determinantti erikseen.

Samantapainen menettely kuin edelld on myos determinantin laskeminen matriisin
komplementin avulla. Determinantti voidaan lisdksi laskea my0s ottamalla matriisin
mika tahansa rivi ja kertomalla rivin alkiot vastaavilla komplementeilla ja
summaamalla tulot. Eli det A = X a; A;.. Lauseke vaikuttaa yksinkertaiselta, mutta
erityisesti suuremman kertaluvun matriisien komplementtien hakeminen on tyolasta.

Lineaarisen yhtaloparin ratkaisu determinantin avulla

Puhuimme aiemmin determinanttien laajasta kédyttoalueesta. Voimmekin nyt ottaa
esille lineaarisen yhtiloparin ratkaisemisen determinantin avulla.

Olettakaamme, ettd yhtdlopari on muotoa

a;lx +byy=c
HX +by=c,

Yhtiloparin ratkaisussa sijoitetaan yhtéloparin yhtéldiden x:n ja y:n kertoimet seké
vakiot matriiseihin, joiden determinantteja hyodynnetddn sitten yhtiloparin

ratkaisussa.

Merkitsemme téssd determinanttia pelkélld D-kirjaimella, jolloin Dy, Dy ja D
madrittelevit seuraavat yhtéloparista saatavien matriisien determinantit:

D on determinantti matriisista, joka sisdltdd seuraavat yhtidloparista saatavat arvot:

a; | by
a, | b

D, on determinantti matriisista:

c; | b
c, | by

D, on determinantti matriisista:

a |
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Jos determinantti D<>0, saadaan yhtédloparin ratkaisu determinanteista seuraavasti:
x=Dy/Djay=D,/D

Yhtaloparin ratkaiseminen:

Miodostetaan matriisit A- Bja C
Tar ki stetaan, onko matriisin A determnantti D <> 0.

Jos kyll&, niin
Lasketaan natriisien B ja C vastaavat determnantit Dx ja Dy

Lasketaan x ja y

1.2.5 Matriisin transponointi ja kaanteismatriisi

Matriisin transponointi

Matriisin transponointi tapahtuu siten, ettd matriisin pystyrivit sijoitetaan
transponoidun matriisin vaakariveiksi. Jos siis alkuperdinen matriisi A on muotoa
m X n, sen transpoosi on muotoa n x m ja merkitizn A”.

Esimerkiksi matriisin

1 |2
3 14

transpoosi on

1 |3
4

Matriisin transponoinnissa on alkuperdisen matriisin (muotoa m X n) luomisen
jalkeen esiteltdvi toinen matriisi, joka on muotoa n x m. Témén jdlkeen alkuperdisen
matriisin pystyrivien alkiot siirretddn transponoidun matriisin vaakarivien alkioiksi.

Matriisin transponointi:
for (i =0; 1 <m 1++)

for (j=0; j <n; j++)

Blillil = AjITITS
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Tassd yhteydessd voimme ottaa myds esille matriisin symmetrisyyskisitteen. Matriisi
on symmetrinen, jos A = A". Tami voidaan tarkistaa vertailemalla ndiden kahden
matriisin alkioita keskenddn.

Kaanteismatriisi

Jos kahden matriisin (A ja B) tulona (A*B ja B*A) syntyy yksikkomatriisi (I),
sanotaan matriisia B matriisin A kddnteismatriisiksi ja merkitdan A" .
Yksikkomatriisi on matriisi, jonka lavistijdalkiot ovat ykkosid ja kaikki muut alkiot
nollia. Mikili johonkin tarkoitukseen tarvitaan vain kéénteismatriisin determinantti,
on hyvd ennen kdinteismatriisin laskemista tietdd, ettd kdénteismatriisien
determinantit ovat toistensa kdanteislukuja. Eli riittdd, kun laskee alkuperéisen
matriisin determinantin ja ottaa siitd kdanteisluvun.

Kéénteismatriisin muodostaminen on (ainakin manuaalisesti) melko ty6ldsté, koska
kukin kdanteismatriisin alkio on laskettava erikseen.

Jos nelidmatriisi A on muotoa n x n ja Aj; taas se (n-1)-rivinen matriisi, joka saadaan
A:sta poistamalla siitd j:s rivi ja i:s sarake, niin A:n kdinteismatriisin alkio saadaan
kaavalla:

A= (DT A A

Kaavan jaettavassa oleva |A;i| on nimeltdédn alkuperdisen matriisin A komplementin
transpoosi. Komplementtialkio A;; saadaan siis ottamalla A:sta pois i:s vaakarivi ja j:s
pystyrivi ja laskemalla syntyneen matriisin determinantti. Voidaan my0s ndhda, etté
etumerkkitekiji (-1)" on positiivinen silloin, kun summa i + j on parillinen.

Edelli oleva kaava voidaan kirjoittaa muotoon:

AD = 1/det A * (A:n komplementti)
Eli kaavan mukaan lasketaan ensin matriisin A alkioiden komplementit ja
transponoidaan kyseinen matriisi sekd jaetaan lopuksi det A:lla.

Katsotaan ensin tarkemmin matriisin alkioiden komplementtien laskemista esimerkin
valossa:
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Olkoon meilld matriisi As,; seuraavasti:

Ay

1=

an d12 | di3

dp; | Ay | A23
431 | 432 | A33

Jos matriisi A:n alkiot ovat seuraavat:

A=
2 |2
3 11
2 |2

niin komplementtialkiot (A;j) saadaan seuraavasti:

A1) saadaan poistamalla matriisin A 1. pystyrivi ja 1. vaakarivi ja laskemalla
syntyneen 2 x 2 -matriisin determinantti (D), jonka etumerkki médérdytyy lauseesta
(-1)™ eli tdssi tapauksessa lause on (-1)*=+1 (determinantin etumerkki on siis
positiivinen).

Komplementtialkio A, saadaan siis seuraavasti:

A11 =+]* Dn,jossa

D, ;= determinantti matriisista

3
2

N | —

elinyt D;; =3 * 3 -2 * 1 =7. Niin saatiin ensimmainen komplementtialkio.

Vastaavasti lasketaan muut komplementtialkiot determinanttien D5y, D3y, D3, Dy,
D23, D13, D23 ja D33 kautta.
Djj:n etumerkki on siis negatiivinen (-) silloin, kun indeksien i+j summa on pariton.

Kaanteismatriisin muodostaminen:

Oletetaan, ettd matriisi A on muotoa n X n.
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Lasketaan det A; jos det A = 0, kddnteismatriisia ei ole; loppu; muuten
lasketaan matriisin A komplementtialkiot seuraavasti:

Esitellddn apumatriisi A_supp, joka on muotoa (n-1 x n-1) sekd n x n-matriisi,
A_komp.

Sijoitetaan A supp-matriisiin matriisin A ne pysty- ja vaakarivit, jotka eivét ole
komplementtialkion indekseina.

q=1
p=1ton
k =1ton
r =0
i =1ton
j =1ton
if (j<>k) r =r+l
if (i<sp) or )j <> k)
A supp[q,r] = Ai,j]
next j
q =g+l
next i
Laske det A supp
Kerro det A supp kertoinella (-1)ptk
Sijoita tulos matriisiin A konp al ki oksi A konp|[ p, k]
next k
next p

Kyseistd menettelyd ei ainakaan manuaalisessa ratkaisemisessa ole jarkevaa kéiyttda
kuin vain pienille matriiseille. Késin laskentaa varten on suuremmille matriiseille
kehitetty ns. ositusmenetelma, jossa yksikkomatriisin (I) avulla ja kdyttden Gaussin
periaatteita saadaan kdénteismatriisi esille vihemmalla tyolla.

Tietokoneella kuitenkin on ehké helpompi kehittdd algoritmi nimenomaan esitellylle
menettelylle.

Seuraavana on vield 'vippaskonsti' 2 x 2 -matriisin kddnteismatriisin laskemiseen.

Olkoon meilld matriisi A, jonka alkiot ovat a...d seuraavasti:

a |b
d

Kaanteismatriisi on:

1/det A *
d |-b
-c |a
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Saamme siis yksinkertaisen algoritmin 2 x 2 -matriisin kddnteismatriisin laskentaan:

2 x 2 -matriisin kaanteismatriisi:

Esittele ensin natriisit Aja B (nolemmat 2x2-natriiseja)
Sijoita arvot matriisiin A

Laske dete = all*a22 - al2*a2l

Laske ja sijoita al kiot kaanteisnatriisiin B:

B(1,1) = 1l/dete * a22
B(1,2) = -1/dete * al2
B(2,1) =-1/dete * a2l
B(2,2) = 1/dete * all

Tul ost a kadantei snmatriisi B

Jos haluat tarkistaa 'vippaskonstin', laske A*B. Tuloksen on oltava 2 x 2
-yksikkOmatriisi I, joka on siis tisséd tapauksessa muotoa:

1

Kaanteismatriisin tarkistus:

Esittele ensin 2 x 2 -matriisi | ja sijoita siihen kertol askun
al ki ot :

1(1,1) = A1, 1)*B(1,1) + AL 2)*B(2, 1)
1(1,2) = A1, 1)*B(1,2) + AL 2)*B2,2)
1(2,1) = A(2,1)*B(1,1) + A2, 2)*B(2, 1)
1(1,1) = A(2,2)*B(1,2) + A2, 2)*B(2,2)

Koska 2 x 2 -matriisi on melkoisen yleisesti tarvittava muoto, simuloimme
proseduuria vield esimerkilla.

Olkoon matriisi A seuraavanlainen:

2

2

Det A = 3.11*322 - 3_12*321 =2*3 .2%] =4

Kaanteismatriisin alkiot ovat:
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B(1,1) = 1/dete * ay, = 1/4 * 3 = 3/4
B(1,2) =-1/dete * aj, =-1/4 * 1 = -1/4
B(2,1)=-1/dete * a, =-1/4 * 2 =-1/2
B(2,2) = l/dete *a;, = 1/4*2=1/2

Kédnteismatriisi B, eli A™' on siis:

3/4

_1/4

-1/2

1/2

Teemme vieli tarkistuksen, onko A*B =1:

1(1,1) = A(1,1)*B(1,1) + A(1,2)*B(2,1) = 2%3/4 + 1%(-1/2) = 1
1(1,2) = A(1,1)*B(1,2) + A(1,2)*B(2,2) = 2*(-1/4) + 1*1/2 =0
12,1) = A2,1)*B(1,1) + A(2,2)*B(2,1) = 2*3/4 + 3%(-1/2) = 0
I(1,1) = A2,1)*B(1,2) + A(2,2)*B(2,2) = 2 *(-1/4) + 3 * 1/2 = 1

Kertolasku tuotti siis yksikkomatriisin

1

1

Vippaskonsti siis pétee.

Matriisin kdénteismatriisi voidaan laskea myos LU-hajotelman kautta, mutta emme
voi syventyi sithen tdmén kirjan puitteissa, koska johdatus menettelyyn vie aivan

liian paljon tilaa.

Lineaarisen yhtaloryhman ratkaisu Cramerin saannolla

Edella ratkaisimme yhtidloparin determinanttien avulla. Késittelemme tissi vield
asiaa yleisemmin, yhtdloryhmin ratkaisussa. Hyddynnimme seuraavana
determinanttia lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisussa.
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Olettakaamme, ettd meilld on yhtdloryhma:

a1Xi + ad12Xo + ...+ AnXy = b1
dr1X1 + drX»o + ...+ onXy = b2

A X T amXs T ..o T A X, = bm

Yhtiloryhmi voidaan esittdd matriisimuodossa:
Ax=b

Jos kerroinmatriisin determinantti det A <> 0, niin yhtidloryhmai voidaan ratkaista
kaavalla:

x=A"b
Yhtiloryhmin ratkaisu 16ydettdisiin siis suoraan kdénteismatriisin avulla.
Juuret saadaan my®os esille kaavalla:
xj = Dj/detA, jossa kaavassa

D; = determinantti, joka saadaan, kun det A:n j:s pystyrivi korvataan b:n
komponenteilla.

Yhtaloryhman ratkaiseminen:

Miodost et aan yht &l 6r yhnéin nukai nen kerroi nmatriisi A (nuotoa n x n)
Miodost et aan pystyvektori b (nuotoa n x 1)

Lasket aan det A

Korvataan silnukassa (k = 1 to n) kukin nmatriisin A pystyrivi (j)
vuorotellen vektorilla b ja | asketaan kunkin syntyneen matriisin
determnantti, §.

Lasketaan xj = D/detA

Simuloimme algoritmia seuraavalla esimerkilla:
Olkoon yhtéléryhma seuraava:

2x+y+2z=0
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2x +z=-5
X +2y+2z=-3

Kerroinmatriisi A on

2 |1 |2
2 1
1 12 ]2

b-arvoja kuvaava pystyvektori on:

0
-5
-3

Lasketaan det A: det A =+1

Lasketaan Dy, D, ja D;

D, saadaan laskemalla determinantti matriisista, joka on saatu korvaamalla matriisin
A 1. pystyrivi b:n komponenteilla (harmaa alue uudessa matriisissa).

D, on siis determinantti matriisista:

0 |1 |2
-5 1
3012 |2

Saadaan D,=-13
Vastaavalla tavalla lasketaan D, ja D5 .

D2 =-16
D3 =21

Lopputulos on siis (det A oli siis +1):

x=-13
y=-16
z=21
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1.2.6 Dynaaminen taulukko

Taulukon rivien ja sarakkeiden médrin tulee perinteisesti olla vakioita. Kuitenkin on
monesti edullista, jos ajon aikana voisimme maérittdd taulukon koon. Timéa onnistuu,
kun kidytdmme osoittimia ja struct-rakennetta; talloin varaamme taulukolle muistia
dynaamisesti.

C++-kielessd moniulotteinen taulukko on taulukoista koostuva taulukko. Esimerkiksi
madrittely int a[2][4] kuvaa taulukkoa, jossa on 2 alkiota ja kukin noista 2:sta alkiosta
sisaltidd 4-alkioisen taulukon. Edelld kerrottu selkiintyy, kun ajattelemme osoittimia ja
taulukoita: taulukon nimi ilman hakasulkuja (tai jonkin hakasulkuparin puuttuessa)
on osoitin taulukkoon.

Jos meilld on siis taulukko int a[2][4], on esimerkiksi

a[0] osoitin ensimmaéisen 4-alkioisen taulukon alkuun (' 1. rivi') ja
a[1] osoitin toisen 4-alkioisen taulukon alkuun (' 2. rivi ")

Samoin
a on osoitin koko taulukon alkuun ja samalla osoitin ensimméisen 2-
alkioisen taulukon alkuun

Seuraavassa on asian havainnollistamiseksi esimerkkiohjelma, joka tulostaa 2-
ulotteisen taulukon rivien osoitteita sekéd osoitinoperaattoria kdyttaen ettd ilman sita:

Taulukon nimi osoittimena:

#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <coni o. h>

mai n()
r
int i, j;
const int m= 2;
const int n = 4;
int matriisi[n[n];
for (i =0; I <m i++)
for (j =0; ] <n; j++)
matriisi[i][j] = O;

cout << "Taul ukon nim on osoitin taul ukon al kuun\ n";
cout << matriisi << endl;
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cout << "Taul ukon nim il man hakasul kuparia on osoitin rivin (nyt 0)

al kuun\ n";

cout << matriisi[0] << endl;

cout << "Tulostetaan vield 1. rivin alun osoite & operaattorin
avul | a\ n";

cout << &matriisi[0][0] << endl;

cout << "\n";

cout << "Miela toinen rivi\n";

cout << "Taul ukon nim il man hakasul kuparia on osoitin rivin (nyt 1)

al kuun\ n";

cout << matriisi[1l] << endl;

cout << "Tulostetaan vield 2. rivin alun osoite & operaattorin
avul | a\ n";

cout << &matriisi[1][0] << endl;

getch();
}

Tulostuksesta nékyy, kuinka osoitteet ovat rivikohtaisesti samoja:

"% DATEMPANONAMEDD._exe

Taulukon nimi on osoitin tawluwkon alkuun

BxBA12ff6c

Taulukon nimi ilman hakasulkuparia on osoitin rivin <nyt B> alkuun
BxBA12ff6c

Tulostetaan viela 1. »ivin alun osoite &operaattorin avulla
BxBA12ff6c

Uiela toinen rivi
Taulukon nimi ilman hakasulkuparia on osoitin rivin <nyt 12> alkuun
Bx@@12f f7c

2. rivin alun osoite &operaattorin avulla

Seuraavana on ohjelmaesimerkki, jossa varataan tila dynaamisesti 2-ulotteiselle
taulukolle. Tietueen osoitin-jdsen osoittaa koko taulukon alkuun; se on kuitenkin
osoittimen osoitin, koska se osoittaa osoittimiin, jotka taas osoittavat riveille.

Dynaaminen taulukko

#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <coni o. h>

struct dynTaul u
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{

int ** kanta;
int rivimara, sarakenaar a;

};

void varaa_ tila(int m int n, dynTaulu & T);
voi d vapauta tila(dynTaulu & T);

int suurin(dynTaulu & T);

voi d tul osta(const dynTaulu & T);

voi d main()

L

int i, j, m n

dynTaul u matr1;

cout << "Anna matriisin rivimara\n";

cin >>m

cout << "Anna matriisin sarakemaara\n";

cin >> n;

varaa tila(m n, matrl);

random ze();

for (i =0; i < matrl.sarakemaara; ++i)
for (j =0; j <matrl.rivinaara; ++)

matrl. kanta[i][j] = rand() % 10;

tulosta(matrl);
int max = suurin(matrl);
cout << "Maksimarvo on " << max << "\n";

getch();
}

void varaa tila(int m int n, dynTaulu & T)
{
T.kanta = newint* [n];
for (int i =0; I <n; ++)
T.kanta[i] = newint[n];
T.rivinaara = m
T. sar akermaara = n;

}

voi d vapauta tila(dynTaulu & T)

{

for (int i =0; i < T.sarakenmaara; ++i)

delete[] T.kanta[i];
del ete[] T.kanta;
T.rivimaara = 0;
T. sarakemaara = 0;
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}

int suurin(dynTaulu & T)

{
int maksim = T.kanta[0][0];

for (int i =0; i < T sarakemaara; ++)
for (int ] =0; j <T.rivinaara;, ++)
if (T.kanta[i][j] > maksim)
maksim = T.kanta[i][j];
return (maksim);

}

voi d tul osta(const dynTaulu & T)

{

for (int i =0; i < T.sarakenmaara; ++i)

for (int ] =0; j <T.rivinaara, ++)
cout << "Sarakkeessa [" <<i << "] rivilla [" << ] << "] on
" << T.kanta[i][j] << "\n";

}

1.2.7 Turvallinen vektori

C-kieli ei tarkista taulukon rajojen ylittamistd. Kaiken liséksi taulukon koko on
annettava vakiona.

C++-kielessd voimme kehittdd turvallisempia ja kaytettavampid taulukoita. Talloin
sijoitamme taulukon luokan jisenmuuttujaksi ja laadimme metodeita seka
operaattoreita, joiden avulla taulukon kaytto sujuu.

Seuraavassa on kuvattu vektoriluokka. Luokassa on kdytetty assert.h-tiedoston assert-
funktiota tarkistukseen. Voisimme tietysti my0s kdyttdd virhevuota (cerr) tai muuta
tapaa ilmaista virheelliset taulukon indeksit. Assert lopettaa ohjelman, jos varmistus
el anna positiivista tulosta. Vield kdtevampai olisi kdyttdd poikkeuksia, jotka
késitelladn hallitusti (try - throw - catch).

cl ass vektori

{

public:

explicit vektori(int n =5);

~vektori () { delete[] os; }

int &alkio(int i);

int yraja() const { return (koko - 1); }
private:

int * os;
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i nt koko:;

1

Muodostimen méérittely:

vektori::vektori(int n) : koko(n)
{

assert (n > 0);

0s = new i nt[ koko];

assert (os !'= NULL);

}

Indeksointimetodi:

int& vektori::alkio(int i)
{

assert (i >= 0 & i < koko);
return p[i];

Turvallinen vektori

#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <assert. h>
#i ncl ude <coni o. h>
#incl ude <stdlib. h>

cl ass vektori

{

public:

vektori(int n = 5);

~vektori() { delete[] os; }

int &alkio(int i);

int yraja() const { return (koko - 1); }
private:

int * os;

i nt koko;

H
[/ Miodostinen néarittely:

vektori::vektori(int n) : koko(n)
{

assert (n > 0);

0s = new i nt[ koko] ;
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assert (os !'= NUL);

}

/ /1 ndeksoi nti nmet odi :

int& vektori::alkio(int i)

{

assert (i >= 0 & i < koko);
return os[i];

}

/| Kokei | erme | uokkaa:

voi d mai n()

vektori eka(3);

eka. al ki o(0) = 100;
eka. al kio(1) = 99;
eka. al kio(2) = 1,

vektori toka(2);

t oka.
t oka.

cout
cout
cout
cout

al kio(0) = eka.alkio(0) + eka.alkio(1l);
alkio(l) = eka.alkio(2) + 1,

<< "eka.al kio(0) " << eka.alkio(0) << "\n";
<< "toka.al kio(0) " << toka.al kio(0) << "\n";
<< "toka.alkio(l) " << toka.alkio(l) << "\n";
<< "\n";

/1 dynaam nen vektorin nuodost am nen

int k;

cout

<< "Anna vektorin koko: "; cin >> k;

vektori kol kku(k);

for (int i =0; I <Kk; i++)

cout

kol kku. al ki o(i) = rand() % 10;

<< "\n";

for (i =0; i <Kk; i++)
cout << kol kku.al kio(i) << "\t";

getch();

}
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Voisimme nyt luoda esimerkiksi 5 x 5 -taulukon oletusmuodostimen avulla:
vektori vitoset[5];

Nyt esimerkiksi ilmaus
vitoset[0].al ki o(0)
viittaa taulukon ensimmaisen rivin ensimmaiseen alkioon.

Taulukko-operaatioita Vektori-luokassa

Seuraavana on esimerkki Vektori-luokan kisittelystd. Mukana ovat tulostuksen ja
syoton ylimédarittelyt Vektori-luokan yhteydessa. Operaattori += on my0s
ylimadritelty lisidmadn vektoriin toisen vektorin arvot. Sama operaattori on
ylimadritelty myos ottamaan argumentikseen tavallisen tietotyypin. Talloin
esimerkissa lisdtddn kokonaisluku vektorin alkioihin. Tétd operaattoria hyddynnetidin
sitten kasvatusoperaattorin ++ yliméarittelyssa.

Vektorin kasittely

#i ncl ude <coni o. h>
#i ncl ude <i ostream h>

class Vektori ({
publ i c:
Vektori(int alku, int |km;
Vektori (const Vektori & v);
~Vektori ();
const Vektori & Vektori::operator+= (const Vektori &c);
const Vektori & Vektori::operator+= (int x);
const Vektori & Vektori::operator++ ();
friend ostrean& operator<< (ostrean& oo, const Vektori& c);
friend i strean& operator>> (istrean& ii, const Vektori & c);
private:
int *v;
const int eka;
int maar a;

H
Vektori::Vektori(int alku, int |km
. eka(al ku), naara(l km

{

vV = new int[naara];
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}

Vektori::~Vektori ()
{

del ete[] v;

}

ost rean& oper at or << (ostrean& oo, const Vektori & c)
{

cout << "Alkiot ovat " << endl;

for (int k=0; k < c.maara; k++)

00 << c.Vv[k] << "\n";

return oo;

}

i strean& operator>> (istrean& ii, const Vektori & c)
{
cout << "Vektoriin nmenee " << c.maara << " alkiota" << endl;
cout << "Anna arvot" << endl;
for (int k=0; k < c.nmaara ; k++)

{
ii >> c.v[K];
}
return ii;
}
const Vektori & Vektori::operator+= (const Vektori &c)
{

for (int 1=0; i<maara; i++)
vii] +=c.v[i];
return *this;

}
const Vektori & Vektori::operator+= (int Xx)
{

for (int i=0; i<nmara; i++)

vii] += x;

return *this;
}
const Vektori & Vektori::operator++ ()
{

return (*this) += 1;

}

void rmain()

{
Vektori v1(0, 3);
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cin >> vl;

cout << vi;
Vektori v2(0, 3);
cin >> v2;

cout << v2;

vl += v2;

cout << vi;

V1++;

cout << vi;

getch();
}

"'E D:vcppivektorkoe exe

1
1
1
Alkiot ovat
1
1

1
Uektoriin menee 3 alkiota
Anna arvot

2

2

2
Alkiot ovat
lkiot ovat

lkiot ovat

2
2
2
A
3
3
3
A
4
4
4

STL-kirjaston vektorioperaatiot

Seuraavana on esimerkkejd STL-kirjaston kdyttdmisestd 1-ulotteisen taulukon
késittelyyn. Operaatioita on useita erilaisia. Seuraavaksi ndytetddn maksimin
hakeminen sekd kddntdminen (reverse) ja pyordyttiminen (rotate).

Suurimman hakeminen vektorista:

#i ncl ude <al gorit hny

tenpl ate <cl ass Forwardlterator>

I nput I terator max_el enent (Forwardlterator first,
| ast);

#i ncl ude <al gorit hny
#i ncl ude <vect or>

For war dl t er at or
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#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <coni o. h>

usi ng nanespace std;

i nt mai n(voi d)

{
typedef vector<int>: :iterator iterator
int taulu[4] = {100, 200, 10, 20};

vector<int> vektol(taulu,taulu + 4);
iterator suurin = nmax_el enent (vekt ol. begi n(), vektol.end());

cout << *suurin << endl
getch();
return O;

Vektorin kaantaminen:

Syntaksi:
#i ncl ude <al gori t hne
tenpl ate <class Bidirectional lterator>
void reverse (Bidirectional lterator first, Bidirectionallterator
| ast);

#i ncl ude <al gori t hne
#i ncl ude <vect or >
#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <coni 0. h>

usi ng nanespace std;

i nt mai n(voi d)

{

typedef vector<int>:.:iterator iterator
int taulu[4] = {100, 200, 10, 20};

vector<i nt> vekto(taul u, taul u+4);
cout << "Al kuper ai nen vektori\n";
for (int kK =0; k < 4; k++)
cout << taulu[k] << "\t";
/1 Kaannet 8&n vektori

rever se(vekto. begi n(), vekto.end());
cout << "\nKaannetty vektori\n";
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for (int k =0; k < 4; k++)
cout << vekto[k] << "\t";

getch();

Vektorin pyorayttaminen:

#i ncl ude <al gori t hne
tenpl ate <cl ass Forwardlterator>

void rotate (Forwardlterator first, Forwardlterator mddl e,
Forwardliterator |ast);

#i ncl ude <al gori t hne
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <i ostream h>
#i ncl ude <coni o. h>

usi ng nanespace std;
i nt mai n(voi d)
{
typedef vector<int>::iterator iterator;
int taulu[4] = {100, 9999, 10, 20};
vector<i nt> vekto(taul u, taul u+4);
cout << "Al kuper ai nen vektori\n";
for (int k =0; k < 4; k++)
cout << taulu[k] << "\t";
rot at e(vekt o. begi n(), vekto. begin()+2, vekto.end());
cout << "\nPyOraytetty vektori\n";

for (int k =0; k < 4; k++)
cout << vekto[k] << "\t";

getch();

Tulos:
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"% DATEMPANONAMEDD._exe

188 2999
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